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INTRODUÇÃO 

~ um processo clássico em geometria (em particular em georne-

tria riemanniana) tentar obter informações globais (topológicas ) 

ou locais (analíticas) a partir de informações pontuais (algébri-

cas) do objeto em estudo. 

No caso de variedaes riemannianas as informações pontuais 

que mais permitem deduzir informações locais e globais são as so-

bre o tensor curvatura. 

Nesta tese l(Ueremos estudar alguns dos aspectos locais ~ glQ 

bais de Vilrit?dades riemannianas cujo tensor curvatura tem uma es-

tru t ln-u a 1 ~J(~b r· i c._t part lc u larrnen te simples. 

Se H r-~ um:1 variedade ricmanniana com tensor •:urvcJ.tura R 

diremos que n 
•. 
e pc•~u se existir uma base ortonormal {X

1
, ... ,Xn} 

e_,ll cacla espaço tangente tal que (R(X.,X.)Xk,X >~O 
l J ~ 

se o conju_!2 

to {i,j,k,l.} tern muis que dois elementos. A classe das varieda-

des riemannianas com tensor curvatura puro e de um certo interes-

se pois enqloba IJelo menos duas classes de variedades particular-

mente importantes, as variedades conforrnemente planas e as varie-

dades que u.dmitem imcrsóes isométricas em espaços ,_-~e curvatura 

constante, com fibrado normal plano. E de fato, estas variedades 

serã.o os objetos pr.incipais de nosso estudo. 

1.\o primeiro capitulo recordaremos conceitos e resultados bá-

sicos de geornetr.la riemanniana essencialmente r<cra fixar as no-

tações. 
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No segundo capitulo faremos um estudo das variedades comfor-

memente planas imersas em espaços euclideanos em codl.mensão baixa. 

Um estudo bastante completo das hipersuperficies conforrnemente pl~ 

nas, n 2:._ 4, é feito em [C-D-M] onde em particular é mostrado 

que ugenericamento" elas são umb1licas ou folheadas por esferas 

geométricas de codimensâo 1. Chamamos de e.-06e.1La geomê.tfLic.a de ti-

po E:, r: ~ O, l um.J. subvariedade L c M totalmente l~billca, com 

vetor curvatura média paralelo, e tal que a curvatura seccional de 

M ao longo L e uma constante se C = Ú 1 se 

E = 1. Também por "genericamente" entenderemos que existe um con-

junto aberto e denso cujas componentes conexas sao do tipo em que_§_ 

t~o. Se. uma van.iedade con6ofLmeme.nte plana Mn ~ 6olhe.ada (luc.alme.~ 

te) po.lt e.J..cic.Jz.a.5 geomêth.-i.c.a-6 de. Ltpo c: e c_od.-i.meruão p, d.-iheJri0-6 que 

Mn ê_ do tipo (p,c) lJm primeiro resultado geral que segue de 

[M- M] e !He] (teorema 2.24) garante que se M
0 

e_ eon6o!r.meme.nte 

plana e. f : M0 -~ IRn+p ê. u.ma ime_.õão illomê.:tni.c.a c.om n > 4 

p ~ n-3 e.r1-tao M° C "ge.uc.Jt{.c.ame.n.te," do tipo (.t,s), 9., < p. Um caso 

interessante é o caso p = 2. Consideremos a hipótese adiclorktl que 

o fibrado normal seja plano. Vale a pena observar que em [Ch 2-T 1 

e "demonstrado" um teorema que afirma que todas as imersOes iso

métricas f : Mn --> JR n+ 2 quase umbilicas tem fibra do norm:ü pl~ 

no. Este resultado, juntamente com o teorema de Moore-Morvan im-

plicaria que se Hn é conformemente plana, n :':. 5, então o fibra-

do normal de f é plano. Em 2.1.10 mo.6;(:f!a!te.moll c.om (Lm c.xcmpf.o que 

n 
JR em 

JRn+ 2 q-u.a.6l' uiiib[.C;c.oé. cotn (li.bJtado noJtma.t não plano. 
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Consideremos uma imersao isométrica 

com Mn corformemente plana e fibrado normal plano. Então, "gen~ 

ricamente" temos as seguintes possibilidades: 

(a) Mn - umbilica e 

(b) Mn e do tipo (l,E:) 

(c) Mn e do tipo ( 2 1 E) 

Provamos o seguinte resultado (Veja Teorema 2.3.9): 

TEORE1"'lA. No ca,_so (c) Mn admite. dual. 6othe.aç.Oe.l. otLtogona-Ü de. c.Q_ 

dirnen6~o l cuja~ 6ofha-õ h~O quahe umbZlic.al. e.rn M, c.on6oJuneme.nte. 

6clft~aç~o po:t ch6t4ah geom~t~Lic.ah F e a dil.t~Libuiç~o otLtogu•tal 

a F ~ inteqh~uel. 

Olhando de um ponto de vista intrinseco as do tipo (a) sao 

de curvatura constante (e portanto admitem localmente imersões 

isométricas em JRn+l). A-õ de. tipo (l,E) admi.:tem ;também imeJc6Õe_h 

n+l -
JR • Este e um resultado 

de do Carmo-Dajczer [C- D] e daremos uma demonstração simpliftca-

da, nas mesmas linhas (o nosso caso é mais particular pois est~ 

mos supondo n > 5 e o resultado acima vale para n = 4). Nesta 

linha de raciocinio tentamos provar o seguinte: 

CONJEC'rURA L Seja Mn, n 2_ 5, uma vM-i.edade c.on6o!tll1ti1H:'Jlte p-C.ana 

dr{ .U.po (2,1) -ta_f c1ne a.~ 6olheaç.Õe.6 poJt e_.66e~ta.6 geomC-i>'ti_c.ah .6ejam 
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in..:te.Jt.óe.c.ção de_ du.ah 6otheaç.Õe..6 ontogonai.6 c..om 6oiha.6 qua.óe. umb:Lt!:_ 

c.a.ó de c.odimen.õãa l. En...t:ão Mn admite foc.a-tme.nte. -tme'UlÕe-6 i.õomê: 

n+2 :tfli..c.alJ em JR c.am 6ibJtado noJtmai plano. 

Informalmente falando, mostraremos o suporte da nossa conje~ 

tura, o seguinte resultado (Veja Teorema 2.4.3 para mais detalhes): 

TEOREMA. Na.6 hipõ..:te_he.ll da c_oHje.c...:tuJta e.xi-&te. uma 6amlf.ia :/ de ".t.e 

As equações de Codazzi e Ricci que "sobram" para provc:1r a 

conjectura deveriam ser verificadas para uma escolha oportunú do 

parâmetro <.p, De fato um tal 'P é solução de um sistema 

de três equações diferenciais parciais (com coeficientes que de-

pendem da geometria intrinseca de 
2 

M) para uma função <P : JR -·-___,_-., JR. 

Algumas tentativas de resolver este sistema são discutidos no §5. 

O Último pari:tgrafo do capitulo II é principalmente motivação 

para o capí-tulo Jli. Comentaremos resultados giobaL6 (essencial-

mente conhecidos) sobre variedades compactas conformemente planas 

Mn mostrando como a condição de não-negatividade da curvatura sec 

cional é extremamente restritiva na topologia e geometria de I-1. 

No capítulo III estudaremos propriedades globais de varteda-

des com curvatura seccional não negativa. Motivados dos resulta-

dos do §6 do capitulo II enfraqueceremos a hipótese de conforme-

mente plana para uma hipótese mais geral-, de ter operador de 
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curvatura puro. Um primeiro resultado que mostraremos e o seguin-

te (Veja Teorema 3.4.1) 

TEOREMA. Srz..ja Mn uma va.Jti.e.dade Jtie.mann-ía~ta. anai:Ltica,c.ompad:a e -6~n-

do!t c..unva.tutc.a. pu.'Lo. 
~ n ~ 

Kvdao M e_ phodu.to {Jti.emanniano) de. .t:JubvaJtie.-

dade.4 M. cada uma com a me.~ma cohomologia !Leal de uma eA6eJta. 
l 

Uma consequência interessante e a seguinte: 

COROL1i.RIO. Seja M
11 uma vatd.e.da.de. c.ompac.ta, .õi.mpfe.l.lmcn.te conexa 

A seguinte conjectura parece razoável. 

cJ..dadc. 

O último teorema que mostraremos de um lado reforça a nossa 

oplnião de urna resposta positiva a conjectura 2 e LambÉ•m e inte-

n~ssante em relação ao seguinte resultado devido a Erbacker (veja 

[Ch
1

J , cap. 4, teor. 7.1). 

V(U, (! 
n 

f : Jvj 

~ 

compacta com cuJtva.tuJta.ô l.leccionai4 nau ne.ga~i-

m n+p uma imeJr-são i.. . .somê.ttc(ca CD/It vc.ft,ft cU!<.Vtltutr.a 
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- n -me..d-La paJtate.to e. fiib!Lado 11.01Lmaf plano. Então M e pJtodu;to (Jtie..man 

n-Lano) de e~6eJta~(de cuJtvatu!La con~tante) e f imeJtge cada 

em c..odi.me.nhão 1: 

O papel da hipótese do fibrado normal ser plano no teorema 

acima é relacionado com o aspecto topológico da tese. De fato 

mostraremos o seguinte resultado (veja 'l'eorema 3. 5.1): 

S . n . ' TEOREMA. l?.j a M c.ompac.;tc(, -6.-<.Jnp.t..eómen;te conexa, c.om c.uli.va;tu!Lah h ec.-

cJoanJ..t. não IUgat-Lva-6 e f : Mn --0> JR n+p uma ime.Jtl!â.o ibom~:t!Lic..a 

com óibJtado 1101tma.t plano. Então Mn é pJtodu;to (JtJ..emanniano) de óub 

vaJtiedadeh Mi cada uma com a me.hma c.ohomologia Jteal de uma eh6e1La. 



CAPÍTULO I 

ESTRUTURA ALG~BRICA DO TENSOR DE CURVATURA 

Neste capítulo recordaremos alguns concej.tos básicos de ge~ 

metria riemanniana com a finalidade principal de fixar as notações. 

Nossas referências básicas são [c], [K-N], [R], [S]. 

§ 1. GENERi\LIDADES: Seja ~1 uma variedade riemunni a na e \/ a co-

-nexao de Levi-Civitu. de l\1. Denotaremos com TH o fibrado tangente 

a M, T M o espaço tangente a M em xEIVJ e ( , ou simplesmente ( ,) 
;{ X 

o produto interno em T M. * ("1) denotará a álgebra elos campos de 
X 

- D vetores difercnciavcis ao longo de H, /\_~ (M) as p-forrnas externas 

em Txr-1 e .'\]J(~1) as p-formas dj_ferenciáveis. 

O ter:_so:> e"r>vat UN-: associado a '\1 é a aplicllção trj_linear 

E bem conhecido que (R(X,Y)Z) depende so dos valores de X,Y,Z em 
X 

x e portanto 1.1.1 define efetivamente um tensor. As principais 

propriedades de R são 

l.l.l.a (R(X,Y)Z,í\1) ""-(R(Y,X)Z,N) 

l.l.l.b IH(X,Y)Z,W) ~ -(R(X,Y)W,Z) 
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l.l.l.c ( R(X,Y)Z,VJ) o (R(Z,VI)X,Y) 

l.l.l.d R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 

l.l.l.e o 

As propriedades (d) e (e} -sao conhecidas como primeiLa e segunda 

identidade de Biunchi, resoectivamente. 

Seja {x
1

, ... ,X} uma base de T Me {X
1
*, ... ,X*} a base dual n x n 

em (T M)* o A 1 (~1). 
X X 

!l.s 2-formas externas X~J\X"':' formam, para i<j, 
l J 

uma ba:::.e de i\ 
2 

(M) • 
X 

Devido as propriedades de simetria, o tensor 

R induz um operador simétrico a nível de 2-formas, o opcPad'-'Y' eur 

1.1.2 p 
X 

__ , 

obtido estendendo por bilinearidade a aplicação 

l.l.2.a (p (X'!< !IX~), Xk*,~.x*> = < H(X. ,X.)X ,Xk) 
X l J 2 l J f 

onde o produto escalar no primeiro membro de l.l.2.a é o induzido, 

a nível de I\~(M), pela métrl.ca riemanniana, (i.e. se {X1 , ... , Xn} 

é base ortonormal em 'I' M, X"!"l\X~, i<j é base ortonormal em A
2

(M)) e 
X l J X 

o do segundo membro 0 a métrica riemanniana em T M. 
X 

Sejam X, Y dois vetores linearmente independentes em 

cr(X,Y) o 2-plano gerado por X e Y. O número 

1.1.3 K(cr) = K(X,Y) =--~(~R~(~XL,~YL)~YL,~D~--

IIXII2 IIY11 2 - (X,Y) 
2 

T M e 
X 
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nao depende de X e Y mas somente de a e é chamado de curvatura se e 

cional de M em o • 

1.1.4 OBSERVAÇÃO: p é um operador simétrico e portanto diagonali 

zável. 2 Se para cada 2-forma w E Ax(M), ( p(w),w) é positivo o 

que é equivalente a os autovalores de p serem positivos) então to 

das as curvaturas seccionais são positivas. Por outro lado se as 

curvaturas seccionais são positivas então ( p(w) ,w> é positivo pa-

ra todas 2-formas w decompon{veis isto é formas do tipo w = X*AY* 

onde X*, Y* são as l-formas duais dos vetores X, Y E T M. Isso em 
X 

geral não (~ uuficdcntr' para garantir a positividade de P. De fa-

to a finalidade desta tese é estudar a estrutura de variedades em 

que a positividade de p é equivalente a positividade de K e vere-

mos que esta é urna condição bastante restritiva. 

§ 2. IMERSÕES ISOM~TRICAS 

Sejam M e JV!, va_cieclades riemannianas de dimensáo n e n+p re§_ 
. 

pectivamente c f:M M uma imersão isométrica (i.e. para cada 

X E M, 'df) \ X TxM -~> Tf{x)M é isometria como aplicação linear 

ent.re espaços vetoriais com produto escalar). Para t_odas as con-

siderações de carater local identificaremos M com dl(M) (localmeg 

te) e T M com 
X 

A imersão f determina uma decomposi -

çao ortogonal do "pull-back" de TM. 

1.2.1. * f (TM) ::: TM I ::: TH ® vM 

IM 
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onde vM, o fibrado normal de M em M,é o complemento ortogonal de 

TM em TM. Denotaremos com V e V as conexoes de Levi -·C i vi ta de 

M e M respect.i vamente. Sejam X, Y E *(H) e ç; uma secçao diferen-

ciável de vM (campo normal) . As projeções canônicas 

l. 2. 2 
TM __ , TM 

TM vM 

determinam decomJ?osições ortogonais 

I{F.G.] v y v y + a {X, Y) 
l. 2. 3 X X 

l(F.W.] \.'xs - -A X + V
1

é r, X 

chamadas de fórmula de Gauss e Weingarten respectivamente, onde 

a : TM 0 TM --> 'JM é um tensor simétrico chamado de 2
1
; j'onna full 

damentaZ ~_:e f . A, : TH --> 'TM é também um tensor simétrico,ch~ 

mado operador ele ih·-i.n~ial'rcn na direção t e 
L • 

'V e uma conexao em 

v M, compat.ível com a métrica e chamada de -ecn._; xau rt(lrmaZ. Os 

tensores a e A são relacionados por: 

1.2.4 ( a(X,Y) ,t) -" {ArX,Y) 

Os tensores de cuJ:vatura R, R de M e H são relacionados pela u,-JU'::!_ 

ção ele Cuuc~:;: 

l. 2. 5 (E.G) :{ R(X,Y)Z-R(X,Y)~,W)=( n{X,Z) ,a(Y,W)) -{ u(X,W) ,rdY,Z)) 



5 

-e portanto as curvaturas seccionais pela equaçao 

1.2.5 (a): K(X,Y)-K(X,Y) = lla(X,Y) 11
2

- I a(X,X) ,a(Y,Y)). 

~ Útil ter uma formulação de 1.2.5 em termos dos operadores de 

curvatura per. Seja então {~ 1 , •.• ,( } um referenciaJ ortonor
p 

mal em v ~1 e Ar os operadores de Weingarten relativos. 
X ~· 

]. 

X,Y E T Ma 1.2.5 pode ser escrita como 
X 

p 
l. 2. s lb I : (r -r) (Xi\Y) - ' i=l 

AE X 
l 

A AC Y 
l 

So 

onde temos identi.ficado, como faremos sempre no que se~1ue, os ve 

tores X,Y com as l-formas duais. A derivada covariantc da 2C: 

forma fundamental é definida por 

1. 2. G (IJXrx) (Y,í',) - 'V~(i~(Y,Z)) - a(VXY,:Z) - a(Y,VX,I.) 

A projeção normal do tensor R mede a falta de simG.tria de 1. 2. 6 

com respeito a X c Y. Isso e conhecido como a equuçc(io de Co da;:,-

zi: 

-
1.2.7 P"'(R(X,Y)Z) - (VXa) (Y,Z) - (7ya) (X,Z) 

1 - 1 1 A curvatura R da conexao V , R (X,Y)~ 
1 - v E; 

lx, Y 1 

e relacíonada com a curvatura R pela cquaçao dt: R,:,;,•i: 
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onde [ ATl, A~ 1 él.en'Jte. <:' produto de Li e das transformações, [A 
11 

,A E,] 

[A",A,] =A A -A A 
,, "' n r, r, n 

§ 3 • O TEOREMA FUNDAMEN'rAL DAS IMERSÕES 

Por simplicidade neste parágrafo consideraremos imersões 

isométricas em espaços euclideanos ou seja tomaremos, com as no -

- + 
taçÕes do § 2, H = :m. n P. Temos visto que dada uma imersão isomé-

n+p a trica f:M -->JR temos associada a esta imersão uma 2. forma 

~ n+p) fundamental (que descreve a geometria extr1nseca de .tv:•. em JR e 

que satisfaz algumas condi_çÕes como as equações de Gauss, Codazzi 

e Ricci (1.2,5, 1.2.7, 1.2.8). O teorema fundamental das imer-

soes garante .J. reciproca ou seja, dada uma "segunda. forma funda -

mental em M" que ver_i_fica as equações acima mencionudas, existe 

- - n n+p uma imer:sao isometrica f: M --> m_ que tem esta forma como 

2~ forma fundament~al. 
n 

Mais precisamente, seJa Ep --> M um fibrado vetorial p-di-

mensional sobre M com métrica riemanniana (como fibrado) ( , e 

- E ·r 
uma conexao V compatlvel com a métrica. Uma segunda forma funda 

mental é uma secçilo diferenciável do fibrado Hom (TM lll E, TM) sa-

tis fazendo 

(A(X,F;) ,Y) (X, A(Y,()) 

-
ou equivalente unw secçao a do fibrado Hom (TM O TM, E) tal que 
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a(X,Y) = cdY,X) A equivalência dos dois conceitos e no sentido 

que a relação 

la(X,Y)F,) (A(X,F,) ,Y) 

,. 
define uma das secçoes a partir da outra. 

" I L 3 .] ) 1'EOREMA' Seja Ep --> M um fibrado vetorial p-dimensio -

nal com métrica riemanniana ( E 
e uma conexao V compatível com 

a dita métrica. a Dada uma 2. forma fundamental o. : M __ , Hom 

(TM ~ TM, E) que verifique as equações de Gauss, Codazzi e Ricci, 

·· - f ·. M --·- lR n+p existe uma imersao isometr.ica local / tal que 

P 
" E --> M é isom{!trico a vr-1 e a e a 2': forma fundament<ll de f. 

Al~~m disso, se 1\1 é simpJGsmente conexa f é globalmente definida. 

A imersão isométrica cuja existência e garantidi1 pelo teorema 

acima é essencialmente Única: 

l. 3. 2 TEOREPlA: Sejam t
1

, t
2 

tr:Lcas com f·ibrados normais E. 
l 

M
n __ , n+p 

JH - duas imersoes 

"· l 
--> M nas condições acima. 

tão se existir uma isometria de fibrados: 

F:l - l: 2 --O· 

11 lt 1"2 
' 

M ' M ---> 

-

isomé 

En-

que preserva as concxoes 
E 

v l 
' 

E 
v 2 e as segundas formas fundamen-

tais, então existe uma isometria 



JR n+p --> JR n+p tal que 

f o '(I 
2 
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Um conceito bastante importante relacionado com os teore 

mas acima é o de "número tipo" de um conjunto de operadores li -

neares. Sejam V, W espaços vetoriais e L= {L1 , ... ,Lp} um con-

junto de operadores lineares L. :V -->W. 
l 

Chama-se de número t-i-

po de L o máximo inteiro t t (I~) tal que existem 

x 1 , ••• ,Xt era V tais que os vetores Li(Xj), i=l, ... ,p 

são linearmente independentes. 

t vetores 

j=l, •.. ,t 

Se f:M0 --:>1R n+p é uma imersao isométrica, denotaremos por 

ger {a(X,Y) :X,Y E T M} 
X 

o p:r1-me~:ro •'Dpa\'o n,JY'IIial e se {S
1

, ... ,~q} e uma base para N1 (x), 

o numero tipo de f em x é t ({Ar , .•• ,Ar } ) . (Não é difícil ver 
- - "l 'q 

que este numero nao depende da escolha da base em N
1

(x)). 

1. 3. 4 TEOREMA (Allendoerfer) . Sejam f ·M lR n+p · -] 2 d . . . --> , l- _, uas 
.L l 

imersões isométricas c ,p : M
1 

--> M
2 

uma isometria. Suponhumos 

que os primeiros espaços normais de f 1 e f 2 tenham dimensiio cons-

tante e igual. Se tI f i I 

tal que f 2 = Aof 1 . 

3, existe uma isometria A:JR n~-p-->JRn+p 

O problema de existência de imersões isométricas locais de 

n+p 
uma variedade n-dimensional em JR se resume, em vj.rtudc de 

1.3.1 a existência de uma segunda forma fundamental que verifique 
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-as equaçoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Queremos observar que a 

primeira é de caracter puramente algébrico e as outras são de ca 

racter diferencial. A busca de uma segunda forma fundamental que 

veriflque a equação de Gauss se reduz a busca de p transform.õÇões 

lineares simétricas A. :T M ---> T M tais que 
l X X 

l. 3. 5 
p 

' .L=l 
A.X!\A.Y 

l l 

Em qeral se V e um espaço vetorial de dimensão finita e 

e um operador simétrico, a existência de uma 

fatorização do tipo 1.3.5 é equivalente ao fato que verifique 

a primeira identidade de Bianchi. Este resultado devido a Jaco-

bowitz (veja [ J]) pode ser considerado o equivalent~e 

do teorcmu. de imersiio isométrica de Nash. 

p 

uma vez garantida a existência de urna fatoriza.ção 
F 
:. A. i\A., queremos condições suficientes que nos 

ioo:l .l l ' 

que os A~s verificam as equaçoes dG Codazzi e Hicci . 
. L 

algébrico 

garantam 

l. 3. 6 TEOREMA (Allend0erfer) 
p 

S8 P ::::: I 
i=l 

A. /\A. e t 
l J .. 

(A
1

, .•• ,A )>4 
p -

entâo os A~s verlficam as equações de Codazzi e Ricci. 
l 

Naturalmente a condição sobre o numero 
.. 

tipo c muito forte. 

No caso p=l ela é equl.valente ao posto de P ser ..:_ 6 mas para p>l 

ela é efetivamente uma for·te restrição. (Para mais detalhes ve-

ja [SI voLVI. 

Para o caso p::::l, temos uma série de resultados razoavclmen 
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te aplicáveis que passamos agora a discutir. 

1.3.7 TEOREMA (Thomas): Se M0 é uma variedade riemanniana com 

operador de curvatura p de posto > 6, então Mn admite uma imer-

são isométrlca local em JR n+l Se e somente se existe um operador 

simétrico tal que r = LAL. 

O teorema de 'thomas e obviamente consequência icnediata de 

l. 3. 6 e do teorema fundamental sobre imersões isométricas; se po~ 

to > 6 , ele reduz o problema da existência de uma imersão isomé

n+l 
trica local em lR ao problema puramente algébrico de determi -

nar um operador simétrico L tal que p. = LAL. 

1.3.8 DEFINIÇÃO: Diremos que p: I\
2 

(TM)-->A 2 {TM) preu(:_cva a de 

~, 2 (TM) tal que 2 
w w1\w o temos 

2 
P (w) =o (w) ;\~'(\li) '"" O. 

A condição de preservar a decomponibilidade e equivalente a 

que, para todos, X,Y,Z,W ET M se tenha: 
X 

l. 3. 9 

Obviamente se r:-=LJ\L, p preserva a decomponibil.idade; 

o inverso é verdade em uma. forma fraca: 

1.3.10 PROPOSIÇÃO: Seja o: 1\
2 (V) --> 11 2 (V) um operador simétri 

co. Então o-== j: L,,\L para algum operador L se e somente se ,l pre-
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serva a d3componibilidade e satisfaz uma das duas condições abai 

XO! 

(a) p Ao f O e p nao e correlação se posto n == 6 

(b) o Ao = o e ou posto p = 0,1 ou posto p = 3 = 

= conulidade 0 . 

Lembramos que n e uma correlação se preserva a decomponili-

dade e, dados xl' ... ,x4 linearmente independentes tais que 

depend8ntes lemos p(X2 Ax 3 ) = ± Y1 AY 4 e p(X
1

Ax4 l = ± Y2 AY 3 . Lem

bramas também que o espaço nulo de p e definido por: 

N I p) -- {X E v p(XAY) =O, V Y c V} 

e a conulidade de p é a codimensão de N (p) • (para maiores de ta-

Para o tensor de curvatura de uma variedade riemanniana va-

le a p:cimeira identidade de Bianchi e portanto a simetria de L na 

fatorização 1.3.10 é garantida pelo resultado de Jacobowitz já 

citado. A indeterminação ± L/\L pode ser eliminada com uma condi-

çao um pouco técnica que vamos considerar agora . 

.Seja x
1

, ... ,Xn uma base de V e consideremos a matriz de p 

na base {X.AX. : i,j = l, ... ,n, i<j] 
l J 

Definimos 

!! ( p) = ' 
i,j,k,Q,,p,q 

' I~ .q 
JP 
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,Piei- Z 

i,j,k,f,p,q 

1.3.11 TEOREMA: Se p i LAL e S(P) + 1 ~ (P) > O, ent~o P = LAL 
4 

DEMONSTRAÇÃO: veja fv1 J. 

1.3.12 EXEMPLO: O exemplo a seguir está diretamente relacionado 

com uma classe de variedades riemannianas, as variedades com ope-

rador de curvatura pur'o que é na realidade o tema central desta 

tese. 

Suponhamos que M0 seja uma variedade riemanniana tal que,p~ 

ra cada x C Mn existe uma base ortonormal {X
1

, •.. ,X
0 

1 em 

tal que p (X. i\ X. l = .\ .. X. f, X.. Os autovalores ).. .. são •2ntào as cur 
1 J l] 1 J lJ 

vaturas seccionais dos planos u ij ""' ger {X i, Xj}. A condição de 

p preservar a decomponibilidade é 

l. 3 .13 À. :\kt ·- Àik .\ . i,j,k,Q, distintos 
lJ J ' 

e 

"' I I I = c ,1. ~. e 0 I o I = ' \. \. \ . 
i< j lJ i<j<p l] lp JP 

Suponhamos agora qup as curvaturas seccionais sejam nao negativas 

' .. " o i,j l y ••• 4 • Então 0 IPI 
1 I P I > o posto e para + -

"' 
e 

lJ 4 

p > 6 . Além disso {X
1

,\X
2

) 1\ç· (X
3

AX
4

) = '12 À 34 x
1 

AX
2

AX
1

1\X
4 " o 

e portanto , não é correl<1ç.J.o. Portanto nesta situação r LI\ L 

e L verifica us equaçOcs de Codazzi e portanto uma variedade rie-

manniana nas lüpótesc~; acima admite localmente uma imersdO isomé

trica em JR n+l_ 



CAPÍTULO II 

VARIEDADES CONFORMEMENTE PLANAS 

Neste capítulo queremos estudar alguns aspectos de uma elas 

se de variedndes riemannianas cujo tensor curvatura tem uma es-

trutura algél.Jrica particularmente simples, as variedades conformQ 

mente planas, tendo em vista particularmente uma caract.erização 

daquelas tais variedades que admitem uma imersão isométrica em 

um espaço euclideano em codimensão baixa. 

§ l. GENERALIDADES 

2.1.1 DEFINIÇÃO: Uma variedade riemanniana Mn, n ~, dim M, e (lo-

calmente) r'O'"f'nY'-'t'cmPnte pZana se \1 x E Mn existe uma vizinhança 

n 
U C IR .de x: e um difeomorfismo conforme r.p: u --> 1\C:m n 

X X 

Se n==2 todas variedades M2 são conformemente nlanas como 

consequência da existência de parâmetros isotérmicos. Se n::_4, v~ 

rias cond.i.çõc~s de caracter pont.ual sobre as curvaturas de M -sao 

equivalentes a M ser conformemente plana. Vamos aqora enunciar 

algumas delas. Seja x EM e {x
1

, ... ,Xn} uma base ortonormal de 

T M e consideran1os o operador de Ricci Q: 'l' M ---·> T M 
X X X 

por 

O (X) = 
n 

' i=l 
R(X,X.)X. 

l l 

definido 
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nnde R é o tensor de curvatura de M. Consideremos 

y : T M definido por 
X 

y (X) 
l 

[Q (n-2) 

tras,:o 0 

I] 
(X) 

2(n-l) 

() operador 

2 .l. 2 TEOREMA (Weyl, veja [B.G.]): Se n , 
4' Mn e conformemente 

plana se e somente se ~ X, y E T M 
X 

P (XJIY)- Y(X)f\Y + X/\Y(Y) 

onde o 2 
A (M) --> 

X 
e o operador de curvatura de M. 

O resultado a seguir caracteriza as variedades conformemen 

te olanas (n > 4) em termos de curvaturas seccionais: 

2.1.3 TEOREMA (Kulkarni, [K]): n - 1 Se n ~ 4, M e conformemcntc p ~ 

na se e sorn~nte se para cada quatro vetores ortogonais x
1

, ... ,x4 

temos 

Suponhamos agora dada uma variedade e umu imersão 

n n+o f: M --> JR · 

2 .l. 4 DEFINIÇÃO: Diremos que f e 
' .• 

uma 1- rne f'.'; ao 

na se M for conformemt-'nte planu com respeito a métrica induzida 

por f. 
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da de 
. . 

1''(e man r:. L an a~ f'1:xada a métriea induzida e f eomo uma 

O teorema 2.1.3 fornece imediatamente o seguinte resultado, 

originalmente devido a Cartan. 

2.1.5 TEOREMA (Cartan) Seja n ~ 4. Então f: M11 -->lRn+l é uma 

ICP se e somente se o operador de Weingarten A~, ~E vxM tem 

autovalor de multiplicidade pelo menos (n-1). 

um 

2.1.6 OBSERVAÇÃO' 3 4 Se n=3 existem exemplos de ICP, f: M --> JR 

que nao verificam a condição do teorema 2.1.5. 

O resultado de Cartan foi parcialmente generalizado por J. 

D.Moore para ICP em codimensão maior. 

2 .l. 7 TEOREMA (fvloore [ M]) : . f n n+p CP SeJa : M --> lR - uma I n>4 

p_.::_n-3. Ent.3.o existe uma base ortonormal {X
1

, ... ,X J 
. n 

de T M tal 
X 

que c1 2~ forma fundamental de f é da forma 

a (X. , X.) 
l J 

l 

A 

o 

o 

o 

o 

onde A e um.:l mat.riz vetorial pxp a vulorcs em v M c [, c: v M. 
X X 

2 .l. 8 DEFINIÇÃO' Dada uma imersao isométrica f: Mn --> JR n+p 
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') M diremos que r, e u;;,~- di-x·e·çã"-o quase umUí.lica se e somente 
X 

se A~ tem um autovalor de multiplicidade pelo menos (n-1). O ire-

mos que f ,) quase umh{Zica se \I x E M existe uma base ortonormal 

{ç 1 , ... ,~p} de ~M tal que ~i é direção quase umbílica para 

i=l, ... ,p. 

Os conceitos de ICP e imersões quase umbílicas sao relacio-

nados pelo seguinte resultado: 

2.1.9 TEOREMA (Moore-Morvan [M-M]): Seja M11 uma variedade rie -

manniana de dimensão n>4 e f Mn --> lR n+p uma imersão isométri 

ca com p < 4 e p < n-3. Entao f e ICP se e somente se c quase um 

bÍlica. 

Imersôes quc:tse umbílicas têm sido consideradas por l3.Y.Chen 

em I Ch
2
-TJ Neste trabalho ele afirma que imersões quase urnbllicas 

tem conex.iio normul p1ana. Este resultado é falso como mostra o 

exemplo a seguir: 

2.1.10 EXEMPLO: Seja f : M2 
--> JR 

4 uma imersão isométrica com 

2 i M plana e R t O. (Uma tal imersão pode ser obtida de uma imer-

sao (local) cilÍndrica de JR 
2 

em JR 
3 e uma imersão cilíndrica de 

JR 3 em JR 4 ao longo de uma curva nao tangente as direções princi-

Consideremos a imcrs"Z:o produto pais da primeira imersão) , 

- 2 n-2 n+? 
f : M x lR --> lR ~ Então f ainda satisfaz Rj_10 e M2xJR n-2 

e plana (em particular conformemente plana) . um 

referencial ortonormal para I e {X
1

,x
2

, ... ,Xn} um referencial or

tonormal de 'l'x(M
2 

x ]:{ n- 2 ) tal que {X
1

,x
2

} é um referencial de 
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2 

que diagonaliza 
X 

17 

™z 

Os operadores de Weingarten A.; 
l 

Àl o 

! A, = 2 
"l o . 

o o 

de f sao da forma: 

a b ~I 
b c A = <z 

lo 
o • 

o 

Consideremos ~o -- coso r;
1 

-1- sen0 ç: 2 . Temos então 

\l co~;() + a seno b senO 

b seno À2 coso + c sen0 A = 
r:_3 

o 

o 

e a condição pilra t ,J ser quase umbilico e 

p
1 

coso + a senu) 0.
2 

cose + 2 2 
c sen0) - b sen G o . 

Desenvolvendo temos 

2' cos J + (a \ 2 + c ~l) cosO seno + 
2 2 (ac - b J sen o~ O 

o 

o 

Observamos que K(X1 ,x2 ) := :\ 1 1\ 2 + 
2 

2 (ac - b ) = O e portanto substi-

tuindo -:~ 1 \ 2 por (ac- b) vemos que a equaçao acima tem sempre 

uma solução, pois os coeficientes dos termos em cos 2 8 são opostos 
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e portanto f tem pelo menos uma direção quase umbílica. O resul 

tado geral abaixo permite concluir que f é quase umb.Ílica (este 

resultado é de Chen-Yano {veja [Ch
1

] cap.S, prop.2.l) e daremos 

uma demonstração simplificada). 

2.1.11 PROPOSIÇÃO: Seja f: Hn --> JRn+Z uma !CP, n > 5 e 

uma direção quase umbllica. Então t 1 é quase umbílico. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja x 1 , ... ,xn uma base como em 2.1.7. Além disso 

podemos escolher x
1 

,x
2 

tais que a base acima diagona.lize A[. Te 

mos então: 

'1 
o r a b o~ 

b c 
À 

I A( " A = w 
À (1 I 

' 

o À o w J 

Pela equaçao de Gauss temos 

K(X
1

,X
2

) 

K(X3 ,x4 ) 

= 

" 

"1 

À2 

Portanto por 2.1.3 

. 1' c. 
1 o que 1mp 1ca que c __ 

+ 

+ 

(ac - b2) K {X1 , X4 ) = À/.. l + UIJ 

2 

" 
K ( Xz , x

3
) co À z + C\-1 

C uma direção qua~;e umbÍlica pois p e autova-
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lor de 

2.1.12. OBSERVAÇÃO: Não é de estranhar que a condição que gara~ 

te a existência de uma direção quase umbilica no exemplo acima e 

o anular-se da curvatura seccional de M2 . De fato 2.1.3 implica 

facilmente que se uma variedade conformemente plana é produto de 

subvariedades de dimensão > 2 então \f X,Y tangentes ao primeiro 

fator e \:1 W,Z tangentes ao segundo, K(X,Y) = -K(Vl,z). 

§ 2. ESTRUTURA FOLHEADA DE UMA IMERSÃO CONFORMEMENTE PLANA 

Seja f:M 0 --> lli. n+p n 2 4 e p ~ n-3, uma ICP. Por 2.1.7 

V x E M0 fica determinado o "autoespaço relativo ao autovalor E, 

de a" o que sugere a existência de urna "distribuição de curvatu -

ras principais'' associadas. Queremos precisar e estudar esta idéia 

2.2.1 DEFINIÇÃO' Seja f:M0 --> JR n+p uma imersão isométrica 

Urna curvatura prin~ipa{ 

ço vetorial 

F. {E;) = 
X 

(X E T M 
X 

tem C:!.imensão positiva. 

~ em x e um vetor f. E v M tal que o espax 

A X- (n,~}X, V n E v M} 
n x 

Uma Decçao principal é um_campo normal 

contínuo r, tal que ~ ê uma curvatura principal em cada ponto. 
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Dada uma secçao principal r, , consideremos os subconjuntos 

M. • [x G M I dim E ltl • i) 
l X 

Sendo a função dimensão superiormente semicontínua temos 

M UM. 
l 

o 

Mi ~interior de Mi. 

2.2.2 TEOREMA (Reckziegel [Re]): Com as notações acima temos 
o o 

1.~ é diferenciável em Mie E(f,) e integrável em Mi. 

2. As variedades .integrais de E LO são umbílicas em M e JR D+p. 

3. Se l vxr.=o, V X E E(f,) então as variedades integrais de E(S) 

tem curvatura média paralela em M. 

4. SeM é completa eM. é aberto, as variedades integrais de E(E.) 
l 

são completas. 

Antes de aplicar o resultado acima a nossa situação vamos lD 

traduzir algumas def.iniçÕes: 

2.2.3 DEFINIÇÃO' Uma subvariedade L ---> M é urna 

seca se L é umbílica e o vetor curvatura média é paralelo na co-

nexao normal. 
2 

Se, além disso M tem curvatura constante k ao lon 

go de E, diremos que L e uma esfera geométrica de tipo O ou 1 res 

pectivamente se k~O ou k>O. 

2. 2. 4 TEOREMA' Seja f:Mn ---> mn+p uma ICP, n ~ 4 e p < n-3. En 

tão existe um subconjunto aberto e denso V S Mn, folheado pores

feras geométricas totalmente umbÍlicas em mn+p. 
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DEMONSTRAÇÃO: O teorema 2.1.7 garante a existência em cada x E H 

de uma base ortonormal {X1 , ... 1 Xn} tal que 

onde A é uma matriz vetorial (n-t) x (n-t) para algum Q. 2_ n-p. PO!_ 

tanto ~ é uma secção principal e é diferenciável no conjunto 
o 

U ~ UMi onde também a base {X1 , ... ,Xn} pode ser escolhida diferen 

ciavelmente. 
o 

Seja X E H 

' 
Escrevendo a equaçao de Codazzi para x 1 ,xj,Xj, 

i,j > t 1 i~j temos: 

< "x. 
J 

X . ' 
J 

o. 

Portanto podemos aplicar 2.2.2 e concluir observando que a curva

tura de M ao longo dos planos X. AX., i, j > t é 11 s 11
2 

que e obvia -
l J -

mente constante e não negativa ao longo das folhas. Além disso 

se E e uma folha (umbílica) com segunda forma fundamental 

a(Xi,Xi) =>..X temos, pela equação de Guass 

K (X. ,X.) 
l J 

Portanto L tem curvatura constante nao negativa em cada ponto e 

portanto constante pelo lema de Schur (dim l: > n-p > 3). 
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§ 3. IMERSÜES CONFORMEMENTE PLANAS EM CODIMENSÃO 2 COM R1 _ O 

Com a finalidade de entender melhor a estrutura folheada de 

uma ICP 1 vamos examinar o caso de codimensão baixa e fibrado nor-

mal plano. 
1 

Queremos observar explicitamente que a hipótese R = O 

"pertence a geometria conforme" no sentido que uma transformação 

conforme do espaço ambiente transforma uma imersão com R1 ::: O em 

outra com a mesma propriedade. 

O caso de hipersuperfícies, p = 1, e estudado co:m bastante 

detalhe em [C-D-M] . Vamos aqui ressaltar algumas consequências 

imediatas dos resultados do §2. Seja f: Mn --> JR n+l uma !CP, 

n > 4. Mn e então o conjunto dos pontos de curvatura constante, 

umbílicos de f e as componentes conexas de M são aplicadas 
n 

n+1 f sobre abertos de n-esferas ou n-planos em lli ' M n--1 

por 

e a 

reunião de dois subconjuntos U
0 

e u 1 folheados por esferas geome~ 

tricas de codimensão 1 de tipo O e l respectivamente. 

o -
U U e 

1 

o 

denso em M 1 . 
n- Como este tipo de estrutura 

em codimensão maior, vamos dar a seguinte definição: 

Além disso 

aparecera 

2.3.1 DEFINIÇÃO' Uma variedade Mn é conformemente plana dP- tir() 

(p, e;) ( c:::O ,1) se M
11 

e folheada por esferas geométricas de codimen 

sao p e de tipo c 

n n+2 Vamos considerar agora uma ICP f: M ---> E com 

Temos então que A é uma variedade conformemente plana de tipo 
n 

o - -(O,e:). As componentes conexas de M 
1 

sao tambem variedaclcs con~ 
n-

formemente planas de tipo (l,c) e, como veremos a seguir, 

mesma est .. rutura intrínseca das !CP em E n+l. 

tem a 
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o 

Seja X E Mn--2 e sl I s2 duas direções quase umbílicas ortogo-

nais em x e {X1 , ... ,Xn} uma base que diagonaliza simultaneamente 

Nesta base os dois operadores sao da forma (a me 

nos de reordenar os índices) 

al o bl o 

a b2 
A = A' = 
s1 a 2 b 

o a o b 

sendo b 1 = b ou b 2 = b. 

2.3.2 LEMA, b 2 fc b, a
1 

fc a e bl = b 

DEMONS'l'RAÇÃO: Com as notações do § 2, = b, E(~ J:> ger{x
2

, ... ,x } 
- n 

e portanto xEM 
1

uM. 
n- n 

Pelo mesmo ar-

gument.o a
1 

f- a. 

Vamos considerar em M 2 os seguintes subconjuntos n-

u2 o 2 b2 = (X G M 
n-2 

a + = o} 
o 

u2 {x E M ab = n-2 = 
l o ' 

2 b2 ' o a + } 

u2 o 
ab ' = (X E M n-2 o l 2 

2.3.3 OBSERVAÇÃO: Os conjuntos acima sao bem definidos. De fa-

to as direções quase umbílicas são univocamente determinadas pois 

X E M z. n-
As componentes conexas de 

o 2 -u· sao planas e portanto 
o 

con 
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formemente planas de tipo (0, 0). 

2.3.4 PROPOSIÇÃO' 
o 2 

componentes conexas de u
1 

sao conformemen-

te planas de tipo ( 1.1) . De fato existem imersões isométricas lo 

cais de ui em :IR n+l. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponha b = O. Temos então pela equaçao de Gauss 

o (XAY) :::: X A y 

Portanto A~ e um operador linear simétrico que verifica a equa-
1 

ção de Gauss. Além disso sendo n > 5, a ~ O implica posto p .2: 6 

e portanto 

teorema de 

A verifica as equações de Codazzi (veja 1.3.7) e 
él 

existência 1.3.1 garante a nossa afirmação. 

o 

Vamos então estudar com mais detalhes a estrutura local das 

o ? 
componentes conexas de u2. Elas são conformemente planas do tipo 

(2,1) e vamos agora ver como a folheação por esferas geométricas 

de codimensão 2 aparece corno intersecção de duas folheuções orto-

gonais de codimensão l cujas folhas são quase umbiU.cas em M e 

conforrnemente planas de tipo (1.1). 

Seja x E e sl e "[2 um referencial ortonormal paralelo na 

conexao normal. Os operadores de Weingarten associados sao da 

forma 

o bl o 

b2 
A- b 
'2 

·--o a o EI 
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1 
onde~ ~ a r, 1 + b ~ 2 Como já mostramos em 2.2.4 que vx_t = O 

J 
j 2 3, segue que a e b são constantes em cada folha E da folhea -

çao por esferas geométricas de codimensão 2. Queremos relacionar 

as direções paralelas ~l e ~ 2 com as direções quase umbílicas ~l 

e t 2 • Dados ~l e t 2 , seja t 6 = cose t 1 + sene Ez· f,e é uma dire 

çao quase umbílica se e somente se o ângulo 8 é solução da equa-

çao: 

As soluções da equaçao acima sao dadas por 

arctg o2 " arctg [ 

Observamos que a condição do teorema 2.1.3 

que püla equaçao de Guass e escrita 

que g,_trante f, 
8 

c t,; serem ortogonais. 
l 8 2 

2.3.5. COROLÁRIO: As direções quase umbílicas ~l e r, 2 sao dife -

rencijveis e;n 
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Antes de proceder ao estudo das distribuições dos autoespa -

ços das direções quase umbÍlicas 1 vamos coletar algumas fórmulas, 

consequências das equações de Codazzi, que nos serão úteis. Fixa 

remos então dois vetores unitários t;, 1 , E;.
2 

nas direções quase umbí 

o 2 
licas, diferenciáveis em uma vizinhança aberta em u 2 e seja 

{X
1

, .•. ,Xn} um referencial ortonormal e diferenciávE·l tangente a 

M que diagonaliza A~. e tal que Xi seja o 
~ 

A , i = 1,2. 
<i 

A equação de Codazzi é 

Sejam a. 
~ 

Sejam 

b. 
~ 

- <Ac X. ,x.> 
"'2 l l 

autovet.or simples de 

a.=a, 
l 

-os símbolo~~ de Cristoffel da conexao V. A equaçao de Codazzi se 

escreve então: 

+ (bk-b. I <ol 
J " 

Se i I- j F k f:- i temos 

k 
+r .. [ ( ak-a . l E:.

1 
+ 

lJ J 

v L 
X. 

J 
+ 
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k 
(ak ai I 

i 
(ak ai) o rij - - r jk - o 

2.3.5.1 

k 
(bk bj) 

i 
(bk bj) o r ij - - rik -

Se i# J, j ~ k temos 

X. (ak) bk ( v l <2' < 1) ri (ak ai) + o -
1 

X. 
kk 

2.3.5.2 1 
' 

X. (bk) 
1 

<2> 
i 

(bk bi I + ak I "x. <1' o rkk -
1 

lo 

2. 3 . 6 LEMA' A conexao normal e dada em termos de ai, b. por: 
1 

(a) i 
' 

-x
1 

(b) 

<2 
vl 'z 

x
1 

(b) 
<1 "x '•l - ' xl 1 a a 

lb I vl 
x 2 1a1 

<2 
vl "z 

-x2 (a) 

'z "l - ---
' 

~ 

x2 b x2 b 

(c I vl. 
'1 o vl 

<2 o i > 3 ... = 
X. X. 

1 1 

DEMONSTRAÇÃO: Pondo i = 1, k> 2 na segunda equaçao de 2.3.4.2 te 

mos (a). Analogamente segue (b) pondo i = 2 e k > 2 na primeira 

equaçao. Além disso se i,k > 2 temos 

a 

Por outro lado para k 1 e i > 2 temos na segunda equaçao de 

2. 3. 4. 2 
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"x. 

l 
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-X. (b) 
l 

i > 2 

2.3. 7 COROLÁRIO: X. (a) o O o X. (b) se i > 3. 
l l 

2.3.8 LEMA: Os símbolos de Cristoffel sao dados em 

ai, b. por: l 

I a) 
l 2 o i f i ' i, j > 3 r .. = r .. = se 
lJ lJ 

2 2 
x

2
(a 2 +b2) 

lb I l l 
x

1 
(a +b ) 

2 l r .. = -----
' 

r .. o 
ll 2 a (a-a

1
1 ll 

2 b lb-b 2 I 

ri 
xi ia1 ) X. lb 2 1 

(C I rl l 
o ---- = ll 22 

lb 2-bi a
1
-a 

(di r2 
x

2
(a

1
-ai 

rl 
x 1 lb2 -bi 

= = .. 
ll (a

1
-a) 22 

lb 2-bl 

(e I ri 
12 

o o = rl i > 3 21 

termos de 

i > 3 

l > 3 

DEMONS'rRAÇÃO: A 2.3.4.1 para k = l, i-# j, i,j > 3 fornece 

=O. Por outro lado a distribuição fx
3

, ... ,Xn} é inte-

1 l l i 1 
grãvel e portanto rij - rji = O. Logo 2 rij = rjl - rji = O o 

que prova (a). I\ (b) segue de 2.3.4.2 para i = 1,2, k > 3 tendo 

em conta 2.3.6. A (c) segue tamb~m de 2.3.4.2 para i > 3, k=l,2. 

Analogamente (d) segue de 2. 3. 4. 2 e (e) segue de 2. 3. 4 .1. 
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Vamos agora considerar as distribuições n
1 

~ ger{x2, ... ,Xn}, 

n
2 

= ger {X
1

,x
3

, ... 1 Xn} , 

o" = ger {X
1

,x
2

} 

2.3.9 TEOREMA: As distribuições acima sao integráveis. Além dis 

so se ri e uma variedade integral de n 1 , t. e quase umbílica 
l 

M e, na métrica induzida, conformemente plana de tipo (1.1). 

DEMONSTRAÇÃO: A integrabilidade das distribuiçÕes acima 

em 

segue 

imediatamente de 2.3.8. A segunda forma fundamental-de t
1 

em M 

é dada por: 

(Ax x 1 , xj> 
l 

l r .. 
l] 

e a quase umbilicidade segue também de 2.3.8. Analogamente para 

O fato de Li ser conformemente plana segue do fato geral que 

uma hipersupcrflcic quase umbíliça de uma variedade conforrnemente 

plana e conformemcnte plana. De fato sendo M conformemente pla-

na, V x E M existe um difeomorfismo conforme de uma vizinhança 

U de x em um aberto de m. n. Difeomorfismos conformes preservam a 

quase umbilicidadc c portanto a imagem de r.i em m. n e quase umbí

lica e portanto conformemente plana. Mas a métrica original de 

r.i e conforme a métrica induzida pela imersão em mn e portanto a 

métrica originária de ~i é conformemente plana. Vamos agora mos-

trar que 1:
1 

e do tipo (l.l). Claramente a distribuição D induz 

uma folheação de Li; seja L uma variedade integral de O, r. C r. 1 . 
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Então E tem curvatura seccional constante e sua segunda forma fun 

damental em El é dada por 

(AX X. ,X.) 
l ' J 

= 

portanto L é umbílica em r 1 como segue de 2.3.8. A curvatura me

dia H1 de E em E1 é 

' i>3 

2 r .. x
2 ll 

e H, a curvatura média de E em M, e 

H ' i>3 

Por 2.3.8 (e) e pela integrabilidade de o 1 temos 

Sendo H paralelo temos 

' X. 
i >3 J 

= (n-2) 

Portanto X. 
J 

I r 1 . l X 
ll l 

l + r .. 
'' 

2 
+ x. ( r .. ) x

2 
+ 

J '' 

O = X. 
J 

vl xl X. 
' 

e também H
1 

e paralelo na conexao 

normal de E em E
1

. Analogamente para E2 . 
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-A curvatura de L1 ao longo de te dada pela eguaçao de Gauss 

K
1

(X. ,X.) - K(X. ,X.) = IIH
1

11
2 

l J l J 

e portanto K1 (Xi,Xj) e constante positiva ao longo de t. 

Antes de fechar este parágrafo queremos ressaltar algumas o~ 

tras relaçÕes ent.re os invariantes intrínsecos de uma variedade 

conformemente plana nas hipóteses do teorema 2.3.9. 

SeJ·a k = K(X X ) kl i, j , ::: K(X1 ,Xi), 

2 
k, aa1 + b 

k 2 = K(X 2 ,Xi}, 

2 
= k 1 , bb 2 + a 

i, j > 3. 

- 2 2 Temos entao a + b = = k 2 . Cha-

b mando tang 'f::- , a primeira equação de 2. 3. 8 (d) fornece: 
a 

I I) I kl-kl -x2 (log( a
1
-a = -x2 ( log _ log c os 'f) 

/k 

Analogamente a segunda equaçao 2.3.7 (d) fornece 

l I I Jk2-kl r
22 

= -Xl (log ( b 2 -b ) ) = -X1 ( log . log sen 'P) 

lk 

Portanto op e solução do sistema: 

(c l) ' (log cos 'fi) 
2 

(log 
jkl-kl) 

x2 = rll + x2 
lk 

2.3.10 
Jkz-kll 

(c 2 i ' xl {log sen op) l (log r22 + xl 
lk 

A equação de Ricci para imersão n n+2 f: M -->ID. fornece, de modo 

análogo, uma equação diferencial de 2~ ordem que admite ~ como so 
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lução. A saber, por 2.3.6 temos: 

a 

Desenvolvendo e escrevendo [X1 ,x2 ] em termos da conexao '1!, temos 

) -

x
1 

(bl 
( ) 

a 

Lembrando que a /k cos <P e b "" /iZ sen <P , temos 

Portanto 'P é solução de: 

(cotg.,o x
2 

(log (/K) l + x
1 

( log ( /k) ) . 

Queremos observar explicitamente que a existência de solução ..P do 

sistema {Cl' C2' R} depende somente dos invariantes intrínsecos de 

M. 
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§ 4. EXIST~NCIA DE IMERSÕES ISOMÉTRICAS 

Neste parágrafo vamos tentar inverter os resultados do § 3, 

mostrando que as condições geométricas intrínsecas de uma varie-

dade conformernente plana isometricamente imersa om JR n+2 com 

R1 =O são suficientes para garantir a existência de uma tal irrer 

sao isométrica. O primeiro resultado é devido a do Carmo e Daj~ 

zer (veja [C-D]) e daremos uma demonstrado levemente simplificada 

na hipótese adicional n > 5. 

2.4.1 TEOREMA: Seja Mn urna variedade conformemente plana do ti 

po (1, E ) , n > 5. Então Mn admite uma imersão isométrica local 

em 1R n+l. 

DEMONSTRAÇÃO' Seja U C Me {X1 , ... ,X} um referencial local or-
- n 

tonormal adaptado à estrutura folheada, isto é, x
1 

é normal a 

folha I:. A segunda forma fundamental de L em M é dada por 

sendo E umbílica em M. As curvaturas de M e E respectivamente 

no plano {X. , X.} , i, j > 2 são relacionadas pela equação de Gauss 
l J 

K(X. ,X.) - K(X. ,X.) " >z 
l J l J 

Pelo teorema 2.1.3 temos 

: 
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I 
K(Xl,X.) + K(X. ,X I 

J l ' 

para cada i,j,2 distintos e maiores que l. Portanto K(x
1

,xi) 

-l 

na o 

depende i. Pondo u ~ K(X. ,X.)l/ 2 
l J 

e 1-11 = K(Xl,Xi)ll conside 

remos a matriz 

A ~ 

o 
ll J 

2.4.11 ASSERÇÃO: p = A A A 

De fato o opcr.-ador de curvatura p de I: e da forma 

= (À 2 +llz) X. /IX. 
l J 

2 2 
pois I: tem curvatura constante ( /.. + l-l ) • Pela equaçao 

temos então 

e portanto 

Além disso 

p(X.!IX.} = 
l J 

AX (X )'Ax (X.) 
l l_ "1 J 

2 
11 X. /\X . 

l J 

2 
-· À X. AX . 

l J 

o 

de Gauss 

i 1 j > 2 
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e portanto, denotado por Q o operador de Ricci, ternos 

i > 2 

Segue então que a base {X1 , ... ,X } diagonaliza Q e portanto X.AX. 
n 1 J 

diagonalizam p Vi,j > 1 (veja 2.1.2) e a asserção segue imediata-

mente. 

Temos então uma segunda forma fundament.al A que verifica a 

eguaçao de Gauss. Se ~ ~ O, posto p ~ 6 (n > 5), A verifica a 

equaçao de Codazzi pelo teorema 1.3.11. Portanto, o nosso teorema e 

provado para E = 1. Se M é do tipo (1,0) a afirmação acima irnpl~ 

ca que M e plana e portanto admite uma imersão isométrica 

em lR 11 c lR n+l. 

local 

2.4.2 OBSERVAÇÃO: Se n = 4 e M é do tipo {1,0) o mesmo resulta-

do obviamente vale pois M continua plana. Se M é do tipo (1,1) o 

mesmo teorema vale, com a mesma demonstração se ~l #O. Se u 1= O 

do Carmo e Dajczer provam diretamente a validade da equação de 

Codazzi para A. 

n Vamos agora supor que M , n ~ 5 seja uma variedade conforme-

mente plana de tipo (2,E) tal que a folheação por esferus geomé-

trica9 L seja intersecção de duas folheações ortogonais r
1 

quase utn:bílicas em M. 

Se ' =O então Mn admite uma imersão isométrica em mn+
2 com 

n - -_O se e somente seM e plana (veja observaçao 2.3.3). Real-

mente é fáCil ver que a condição R1 
=:: O é supérflua. 
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Vamos en·tão considerar o caso E: = l. 

2.4.3 TEOREMA: Nas hipóteses acima existem operadores lineares 

i) TIP o T 10 
l 2 

ii) p = T~ A T~. + Ti A T~ 

Além disso, se 10 for solução de 2.3.10, '1'~ verifica 
l 

de Codazzi e se 10 for também solução de 2.3.11 Ti\0 

as equaçoes 

verifica a 

equações de Ricci e portanto M admite uma imersão isométrica lo-

n+2 1 
cal em m. com R :;: O, 

DEMONSTRAÇÃO: Seja {X
1

, x
2

, ••. , Xn} um referencial or-tonormal ada_.E 

tado à estrutura folheada, isto é, T r
1 

= ger {X2 , ... ,Xn} e T r 2= 

"l' sao as 2~ 5 

formas fundamentais e os operadores de Weingarten de r 1 , r 2 e E 

em M. 

Sendo I umbílica em M, temos para i f- j, i,j > 3 

(~X. xj, Xl) " <Ãx X.' X.) <Ax xi, X.) " o 
.L J J 

l 1 l 

< "x. xj ' X2) - ()\X xi, X.) <Ax xi, X2) " o 
l 2 J 2 

Segue então ( ) - autovetores de Ax e A e portan -que x 3 , .•. ,Xn,sao 
- l x2 

to x2 e autovetor de A e xl e autovetor de Ax . Em particular 
xl 2 
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( v x2, X.) = <vx xj, X2) = < Ax xl' X.) = o 
xl J l 2 J 

2.4.3.1 ( v xl, X.) = ( v xj, Xl) = (A x2' X.) = o 
x2 J x2 xl J 

...._ 

( v xl' X2) < Ax X.' Xl) = o j > 3 X. J 
J 2 

2.4.3.2 OBSERVAÇÃO' (a) Segue de 2.4.3.1 que a distribuição or-

togonal a [ é integrável {cf. teorema 2.3.9). 

(b) Pelo mesmo argumento usado na demonstração de 2.3.9 segue que 

Li é conformemente plana de tipo (1,1) e por 2.4.3.1 a folheação 

por esferas geométricas é a induzida por I 

2.4.3.3 ASSERÇÃO' {X 2 , ... ,Xn} diagonaliza o operador de Ricc_i 

01 de r1 . Em particular se n1 é o operador de curvatura de r 1 , 

pi (XiAXj) = k 1 (Xi,Xj)XiAXj i,j > 2 onde k 1 é a curvatura sec

cional de r
1 

no plano {X. ,X.} 
l J 

De fato o argumento e o mesmo usado em 2.4.1.1. 

2.4.3.4 ASSERÇÃO: A base {X1 , ... ,Xn} diagonaliza o operador de 

Ricci Q de M. Em particular p (X i AXj) = K {X i ,Xj) X i AXj. Além dis

so se i> 3 , (Q(Xi) ,Xi) nao depende de L 

De fato, seja p o operador de curvatura de L. Tendo r curvatura 

constante c, p(X.~X.) 
l J 

= c X.ll.X. 
l J 

Gauss, tendo em conta 2.4.3.1 temos 

p (X.AX.) 
l J 

i,j > 3. Pela 

AX AX. 
2 l 

equaçao de 

c (X.AX.) 
l J 
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I 
onde c= K(X.,X.l. Por outro lado 

l J 

(Veja 2.1.2). Fazendo produto escalar por Xj AXk, k f; i, j, k ~ 3, 

temos ( y (X i) ,xk> = O e portanto y {X i) = a
1 
xi + b 1 Xj. Procedendo 

analogamente substituindo j por k temos Y{Xi) = a 2xi + b 2xk e po!:. 

Portanto os X., i> 3 são autovetores de Y e 
l -

portanto de Q. Observamos também que se Q(Xi) 

8. 
l 

11 

L K(Xi,Xj) 
j=1 I j;H 

Se i,j,k são indiccs distintos maiores ou iguais a 3 temos 

K(X
1

,Xi) + K(Xj,Xk) :::: K(X 1 ,Xj) + K(Xj,Xk) 

e sendo K(Xj,Xk) = K(Xi,Xk) segue K(x1 ,xi) nao depende de i e de 

maneir2 análoga K(X 2 ,xi) nao depende de i. Segue ent:ão que õi 

também não depende de i, i > 3. 

Vamos agora mostrar que x
1 

,x 2 sao autovetores de (). cremos p~ 

ra i> 3, pela equação de Gauss e 2.4.3.3 

Analogamente 

AX X. 
l l 
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n 

= E (p (X1 AXkl, X2 AXkl 
k=3 

= o 

e a conclusão segue do fato que Q e simétrico e 

=X.,i>3. 
l -

Temos portanto que a base {X
1

, ... ,X
0

} é tal que 

Q(X. I 
l = 

p (X.AX.I = 
l J 

= K(X. ,X.IX.AX. 
l J l J 

i,j = l, .•. ,n. Vamos agora procurar uma "se-

gunda forma fundamental" que verifique as equações de Guass, Co -

dazzi e Ricci. 

2.4.3.5 ASSERÇÃO: Existem dois operadores lineares simétricos 

--> 

I lI 

T M 
X 

tais que: 

T~ o T~ = T~ o T~ 
1 2 2 1 

(2) p = T~ A T~ + T~ A T~ 

DEMONSTRAÇÃO: Seja {X1 , ... ,X0 } uma base adaptada à estrutura fo 

lheada e y: TxM --> TxM já definido em 2.1.2. Por 2.4.3.4 temos 

que y é na base {X
1

, ... ,X
0

} da forma 

À1 o 

'2 
2 y = 

" 
o 2 

" 
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Temos então para i 1 j , 3' -

p (Xl AXz) = Y(X
1

)AX
2 + x

1 
Ay (X

2
) = (Àl + À

2
)x

1 
AX

2 

p(Xl AXi) y(X
1

)AXi x
1 

Ay (X i) ( Àl 
2 

= + = + p ) x
1 

AX. 
1. 

p (X
2

AXi) y (X2) AXi X2 AY(Xi) I Àz 
2 

= + = + p )X
2

Axi 

p(XiAXj) Y (X.) AX. X.Ay(X.) 2p 
2 

X1AXj = + = 
l J l J 

Vamos considerar os operadores 

r 

al o b o 

a bl. 
Tl = T2 = 

a b. 

o a o b 

Sendo 

cos !{) p b = I~ sen 'P p 

2 2 
Àl + {1-2 cos '!!) \l 

2 2 
>.

2 
+ (1-2 sen '{1) ll 

v'2 cos 1{1 JJ 12 sen 'f! Jl 

onde .P e um parâmetro,'(! E (0, n/2). Obviamente Ti satisfazem 

a condição (1) e um cãlculo direto mostra a condição (2). Observa 

mos explicitamente que a ~ O ~ b. 

Vamos agora con~;idcrar um ponto x E M e uma vizinhança U C M 

de x. Seja E 
2 

;:;.l.JxlR ef . l e S 2 as secçoes S 1 (x) =, I X' (l' o) ) 

e s
2

(x) = (x, (O,l)). Definimos uma métrica em E pedindo que s1 e 

- .L s
2 

sejam ortonoriC~ais c uma conexao V estendendo: 
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1 -X
1 

(b) 1 x1 lbl 
v [,1 " [,2 v [,2 [,1 
xl x1 a a 

1 x
2 

(a) 1 -x2(a) 
vx [,1 " 'z v [,2 sl 

2 b x2 b 

o i > 3. 

1 - < -Claramente V e urna conexao compatlvel com a metrica e definimos 

uma "sgunda forma fundamental" a.: TM®TM -->E 

X .I 
J 

<
1 

+ ( T
2
• X X I 

<.. i' 2 

Por construção a~ verifica a equação de Gauss. Vamos estudar en-

tão a equação de Codazzi 

Sendo obviamente 

• CI(VXX., 
i J 

2.4.3.6 OBSERVAÇÃO: escolhendo o parâmetro ~ constunte nas dire 

i > 3, temos X. (a) =X. (b) = O. 
l l 

2.4.3.7: A equaçao de Codazzi ê verificada para i,j,k > 3. 

De fato, se k;i .i,j, usando a notação dos símbolos de Cristoffcl, 

temos: 
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k 
rij (a(Xk,Xk) - a(Xj,Xj) 

que é obviamente verificada pois a(X. ,X.) = 
l l 

Se k = i temos 

a(X.,X.)=O 
l l 

que também é obviamente verificada pois 

com a escolha 2.4 .. 3.6, X. {a) =X. (b) = O. 
l l 

e 

2.4.3.8 A equaçao de Codazzi e verificada se i a 1,2eJ~k, 

j ,k > 3. 

De fato neste caso temos 

(a(X.,X.) - a(Xk,Xk) 
J J 

(a(Xk,Xk) - o.(X
0

,X
0

) 

e a condiçã.o segue da urnbilicidade de I e 

2.4.3.9 A equaçao de Codazzi e verificada para i,j,k = o 

i,j _::. 3. 

1,2 e 

De fato se i = J não temos nada a mostrar. Se i f j, segue ime -

diatamente da umbilicldade de r i # i I . 

2.4.3.10 A equaçao de Codazzi verificada para o, -r, k, O 1 T=l,2 

e k > 3. 

Segue também imediatamente de 2.4.3.1 
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2.4.3.11 A equaçao de Codazzi e verificada para o, J, T, 

::: 1,2 a (:. 1. 

Segue também imediatamente. 

Os casos nao triviais sao portanto os seguintes: 

i) (l,j,j) e (2,j,j) 

ii) ll,j,l) e (2,j,2) 

iii) (1,2,1) e (1,2,2) 

Para o caso (i) temos as relações a serem verificadas 

com 2. 3. 8): 

1'1 
a x

1 
(a) + b xl (b) 

= 
JJ 

a{a - a 1 1 

I i I 

r2 
a x

2 
(a) - b x 2 

(b) 

]] 
b(b - bl) 

Para o caso (ii) temos as relações a serem verificadas: 

li i) rl 
ll 

Para o caso (iii) temos as relações a serem verificadas: 

(confronte 
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l x2 laca i b x
2 

(b) + al x2 
r 12 = = 

ia
1
-ai b (bl - b) 

(iii) 

r2 xl (bl-b) a x
1 

(a) + bl xl 

21 = = 
(bl-b) a (a -

1 
a) 

Consideremos então a forma bilinear associada ao operador 

L (X, Y) ::: 
l 

(n-2 I [ Q(X,Y) - traço Q (X,Y) J 
2 (n-1) 

I a I 

(b) 

Usando a segunda identidade de Bianchi ê fácil ver que L e um ten 

sor de Codazzi isto ê, verifica a equação 

2.4.3.12 l\SSERÇÃO: As relações (i) sao verificadas 

De fato, escrevendo a equaçao de Codazzi para L e {X1 ,x.,x.} temos 
. J J 

e lembrando que 
2 2 2 2 

2)J ::: a + b , Àl + \.l 
2 = a a

1 
+ b temos a primei-

ra relação. 

relação .. 

Analogamente considerando {x 2 ,X.,X.} temos a segunda 
l l 
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2.4.3.13 ASSERÇÃO: As relações (ii) sao verificadas 

De maneira anâloga a 2.4.3.12, escrevendo a equaçao de Codazzi p~ 

ra L, {x
1

, Xj, x
1

} temos 

i 
rll 

Agora, Xj(Àl) =a Xj{a
1

J pois por 2.4.3.6,~ é tal que Xi (a)=Xi (b)= 

::X i ( \J) = O. Analogamente usando {X2 , Xj, x 2 } segue a segunda re

lação. 

2.4.3.14 ASSERÇÃO: Se ~ e solução do sistema 2.3.10 então as re 

!ações (iii) são verificadas e portanto a~ verifica as equaçoes 

de Codazzi. 

De fato, escrevendo a equaçao de Codazzi para L e {X
1

, x
2

, x 2 } te 

mos 

xl 1'21 
l 

I '2 'li = r 22 -

2 b2 2 2 
bbl e lembrando que 'l + " = + a a 'z + " = a + e 

l 

2 
2 2 b2 temos u = a + 

que e igual a 
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Como~ é solução de 2.3.10 temos então ,2 
'n e 

portanto segue a segunda relação de (iii). Analogamente conside-

rando {X 2 , x 1 , x 1 } temos a primeira relação. 

2,4.3.15 ASSERÇÃO: Se 'fi e solução de 2.3.11 então a.'P verifica 

as equações de Ricci. 

De fato, - T<P T' 'l''{) basta como Tl o = o provar que 
2 2 l' 

(i) R1 (Xl' x2 I (l o = R1 (Xl' x 21 [,2 

(i i) R1 (X Xi) (l o R1 
(X r' X.) sz o = 1,2 a' .L 

{ iii) Rl (Xi' xi I tl o 1 
(Xi, XJ) 'z i f j = = R ' 

> 

Se 'fi é solução de 2.3.11 então a relação (i) e verificada. 

2. 3 .11). 

1 
= vx. (2 

1 

definição 

/1. relaçitü (iii) Ó obviamente verificuda pois 

= o 
1 

' 
par~l 

temos 

i 

v1 
X. 

l 

> 3. Verifiquemos (ii) para o == 1. 

-X1 (b) 
----·) F -·z = 

a 

( 
2 

a 

e i > 

3 . 

(veja 

= 

Pela 

(b) -X. 
l 

(x
1 

(b)) e 1
x1 ib))_ 

X. ---
l 

(x
1 

(b) b-J (lcrnbre 

a 

3 
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de 2.4.3.6), temos (ii) para o = l. Analogamente (ii) vale para 

o :=: 2, 

§ 5. ALGUNS COMENTÁRIOS SOBRE A INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE CODAZ 

ZI E RICCI (2.3.9 e 2.3.10) E PROBLEMAS EM ABERTO 

A finalidade deste parágrafo e fazer considerações relativas 

a seguinte conjectura: 

CONJECTURA: Seja Mn, n ~ 5 uma variedade conformemente plana de 

tipo (2.1) tal que a folheação por esferas geométricas L de co-

dimensão dois é intersecção de duas folheações ortogonais [
1

, r 2 

quase umbílicas em M. Então M admite localmente uma imersão iso

métrica em JR n+ 2 com l :: O. 

Dada a natureza deste parágrafo, ficaremos um pouco informai~ 

O teorema 2.4.3 reduz a conjectura a existência de uma solu-

çao local 'f!: M --:> (0 1 11 /2) do sistema: 

(log cos 'f!) 
2 (log 

lkl-kl 
o cl x2 - rll - x2 I= 

/E 

(loçr sen '{i) 
1 (log 

lk 2-kl 
o c2 xl - r22 - xl I = 

/E 

R x 1 (cotg • x 2 llog /E) I + x 2 (tg • x 1 (log IKI I = 

(cotg • x 2 I log lkJ I + 
2 

rll (tg • x 1 llog /EJ 1 
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onde {X1 , ... ,Xn} c uma base local ortonormal adaptada à 0strutura 

folheada 

não dependem de j). 

k -- k(X. ,X.} 
l J i' j ~ 3 i ' i (k nao depende 

i > 3 (k
1

,k
2 

também 

Vamos começar analisando o sistema {c
1

,c
2
l. Como temos vis

to na demonstração do teorema 2.4.3, a existência de uma solução 

do sistema {c
1

,c 2 } é equivalente as equações: 

i 
l 

r2 
11 - xz (log [a

1
-a[) = o 

2 r2 
b x 2 ib) + al Xz I a) 

yl = + = o 
ll 

b (b-bl) 

i 
2 s2 xl (log [bl-b[) = o 

2 l a xl (a) + bl xl (b) 

Yz r22 + = o 
a(a-a

1
) 

As equaçoes yi ~O sao as equações escalares correspondentes a 

equação vetorial. 

Por outro lado a "equação de Codazzi" para o operador L veja 

2.4.3.14) fornece uma equação escalar 
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e portanto Y~ = O se e somente se Y~ = O. Uma primeira tentativa 
l l 

de mostrar então a existência de soluções fc
1

,c
2

} seria tentar ob 

ter uma equação de Codazzi vetorial intrinseca análoga a do oper~ 

dor L que fornece uma relação do tipo 

X + 

para X,Y independentes. 

Urn ataque mais direto para garantir soluções de {c 1 ,c 2 } pode 

ser feito da seguinte maneira: consideramos coordenadas locais 
a 

(x
1

, ... ,x
11

l 

Além disso, 

adaptadas à estrutura folheada, isto é, X.=a.. --
l l axÍ 

sendo M conformemente plana podemos supor as coordena 

das tais que ai = a. não depende de i , 

por definição de produto de Lie 

i=l, ... ,n. Temos então 

Por outro lado, escrevendo o produto de Lie em termos da conexao 

temos 

Portanto 
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2 
x2 (1og a) r2 -'""--'u = = 11 

'"2 2.5.1 ou 
1 

(1og a) 1 '" r 22 = x1 r22 = -,-
ax 1 

Observamos, de passagem, que 1 como consequência ternos a relação 

2. 5. 2 

Sejam agora h 1 , h 2 funções reais positivas tais que x 2 (h
1

) 

x
1 

(h
2

) ~ O e consideramos as funções 

-1jk1-kj r ~ = are c os a h1 

2.5.3 lk 

~ 

-1jk2-kj 
(112 = are sen a 

lk 

== o, 

<P e solução de c
1 

e $ c solução de c 2 . A condição <P = 1(1 pode ser 

escrita na forma 

2. 5. 4 
(kl-k)2 

= 1. 

A existência de funções hi , i = 1,2 que verificam a condição aci 

ma ê então equivalente a existência de soluções do sistema 

ah af l 2 
+ -- h2 :::: o 

ax ax 

Bf 
1 hl + f2 

a x 

_1\ 
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onde f. = 
l 

(k.-k) 2 
l 

A condição de existência de h
1

, h 2 soluções 

do sistema acima e tais que x 2 {h
1

) = O e x
1 

(h
2

) = O pode ser e~ 

crita explicitamente em termos de fi e suas derivadas. Nós nao 

faremos isso pois não achamos nenhuma forma esteticamente aceitá-

vel. SÓ comentaremos que ela expressa que uma certa função das fi 

e suas derivadas são constantes ao longo de certas direções. Is·to 

deveria ter um significado geométrico intrínseco que não consegu! 

mos descobrir. 

Se de um lado os comentários acima parGcem sugerir uma res -

posta positiva para a nossa conjectura, uma primeira análise da 

equação R mostra as dificuldades do problema. De fato uma prime~ 

ra tentativa de resolver a equação R seria tentar resolver o sis-

tema. 

2. 5. 5 
1 

::;: !'22 f ' I g l 

OBSERVAÇÃO: O sistema acima pode ser escrito em termos dos inva-

riantcs extrínsecos das folheações ri em M da seguinte forma 

onde T e 6 sao os autovalores de multiplicidade (n-2) àe L1 e 

em M e -r
1 

e c1 são os autovalores simples. 

' 2 
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Usando 2.5.1, o sistema 2.5.5 se escreve 

xl (log f) = xl (log a) 

que tem soluções do tipo 

f = a.t2 g = af.l 

sendo x
1 

( f.2 ) O ::o x
2 

( J'.,l) . Portanto 

cotg <P "' 

com a condição 

e a existência de tais ç_
1 

e 1!- 2 e equivalente a 

2.5.6 ( log 11<) 
ax 2 

log 11< = o 

o que e uma condição fort.e sobre o crescimento de k nas direções 

ortogonais ~ folheaç~o por esferas geom~tricas. 

Assumindo 2.5.6, a eventual solução de R é do tipo 

2. 5. 7 

e comparando com as eventuais soluções { c
1

, c 2} temos 
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~· 2.5.8 
lk2-kj 

' (-'- log ,/K) o 
1 

jkl-kj 2 
ax1 

Então, mesmo assumindo 2.5.6 urna condição suficiente para existên 

cia de soluções do sistema {c
1

,c
2

,R} é a existência de funções 

Finalmente vamos concluir este parágrafo propondo dois pro -

blemas preliminares a urna tentativa de resolução de nossa conjec-

tura: 

1) As equaçoes c
1

, c
2

, R sao independentes ou, por exemplo, R e 

uma condição de integrabilidade para o sistema {c
1

, c
2

} ? 

2) Achar eventuais condiçÕes geométricas intrínsecas e simples 

n que uma variedade conformemente plana M isometricamente imersa 

n+2 em JR com R O tenha que satisfazer (a mais das do teorema 

2.3.8) para que o sistema {C
1

, c
2

, R} tenha solução. 

§ 6 • ALGtJ'MiiS P!lOP!IIEDADES GLOBAIS 

Neste capitulo queremos discutir alguns resultados de carãcter 

global sob'E·e variedades conformemente planas. Provavelmente o re 

sultado mais interessante nesta direção é o seguinte teorema devi 

do a N. Kui-per (Veja [Ku]). 

2.6.1 TEOR:E:'M: Seja Mn uma variedade riemanniana compacta e sim 

plesmente· é'onexa. Se Mn ê conformemente plana então Mn e 
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globalmente conformemente equivalente a esfera 5°. (isto e, exis 

te um difeomorfismo global conforme~= M0 
--~> s0 ). 

2.6.2 OBSERVAÇÃO, A condição de compacidade é uma condição gl~ 

bal razoável em geometria conforme. Outras condições globais,por 

exemplo a de ser completo, nao são invariantes por transforma-

çÕes conformes. N. Kuiper tem considerado também um conceito de 

variedade conformemente completa que foi mostrado ser equivalen-

te à compacidade. 

O teorema 2.6.1 nos diz essencialmente que a topologia de 

urna variedade compacta conforrnemente plana está concentrada no 

grupo fundamental. Os resultados a seguir fornecem um exemplo 

de tal situação: 

2.6.3 TEOREMA (Veja [C-O-M] I Seja f' Mn --~;-.JR_ D+l 
Uffid ICP, 

n > 4 ' 
Mn compact.a e conexa. Então Mn -e difeomorfa a sn com 

~ 

bl [M) asas coladas, onde b 1 (M) e o 19 numero de Betti ele M. 

2.6.4 TEOREMA, Seja M
11 

uma variedade compacta conexa. Se exis 

-
tir uma métrica conformemente plana cujo tensor de Ricci e -na o 

negativo e positi.vo em um ponto, então M
11 é difeomorfa a um quo

ciente de s 11 por um grupo finito de difeomorfismos. 

DEMONSTRAÇÃO' De fato nestas hipóteses n
1

(M) e finito (veja 

[M-R
2
], ·teorema 6.19) e o resultado segue do teorema l. 
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2.6.5 TEOREMA (Veja [Y]) Seja Mn uma variedade compacta confoE 

memente plana com curvatura seccional não negativa e n > 4. En

tão o recobrimento universal Mn de Mn é difeomorfo a lR n, sn ou 

sn-l X JR. No Ultimo caso M é difeornorfa a sn-l X s 1 e a métri-

ca e localmente o produto de urna métrica de curvatura constante 

. . n-1 - . l pos1t1va em S e uma metr1ca em S . 

DEMONS'rRAÇÃO' Se 1r
1 

(M) é finito então com a métrica de reco 

brimento é uma variedade compacta simplesmente conexa conforme -

mente plana e portanto por 2. 6.1, difeomorfa a Sn. Suponhamos 
-

"l (M) infinito. Então n - -H e completa, nao compacta, com curvatu-

ras seccionais não negativas e portanto, pelo teorema da alma 

(veja [M-R1]), difeomorfa ao fibrado normal de uma subvariedade 

L totalmente convexa. 

K(X,Y) = O c se dim L 

Além disso, se X E T L e 

n-1, M é isométrica a E x TIZ 

1 
y E (Ti') 

Suponhamos dim ): = n-1. Queremos mostrar que r tem curvatu 

ra seccional constante. De fato, sejam X, Y, Z vetores ortonor

mais em T L e 
X 

N EC 

K(X,Y) + K(:l,N) 

portanto 

'l' rl 
X 

De 2.1.3 temos: 

K(X,Z) + K(Y,N) 

K(X,Y) .. K(X,Z). 

Segue então iaciJ.men!:e que K J e constante em 'l'xl: c portanto p.s:_ 

' 
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lo lema de Schur (n-1 > 3 ) e constante. Além disso, sendo 

L compacta e simplesmente conexa Klz.: > o. 

Suponhamos agora dim E < n-1 e sejam N
1

, N2 E 

X, Y E r E 
X 

Ainda por 2.1.3 temos 

e sendo K ~O, temos K(X,Y) = O = K(N 1 ,N 2). Segue então que 

e 

e plana, compacta e simplesmente conexa e portanto dim E = O e 

Mn é difeomorfa a JR n. 

Em relação ao teorema 2.6.5 e a situação analisada nos par~ 

grafos anteriores, temos o seguinte resultado 

2.6.6 TEOREMA' Seja Mn, n ::. 4, uma variedade compacta, conexa 

conformemente plana com curvatura seccional nao negativa e 

f Mn lR n+2 . - . -t . ' -> uma lmer<;ao lSOme r1ca. Então ou Mn e difeomorfa 

a sn ou é isométrica a sn-l x s 1 e a imersão é justa. 

DEMONSTRAÇÃO' Se M for simplesmente conexa então M e difeomorfa 

n a S pelo teorema de Kuiper. Se M não for simplesmente conexa o 

teorema segue da classificação das subvariedades 

dois do JR n+
2 

com k > O dada em [B-M] . 

de codimensão 



CAPÍTULO III 

VARIEDADES COM OPERADOR DE CURVATURA PURO NÃO NEGATIVO 

Temos visto, no Último parágrafo do capítulo anterior, que 

para variedades compactas conformemente planas, a hipótese de cur 

vatura não negativa implica em fortes consequências globais. Nes 

te capitulo manteremos a hipótese de curvatura não negativa enfr~ 

quecendo a hipótese da variedade ser conformemente plana. Consi-

deremos uma classe de variedades Riemannianas, as com oper>ador 

C!UY'Vatura pur•o (veja definição abaixo) que inclui como dizíamos as 

conformemente planas e também as isometricamente imersas com esp~ 

ços de curvatura constante com fibrado normal plano,para as quais 

a positividade da curvatura seccional é equivalente a positivida-

de do operador curvatura (confronte observação 1.1.4). 

§ l. DEFINIÇÕES E RESULTADOS PRELIMINARES 

Em (G-M) Gallot e Neyer provaram o seguinte teorema: 

3 .l.l TEOREHAo Seja M uma variedade riemanniana compacta, sim-

plesmente conGxa com operador de curvatura não negat.ivo. 

é produto riemanniano de variedades dos seguintes tipos: 

GM
1

: Variedades m-dimensionais com grupo de holonornia 

e com cohomologia de de Rham isomorfa a da esfera Sm. 

IJN!CAMP 
f:!R/I()Tr.r K rr~n:') 

Então M 

0 - SO (m) 



58 

GM 2 : Variedades 2k-dimensionais com grupo de holonornia 0 .:. U(k) e 

com a cohornologia de de Rham isomorfa a do espaço projetivo CPk. 

GM
3

: Espaços simétricos de tipo compacto. 

Além disso, se p é posit.ivo em um ponto, Me do tip:J GM
1

. 

Como já observamos na introdução, a positividade das curvat~ 

ras seccionais de M nao implicam, em geral, na positividade de p. 

Consideremos as seguintes condições: 

P1 : Existe uma base {w .. } de A
2 

{TxM) de autovetores lJ 
decomponí-

veis de p , isto 8, P (w .. ) = A .. \Vl. J. e existem vetores Xl. J. e 
lJ l] 

E TXM tal que wl. ]. = X.. A Y ... 
lJ l] 

P 2 : Existe uma base ortonormal {X1 , ... ,X
11

} em TxM tal que 

"A. . X. A x
1 
.. 

l] l 

Claramente P2 --·>P
1 

e P
1 

implica a equivalência entre a positivtd,?_ 

de das curvaturas seccionais c a positividade de r . 

Os seguintes resultados sao de algum interesse: 

3.1.2 EXEMPLO: P
1 

/>L:~ 2 : É suficiente exibir um cont.ra-exemplo 

para um ponto de M. Seja V um espaço vetorial com produ·to inter-

no tal que dim V > 4 c {X
1

, ... ,X}~ wna base ortonormal de v. Pa 
. n 

rai<j,seja 

x. ~ X. se I i, i I ~ ( l, 3) 1 (Li I ~ I 2 , 3 I 
l J 

w .. 
l] 

(c os e xl + senfl X21~ x3 se I i , i I = 11,3 I 

(-sen e xl + c os e X21 ~ x3 se 1: i, j) = I 2, 3 I 
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2 
onde D f- K n/2. Então {w. } e uma base ortonormal em A (V) con

l. 
J 

sistindo de elementos decomponiveis. Definimos 

p 

Então P é um operador como um operador de curvatura verificando 

Mas p não verifica P
2 

pois se {X
1

, ... ,Xn} 
. 
e uma base de V, 

as 2-formas n .. =X. hX. olhadas como 2-planos em V verificam a se 
l] 1. J 

quinte prop1.·iedade: existem duas retas em n ij, L
1 

c L
2

, tal que 

'k 
' ' 

n TI .. 
lJ 

c zero, Mas w12 é interceptado por w
13

, w
14

, 

w23 e w24 ao longo de quatro retas distintas. 

3.1.3 PROPOSIÇÃO: Suponha dim M < 3. Então p satisfaz P
2 

DEMONSTRAÇÃO: Se dim M = 2, P satisfaz obviamente P
2

• Sr:: dim M = 

" 3. observamos primeiramente que se w E A 
2 

(M) , w é decomponíx 

vel. Sejam x
1

,x 2 ,x
3 

formando uma base ortonormal de TxM. Então 

Se a
13 

= O ou a
23 

- O, obviamente w e decomponível. So a
13 

~ O e 

a 23 F O definimos 

z 

w 
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e w = Zt..W. Consideremos agora {w1 ,-w
2

,w3 } base de autovetores de 

o. Como w1 ,w 2 ,w3 são linearmente independentes e dim M=3, olhan-

do wi como 2-plano, temos que existem três retas perpendiculares 

tâo a base ortonormal {E 1 ,E 2 ,E 3 }tal que E1 ,E 2 e E
3 

geram L1 ,L 2 e 

L
3 

respecti.vamentc implica que p satisfaz P
2

. 

3.1.4 PROPOSIÇÃO, Se M é conformemente plana então P satisfaz P2 . 

DEMONSTRAÇÃO o 'reraos por 2. l. 2 que existe um operador simétrico 

y : 'r M --> T M tal que 
X X 

p (X /, Y) = y (X) A Y + X A y (Y) 

Portanto so {X
1

, ... ,X
11

} e uma base ortonormal que dlagonaliza 

l, {Xi ~ Xj} diagor•aliza r e portanto p satisfaz P 2 • 

3.1.5 PROPOSIÇÃOo e · f n N ;:oCJa : M --> IR uma imersáo isométrica 

com fibrado normal plano. Então p satisfaz P 2 . 

DEMONSTRAÇÃO: C c IN) H H1 
= O, segue da eguaçao de R ice j_ [ l. 2. 8] 

que para todo E., n F::T M, A o 
X f. 

Logo para todo x EM 

existe umu. base ortonormal {x
1

, ... ,X
11

} em TxM que dia.gonaliza 

simultanGamenh' AE;., \d r_ C 'l'~M. Então se {r, 1 , ... ,t;p} c umu Uas(~ 

ortonormal de T
1

M e )
1

l~- <A, X.,x.> temos por 1.2.5 b 
X •

11 
l J 

n (X. A X I 
l .J 

p 
À~) c I ;>; À~ X. ' X. 

a=l 
l J l J 
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e p satisfaz P2 . 

Os resultados 3.1.3, 3.1.4 8 3.1.5 justificam nosso interesse na 

propriedade P 2 . 

3.1.6 DEFINIÇÃO: Dizemos que o operador de curvatura p e puro 

se p satisfaz P2 . Neste caso diremos queM tem o.c.p. (operador 

de curvatura puro) e uma base ortonormal de TxM' {x
1

, ... ,x
11

} tal 

que P (X. h X. I 
l J 

À •• X. /'t XJ. será chamada uma o-base 
1.] l 

É claro que se M
1 

e M2 sao variedades ricmannianas com o.c.p. P
1 

e P 2 respectivamente, então o produto M == M
1 

x M
2 

tem o.c.p. P, 

pois a união da P
1
-base com a o2-base forma a P-basc. A recípr~ 

ca da afirmação acima foi provada sob condições 

[Ma] . Agora provaremos a reciproca no caso geral: 

3.1.7 PROPOSIÇÃO: Seja M = M1 x M2 uma variedade 

Então M
1 

e M2 têm o.c.p. com o.c.p .. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja x
1

, ... ,x11 a o-base para TxM. 

udicionais em 

riemanniana 

Denotaremos por 

p i, :L ,~ 1, 2, o operador de curvatura de Mi e, para X E 1'xM, por 

X'e X" as projeções de X sobre os espaços tangentes a M1 c M2 res 

pectivamente. Com esta notação temos: 

- L. (X. nX.) 
l J l J 

c 1 (X~ !IX~) 
l J 

= A (Xl~ 1\X.'.+X~ AX'.'+X'.' AX'.+X'.' AX'~) 
ij J l J ] J l J 

+ P (X'.'AX'.') 
2 ]. J 



e então: 

3.1.7.2 

ASSERÇÃO: 

h2 

J.. . . (X~ AX •: + X~ AX ': ) := O 
l] l J l J 

Se J.. • • 
l] ' o 

então ou X~ 
l 

= O = X'. 
J 

ou X'.' 
l 

= o = x•: 
J 

Vamos supor X~ -f; O e seja w = X!AX': + X~AX~. 
l l J l J 

Tornando o produto 

interior com X'. -cem os: 
J 

O=i(X~)w = 11 X~ 11 2 x·: - < x·: x! > X~ + (X'.' I X!) X' <X~,x!> X'.' 
l l J J r l l l l J J l l 

11 X~ 11 2 
X'.' (X'. , X:) X" 

] J J l l 

e então X·: = ( X: I X~) 
J l J 

llx ~ 11- 2 x'.'. 
l l 

Tomando prod-,Jto intf'rior com X'. temos: 
J 

o i (X 1
.) w .. (Xi_,Xj) x·: llx '.11 2 X" 
J J J l 

então {< x! ,x•.> 2 11 X~ 11 2 11 X' 11 2 ) X'.' o. e = 
l J ] J l 

Se X'.' 
l 

~ O, a condição acima implica X'. 
J 

= J,.Xj_ e por 3.1.7.1,3.1.7.2, 

-f; O temos X. AX. 
l J 

terior com X!, que X! 
l l 

-- X'.' A X'.' 
l J 

que implica, tomando produto in 

O contradizendo a hipótese. Logo X'.' = O. 
l 

Invertendo-se os índices de X. e X. obtemos novamente X'. = O ou 
l J J 

X'! = O. 
J 

Então Xi c Xj são tangentes a Ml e M2 . Como :>..ij -/: O 
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X. e X. devem ser tangentes a mesma M. o que prova a asserçao. 
l J l 

Agora ,rc>ordenamos os vetores xl, ... I xn de maneira que 

x
1

j ••• ,xk sao vetores tangentes a M
1 

e que para todo i= 1, ... , k 

. 
existe i tal L f o (em particular X. tangente que e 

lj J 

xk-~1' ... ~~ sao tais que À. li = o para i = k+l, ... ,m e todo 

{X 1 , ... ,Xk,xl~+l' ... ,X~ 1 } é uma base do espaço tangente a M
1

. Ob 

( } . 1 ( ' ') . servamos que x1 , ... ,Xk e ortonorma e ger Xk+l'··· ,Xm e ortog~ 

Seja {yk+l, .•. , Ym} uma base ortonormal nal a ger fx
1

, •.. ,Xk }. 

para ger {Xk' 
1

, ... ,X 1 
}. 

+ m De 3.1.7.1 segue facilmente que {X
1

, ... , 

Xk, Yk+l, .•. 1 Ym} é uma P
1

-base para o espaço tangente a M1 . Do 

mesmo modo vemos que M
2 

tem o.c.p. e isto completa a prova. 

3.1.8 OBSERVAÇÃO' Não sabemos ainda se urna subvariedade total -

mente güodési.cu de uma variedade com o.c.p. tem também o.c.p .. S~ 

ria interessante no mínimo provar que a alma de uma variedade nao 

compacta com o.c.p. nao nGgativo tem a mesma propriedade. 

A existência de uma métrica com o.c.p. fornece imediatamente 

restrições forte~; sobre a topologia de M. Por Gxemplo: 

3.1.9 PROPOSIÇÃO' Se M admite uma métrica com o.c.p. então to-

das as formas de Pontrjagin de M se anulam . 

DEMONS'rRAÇÃO, 
. 

Se g
2

k e uma forma de Pontrjagin, podemos expres-

sar g 2k (p) como segue: 

3.1.9.1 
1 

g2k(p}= 2k 
I 2 'J ( 2k) 

i 1 •.• i 2k 
L ó . . p 

1 1 ... 1 2k 
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onde a soma é sobre Lodos os subconjuntos ordenado::-; (i 1 , ... ,i 2kl 

de 2k elementos de (1, ... ,n) 
Jl ... J 2k 

de (i l, ... r L 1k) co Ó . . 
- _ll ... 12]\_ 

e todas as permutações {j 1 , ... ,j 2kl 

denota o sinal da permutação. Se 

{X
1

, •.. ,Xn} é uma P-l.Jasc, 

p(X.AX.) 
1 1 J 1 

A ••• J\ 

que e zero pois 

p(X. !IX. )::: 
1 2k J2k 

'~ X. 
J 1 

11 ••• f, X. 11 X. 
1 2k J 

tem elementos iguais 

Esta proposição mais o teorema da signatura de Hirzeb1.·uch 

fornecem um interessante resultado sobre a dimensão das varieda-

des do tipo GM 2 que têm o.c.p .. Lembru.mos que se uma vuriedude 

M compacta e oricntacb tem dimensão n ::: 4k, a sirmatuPa n (M) e 

definida como seque: escolhemos uma base a 1 , ... ,ar para H2k (M) 

tal que a matriz sjrnÓtrica I (a .U1.) 
l J I" l I e diagonal (onde u e o 

produto "cup" e " a classe fundamental de ll4k (M)) • Então cc(M4k) 

e o número de aut_ova1orcs positivos menos o numero de autovalo-

res negativos da mo.triz acima. 

3.1.10 PROPOSIÇÃO: Se uma variedade do tipo GM 2 tem o.c.p. en-

tão sua d:imensiio é da. forma 4m + 2. 

DEMONSTRAÇÃO: Se dim r1 = 4k c M é do tipo GM 2 , então ,-, (M) == + 1. 

Mas o teorema da signat.ura de Hirzebruch diz que o (M) é combina-

çao dos númer-os de I'ontrjagin e portanto o (H) = O por 3.1.9. 



3 .1.11 OBSERVAÇÃO: 

6 ' ·' 
É possível construir variedades compactas, 

simplesmente con12xas e de dimensão 4m + 2 cuja cohomologia de de 

2m+l . 
Rham É; isomorfa a de Ql c tendo classes de Pontrjagin nulas . 

Então o problema de não existência de métricas com o.c.p. sobre 

variedades do tipo GM 2 nao parece ser puramente topolÓgico se a 

dimensão não é múltiplo de 4 . 

. , 
3.1.12 Se M'-

11 
~ uma variedade de dimensão par com o.c.p c 

{X
1

, ... ,x<) ) é uma p-base então o integrando de Gauss .n Bonnet 

Chern (veja [Ma]) é dado por 

3.1.12.1 G ~ Àa{l)o{2)"""" Ào{2n-l)o{2n) 
{2n)! 

onde a soma é sobre todas as permu·tações o de {1, ... ,2n} tal que 

o(l) < o(2) ( •.• ( o(n). 

Como estamos interessados em variedades simplesmente conexas 

com curvaturas seccionais não negativas e o.c.p., começaremos ana 

lisanc'l.o var1edades i.rredutiveis do tipo GM 2 e GM
3

. 

§ 2. ESPAÇOS SIMÉTRICOS DE TIPO COMPACTO: 

Seja M um C'o;paço simé-trico de tipo compacto, !-;imp.Lcsmentc c~ 

D8XO. Então a métrica simétrica natural sobre M tem curvatura 

seccional constante. 
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3.2.1. 'l'EOREMA: Se 1>1 é um espaço simétrico de tipo compacto, ir 

redutível com o.c.p. então M tem curvatura scccionc.l constante. 

DEMONS'rRAÇÃO' SE,jam Xl, ... ,X campos de vetores ortonormais defi 
. n 

nidos num conjunto aberto n ~ M tal que p {X.AX.) 
l J 

Co 

mo M oi slmÚtr.Lco, >.. (> constante em A. 
1 I 

Provaremos pr_imeiramenle 

um resultado preliminar: 

3.2.2 LEMA, Sejam j, 9. fixados e suponha À .. f- >... 
l J l 1. 

para algum 

i=l, •.. ,n. Então: 

(\'X X) 
X ·j 1 

1_ 
o \1 X E TM 

DEMONSTRAÇÃO DE 3.2 .. 2' Como M ~ sim~trica, VR; O. Além disso 

como p ê puro, se o conjunto {i,j,k,l} contém mais que dois ele-

mentos, ( R (X . , X . ) X,. , X ) 
l :J f>_ !'_ 

o o. Então temos: 

o (VXR) (X ,X.,X.,X )= -R(X. ,vXX.,X.,X) -R(X.,X.,X. ,vXX) 
l J l I'_ l J l l l J l I'_ 

o 

À • ' - ( VXX , X.) 
l ' J 

<•xx.,x > 
J ' 

( 3. 2. 3) Completaremos a demonstração de 3.2.1. Vamos supor que 

M tem curvatLlrQ não constante. Então 

to {À i j i J f; i
0

} tem no mínimo dois 
o 

rearranjar a base {X
1

, ... ,Xn} para que 

existe Xi
0 

t.al que o conju_:Q_ 

elementos distintos. Vamos 
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se r > p. 

Aplicando 3.2.2 para i:= 1, J = 2, ... ,p e 1 =r> p, obtemos 

3. 2. 3. 2 ]"'2, ... ,p, r> p 

Afirmamos quL! existe r
0 

> p tal que se i ~ 1, r
0 

cnt~o Ali = 

De fato, ::;uponha que parei todo r >p existe i -1- l,r com :~. 11 -1- ,\ri 

Aplicando 3.2.2 lemos 

3. 2. 3. 3 'TIXE TM, r>p 

e isto junto com 3.2.3.2 implicaria que a distribuição D=: 

= ger {x 1 , ... ,Xp} é paralela contradizendo a irredutibilidade de 

M. Aplicando novamente 3.2.2 a i= r 0 , j = 2, ... ,p,~ = 1 obte-

mos 

3.2.3.4 ]=2, .•. ,p 

Portanto 3. 2. 3. 2 e 3. 2. 3. 4 implicam que D = ger {X2, ... I xp} e 

uma distril.Jutção paralela não trivial o que contradiz a irreduti-

bilidade de H. 

§ 3. VARIEDADES DE KÂHELER 

Seja M uma variedade riemanniana compacta, orientada e w uma 

p-forma diferencial. A fórmula de Weitzenbôck é: 
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3.3.1 lowlwl - lvwl vwl (Q wlwi 
p 

onde f1 e o operador de Laplace-Beltrami, Q o tensor de Ricci ge
p 

neralizado c 

f (x) , 1 (x)} dM 

e o L 2 
-produto interno em Ap(M) (veja [G-M], [M-R

2
l 

Se {x
1

, ... ,X
0

} c uma base ortonormal em 'l'xM definimos 

A (w) o z 

3. 3. 2 

B (w) 

então 

(Q (w),wl 
p . 

ct 3 r• •• ,Clp 

f • •• , 

"3 a 

" . " 

p 

1 
[ 1\ (w) 

(p-1)! 

z 
r,s,t,u 

' r,s,t,u 

l'=.l 

2 

.( p (X f0{ ) ,Xt/1X ) 
s u - u 

w(X ,X , 
r s 

B(w) j 

X , ••• ,X). 
ct 3 (lp 

I veja [ HR2 I I • 

O ponto fundamontal na demonstração do teorema de Gallot 

Meyer (3.1.1) ê o fato que se 1l ~ O entâo Qp > O. Em particular 

se p > O cada forma harmônica e paralela como segue de 3.3.1. 

Se M é elo tipo GM
2 

um gerador de H
2 

{M; IR) define uma estrutu-
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ra kãheleriana sobre M. O objetivo daste parágrafo é provar o se 

guinte resul t_ado: 

3.3.4 TEOREMA: S 
. 2k 

e]a M , k > 1, uma variedade riemanniana com-

pacta, simplesmente conexa com o.c.p. nao negativo. Se existe 

uma forma harc:l6nica w E A
2 

(M} tal que wk 1- O então existe um con 

c 2k junto aberto A ~ M A~~' isométrico a um produto de subvarieda-

des de dimcns.S.o positiva. 

DEMONS'.rRAÇÃO, 

mônicu, temos: 

I 
I A(w) 
I 
I 

3.3.4.1 \ 
B (w) 

Então pcn: 3 . 4 . 3 

3. 3. 4. 2 

Se j u. x C M c {X 1 , ... , Xn} urna base ortonormal em 

i. 

s,u,r 

-
:;: 2 r,s 

' 
w> 

,\. . X
1
. f,x

3 
. • 

1] 

w(X
5

, X ) 2 
r 

w(Xr' X ) 2 
s 

s,u,lr 

A 

À 

Se w E A
2

(M) é uma 2-forma har 

su 

rs 

À 
su = o 

ObscrvJmo~ que como ;1 > O então todos os termos n:1 soma su -- acima 

têm qu0 anuLa-. o \1 s,u "'f X C 2k - -M cnta0 M c pla-

na e :3i:nplcsll:<--'tltC' conC'XJ o que contra.d:L% a compacidade de f..l. En-

tão va;no:.-; SU)Y)"J' ;, 1 •) t o . 
' 

ne 3.3.4.2 temos 

3. 3. 4. 3 ' o ti r -f- 2 



Então w e da forma 

3. 3. 4. 4 

Como k 

' w 

3.3.4.5 

w " ""12 

o ' então 

.\1 - o s 

xl A x2 

' o. w12 r 

l.rf s >2 . 
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+ [ w. X. A x. 
i 1 j >2 1] 1 J 

Assim 3. 3. 4. 2 implica 

Usando o mesmo arqumento para os outros índices temos, 

possível rccnumeraçao, 

3. 3. 4. 6 À . := l) 
1 J 

se (i,jl 0 (2s-l, 2s) s 

O integrando de Ca.us::_;.-l3onnet-Chern dado por 3 .1.12 . .L 

Se G =: O cn l:ào \ (H) 

).12 '· :2k-l,2k 

-
~ ü c por 3.1.1 Me do tipo GM

3
. 

-apos uma 

-o 

ou 

é redutiv1_cl o que' pcuva u teorema ou x (M) 1- O. Se ;( (M) 1- O exis-

te um conjunto ab.-::-rto l\ C M lal que >. 12 À2k-l 2k -f- o. 
' 

r::m 'J.m 

conjunto puss.ivclmenU' mcmor 11. -~A, onde as multiplicidddes doó: 

autovalore.:i de P ~;ào lucalmcntc cono.;tantcs, podemos escolher 

x
1

, ... ,x
2

k ,Jj_f,•rt..•ncJ,~tVC>i:; c se comportando em cadu ·:xmto ccJ;r.o o 

referencii.:J..l que temo::; usado até o momento. 

ASSERÇl'\o, A::; di::;lrii.Jili.çôes o 
s 

ycr sao paralelas 

e determinam uma fat.urização local como produto de ~;upet-ficit?s. 
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DEMONS'l'RAÇÃO DA ASSERÇÃO: Consideremos a segunda Identidade de 

Biémchi: 

3.3.4. 7 

Expandindo 3. 3. 4. 7 ·temos: 

Como <R(Xi,Xj)Xk,x9.} =O se {i,j,k,2} contém mal.s que dois eleme:Q-_ 

tos, de 3.3.4.6 segue que o único termo da expansão Ue 3. 3. 4. 7 

que nao se anulu pura k,2>2 

Portanto 

( '' X ' ' xk !1_ 

o k,9_>2 

Analogamente temos 

o 
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o que prova que D
1 

e umu distribuição paralela. Pelo mesmo argu-

mento D ~ uma distribuiç~o paralela e isto prova a asserção e o s 

teorema. 

§4. VARIEDADES ANALÍTICAS COM o.c.p. 

f: um resultado bem conhecido que os grupos de :·:-wlonomia lo-

cal de urna vu.riedade onalitic.J. são iguais. Usando este fato, 3.2.1, 

3.3.4 e o teorema de Gallot e Meyer (3.1.1), os seguintes resulta 

dos são facilmente provados: 

3. 4. 1. TEOREHl\.. f-~cja M uma variedade r iemanniana compacta, sim-

plesmE>nte conexa com o.c.p. não negativo. Se a métrica de t-1 e 

analltica, cr1t~o M 
~ 

t.õ o produto riemanniano de variedades com a 

cohomologia de ck i~h~tlll isomorfa a du esfera. 

3. 4. 2. CORO [,.i\HIO. Se M. é variedade de K:iheler compacta, simple~ 

mente conexa, anc1.lltica com o.c.p. não negativo, então e 

produto riemunni:1no de variedades difeomorfas a esfera dois dimen 

sional. 

§ 5. IMERSÕES ISO}{t';THICAS COM CURVATURA NÃO NEGATIVJ1 E FIDHADO NOR 

I>1II.L PLANO. 

Seja Mn um<-.t vctriedade riemanniana e simples;;nente conexa 

com curvaturas s~~ccl.ona]_s não negativas e 
n n+p 

f:M-..............,IR. uma 

imersão isomêtricu com curvatura normal R1 =O, Se {X1 , ... ,X
11

l ê 
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uma base ortonormal de T H 
X 

a que diagonaliza a 2- forma fundamen-

tal ~', então por 3.1.5 os bivetores X . .1\ X. , i < j, diagonal~ 
l J 

zam o operctdor de curvatura p e portanto p é puro. A finalidade 

deste parágrafo é provar o seguinte resultado: 

3.5.1. 'rEORE!>1A. Nas hipóteses acima, M11 e produto de variedades 

do tipo GJ\\ .. 

OBSERVAÇJ\0. Do teorema 3. 2. 1 segue que, na decomposição de de Rham 

de M nao aparecem espaços simé·tricos que não sejam esferas. Po!:_ 

tanto para mostrar 3. 5.1 é suficiente mostrar o seguinte resultado: 

3. 5. 2. TEOREJ:VlA. Se M
11 

e do tipo GM
2

, entao n = 2k 2. 

DEMONSTRAÇÃO. Seju 'v'l={(x,() E \J di=;ll = 1} o fibrado normàl uni 

tário da imersão f e G : \Jl _ ___, sn+p-1 c lRn+p aplicação 

normal de Gauss generalizada, G(x,S) = ~- Sejam 

onde -~~ 
') 

Seja 

A 

P ;;;- {x E M 3Ç c 

( e valor regular de G} 

( x, f,) é ponto regular de G} 

(x, f,) E A} = ;; I A) 
v 

e a projeção canônica e 0 
X 

-1 
=- 1r C x) .. 

At = { (x,r.J ·~-A Índice A_= i}. A 2--~sima curvatura 
l 
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total absoluta de f e 

l r 
r I f I " J j det 

' c -
AR 

e a nK~di.da em e c o volume da esfera sn+p-1. A 

caracteristica de Eulcr-Poincaré pode ser calculadu a partir de 

r Z. (f) por 

X (M) --
n 
' '-· ·:-11 

2
1 r (f) 

(veju. IR i ) • Pela::; no~;sa:; hipóteses X (M) :::: k+J e a idéi.i1 c1a de-

monstração C most t-a r que (-1)
9 

r
9

(f) > k+l se k .· l. Come-

çaremos dando uma decomposição de v que nos sera Útil para esx 

t.imar T _Q ( f) • 

3.5.2.1. ASSERÇÃO. Seju ·:_x
1

, ... ,X
11

} uma base ortonormal de T M 
X 

a que diagonaliza a 2- forma fundamental de a. Se 

a Uois ortogonal~ .. 

r ., 

x F P, t>:(X ,X.ltO 
J J 

-::::;ao dois 

f' 
l 

A. IX. I ' ' ' X '· J 
~o 

e portanto x V P. A ortogonalidade dos B. 
l 

segue de 3. 3.4.6 e 

da equação de Go.u3s. Temos portanto uma decomposição ortogonal. 

">.) 
X 



onde dim B. = 1 ou 2 
l 

ao 19 espaço normal. 

e 
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v 
X 

~ O l e ortogonal 

Suponhamos ter ordenado os X~s 
l 

de tal maneira que dim B. = 
l 

= 2 , i ~ s, dim Bi = l, s+l < i < k. Em cada 

base ortonormal: 

B. 
l 

consideramos a 

i < s 

F..,. ·- vetor unitário normal a t,
2
i-l e tal que 

L J. 

c 
_,2s+t 

e completamo!:; 

1 

a base com uma base ortonormal de 

; E -v seja ( A[X. ,X. I 
" 1 1 

o i-ésimo autovalor de 

cada B. consideremos os seguintes subconjuntos: 
l 

Bo 
1 

~ ( L •. .::: B . a2i-l (I;) a2i (S) > O} 
1 ' 

1 
u~ B. a2í-l ([,) ·a2í ((,) O} B. ~ (: < 

J 1 

B2 
~ (é f~ B. a2.í-l (I;) ' a2i ( Ç) < o} 

l. .L 

Para 

A,_. Em 
c; 
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Claramente, se 
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2 
B i"'~--- ---

~-,_ 

dim B. ~ 1 
l 

B~ = ~ • Seja dim B. = 2 
l l 

Ç E B. 
l 

- x 21 _ 1 ( 21 _1 + x 21 E21 . Consideremos os conjuntos 

o' 
B. 

l 

·-o 
D. 

} 
{r. c o 

B. 
l 

Analogamente definimos 

ou 

ou 

2' -2 
B. e B. 

l l 

e 
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-- -- -

s 
2i-l 

-------

Temos en·tão se, e somente se K(X2.-l,X2.) 

Consideremos agora 

ramos a decomposição de S. 

3.5.5.2. 

onde e 
- 1 
E. E N l ( x) • Seja W (x) 

o 

l l 

. Dado 

= {F c A n 

l 
v 

X 

> o. 

conside-

~}c w
0

(x). Dado um subconjunto {i
1

, ... ,it} c {l, ... ,kJ, 

< ••• < it consideramos as aplicaç~es 

W (x) 
o 

l 
----7 v 

X 

que consiste em l.:rocar, na decomposição 3.5.2.2 de f,, os vetores 

i 
r t , . " . , ._, com seus opostos. Seja c w2 t (x) a i.rr'.:.:tgem 
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{a) .J.S tp's sao isometrias sobre suas imagens e estas sao 

disjuntas. 

'ciet A I .. 
1 

1 
' <P :-, 

I~ ~- ) _ Dcst~s observaç6os segue imodiatan1ente: 
1_1 .... i.t 

3.5.2.3. lcict A.lds 
. X 

= 
k 
t f_ idet Ar ldsx 

W lxl o 

onde d.s 
X 

e <l Jlll'd Ld.a em • 
X 

l 
c w

2
t(x) a reunião dos 

Somando a relação acima em t temos: 

k k 
k 

3.5.2.4. !~ ldet A. I ds = z 
t••O r-. w2t (xl 

1:, X t=O t 

j W I x) 
o 

Consideramo~' agora W2 Q.-l (x) 

existe um primeiro 

nal. Então 

caçoes i 
~l e i 

if2 

i < k tal que 

com 

como segue: 

Q, = 1, ... ,k. se t E w
2

Q __ 
1
(x) 

l 
B. 

l 
e B. 

l 
é bj_dimensio-

ab c.: O. Consideremos as apl~ 
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Se a < O, aplicar consiste em trocar, na decomposição de ~~ 

o vetor pelo vetor jaj s 2i-l + b(2i · 

Se b < O, aplicar consiste em trocar,na decomposição de 

o vetor ti pelo vetor -a[, 2 i _ 1 + bE; 2 i · 

Temos: 

(a) e 
i 

~ 2 
sao isometrias sobre suas imagens. 

(b) a imagem 
i 

~l está contida em 

<P~ está contido. em w2 t+ 2 (x) - W29_+ 2 (x) · 

(c) jdet J ~ 1,2. 

~ 2 i(x) e a imagem 

Portanto de 3.5.2.4 e das observações acima temos: 

de 

X (M) I Jw (x)-W 
jdetA.jdsx-

(x) t. 

onde 

f jdet A jds )dx > 
I ) S X 

w2t-l x 

f. 
.i\ o 

jdet 

A - {(X, U t: A 
o o 

X E P e 

-c 

2 9 2y 

f r_ jdet 
P J W ( x) 

o 

!;~W(x)). 
o 

A !ds dx "" 
(' X 
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Queremos agora 1 estimar ldet 
IJ\ 

o 

Seja <:u\} \FI uma coleção de abertos conexos de 
1 

\) tal que 

U). e igual, exceto para um conjunto de medida nula, ao conjUQ 

to A e ·tal que G[
0 

e injetiva para todo À em I. Os abertos 

" UÀ têm a seguint.c propriedade: o Índice de x como ponto cri ti-

co de h_ para (x,i) ~ U\ 6 constante. 

Seja I ~ { ), E I ' UÀ c At} para t = 0, ... ,2k. Para 
~ --

À E It' sejum '1' ' lxl U\ n 1 '1\ lxl r·, (xl n 'N ( xl • Existe v e = 
Q t X 

uma correspondência biunivoca entre I e 
o 

Ii para qualquer 9,>1 

pois TQ, (x) pode ser obtido de T (x) compondo as isometrias 
o 

seja 5 seu 

o 
UÀ . Temos 

e 
i 

~2 definidas anteriormente. Par3. cada À E 

corrc~;pondcnte em I Q. Chamemos u, por UQ 
À 

e '\ 
c 

ent~ão L = I tal que se À E L e (x, () E u' 
o À 

e ponto critico de h_ de Índice 9. 

Sn+p-1 , 'I'emos então, denotando com V a medida em 

2k 
-o V(G(U~II 

-a V(G(UÀI I 
- -----

I ' o 

por 

X 

XIMI > v(c;(uÀil -- 1: { + . . . + + ... + 
c \E: L ,\EL c 

v IC (U~kl I 
+ ~---··-" ---1. 

c 

c 



onde 
-o 

{ I X' ç I E uo ç E u ), À 

T~ lxl}. 

Chamemos l: 
\EL 

VIGil\11 

2.2.5.5. ASSERÇÃO. 

DEMONSTRAÇÃO. SeJa 

Vamos provar que 

2V > c. 
o 

B ~ u 
ÀEL 

V (C) < v . 
o 

81 

T I xl } UQ. e ~ 

o À 
{ lx,C) E 

Q 
UÀ ( E 

por VG e I VIG(U~II por v~. 
ÀEL 

"'"Ü 
Então VIB) G lU À I. < v . Seja C= D - B. 

o 

Seja co 
À 

c uo 
À 

tal qne G (C~) n B = cp. 

Se V(C) > O, 3 A E L tal que V(G(C~)) > O. Se expressarmos por 

a a soma das med.idas de todas as intersecções dos 

V(C) ~ 

se M e do tipo GM 2 , 

k+l > 
v 

o 

c 

V(G(C?)) 
A 

X (M) 

- a 

k+l e então 

v2k 
+ ... + 

c 

Se V > c não há nada a demonstrar. Mas se V < c enúi.o Gxis-
o o 

te Q,, nwnero par, tal que V >1, > c. 

Para este 

remos para todo 

~, sejam u 
ÀEL 

\ ci c ui tal que 
I À - À 

= D- D
1

. Conside-

ex-

pressa a soma das medidas de todas as intersecções dos G IC
9 

I 
À 

te 

mos: 



Observemos que 

3.5.2.6. 

Vamos agora relacionar V~ 

r 

J
. : det 
-o u, 

82 

- ,S 

com V . Lembremos que 
o 

e 

e se t = 2t, dado um elGmcnto ( de 'l'Q. (x) existe 

com ( l 1 • • • 1 k} tal que E. é obtido de um elemento 

de T (x) ?Dr 
o . Segue de 3.5.2.3 que 

A ids dx = 
X 

k ) f r- I det A[ I ds dx 
t pJ•r(x) ? x 

onde 

3.5.2. 7. 

'I (ll,). Portanto 
\1 i\ 

v = 
9> 

k 
t 

v 
o 

Agora relacionaremos V(D
2

J com V(C). 

Sejam T' (x) = C
0 

o -A 
l n .J 
X 

e 'I" (x) = 
~ 

À o 

cordamos que exi::;te 
t 

escolhas de i
1 

< 

. Novarnent_E!, 

com 

re-
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{i
1

, ... ,it} ~ {1, ... ,k) tal que ~. . (T
0
' (x)) c T

2
't(x) e suas 

ll .. . lt 

imagens são disjuntas. Como 

temos se 

' 

l: VIGIC~)) = 
À 

p 1 -· '11 (C?) ), v ;\ 

JT~_(xl 

' 

> I k 
t 

'd . d l I et A,.; 'J 
> 

J . i det 

c" 
À 

Agora precisamos relacionar 01. com r., • Se G
0 

""G(C~) n G(C~), pa-

ra todo r E G
0 

existem x e y tais que é E T' lx) 
o e 

'r' (y). Portanto lfJ. . (F;) E 'I'~ (x) 
o ll ... lt !V 

e'· . lU E T;ly) 
ll ..• l - !V 

. t 

~ n G(C
6
). Chamando de 

O' c, - c- 1 1G J 
o 

·temos 

e 

n c~ 



' (I r 
J ~ 

' \ 

' ' l i det A. I d\• 
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1 dct 
' 

onde como já temes observado r > 

Y • u = B • Logo 

3.5.2.8 v { u:~l 
k 

I VICI 
-~~ 

'(V ( G I 
o 

k 
) com 2t - ~- Segue 

t 

De 3.5.2.G, 3.5.2.7 e J.5.2.8 segue 

\/ ( (_') 

o que prova J.2.'i.S. 

Portanto X ( l\1) 

c < v 
o 

Como 

dim M ~ 4 segue que k ~ l. 

X (M) = k+l e por 3.l.lll ' 

que 



[B - G] 

[B- M] 

ICI 

IC - DI 

IC-D-MI 

{Ch -'I'l 
2 
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