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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o problema de ofimizacic vetorial entre espagos de Ba-
nach quanto a condighes necessarias ¢ suficientes de otimalidade. Para isto, utilizamos
diferentes nocbes de convexidade generalizada.

Na Primeira Parte tratamos o problema (Fréchet) diferencidvel. Mostramos que as
solucBes fracamente eficientes de tais problamas podem ser completamente caracterizadas
em termos de condicles estaciondrias e de convexidade generalizadas {pseudoinvexidade,
ne caso de problema multiobietivo irrestrito e KT-invexidade, para ¢ problema com
restrigbes de desigualdade).

Na Segunda Parte, discutimos o problema nfo diferencidavel, Estabelecemos um resul-
tado de existéncia de solugdes fracamente eficlentes & uma caracterizagio de solugbes e~
camente eficientes via desigualdades guase-variacionais. Também discutimos condiges
de otimalidade através de cones de aproximacdo local e de K-derivadas. Além disto.
obtivemos condicles de segunda ordem através das nogbes de Hessiana e Derivadas Di-
recionais de segunda ordem generalizados (Cominetti e Correa).

Na Terceira Parte, consideramos dois problemas especificos de otimizagao multiob-
jetivo nao diferencidvel: o problema fraciondrio multiobjetivo e o problema de tempo

continuo multicbjetivo.
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INTRODUCAO

e

Diariamente encontramos situacdes gue levam a tomada de decisdes. Tipicamente,
este tipo de problemas surgem em &reas como Gerenclamento de Empresas, Adminis-
traco de Recursos, Planejamento de Estratégias, etc. Nestes casos, freglientemente se
encontram varios objetivos fixados como metas pelo decisor. Assim € grande a aplicabi-
lidade de Problemas de Otimizacio com Objetives Mdltiplos e, daf o nosso interesse em
estudé-lo.

Formalmente, o problema de otimizagic multiobjetive {ou com objetivos miltiplos)

admite a seguinte formulacio:

Minimizar f{z) = (fi{x)..... fp(z})

sujeito a: z € 5

Ton

onde as [; s sdo funcles definidas em B

de B™.

a valores reais ¢ 5 ¢ um subconjunto nac vazic

(Geralmente, ndo é possivel minimizar simuitaneamente todos os objetivos f; sujeitos
a restricio S, o que leva a vdrias nocdes de otimalidade para o problema de otimizagio
(PV}.

Os primeiros resultados no campo da Otimizagdo Multiobjetive sfio devidos a Pareto
[80] que em seu célebre trabalho “Cours d’Economie Politique” introduz o conceito de
solucdo eficiente. Conceitualmente, um ponto é chamado eficiente quandoe néo € possivel
melhorar nenhum objetivo sem piorar algum cutro objetivo. Esta nogio de otimalidade
tem sido amplamente utilizada na Economia, pois é intimamente ligada & chamada Teoria
do Bem-Estar Social 74).

Depois da Segunda Guerra Mundial (época que coincide com o auge da Pesquisa
Operacional) numerosos trabathos surgiram neste campo. Foram estudados, sobretudo,
condigbes necessérias e suficientes para a determinacio de pontos eficientes. Desta época

se destacam os trabalhos de Charnes e Cooper , Gale, Kuhn e Tucker e de Karlin .



Durante os anos 60, a literatura sobre este tema val se sofisticando e surgem novos
conceitos de otimalidade. Merecem destaque as nogdes de eficiéncia fraca e de eficiéncia
propria. Grosso modo, um ponto € chamado fracamente eficiente se néao é possivel melho-
rar todos os objetivos simultaneamente e € chamado propriamente eficiente se é solucio
eficiente e se os quocientes entre o ganho em um objetivo ¢ a peréa coTn Tespelte acs

demais objetivos € limitada.

Desde entzo, tém aparecido intimeras publicagdes, tanto de cardter prédtico como
tedrico, nas guais se desenvolvem critérios que permitern decidir quando um ponto factivel
é cu néo eficiente. O estudoe de solugdes eficientes se dé desde duas vertentes: por um lado,
tenta-se re lacionar tais solugdes com as solugdes de problemas escalares, cuja resolucdo
¢ bem conhecida {pois os problemas de otimizagio escalares tém uma feoria bastante
desenvolvida) e, por outro lado, procurar encontrar condigfes gue permitem facilitar o

tratamento computacional de tais problemas e gue garantam a eficiéncia.

Em gualguer um destes casos, a convexidade {ou em sua falta. a convexidade gen-
eralizada) desempenha um papel fundamental, seja na otimizagao escalar ou vetorial.
As funcbes convexas sdo extremamente importantes na Teorla de Otimizacio por dois
motivos fundamentais: Por um lado, tode minimo local é minimo global e por outro
lade, para tais funcdes é possivel estabelecer condiches necessérias e suficientes de oti-
malidade via Regra de Multiplicadores (caso diferencidvel} e Ponto de Sela {caso nao
diferencidvel). Recentemente, Osuna- Gémez et al. provaram gue ¢ possivel estabelecer
condigbes necessarias e suficientes de otimalidade (no sentido da eficiéncia fraca) para o
problema {(PV) na forma de regra de multiplicadores e de condigdes de tipo ponto de sela
(veja [75], [76)).

Um importante fato no campo da Programacéo Matemdtica foi o surgimento das
chamadas funcées invezes, as quais foram introduzidas por Hanson em [49]. Tais fungdes
tem a propriedade de todo ponto ser minimo global quando, e somente quando. for esta-
ciondrio. Além disso, quando o problema tem restrigdes definidas por desigualdades, as

condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (abreviadamente, KKT} sdo suficientes para a otimal-
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idade. guando todas as funcgles envolvidas no problema ¢8c invexas.

Entretanto, tais condicOes nfo sio necessdrias. nem mesmo guando o problema é
invexo. Em (72] Martin introduz uma classe de problemas, denominados KT-invexos (e
que inclul problemas cujos funcionais sfo invexos) a qual possui a seguinte propriedade:
o problema € KT-invexo quandc e somente quando, todo ponto que satisfaz as condigdes
KKT sfc minimos giobais. Contrapartidas deste resultado para o problema vetorial (PV)
foram estabelecidas por Osuna-Gdmez et al em [77] para as solugdes fracamente eficientes.

Para o problema de otimizagio escalar. é possivel obter uma caracterizagio de oti-
malidade via desigualdades variacionais.

De fato, Mancino e Stampacchia [70) provaram que quando ¢ : S C R"—R" ¢
o gradiente de uma fun¢Bo convexa # © 5§ — R, onde § é aberic e convexo, entio o

problema de otimizagio escalar:

Minimizar 8{x)

(PE)
sujeitoa: x € 5
¢é equivalente ao seguinte problema de desigualdade variacional:
Encontrar 7 € 5 tal que (y —2)76(2) 2 0.7y € 5. (DY)

Contrapartidas deste resultado foram obtidos por Ruiz-Garzdn et al. [89) para o
problema invexo e também para o problema vetorial {PV) sob hipdteses adequadas de
invexidade generalizada e de monotonicidade, para as solucdes fracamente eficientes.

Observamos gue nem todo problema de decis@o pode ser formulado como um (PV},
Para formular o problema de otimizacio gue consideraremos neste trabalho, introduzire-
mos a seguinte notagdo: dado um espago de Banach F e ) é um cone convexo, fechado,
com interior nac vazio e distinto de F, consideraremos as seguintes relagdes bindrias em

F -

(LY zyweF oSoyey—1el;



2 zyel z<gyey-zc@\ {0}
BYzwweEF,o<gyey—ze€nt.
O problema de otimizagdo vetorial generalizado &

Minimizar f{z) (PVG)
sujeitoax €5
onde F e F s8o espagos de Banach, f: F — F é uma funcdo dada e § € um subconjunto
nfo vazio de E.

Em tal caso, por “minimizar” entenderemos “buscar as solucdes eficientes (ou fraca-
mente eficiente} do problema (PVG)”.

Dizemos que Z € § € solugdo eficiente (respectivamente, fracamenie eficiente) de
(PVG)sendoexistez € Stal que z — 2 <o 0 (resp. z — Z <¢ 0}.

Neste trabalho estabeleceremos contrapartidas dos resultados comentados anterior-
mente para o problema de otimizacio vetorial generalizado (PVG).

Esta Tese € estruturada em trés partes: na Primeira Parte, consideraremos ¢ caso em
que o problema (PVG) é (Fréchet) diferencidvel. No Capitulo 1, extenderemos a nocio
usual de preinvexidade para funcdes definidas entre espagos de Banach e, utilizando tal
nogéo, obteremos condigbes necessarias e suficientes de otimalidade (condicgio KKT gene-
ralizada) para o caso em que S € definido por uma restricdo de desigualdade em (PVG).
Além disso, provaremos que estas fungdes tém a propriedade de toda solugio fracamente
eficiente local ser solugdo fracamente eficiente global. Também introduzimos a nogdo de
ponto critico vetorial e de ponto critico Kuhn-Tucker para o problema (PV(G) e obtemos
uma extensdo dos resultados de Osuna-Gémez et al. [77] a este problema.

No Capitulo 2, caracterizaremos as solugdes fracamente eficientes de (PVG) em termos
de desigualdades quase- variacionais, sob hipdteses adequadas de convexidade generaliza-
da. Tratam-se de resultados que generalizam os obtidos por Martin [72] ¢ Osuna-Gémez

et al. [77] a0 contexto de otimizagio vetorial entre espagos abstratos.
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No Capitulo 3 caracterizaremos as solugdes fracamente eficientes de (PV(G) em termos
de desigualdades guese- variacionais. Nosssos resultados generalizam os obtidos por Ruiz-
Garzén et al. 89]. Na Segunda Parte, consideraremos o caso em que o problema (PVG) €
nao diferencidvel. No Capftulo 4, discutimos a existéncia de solugfes fracamente eficientes
para o problema (PVG), sob hipéteses adequadas de convexidade generalizada.

O Capitulo 5 tem trés segdes: na Secho 5.1, estabeleceremos condices de tipo Ponto
de Sela e resultados de Dualidade para o problema (PVG). A definicio de Ponto de Sela
que empregaremos aqui tem a vantegem de ser expressa em termos de duas desigual-
dades escalares (e nfo vetoriais, como usualmente é o caso em otimizagio multiobjetivo).
Formularemos um dual escalar de tipo Lagrangeano para (PV(G) e estabelecemos alguns
resultados de dualidade. Na Secfo 5.2, consideraremos ¢ caso particular em que £ tem
dimenséo finita. Utilizaremos os resultados da Seglo 5.2, na obtencao de condicdes de
segunda ordem para o problema cujas funcdes sao CM' através das nogbes de derivada
direcional de segunda ordem e de Hessiana generalizada. introduzidas por Cominetti
Correa em [25].

No Capitulo 6 estudaremos condigdes necessdrias e suficientes de otimalidade para
o problema (PVG) através das nogdes de cones de aproximagio local e de K-derivadas,
introduzidas por Elster e Thierfelder em [40], para o caso particular em que F tem
dimensao finita.

No Capitule 7, estudaremos o casc em que {PVG) é Lipschitz-continuo. Caracteri-
zaremos as solugbes (propriamente) eficientes e fracamente eficientes via desigualdades
quase- variacionais. Isto serd feito através das nogdes de derivadas direcionais e gradientes
generalizados de Clarke [23].

Na Terceira Parte trataremos dois problemas particulares de otimizacdo multiob-
jetivo. No Capftulo &, estudaremos o Problema Fracionario Multiobjetivo quanto a
condigdes de otimalidade e dualidade e no Capitulo 9, estudaremos o Problema de Tempo

Continuo Multiobjetive.

Finalmente, no Capitulo 10, comentamos algumas possibilidades de trabalho future



2 apresentamos alguns comentdrios finals e conclusdes.



Parte 1

VETORIAL DIFERENCIAVEL



Capitulo 1

‘uncoes pré-invexas e solucoes
fracamente eficientes de problemas

ateaux-diferenciaveis

1.1 Introducao e formulacao do problema
Neste Capitulo, consideraremos ¢ seguinte problema de ctimizacio:

Minimizar f(z)
sujeito a —glz) € K (P)
res
onde E. F e (7 s80 espagos de Banach, f: F - F e (G 1 B — (G 8o funcdes direcional-
mente diferencidveis (Gateaux-diferencidveis).
Assumirernos que os espacos £ e G 880 (parcialmente) ordenados pelos cones convexos,
fechados @ C F e K C G, com int @ = 0.
Por “minimizar” entenderemos “buscar as solugbes fracamente eficientes de (P})7.

Denctaremos F:={z € §: —g(z) € K} o conjunto factivel.

Como citamos na Intreducdo, a nocio de convexidade é de extrema importincia na

8



Teoria de Otimizagdo.
Os resultados seguintes sdo bastante conhecidos: se 8 : 5 € R"— R é uma fungio

convexa e 5 € um subconjunto convexe, aberto e ndo vazic de R™, entdo:

(1} Se & ¢ 5 ¢ um minimo local de # em 5, entdo 7 é um minimo global de ¢ em 5

,

[2) Se f ¢ diferencidvel em 5, entbo, V2 ){zg — 21) < Oae) — #{z1), YV, 22 € S{e,

em particular, se € S ¢ tal que VE{Z) = 0, entdo 7 é minimo glohal de # em 5).
Muitas sio as fungdes que ndo sdo convexas e que verificam propriedades andlogas a
(1) e (2): sdo usualmente chamadas fungdes convexas generalizadas.
Neste Capitulo, estendemos o conceito de fungio pré-invexas {introduzidas por Han-
son e Mond, em {50]) para fungdes definidas entre espagos de Banach.
Provaremos gue tais funcdes (a valores vetoriais) possuem propriedades anslogas a
(1) e (2) e serfo utilizadas para obter condices necessdrias e suficientes de otimalidade

para o problema (P).

1.2 Funcoes Vetoriais Pré-Invexas

Nesta Secaéo, introduzimos o conceito de fungbes (a valores vetoriais) pré-invexas e es-
tudaremos algumas de suas propriedades. Veremos que tais fungbes satisfazem um Teo-
rema de Alternativa de Tipo Gordan, o qual serd de crucial importancia na obtencao de

condigbes de otimalidade para {P).

Definicao 1.1 (Hanson ¢ Mond [50]) Sejo E wm espaco de Banach. A fungdo 6 : Q2 C
E — R € chamada pré-invexa com respeito an em S C § se para cade 1,22 € 9 ¢
coda X € (0,1), existe uma funcdo vetorial n: S x § — E {al gue

(s + Aplzy, 22)) < A1) + (1~ A7),

9



Se o conjunto 5 C F tem a propriedade

7o+ An(zy, 22} € 8, Vx1. 29 € 8,V €

e

0,1)

diremos que 5 € fnveze com respeito a 7.

O conjunte " 1= {w* € F*: (' 2) 2 0.Ye € J} é 0 cone dual de (J e F™ é o dual
topologico de £

Denotamos {-.-) a forma bilinear candnica entre F* e F.

A generalizacao de fungdes pré-invexas para fungbes definidas entre espagos absiratos

Gue propomos € a seguinte:

Definicao 1.2 Sejam E ¢ P dois espacos de Bonach. A funcéo f @ C B — F €
pré-invexa com respeito a7 em S C () se pare cada w* € JF, a composte o f €

pré-inveze com respeito a v, no sentido da Definicdo 1.1.

A DefinicBo 1.2 pode ser expressa, de maneira equivalente. em termos da desigualdade

A

Q -
Lema 1.3 A Definigdo 1.2 € equivalente o: | € pré-invera com respeito a n se e somenie

se, pare cada £1.22 € 8 e cada A € (0. 1), emiste wn vetorn: 5 x § — E tal que

flaz+2n(z, o)) S Af(z) + (1= A)flze). (1.1)

Para isto, necessitaremos do seguinte resultado:

Lema 1.4 Sejo F um espaco de Banach ordenado (parciolmente) pelo cone (§ T F. com

@ convero e fechado. Se ewiste um y € F tal gue (y*,y) = 0.Vy* € @7, entdo y € Q.

(A prova deste resultado se encontra em [69], p. 213)
PROVA: (doLema 1.3) Sejam z;, 22 € 5, A € {0,1). Entdo, as seguintes equivaléncias

sao verdadeiras:

Flae + Anlzy. 22)) S Az + (1= A)f(22)

16



& Az )+ (1= 2) flze) = floa 4+ Aplen, 22)) €@
& WM (Af(z) + (1= A flae) — floe + Mnle, ) 2 0.V € Q7

e w0 Flzs + Mnfaz m)) < Al filan) + (1 A o flzs), v € Q7

onde a primeira equivaléncia segue da definiclo de <¢, a segunda segue do Lema 14 e a
terceira segue da linearidade de w™. B

A seguinte propriedade das fungles pré-invexas direcionalmente diferencidveis serd
extensivamente utilizada neste Capltule:
Proposicao 1.5 Sejo f - @ C E — Fuma fungdo pré-invern em S C (1, direcional-

mente diferencidvel. Entao:

< [
ide ¢

}"_1
. i\:)

("o [ (z.n(e. 1) S o fly) — " o flz). Ve € Q" Vay €

PROVA: Assumsa que [ é pré-invexa em 5. Entéo, pelo Lema 1.3, w”o f é pré-invexa

em S, Yw* £ @7 (no sentido da Definigio 1.1), ou seja,

W0 fla+ dn(z.y) € & (M {y) + (L= Nf(). ¥A € (0.1). (13)

Segue de (1.3}

o flz+ Anlz,y)) ~wt e flz) < A (fly) —~ Fla)). (1.4)

Dividindo a desigualdade {1.4) por A e tomando o limite quando A — 07, obtemos {1.2). @
O seguinte resultado técnico também serd extensivamente utilizado:
Lema 1.6 Se Q C F ¢ um cone convexe, com interior ndo vazio e p € Q@*\ {0}, entdo
{p,s) > 0, quando s € int Q.
(Para prova, veia [26], p. 54}
O seguinte resultado ¢ um Teorema de Alternativa de Tipo Gordan para funcGes

Pré-invexas.
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Teorema 1.7 Seja [ E — F uma funcdo pré-inveza com respeito an em S C E, onde
S € um conjunto invexo com respeito o 7. Seja Q@ C F um cone convezo com interior ndo

vazio. Fnido, ezeiamenie uma das seguinies condigfes se verifica:

(i) Existe z € 5 tal que —f(z) € int ;

(i) Existe p € "\ {0} tal que (po FH{S) C Ry,

PROVA:
Primeiramente, provaremos que nfe ocorrem (i) e (ii} simultaneamente. Caso contrério,
pelo Lema 1.6, terfamos p(f(z)) < 0, com = € §, 0 que contraria (ii).
Agora, provaremos que o sistema {i1) tem solucdo quando (i} ndo tem solugdo.
Defina:
A= (S +int Q.

O copjunto A é aberto. De fato. sejamz € Seseint G taisque k= flzj+s€ A
Como s € int {J, existe uma bola N com centro na origem tal que s + N C mt Q.
Mas k+ N = f(z)+ (s + N) C A, e portanto, A é aberto.

Agora, provaremos que A é convexo. Sejam ki, ky € Ae 7 € (0,1). Entdo, & =

flzi) + 51, ko = flz2) + 80, com 21,22 € 5 € 51,8 € int Q. Entdo:

(T—miky+ 7k =1 =) flz) + 7 (@) + [(1 — 7)8; + 782 (1.5}
Como f € pré-invexa e int {J é convexo (pois {J é convexo), temos,
=7 flz)+7f(x2) € flae + (21, 29)) + € (1.6)
e
(1—7)8; +783 €It Q. (1.7)
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Por hipdtese, 5 € invexo e portanto

. N

g +7lE, 32) € 5.

s
o0
p—

De {1.5-{1.8) segue que {1 — 7k + 7k, € A, cu seia, 4 é convexo.
i FARY J & L 1 2 3 '

Como (i) néo tem solugdo, entdo 0 € A e, pelo Teorema de Separagio de Hahn-

Banach, existe p € F*\ {0} tal que

Fixemos um s € int Q.

Crueremos provar que p{f|( xf; > 0,Vze 5 Como ¢ € int ¢, temos
s N Cint@) (1.10)

para alguma bola V.
1 . , .
Para 7 € R, suficientemente grande, temos que ~f(z) € N e de (1.10) temos que
i

1 ) . , ‘ :
s——f(x) € int @ e tendo em conta que int ¢ é um cone, obtemos 78 — f{x) € int {, ou

seja, 75 € f{z)+int{J C A, e assim, por (1.9) temos

p(s) > 0,¥s € int (. (1.11)

Mas, para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno temos que k = f(z) + s € A e assim
{po file) = plk} —ep(s) 2 —zp(s) — 0

quando & — 07 e conseglientemente,

o
o
i
o

et

(po fi(z) > 0.Vz € 5.
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1 .
Para cada sq € @, p(sg) = —p(rsg) e para todo 7 > { suficientemente pequeno,
T

Tsp € int G, e por (1.11) temos que p(sg} < 0,Vsp € int Q e, portanto,
pe @\ {0} 1.13)

e {1.12) e (1.13) implicam que p € soluglo de (). B

1.2  Condicoes de otimalidade

Esta Secao é dividida em trés subsecdes. Em 1.3.1, consideraremos ¢ problema de
otimizagio escalar, i.e., quando a funcio objetive € a valores reais; em 1.3.2 estabele-
ceremos € provaremos um leorema de Escalarizacdo, o gusal nos permitird relacionar
as solugdes fracamente eficientes do problema vetorial (P) com as solugdes Stimas de
problemas escalares e em 1.3.3 empregaremos os resultados das subseqfes anteriores na

obtenc¢ao de condigbes necessérias e suficientes para a eficiéncia fraca em (P).

1.3.1 Condicoes de otimalidade para problemas escalares

Consideraremos o seguinte problema de otimizacio escalar:

Minimizar 8(z)
—-glz) e K (PE)
z€S

suieito a

onde E,F sdo espacos de Banach, G é ordenado (parcialmente) pelo cone convexo,
fechado e com interior ndo vazio, K. As funcdes §: E — R e g: £ — G sdo continuas e

5 é um subconjunto aberio e nao vazio de £.

Teorema 1.8 Assuma gue as fungbes 8 e g sdo direcionalmente diferencidveis e sdo

pré-invezas com respeito a uma mesma 1. Seja T wna solugdo de (PE). Entdo, existem
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a >0 eu® € K7, ndo simulionegmenie nulos e lais gue

() (Z.n(z.y) ~ (W ogflznizy) 20ves

5

(w.glz)) =0

PROWVA: Das hipdteses feitas, resulta que o conjunto factivel ¥ :={x & S ~g{z) €

K} é invexo com respeito a 7. Seja  uma solugio de (PE).

Neste caso, ¢ sistema

= int{R, x &)

nao tem solugiio = € F. Do Teorema 1.7, existe p = (1, ¢) € (R x £*)\ {(0,0)} tal que

TB(z)—8(F) + " eg{z) > 0,V €F. {1.14;

Fazendo z = I em (1.14), obtemos v* ¢ g(#) > 0, e portanto, (pela factibilidade de I
e pelo Lema 1.4)
vioglz) =0 {1.15)

Observamos que para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno. temos 7 + en{Z.y) € F.

Yy € S, pois F € invexo com respeito a 7. De (1.14) e {1.15}, obtemos

= (76)(z.n9{Z.y)) + (v 0 g)(Z.n(Z,4)) = 0. (1.16)



1.3.2 Um Teorema de Escalarizacio
Consideraremos o seguinte problema de otimizacio vetorial:
Minimizar f{z}
sujeito a: z €1

onde f: E — F, T C E ¢ ndo vazio, F e F sio espagos de Banach.
Assumiremos que F é (parcialmente) ordenado pelo cone convexo. fechado e com
interior nic vazio @

O seguinte teorema de escalarizagho é valido para o problema (P1}):

Teorema 1.9 Assuma em (Pl que a funcéo f € pré-invera com respeile a v no congunio
{ 7 JoU ‘
factivel T e gue U € invexo com respeito an. Sex* € I' € uma solugdo fracamente eficienie

de (P1), entdo existe um multiplicador w* € ¢\ {0} tal gue
o flrty<wte flz),Yrell
PROVA: Consideremos os seguintes conjuntos:
U={ueF:0<gu}; Vi={eF: vy flz") ~ flz), para algum = € I'}.

Como z~ € solugao fracamente eficiente de (P1), entdo U NV =2,
De fato, caso contrario, existiria um z € I/ NV, e, portante, existe algum = € T tal

que 0 <p 2z <g flx") - f(z) e, conseqilentemente,
Hz) <g flz7)

o que contraria z* ser soluco fracamente eficiente de (P1) (pois z € T').
Portanto, [/ MV = &.

E claro que U € aberto e convexo (pois U = int @ e {J é convexo}. Como f € pré-invexa
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e I" é invexo com respeito a n, entdo V' € convexo.
De fato, sejam vi.15 € V e A € (0,1). Entéo, existem 7.z, € T tais que
v <o £(&°) - flm), v <q flz') = flzz)

e, comoe (€ nm cone, sio vilidas

dan <o M) = M(z1), (1= Az <g (1 - A" — (1= ) f(z2)

L H =

e, portanto,

ey

Moy + (1= Nz <o f(2) = () ~ (1= ) ()]

<g (&) = Jlzz + Anlzy 22))

onde a titima desigualdade decorre da pré-invexidade de f e a primeira decorre do fato
de @ ser um cone convexo.

Como I € um conjunio invexo com respeito a 7, temos T+ An(x;, x2) & [ e, portanto.
V' é convexo.

Pelo Teorema de Separacio de Hahn-Banach, existe um w* € F*\ {0} tal que

(W vy <0< A" u),Yve V,Vuel.

A segunda destas desigualdades implica (w*, u) > 0,Vu € int Q.
Mas Q é convexo. fechado e com interior ndo vazio, e entio, int () = @ (ver [33], p.
413) o que implica (W™, u} > 0,Yu € @Q, ou seja, w* € J*. Observe que para cada z € T,

temos que para cada z € T, temos f(z*) — f(z) € V e portanto,

(W' f(x®) ~ flx)) <0, vz eTl.
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1.3.3 Condigoes de otimalidade para problemas vetoriais

Nesta Subsecdo, obteremos condicdes necessdrias e suficientes de otimalidade para o
problema vetorial (P) através do Teorema 1.8 (condico de otimalidade para problemas

escalares) e do Teorema 1.9 (Teorema de Escalarizagio).

Teorema 1.10 [condicdo necessdria) Assuma em (P) que as fungdes [ e g sdo pré-
INveTas Com Tespeio o uma mesma 7, divecionalmente diferencidveis e o conjunto S5 €
invezo com respeito an. Se T € F € solugdo fracamente eficiente de (P), entdo existem

M Ee Q7 pt € K, ndo simultancamente nules e fais gue
(Ao fY(Emz.y)) + (W og)(Znzy) 20y el (1.17)

(1, g(x)) =0, (1.18)

PROVA: Das hip6teses feitas. o conjunto factivel F ¢ invexo com respeito a 1. Pelo

Teorema 1.9 {Escalarizacio), existe A € Q" \ {0} tal que
Ao f(Zy < Ao flr), ¥z e F.

Desta desigualdade e do Teorema 1.8, existern « > 0 e p* € K™, ndo todos nulos e tais
que

a(ro Y (Z. 9z, y)) + (" 0 g (. 9(Z.y)) 20.Vy € F (1.19)
(1 .g(Z)) = 0. (1.20

Basta definir A" := oA e obtemos o resultado desejado. 8

Veremos que as condigoes (1.19) e (1.20) resultam suficientes se A" # 0.
Teorema 1.11 (condigdo suficiente) Suponhe em (P) que as fungdes [ e g sdo pré-
inveras com respeito o uma mesman e gue sdo direcionalmente diferencidveis. Suponha

também gque o conjunio S € invero com respeito a 1. Se exisitem AT € Q*\ {0} e " € K”,

satisfazendo (1.17) e (1.18), entdo ¥ € solugdo fracamente eficiente de (P).
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PROVA: Suponhamos por absurdo que T ndo € soluglo fracamente sficiente de (P
Entdo. existe um x € F tal que f(z) <o f(Z), e como A7 € @*\ {0}, temos (pelo Lema

1.6) que A"{f{z} — f(2)) < 0, e portanto, pela Proposi¢io 1.5, obtemos

(Ao Yz nlz.z)) < (1.21)
e, novamente, pela Proposicio 1.5
(Weog)(ZnZa)) Swoglz)~uogld)=p oglz) <0 (1.22)

Somando as desigualdades (1.21} e {1.22), obtemos

[ 3= { o F
progliz itz <0

i f
i
AN

o que contraria (1.17}, e, portanto, Z € solucho fracamente eficiente de (P). B
Observamos que quando A” € nulo, o problema (P) € chamado ancrmal Para que

(1.17) e (118}, com A" # 0 seja uma condi¢io necesséria de otimalidade, alguma qua-

lificacio de restricdo deve ser exigida. Talvez a mails popular seja a seguinte condiggo:

Condigae de Regularidade de Slater: Existe zq € F tal que g{ag) <x 0.

Teorema 1.12 Scb as hipdteses do Teorema 1.10, se a Condigdo de Regularidade de
Slater € satisfeita, entdo, X* # 0.

PROVA: De fato, suponha que as hipSteses do Teorema 1.10 sfo verificadas e que a
Condicao de Regularidade de Slater € satisfeita.

Por absurdo, suponha que A" = (. Neste caso. existe u* € K7\ {0} tal que

(L og)iz.n(Z.y)) 20 Vy €F (1.23)

{u*,g(z)) = 0. (1.24)
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Mas:

(1" 0 g/ (z, 72, 20)) £ " 0 glzo) — 1" 0 9(Z)

=" o g{zp) <O

o que contraria (1.23). 8

1.4 Eficiéncia fraca global

Nesta se¢@o, voltaremos a considerar o problema (P1), formulado em 1.3.2.

Recordemos que um ponto zq € I' é chamado solugdo global fracamente eficiente de
(P1) se ndo existe z € T tal que flz) <g flag) e é chamado solucdo local fracamente
eficienie de (P1) se existe N vizinhanga de xp tal que ndo existe z € N N1 tal que
f(z) <o f(za).

Provaremos que se [ é funcdo pré-invexa entfo eficiéncia local fraca implica eficiéncia

global fraca.

Teorema 1.13 [eficiéncia global) Suponha em (P1) que [ ¢ funcdo pré-invera com res-
petto a1, gue o congunio I € invexo com respeito ¢ mesman e que {J € um cone convezo,
fechado, ponteado e com interior ndo vazio. Entdo toda solucdo local fracamente eficiente

de (FP1) € uma solugde global fracamente eficiente de (P1),

PROVA: Suponha que a funcio [ é pré-invexa em I' e que # € I' é solucdo local
fracamente eficiente de (P1) mas que néo & solucio global fracamente eficiente.

Entdo, existem 2’ € [ tal que
HE)— flz')y e it @ (1.25)

Como f épré-invexa e I é invexo, entdoexisten: ExX E — E talque T+ an(a’.z) € T,
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paracada o € (0,1) e

ou eguivalentemente,

afldy (1~ aif(Z)— flz+onz.2) Q@ {1.26}
e, de {1.25} e (1.26) segue que
alf(7) — flz)) + f@) - FE+omle'.2)) € Q, Vo € (0,1). (1.27)

Como ¢ é um cone ponteado, segue de (1.25) & {1.27) que »{z’. 2) # 0. Por outro lado,

o gue contradiz o fato de I ser solugBo local fracamente eficiente de (P1). 8
Concluimos este Capitulo observando que os mesmos resultados foram provados por
Osuna-Goémez em {78]. para o caso particular em que (P) é finito-dimensional {i.e., quando
E=R'"F =R G=R" Q=R e KA=RT) Neste caso. ' = R e {* = R?
de modo que nossos resuitados generalizam os obtidos pela autora em (78] ao problema

infinito-dimensional.
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Capitulo 2

Caracterizacao de eficiéncia fraca em
termos de convexidade generalizada
e condicoes estacionarias para o

problema Fréchet-diferenciavel

2.1 Introducao e formulacao do problema

No Capitulo 1, estabelecemos condicdes de otimalidade para o problema de otimizagao
vetorial cujas fungdes sdo direcionalmente diferencidveis. Neste Capitulo, consideraremos
o caso em que as fungdes sdo Fréchet-diferencidveis {ou, diferencidveis, por simplicidade).

A luz do trabalho [77], introduziremos as nogdes de ponto critico vetorial e de ponto
critico Kuhn-Tucker para problemas de otimizacdo vetoriais sem e com restrigoes, respec-
tivamente. Utilizando estas nogles caracterizaremos as solugdes fracamente eficientes em
termos de nogdes adequadas de convexidade generalizada.

Em otimizagio escalar, as condigles de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sdo suficientes
para a otimalidade quando o problema é convexo. Nos dltimos anos, considerdveis pro-

gressos tém ocorride no sentido de enfraquecer a hipdtese de convexidade, ampliando,
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assim, a classe de problemas que verificam a sufiéncia das condigdes KKT.

Uma importante contribuicio nesta direcdo foi dada por Hanson (49, que introduzin
as funcles invexas. Para fais funcgles, as condigdes KKT sdo suficientes para garantir a
otimalidade global. Pouco depois, Martin {72} provou que para problemas sem restrigdes.
a invexidade ¢ condig@o necessiria e suficiente para que todo ponto estaciondric seja
Gtimo global.

Umea intersssante guestdo que surge é a seguinte: para problemas com restrigdes (de
desigualdade} qual é a malor classe de problemas tal que as condigdes KK T s80 necessarias
e suficientes para estabelecer a otimalidade global? A resposta foi dada por Martin [72],
onde introduz a nogéo de problemas K'T-invexos. Assim sendo, consideremos o problema

escalar irrestrito:

Minimizar 6#(z)

H il [ g
(PEL

sujeito a: ¢ € S

onde F:R" — R e & T R™ é aberto & ndo vazio.

Dizemos que & € S é ponto critico se VO{T) = 0.

Recordemos que 6 : § C R"— R € invera em T se existe 1 5 x 5 — R" tal que
8(z) — (2} > p(z,2)TVEz), V2 € 8

e dizemos que é invexa em Sy C § se for invexa em cada € 5.

Proposicao 2.1 (Martin [72]) A fungdo 8 € inveza em S se e somente se todo ponto

eritico € minimo global de (PET).
Agora, seja o problema escalar com restrigdes:

Minimizar ()

. gi(z) 0. 7=1,...m (PER)
sujeiio a:
e85

ondef.g; K" — R, j=1,..,melS CR" é aberto e nc vazio.
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Diremos que £ € um ponio critico de Kuhn-Tucker se existe u € R™ tal que

V() + 0  Vg(Z) = 0;

Sob hipdieses de convexidade e de regularidade, ser ponto critico Kuhn-Tucker é
condi¢Bo necessdria de otimalidade (veja Mangasarian, [71]). Além disso, ¢ condigao

suficiente, se ¢ problema ¢ invexo:

Proposigao 2.2 (Hanson [49]) Se ¢ ¢ g; (§ = 1...,m) sdo invezas em S com respeito

o ume mesma 1 € se & € ponto critico Kuhn-Tucker, entdo Z € solugde de [PER).

Entretanto, ndo se pode afirmar que (PER) € invexo quando ¢ somente quando todo
ponto critico Kuhn-Tucker € étimo.
Recordemos (Martin, [72]) que o problema (PER} é KT-invezo se existe uma funcio

vetorial 71 S x § — R™ tal que para cada z, 22 € S, com g(z;), g(z2) £ 0, se verificam:
B(z1) — 6(z2) > n{z1, 22) VO(z2)

—W(Sﬂlﬁwz)"rv.?j(iﬁﬂ > 0.Yj € I{z,)

onde I{z3) == {j : g;{z2) = 0} € 0 conjunto dos indices de restricdes ativas em .
E claro que & classe de problemas KT-invexos inclui os problemas cujos funcionais

sao todos invexos com respeito a uma mesma 7. Além disso, vale o seguinte resultado:

Proposicio 2.3 (Martin, [72]) Todo ponto critico Kuhn-Tucker de (PER) € minimo

global quando, e somente quando, o problema (PER) é K T-invero.

Neste Capitulo. estabelecemos contrapartidas destes resultados para as solucbes fra-

camente eficientes de problemas de otimizacdo vetorial entre espacgos de Banach.
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Consideraremos ¢ problema de otimizagdo vetorial irrestrito:

Minimizar f(x)

sujeitc ar z € 5

onde E, F s@o espagos de Banach, f: E — F, J < F é cone convexo, fechado e com
interior ndo vazio e 5 é um subconjunto aberto e ndo vazio de £.

Também consideraremos ¢ problema de otimizacdo vetorial com restrigdes:

Minimizar f{z)
o gmeK (CVOP)
sujeito a
reS
onde B, F, {7 sBo espacos de Banach, 1 E — Fl g E— G, Q CF e K < (F 580 cones
convexos, fechadoes e int @ & @,

Na Becdo 2.2, estudaremos o problema sem restrigdes (VOP). Estenderemos as nocoes
de functes pseudoinvexas e de ponto critico para o problema (VOP) e veremos que [ ¢
pseudoinvexa quando e somente quando todo ponto critico € solugdo fracamente eficiente.
Na Segao 2.3, consideraremos o problema com restri¢tes (CVOP). Estenderemos a nogio
de KT-invexidade e de ponto critico Kuhn-Tucker ao contexto de otimizacao vetorial e
provaremos que, sob certas hipdteses, (CVOP) é KT-invexo quando, e somente ¢uando,

todo ponto critico Kuhn-Tucker ¢ solucio fracamente eficiente.

2.2 O problema irrestritc (VOP)

Nesta Segflo e na seguinte, £ e F sdo espagos de Banach, ¢ C F € um cone convexo.
fechado e comn interior néo vazio e distinto do espago F. O conjunic S C F ¢ aberto e

ndo vazio e a funcéo f : B — F é diferencidvel em S.

Definicao 2.4 £ € 5 € um ponto critico vetorial de (VOP) se existe \* € Q% \ {0}
tal que Ao Df(Z) =0 (onde Df{(z) € L(E,F) € a derivada Fréchet de f em & e L{E. F)
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¢ o espaco dos operodores lineares e continuos de £ em F).

Teorema 2.5 (Croven [26]] Se & € 8 ¢ solugdo fracamente eficiente de [VOP), entdo

7 € ponto critico vetorial

As nogdes de fungdes invexas e pseudoinvexas podem ser estendidas a funcbes definidas

entre espacos absbratos da seguinte maneira;
Definicdo 2.8 Sejo [ E — F uma funcdo diferencidvel em S C E.

(a) Dizemos que [ € invexa em S se exisie n: 5 x § — E tal que

Df{zamiz, z) <o floy) — flae), Vo, 22 € 5.

(b} Dizemos gue [ ¢ pseudoinveza em S com respeito a n se existe 5: S x5 — F
tal gue

%1, %2 €8, flz) — flz2) <o 0= Df(z:)niz, 22) <o 0
{onde D flza)n(zy, z2) dencta o valor da funcdo Df(x,y) € L(E, F} aplicada no

vetor n{zy, z2) € E).

B imediato da definicdo que toda funcio invexa ¢ pseudoinvexa com respeito a uma
mesma 7. Entretanto, ao contrério do que ocorre com as fungdes escalares, existem fungdes

(vetoriais) que sfio pseudoinvexas e que nao sfo invexas (veja [89]).

Proposicac 2.7 Se em (VOP) a fungdo f € pseudoinveza ¢ ¥ € S € wm ponto critico

vetorial, entdo, T € solucdo fracamente eficiente.

PROVA: Por absurdo, suponha gue 7 € 5 ¢ ponto critico vetorial e que néo é solugao
fracamente eficiente de (VOP).

Neste caso, existe A™ € @\ {0} tal que

X o Df(E) =0 (2.1)
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e existe x € 5 tal que
flz)— flZ e —int Q. (2.2

Por outre lado, como f € pseudoinvexa, segue de (2.2) que
Df(z)n(z.2) € —inQ

2, pelo Lema 1.6,

N(DHEmz, 7)) = [\ o DF(E)n(z.2) < 0

RN

o que contraria (2.1} e, portanto, T € solugloe fracamente eficiente de (VOP). B

O seguinte resultado é uma generalizacio de Teorema de Farkas, e serd de fundamental

Importancia nesta secdo e na seguinie;

Lema 2.8 Sejam XY e V espagos normadoes, A € L(X. V) e M &€ L(X,V). Sejam
TCV e CY dois cones converos, com int Q) % @ e sejam dodos dois vetores b€ =T

e s & — . Supor ainda que o cone A.bT(T*} € fraco® fechado. Entdo. o sistema

Mr+se—int()

ndo tem solucdo, se e somente se, existem 7 € @*\ {0} ¢ A € T™ tais gue

Y

M 4+ A =0
(A8 =0
(r,8) = 0.

(Para prova, veja [26], p. 59-60)

Teorema 2.9 A funcdo f em (VOP) € pseudoinvera em S se e somente se cada ponto

eritico vetorial é solucdo fracamente eficiente de (VOP).
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PROVA.: Pela Proposicio 2.7. cada ponto critico vetorial é solugio fracamente eficiente

de (VOP).

Agora, fixemos Z € 5 e consideremos o8 seguintes dois sistemas:

flzy - fiiye —int @, z€ § (2.3}

Dfizw e —intQ, v e E. (2.4)

Provaremos que o sistema (2.4) tem solucdo quando o sistema {2.3). De fato, seja
z € & uma solugdo de (2.3}, Entfo. 7 ndo € soluglo fracamente eficiente e, por hipbtese,

ndo & ponio oritico vetorial.

Deste modo, nfe existe A” € @\ {0} tal que Ao D f(2) = 0. Defina: A =0 € L{E, F),
M=Dflg})e LIE.F)b:=0eFes:=0&F.

Assim, néo existe 7 € Q*\ {0} e A € " tais que

TM+AA=1]
{A by =10
{r,5)=10.

E claro que [A, 51T (T*) é fraco* fechado.
Pelo Lema 2.8, existe u € E tal gue

Au+b=0¢€ —-Q
Mu+s=Df(Zjue —intQ

e, em particular, o sistema (2.4} tem solucdo u € E. Fazendo n{z, ¥} = u, obtemos que

f é pseudoinvexa. B



2.3 O problema com restrigoes (CVOP)
Mesta secao, consideraremos o problema de otimizagic vetorial com restrigbes:

Minimizar f{z)

~glz) € K {CVOP)
sujeito a:

-
o ]

onde E, F, {7 séo espagos de Banach, f 1 E—~ F.g: £ — G, T F e K C G 80 cones
convexos, fechados e int § £ &,

Denotaremos F:= {zx ¢ §: —g{z} € K} o conjunto factivel de (CVOP).

A nogio de problema KT-invexo admite a seguinte generalizacio para problemas de

otimizacio vetorials:

Definicac 2.10 Dizemos gue {CVOP) é KT-invexo em 29 € F se emiste uma funcdo

e

vetorial 1 5 % & — F ol gue para cado z, € F se verificam

flzr) = flza) <@ 0= Df(zani{z1.22) <@ 0
Dglzan{zy,xz2) S 0

e se o problema € KT-invero em cada x € F, dizemos que (CVOP) é KT invezo.
A nocdo de ponto critico Kuhn-Tucker admite a seguinte extensio ao caso vetorial:

Definicao 2.11 Dizemos gue & € F € ponto critico vetorial Kuhn-Tucker se eris-

tem A" € "\ {0} e p* € A tais que
XNoDf(z)+p oDglz)=0

(W, gz)) =0

Os dois seguintes resultados sdo contrapartidas da Proposicio 2.3.
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Teorema 2.12 (suficiéncia) Se (CVOP) é KT-invexo, entdo, cada ponto critice vetorial

Kuhn-Tucker € solucdo fracamente eficiente de (CVOP).

PROVA: Suponha que (CVOP) é KT-invexo ¢ sgja & um ponto critico vetorial Kuhn-
Tucker.

Entéo, existern A® € "\ {0} e p* € K™ tais que

Ao Df(z)+p o Dglz) =0,

Em particular,

I

wr,g(2)) =0. (2.5)

Por absurdo, suponha que T ndo é solugiio fracamente eficiente de (CVOP). Entao,

existe z € F tal que f(z) — f(Z) € —int Q) e pelo Lema 1.6,

N(Df(E)n(z. 5)) < 0. (2.6)
De (2.5) e (2.6) segue que
u*(Dg()n(2.2)) > 0. (2.7)

Como (CVOP) é KT-invexo, ~Dg{Z)n(z, 2} € K e p* € K*, obtemos

w(Dglzymn(z, 7)) <0

o que contradiz {2.7) e assim, T € solucfio fracamente eficiente de (CVOP). 8

Teorema 2.13 (Necessidade) Assuma que para cada T ponto critico vetorial Kuhn-

Tucker de (CVOP) o conjunto [Dg(z), g(2)|T(K™) € fraco™ fechado. Entde, se cada ponto
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eritico vetorial Kuhn-Tucker € solugdo fracamenie eficiente de (CVOP) entdao (CVOP)

¢ KT -invero.

PROVA: Fixemos T € 5 e consideremos 0s seguintes sistemas:

Df{flue —imQ

Dglzlue —K

floy - fZ) e —int Q
glz) e —K.

Para provar que {CVOP) € KT invexo. basta provar que o sistema (2.8) tem solucdo
u € E quando o sistema (2.9) tem solugiio # € S (e, em tal caso, bastan{z, ) == u € £).
Suponhameos que {2.9) tem soluglo. Entdo. T nio é soluglo fracamente eficiente de
(CVOP) e, por hipdtese, & néo é ponto critico vetorial Kuhn-Tucker. Assim sendo, nao

existern T € @\ {0} e € A~ tais que

M4 AA =0
(A by =0;
{r,5) =0

(onde A = Dg(z) ¢ LIE.G), M =Df(z) e LIE.F),b=g(T) € ~Kes=0¢ —).
Pelo Lema 2.8, o sistema

Au+be -K

Muy+s€ —int)

tem solugao u € E, ou, equivalentemente,

Dyg(z)u+g{z) € -K
Df(#)u € —mt Q.
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Mas

Dg(Zyu = [Dg(Zyu + g(#)] —9(Z) C ~K + (-K) C - K
g, portanto, o sistema (2.8) tem solucio u € E. B

Observagao 2.14 Quando o cone K € poliddrico, sempre se tem [Dg(T), g(3]7 (K™
fraco™ fechade, quelguer gue sejo & € F. Enido, os resuliados deste Capitulo generalizam

os correspondentes, obiidos por Osuno-Gémez et al., no gual 03 autores consideram o

caso K =RE.
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Capitulo 3

Caracterizacao de solucoes eficientes
e fracamente eficientes via
desigualdades quase-variacionais

vetoriails

3.1 Introducac

Desigualdades variacionais surgem naturalmente em indmeras dreas, tais como Fisica,
Economia, Otimizagéo e Controle, Elasticidade, etc (veja, por exemplo (32, [62], [52]).
Para o caso escalar, Mancino e Stampacchia [70] obtiveram o seguinte resultado: se
F: R"— R"é o gradiente de uma fun¢do convexa # : S € R*— R. onde 5 é um conjunto
aberto e convexo, entdo o problema de desigualdade variacional (VIF),

(VIP) Encontrar 7 € Stal que (y ~ 87 F(2) > 0,Vy € S5

é equivalente ao problema de otimizagio (MP)

Minimizar 6(x) } (MP)

sujeito a: £ € 5.
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Uma extensdo do problema de desigualdade variacional ¢ a chamada problema de
desigualdade quase-variacional (VLIP).

Seja & um subconjunto nio vazio de R™ e consideremos duas fungdes F: 5 — R e

785 % 5 R". O problema de desigualdade quase-variacional (VLIP) &

(VLIF) Encontrar T € 5 tal que
n(y. 2 F(2) 2 0,¥y € 5.

Parida et. al. em [81] estudaram a existéncia de solucio do problema (VLIP) e a
equivaléncia entre (VLIF) e 0s problemas de programacio convexa. Ruiz et al. em [89)]
provaram que as solucdes de (VLIP) e do correspondente problema de otimizaciio escalar
coipcidem, sob hipdteses adeguadas de Invexidade & de monotonicidads generalizadas.

Neste Capitulo, extenderemos os resultados acima s solucCes eficientes e fracamente
eficientes do problema de otimizacdo vetorial entre espagos de Banach.

Sejam E,, £ dois espagos de Bapach, f @ F: — B, uma funcio dads e definida em
S subconiunto nio vazio de Fs. Seja ¢ C F» um cone convexo, fechado, ponteado, com
interior néo vazio e distinto de Fs.

Denotaremos

V-min f(z) (VOP)
sujeito a: r € §
o gual consiste em determinar as solucdes eficientes de f no conjunto factivel S e deno-
taremos

W-min f{z) (WVOP)

sujeito a: x € 5
o qual consiste em determinar as solugdes fracamente eficientes.
Sejam E(f; ) o conjunto das solugbes de (VOP) e WE{f:5) o conjunto das solugdes
de (WVOP).
E claro que E(f;8) € WE(f; S). Provaremos que sob hipéteses de invexidade gener-

alizada ¢ possivel caracterizar as solugbes dog problemas de otimizac¢do vetorial (VOP) e
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(CVOP) em termos das solugdes de certas desigualdades variacionais vetoriais, as guais
serdo definidas a seguir.

Para isto, sejam S C £ nfo vazio, n: S x 8 - E; e F ! § - £{E,. Es) duas funcdes
dadas. O Problema de Desigualdade quase-variacional Vetorial (VVLIP) &

(VVLIP): Encontrar um ponto # € § tal que
Fznly.2) € —Q\ {0}, vy € 5.

{onde F{Z)n{y.Z) é o valor da funcdo FIZ) aplicada no vetor n{y. z)). Ou equivalente-
mente, (VVLIP) consiste de encontrar Z € S tal que F(Z)n(y.T) o 0.Vy € 5.
O Problema de Desigualdade quase-variacienal Vetorial (WVVLIP) &

(WVVLIP): Encontrar Z € 5 tal que
F(Zin(y.2) ¢ —intQ.¥y € 5

ou, o gue € o mesmo, (WVVLIP) consiste de encontrar & € 5 tails que F{Z)n(y, Z) <o
0,yye s

Provaremos, na se¢do seguinte que € possivel relacionar, sob hipdteses adequadas de
invexidade generalizadas, as solugdes eficientes e fracamente eficientes com as solugdes

dos problemas quase-variacionais (VVLIP) e (WVVLIP).

3.2 Eficiéncia e desigualdades quase-variacionais ve-
toriais

Em [96], Yang e Goh provaram que, sob hipéteses de convexidade gemeralizadas, se
F = Df {onde Df denota & derivada de Fréchet de f) entio toda solucio de (VVLIP)
¢ solucio fracamente eficiente de (VOP) e reciprocamente. Também provaram que a

resolugdo de (WVOP) é equivalente & resoluglo de (WVVLIP). Resultados similares
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podem ser encentrados em Lee e Kum [67].

Generalizaremos os resultados obtides por Lee e Kum [67] e Yang e Goh [96] para
fun¢bes pseudoinvexas definidas entre espacos de Banach., Observamos gque Ansari e
Siddicg (1}, Kazmi [81] € Yang (97 obtém resultados similares para fungdes pré-invexas
(classe de fun¢bes mals restritiva que a que empregaremos aqui). As nogdes de invexidade
aue apresentamos a seguir foram introduzidas for Osuna-Gémez et. al. [77] em contexto

fimto-dimensional e admitem a seguinte generalizacdo natural:

Definigao 3.1 Sejo S um subconjunto ndo vazio de By e f + 8 ~ Ey uma fungdo dada.

Fréchet-diferencidvel (por brevidade: diferencidvel} em x € int 5.

fomsh

. Dizemos que f é invexa (IX) em 2 € S se e somenie se existe uma funcdo vetorial
{4/ ¢

7:5 x5 — By tal gue

Fly) = flay+Df(zmly.z) e @, vy € 5.

1~

A funcio f € chamada estritamente inveza (SIX) em z € S se e somente se

existe uma fungdo vetorial : S x 8§ — E;

fy) — fz) + Df(@)nly.z) € imt Q, ¥y € 5\ {z}.

3. A fungbo f € chamada pseudoinveza (PIX) em z € S se e somente se existe

uma funcdo vetorial n: 5 x § -+ Ey tal que

fly) - flz} € —int@ = Df(zin(y.z) € —int Q.

Segue facilmente das definicoes:

(SIX) = (IX) = (PIX)
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E bastante conhecido o fato de que, no caso By = R e @ = R, a classe das fungdes
pseudoinvexas coincide com a das fungdes invexas. Entretanto, é possivel provar que isto

néo ocorre em geral {veia 89)).

Teorema 3.2 Seja f 5 C By — Es uma fungdo diferencidvel e invezg em T € int 5,
com respetto an. Se F = Df e se & € solugdo da desigualdade {VVLIF) com respeito &

mesma 1, entac I € solugdo eficiente de (VOF).
PROVA: Por absurdo, suponha que  é solugdo de (VVLIP) e que nio € solucio eficiente
de (VOP). Entéo existe y € 5 tal que

Fly) = flah e =@\ {05 (3.1)

Segue da hipdtese de invexidade que

DF(E)n(y. 7) € fly) - f(3) - ©. (3.2)

De (3.1) e {3.2). obtemos
Df(zm(y. z) € ~Q\ {0}. (3.3)
(De fato: € claro que Df(z)n{y. %) € ~@Q. Se tivéssemos Df(Z)n(y, %) = 0, de (3.2)

obterfamos —[f (v}~ f(Z)] € —(@, mas isto contradiz (3.1), jd que ) é um cone ponteado. B

Teorema 3.3 Seja f : 5 € Ey — E, wma fungdo diferencidvel em T € int S. Assuma
que F = Df e gue —f € estritamente inveza em T com respeito a 1. Se £ é solugéo
fracamente de (WVOP), entdo & € solugdo (VVLIP) (e, com maior Tazio, € solucdo de

(WVVLIP)).

PROVA.: Por absurdo, suponhamos que Z é solucdo de (WVOP) e que nao ¢ solugio da
desigualdade (VVLIP). Entéo, existe y € 5 tal que

—Df(@)n(y. 2) € @\ {0} (34)
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Por outro lado, —f € estritemente invexa & conseqiientemente

x|
pA—

f(&) = Fly)+ Df(Z)n(y, ) C int Q (3.

e, porianto,

JE) ~ fly)=F(E) = fly) + DfEmly, @) + {-Df{Znly. 7))
CQAint Q) Cint Q)

o gue contraria ¢ fato de T ser solucgdo fracamente eficiente de (WVOP). B
Teorerma 3.4 Sejam f 5 C Ey — E; uma fungdo diferencidvel em Z € ini S e F'= DF.
Entdo:

(i) Se Z € solugdo fracamente eficiente de (WVOP), entio & € solugdo da desigualdade

(WVVLIP):

(ii) Se f € wma fungdo pseudoinvera com respeito o 1 em T e se T € solugio da
desigualdade (WVVLIP) com respeito o 1, entdo T € solugGo fracamente eficiente

de (WVOP).

PROVA:
(i) Assuma que I € solugdo fracamente eficiente de (WVOP). Seja y £ S. Comeo
Z € int S, entdo, para cada t > O suficientemente pequeno, o ponto Z + tn{y, Z) estd em

§. Por outro lado, sendo # solugdo fracamente eficiente de {(WVOP), segue que

FE+in(y, ) - f(Z) € —int @ (3.6)

e, como — int ¢} é um cone, para tals t, temos

=}
g

S+ tn(g,2)) = F(2)] € —im0Q. (37
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Fazendo em {3.7) ¢ — 0" e tendo em conta que {—int Q)¢ é fechade, segue que

Dfzmly. ) ¢ —intQ, vy e S

e T € solugio da desigualdade (WVVLIP).

{ii) Suponha que T € § é sclugdo da designaldade (WVVLIP) mas nao é solugio

fracamente eficiente de (WVOP). Entao, existe um y € 5 tal que

fly)— flz)e—int @ (3.8)

e, como [ € pseudoinvexa em I, temos

Df(Zn(y. &) € —int Q

o que contraria o fato de 7 ser solucdo da desigualdade (WVVLIP). ®

Teorema 3.5 Sejo [+ S C E, — FEy uma funcdo diferencidvel em F. Assuma que

—

F = Df e que | € estrilamente invexa com respeito a n em IT. Se T € um solugdo

fracamente eficiente de {WVOP), entdo também € solucdo eficiente de (VOFP).

PROVA: Assuma que T é solucio fracamente eficiente de (WVOP) mas que néo é solugao

eficiente de (VOP). Neste caso, existe y € S tal que

Hy) — f(2) e ~Q\ {0} (3.9)

e, como f € estritamente Invexa em Z,

Fly)— f(@) - Df(@)my. ) €int Q. {3.10}
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Entéo, de (3.9) e (3.10), obtemos

Df@miy, 2y € fly)— fIZ) -t Q
C -G+ (- Q)

Co—int g (3.11)

Desta dltima incluséio segue que I néo 4 solugio de (WVVLIP). Com maior razio, (Teo-
rema 3.4) ¥ ndo é soluclo fracamente eficiente de (WVOP}, o que contraria a hipdiese

feita. B

O Teorema 3.4 e a Proposicao 2.6 nos possibilita relacionar as solucdes fracamente efi-
cientes de (WVOP) com os pontos criticos vetoriais (VCP) (e, portanto, com as solugdes

da desigualdade (WVVLIP)). Isto pode ser dito de maneira mais precisa, assim:

Corolario 3.6 Suponha que S € aberio e que F = Df. Se | € pseudoinveza com respeito
an em S, entdo vs pontos criticos vetoriais, as solugbes fracamente eficientes de (WVOP)

e as solugdes da desigualdade [WVVLIP) coincidem.

Desta maneira. os resultados desta Capitulo podem ser representados no seguinte

diagrama:

(VVLIP} = f(IX),F=Df (VOP)
= —f(SIX),F=Df
4 et F(SIX)
(WVVLIP) = f(PIX),F=Df (WV0OP) <« f(PIX),F=Df (VCP)
= = Df =
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Capi’@ﬁb 4

Sobre a existéncia de solucoes

fracamente elicientes

4.1 Introducgao

E fato gue o papel desempenhado pela Andlise Nao Diferencidvel € de grande importancia
na Teoria de Otimizacdo. Isto se deve por pelo menos dois motivos. Por um lado.
em muitas aplicacbes, a hipétese de diferenciabilidade pode ser demasiado restritiva e,
por outro, existem indmeros mecanismos naturais que geram “nao suavidades 7. mesmo
guando se parte de problemas diferencidveis. Isto surge, por exemplo, em Teoria de
Dualidade, Anélise de Estabilidade, Técnicas de Decomposicie, Métodos de Penalizagio.

etc.

Na segunda parte deste trabalbo, estudaremos ¢ problema de otimizacdo néo dife-
rencidvel entre espagos de Banach. Estamos interessados no estudc da existéncia de
solugdes fracamente eficientes para problemas ndo convexos e nao diferencidveis, cujas

funcbes estao definidas entre espacos de Banach infinito- dimensionais. Consideraremos
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neste Capitulo o seguinte problema de otimizacdo vetorial:

Minimizar f{x)

sujeito a: r & K

onde f é uma funcéo definida entre dois espagos de Banach infinifo-dimensionais.

Nosso objetivo neste CUapitulo é estabelecer a existéncia de solugdes fracamente efi-
cientes para (PV). Para isto, consideraremos a classe das fungdes compactamente forte-
mente Lipschitz, a qual fol introduzida por El Abdouni e Thibault em (93] no estudo de
condigbes necessdrias para a otimalidade no problema otimizacdo vetorial {veja também
1371, [94]) e gue nos permitird extender alguns resultados da Andlise Nio Diferencidvel

de Clarke 23] a fungdes definidas entre espacos de Banach abstratos {veja [93]).

Necessitaremos de uma nogdo de convexidade generalizads para funges definidas en-
tre espacos de Banach (utilizaremos aqul as chamadas fungBes invexas). Provaremos que
as solucdes de uma certa desugualdade guase- variacional sac solugbes fracamente efi-
cientes de (PV) e, através desta caracterizacio e também o Teorema KKM-Fan, provare-
mos a existéncia de solugbes para o problema (PV). Os resultados que obtidos agui,

generalizam os obtidos por Chen e Craven 22] e Kazmi [61].

O Capitulo tem a seguinte estrutura: na Seclo 4.2, fixaremos a notag@ic bdsica e
alguns resultados de Anélise Nio Diferencidvel, os quais serfio também utilizados no

Capitulo 7, e na Secfic 4.3, estabeleceremos nosso resultado central.

4.2 Preliminares

Sejam X, ¥ dois espagos de Banach reais. Denotaremos ||| a norma em Y. Sejam
K C X um subconjunto nfo vazio e P < Y um cone convexo e ponteado, tal que

intFP # @. Beja [ : X — Y uma funcdo dada.
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Consideraremos o seguinte problema de otimizacio vetorial:

Minimizar f(z) (PV)
sujeitoa: z e K
A nocio de otimalidade que consideraremos € a eficiéncia fraca. O cobjetivo deste
trabalho é estabelecer a existéncia de solugdes fracamente eficientes para (PV).
HRelembramos algumas nocles ¢ resuliadoes de Andlise Nao Diferencidvel.
A derivada direcional generalizada de Clarke de uma funcdo localmente Lips-

chitz ¢ de X em R em 7 na direciio d, denotada por ¢°(7, d) (veja [23]) € dada por:

. , oy +tuy — ¢ly)
&°(T; d) = limsup oly £ tv) ~ oY)
o

i
[

e o gradiente generalizado de Clarke de ¢ em T & definido por

3@(5’3—} et {ZC* = X* :d’o(f; d} 2 <$*d> vd € X}

onde X* denocta o dual topoldgico de X

Seja C um subconjunto ndo vazio de X e considers sua funcaoe distincia, isto €, a

funcio do(-) : X — R definida por

bc(z) =inf{llz —¢f| : c€ C}.

A funcdo distancia ndo € diferencidvel mas é globalmente Lipschitz.

Seja ¥ € C. Um vetor d € X ¢é dito ser tangente a C em T se §4(F; d) = 0.

O conjunto dos vetores tangentes a C at F é um cone fechado em X e € chamado o
cone tangente & C em T e € denotado T (T).

Por polaridade, define-se 0 cone normal a ¢ em T:

Ne(@) = {6 € X : (6,4) < 0,%0 € To(@)}.

44



Assim, No(Z) € um cone convexo, fraco™-fechado.

Pode-se provar que a seguinte caracterizagio (intrinseca; de cone tangente € valida:
TC(@’) = {?f & X V{Eg} CC, £y .’E\V[{i@} = R t; i GEL? -y, T - Ly € C \f?}

Além disso, se uma funcio f ¢ localmente Lipschitz e atinge um minimo sobre O ¢ X
em F, entao

0 e df(3) + NelZE) (4.1)

e um ponto T que verifica (4.1) é chamado ponto estaciondrio.
Recordamos [83): Uma funcgio f : X - R localmente Lipschitz em ' C X é dita ser

invera em C' se para quaisquer z,y € X, existe um vetor n{y. z) € Telx) tal que
oA 5 3 . /. 5
Fly) = flz) 2 flzinly, o).

E mais, [ localmente Lipschiz em € é invexa em (' se e somente se, todo ponto
estaciondrio é ponto de minimo global de f em C

A classe das fungOes fortemente compactamente Lipschitz tem algumas propriedades
(veja Observagéo 4.2} as quais nos perimitirdo extender os resultados da Andlise Nao

Diferencidvel de Clarke a fungfes ndo diferencidveis definidas entre espagos absiratos.

Definicdo 4.1 Sejam X e Y dois espagos de Banach ¢ h : X — Y wma fungdo dada.
Dizemos que h € fortemente compactamente Lipschitz em T € X se existe uma
maultifuncio B« X € uma multifuncdo a valores compactos {com respeito a norma) e se
existe uma fungdo 7 X x X — R, gue satisfazem:

() limgpa—priz,d) =0

(ii} Existe um o > 0 tal que

t7Hh{(z + td) — h(z)] € R(d) + ||d|r{z,t)By.
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para todo z € T+ abBy et €0.a] (Aqui By denota a bola unitdria fechada,

centrada na origem, de ¥');
(ii) R(0) = {0} e R é semicontinua supericrmente.

Observacao 4.2 Se Y ¢ finifo-dimensional, entdo h € fortemente compactamente Lips-
chitz em T se e somenie se € Lipschitz prozimo de T. Para X e Y espagos de Banach abs-
tratos, se h € foriemente compactamente Lipschitz, entdo para cadav* € Y™ (u"oh)(z) =
{u*, hi{z)) € localmente Lipschitz. Para maiores detalhes sobre fungdes fortemente com-

pactamente Lipschitz veja/37).

4.3 Existéncia de solugstes fracamente eficientes

Iniciaremos esta secdo relembrando algumas nogbes de convexidade generalizada para

funcdes definidas enfre espagos de Banach.

Definicgo 4.3 (1) (Phoung, Sach ¢ Yen [83]) Dizemos que o fun¢io 6: K ¢ X — R
localmente Lipschitz em K € tnvexa com respeito an em K se parg cade z,y € K

existe um vetor n{z,y) € Tx(y) tal gue

0(z) — 8(y) — °(y.n(z,y)) = 0;

(2) (Branddo, Rojas-Medar e Silva [17]) Dizemos que a fungdo fortemente compucta-
mente Lipschitz f + K € X —— Y € P- invexa com respeilo a n em K se

who fi K ~— R € inveza, pora cada w* € P*.

(3) {Chen e Craven [61]) A fungéo f : K C X — Y é P- preinveza com respeito
an sen: K x K — X € tal que para cada o € (0,1) e cade z,y € K temos
y+anlz,y) e K and

af(z)+ (1 —a)fly) - fly+an(z.y)) € P.
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U conjunto A ¢ chamado invexo com respeito a 7, se verifica y + an{z,y) € K para

cada z,y € K e cada o € (0. 1). Recordamos os seguintes resultados:

Lema 4.4 5S¢ P € um cone conevexo, fechado e com interior ndo vazio e y € Y € tal
gue Wy} > G0 VS € P, enidoy &€ P. E, além disso, se y € intP, entdo, «w*{y) > 0.
Ywr e PN {0

Lema 4.5 Se P ¢ um cone convezo, fechado e com inlerior ndo vazio, entdo P~ # {0}
As provas dos lemas acima podem ser encontradas em {[26], [69]) e [47), respectivamente.

Proposicéo 4.6 Sejo f : K C X - Y uma funcdo fortemente compactamente Lips-
chitz em K. Se f is P-preinveza com respeito a n em K e se n{zx.-) € continua, parg

cada z € K, entdo [ € P-inveza com respetfo a1,

PROVA: Queremocs provar que, para cada w” € P*, a composta w’ o f : K — H é
invexa.

Primeiramente, provaremos que para quaisquer z,y € K, o vetor n{z,y) € Tx(y). De
fato, sejamn (y;) € K. y; — y e t; | 0. Defina: % = n{z,y:). E claro que T — n(z,y).

Além disso, existe um ip tal que £; € (0,1}, para cada ¢ > i5. Como K ¢ invexo.

yi + £, € K, Vi 2> 4.

Defina:
Ty, se i > g,
Ui o 7 .
. 881 < .
i-1

o iy " } .. iy
Para i <ig, 1y + Ly =9, = t—’—n{x, y;) € K (pois K é invexo e — € {0.1)).
i1 7—1
Portanto, pela caracterizacdo (intrinseca) do cone tangente. temos que 7{z.y) €

Tx(y). Vy € K. Como f é P-preinvexa, do Lema 4.4, obtemos

alw o f)lz) + (1 —a)(w" o [){F) — (W' o f)(T +an(z, ) 2 0 (4.2)
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Para cada w™ € P, a € (0,1} e z,7 € K. Como f é P-preinvexa, n{(z,y) € Tx(y). vy €
K. Entdo,

i Fom 5 7 1 S 7 i 5
W' e F§+ el ) —w e FF)] £ w0 flx) — w0 F(F). (43)

Qe

Fixamos £ > 0. Entao:

i, , - . ; L . P ' s
sup  —pl o flgon(ry)) -wo f{H)l £ sup =T o fly+an(z.y)) —w o f(T)]
o<ly-gli<e & 0<fu—Fli<s &
Oeads (<a<s

1, . —
+ sup ~Wo fly+an(z,y)
0<|ly—gli<s &
<
—u o flg 4+ anlz, )]
< sup  w'o flx) - o f{y)

Gily~Hl<e
Glaeals

+k sup Inlzy) - ale U

o<lly—gll<e

(Na anterior, a segunda desigualdade segue de (4.2} ¢ k£ é a constante de Lipschitz da
funcio w* o f).

Fazendo ¢ | 0, obtemos:

(" o /) (yinlz.y)) Sw' o flz)—w o fly)

e como W™ é arbitraria, f € FP-invexa. B

Teorema 4.7 Seja f: K C X — Y wma fungdo fortemente compactamente Lipschitz,
Pinveze e seja K wm conjunto invero com respeito ¢ n. Entdo, toda solug¢do frocamente

eficiente local € solugdo fracamente eficiente global.

PROVA: Provaremos a afirmac@o por absurdo. Suponha gue existe 1o € K que €

solugdo fracamente eficiente local, mas que néo ¢ global. Entao existe uma vizinhanga U
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de zo tal que

flz) = flzg) & ~intP, Yo e UNK, z # . (4.4)

Como zg ndo & solucio fracamente eficiente global, entdo existe € K 1al que

flz) — flzg) & —intP (4.5}

Pelo Lema 4.4, temos:
o fley—w o flzg)y < 0,V € PP {0} (4.6)

e como [ & P-invexa,
(" o [¥(z0, iz, 7)) < 0, ¥w™ € P71 {0} (4.7}

ou seja,
{w" o Ay + L Zg)) — (W )
hm sup L f}\g ‘ &?’}(JJ, $;})} fw O f)(yf <0 {48)
10 Do 8}
O<ily—mpi<e

Entéo, para w* € P*\ {0} e £ > 0 suficientemente pequeno.

(w" o f){zo + an{z.20)) ~ (w” o f){xg) < 0 {4.9)

para cada 0 < o < ¢, Além disso, r := 2y + an(z, z5) € U N K se o é suficientemente
pequeno. Entdo

flz) = flzo) € ~mtP (4.10)

e, conseqitentemente, pelo Lema 4.4,

St e PPO{0Y, wo flo)—wio flzg) 2 0 {(4.11)
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e isto contradiz (4.6}, porque em (4.6), w* € P* é arbitrdric. Assim, z¢ é solucio
fracamente eficiente global de (PV). B
Consideraremos ¢ seguinte problema de desigualdade guase- variacional veto-

rial: Encontrar zg € K tal que para cada z € K existe w* € P*\ {0} tal que
(w* o )0, (2, 20)) 2 0. (DQV)

Observamos que, sob as hipdteses feitas sobre o cone P, pelo Lema 3.3, o cone dual

P £ {0}

Teorema 4.8 Sejo K um conjunto inveze com respeito an e f: K C X — YV uma
fungdo P-inveza com respeito a 1. Fntdo toda solugdo da desiguaidade (DQV) € solugdo

fracamente eficiente de (PV).

PROVA: Suponha que 2, néo € solugdo fracamente eficiente de (PV} e que é solugdo da
desigualdade quasi-variacional (DQV). Entdo, existe z € K tal que

flz) — flag) € —itP. {(4.12)

Por outro lado, existe w* € P*\ {0} tal que {(w* o £}z, iz, 20)) > 6. Como fé P
-invexa,

W' o fl@) — w0 flwo) 2 (w* o £)*{z0,m(w,70)) 2 0. (4.13)
Por outro lado o Lema 4.4 implica que w* o f(z) — w* o flzg) < 0 e isto contradiz a
desigualdade anterior. B

O seguinte Lema serd utilizado na prova de nosso resultado central:

Lema 4.9 {Teoreme KKM-Fan [{1]} Seja X wm espaco vetorial topoidgico localmente
conwvezo, £ C X ndo vazio e F' : £ == X uma multifuncdo tal que parg cada z € E, o

congunto F(z) € fechado e ndo vazio e, além disto, existe z € E tal que F{z) € compacto.
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Se cada subconjunto finito de E, {xz,.....z,}, verifica

T
co{xy, o, Tu} C U Flz) {4.14;
j==]
entio,
Flz)# 4. {4.15;
TS E
o 1 2 r
(onde co{xy,..,Tn} € o envolvente conveza de {21, ..., 2, }).

Finalmente, nosso resultado de existéncia para (PV).
P |

Teorema 4.10 Segjam X um espuco de Banach reflerive ¢ K um subcongunto convezo
¢ fechado e limitado de X. Sejo f - K — Y wma fungdo foriemente compactomente
Lipschitz, P-inveze com respetic an. Suponha gue para cadax € K e cadaw™ € P*A {0},
05 CONJUNios

Dz, w") = {y € K:{w o ¥z, nly.z)) <0} {4.16)

sdo convexros. Além disso, suponha que n € continug e satisfaz n{x, 2} = 0, para cade
r € K. £ntao o problema de otimizacgdo vetorial (PV) tem solugdo fracamente eficiente

global zo € K.

PROVA: Paracada y € K e w* € P*, definimos
Fly.o*) = {z € K :(w" o iz n(y. 2)) > 0}. (4.17)

Pelo Teorema 4.8, é suficiente provar que a desigualdade guase-variacional vetorial

tem uma solucdo zp € K. Ou seja, queremos provar que:

ﬂ U Fly,w™) # 0. {4.18)

ye K wre Py {0}
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Para que isto ocorra, € suficiente que

M Flw#0.

yER wre P\ {0}

Assim, checaremos que a multifungdo & K = X dada por

Gly)= [} Fl.w) (419)

wee P[0}

satisfaz as hipdteses do Teorema KKM-Fan.

Obviamente, G{y) # 0, Yy € K.

Notamos que P* s¢ {0} veja [47]). Entdo para cada w™ € P*\ {0}, pelas hipdteses
temos 77(y,y) = 0 e, além disso, vy € F{y,w"). Consegilentemente, y € G(y).

Para cada {z;,...,2,} C K, cofz1. ...z} C 1, G(z;). Caso contrério, existiriam

;20 i=1..ntasquey . a;=1e
Z = Za?;a:g ¢ U Glz:) (4.20)
i=1 1=1

ou, equivalentemente, para cada ¢, existe um w; € £\ {0} tal que = & F{z; wi}, ou
seja, {w] o [)%(zin{z:, x)) < 0. Fixado i € {1,...,n}, definiremos para cada j € {1, ....n},
meN:

,#
INCOTI B L

2wk, se (wh o [)%(zin{w;, ) = 0

se (w0 f)zin{es, z)) <0

7

A =3l
=1
Afirmamos que para cada i fixado, o funcional W™ € P*\ {0},vm € N.
De fato, sejam i fixado, Jy = {j : (W) o f)¥zin(z,z)) < 0} Jo = {7 - (&0
Mz n(z, z)) > 0}. Sejam a; = #J; (numero de elementos de Ji) e ap = #J55. O
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funcional w‘ ™) ¢ linear: De fato, sejlam u, w €Y e e R
( . 1 . (
W™ oy + Ug) = % wilou +ug) + — g WHoy + ug)
m e
iR

Wy
FEDH

B3 A E3 k3
e VY e \»..‘.. L
;.{.4,;{2&’;} - E w"&{u}; ; § w‘j\h’-Z}

— ~f L Yo
- Cf{\ % g (@lé;j T
: FEEH isdy

FEJz

Além disso, wi™ é continua.

De fato, seja M = max; |w}|| e u € Y. Ento,

Yucl?

a;;;”a}{y}é < o M {lull A+ o jlul = {og + o) M flull,
i i " N ™ .

) oy
e, portantc, w; ' & ,Ymoe
Agora, seja v € P. Entdo, w(m}(u) =3 sen i) + 5 e wilu) 2 0, (pois cada
parcela é ndo negativa). Logo, vu " g P*. Além disso. -;u; ™ & ndc mula, pois para cada j

fixado, existe um u € P tal que wi{u) > 0
{(u) > 0(pois alguma das parcelas

(’lé) j’i. ZjEJQ W; U

Portanto, wi™ (u) = Y ies W

positiva e as demais nfo negativas).

Assim w ’ e Py \ {0}
" ¥z n{z;.2)) < O para m suficiente-

i

Observamos que, para ¢ fixado, temos (w

mente grande.

De fato:
(™ 0 PPz m) = (w0 f+ = S wio fz(a,n) < (3w o Nle i o)) +
JES mJCJz jeSx

1
=3 wie £)¥(zin(z. 2))

Tt
JEJy
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e, portanio, para m suficientemente grande, temos

(u,;m o [zn(e, 2)) < (Z who fi¥zinlz,.z)) < 0.Ym = m{i).

Em particuiar, {wémm} o f%zin(z, z)) < 0, ¥i =1, ...,n. Seja M = max; m(i). Entéo,

para 1 fixado

(W™ o 1Y%z (e, 2)) < 0, Vi,

Agora, defina:

Entao,

(W o £z nlz;, ) < 0,V

pOis
(WMo £) @z 2)) < 3@ o H¥@in(ze)) < 0

ou, 0 gque ¢ eguivalente,

z; & @(z,w(m), Vi,

Mas @(x,w™) é convexo {por hipétese) e, portanto, = € ®{z,w™) (o0 que é ahsurdo,
pois, por hipbtese, n{z, ) = 0). Portanto, co{zy, ...z, } C U, Glz:).

Provaremos agora que para cada y € K fixado, o conjunto G{y) = {,.¢ pogor £ {y,w™)
é fechado. Para isto, é suficiente provar que, para cada y € K e w™ € P*\ {0} o conjunto
F{y,w*) é fechado.

De fato. seja (zx) © F(y.w*) tal que zp ~ z. Entdo, (w* o f¥(zrinly, z)) = 0,Vk
e, com maior razdo, limsup,(w” o /)% (zx; n(y, 7)) = 0. Mas (w* ¢ F)%(-; ) € semicontinua
superiormente e. assim, (w* ¢ f}%{zin(y, 2)) = 0, ou seja, T € Fy,w").

Agora, considere o espago X munido da topologia fraca. Entdo, o conjunto G(y) €
fracamente compacto, para cada y € K. De fato, G(y) é um subconjunto fechado de K

e K € convexo, fechado e limitado. Logo, K € compacto fraco pois X € espago reflexivo.
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Capitulo 5

Condicoes Ponto de Sela e

Condicoes de Segunda Ordem

Nos ultimos anos, ums teoria de diferenciabilidade generalizeda tem sido desenvolvida e,
através de diferentes nocles de diferenciabilidade generalizada, vém sendo estabelecidas
condigdes de otimalidade de primeira ordem para o problema de otimizacio escalar (veja
[23], [86]). Recentemente, uma significativa teoria de diferenciabilidade generalizada de
segunda ordem vem sendo desenvolvida (veja, por exemplo, (2], 4], [12], [19], [42], [53].
[561). Em particular., Cominetti e Correa introduzem em [25] as nogles de derivada
direcional de 2a. ordem e de Hessiana Generalizada, as quais se destacam das demais
defini¢Bes de derivadas generalizadas de segunda ordem por possuir boas propriedades

operacionais, motivo pelo qual serfo utilizadas neste Capitulo.
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5.1 Introducao e formulacac do problema
Neste Capitulo, consideraremos inicialmente o problema de otimizacio vetorial:

Minimizar f{z}
- ~glzj e K (P}
sujeito a: ;
o2
onde E, F e G 340 espagos de Banach, f: E — F, g : B — (& sao funcgles dadas. néo
necessarviamente diferencidveis. OUs espagos F e (G sdo ordenados pelos cones convexos
Q C Fe K CG, os quais supomos convexos, fechados. Também suporemos gue &/ tem
interior nao vazio.

A luz do trabalho [75] propomos uma definigdo de ponto de sela. a qual nos per-
mita relacionar as solugbes fracamente eficientes com os pontos que cumprem condicoes
de ponto de sela. Nossa definicio de ponto de sela apresenta a vantagem de se basear
na, resolugdo de problemas escalares (e ndo vetorials, como é usual). Veremos que, sob
hipéteses adequadas de convexidade generalizada é possivel caracterizar as solugoes fra-
camente eficientes de (P} em termos da condicio ponto de sela. Em seguida. aplicaremos

este resultado ao seguinte casc particular (finito-dimensional):

glz) <0, i=1...,m {PF)

sujeito a: ©
z€eS
onde X é espaco de Banach, fj,g : X — R jeJ={1,. ptel={1..m}sdo
funcoes Gateaux-diferencidveis e S € um subconjunto abefto e ndo vazio de X.
Utilizando uma caracterizagio de solugdes fracamente eficientes em termos dos Pontos
de Sela, obteremos condicdes de segunda ordem para o problema finito-dimensional (P¥),

em termos de derivadas direcionais de segunda ordem e da Hessiana generalizada.

Este Capitulo ¢ dividido em quatro secdes. Na Secao 5.2, recordamos alguns resulta-
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dos referentes a fungdes subconvexlike generalizadas e teoremas de alternativa; também
relembramos algumas propriedades das derivadas direcionais generalizadas e da Hessiana
generalizada de Cominetti e Correa. Na SecBo 5.3 estabelecemos um teorema de tipo
Ponto de Sela para o problema de otimizagido veforial (P) e, finalmente, utilizamos este

resuitado na obtencéo de condicdes de segunda ordem para o problema {PF).

5.2 Preliminares técnicos

5.2.1 Funcdes subconvexlike generalizadas e o Teorema de Al-

ternativa de Gordan

A convexidade, ou em sua falta. a convexidade generalizada, € conceito de fundamental
importancia dentro da Teoria de Otimizacdo. Um dos motivos € que, para tais funcdes
¢ possivel estabelecer teoremas de alternativa e, através destes, se obtém condigdes
necessarias e/ ou suficientes de otimalidade. A nogdo de convexidade generalizada que
empregaremos neste Capitulo s&o as fun¢des subconvexlike generalzadas, as quais foram
introduzidas por Xinming Yang [95]. Neste trabalho, prova-se que estas funcoes satis-
fazem um Teorema de Alternativa de tipo Gordan.

Vale frisar que existem outras classes de fungdes que verificam o Teorema de Alter-
nativa (como as fungdes pré-invexas, por exemplo. Veja Teorema 1.7). Entretanto, se
exigem hipéteses adicionais sobre S ou sobre a fungio (como diferenciabilidade, Lipschitz-
continuidade, etc.), o que ndo ocorre com as funcgdes subconvexlike-generalizadas {veja o

Teorema 5.2, abaixo).

Definicao 5.1 Sejamn E, F dois espagos normados, [ : Sy C E — F uma funcgdo, G C F
UM, CONE CONVEIO Com interior ndo vazio e Sy um subconjunto ndo vazio de E. Dizemos

que [ € subconvexlike generalizada se existe um u € int Q tal que para cada o € (0,1}
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e guaisquer T1, Ty € Sp e € > 0, existern 23 € Sy e p > 0 tais gue
su+af(z;) + (1 - a)f(z2) - pflzs) € Q.

A classe das funcdes subconvexlike generalizadas satisfaz o seguinte teorema de alterna-

tiva (cuja prova pode ser encontrada em {951, p. 128-130):

Teorema 5.2 (Teorema de Alternative) Sejam E e F dois espacos de Banach, Q C F
UM COME CONUETs com ntertor ndo vazic € seja 5 C E ndo vazio. Suponha que f:5 — F

€ subconverlike generalizada. Entdo, exaiamente um dos sequinites sisiernas € consisiente:

1. Existe z € Stal que —flz) € int ;

2. Existe s* € Q" \ {0} tal que s*{f{z)) > 0.Vz € S,

5.2.2 Derivadas generalizadas de 2a. ordem e Hessiana gener-

alizada

Nesta Subsegfo reunimos os principais resultados referentes s derivadas generalizadas
de segunda ordem e & Hessiana generalizada. As provas serdo omitidas. Para malores
detalhes, consultar [25].

No que segue, X € um espago vetorial topoldgico localmente convexo. Denotaremos
X* o dual (topoldgico) de X e {-,-) a forma bilinear candnica (dualidade) entre X* e X.

Consideraremos os espagos X e X~ munidos de topologias compativeis com a dualidade.

Definicao 5.3 A derivade direcional generglizada de segunda ordem, de uma

fungdo [ X — R emx € X na direcdo (u,v) € X x X ¢ definida por

(i 0) o limeup LT S 1) = Fly 4 su) = fly+ ) + S (0)

Yz st
t.s—{
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e o Hessiana generalizada de [ em © € a multifuncio 8% f(z): X = X* dada por
) = {a" e X* 2 (2", v) < fOzu.v), Yo € X1,

Algumas propriedades relacionadas 2 estas duas nocdes sdo dadas na seguinte

Proposicdo 5.4 Sejam f: X — K ez € X. Entdo:

b

1. f%{z;-,-) é simétrica e bisublinear:

2. % u, v} é semicontinua superiormente {scs) em z ¢ & f(}{u) é fechada em 7,

para u,v € X fixados.

i

s =) = £ = ) = ()@,

.

. *f(x) é mulsifuncao a valores convexos e fechados. Além disso.

FPflyu+v) C flz)(u) - Fflz)v), Yu.v € X.

Recordemos a terminologia empregada por Ioffe em [36]: Uma multifuncio 41 X =3
X* & um prefan se possui imagens fechadas e convexas, 0 € A{0) e Altu) = tA{u), vt >

0.Vu € X. Um prefan ¢ chamado fan se possui imagens néo vazias e verifica
Alu+v) C Alu} + Alv),Yu,v € X.

Utilizando esta terminologia, 8% f(z) é um prefan.

E conhecido que existe uma correspondéncia 1-1 entre a familia dos fans e o conjunto
das fungdes bisublineares que sfc semicontinuas inferiormente (sci) na segunda varidvel.
Ista correspondéncia é estabelecida via fungdo suporte.

Malis precisamente, a cada fan 4 : X = X* associa-se a funcfo s4 : X x X — R,
salu,v) = sup(A(u),v). A fungio s4 é bisublinear e sci na segunda varidvel. Reciproca-
mente, a cada 5 : X x X — R é funcio bisublinear e sci na segunda varidvel, associamos

(um tpico) fan A X = X*, Afu) = {z* € X*: {&*,v) < s(u,v), Vv e X}
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A classe das fungdes duas vezes C-diferencidveis corresponde & das fungdes f tais que

&*f(z) é um fan e seu suporte é f%z;-,.). Ou, o gue é equivalente,

Definicéo 5.5 Uma fungdo [+ X — R € duas vezes (-diferencidvel em & se

F®zu, ) € sei, para cada z,u & X.

{E neste caso, [z u.v) = sup(d* f{z){u).v).)
Para obter propriedades de continuidade para a Hesslana generalizada € necesséria

definir a seguinte classe de fungdes:

Definicac 5.6 Dizemos que [ 1 X — R € duas vezes localmenie Lipschilz em x se
pare cada v € X ezistemn V' vizinhanca de x e U vizinhanca da origem fais que o conjunto

FOV U, v) € limitade em R.

Sejam Y, Z espacos vetorials topoldgicos, 4 1 ¥V = Z uma multifungio. Dizemos que A
é localmente compacta em y € ¥ se existe v vizinbanga de y tal que A(V) = ) Ay}

yEv
¢é relativamente compacto. Dizemos que 4 é fechada em y se para cada rede y, — y €

Zo — 2, Za € Alye) Vo temos z € Aly). Se A é localmente compacta e fechada em y,

dizemos que A é semicontinue superiormente (scs) em y.

Definicac 5.7 Dizemos gue f: X — R € funcdo C* se € Gateaus-diferencidvel e a

derivade (de Gateauxr) V[ € localmente Lipschitz.

Proposicac 5.8 Assuma que f: X — R € duas vezes localmente Lipschitz em x. Enldo,

para cade u € X, valem:
(a) 8 f(-}{u) é localmente fraco™ compacto e & f(z)(u) é fraco® compacto;
{b) F®(-;-,v) é scs, para cada v € X e §*f(-)(-) é fechada;
{c) Se f é CH, entdio &*f(-){-) é localmente fraco* compacta.

A seguinte proposi¢do é uma versdo generalizada do Teorema do Valor Médio para

funcbes duas vezes C-diferencidveis.
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Proposicao 5.9 Seja f : X — R wmae fungdo continuamenie Gateaur-diferencidvel no

segmento fechado [z.y] C X. Entdo existe £ no segmento aberto iz, y| tal que

\ . = Yy . 1 o N A Y
fyye fla)+ (Vi) y —z) + (0 f Sy ~x)y — 2)

e 0 fecho € desnecessdrio quando f ¢ C11,

5.3 Condicgoes de Ponto de Sela

Seguindo a linha de Kuhn-Tucker e de Fritz-John, relacionaremos as solugdes fracamente
eficientes do problema (P) com os pontos que cumprem as condicdes de tipo Ponto de Sela.
Aqui pretendemos dar uma defini¢dc de ponto de sela para o problema de otimizacio
vetorial, que seja a mais simples possivel, baseada na resolucic de problemas escalares.
A vantagem da nossa definicBo sobre outras j4 existentes é que a condigdo gue propomos
nao acarreta na resolugdo de um problema multiobjetivo, o que simplifica a tarefa. Além
disso, nossa defini¢do generaliza a correspondente introduzida em [75] para o caso em

que (P) é finito-dimensional.

Definicao 5.10 Diremos que a terna (£,7,0) € E x F* x G € um ponto de sela

multiplo para o problema (P) se
Tof(Z)+vog(@) <Fo f(Z)+T0g(F) <Foflz)+Togln) (5.1)
Yve K'Yz e Eese(F,0) Q" x K", F#0.

Como ocorre no caso cldssico, se (7, 7, T) é ponto de sela miltiplo, entéo T é solugdo fra-

camente eficiente de (P). Antes de provarmos tal afirmacio, necessitaremos do seguinte:

Lema 5.11 Sejom E, F' dois espagos de Banach, F ordenade pelo cone convexo ) ¢ F

com interior ndo vezio e seja f I C E — F. Considere o problema de otimizacdo
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vetorial:
Miramizar f{z)

(P)

sujeitc ar x € T,

Se eziste um ¥ & "\ {0} tel que 2 € T € solugdo de
Minimizar ¥ o fx ~
i) (P(7))

sujeito a: x &

entio T € solugcdo fracamente eficiente de (P(7)).

PROVA: Por absurdo, supor que Z € I' n8o € solugdo fracamente eficiente de (]3) Neste

caso. existe 7 € T tal que flz) <¢ f(Z), ouseja, f(Z)— f(z) € mt Q. Como F & 7\ {0}

Y

entdo (pelo Lema 1.6) 7(f(Z) ~ f(z)) > 0 e, pela linearidade de 7.
Fo f(z)>7e flx)

o que € absurdo. @

Teorema 5.12 Se (2,7,T) € ponto de sela miiltiplo, entdo T € solugdo fracamente efi-

ciente de (P).

PROVA: Pelo Lema 5.13. ¢ suficiente provar que 7 € solugao do problema

Minimizar 7 o f(x)

{(5.2)
sujeitoa: z ¢ F
onde F:={z ¢ §:—g(z) € K}.
Comeo (£, 7, 7} € ponto de sela miltiplo. entéo
7o flZy+vogld) <7o flz}+0{z) Vo e K" Ve € E. (5.3)
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Em particular, fazendo em (5.3} v = 0 e z = I, obtemos ¥ ¢ g(Z} > 0 ¢, portanto,

7o g(Z) = 0. Entao, fazendo z € F em (5.3), obtemos

&7

Fof{g)<Fofla)Vz e

e, portanto. T € soluglo de (5.2} B
A reciproca deste resultado também é verdadeira sob hipdteses adequadas de con-
vexidade generalizada- em nosso caso, subconvexlike generalizada- e de regularidade nas

restrigdes do problema. Utilizaremos uma qualificacio de restricdo (QR) de tipo Slater.

Qualificacao de Restricio de Slater (QR): Existeum 7 € F tal que —g{F) € int K.

Teorema 5.13 Suponhamos em (P) gue a funcdo {f — f(Z).g) € subconverlike genero-
lizada (com respeito ao cone @ x K C F x G). Entdo, se 2 € ¥ € solucdo fracamente
eficiente de (P) e se (P) satisfaz a qualificagdo de restricio (QR) em T, entdo existem

7,0 tais que {(Z,7,T) € um ponto de sela miltiplo.

PROVA.: A prova segue do Teorema 5.2 (Teorema de Alternativa para funcdes subcon-

vexlike generalizadas).

De fato, se T € solugdo fracamente eficiente de (P}, entao o sistema
flz) - f(@) €~ Q

glzy e =K

nao tem solugio xz € F,

Como a funcao {f — f(Z).g) é subconvexlike generalizada, entdo pelo Teorema 4.2,

existe (7, %) € @ x K*\ {{0,0)} tal que

"(f(z) - f(&) +vog(z) 2 0,¥z € E
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ou seia,

Ffoflry+Toglx) >Fe fli),Ve e E. (5.4

Fazendo em (5.4) r = Z, obtemos ¥ o g(Z) > 0 e, portanto

tog(E) =0 (5.5
{(pois glZ) & ~K e 0 € K*). Além disso.
Yo e K vog(f) <6 (5.6)

£ assim, temos

Foflz)y+vegle)>FoflZ2)2Fo f(Z)+rvog(R),Yoe K" Vz e E

{onde a primeira desigualdade segue de (5.4) e a segunda de (5.5) e (5.6)). Qu seja:
rof(Z)+veg(l) <Foflx)+Toglz),Vve K" YzeE. (5.7}
Agora, tome v € K. Entdo,
Foflz)+~vog(f) <Fof(@)+0=Fo f{Z)+Tog(T),Vve K" (5.8)
{onde a desigualdade segue de (5.6) e a igualdade segue de {5.5)). Unindo (5.7) e (5.8).

obtemos a desigualdade (5.1).

Resta provar que 7 # 0. Mas, pela (QR), existe ¥ € B, —¢(7) € —int K. Fazendo em
(5.7) x = 7Z, obtemos

Foflz)<7o f(Z)47og(T).

Por absurdo, suponhamos 7 = 0. Entéo, © # 0 e como —¢(T) € int K, pelo Lema 1.6,

temos T o g(Z) < 0. disto e da desigualdade anterior segue que 7o f(Z) < Fo f(F), ou
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seja,

FHz) = f7) <0

e, portanto, ¥ 3£ 0. B

5.4 Condigoes de 2a. ordem

No qgue segue, consideraremos ¢ seguinte problema de otimizacfo vetorial:

Minimizar f(z) = (fi{z), ..., [olz))

sujeitc ar gfz) <0, i=1....m
Gild) : :

(PF)

onde X ¢ espago de Banache f,g: X - R (j=1,.,pi=1,..,m) sdo fungdes O

Estabeleceremos condigbes de segunda ordem para a eficiéncia fraca para este pro-
blema através das nogdes de derivada direcional e Hessiana generalizados de Cominetti
e Correa e das Condicdes de Ponto de Sela estudada na Secéc 5.3. Primeiramente,

definiremos os seguintes cones: Para cada Q@ C X, z € @, sejam
D(@Q,z):={ue X :3r>0tal que x +10,7[u € Q}

BiQ,z)={ue X :3t, | 0, 3u, — u tal que 7+ {u, € Q}

{(chamados, respectivamente, cone de diregbes factiveis e cone tangente de Bouligand).
Como é usual, definiremos a fungio Lagrangeana:

Leule) = 3 rsfsle) + 3 _vigla)

=1
onder e R, veRT ex e X.
Como veremos a seguir, sob certas hipSteses, se T factivel para (PF) é solucdo fraca-
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mente eficiente, entdo. existem 7 € R: \ {0},v € R™" tais que

+ b

14 ie2
Y onVAE DY uVe(E =0 (5.9)

=1 e
vgi{Z) =10 (5.10)

e, neste ¢aso ¢ par (r,v) € chamado multiplicedor,

Provemos esta titima afirmacio.

Lema 5.14 Sejo F factivel para (PF) uma solucdo fracamente eficiente. Supor gue o

T

funcdo (f — f{Z).g) € subconverlike generalizada (com respeito ao cone R xR} e que

(PF) satisfar a qualificacdo de resiricdo de Slater (QR). Entdo, existe um multiplicedor

{F.T) satisfazendo (5.6} e (5.10).
LTy & (d.5) ;

PROVA: Pelo Teorema 5.15, existe (7.7) € R xR tal gue (Z,7.7) é ponto de sela
miltiplo. Em particular, vale a desigualdade
] m B mn
Zﬂ'fj(@ + Z Tigi{Z) < zfjf;:(f) + Z Tigi{z). VT € X.
=1 fazl Je=l i=1
Desta desigualdade e do fato de f;, g serem Gateaux-diferencidveis, segue que
P m
S onVHEE + D 5:Vg(E) = 0.

F=1 im]
Além disso, quando (2,7, 7) é ponto de sela miltiplo,
> BgiE) = 0.
i=]
(veja prova do Teorema 5.14). B
Observagao 5.15 Na prova Lema 5.16, utilizamos o seguinte fato: quando F' = R? e
Q =R, entdo Q" = R /pois, pelo Teorema de Representacio de Riesz, (R¥) = RP).
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A cada par de multiplicadores (r, v), associaremos o conjunto

Qlr.v

e

={reF glzy=0 sev;>0egiz) <, sey; =0}

Teorema 5.18 [condicdes necessdrias de segunda ordem) Supor que z solugdo local fra-
comente eficiente de [PF). Supor que {f — flz}.g) € subconvezlike generalizada e gue

(PF) satisfaz o gqualificacdo de restrigdo de Slater. Entdo:
(i) Existe (r,v) tais que (x,7,v) € ponto de selo multiplo;

(1) Para cada par de multiplicadores {r,v) € RE xR tais que {z,7,v) € ponto de sela
multiplo, se verifica a desigunldade
I® (riuw) > 0.Yu € DIQ(rv), z).

PROVA: (i) E justamente o Lema 5.16.

(i) Seja (r,v) € B® x R™ par de multiplicadores. B claro que

LYz u,u) > Hmsup{V,.. (& + tu), u), Yu € X.

tl0

Tome v € D{Q(r,v},z). Entdo, existe r > 0 tal que z + tu € Q(r,v), ¥Vt € (0.7} e

porianto,
P

Z rifi{z + tu) = Loz + tu), vt € (0, 7).

=1

Entéo, pela Condicéio de Ponto de Sela,
P ™m ] 7 L
Z rifil@) + Zvigi(z} = Z?}fj{x) < Z rifilz +tu) + Z v Gi (T + tu)

i=1 il je=1 Ju=l =1

para cada ¢ suficientemente pequeno. ou seja,

L.{z+tu) =2 L,,(x), para cada ¢ > 0 suficientemente pegueno.
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Fixado t > { suficientemente pequeno, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, 4)
tal gue

(VL@ + ) u) 2 0

£ assim,
.

lim sup t (VL .(z+tu),u) > 0.

#10
Com maior razao.

LE (zuu) >0

P - .

Teorema 5.17 [condigdes suficienies de sequnda ordem) Supor em (PF) que as funcies
fig; - BP— R sdo fungdes CM*. Entdo, uma condigdo suficiente para um ponto factivel
x ser solugdo fracomenie eficiente local de (PF) € que exista uwm muliiplicador (r.v) €
RE xRT tal gue

~L% (zu, —u) > 0,Yu € B(Q:z) \ {0}

PROVA: Suponhamos que r nioc é solugio local fracamente eficiente de {PF). Entdo,
existe umna seqiiéncia (zx) C F\{z} talquezz — ze fj(zp) < fi{x).¥i=1,...pYE EN.
Defina:

_ Iy —Z

U .

Entdo ux € B{Q;z),Vk € N e B(Q,x) é fechado (veja Laurent, [64]). Desta maneira,
podemos assumir, sem perda de generalidade {passando a uma subseqgiiéncia se necessario)

que uz — u € B(Q, z)\ {0}. Por hipétese, temos —L% (z;u, —u) > 0. Defina:

(Lr,v(mk) - Lr,v(-r}}

Qp 1= 2 5
|

|z — 7]

Agsim,

o

Lyo(zi) = Leolz) = D il films) = fi{e)) + 3 vigilae) <0

i=1 P
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pois a primeira parcela é < 0 e a segunda € < 0, pela factibilidade de z,. Logo, o <
0.Vk. Pela Proposi¢io 5.9, existe um &, € |ze, 2] tal que ax € {PL.o (€ )un, ur), Yk
Portanto, existe 27 € 8°L,., (&, )up tal que a;, = (@}, up), vk, Segue da Proposicdo 5.8 (¢)
que podemos supor. sem perda de generalidade, que z} — o* € L. (z)}{u), ou seja.
{x*.uy < 0 e, com malor razao,

w0 (i, —u) < 0

LY

o gue contraria a hipétese feita. B
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Capitulo 6

Condicoes necessarias e suficientes
de otimalidade via cones de

aproximacao local e K-derivadas

6.1 Intreducao

Para o tratamensto de problemas de otimizagdo existe uma teoria bem desenvolvida e
bastante completa no que se refere a condigdes de otimalidade, sobretudo para probiemas
suaves (diferencidveis) e convexos. Entretanto, as hipdteses de diferenciabilidade, na
pratica, nem sempre sao verificadas. Assim, nos Ultimos anos, muitos esforgos tém sido
feitos no sentido de extender tais resultados ac caso mais geral (néo diferencidvel}.

Significativos resultados foram obtidos nesta direcdo através da nocdo de gradientes
generalizados, que foram introduzidos por Clarke em meados dos anos 70. A partir de
entdo, muitos autores tém empregado esta nocio e uma extensiva teoria foi desenvolvida.,
a maior parte dela, sob condicdes de Lipschitz-continuidade. (veja Clarke 23], [24) .
Hiriart-Urruty [54], e Rockafellar [86], por exemplo).

Em [38],{39], Elster e Thielfelder propdem um procedimento axiomético através do

qual obtem condiches necessirias de otimalidade para problemas de otimizagdo com res-
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trigbes de desigualdade, cujos funcionais estdo definidos em um espaco topoldgice. Esta
abordagem consiste do uso do método de Dubovitskil e Milyutin 34, segundo o gual
a otimalidade € expressa em termos de certas relagdes de disjuncio de certos conjuntos
concretos. Sho estabelecidas certas proposigles de tipo Kuhn-Tucker e Fritz-John, através
do use de cones de aproximacao (cuja nogio € introduzida em [38]) e do uso de teoremas
de separacio.

Assim sendo, & luz dos trabalhos [38], [39]. adaptamos o método mencionado acima
para a obtencgio de condigbes necessdrias de otimalidade (no sentido de eficiénela fraca)
para ¢ problema de otimizagdo vetorial que mencionaremos a seguir.

Consideraremos neste Capitulo o seguinte problema de otimizacio:

Minimizar f{z) = {fi(z}, ... fplz))

e,
e
e

susitca: 2 €S ={x € Xy qle)y <0, ¥iel={1,...m}}

onde X é um espaco Hausdorfl localmente convexo, Xp C X € um conjunto aberto.

Denotaremos J := {1....,p}.

As fungdes fi.g:: Xo — R (i € I, j € J} néo s8o, necessariamente, diferencidveis.

Assim como o problema escalar {caso em que p = 1) este problema tém sido am-
plamente estudado e possui uma bem desenvolvida tecria no que se refere a condigdes
necessérias de otimalidade, quando os funcionais envolvidos sio suaves e/ ou convexos
(veja Chankong and Haimes [20], Sawaragi et al. [90]). O caso ndo diferencidvel e nao
convexo também tém sido estudado, sobretudo sob hipdteses de Lipschitz-continuidade,
via gradientes generalizados de Clarke (veja Minami [73], Clarke [23]. Phuong et al. 83]).

Utilizando uma abordagem andloga & utilizada por Elster and Thierfelder 38, (39].
(que trataram o problema escalar) mostraremos que é possivel estabelecer certas condigbes
necessarias de otimalidade para o problema (P}, as quais generalizam os resultados obti-
dos pelos autores em (38}, [39].

Por outro lado, em [18], Castellani propde vérias defini¢des de invexidade para funcdes

nao diferencidveis, que estdo generalizam as ja existentes, através do conceito de K-
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derivadas direcicnais {ou seja, derivadas direcionais relacionadas com cones de aproxima-
cdo local). Utilizando tais nogdes, ele obtém algumas condicdes suficientes de otimalidade
para o problema {escalar) de otimizacio néc diferencidvel. Mostraremos que resultados
analogos s&o ainda validos para © caso vetorial,

Este Capitulo tem & seguinte estrutura: na Secdo 6.2, apresentamos alguns resultados
sobre cones de aproximacio local e K-derivadas direcionais. og quals serfio utilizados nas
seches posteriores; na Secdo 6.3, obtersmos condicdes necessarias para a oficiéncia fraca
para o problema (P) e, finalmente, na Secio §.4, estabeleceremos condigdes suficientes

para a eficiéncia fraca sob hipéteses de K-invexidade.

6.2 Cones de Aproximacao e Derivadas K-direcionais

Nesta SegBo, apresentamos uma selecao de resultados referentes a cones de aproximacao
e de derivadas K-direcionais. As provas serdo todas omitidas. Para maiores detalhes.
sugerimos [38], [39].

Em todo o Capitulo, consideraremos X = (X, 7 um espago de Hausdorfl localmente
convexo e denotaremos X* = [X*, o*(X*, X} o espaco dual de X munide da topologia

fraca.

Definicao 6.1 Uma correspondéncia K : 2% x X — 2% ¢ chamada um cone de aprox-
imacdo local se a cade M C X e cada z € X, associa-se um cone K(M,z) C X

salisfazendo:
(a) K(M —2z.0)=K{Mz2)Vre X

(b} K{MnU,z)= K(M,z), Vo € X, YU € U(z}, onde l{(x) ¢ um sistema de vizinhancas

de x;
(c) K(M,z) =X Vo &int;

(dy K(M.z) =@2,Ye & M



{e) K{g(M) o(z)) = ¢(K(M.z}), para cada ¢ : X — X homeomorfismo linear

() 0+M C 0" K (M, z)

onde 0" M ={ye X z+ty € M,Vr e MYt >0}éo cone de recessio de Rockafellar.

E8o exemplos de cones de aproximacao local os seguintes conjuntos:

TMz)y={yeX VU elly)Vai>0,37cUtalque s + {7 € M}

DM, z)={yeX 3 cUly),Ir>0.Vy € Utal que z + 1§ € M}

que sio, respectivamente, o cone contingente de Bouligand e o cone de deslocamentos
interiores.
Pode-se provar que, se {1 é um conjunto finito de indices e K{-, -}, K-, ). Vi € 1 s80

cones de aproximacio local, entéo

int (), K(,). conv K(-, ), X \K(X\-.-),

UiEQKi{W'}t Mien Kl(} ZK?()

igl)

também sao cones de aproximacao local.
Sejam f: X — R uma funcio a valores na reta extendida e z € X tal que |f(z)! <

+00. Seja K(-,-) : 2X%R 5 (X x R) — 2% um cone de aproximacio local.
Definigdo 6.2 O funcional f¥(z,): X —= K com

Aoy =inf{f e R: (y.€) € Klepi f.(z, flz))} ye X
{onde epi [ € o epigrafo de f) é chamado K -derivada direcional de [ no ponto z.

Pode-se provar que as derivadas direcionals generalizadas associadas ao cone con-

tingente e ao cone de deslocamentos interiores sfo, as derivadas regularizadas de Dini.
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inferior e superior, respectivamente. Mals precisamente:

flz+17) — flz)
i

FP{z,y) = limsup

iz, y) = lminf
Ty £
S

E claro que f%(z,-) é um funcional positivamente homogéneo: além disso, £ con-
vexo quando K{epi f. (z, f(z)}) é convexo e é semicontinua inferiormente se além disso.

Klepi f,(z, f(z))) for fechado. Neste tltimo caso, vale

Além disso, f ¥ (x,.) é semicontinua superiormente.
De acordo com a Andlise Convexa, a cada funcional A + X — R que é sublinear.
propria e semicontinua inferiormente, é possivel associarmos wm (Ynico) conjunteo convexo

e fechado M C X~ satisfazendo

hly) = sup (2", yh M = {z" € X* : (z",y) < hly).Vy € X}.

e
Isto justifica a seguinte defini¢do:

Definicac 8.3 O conjunio
95 floy = (o7 € X7 (2y) < fR(2.y). vy € X}
¢ chamado K-subdiferencial de [ em x. Os elementos de 8% f(z) sdo chamados K-

subgradientes de f em z.

Portanto, o conjunto 8% f{z) é sempre convexo e fechado.
Ao longo deste Capitulo, suporemos gue 0 cone de aproximag8o local K(-,+) é uma

correspondéncia a valores convexos ¢ fechados. Isto é menocs restritive do que parece:
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de fato, pode-se provar que 8% f(z) = 87K f(z). Algumas das propriedades dos K-

subdiferenciais e das K-derivadas direcionais sdo dadas na seguinte

Proposicao 6.4 Quendo os cone de aprozimacdo local K{-, ), Ki{-,),¥i € O () finito)

sdo corrvespondéncias o velores converos e fechodos sio vdlidas as seguintes afirmagdes:
{(a) Se dom f™X(z,.) # @, entdio O flz) = 0Kz}
(b)y f¥(z,y) = ™% {z,y), Yy € dom f5(z, .};
(e} V2> 0, 05 (Af){x) = 20% fz);
(d) 0 e %ﬁmﬁ-{z} = %f‘“(z:y) = 0.vy € X;
i i

(e) se existe g € () dom f%*(x, ) tal que os funcionais " {z,-) sdo semicontinuas
€0

superiormente em Y. exceto, eventualmente, para um indice ¢ € {1, entio.

S ey 20WweX =0 Ok filz)

2344 e

6.3 Condigoes Necessarias de Otimalidade

Nesta se¢do, consideraremos o seguinte problema de otimizagdo quanto a condigdes

necessdrias de otimalidade (no sentido de eficiéneia fraca):

Minimizar f(z) = (fi(z), ..., fo(z))

(P}
sujeitoa: € S ={re Xy:g{z) <0Vie l:={l,...m}}

onde f;, 9 : X — R sio fungbes a valores (reais) extendidos paracada j € J := {1, ...p},
iel:={1, ... m}e X, € um subconjunto aberto de X.

Assumiremos que z € § ¢ tal que |f3(z)] < oo Vj € J e |g:(z)| < 00 Vi € 1. Isto
implica a K-diferenciabilidade direcional com respeito a cada cone de aproximacio local



Neste caso, denotaremos J{z) = {1 € [ : g{z) = 0} ¢ o conjunto de indices de
restrigdes ativas em z. Suporemos g; sio semicontinuas superiormente, Vi € 1\ J{z) e,
deste modo, para a descricdo local de § ¢ suficiente considerar apenas as restrigdes ativas
em .

Inicislmente, consideraremos o case irrestrito, le.,

Minimizar f{z) == (fi(z), ... fulz))

o 5

sujeito ar r £ X,

Iniciamos com um Teorema de Alternativa tipo Gordan para funcionals convexos a

valores extendidos:

Lema 6.5 {Teorema de Alternativa) Sejom ¢, 1 X — R, i € Q = {1,...s} fun-
cionais converos tais gue C C X € convezo e ([ ndomy,) N C # @ Entdo, sdo

equivalenties:

(1) Nio existe 2 € {[eqdomy,) NC tal que g;{z) <0, Vie &

h

(2) Existem A; > 0, ¢ € {2, ndo todos nulos e tals que » .o Agfe) = 0, Va

(Mieq dome,) N C.
PROVA: E claro que (2) = (1). Provemos (1) = {2). Sejam:

Co 1= (ﬂ domy; ) NC
ien
A= {{ag, en a0 € R 32 € Coig(x) < oy, Vi € O

Das hipdteses feitas, A é convexo, ndo vazio e 0 € A. Portanto, podemos separar 0 e A,

ou seia, existem A; > {, ndo todos nulos e tais que

ZAia‘i 2 Orv(alt "':Qs) € A

e
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donde segue gue

S hinle) 2 0.7 & (Yeomp) 1

€2 €82

A partir do Lema 8.5 € possivel estabelecer a seguinte condicdo de otimalidade para

o problemas irrestrizo:

Teorema 6.6 (caso irrestrito} Sejam z € X wma solugdo local fracomente eficiente

do problema irrestrite (UP) e K{-,) C D(-.-}. Entdo:
{a) Nao existe y € X tal que ff{z.¢) <0.¥j € J.

b) Existem h; >0, 7 € J, nfo todos nulos e tals que Y., A, fF{z vy 2 0¥y € X.
Z Lejed idz

PROVA: Provemos {a). Suponhamos, por absurdo, que existe v € X tal que f¥(z.y) <
. . - , , . flz+13) — filz)
0.¥j € J. Com maior razdo, fP{z,y) < 0,¥j € J Mas: fF(z,y) = Imsup 2L - SRR

T

T

Disto e das propriedades do lim sup segue que, para cada 7 € J fixado, existem U; € U(y).
file =+ tyi) — i) < §. Defina:

Ay > (0 tais que para cadat € (0,4} ecada ¥ € U se tem
A= minjey Ay (> 0) e U=, U; (€ U{y)).

Filz +17) < fi(z). v e U, vt € (0. )

para cada j € J, o que contraria o fato de x € X ser solucho fracamente eficiente local
de {UP). Isto conclui a prova de (a).

A prova de (b) segue do Lema 6.5 aplicado aos funcionais convexos f(z.-). B

A desvantagem deste resultado € gue, em geral. o cone D(-,-} néo ¢ convexo, € por-
tanto, ndo podemos utilizar o Tecrema de Separagio. Por isto, em toda esta Segdo
assurniremos que o cone de aproximacio local K{(-,-) tém as seguinies propriedades adi-

cionais:
(V1) K é correspondéncia a valores convexos e fechados;
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(V2) ze Me0e KM, 2).VM C X
(V3) K(.) < T(. )
(V4 imt KX{-,-y ¢ D -0

A seguir, consideraremos o problema de otimizacio com um conjunto abstrato de
restricio, digamos,
Minimizar fl{z) = (fi(z),.... fu(z))
VAL = 44 B Pl memy i f N
; (ACP)
sujeito a: T & &
onde & € X é um conjunto abstrato de restrigdes (ou seja, as restrigdes ndo sao, neces-

sariamente definidas por desigualdades).

™

Antes. porém. introduziremos a seguinte notagio: Dada uma funcio ¢ : X — K.

z & X, K um cone de aproximacgio local, denotamos
ARy 1. LK PO 1Y
Ajlz)={ye X o {z.y) <0}

o cone de diregbes de K-descida.

Teorema 6.7 (restri¢bes abstratas) Se r € 5 ¢ uma sclugdo local fracamente efi-
ciente de (ACP), entio
(ASE(z)nK(S,z) = 2. (6.1)

jed
Além disso, se

(Vdom fi Kz, )N K(S.2) £ @

jed
entdo existem A; > 0. 7 € J ndo todos nulos e tais que
SNy 20, vye [dom K (2, ) N K(S, 7).
JEJ jeJ

PROVA: Por absurdo, suporemos que existe uma direcdo y & ﬂjgj A?j”"(x) NK(S 1.

Entdo, segue de (V3) e (V4) quey € [N, Aﬁ(x) NT{S,z). Em particular, y € T(S.z} e.
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portanto, para cada UV € Uy}, A > Oexistem t € (0, A\) e T € U tais que z + tF € §. Por

{z +17) — fi(:
filz ?’? L) <05 & 7 pas

outro lado, y € A () ou seja, fF(z,y) = limsup
iﬁ':;y
i

propriedades de lim sup segue que, para cada j € J fixado, existem U € Uy}, A, > 0 tais

I

que para cada t € (0, A} ecada T € U, se tem fi{z +17) < f3(x). Defina: U =) ;

P lies
e A = minjesA;. Deste modo: 2+ € Se filz -+ < fi{z). Vi € (0,A)vF € U,
Y € J, o que contraria o fato de z ser solucdo local fracamente eficente de (ACP). A

dltima afirmacéo decorre de (6.1) e do Lema 65. 8

Finalmente, obteremos regras de multiplicadores de tipo Fritz-John e Kuhn-Tucker

para o problema de otimizagho vetorial com restrigdes de desigualdade a seguir:

Minimizar f{z) = (filz). ..., fulz)) .
. {CF}

sujgito ac v € S = {z & Xy glz) <0 Vel = {1,..m}}

Suporemos, de agora em diante gue, além de satisfazer (V1)-(V4), K(-.-) também

satisfaz
(V5) Micrio Al(z) < K(8,2).
E vilida a seguinte caracterizacac geoméirica de otimalidade:

Teorema 6.8 Sejo x € § solugdo fracamente eficiente de (CF). Entdo

NAFE@n( () Ay =2 (6.2)
e

eIz}

PROVA: Imediata: segue de (V5) e do Teorema 6.7. B
Observe que (6.2} equivale a dizer que o sistema de desigualdades convexas

frB(r,y) <0, jed
gi(z,y) <0, i € I{z)
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ndo tem solugdo y € X. Portanto, pelo Lema 6.5 (Teorema de Alternativa) existem

Ap 0 2 0, {7 € J, ¢ € I{x}) ndo todos nulos e tais que:

NP+ > mel(zy) 2 0,

jed isl(z)
para cada y € Mz, dom f7 (2, ) N (Niey(sy dom 5 (z, ).

(O que prova a seguinte afirmacio:

Teorema 6.9 Se z € 5 € solugdo fracamente eficiente de (CP) e K{-,-} satisfaz (VI1)-
(V5), entdo, exvistem A;,pu; > 0, (§ € J, i € I{z}) ndo todos nulos e tais que

S R @y + > pgley) 20, Yy e [ ) dom £ (2, n (] domgf(x, ).
ied iei{z) iel ial{x}

Por outre lado, scb uma hipdlese adicional, a conclusio do Teorems 6.9 se torna
ainda malis forte. De fato, seja

(Vé)

Jig € I(z), domgp(z,-) N{ n dom g™ ¥ (z, )N ﬂ dom f"¥(z, ")) # @.
ielz\{in} jeJ

Teorema 6.10 Supor que z € § € solugdo fracamente eficiente de (CP) e que K(-,-)
satisfaz (V1)-(V6). Entdo existem J;, 4, > 0, 7 € J, 1 € I(z), ndo todos nulos e tais que:

(i) Ejej A.?ff{($3y) + Eéei(x) #’igf{(xs y) 2 O: \"7!?} = Xf
(i) 0€2 ey M O5 filz) + Ziez{z} 0% g ().

PROVA: Pelo Teorema 6.9, existém A;, 4, > 0, 7 € J, i € I{z)}, ndo todos nulos e tais

que

S NPE @y + > peF(my) 20, WeX
et ief(z)
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{isto & verdadeiro se convencionarmos: (+0¢) + (—oo0) = +o0). Com maior razio,

ST R S g R ey gl ey 2 0. Yy e X, (6.3)

ied iei{ey i}

Por (V6), existe

w € domgf(z.)n{ [} domgl**(z,-)n [ dom ™K (z ).

iel(z)\fio} iel

Mas g™ ¥ (z,-), fim (. ) sBo semicontinuas superiormente em ¥y, ¢ segue de (6.3) e da

Proposigéo 6.4,

0e D N0+ 30w ) - 0 gi). (6.4)
g I EHR Y
Segue de (V6) que, para cada i € [(z)\ {iy} e cada j € J fixados. se tem
dom g (z,-), dom f™¥(z,) # & (6.5)

e. de (6.5) e da Proposicao 6.4, segue que
075 gi(x) = 0¥ gix) & O fy(2) = 0% fy(a). (66)

para cada ¢ € I{z) \ {ig} e cada j € J. Comparando (6.4) e (6.6) obtemos o resultado

deseiado. B

¥ natural esperarmos que, sob alguma hipétese de regularidade sobre ag restrigfes se

possa garantir que A ¢ OUno Teorema 6.10. De fato:

Teorema 8.11 (Kuhn-Tucker) Suponha que z € S € solucdo fracamente eficiente de
{CP) e que K{-.-} satisfaz (VI1)-(V6). Além disso, suponha que velhe o qualificacdo de

resiricao:
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{QR) ﬂiéj’{m} A;{(@ # 2.
Entéo, existem A;, u, > 0 (F € J. i € I{z)). com A # 0 e tais que
(0 Zoes Ml e + iar migf (zy) 2 0.9y € X;

() 0& 30,0, 20" fi(z) + Ty 105 gila).

s

PROVA: Pelo Teorema 6.10, existem A, p, > 0 (5 € J, i € I{z)) ndo todos nulos e
tais que valem (i) e (ii). Resta provar que A # 0. Por absurde, suponhamos que A = 0.

Entio. pele teorema anterior, obtemos

SonfFmyy 20 vy eX

ez}

H

com A = 0 0 gue contrariz A Hﬂz\xj # & o gue conclul a prova. B

6.4 Condicoes Suficientes de Otimalidade

Em [18]. Castellani propde um esquema geral para a2 definiciio de invexidade para funcdes
nao derivadas: s&o as chamadas funcdes K-invexas, as quals sao extendidas de maneira
natural ac caso nao diferencidvel utilizando-se as K-derivadas.

Nesta Secdo, estudaremos o problema de otimizacio:

Minimizar f(z} = (fi(z), ... fulz))
sujeito ar 2 € Si={re Xy: g2y <0, i1}

onde X ¢ um espago Hausdorfl localmente convexo, Xy € X é abertoe fi.g: Xy — R
(1 €1, j& J)sdo fungles dadas, J:={1,....p}, / := {1....m}.

Veremos que scb hipdteses de K-invexidade é possivel estabelecer condictes suficientes
de otimalidade para o problema (P). Antes. porém, necessitaremos de algumas definicoes

preliminares:
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Definicao 6.12 Sejam T € S e { K, K Liepz) jeq cones de aprozimacio local.
(i) Diremos que T £ ponto fracamente estaciondric pare (P) se o seguinte sistemo

oy <0 jed

o , B (81}
g T y) <0 1t (T
nac admite soluggo y € X.
(ii) Diremos que T € ponto fortemente estaciondrio para (F) se o sistema
B {
K :
I' ’ {\'I": < Gs E J
5 {Zy) J (s2)

g (Z.y) <0, i€ l(T)

nao admite solugdo y € X.

E claro que todo ponto fortemente estacionario ¢ fracamente estaciondrio. Além disso.
¢ possivel garantir que ser ponic fracamente estaciondrio é uma condicdo necesséria para
a eficiéncia fraca, mediante escolha adequada dos cones {K;, K bieriz),jes * De fato, basta
tomar K cone de aproximacio local satisfazendo (V1)-(V5) e definint A, '=intK,j € Je
K;:= K (i € I{Z}). O resultado segue do Teorema 6.8. Também ¢é importante notar que,
sob hipdteses de convexidade, a impossibilidade de resolver (51) (resp. (S2)) equivale
a condigéo Fritz-John (respect. Kuhn-Tucker, sob hipdteses de regularidade)- e isto foi
discutido na secio anterior.

Agora, recordemos algumas nocdes de K-invexidade.

Definigac 6.13 (Castellani [18]) Sejam K (-,-) um cone de aprozimacdo local e f + Xy —

R ume funcdo doda.
(i) Dizemos que [ € K-invera se existe uma fungdo n: Xy x Xo — X tal que

flz) = (@) = F5(Z n(z,%)), V2.7 € Xo.
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(ii} Dizemos gue f € K-pseudotnvexa se existe uma funcdo 111 Xo X Xy — X fal que

FEE ) 2 0= flz) > fIT). Vo.T € Xo.

(i1} Dazemos que [ € K-guase invexa se eriste uma fungdo 1 Xgx Xy — X tol que

fla) < Hz) = R ne 2) < 0. Vo,

i

£ X;.

(iv) Dizemos que [ € K-estritamenie gquase invexzo se eriste uma fungdo n: Xy X

Ko — X tal que

fla)y < f@) = A En{e5) <0, V2. T € Xy, 2 # T

E claro que toda funcic K-invexa com respeitc a n também € K-pseudoinvexa e
K-quase invexa com respeifo & mesma 7. Além disso. em [60] Kaul e Kaur provam que
existem funcbes K-pseudoinvexas com respeito a 77 que nao sio K-invexas com respeito
a {mesma) 7. Entretanto, pode-se provar gue toda funcac K-pseudoinvexa com respeito
a7 é K-invexa com respeito a alguma 7). Para malores detalhes, veja 18], p. 326.

Yeremos que, sob hipoteses de invexidade é possivel estabelecer condicoes suficientes

de otimalidade. De fato:

Teorema 8.14 Sejo T € S5 wm ponto fortemente estaciondrio pare (P} com respeito &
familia de cones de aprozimacdo local {&;, K;}izns) jes. Se f5 (7 € J) sdo K;-pseudoinvezas
e as g; sao (i € I{Z)) sdo K;-quase invezas com respeiic a wna mesma 7. enido T €

solugdo (global) fracamente eficiente de {P).
PROVA: Seja z £ 5. Entéo,
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e, como as g; (1 € I(T)) sfo K-quase invexas,

2l

g0 (Z.n(2. 7)) < 0. Vi€ I(7).

Por outro lado, o sistema (S2) € impossivel, portanto, existe um j = j(z) € J tal que

Fi{F,n(z. ) > 0. Mas f; é K;-pseudoinvexa, e entéo

Filay =z f5(F)
Portanto, nao existe nenhum z € S tal que f;(x) < f;(Z), ¥J € J. donde segue que T ¢
solugio {global) fracamente eficiente de (P). @

Sob hipoteses mals restritivas de invexidade, os pontos fracamente estaciondries também

séo fracamente eficientes.

Teorema 86.15 Sejo T € 5 um ponio frocamente estaciondrio para (P) com respetic d
familio de cones de aprozimacdo local { Ky, K }iers) jes. Se f; (7 € J) sdo K-pseudoinvezas
easg sao (1 €1 (Z)) sao K;-estritamente quase invexas com respeilo ¢ wma mesma 1,

entdo T € solucdo (global) fracamente eficiente de (P).

PROVA: Seja r ¢ 5\ {T}. Entao:
Gilz) <6 =g:(Z), vie (@)
e como as ¢; (i € I(z)) sdo K-estritamente quase invexas,
o E (2. F)) <0, Vi € I(F).

Por hipdtese, o sistema (S1) é impossivel, e portanto, existe j = j{z) € J tal que

ffj {x.n{x,Z)) > 0. Mas f; é K,-pseudoinvexa, donde segue que

filz) = (7).
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Assim, ndo existe x € 5 tal que f;(z) < f;(¥) para cada j € J, donde se conclui que T é

solucao {global) fracamente eficiente para (P). @
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Capitulo 7

Caracterizacao de eficiéncia via

desigualdades quase variacionais

7.1 Introducao

A ligacio existente entre desigualdades variacionais e problemas de otimizacio € bastante
conhecida (veja [48], [36], 6]). Talvez o principal trabalho nesta diregac {em contexto
finito-dimensional) tenha sido o de Gianessi [44]. Este problema tem sido extensiva-
mente estudado nos dltimos anos. Virios resultados sobre existéncia de solugoes tém
sido obtidos através de diferentes desigualdades variacionais [21], [63]. [66], [67].

Utilizando uma desigualdade quase-variacional, Lee et al. [66] obtém resultados de
existéncia de solugbes para problemas invexos nio diferencidvels, finito-dimensionais,
o8 quais generalizam os correspondentes resultados estabelecidos por Chen e Craven
[22] para problemas convexos e diferencidveis. Recentemente, Gianessi [45] mostrou a
equivaléncia entre solugdes eficientes de problemas multiobjetivo (diferencidvel e con-
vexo) e a sclugdo de uma desigualdade variacional de tipo Minty: também estabeleceu
contrapartidas de tais resultados para solucBes fracamente eficientes.

Através de uma abordagem similar a esta, Lee [65] provou a eguivaléncia entre as

solugdes de desigualdades de tipo Minty e de Stampacchia e as solucdes eficientes, uti-
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lizando a nogado de subdiferencial {no sentido da Andlise Convexa). Além disse, utilizando
estes resultados. obteve um teorema de existéncia de solugles fracamente eficientes para
o problema convexo multiobietivo.

Neste Capltulo estenderemos os resultados obtidos por Lee em [65] para o problema

multiobietivo invexo, nac diferencidvel.

7.2 Solucoes eficientes e desigualdades quase-variacionais

Sejam X um subconjunto ndo vazio de R e f; : R"— R {i = 1, ... p} funcles dadas.
Consideraremos o seguinte problema de otimizagio:
Minimizar f(z) = (filz). ..., i) P
j
sujeito &z & X
onde “minimizar " serd entendido como a busca de solugles eficientes do problema (P).
Assumiremos que f; s80 fungdes localmente Lipschitz e invexas com respeito a n em X,
Consideraremos as seguintes desigualdades guase-variacionals:
DESIGUALDADE QUASE-VARIACIONAL VETORIAL DE TIPO MINTY
(MVLI)
(MVLI): Encontrar y € X tal que paracadax € X ecada &, € 0fi(z) (1 = 1.....p).
se tenha

(En(z.y). ... dnlz.y)) € ~RE {0}
(onde Jf;(z) é o gradiente generalizado de Clarke de f; em ).

DESIGUALDADE QUASE-VARIACIONAL VETORIAL DE TIPO STAM-
PACCHIA (SVLI)

(SVLI): Encontrar y € X tal que para cada z € X, exista &, € 0fi(y) (i =1,....p)
tal que
Elnlz.y)....eln(z.y) € —RE \ {0}
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Proposicao 7.1 Assuma gque X £ um subconjunio ndo vazio de R e que i+ R"— R
(i=1,...,p) sdo fungdes localmente Lipschilz ¢ invexas com respeito an em X. Suponha.

ginda, gue 1) € antissimélrica (le., niz i) = —-n(t, 2}, V2,1 € X}, Neste caso, se y € X £

/

uma solucdo eficiente de (P}, enldo também € solucdo de (MVLI).

PROVA: S¢ja y € X uma solucdo eficiente de (P). Entio para cada z € X, temos:

—j

(fle) = Aly) o folz) = fHly)) € -REA {0} (7.1)

Como f; sBo invexas com respeito com respeito a 0, temos [P (zin(y. 2)) < fily) — filz).

e para cada 7 € X ecada &, € Jfi{x), se verifica
nly.x) < flanly,2) < fily) - file)

ou seja,

o
-
b

—

filz) = fily) < —€lnly.z) = & nlz,y)

e, comparando (7.1} e (7.2), obtemos ¢ resultado desejadc. B

Teorema 7.2 Sejo X um subconjunto ndo vazio de R™ ¢ sejam f;  R"— R, i=1,...p
fungbes localmente Lipschitz e invezas em X com respeito an. Sey € X € solugdoe de

(SVLI), entdo y € solug@o eficiente de (P).

PROVA: Seja y € X uma solugho de {SVLI}. Entdo, para cada v € X, existem &; €
8f:(y) tais que
ETnlz,y), . &nlz.y)) ¢ R\ {0}, (7.3)

Seja z € X. Da invexidade de f;, segue que

file) = fily) = Fly.nlz. ) > & nlz.y) (7.4)
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e, comparando {7.3) e (7.4),

e

Flz) = fly) € —BL {0}

para cada x € X, ou seja, y é soluglo eficiente de (P). B

Segue da Proposico 7.1 e do Teorema 7.2 o seguinte corolério:

Corolario 7.3 Assuma gue f; - R"— B, 1 = 1. ....p 540 fungdes localmente Lipschitz e
nvezras em A com respeito a 1. Suponho que n € antissiméirica. Sey € X € solucdo de

(SVLI), entao também € solucdo de (MVLI).

Assim sendo. {SVLI) é condicio suficiente para a eficiéncia em (P). Entretanto, se
pode provar que tal condicio ndo € necessaria {veja [65). p. 172). Mas se pode provar que
esta ¢ uma condicao necessaria para a eficiéncia prépria. E o gue provaremos a seguir.

Antes, porém, necessitaremos do seguinte tecrema minimas:

Lema 7.4 (Jeyakumar, [5G/} Sejam T um conjunto arbiirdrio, ¥ wm espago vetorial
topoldgico de Hausdorff, U wm subconjunto compacto de ¥ ¢ F : U x D — R uma fungdo
tol que F(x,-) € c¢oncava e semicontinua superiormente em D) para cada z € T fizado ¢
F{- y) € convera, para coda y € D fizado. Entdo,

inf max F{z,y) > 0 < supinf Flz,y) =2 0.

z&l yeD yeD wel

Proposicas 7.5 Sejam X wm conjunto compacte de R e f; 1 R*— R, 1= 1,...,p sdo
fungdes locolmente Lipschitz e invexas com respeito o 1 em X. Assuma que para cada

v € X, o fungdo n{-,y) € linear. Entdo. as sequintes afirmacées sdo equivalentes:
(a) y € X é soluglo propriamente eficiente de (P);

{b) Existem X; > 0, ¢ = 1,...,p tais que y € X € soluciic da seguinte desigualdade

guase-variacional escalar: Encontrar y € X tal que existem &, € dfi{y). i=1,....p
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tais que para cada r € X,

{c) Existem A; > 0, ¢ = 1. ... p tals que y € solucio da seguinte desigualdade guase-
variacional escalar: Encontrar y € X tal que para cada 7 € X, existemn £, € 3f;(v).
i=1,...p1al que

aé+ .+ )&pé'p}r‘r?'j(x., y) >0

PROVA: (a)=(b}) Sey & X é solugio propriamente eficiente de (P}, entdo. como as
funcfes f; sdo invexas e X € compacto, temos gue existem A; > 0.1 = 1, m fals que

y € X é solugdo do seguinte problema de otimizacio escalar:

Minimizar Ay fi{z) + ...+ A fo(x)

sujeitc ar £ € X

(veja [157). Observamos que a fungdio A fy + ... -+ A, f, € invexa e portanto y € um ponto

estaciondrio desta funcéo. ou seja,

2 7
0€ 00> Mf)y) + Nx(y) €D Ndfily) + Nxly) (7.5)
f=] =1
e, entdo, existem 4 € Nx{y) e & € 8fi(y), i =1, ..., p tais que
re
O=p+> M. (7.6)
Por outro lado, n(z,y) € Tx(y), vz € X. ou seja.,
{w,nlz,y)) <0, vz e X. (7.7)
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e (7.7) segue que 3 T, Mg niz.y))

v
L
5‘5
£k
e
7
(o]
458

o que prova (b).

(by=r{a}: Assuma gue existemn y € X e &, € 8fidyh ¢ = 1, ....p onde para cada
e X. se tem (A&,

+ .+ A8V nlzy) = 0. Por absurdo. supor que y nao & solugao

propriamente eficiente de (). Com malor razdo, ¥ nio é selugic do problema escalar
AT iaimar A, £ (ot ;
Minimizar Ay fi(x} + ... - Apfolz)
sujeito a: v € X

{veja Geoffrion 43]}, ou seja. existe z £

X tal que 30 Afilz) < 30 afily e
portanto,
B
> Mlfilz) - ) < 0. (7.8)
i=]
Por outro lado. pela invexidade das f; (e, portanto, de 7, A fi), temos,

dSonlfile) = fly) 2 D> Aflyinlzy) 2 > A nizy) 20
d=1 d==1 i=1

o que contraria (7.8). Portanto, y é solugio propriamente eficiente de (P}

(b)e(c): Suponha que y € X & tal que existem &, € 3f,(y). i = 1,....p tal que para
cada z € X, se tenha (A€, + ...+ A8, ) n(z, ) > 0.Isto equivale a:

&Ie%%xy\;?x( R

Sejam:

g
ﬂ T = X0 F(z,8) o= (g + o+ 80 n(zy). (7.10)

A funcgio F satisfaz as hipdteses do Lema 7.4. De fato. para z € T fixado. a fungio Flz. -}
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é continua em D (pois é uma forma linear definida entre espagos de dimenséo finita) e
emn particular, € semicontinua superiormente. Além disso. F(z.-) é simultaneamente,

concava e convexa. Conseqlientemente, (7.9) € equivalente a

inf max (A& + .+ 08, (e y) 20
*EX & e8fi{y) ’

e esta tltima desigualdade € equivalente a (¢). B

Observagao 7.6 Note gue na prova da Proposicde 7.5, ndo foi usade o fato que a funcdo

7+, y) € linear para a prove da equivaléncia entre (a) e (b).

O seguinte teorema segue da Proposicio 7.5 e da Ohservacio 7.6:

4 o

Teorema 7.7 Sejam X wm subconyunio compacto ¢ ndo vazio de B ¢ f; : B — R
i = 1....p sdo fungdes invezas e localmente Lipschitz com respeito an em X, Sey £

solugdo propriamente eficiente de (P). entdo y € solugdo da desigualdade (SVLI).

PROVA: Se y ¢ solugio propriamente eficiente de (P} entéo, pela Proposicio 6.7. existem
A > 0,8, € 0f(y),vi=1,...,p tais que

(M€ + o+ 208 n(zy) 20,V € X. (7.11)
Suporemos que existe z € X tal que para cada &, € 8fi(y) vale
(& n(z.y). .. Enlz.y)) € ~RE\ {0}

e exibiremos uma contradi¢do. Como os A; sfo estritamente positivos, obtemos,
r
> (&) mlzy) <0
Tl
o que contraria (7.11). Portanto, y é solugdo de (SVLI). ®
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CONCLUSOES: Neste Capitulo estudamos a equivaléncia entre as sulucdes das
desigualdades quase-variacionais de tipo Minty e Stampacchia e as solugdes eficientes de
problemas de otimizacio vetorial invexe ¢ nio diferencidveis. Nossos resultados foram
obtidos através de uma sbordagem similar & empregada por Glanessi em [45] e generali-

zam os obtidos por Lee 165! que fratou o problema de otimizacéo multiobjetivo convexo.



Parte 111

DOIS PROBLEMAS ESPECIFICOS
DE OTIMIZACAO
MULTIOBJETIVO
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Capitulo 8

O problema de otimizacao
fracionario multiobjetivo nao

diferenciavel

8.1 Introducao

Neste Capitulo estudaremos o chamado problema multiobjetivo fraciondrio. cuja for-

mulagdo é a seguinte:

o fm) . (AlE) b
Minimizar 2 = (g;(&“)”"’ 9;(33)> ‘
@ <0, j=1..m (VEP]
sujeito a:
re§

onde fi,g R'— R A R R {i=1 ..p 7 =1, .., m) sfo fungbes dadas, 5§ é um
subconjunto néo vazio de R" e as fungles g; satisfazem g;(z) > 0, para cada z € 5.
Neste Capitulo estudaremos o problema (VFP) quanto a solugdes fracamente efi-
clentes.
Probiemas de otimizacio fraciondrios surgem em intimeras aplicagdes, por exemplo,
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quando se deseja otimizar razdes, tais como desempenho/ custo, lucro/ investimento,
custo/ tempo, etc. Para maiores detalhes sobre Programacio Fraciondria, veja [92] e as
referéncias nele contidas. Do ponto de vista tedrico, este problema também tem sido

extensivamente estudado. Veja {7

Uma das possiveis abordagens para o estudo de (VFP) é a abordagem paramélrica

(veja [33], [58]). Esta abordagem foi recentemente empregada pelos autores de [79]
quais estudaram o caso em que (VEP) é diferencidvel. sob hipdieses de convexidade
generalizada. Também obtém alguns resultados de dualidade.

O objetivo principal deste Capitulo é mostrar que os resultados obtidos por Osuna-
Gémer et al. |79 continuam sendo vélidos para uma certa classe de problemas de
otimizagao fraciondrios multiobjetive no diferencidveis (Lipschitz-contfnuos). Na Secdo
8.2 caracterizaremos condigdes de otimalidade para o problema {(VEFP) e em 8.3 ytilizamos

os resultados da secio anterior na obtengiao de resultados de dualidade.

8.2 Condicoes necessarias

Antes de tratar o problema {VFP), recordamos uma Proposi¢ao que nos fornece condigdes
necessarias de otimalidade para problemas multiobjetivos nao diferencidveis (e néio ne-
cessariamente fraciondrios).

Considere o seguinte problema de otimizagdo:

Minimizar F{z)
hiz) & —R?
z €S

e
"
[

sujeito a:

onde FF 1 R" — Re h ' BR" — R™ so duas fungdes dadas, localmente Lipschitz no

conjunto factivel e seja & um subconjunto ndo vazio de R™.

Proposicao 8.1 Se zy € solugdo fracamente eficiente para (F), entdo existem p €
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R%, A € RT ndo todos nulos e k > 0 tais que

0€B> wFi+ Y Ahy+ kds)(wo)

1wl ge=1

(A Alzo)) = 0.

(PROVA: Clarke 23], p. 230).

Retornemos ao problema (VEFP). Denctaremos X ¢ conjunto factivel para {(VFP}, isto

Xi={ze8S :h{z)<0, =1,..,mkL

Utilizando a abordagem paramétrica, Dinkelbach [33] e Jagannathan (58] consideraram

o seguinte problema de otimizacio associado a (VFP). Seja v = (w1, ...,v,) € RP.

Minimizar {f1(z) ~ viga{%), ..., folZ) ~ oge(®))
sujeito a:
ze s

Adotaremos a seguinte notagio: Sejam z,y € R™.

zlye <y YVi=1,.,n
TSYySTSYerFy

sy <y Vi=1,.,0
O seguinte resultade é provado em [79]:

Proposicao 8.2 O ponto T € X € solucdo fracamente eficiente de (VFP) se e somenie
se T é solucdo fracamente eficiente de (VFP;), com ¥ = f—éﬁ—f—%
9{z
Em [43] Geoffrion caracteriza as solucdes de problemas multiobjetivo em termos de
certos problemas escalares- tal procedimento é chamado escalorizacdo. Empregaremos

uma sbordagem similar a esta e consideraremos o problema (escalar) ponderado associado
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Minimizar > 0, wi(fi{z) — tigi{x))
o hilz) <0, j=1...m (VEP)slw))
sujeito a
reS
onde w €W ={we R, : 370w =1}
Aplicando as técnicas de escalarizacdo usuals ao problema {(VFP;) e usilizando o

Proposigio 8.1, oblemos:

St

Proposicao 8.3 Sejum B € X e ¥ = [{i . Se ® £ solucdo do problema ponderado

(VFP)s(w), para algum w € W, entdo & é solucio fracamente eficiente de ( VFEP).

ety

‘-C:

A seguir provamos uma reciproca da Proposicio 8.8, empregando uma no¢do gene-
ralizada de convexidade chamada KT-inveridade. A luz do trabalho de Martin 72,

propomos a seguinte nocdo de KT-invexidade para problemas fraciondrios:

Definicdo 8.4 Dizemos que o problema (VFP), ¢ KT-invezo sobre o conjunto factivel

com respeito o 1 se pare cada 11,75 € X, existe um vetor n{ry, 22) € Ts(xza) tal que
Oy i(1) = &, 5(22) 2 @) (22, (w1, 22)). 1= Loyp

R (a2, (s, 22)) <0, V) € Jlx2) i= {J : hy(xz) = 0}

(onde ¢,;(z) = fi(z} — vegs(x)).

Observamos que esta definicio é mais geral que a dada por Osuna-Gdmez et al. em
79]. De fato, quando 5 € aberto (e este & o caso tratado em [79]) o cone tangente Ts{z)
é o espago R". Além disto, nossa definicdo nos permite tratar de problemas com um
conjunto S de restricdes abstratas.

Come é usual em Programacio Matemaética, € necessério considerar alguma condicao
suplementar que nos permita estabelecer um regra de multiplicadores na forma normal
(isto &, o multiplicador associado & func¢io objetivo é ndc nulo) como uma condigdo

necesséria de otimalidade. Para isto, consideraremos a seguinte qualificagéo de restrigao:
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Definicao 8.5 Diremos gue (VIF) sofisfoz uma gualificagdo de restrigdo em T se

eziste um vetor dy € Ts(Z) tal que hY{(Z;dp) < 0, Vj € J(Z).

»

Teorema 8.6 Suponha que I € solugdo fracomente eficienie de [VFP), que {VFP) so-

tisfaz uma guelificaco de resiricdo em F e gue o problema (VEF;) é KT invero, com

Fiz) N .

5 = 120 Entdo, T ¢ ume solucdo para o problema ponderado [VEP{(wW)). para algum
glZ)

w e W

PROVA: Suponha que 7 é solugio fracamente eficiente de (VEFP). Entao, pela Proposicao
8.2, ¥ é solucdo fracamente eficiente de (VFP;). Aplicando a Proposicio 8.1 ao problema
(VEP;). obtemos que existe umm par ndo nulo {8, 4) € RL x BT tal gue

?ml Gl fi — tugs) + Zm 5 )\ h (Z;d) > 0,vd € TelZ):

et
A designaldade acima implica

NG f - g )2 d) + ZA Bz d) > 0,9d € Ts(x).

d=1

Em particular, para cada x factivel para (VFP), se tem
o fr)

D b6ulf — mg P @z, 2) + 3 MRE (2. 2) 2 0

fzxl J=1

ou seja.

T

§26’(ﬁ 5ig) ] (E iz, 7)) > — Zm% z,E))
— Z AshZ: n(z, T)) (8.1

JeJiE)
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e da hipdtese de KT-invexidade,

[ P
Z 6:fil) — D)) = S BA(5) = 53] 2 13 0:lfy — g (@i (. 5)
=1 fal

>0, (8.2)

Afirmamos que § =% (. De fato, segue da qualificacdo de restrigho que se § = 0, terfamos
X = [ satisfazendo

Wiz dy) < 0,¥) € J(z). (8.3}

Mas (8.3) e A > § implicam
> MBEHEd) <0

JEJ(F)
o qgue contraria (8.1), Porianto, # > 0 e, sem perda de generalidade, podemos supor

> 5 6= 1 Fazendo w = §, segue de (8.2) que 7 é solugdo de (VFPy{w)). &

o~

Segue imediatamente da Proposigio 8.3 a seguinte condicio necessdria de otimalidade:

Teorema 8.7 Seja & uma solucdo fracamente eficiente de (VFP) e seja® =

eziste (A, 1) > 0 tal que

[0 Ml f ~ Bige) + S, by P& d) 2 0,9d € Ts(z)
Bshi(Z) =0, 7=1,...m.

Para que possamos garantir que o multiplicador X associado & funcio objetive é nic

nulo, devemos supor uma gualificacio de restrigdo. De fato:

Teorema 8.8 Suponha que T € solugdo fracamente eficiente de (VFP) e tol que (VFFP)
j««(’g-. Entéo ezistem A > 0, L 2 0

satisfaz uma qualificagdo de restricdo em Z. Seja 0 = (
ol%

tais que
(i Ml = i) + 207, Byhy[*(3:d) 2 0.9d € Ts(2) -
Loy
Bhs(Z) =0, j=1,..,m.
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PROVA: Segue do Teorema 8.7 que existem (A, i) > 0, satisfazendo (8.4). Supocremos
que A = 0 e chagaremos a uma contradicio. De fato, suponha A = §. Segue de (8.4} que

iz 0eque

Z,ug“ozz:d‘> Z,zjh YEd) 2 0,vd € T(Z). (8

les
£
N

Por outro lade, da qualificacio de restrigio segue que existe dy € Ts(2) tal que 23 (F:do) <
8, Y5 &€ J{Z) e assim

SohlEd) = > mEEd) <0

j=1 FEJ(3)

o que contradiz {8.5). Portanto A > . 8
Sob hipdteses de convexidade generalizada. vale a reciproca do Teorema 8.8, De fato:

Teorema 8.9 Se 7 € X € tal que verifica (8.4), com A >0, B 2 0 ¢ o problerna {VEP;)
fz)
glz)
eficiente de (VFP).

com T == € KT-invern sobre o conjunto factivel enidc ¥ ¢ solucdo fracamente

PROWVA: Supcnhamos por absurdo que 7 nio é solugio fracamente eficiente de (VEFP).
Entado, pela Proposicac 8.2, T nédo é solugdo fracamente eficiente de (VFP;). Portanto,

existe um x € X tal que

filz) ~ vigi(z) < i(2) - 0igi(Z). i=1,...p. (8.6)

Por outro lado, segue de (8.4) que
p -—
St~ Egmz% JEn{z.2) 20, Vo e X
im]
e, com malor Tazio,

Z/\ = 0gs) ) (Fn(e. 2) + > ki (En(z,2) 2 0, Vo € X, (8.7)

i=1
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Como (VFP3) é KT-invexo, entdo 3 7., AA2(Zin(x, 2)) < 0. Isto e (8.7} implicam

»
DN = mg) M (E (e, E) 20, Yre X (8.8)

guml
Entdo, da KT-invexidade de (VEP;) e de (8.8) segue que

» z

z Al filz) - miglz)) - Z M(A(E) - 5igl@)) 20, ¥
- g

FTmL

€ X. (8.9)

83

Mas, como A > 0, a desigualdade (8.6) implica
o _ z B
> Ailfilz) = Tgilz) = D AA(Z) - g (7)) < O
gzl dal

a qual contradiz (8.9). e. portanto. I ¢ solugdio fracamente eficiente de (VFP). B

8.3 Dualidade

Consideraremos o seguinte problema dual associado a (VFP), o qual é andlogo ao dual

proposto por Jagannathan [58] e Schaible (91}

Maximizar {vy, ..., v,)

0 € O3 Ml — vags) = 2071, ik + kds){u)
sujeito ar 37 . A (fiw) — vigs(w)) 2 ¢

BES, A={A, ... A) 20 p=20.

(DF)

Denotaremos ¥ o conjunto das solugbes factiveis de (DF).
A seguir, provaremos alguns resultados de dualidade para o par de problemas {VEP)

e (DF), sob hipéteses de KT-invexidade.

Teorema 8.10 (dualidade fraca) Sejem x € X e (u, A, p.v) € ¥ dados. Se o problema
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(VFP,) é KT-invexo, entdio

PROVA: Como o problems (VFP,) é KT-invexo,

0
ot
o

P b P

Iy 5 TN ; Y PO . 3 g i 4 Ny
§ Al filz) — vigi(z)) = % Al filw) — viga{u)) + % Al fe =g (urnlzou)) (8
el il qml

e pela factibilidade,
D Milfilw) ~ vigi(w) 2 0 8.11)

e, de (8.10) e (8.11),

yid
> aalfla) = wgle)) 2 3 Mlf: = wige)(ws () (3.12)
sa= jwml
Novamente, por factibilidade,
el i
be 8(2 Al fi = vigi) + Z.ujhj + kds)u)
=1 j=1
& portanto,
O<gZA(f — v9,) 0w, iz, ) Z,uj (u;p{z, u)). (8.13)
i=1
Segue de (8.13) e da KT-invexidade,
ZA (filz) ~vgdz))y = — Z,u] (i n{z,u)) = 0. {(8.14)
Z=xl
O .
Por absurdo, suponha que que —<—)- < . Entdo. como A = 0, temos
alz

Z/\z(fa(iﬁ) —ugilz)) <0
i=1
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7

: T)
o que contraria (8.14) e, portanto, = £ v. B

g(z)

Teorema 8.11 (dualidade forte) Suponha que (VEF,) é KT-invezo para cada v € RP
ial que existe (u, A, u) satisfazendo (w. \, pu,v) € Y. Além disto, suponha que T € solugdo
fracamente eficiente de (VFP) e gque (VFP) verifica o gqualificacdo de restricdo em 7.

Entdo, eviste (3, [, T) tal que (T, X, 1.7} ¢ solucdo fracamente eficiente de (DF).

'—~.;,,)

Il
oo

(

Teorema 8.8, existem A > 0, p 2 0 tais que

|

PROVA: Seja v = . Se ¥ € X é solucdo fracamente eficiente de (VFP), entéo pelo

L
=
(B3
e’

(Ch Mol = ) + T, Byhy)(@:d) 2 0, vd € Ts(2)

o,
o)
ot
]

S

Mas {8.15). a qualificacio de restricio e a KT-invexidade implicam

0€d} ., Ml fi = Tugi) + 300 ks + kds)

FEE ]
HE —w@®)=020,i=1,..m

(%)

s

e, portanto, (Z, A, i, ¥) € Y. Por absurdo, suponha que (z, A, i.v) nio é solucio fraca-
{

A,
mente eficiente de (DF). Entdo existe (z, A, p.v) € YV tal que v; > 4, ¥i = 1,...,m. ou

seja
f@(«’f) <y, Vi=1,..,m
g:i(Z)

contrariando o Teorema 8.10 (dualidade fraca). B

Teorema 8.12 (dualidade inversa) Suponha que (4, A\ j,T) € Y e (VFP;) é KT-invezo.

Se © = % para algum T € X, entdo T € solucdo fracamente eficiente de (VFP). Se.

além disso, para cada (u, A, u.v) € Y o problema (VFP,) é KT-invezo sobre o conjunto

factivel, entdo (4, A, b, ©) € solugdo fracamente eficiente de (DF).
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PROVA: Seja {0, X, [, T) € Y. Suponha por absurdo que 7 ndo & soluciio fracamente

sficiente de (VEP). Entlo, pela Proposicio 8.2

ou seia,
f
F

g

()

<

RS

(z

e

cexiste r € X tal que

o que contraria o Tecrema 2.10 {dualidade fraca). Provaremos a segunda afirmacdo por

absurdo. Para isto. suponha que (&, A. I, ) ndo é solucio fracamente eficiente de (DF).

Entéo, existe (u. A, 1, v) € ¥ tal que

—
. ]
JivE )

U > .

gilx)

Vi

o que, novamente, contraria o Teorema R.10. 8
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Capitulo 9

O problema de tempo continuo

multiobjetivo

9.1 Introducao

Neste trabalho, consideraremos o problema de programagcdo néo linear multiobjetivo em

tempo continuo:

Minimizar ¢(z) =[] fi(t,2())dt.... i folt. 2(2))dt)
- gt z{1)) <0, qt.p. t €[0,T] (VCNP)
sujeito a:
z€X, i€l :={1,.,m}
Aqui, X é um aberto, convexo e nac vazio do espage L7 0,7 das fungdes em R”,
Lebesgue mensurdveis, essencialmente limitadas e definidas em [0, T}
Em L2 [0,7T), consideraremos a norma ||-||__, definida por

[zl = max esssup{iz;{t)| .0 < ¢ < T}
i<ign

onde para cada ¢ € [0,T), z;{t) é a j-ésima componente do vetor z(?).

Assumiremos que g(f,z{t}) = ~v(z){t} e para cada j € J = {1,....p}, f;(t,2(t)) =
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Tilz)(tyondev: X = AP0, T, T, : X — Al0. T, onde AT0, T € o espaco das fungbes
a valores em R™, definidas em 0.7, que sfo Lebesgue-mensuraveis e essencialmente
limitadas.

Em AP0, 77, consideraremos a norma |||}, .

T
il = mazc[ 1y, ()] dt.
o

1<i%n

Denotaremos F = {z ¢ X : g(t,z(f)} < 0. qtp. ¢ € 0.7, ¢ € I} ao conjunto
factivel de (VONP) e ¢,(z) = [ filt.z(H))di (j & J).
Neste trabalho, consideraremos as seguinies nogdes de otimalidade para o problema

(VCNP):

w

Definicao 8.1 Sejo 7 € F wm ponto dodo.

o Dizemos gue T ¢ solugdo local (global) eficiente de (VONP) se exisie V wi-
zinhanga de T tal que ndo existe x € FNV tal que o{z) < &,(2).¥j € J com

desigualdade estrita vilida para algum j € J. (resp. se ndo existe ¢ € F lal que

o;(z) < ¢,(2).¥Y] € J com desigualdade estrita vélida para algum j € J. J

o Dizemos que T € solugao local {global} fracamente eficiente de (VONFP) se
eriste V' vizinhenca de T tal que ndo emiste x € FNV lal que 9,(x) < ¢,(7).Vj € J

(resp. se ndo eziste v € F tal que ¢,(x) < ¢,(%),Yj € J J.

o [Dizemos gque T ¢ solucdo propriamente eficiente de (VONP) se € eficiente ¢

se existe M > 0 tal gue para cada i € J satisfazendo ¢,(z) < ¢,{F), se verifica

&2} — &;(x)

Aot M
@j{z) — AT

para cada x € ¥, ¢,(Z) < ¢,{x}).

Salvo mengéo em contrdrio, por “minimizar " em (VONP), compreenderemos encon-

trar as solugbes fracamente eficientes /eficientes de (VCNP). O caso particular em que
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p = 1 tem side extensivamente estudado na literatura.
Esta classe de problemas fol introduzida por Bellman [10] e estd relacionado com
problemas de produgdo industrial, conhecidos por “hotleneck processes”. Desde entio,

muitos foram os autores que o 18m estudado. Os melhores resuitados para este caso

(mono-objetivo) diferencidvel, foram, talvez, obtidos por Zalmai em [9
[102]. [103], [104]. O caso néo diferencidvel (Lipschitz-continuo) foi discutido por Brandao
et al. em (17, (87, através da Andlise Nio Diferencidvel de Clarke (23],

Por outro lado, em muitas aplicacbes surge a necessidade de minimizar ndo apenas um
dnico objetivo, mas vérios deles, os quais, em geral sdo conflitantes. E por este motivo
gue estudamos o problema (VCNP). o qual néo é apenas mais geral que o problema com
um dnico objetivo, mas, também, é mais interessante para intmeras aplicagles.

O objetive do nosso trabalho € obter condigbes necessérias e suficientes de otimali-
dade (eficiénela) para uma classe de problemas de programacio multiobjetive em tempo
continuo Lipschitziancs, ndo diferencidvel. Nossa abordagem é muito similar & empregada
por Branddo et. al. (87, [17], que consideraram o caso p = 1.

Este Capitulo tem a seguinie estrutura: na Segic 9.2, recordaremos alguns resuitados
sobre integracao de multifuncdes e obteremos condicbes necessdrias para a otimalidade
(eficiéncia fraca) para o problema (VUNP); na Secdio 9.3, provaremos condicdes suficientes

de otimalidade para a eficiéncia (prépria e fraca} guando o problema é invexo.

9.2 Condicoes necessarias

Antes de iniciar o estudo do problema multiobjetivo em tempo continuo (VCNP). recor-
damos alguns resultados sobre integracio de multifuncdes, os quais serdo amplamente
atilizados ao longo deste Capitulo.

Dada uma multifungéo G : [0.7] — R", denotaremos 5'{[0.77) o conjunto das

selecdes infegrdueis de G, ou sgja,

SH(0.T)) = {f € L}[0.T], f{t) € G(t) atp. t € [0.T]}.
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Define-se a integral de G :

¥ T
Gty = { | f(at: 1 e S0.T]}.

Ea 0

Uma multifungio de G € dita ser infegraveimenie limitado se & ¢ mensurdvel e se

existe uma funcéo integravel z: [0,7T] — R, tal que
1G] < 2(t) g.vp. em 0.7

Proposigac 8.2 Se G € uma fungdo integravelmente limitade o valores compacios em

B" enide

T
. fach § A e o TR
earac) %J/j Tom(vidt. Yy € R".
&

T,
o

; S P et
onde &y g ) €0 Ffuncional suporie do conjunto J[e G}l

{Prova: Aubin e Frankowska [2].}

Voltemos ao problema (VONP) mencionado na introdugio:

Minimizar @(z) == ([} fi(t,2(t))dt, . i fult 2(£))dE)
gt x(t)) <0, qtp. t € 0,7 (VONP)
reX iel:={l..m}

suieito a:

Seja V C E™ um conjunto aberto tal que
ity eR iz eF e 0.7}

Assumiremos que f;. g sfo funcdes definidas em [0,7] x V.

Suporemos que as fungdes { — fi(¢, z(t)) sdo Lebesgue-mensurdveis e integrdveis,
para cada x € X e cada j £ J. Suporemos, ainda que as fungdes f;(t,-), g:i(t.-) sdo
localmente Lipschitz em V, ¥t € [0. 7] (e. é claro, podemos supor a mesma constante de

Lipschitz para todas as fungGes).
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Dados £ € X e h € LL[0. 7], utilizaremos as nogdes de derivadas generalizadas de
Clarke para problemas de tempo continuo, as quais foram introduzidas por Brandfo et

al. em {17.

. vy =+ ARJ(E) — vy
(6. 2(2); h(9) 2= (& B)(1) = lim sup LD 7 70)
y—

A

{t,

B3

s - . . Uiy + ARt
ff{a () R(2)) = T%Z, A)(¢) == lim sup ity Aﬁ’;
- Yy

Afl™

S

{ 5
- 1'{y)

Das hipéteses feitas segue que as derivadas gf(t £(¢); h(t)), FY{t. 2(6): R(2)) (7 € 1
j € J) s@o finitas q.t.p. £ € [0,7] e também gé?(:?:;h) ¢ finita. Além dissc, as fungdes
t— fRE B AE) e & — g2t 2(); h{1)) slo Lebesgue-mensurdvels e integrdveis, para
cada £ € X ecada h & L1107

A segulr, apresentaremos uma caracterizagio geoméirica de eficidncia fraca. Para

isto, definiremos os seguintes cones:
K(g;.2) =4{h e LL[0.T: 65(%h) < 0}

K(gi,2):={h € LLI0T]: g1, 2(t): h(1)) <0 qt.p. t € 4(z)}

onde 4;(%) = {t € [0,7) : :(t. 2(t)) =0}, 7 €Feic I
Teorema 8.3 Seja & € F solucdo local fracamente eficiente de (VONP). Enigo:

(Klgz)n | )K(0,.2) = 2. (9.1)

e jed

PROVA: Por absurdo, suponhames que 7 € solugio local fracamente eficiente de { VCNP)
e que a intersecgdo em (9.1) é ndo vazia. Seja h € [y, K(g;, T) N[, K(0;, 7). Entao,

para cada j € J,
G Ay + AL) — o,
$0(: ) 1= lim sup 3 ,\) 6, (1)
Y
P

<)
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e das propriedades do lim sup segue que todo y suficientemente préximo a Z e todo A > 0

suficientemente pequeno satisfazem
&;(y + Ah) = 9;(y) < 0.

Em particulan:

6,(F + Ah) < 9,(%). (9.2)

Similarmente, para cada 7 € /| temos
gt E{t)+ M(t)) <0, qtp. t € 0.7 (9.3)

para todo A > 0 suficienterente pequenc e, portanto, (9.2} e {9.3) contrariam o fato de

7 ser solugdo local fracamente eficiente de (VCNP). 8

segui resuitado € uma generalizacdo do Teorema de Gordan ao problema de
O seguinte itad general do T de Gord probi d

tempo continuo.

Proposigao 9.4 (Branddo et al. [17]) Seja A C [0,T] wm conjunto de medida de
Lebesque positiva e X um subconjunio convezo e ndo vazio de L2 (A) e sejamp; 1 VXA —
R, i€ I ={1,..,m} definidas por p;(t, z(t)) = m;(x)(t) onde V € wm subconjunto aberto
de R*, m = (1. ..., %) € uma fungdo de X em AP(A) e suponha que p; € conveza com
respeito ao seu argumento em V em A, Entdo, ezatamente um dos seguinies sistemas €

consistente:

(i) Eriste z € X tal que p;(t.2(8)) <O gtp. t€ A ie ]

(i) Eziste uma funcdo vetorial m-vetorial ndo nula v € L2{A), wi{t} > 0 gtp. t € A

1 € [ tal que

T
Jf > wtpit.2(t)dt > 0,z € X,
G

2]
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A seguir, utilizamos o Teorema 9.3 (caracterizagio geométrica de otimalidade) e a
Proposigao 9.4 na obtencdo de uma caracterizagéo funcional para a eficiéncia fraca. Trata-
se de um Teorema de tipo Fritz-John, o qual generaliza os resuliados obtidos por Zalmai
159 e Brandd@oc et al. [17.

Teorema 9.5 (Condigles Fritz-John) Seja 7 € ¥ solucdo local fracamente eficiente
de (VONP). Supor que fi{t,-), g;{t.-) sdo Lipschilz perto de Z(t}). Enido ezistem ; € R.
MNELLDT (il jelJ) tais que

0e jfz;ljﬁzfﬂi Bt + Z MBpg: (8, 2(8)) (9.4)
b jes icl
20, M) >0 qtp te0T), il jeJ (5.5)
(g i M8 A8 # 0 gtp. £ € [0, 7] (9.6)
Altig (b z{t)y =0 gty t€10.7), i € 1. (8.7}

A prova deste Teorema € essencialmente a mesma que a dada por Branddo et al. para
o correspondente resultado mono-cbjetive. Primeiramente. simplificaremos o problema
assumindo que o problema (VCNP) tem apenas umea restrigao de desigualdade, ou seja.

que (VONP) satisfaz a seguinte hipdlese interina,

{HI) Supor que (VCNP) tem apenas uma restricgo de desigualdade, digamos,

g{t,z(1)) €0, qtp. t €[0T

Esta hipdtese serd removida ao término da prova. Denotaremos:

Ay ={te0.T] 9, 2()) =0}

Kg.Z):={he L20. T :g°(t.2(t); h(t)) < 0, at.p. t € A(D)}.
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Lema 8.6 SejaZ € F. Suponho que (VONP) satizfaz o hipdiese intering € gue as fungdes

fi(t ), g(t,-) sdo Lipschitz perto de Z(t) em [0,T). Se T € solugdo local fracamente efi-

ciente de (VONP), enido existem i € RP. b € L=[0. T, tais que

T B
0< ;G DU e Rt An) + MG (5 2(t) Ae)idt. Yhe LT (98]

p; Z 0, JET AN 20 gip te 0T

(9.9)

(. A()) # 0 gtp 1€ 0.7 (9.10)

Mtyglt, 7)) =0 gtp. t € 0,T). (9.11)

PROVA: Supor que T € F é solugio local fracamente eficiente de (VONP). Entdo. pelo

Tecrema 9.3, ndo existe L2 [0, T tal que

?3‘:5})<8 jed

§(L.2() R(E) < 0 q.t.p. t € A(T).

Entéo, pela Proposicao 9.4, existem fungdes iy, ..., t,, A € L[0, 7|.ndo simultaneamente

nulas, tais que g, {t), ... pp(t), Alt) 2 0 q.t.p. ¢ € A(F) satisfazendo

0< j s (D62 h) + MO 2 (1) hle))de, Yhe LLO.T.  (9.12)
AlT)

Alt), t € A(T)
0. t ¢ A(F).

Defina: 4, = ffi(f} pi(t)dt, 7€ Je At) = Disto e de (9.12),

v j[ 1500053 h) + Aty (t. 2(2): R{E)) dt

T .
= Z HE h}*J{ MEGE(t B(1); h(1))dt

Wf FO(E 2(0): h{t)) = Me)g¥(t, 2(t); A1) dt, VA € L [0, T]
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(onde a segunda desigualdade segue do Lema de Fatou). Por construgio, valem (8.9)-

(9.11). =

Lema 9.7 Sejez € F. Suponha que [VUNP) satizfaz o hipdiese inlering e que as fungoes

Fi{t. ), glt.-) sdo Lipschitz perto de Z(t) em [0,7. Se & € solugdo local fracamente efi-
ciente de (VONP), enibo existem i € R LA E L=[0, T, tois gue
¢ [ padea) + Mot aw)ld (9.13)
O jes
B, 20 7€ M) =0 gtp t€[0.7) (9.14)
LA #0 gty t€[0,T) (6.15)
MBglt.2(3) =0 gtp t€ 0.7] (6.16)

PROVA: Seja T solugo fracamente eficiente de (CVNP). Pelo Lema 9.6. existe & € R?

e A € L0, 7] satisfazende (9.8). Mas (9.8) pode ser rescrito como:

f Zujoafm s () + A8 gtezin (A(E)]dt
T ~
B ]2 TS ey By 5 030 2 gte 2o (AAE) )it WA € LL[0, T (9.17)

{onde a igualdade segue da Proposicio 9.2). Em particular a equaco (9.17) vale para
fungdes constantes, h(t) = v € R". Por outro lado, a multifuncdo ¢ — 3. ; B0, f3(2. 2(1))+

A1)8,g(f, 2(1)) é integravelmente limitada, e portanto

0 = /[ D 00, ey (v) + At)0a,g0a0 (V)]dE

jed

TG B (e imangata v 7Y € B (9.18)
&

(onde a igualdade segue da Proposicao 9.2). De (9.18) segue (9.13). @
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Lema 9.8 Sejo g(t,2(t)) i= maxic; g:;¢, 2(8)). Se emistem o € BY e A € LJ0, T satis-
fazendo (9.13), entdo existe uma funcio mensurdvel e 1 [0, T — R". e(t) € d.g(f. (1))

gtp. t €[0,7) tal que
T
0e / 57 5.0, f5 (8, 2(8)) + w(t)e(t)dt.
o
Além disso. parg coda tol e, existe v € L7I0.TL v(e) 2 0 gtp. £ € 0.7, a qual salisfoz

(1) wlt) = 0. quando gi(t, 2(8)) # g(t. 2(0)), 1 € I

PROVA: Bejat € [0.7] tal que d,g(f.2(#)) # @. Entéo (veja Clarke. {23]) J.g{t, 2(1)) C
co{d.g:(t, 2(8)) 1 i € I{t.2{¢)}}. Com maior razdo, e(t) € colf,g:(t,2(2)) =i € I{t.E{t))}.

Para cada t € [0.7], defina o conjunto

Vityi={{vi,.vm) ER™ 3 0. vy =112 0,uv; = 0se g{t, T(1)) < g(t. T(4)) e
e(t) € 20, vt 2(8)) ).

Portanto, V' (¢) é ndo vazio e fechado, q.t.p. ¢ € (0,7 ¢ V é uma multifuncio mensurdvel.
Pelo Teorema de Selecao Mensuravel [2), existem funcles mensurdvels vy, ..., v, tals gue

(vi(t), .vm(E)) € V), gup. £ € (0,77, o gue prova o0 Lema. B

PROVA DO TEOREMA 9.5:Remocio da hipétese interina). Suporemos agora
que (VONP) tem m restrigdes de desigualdade, digamos, g;(t.z{t)) < 0 qg.t.p. t € 0.7,
iel=1{1..m}. Defina

glt.2(t)) = max g;(t. 2(t}).
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Entao o problema (VCNP) é equivalente ao problema com uma inica restricio:

Minimizar ¢(z) = ([ filt,z(t))di, ., [T f,(8. 2(8))dt)

o glt,z()) <0, qtp. t €[0T
sujeito a 7

Seja I{t,z) = {i € I : g{t,z{t)) = g{t,z())}. Deste modo. o problema modificado
satisfaz a hipdtese interina. Entfo, existem i € R? e X € [,.[0,7 satisfazendo (6.13).
Pelo Lema 9.8, existe uma funcdo mensurdvel e : [0,T] — R", e(¢) € J,g(t.z()) g.t.p.

t € (0,7 satisfazendo (1)-(3). Defina: M(#) := X()vs(£), i € 1. Entao, por (9.13), temos

ve Jif qujé f]\f’ E{\ﬂf o Z)‘ {Z}a_agzif ${f\‘}

e

Renomeando. X {t) 1= (¢}, temos que [, ) satisfazem (9.5)-(9.7). o que conclui a prova.

/
&

As condigOes necessdrias de otimalidade dadas no Tecrema 9.5, nfo garantem que
o multiplicador @ associado & fungdo objetivo seja ndo nulo. Para que isto ocorra, é
necessério assumir alguma hipdtese de regularidade nas restrigdes do problema. As-

surniremos a seguinte qualificacdo de restrigdo (QR):

(K (g:.7) # 2. (QR)
il
Teorema 9.9 (Condicdes de Karush-Kuhn-Tucker) Sejo € F e suponha que
(VONP) satisfaz @ gualificagdo de restricao (QR). Se I € solucdo local fracamente efi-
ciente de (VONP), entdo exvistem [i; € R, N € L] 07T, iel, jeJ comi=#0, os

quais sotisfozem:

Ge] S BB E) > Mgt 2(1)) (9.19)

Fed ie]
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£:20. Mty 2 0qtp. t €[0T, icl, 5] (9.20)

o

(Bys o ity Al e A () F# 0 gtp £ 10T {9.21)
Mitgt () =0gtp t€0,T]. i1 (9.22)

PROVA: Novamente, iniciamos supondo que o problema (VUNP) satisfaz a hipdtese

interina. Pelo Lema 9.6, existemn 2, € K, 3o L] 0.7, 1€ 1, je J satisfazendo

T
0 g}f DR R + MO B AE)]dE YhE L[0T (9.23)
] .
G20, j€J; Xt) > 0qtp. t €0.7] (9.24)
BAEN #0atp. t€ 0.7 (9.25)
alt)gle, #2(8)) = O gep. 1€ 0,7 (9.26)

Por absurdo, suponhamos i = 0. Segue de (9.23) que A # O e
T -
0= f MEg" (¢, 2ty hit))dt, Yhe L]0, T).
0

Pela Proposigio 9.4, ndo existe h € L7 (0.7 tal que g°(t, 2(t); h{8)) < 0 qtp. t € 0.7

o que contraria a qualificacdio de restrigilo (QR). Portanto, it é nfo nulo. Defina
g(t.z(t)) = @é}lg{gi(i. z(t)). (9.27)

Entdo, a gualificacdo de restrigho (QR) implica K{g,7) # @. quande g ¢ definido por
(9.27) {veja Branddo et. al. [17]). Repetindo o argumento utilizado na prova do Teorema

9.5, obtemos o resultado desejadc. B

Defindo-se a funcdo Lagrangeana L : X x RP x L0, T — R por

Lz, u, A} "—/  Z;Ljfjﬂf z(t z/\ Yot (1)) (9.28)

FED icl
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denotaremos L (Z. u, A A} a derivada direcional usual de L(-, p. A} em 7 na direcioc h &
L2 10.7) e 8. L(Z, 41, ) denota o gradiente deneralizado de Clarke de L{-, 1, A). Se as
funcdes f5(2,-). qilt.-) (1 € I, 7 € J) séo Clarke regulares, entfo a condigho (9.4) equivale

a0 € 8,.L(Z, i, »). Formalmente, obtemos os seguintes resultados:

Corolério 9.10 Sejem as fungbes f3(t.-), ¢:{t,) (4 € 1, j € J) em (VONP) Clarke
requlares € seja & € F solugdo local fracamente eficienie de (VONFP). Supor que fi{t.-).
g;(t,-) sdo Lipschitz perio de 2(t). Entdo existem i, € R, AN ELLDT el jeld)

tais que

(oo B A{E), o A (E)) # 06 gip. £ €[0,T)

14

g

Atg(t.z(t)) =0 gtp. t €[0T, iel.

Coroldrie §.11 Sejam as funcdes fi(t,-), g.(¢.-) ¢ € I. j € J) em (VOCNP) Clarke
requlares e seju & € F solugdo local fracamente eficiente de (VONP). Supor que fi{t.-),
g;{t, ) sdo Lipschitz perto de () e que (VCNP) satisfoz a qualificagdo de restrigdo (QR).
Entéo existem i € RP\ {0}, A € Lo [0,T) (i € I, § € J) tais que

0€ 8, L(z. 1. A)

B, 20, M) 20qtp t€l0T], il jeJ
(fysvos e M(E), o A () # 0 gtp. £ € (0,77
Mgt 2(8)) =0 qtp. t€[0,T], ie L
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9.3 Condigoes suficientes

Nesta secfo. obteremos condicles suficientes de otimalidade global (no sentido da eficiéncia
raca e da eficiéncia prépria) para o caso em que as fungdes do problema (VCONP) sao
localmente Lipschitz, ndo convexas. Para este fim, utilizaremos a nogdo de invexidade
introduzida por Brandio et al. em [17], e que ¢ uma adaptagdo da nogao classica de

invexidade ac contexto do problema de otimizacio em tempo continue nao diferencidvel.

Definicao 8.12 (Branddo el al. [17]) Sgjam U C R* F & X, ¢ 0.7 x "= R fal
gue ©(t, ) € localmenie Lipschitz para cada ¢ € (0.7, dizemos gque ¥(i.-) € invexa em
Z(t} {com respeito a U} se existe uma funcdo vetorial 7. U x U — R” tal que a fungdo

toes pla(t). 2(1)) estd em L[0T &

wit. z(2)) — ot 28y > P 2ty nle(6),2(8))) ¢tp. t€10.T

para cada ¢ & X . F dizemos que ¥ € estritamente invexa se a desigualdede acima €

estrite para cade z € X, com z{t) # 2(t) ¢.ip. 1 €[0T,

Utilizando esta nogio de invexidade, obteremos condicdes suficientes de otimalidade para

o problema (VCNP).

Teorema 9.13 (suficiéncia dos condigdes Fritz-Johnj Seju & € T e suponha que as
fungdes f;{t.-} {7 € J) sdo invezas em Z(t) {com respeito a V') e g;i{t,-) {1 € I) sdo
fungées estritamente invexas em I{t) (com respeito o V') com mesma funcdo 11 pera

todas as fun¢des do problema. Suporha, ainda, que eviste i € RP, A & L[0T} tais que

T
0< [ X 2 a0k n0) + X 062 5(0: At h € LLDT] (829)
0

igd icF
;>0 5€d; A(t)=0qtp te (0.7, i€l (9.30)
(AN #0 gtp t€ 0.7, iel (9.31)
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M(E)g(t. () =0 gty t €[0T il (9.32)

Entdo, Z € solucio fracamente eficiente de (VPNC).

PROVA: Por sbsurdo, supor gue Z ndo é soluglo fracamente eficiente de {VCNP).

Entio, existe T € F\ {Z} tal que

T T
f At FE)dt < / Filt E()dt, Vi€ J. (9.33)
O 1]

Como as f;(t,-) s&o invexas em Z(¢}, temos

gt.p. £ € (0,77 e sendo as g;{i, ) estritamente invexas em Z{¢)

(6, 7(1) — gi(t. 2(1)) = g (8, 2(t): p(Z(®). (1)) (9.35)

q.t.p. t € [0, T]. Entdo,

Nt

0 < / D B f (@, 2(6) + Y Mgt 2 m(E (). 2{1)))]dt

JE.F ic]l

T_
< g ] (6.30) - . so)d+ 3 [ )i 50 - a2
JEJS ie] V0
T.—
- g, [ (8,30 ~ e300+ 3 [ Mot Fo)as (9.36)
jed il ¥0

onde a primeira desigualdade segue de {9.29); a segunda, de {9.34) e (9.35) € a igualdade,

de (9.32). Mas:

S5, j" L5 F) (8, 20t S f (et F30)d < S5, f ot FE) e a()]d

JjeJ €] JjeJ
(9.37)
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Afirmamos que i # 0. Se fosse i = 0, terfamos A # 0 em um conjunto de medida positiva

e de (9.29),

T T
0 = ZA %iii‘sgfiéf%{é};??{'z‘?{t},z{z)}dé</é ST g8 F ) - gt 2(2)) )t
icf

] ;
= > f Jit)gslt, Elt))dt < 0
igr 0

o que € absurdo. Portanto, i € RY \ {0} e, de (9.33)
T
DAy | U EE) ~ St 5 <0
= b
e, disto e de (9.37),
T T
>k f G E) = Ll e+ | Mgl F)de < 0
jer  ME il U

o gue contraria (9.36). Logo. & é solucio fracamente eficiente de (VONP). B

Nos seguintes dois teoremas séo discutidos a suficiéncia das condigdes Karush-Kuhn-

Tucker, iste é, quando o multiplicador associado a fungiio objetivo é nac nulo.

Teorema 9.14 (Suficiéncie das condi¢cbes Karush-Kuhn-Tucker) Seju & € F
tal que as funcdes fi(t,).gt.-} (i € I, 7 € J) sdo inveras em E(t) (com respeito a
V), vt € (0.7, com mesma fungio 1 pare todas as fungdes do problema. Suponha gque
existem [ € RP\ {0}, A € L]0, T tais que (9.29)-19.32). Entdo T € solucdo fracamente
eficiente de (VONP).

PROVA: Seja z € F. E claro que

Mgt z(t)) < 0= X(tg(t, 2(8)) qrp. t €[0T, i € I
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Também ¢ verdade que A (f)g:(¢,-) & invexa em %(f) e disto e da desigualdade acima,
obtemos

M)l (8. 2 (2. 20N <0, qip. £ 0,7, i el (8.38)

Tomando k() = n(x(t). 2(1)) em {3.29), obtemos,

T
Ggf Do n Rl 20 + S Mgl T nln(t). 2(t))dt
G

J€d 3C[

<j Z T 2 plxlt), () dt

jed

g, portanto,

T
,f_i-,fﬁfi Finnlzlity z(t)dt > 0¥z € F, (9.39
1A Ve
o

1ed
Por absurdo, suponhamos que & ndo € solucho fracamente eficiente de (CVNP). Entdo,

existe v € F 1al que

T T
j/ Ji(t, 2(8)dt < f £l 2()de V5 € T (9.40)
4] 4]

Mas i € R% \ {0} e, da invexidade de f;(¢,-) em Z{t} e de (9.40) segue que

Z,ujf 050 m(a(0), 5t >s§j,uj] it 2(6) - f(6,2(0))dt < 0
ied jed

a qual contraria {9.39). Portanto, ¥ é solugéo fracamente eficiente de {(VCNFP). #

Se no Teorema 9.14 tivermos i, > 0, V) € J. podemos garantir T ndo é apenas solugdo

fracamente eficiente de {VCNP), mas é propriamente eficiente.

Teorema 8.15 Sejo I € F tal que as fungdes f5(t, ). g:(t,-) (i € 1. j € J} sdo invezas

em Z(t) (com respeito a V'), Vt € 0,77, com mesma fungdo n para todas as funcées do

124



problema. Suponha que existem o € RP, A € L7[0, T tais que

/ DB A mmmZA (Mgl (8, 2ty R, YR € L0 T (9.41)

j;:t

>0, €0 M) 20 qtp t€[0.T. 1] (9.42)
(A8 #0 gtp t€[0.7], i€l (9.43)
Mgt 2 =0 gtp 10T e[ (9.44)

Entdo % € solugdo propriamente eficiente de (VONF).

PROVA: Primeiramente, provaremos que T ¢ solugio eficiente de (VONP). De fato, se
nio fosse eficiente, existiria um x € F tal que ¢,(z) < &;{%), ¥ € J. com desigualdade
estrita valida para pelo menos um indice jp € J. Como f;(f. ). g{f, ) sBo invexas em
z(t),
Lltz()) — f(82(1) =t 2(:m(x). 20)) (9.45)
gilt.z(t) — gi(t. 2(¢)) =2 g/t &(t)i n(=(t), 2(1)))
gtp t€0.T,Viel jeJet—nlz(t) z(t)) estd em L2 [0, T]. De (6.41) segue
T \ - i~
< f S B, £t 2 20) + 3 MG B n(a(), 2()]d (9.46)
0

jeJ =31

Por outro lado, como B, > 0.Vj € J e ¢,(x) £ ¢,(Z), Vj € J com desigualdade estrita

para algum j; € J, temos

f SR a) - f{t2()]di < 0. (9.47)

jeJ

Além disso:

0 > Xt)gilt. z(t)) = Milt)gs(t. (t)) — Ao(t)ga(t. 2(1))
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&, portanto,

T
f S AHgl(t E()nla(e), 2())dt < 0. (9.48)
0

it

Mas: (9.47) e (8.43) implicam
0> [ 5w fttatntate). s(ed (9.49)
o 57
e, somando (9.48) e (9.49). obtemos

f DOm0 B ) + S RB)g) (8 2(0); h{()]dt Fh € L 10.T)

}t:J ief

o que contraria {9.41). Logo, # é solugio eficiente de ([VCNP). Defina:

M= (p— 1) max (9.50)
NP :&z

(estamos supondo p > 2}. Afirmamos que & ¢ solugao propriamente eficiente de (CVNP),
com M definido pela férmula (9.50). De fato, se ndo fosse, existiriam um i € J e um
r € ¥ tais que

¢,(Z) — o,(x) > M(;(x) - ¢,(%))

para cada j € J satisfazendo ¢,(z) > &,(%). Portanto, terfamos
&;(Z) — o;(z) > Mr{@j(x) - %(f)} Vi #
Com maior razdo.

0;(T) — o,{z) > (p Ui(()%mﬂw4@
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ou, equivalentemente,

y

P a@fs:,-@a:c) > n(e(z) — (X)), Y] #1
e, somando scbre § # 4. oblemos
(e dZ) — ¢z >Z;ﬁ {@;lz) — o))
JFI
e, portanto
> Bilea) —o3) <0, (9.51)

Jed

De (9.41)-(9.44), da hipdteses de invexidade e de (9.51), segue que

0 < f DB A (), 2(1) ““’“Z gl (t, 20t m{2(2). 2(5))
o] }EF
< f D RS a) = L)+ Mgt a(t) — gt 2(6)jdt
jed =]
= Y (0] — oy(m) + / S Mgt 20t < 3 By (05(2) — 0,(2))
jed e/ Jej
< 0

o que € absurdo. Logo. Z € solugdo propriamente eficiente de (VONP). ®

Suponhamos que as fungdes f5{t. ), g;(t.-) (J € J.¢ € ]} sdo Clarke regulares. entdo

a condicdo {9.29) equivale a

Lz p.Ah)>0vhe LD, T

a gual equivale, em tal caso a

Loz, g, A h) 2 0,Yh e L2 0,7
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ou, 0 que é o mesmo,

0 €8 L{Z 1. A)
(onde L € a fungdo Lagrangeana, definida por (9.28)).
Desta observacio e dos Teoremas 9.13- 9.15, obtemos os seguintes coroldrios:

Coroldrio 9.16 Sejo ¥ € F e suponha que as fungées fi(t.) (7 & J) e glt,:) (i € 1)

5
sdo fungdes Clarke-requlares, ¢;(t, ) (i € I} estritamente invezas em Z(t), [0, (7 € J)
sGo invezes {com respeito a V') com mesma funcdo v para todas as funcdes do problema.

Suponha, ainda, gue existe L € RP, A € L0, T tais que

0€8,LIZ, 0, A)

B, 20, jed; Nty >0qgip tel07]. iel

(M) #£0qip t€[0,T], icl

Mgt 2ty =0qtp. 1€ 0,7, 1€

Entdo, T é solucdo fracamente eficiente de (VPNC).

Coroldrio 8.17 Seju T € F ¢ suponha que as funcdes f;(t.-) (j € J) e gi{t.-) (i € I) sao
fungdes Clarke-regulares, invezas (com respeite a V') com mesma fungdo n para todas as

fungbes do problema. Suponhe, ainda, que existe i € RPN\ {0}, A € L7[0, T tais que

0, L{(z. 0, A)

By 20, 5ed; M) 20qtp te0.T], ie]
(B, A1) £ 0qtp t€0.7hL iel
Mgt o) =0qtp t€0.T),iel
Entéo, 7 é soluciio fracamente eficiente de (VPNC).
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Corolédrio 9.18 Sejaz € F e suponha gue as fungdes f;(t.) (€ J) eglt, ) (i € I) sdo
fungdes Clarke-regulares, invezas {com respeito o V') com mesma funcdo i para todes as
funges do problema. Suponha, ainda, que existe p € R?, B, > 0,Yj € J e A e L2[0, T

tass gue

e, Lz 0, A

-

d(ty = 0qgtp t€0,T, i/
Mgt (i) =0qtp t€ 0,7, i€/
Entdo, T ¢ soluglo propriamente eficiente de (VPNC).

CONCLUSOES: Neste Capitulo, obtivernos condigtes necessdrias de tipo Frite-
John e de Karush-Kuhn-Tucker para a eficiéncia fraca em problemas multiobjetivo néo
diferencidveis em tempo continuo. Utilizando a nogio de invexidade em contexto da
Programaciio Nio Linear em Tempo Continue, proposta por Brandéo et al. 17, ob-
tivemos condiches suficientes de otimalidade (eficiéncia fraca e eficiénela prépria) para
tals problemas. Nossos resuitados generalizam os obtidos por Zalmai [99], [101] (caso
diferencidvel} e por Brandgo et al. {17}, Rojas-Medar et al. |87, (caso néo diferencidvel).

em gque 08 autores tratam de problemas com um dnico objetivo.



Capitulo 10

Conclusoes e possibilidades de

trabalho futuro

10.1 Conclusoes

e Empregamos diversas nogdes de convexidades genera- lizadas no estudo do problema

de otimizacdo vetorial.

e Caracterizacao de eficiéncia fraca em termos de pontos criticos através de uma

nogao convenlente de KT-invexidade;
e Ixisténcia de solugles fracamente eficientes;
e Caracterizacio de eficiéncia via desigualdades quase variacionais;

o Condigtes de tipo Ponto de Sela e condigdes de 2a. ordem (generalizada) para a

sficiéncia fraca;

e CondicOes necessarias e suficientes para a eficiéneia fraca para o problema fra-
ciondrio multiobjetivo e para o problema de tempo continue multichietivo (ndo-

diferencidveis, Lipschitz- confinuos).
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10.2 Possibilidades de trabalho futuro

A seguir, apresentamos uma lista de possibilidades de prosseguimento para este trabalho

de pesguisa.
(1) Invexidade e Aplicagdes

De todo o exposto neste trabalho, o leitor deve ter notado que o conceito de invexidade
& pugdio potente e com grandes perspeciivas de aplicagBes. Uma possibilidade de tra-
balho futuro é tentar aplicar o conceito de invexidade (e suas diversas generalizaghes) a
problemas de Controle Otimo, Utimizacao Fuzzy e outros temas em que ¢ conceito de
convexidade pertinente poderia. talvez, ser substituido por alguma nogao de invexidade.

Em terrmos mais pratices, € importante mostrar guais sic as condigdes sob as quals

1

se pode garantic gue um problema de programacao matemdtica € invexo, com respeito

3]

i

a uma fun¢ac n comum. Em {51! Hanson ¢ Rueda fornecem condicles suficientes para
a existéncla da fungdo n para o programa invexo cujas fungtes sdo duas vezes difer-
encigavel, utilizando técnicas de Programacdo Linear. Além disso. sob certas hipdteses,
eles constroem a funcdo n, tornando o método mais eficaz que outros disponiveis na lit-
eratura. Um problema em abertc € obter resultados similares acs de Hanson e Rueda.
mas enfraguecendo as hipdteses de diferenciabilidade das fungdes envolvidas.

Uma proposta ainda mais ambiciosa ¢ a de tentar construir uma teoria de Anélise
Invexa. nos moldes da Andlise Convexa cldssica [86]. Isto nos parece um desafio muito
grande, pols ainda nao estamos seguros de que os conceitos de conjunto invexo e de
fungdes invexas, da maneira usual em que s&c concebidas. s80 os mais apropriados para
este propésito. Em [30] Yang e Craven introduzem uma nogio de subdiferencial invexo. e
de certa maneira iniciam tal proposta. Entretanto. ¢ referido trabalho apresenta alguns

erros e deixam algumas questdes em aberto.
(2) KT-invexidade para problemas de tempo continuo

Seria interessante estabelecer contrapartidas dos resuitados de Martin [72] e de Osuna-

(G6émez et al. {T7] para o problema de tempo continuo, considerado no Capitulo 9. Cremos



gue, para o caso particular em que o problema é diferencidvel, os resultados do Capitulo
2 possam ser extendidos ao problema de tempo contininuo, sem maiores dificuldades.

MNada existe na literatura especializada a este respeito.
(3) Invexidade em contexto fuzzy

A Teoria Fuzzy tem se mostrado ume promissora drea de pesquisa. Nos ultimos anos.
muitos avances tém sido feitos na tentativa de se obter resultados andlogos aos da Andlise
Convexa e da Teoria de Otimizacdo ac contexto fuzzy. Seria interessante obter extensdes
dos resultados de caracterizag@o de dlimos globals para problemas com ou sem restrigtes

a problemas de programacdo matemaética com varidveis fuzzy.
{4) Problemas anormais

(s chamados problemas anormais surgem guando o multiplicador associado & fungao
obietive € nulo. Neste caso. as regras de multiplicadorss usuais (Multiplicadores de
Lagrange. Principio de Mdéximo de Pontryagin} s@o de pouca valia na busca de soluges
étimas. No caso diferencidvel, Avakov 5] e Izmailov [57] consideram, respectivamente,
os problemas com restrices de igualdade e de desigualdade e conseguem estender as
regras usuals de multiplicadores usuals a alguns casos anormais. Entretanto, os resultados
obtidos pelos autores exigem um maior grau de diferenciabilidade das fungdes envolvidas.
Uma questdo interessante ainda em aberto é: seria possivel extender tais resultados para
o problema néo diferencidvel ou, pelo menos, diminuindo ¢ grau de diferenciabilidade das

funcoes do problema?
(5) Técnicas de deformacac

Uma interessante técnica empregada na obtengido de condicgdes de otimalidade para prob-
lermnas de programacido nio linear sdo os chamados Métodos de Deformacic. O método
consiste, grosso modo, em “deformar” wm problema de otimiza¢do em um problema
mais simples. Entre outras hipteses, esta deformacdo deve preservar og pontos otimos.

Bobylev {13}, (14} estudou vérios problemas de deformacdo. Um problema interessante-
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e até agora ndo estudadeo- serla adaptar o método de deformacio ao problema de tempo

continuo.
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