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INTRODUCAO

O problema de se solucionar equagdes diofantinas, que € to
importante quanto antigo dentro da Teoria de Numeros, pode ser reescrito dentro
da linguagem da Teoria dos Numeros Algébricos. Assim, por exemplo, o
problema de se saber quando a equagio A® — nB’ = -1 tem solugdo, problema
este de mais de 1500 anos, pode aparecer dentro da Teoria de Corpos
Quadrdticos como o problema de se determinar quando o corpo quadratico
O(~/n) tem unidade fundamental de norma negativa. As solugdes inteiras da
equacio A~ — nB’ = 1, por sua vez, correspondem as unidades (elementos
invertiveis) @ + bv/n do anel Z[vr] cuja norma é 1. De maneira geral, a questdo
da solubilidade de equagdes diofantinas do tipo A - nB =t pode ser
interpretada como o problema de se encontrar um elemento inteiro algébrico
a +b/n de Q(v/n) cuja norma é ¢.

Dentro desse espirito, nos propomos neste trabalho examinar
o numero de classes de determunados corpos quadraticos, usando como
ferramentas basicas apenas fatos elementares concernentes a teoria das equagdes
diofantinas, além de propriedades fundamentais dos corpos quadriticos e de
congruéncias. Trilharemos, pois, pelos caminhos classicos da Teoria dos
Numeros Algébricos, isto é, sem fazermos uso da teoria de valorizacdo ¢ sem
nos preocuparmos com os meétodos analiticos € geométricos tdo necessarios para
uma abordagem mais profunda sobre o niimero de classes.

No primeiro capitulo, a unidade fundamental dos corpos
quadraticos reais Qf+/n), quando n for expresso na forma n =m* + r, com r | 4m,
sera determinada, a partir do seu relacionamento com as eguacdes de Pell e com
outras equagdes diofantinas. Também sera estabelecido que o nimero de classes
do corpo quadritico real Q(vm’ —1) é diferente de 1, e com isso teremos
garantido que o anel de inteiros deste corpo ndo ¢ um dominio fatonal. Como
para estes resultados ndo encontramos na literatura pesquisada demonstragdes
que envolvessem apenas os conceitos basicos que nos propusemos utilizar,
optamos por demonstragdes proprias, nas quais utilizamos uma linguagem
adequada aos nossos propoésitos. Neste capitulo, algumas idéias contidas em
Degert [5] foram utilizadas.

No capitulo 2, o resultado principal trata de condigdes
suficientes para que o namero de classes dos corpos quadraticos reals



Q(vm’ +r), onde r | 4m, seja ndo trivial. Este resultado estende os trabalhos de

Ankeny, Chowla e Hasse [1] Lang [14], Takeuchi [24] e Yamaguchi [25].
Neste capitulo também serdo estabelecidos dois resultados que tratam de
condi¢Bes necessarias para a solubilidade de determinadas equagdes diofantinas.
Um desses resultados também generaliza os trabalhos de Ankeny, Chowla e

Hasse [1] e Lang [14], e é uma boa alternativa de substituigdo para a falsa
generalizagfio de resultados de [1] e [14] contida em [17]. Neste capitulo
baseamo-nos, fortemente, em Moflin [17] embora Ankeny, Chowla e Hasse [1]

e Lang [14] foram de alguma forma utilizados.

No capitulo 3, serdo determinadas condigdes necessarias e
suficientes para que, numa dada extensdo de corpos numéricos L / K, um inteiro
algébrico de K, que ndo uma unidade, seja norma de um inteiro algébrico de L
para o caso em que cada unidade fundamental de K seja norma de alguma
unidade de L. Também serdo estabelecidas condigdes suficientes para a
divisibilidade do nimero de classes de corpos quadraticos imaginarios Q(«/'n) por
inteiros racionais dados quando n for expresso como n=1r* —4m’, onde m > 1 e
t>1oucomon=r"—d,onde aéimpar, r >0, t> 1 ¢ a> 1. Estes resultados

estendem os trabalhos de Cowles [4] e Gross e Rohrlich [8] Demonstraremos
ainda neste capitulo que, para os corpos quadraticos imaginarios Q(~/n ), onde
n#¥,5 e n # -1, -2, -7, temos, necessariamente, que o numero de classes é

diferente de 1. Neste capitulo, voltamos a utilizar Mollin[l?] ¢ utilizamos

também Cowles 4] e Gross e Rohrlich |8].

No Apéndice apresentamos definigdes e resultados, sem
demonstragdes, utilizados no decorrer do trabalho.

Nosso objetivo principal sera, entdo, o de estabelecer
condigdes suficientes para que o niimero de classes de certos corpos quadraticos
seja ndo trivial; condigdes necessarias ¢ suficientes para que um dado inteiro
algébrico, que ndo uma unidade, seja norma de um inteiro algébrico, numa dada
extensfio de corpos numéricos e condigSes suficientes para a divisibilidade do
numero de classes de certos corpos quadraticos imaginarios, além da
determinagdo da umidade fundamental de determinados corpos quadraticos.

Muitoc embora os principais resultados obtidos sejam de
Teoria Algébrica dos Numeros, alguns resultados da Teoria dos Nameros, mais
especificamente de equagbes diofantinas, serdo desenvolvidos devido a nossa
proposta de trabalho.

Algumas tabelas ilustram os principais resultados
estabelecidos.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, nosso objetivo sera estabelecer dois
resultados que serdo essenciais para a demonstragdo do principal
teorema do proximo capitulo. A mmportancia desses resultados nao
nos permitiu trata-los como simples lemas e assim eles serdo o0s
teoremas centrais deste capitulo. O primeiro deles nos dd uma
formula explicita da unidade fundamental do corpo quadratico
O(n) onde n = m? + » com -m <r <m,r| 4m e n livre de
quadrados. O segundo nos garante que o anel de inteiros de Qf Jn ),
onde n = m?— I, ndo é um dominio principal.

I - A unidade fundamental de Q(Nm’ +r)

Conforme notagdo do Apéndice, se K = Q(+/n), denotaremos
por I o anel dos inteiros algébricos de K, anel este que na realidade ¢ um
Dominio de Dedekind. Estaremos interessados, particularmente, em conseguir
uma expressio que nos dé a unidade fundamental de Q(\/E ), onde n =m’ + »,
com ¥ | 4m, -m < r < m, ¢ um mteiro livre de quadrados. Assim sendo, 0 nosso
objetivo serd mostrar que, para » nas condig¢des acima a unidade fundamental de
Q(Vn) ¢

E= 2m’ +r  2m Ny
T

Note que, do fato de -m < r < m, ja temos que £ > /. Vamos
entdo garantir, inicialmente, que £ ¢ uma unidade:



Lema 1: Se n = m’ + r ¢ livre de quadrados com m e r inteiros ndo nulos tais
quem> 1, r|4m e -m <r <m entdo

é:

2m’+r 2m
+2n
r r

é uma unidade para Q(~n).

Demonstragio: Observe, inicialmente que,

dm’ +4m’r+ ¥ —4m’(m’ +r)

N = > 1.

¥

Assim, conforme proposicdo A2 do Apéndice, basta mostrarmos que £ é um
inteiro algébrico. Dividiremos tal discussdo nos casos n =2, 3en =1

(i)n=23
Aqui I ={x + y/n, com x,y €Z}.

Sejam az% e bz% ¢ suponha que ag# Z.

4dm’ + 2r

" € Z, temos que Z2a ¢é impar.
r

Como 2a =

Mas @’ — nb*=1, assim segue que 4 = (2a)’— n(2b)? e sendo 2a impar temos que
(2b)*n é impar, ou seja, 2b ¢ impar.

Assim (2a)® =, (2b)° =1, donde segue que (2a)° — n(2b)* = (1-n).

Por outro lado, como (2a)° —n(2b)’ =,0 , temos que (1—1) =,0, ou seja n =1, um
absurdo! Assima € Z.

Suponha agoraque b ¢ Z .

4
Como » | 4m, segue que 26 = ﬁ € Z e como b¢g Z temos que 2b ¢é impar.

Novamente, 4 = (2a)’— n(2b)?, logo 2a é também impar, pois do contrario 4 | n o
que contraria o fato de # ser livre de quadrados.

Entdo temos que (2a)’ =,2b) =] e (2a)*-n(2b)’=,0, que ja vimos ser uma
contradigdo.

Assim b € Z, e em vista de a € Z, temos entdo que & = a + b+/n é uma unidade

para Q(\/E) .

(i) n=1

== ondex,yeZex=,y }.



Considere
4w +2r 4m ~ a+bn
R IR =A i

Claramente, pelo fato de » | 4m , temos que a, b € Z. Mostraremos, entdo, que a
¢ b tém a mesma paridade.

Suponha & par. Como N(&) = 1, segue que &° — nb*= 4 donde, sendo b par, temos
que a € par.

Por outro lado, suponha a par. Entdo como 4 | (@’ — nb?) temos que 4 | nb’.
Observe que 4 ndo ¢é divisor de n, uma vez que » ¢ livre de quadrados, € sendo »
impar temos que 4 | 5’donde b ¢é par.

Assim, g e b tém a mesma paridade, e como N(&) = I segue que & € uma unidade

de Q(Vn). m

Daqui para a frente, dividiremos, definitivamente, a discussao
de que & ¢ a unidade fundamental de Q(x/E )nos casos n=Jle n=2, 3.

1° caso: n=.2, 3

Neste caso temos conhecido que o anel de inteiros de Q(«/g )

6§ Z @ ZJn e consequentemente as unidades a + b/n satisfazem uma das

equacodes de Pell
A’-nB*=%x1.

No que se segue, mostraremos inicialmente que & é a solugdo minimal ( conforme
definigdo abaixo ) da equacdo de Pell positiva, qual s¢ja,

A’-nB’=1. 1)

Em seguida mostraremos que para » = m? + r , dentro de nossas hipoteses, a
equacdo de Pell negativa,
A?—nB*=-], (2)

nio tem solugdo, o que garantira que & é a unidade fundamental uma vez que
O(~/n) nio tera unidades improprias.

Vale observar que se » e ¢ sd0 nmimeros mteiros € se g e b sdo
os menores valores inteiros tais que a’ — nb?> = t, com a > 0 e b > 0, dizemos
entdo que o mimero o = a + b/n ¢ a solu¢do minimal ( ou solugdo minima, ou
ainda solucfio fundamental ) da equagdo diofantina A° — nB? =t.

Comecemos entdo demonstrando o seguinte lema:



Lema 2: Se n = m’ + r é livre de quadrado , n =,2, 3, com m, r inteiros ndo
nulostaisquem > 1, v | 4m, -m<r<m e r+#-1, entdo

2
§=2m +r+2m\/;
"o

¢ a solugdo minimal da equacdo (1).

Demonstragao: Pelo lema 1, £ é uma unidade, logo & é solugio da equacdo (1).
Para a minimidade, observe que

2m’+r _An-r)+r _2n-r

u R
Mas |7| 2 I, assim temos que
% <2n+1,se|r|>1 ou
2n-r
=n—-Il<2n+l,ser=1.
y
Logo segue que
2
_2’"|r‘+" < 2n+1, Vre-l. 3)

Em vista desta avaliagdo, considere que £, =a + b N seja a solucdo minimal da
equacdo (1)

H#Afirmacdo: Néo existe solugdo da equacdo A> —nB? =1, entre &, e &
Demonstragdo: Suponha que x + y\/; seja solugcdo da equacde (1) tal que

a+b«/§<x+y\/;;<(a+b\/};)2.

2
r

Assim, segue que
(a+bin)(a-b\n)<(x+yJdn)(a-bIn)<(a-bdn)(a+bJn ).

Observe que a — bv/n ¢ um numero positivo, pois (a + bvn ). a-bn ) = 1 ¢
a+ bn > 0.

Como «’—nb? = [ temos que:

l<(ax—byn)+(ay—bx)Jdn <a+ byn. )
Sejao=(ax-byn) + (ay—bx)x/; e observe que
(ax —byn )’ —n(ay — bx )’ = a’x* “2axbyn + b*’n’ — n( a®y’ — 2axby + b’x?)

=a(x* —ny’ ) —nb*(x* —ny*)
=(d-nb?)(x*—n))=1



Entdo o ¢ solugdo da equacdo (1), o que ¢ um absurdo, tendo em vista as

desigualdades (4) e a minimidade de &, .4
Agora, observe que em vista desta afirmagéo, a "segunda menor solugcdo positiva”
da equacdo 1 ¢

E = o +nb? + 2abn.

Mas o® + nb? = 2nb? + 1 ¢ como a + b/n ¢ soluglo minima tem-se b > I, logo
segue que a’ +nb? 2 2n + 1.
Tendo em vista a avalia¢do (3) concluimos, entdo, que

P 2’m|2 ‘+r
y
Assim,
3 2 9 2 2
[_Zm[ ‘-H] ~(2ab)’n < (a2 -f-nl:vg)2 —Qab)Yn=1-= [—2m|r|+r] —{TTT] n,
y

donde concluimos que 2ab > %T.

Entdo & < £’ e em vista da afirmagdo anterior temos que {= & . -

Observamos que no caso parttcular em que » = -1, caso este
fora das hipoteses do lema 2, a solugido minimal da equagdo de Pell positiva é

E, =m+m’ - 1.

Demonstraremos, agora, que com as hipoteses do lema
anterior, a equagiio de Pell negativa ndo tem solugéo:

Lema 3: Sen = m’+ ré livre de quadrados , n =,2,3, com m, n inteiros ndo
nulos tais que m > 1, v | 4m |, -m <r <m e |r| # 1 entdo Q (Vn) ndo tem
unidades improprias.

Demonstracdo: Suponha por absurdo, que a equacdo (2), A> - nB’= -1, tenha
solugdo inteira. Seja , entfio, £ = a + by/n sua solugdo minimal. Continuaremos
denotando por £, a solu¢do minimal da equagdo de Pell positiva.

#Afirmacdo: Se & = a + b/n é solugcdo minimal para a equagdo (2) entdo

c. =6 .

Demonstragao: Suponha que & = (& + n b2 ) + 2a b/n > & (ndo podemos ter
&, > £? devido a minimidade de & ).



Pelo lema anterior, &, = &, assim,

1<2m +r+2m\/g <(a*+nb?) + 2ab/n.

LI

Como (-a + b/n ) > 0, pois
(ca+bn)fa+bln)=nb’-a’ =1,

temos que
2m? +r

a+bJn <(-a+bn) E | ‘ | <(-a+bin)(a+b~n)
Entdo

“dmia— _ 2
-a+b\/5<[ 2m’a ra+2mbn] +[ 2ma +rb+_2bm J\/E<a+b«/ﬁ. (5)

1 7] i 4

Mas,

[—2mza —ra +2mbnT . (rb — 2ma + 2bm’ ]2 _

i 7
4m’b’n’ +a’ (2m’ +r)’ —nb’(2m’ +r)—4nm’a’ _
r?
(a? dbzn)[(ZmZ +r) —(Zm)zn]
- =(a*-nb?).
’

Desta forma,

[—2m2a—ra+2mbn 2—n rb —2ma + 2bm’ 2:_1
|7 1 |

2m’ +r
e Ze

Como pelo lema I temos que & é uma unidade, segue que [ ‘
r

2m
T
Assim podemos concluir que
—2m’a —ra+2mbn [rb —2ma + 2bm’ ]
- Jn

4

€ Z,uma vez que n =2, 3.

4

¢ solugio inteira da equacdo (2).
Se
—2m’a — ra+ 2mbn _ rb—2ma + 2bm’

I Y

x:

1

temos, pelas desigualdades (5) que
-a+bin <o=x+ydn <a+bdn (5"

8



Analisemos entdio, x e y :

Dx>0ey>0
Este caso ndo é possivel pois do contrério teriamos que /< x <a + b/n , com o
solugéio para a equacdo (2), o que contraria a minimidade de &_.

)x<0ey<0

Estas desigualdades ndo podem ocorrer pois caso contrario teriamos que o < 0 ¢
como ( -a + by/n ) > 0 entfio teriamos que o < -a + b/n, o que contraria as
desigualdades (5').

(i)x>0ey<0
Este caso também ndo € possivel, pois do contrario teriamos

2mbn > a( 2m* + v ) e b(2m’ + r ) < 2ma
e assim

dmbn > 2am( 2m? + r ) > b( 2m*+ r ),
donde concluiriamos que
bf( 2m* + r ) —4m’n] < 0.
Como b 2 ] segue que
(2m’ +r) —4m’n <0,
o que € um absurdo, visto que ( 2m’ + ¥ )*— 4m’n = ¥ .

WW)x<0ey>0
Estas desigualdades também ndo sio verdadeiras. De fato, suponha que as
mesmas ocorram.

Como §_=a+b\/§>] e (a+b\/z).(a—b«/f;)=—1, segue que

l
i< I

a+bdn &

Como & ¢ o menor nimero maior que 1 que satisfaz a equacdo (1) entdo

-a+byn —-(a—bJn ) =

| S . .
—a+bn= z ¢ o maior nimero menor que 1 dentre os miimeros n = 1, + 712‘/;

que satisfazem a equagdo (2), com 1, <0en, >0, n, e n,inteiros,

Assim, se x< 0 ey >0 ,como o< ] (se > 1, como o < & teriamos uma
contradigdo da minimidade de & ) ¢ o € solugdo da equacdo (2) entdo
necessariamente ¢ < a + b/, o que contraria as desigualdades (5).

(v) Os mimeros x e y ndo podem ser nulos uma vez que x’— ny? = -1.
Assim da contradigdo dos itens acima segue a afirmagdo 4

Em vista da afirmag¢do acima e do lema 2 temos que



2m’ +r 2m\/;,

E =(a+bn)+ 2abn =

LY
donde
24 by 2m2+r:2(n—r)+r=2n—r
I r I
Assim
a’lr| + bArin = 2n —r,
ou ainda,

(2-Brl n=(a®+ 1)

Observe que o’ # I pois do contrario, como a’ — bn = -1, teriamos
necessariamente » = 2 e b = [ e isso contraria nossas hipéteses uma vez que
teriamos entdo » = 1.

Logo, como ¢’ # I, temos que (o’ £ 1) >0, donde ( 2—-b6°|r| ) >0 .

Com isso 2 > b7 |r| 0 que implica em 5% |r| = I e assim temos que o> = /. Mas
assim teremos que # = ¢’ + [ contrariando o fato de r # /.

Portanto a equacdo (2) ndo tem solugdo donde Q(+/n) ndo tem unidades
improprias. -

Concluiremos o caso n =2,3 demonstrando, finalmente, o
resultado a que nos propusemos :

Teorema 1: Sejan = m’ + r, livre de quadrados, n = 42, 3, com m , r inteiros
ndo nulos tais que m > 1, v | 4m, |v| # 1 e -m <r <m. Entdo

é=2m +r+2m‘/;

A

é a unidade fundamental de Q(/n).

Demonstragio: Pelo lema 1, £ é uma unidade e pelo lema 2 & é a solugdo minimal
da equagdo 4’ —n B* = 1.

Como pelo lema 3 Q(+/n ) no tem unidades com norma negativa entio a
unidade fundamental sera a menor unidade maior que um cuja norma € positiva.
Assim segue que & é a unidade fundamental de Q (v/n). -

Para finalizar este primeiro caso faremos uma observagio
sobre os valores de r fora das hipoteses do feorema 1, asaberr =l er = -/.

10



Se » = ] temos que n = m’ + I e nesse caso a unidade fundamental é

w=m+n=m+Jm’ +1

que ¢ uma unidade imprépria e é, claramente, a solugdo minimal da equacdo de
Pell negativa.
Se » = -1 entdo n = m* — 1 e nesse caso, a unidade fundamental é

a=m+n=m+m’ -1,

uma vez que para # = m’ — I o corpo Q{+/n) ndo tem unidades impréprias ¢ que
o ¢ a solugdo minimal da equagdo de Pell positiva.

Com efeito, se para n = m? — I o corpo Q(~/n) tivesse unidades improprias entiio
a unidade fundamental £ seria uma unidade imprdpria € nesse caso a solugio
minimal da equagio de Pell positiva o= m + /n seria tal que o = & . Com isso,
se §=a + b/n, teriamos entdo que (a2 + bzn) + 2abln =m + n, o que ndo
¢ possivel uma vez que ndo existem a , b € Z tais que 2ab = 1.

2°caso:n541

Agora o anel de inteiros algébricos, de K = Q (+/n) é

+

I ={ x%/_;:z_, ondex,yeZex=,y },

e as unidades satisfazem uma das equacdes de Pell
A*-nB’=14,

Observe que se @ + b/n ¢ solugdo minimal da equacdo de

Pell positiva
A>-nB’=4 (6)
+b ) .

entdo & = Q é a menor unidade de Q(+/») maior que 1 ¢ de norma 1. A

2
afirmagdo de que &, € unidade é evidente uma vez que N(¢,)=1 e que a e b tém

a mesma paridade, pois ja que como @’ —nb’ = 4 en = 1 entdo a’ - b’ = 0.

x+y\/g

Por outro lado, é a menor pois se o = ¢ uma unidade de norma 1 tal que

a<&  entdox +y+n<a+bin, 0 que contraria a minimidade de @ + b/n |,
uma vez que x -+ y\/ﬁ ¢ solugio da equacdao (6).
Assim, como no caso anterior, mostraremos, inicialmente, que
dm’ +2r 4m
= +o—n
A

11



¢ a solugio minimal da equagdo (6) ¢ com isso, pelas observagdes anteriores,
teremos que

I{ 4m* +27r 4m
R S

i

¢ a menor unidade de Q(\/E ) maior que 1 ¢ de norma positiva.
Em seguida, mostraremos que a equacdo de Pell negativa
A?-nB’=4 (7)
ndo ¢ solavel, donde concluiremos que &, ¢ a unidade fundamental procurada.
Iniciemos, entdo, demonstrando o seguinte lema:

Lema 4: Se n = m’ + r ¢ livre de quadrados, n =1, comm, r € Z* m > |,
tais que v | 4m, -m <y <m e r # -4, entdo
4m’ +2r 4m
o =" +—n
I

é a solucdio minimal da equagdo A> — nB° = 4, exceto paran = 5, comm = 2 e
r=1

Demonstracdo: Claramente o é solugdo.
Por outro lado,
4m’ +2r _4(n—-r)+2r _4n-2r
] i 4

Como |r| 2 1 segue que

dn—2r 54—n +2<4n+ 2,se|r|>1,0u
A

dn—-2r

¥

=4dn—-2<4n+2 ser=1

Assim
4m’ + 2r

" <4n+ 2, Vr. (8)

( observe que, como # =1, 0 caso r = -/ néo ocorre )
Considere agoraque f =a + b~/n & a solugdo minimal da equacdo (6) e seja

+ ]
£,= a—g—-\/ﬁ—a unidade correspondente a essa solugdo.

12



x+y«/£] N

G , ¥y € Z, tal que &, <y < & com

#Aﬁr macgdo.: Ndo existe y =

x + yvn solucdo da equagdo (6).
+ y3n

: X
Demonstracio: Suponha, por absurdo, que existe y = 5 talque &, <y < &2,

com x? —ny’ = 4. Assim

a+bn <x+y«/§ < a+b/n ’
2 2 2 ’
donde
a+byn
a+bin <x+y\/; <( )
Como a — b/ >0, pois (a + bn)(a-bvn )=4eca+ b/n > 0, segue que,
&’ —nb? < {ax —byn ) + (ay —bx )xIn < (& —nb?) a+§«/§
5e (ax—byn)+2(ay—bx)\/g <a+bdn. 9
Consideremos
=(ax—2byn)+(ay;bx)\/5_
Assim, por (9),
l<n<f (10)

Observemos que

(a.x—byn)z _n(ay—bx]; a’(x’-ny’)-nb’(x’ —ny’)

2 2 4
_ (@ =nb’)(x’ -ny’)
4
_a -an
(X’ —ny*)
= 4.
Por outro lado, a =5, x =y e n =,I, donde segue que byn = ax e ay =,bx e assim,
ay;bx eZ ¢ ax—zbynez

Logo 1 é uma solu¢do para a equagdo (6), o que é um absurdo em vista das
desigualdades (10) e da minimidade de f3.4
Deixemos de lado, por um momento, esta afirmagio e observemos que
a’ +nb® _ (nb* +4) +nb’
2 2

=nb’ + 2.

13



Mas se b = 1, entdo n = @’ — 4, donde r = -4, 0 que ndo é possivel dentro das
nossas hipdteses, logo & > 2 e assim, usando a igualdade acima, teremos a
seguinte avaliagdo:
a’ +nb’
2
Tendo em vista a avalia¢io (8), concluimos, entdo, que

=24n + 2.

a’ +nb’ s 4m’ + 2r
2 "l

donde

2 ? 2 2’ 2 ? ?
A2 b <[ TP gy — g [ A 20 AmY
E 2 7! 4

) 4m
Assim temos que ab > -
Entao segue que

I(4m’ +2r 4m 1{ a? +nb’
A\ <o T )

- , -~ F~ 4 (x
Logo, pela afirmagfo acima, como o € uma solugio da equacdo (6) e — < &2,

2

1{4m? +2r 4m

g, = —[ + JH]
2 ] 171

temos que

e dai segue o lema, uma vez que

2
g+ bn = 4m +2r+4m1/;l

I T

Por este resultado temos conhecida a menor wmidade maior
que 1 cuja norma € positiva qual seja:

I{ 4m® +2r 4m
- Jn
=T 2[ G ]

Demonstraremos a seguir que @ equagdio (7) nao tem solugio,
mas antes, observemos que para » = -4, caso fora das hipoteses do lema anterior,
segue trivialmente que a solu¢do minimal para a equacdo (6) ¢

a=m+~m’ —4

e, consequentemente, a menor unidade maior que 1 cuja norma € positiva €
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Lema 5: Seja n = m’ + r um inteiro livre de quadrados, n =1, com
mreZm>1 taisquer|4dm -m<r<m, |r| #1 elr| #4. Entdo Q(\/E)
ndo tem unidades imprdoprias.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a equagio A% — nB? = -4, tenha solugdo
inteiraeseja B_ =a + b/n sua solugio minimal. Entio,

g = a+bf

¢ a menor unidade maior que 1 cuja norma é negativa :

HAfirmacdo: Se B_=a + bn é solugdo minimal para A> — nB? = -4 entdo
g, = E.

Demonstragio:De fato, suponha que 1 < &, < &2,

Assim, como (-a + b/n ) > 0 temos que

-a+b«/5<(-a+b\/_)<§ <(a+b\r)(a+bf)

Entdo, se
Y= (a !-b\/—) g = 2mnb - 2m’a — ar+2bm +rb—2am\{—)
i 2r]
segue que
-a+b\/5<'y<b (a+bf)
logo

-+ ban <y<(a+ binj. (11)
Observe que N(y) = N(-a + bn).N(E ) = 4.
Observe também que
am’ + 2r 4m am’ +2r _ 4m

eZ, — €Z, = ,
I 7! n

a=b e n=zl

logo, segue que

4dm’ + 27 4m 4dm’ + 27 4dm
g —— =bn— e b =a X

Como

15



_ 4mnb — 4m""a—2ar+ 4bm’ + 2rb - 4amJ—
! 2‘r| 2‘7‘| ’

entdo v é solugdo inteira da equacdo (7).
Se
_ 2mnb —2m’a—ar = 2bm’ +rb —2am
7 7

»

teremos que

a+bln <y=x+yJn <(a+bvn),
com ¥ solugfio da equagdo A° —n B? = -4.
A mesma analise dos sinais de x ¢ y feita no lerma 3 nos mostra que aqui também
teremos um absurdo, logo segue a afirmagao. 4
Em vista desta afirmagio e do lema anterior temos que
im’ +2r _a’ +b'n
u 2 7

2 2
uma vez que &’ = é[# +ab«/§].

Mas #n = m? + r, assim
a’ +b’n _ 4n-2r
2 7

Logo,
a’ly| +bi|rln = 8n — 4r,

donde segue que

(8-br| )n=(a’+4)r
Observe que o’ £ 4 > 0, pois do contrano teriamos, necessariamente, que g = /
oua =2 e 1880 implicaria em » = S oun = 2 ou n = 8, casos fora de nossas
hipoteses uma vez que n # 5 e n =,/. Assim a’ + 4 > 0 e com isso 8~ b7|r] > 0,
donde 77| < 8.
Desta forma, teremos que b = / ou b = 2.
(i) Se b = 1, segue que n = a° + 4.
Observe que a > 4 pois a = I ou a = 2 nfo é possivel pela discussdo acima;
a = 3 implicaria em n = {3 = 4* -3, donde ¥ = -3 e m = 4, 0 que confraria a
hipétese de que r | 4m e finalmente a = 4 implica em n = 20 o que contraria a
nossa hipotese de n =, /.
Assim, temos # = a° + 4, com a > 4, donde » = 4 e isso contraria a nossa
hipotese de que || # 4.
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(11) Se b — 2 entdo |#| < 2, donde |#| = I, absurdo novamente uma vez que |r| # 1.
Assim a equagiio A2 — n B? = -4 ndo tem solugfio inteira e consequentemente
Q(~/n) ndo tem unidades impréprias. -

Temos entdo, para o caso em que # =/, um resultado analogo
ao feorema 1, qual seja:

coejan = me +r, Livee de quadrados, n =1, com m, ¥ inteiros ndo
Teorema 2: S 2+ p cl drados, n A, co 1
vl #4e-m<r=<m Entdo

nulos tais que m > 1, r | 4m, |r| # 1,

2
5é{éﬂm +2r+4m\/;]

"

¢ a unidade fundamental de Q(«fr; ).

Demonstracdo: A afirmagio segue diretamente dos lemas 1, 4 e 5.
O lema 1 nos garante que & ¢ uma umdade.
O lema 4 mostra que

dm’ + 2y  4m
IR

¢ a solugdo minimal da equagdo 4° —n B® = 4 ¢ assim

2
g_;(ZIm +2r+4m\/;]

I

¢ a menor unidade maior que 1 ¢ cuja norma é positiva.
Como pelo lema 5 Q(‘\./E ) ndo tem unidades improprias entdo & € de fato a
unidade fundamental de Q(vr).

Finalizamos esta se¢do analisando os casos » = + 4, fora das
hipoteses do feorema 2. Se tivermos r = 4 entdo a unidade fundamental sera

_m+m’ +4

¥ 7 ;

que ¢ uma unidade impropria ,e
B=m+m’ +4

¢, claramente, a solugdo minimal da equacdo (7).
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No caso de » = -4 a unidade fundamental ¢ a unidade

_m+Vm’ —4

2 >
pois oo = m+~+/m’ —4 & a solugio minimal da equacdo (6) ¢ Q(~m’ —4) nio
tem unidades impréprias. De fato, suponha que Q(vm’ —4) tivesse unidades
impréprias. Entdo a unidade fundamental £ seria uma unidade imprépria e nesse

caso, A =¢". Entfio, se
a+ bm’ —4
5 ,

Impropria

A

&=

teriamos que ab = 1, uma vez que

2 2
ngé(—ma an +ab«/;].

Assim, g = b = [ e como a —nb’ = -4 concluiriamos que » = 5 o que ndo ¢
possivel visto que 5 = 2" + 1 0 que contraria o fato de r = -4.

Finalmente, se » = 5 sabemos que ¢ a umdade

fundamental de Q(~/n).

2

2 - O anel de inteiros de Q(~m’ — 1)

Ao longo desta sec¢do trabalharemos com o corpo quadratico
real K = Q(\/E), onde n = m* — 1. Tal corpo € um caso particular dos corpos
quadraticos reais Q(~'m’ +r), tratados na se¢fo anterior.

Observamos, mais uma vez, que nosso objetivo agora sera
mostrar que o anel I dos inteiros algébricos do corpo K nfio é um dominio
principal. Para tanto mostraremos que o grupo de classes de ideais de 1, que
denotaremos por @7 , ndo ¢ o trivial, uma vez que a condigdo necessaria e
suficiente para garantir que um dominio de Dedekind seja um dominio principal
¢ que seu grupo de classes de ideais se reduza ao clemento neutro. Assim,
mostraremos que a ordem de 7., que sabemos ser finita ¢ que usualmente ¢
definida como niimero de classes de 1_ ( ou niimero de classes do corpo K ) ¢
denotada por A , € maior que 1.

Nesta se¢do usaremos outros conceitos € resultados mais
especificos da feoria algébrica de numeros aplicada a corpos quadrdticos.
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Particularmente, faremos uso da fatoracdo de ideais do tipo p.1_ em ideais
primos de 1, onde p é um inteiro primo.
Dentro deste contexto usaremos, também, o conceito de discriminante absoluto
do corpo K que denotaremos por d, .

O teorema que se segue € o unico desta segdo e € o resultado
que nos propusemos demonstrar.
Conforme dissemos na Introducdo, a demonstragio desse resultado usa
argumentos elementares bem apropriados a linguagem deste texto.

Teorema 3: Seja n = m? — | um inteiro positivo livre de quadrados com m
inteiro tal que |m| > 2. Entdo K = Q(/n) é tal que h <>

Demonstracio: Observe, inicialmente, que sendo # livre de quadrados temos que m
é par, pois do contrario 4 | #, 0 que contraria o fato de » ser livre de quadrados.
Agora, sendo m par temos que # = m’ —[ = 1 1stoen=3.
Observamos também que, claramente, # ndo € primo, pois |m| > 2 ( na realidade
podemos supor sem perda de generalidade que m > 2, uma vez que n = m’ — I).
Por outro lado, a decomposig¢do de #n como produto de fatores primos (positivos)
ndo ¢ da forma p-p-....p , onde cada primo p, € tal que p, =/, pois do contrario n
seria da forma 4k + [, para algum k£ € Z, o que contraria o fato de n = 3. Assim,
existe, necessanamente, um primo g tal que g [ne g =3

Mais que 1ss0, temos na realidade um nimero impar de fatores primos da forma
4k + 3, pois do contrario teriamos novamente » =,/,

Em vista da discussfo acima, concluimos que # =3 e sua decomposi¢io em
fatores primos ( positivos ) pode assumir uma dentre as duas formas:

R=PepPr Py ondese Z s>0 ep,=31=12,..,2s+ [ ou

R =pipyPy;4;9;-q,,onde r, s € Z s20,r >0 comp =3

i=12..2s+1¢ q; 541,1' =1,2,..,Fr

Feitas as consideragdes acima, suponhamos, por absurdo, que i, = /.

HAfirmacdo 1: Se p é um mimero primo tal que p | n e p = 3 entdo a equagdo
A —nB?=-p

tem solugdo.

Demonstracdo: Observe que se p € um primo tal que p | # entdo p | d_, uma vez que

n =3 o0 que implica que d_= 4n.

Desta forma temos que o ideal primo p. I, de I ¢ ramificado em K.

Assimp.1_= P’ onde P¢ o tinico ideal primo de I tal que N(9) =p.
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Como I ¢ dominio principal entdo, particularmente, 97 ¢ um ideal principal,
assim existe a + b~/n I, tal que P=(a+ b\/;;).IK, donde Fa, b € Z tais
que o’ —nb* =+p.

Desta forma, uma das equagdes A° B’ = £ p tem solugdo.

Suponhamos agora que ¢, d € Z tais que ¢’ —nd’ = p.

Como n =3 segue que ¢’ —3d° =3, ou ainda ¢’ +d” =3, o que ¢ impossivel
visto que x° +y° =,01Iou 2, Vx, y € Z . Como, necessariamente, uma das
equagbes A’ —nB’ = = p tem solugdo segue o resultado.

Na realidade demonstramos mais do que o enunciado na afirmacde 1 , ou s¢ja,
demonstramos que com as hipétese exigidas, "das equagdes A° —nB* = £ p,
apenas a negativa tem solucdo”.

Usaremos a afirmagdo 1 para garantir que » ndo pode ter dois fatores primos da
forma 4k + 3, o que nos garantira que, na realidade, so podera existir uma forma
de decompormos » como produto de fatores primos positivos, a menos da ordem.
HAfirmacdo 2: O niimero n possui apenas um fator primo da forma 4k + 3.
Demonstracdo: A existéncia de um fator primo da forma 4k + 3 ¢ garantida pelas
observacgdes feitas no inicio da demonstrag¢@o do teorema.

Para a unicidade, suponhamos que 7 p ¢ g, primos da forma 4k + 3 tais que p | n
¢ g | n. O fato de n ser livre de quadrados nos garante que p #g.

Entio pela afirmacdo 1 temos que 3a, b, c,de Z taisque &’ —nb’ =pe
¢’ —nd? =-q.

Entdo, se (~) denota o simbolo de Legendre, teremos que

) (F)- a2
uma vez que a’ =pe¢ ¢’ = q.

P
Por outro lado temos que

FF)- 5 (G (§)

P q P q

Comop =4k +3eq=4t+ 3 paraalgum k, f € Z, temos que
NP gy S ICAL gy Pi_(49)\P
(p]'(q] A '(p)'(q) [p)'(q]'

Pela le1 da reciprocidade quadratica segue que:

q1(F (p-1Xg1) (2 + 1).(2t+1}
= |li=1= _.1 4 = _1 = _1’
(FHE)- ™ e
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[__2)'[_.11 = - ! .

o que contradiz as igualdades (12).
Assim o numero » tem apenas um fator primo da forma 4k + 3.4

Com esta afirmagao, ¢ sabendo-se que # ndo ¢ um nimero primo, podemos entdo
garantir que existe uma tnica decomposi¢do de » como produto de fatores primos
positivos, a menos da ordem, qual seja

n=q-p;p;..-p, comq =3 ep, =1,j=12..,r

E essa a forma de # que assumiremos de agora em diante.

Por outro lado, sabemos que os nimeros da forma 4k + I podem ser da forma
8k + 1 ou da forma 8% + 5. Vamos agora determinar de que forma sio os primos
P J= 1,2,...,r. Para tanto, iniciamos demonstrando a afirmacéo seguinte , que
como a afirmagdo 1 , esta relacionada com a resolugdo de equagdes diofantinas.
HAfirmacdo 3: Uma, e somente uma, das equagdes A> —nB* = + 2 tem solugdo
Demonstracao: Observe que sendo d, = 4n entdo 2 | d,, € assim segue que o ideal
2.1, de I_também ¢é ramificado em K. Logo 2.1 = @’  onde ‘D é o tinico ideal
primo de I tal que N(@) = 2.

Assumindo a hipotese de que &, = 1, tem-se que o ideal @ ¢ um ideal principal,
logo existe ¢ + dn e I talque @ =(c+ d«/ﬁ).lk, donde F ¢, d € Z tais
que ¢’ —nd’ = + 2 e assim temos assegurada a existéncia de solugdo para uma
das equagOes dadas. Para a unicidade, suponha que ambas equagdes t€m solugio.
Assimda,b,c,de Ztaisquea® —nb’ =2ec’ —nd =-2

Entdo temos que a’ =, 2¢ c? = 2, onde g ¢ o fator pnmo de »n da forma 4k + 3.
Logo, segue que

2)_(2)_
(7)-G)- ™
2V (2V_(2Y (D (D p%
(3]'(3]_[q]'(9] [q) =
€ como g = 4k + 3, para algum ke Z, temos que

(o

Mas

Com 1880,
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o que contraria (13).

Logo segue a unicidade 4

Agora estamos aptos a verificar de que forma s3o os fatores primos de » do tipo
4k + 1 e 1sso sera feito na proxima afirmagio:
HAfirmacdo 4: Os fatores primos de n da forma 4k + 1 sdo necessariamente da

forma 8t + 1.
Demonstragdo: Suponha que exista um fator primo p de » da forma 4k + [ tal que

p =8t + 5, para algum ¢ € Z. Entio,
2 Pl Be2 4101 +3
(— e L )
P]

Por outro lado temos que
- Jac)
G 5)-(5)
p P P

3)-3)-
P p

¢ assim ndo existem a , b € Z tais que &° 5p2 e b’ 5p—2, donde as equagdes
A? —nB’ =2 ¢ A’ — nB’ = -2 ndo t&m solugio, o que contraria afirmacdo 3.
Assim, todos os fatores primos de » da forma 4k + [/ sdo também da forma
St + 1.4

Temos agora, uma caracterizagdo mais precisa da decomposigdo de n como
produto de fatores primos, qual seja,

logo

n=gq 'pI'pz'...'pr, com g 543 ep}- 58]’ ] = ],2,...,?’.

Vejamos, agora, a forma do fator primo ¢ em termos de congruéncia modulo 8, ja
que sendo g da forma 4k + 3 q podera ser da forma 8¢ + 3 ou 8¢ + 7. Veremos na
afirmacao abaixo que essa forma depende exclusivamente de qual das equagdes
A’ —nB? = £ 2 tem solugéo.

HAfirmacdo 5: O fator primo de n da forma 4k + 3 serd da forma 8t + 3 se e
somente se a equagdo A° — nB’= -2 tiver solugdo.
Demonstracdo: Seja ¢ um fator primo de » da forma 67 + 3.

Sabemos que (é] =(-1) &,
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Como g = 8¢ + 3, para algum ¢ € Z, segue que
2 882 +61 41
A ) L]
(9]

Assim, ndo existe a € Z tal que agzq 2 e consequentemente a equagdo
A? — nB’= 2 nio tem solugéo.

Como pela afirmagdo 3 necessariamente uma das equacgdes A° — nB°= £ 2 tem
solugdo temos que A2 — nB’= -2 tem solugéo.

Reciprocamente, suponha que g = 8¢ + 7, para algum ¢ € Z

E conhecido que
-2 -1 2 9 i} 4+3 81 +141+6
— | =|—||=1=-1) 2 1) 8 =¢-1) -] >
)G e -

logo [—_EI-%] = -1, donde a equagdo 4° — nB’= -2 ndo tem solugdo 4

Com esta afirmagdo, temos que o fator primo ¢ de » da forma 4k + 3 sera da
forma 8¢ + 3 se a equagio A° —nB°= -2 tiver solugdo e sera da forma 8 + 7 se a
equagio 4% — nB*= 2 tiver solugfo.

A afirmagio seguinte € o analogo da afirmacédo 1 para os fatores primos de » da
forma 4k + I e, portanto, também esta relacionada com resolugdo de equagdes
diofantinas:

#Afirmacdo 6: Se p é um nimero primo tal quep |nep = 1 entdo a equacdo
A*—nB*=p

tem solucdo.
Demonstragio: Como p | nentdo p | d, , logo o ideal p. I de I se ramifica em K.

Assimp.I_ = R’ onde R é o unico ideal primo de I tal que (R ) = p.

No entanto, estamos supondo que I ¢ um dominio principal, portanto, @& é um
ideal principal. Assim, existe @ + 5 Vn € I_tal que (a + b Vi)l =R oude
outra forma ,3 g, b € Ztais que o’ —nb’ = £ p.

Assim, temos assegurada a existéncia de solugdo para uma das equagdes
A4? —nB’ = % p. Mostraremos agora que ¢ a equagio positiva que tem solugio.
Suponhamos, entdo, que 3 ¢, d € Z tais que ¢’ —nd’ = -p.

Logo, ¢’ =P onde ¢ ¢ o fator pnmo de 7 que tem a forma 4k + 3 € entéo

(‘q_f’] ) (14)

Por outro lado, como g | n € g =3, pela afirmacdo 1, existem ¢, 5 € Z tais que
t* —ns? = -q, donde # = -qe assim
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-

()30 () (3)-5)(3)
q P q p g\ P
e usando novamente a lei da reciprocidade quadrdtica concluimos que

(234

o que contradiz as igualdades (14) e (15).
Assim, como a equagdo negativa ndo tem solugdo, segue entéo a afirmacéo #

Mas

Observe que, como na afirmacdo I, demonstramos algo mais forte do que
enunciamos. Na realidade mostramos que a equagio positiva A — nB’ =p é a
unica dentre as equagdes A° — nB? = £ p que possui solugo.

Note que até agora, no decorrer desta demonstragio, s6 usamos o fato de que
n=23equeh, = I A partr de agora, usaremos fortemente a hipotese de que
n = m’ —[ e dividiremos o restante da demonstragdo nos casos ¢ =3 ¢ q =,7.
Antes observe que pelo fato de g dividirne n=(m+ 1) (m — 1) temos que
q|fm+ 1} ou q|(m — 1) ¢ apenas um desses casos, pois » € livie de quadrados
(Estaremos sempre considerando g > 0 ).

I° caso: q =,3.

Seqg|(m—1)entdom — 1 =8k + 3, para algum k € Z, donde m + I = 8k + 5,
para algum 4 €Z, Mas isso ¢ um absurdo visto que sendo g o tmico fator primo
de n da forma 4k + 3 entdo m + I é da forma 8k + 1 ( lembre-se que » é livre de
quadrados ).
Logo temos que g | (m+1) e assim existe um inteiro primo p tal que p | (m-1) e
p=,l,p>0 umavezquem—{ 23.
Pela afirmacdo 6, temos que a equagdo A° — nB’ = p tem solugdo. Dentre as
solugBes x + yv/n da equagdo A* — nB? = p, seja entdio a + b/n aquela solugdo
tal que a > 0 ¢ b € o0 menor inteiro positivo dentre os y possiveis.
Assim, p = a’ —nb* .
Por outro lado, N(m + +n y=N{m + Am* —1 )=1 e como N a — b~/n } = p,
segue que

p=N((a=bn)(m+n))=N(am—bn+(a~bm)\n),
donde

(am—bn ) —n(a-bm)’ =p
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Agsim, vemos que o = |am — bn| + |a — bm|\/5 ¢ uma dentre as solugdes

x + yv/n da equagdo A> —nB? = p tais que x = 0 e y > 0.

Assim, pela escolha de @ e & temos que |a — bm| 2 b, o que acarreta em
a—-bm=2b ou a-bm<-b.

Por um lado, se a — bm 2 b temos que a = b( / + m ), donde segue que

p=a-nb?2b1l+m)’—nb’ =b(1+m)’-b*(m’-1)

=2b + 2mb> 2 2b + 2mb.
Logo,
p22b(l+m)22(1+m),
uma vez que b 2 I, e assim segue que
p22(l+m)>m-1,

o que é um absurdo visto que p | (m — 1).
Por outro lado, se a — bm <-b, temos que @ < b(m — 1 ) e assim

p=a—-nb’<b(m-1);-nb>=b(m-1)?-b(m’-1)=-2mb’+ 2b°.
Portanto,
p<-20°(m-1)<0,

0 que contraria a escolha de p.
Logo este caso ndo pode ocorrer.

2°caso: q =,7.

Seq|(m+i)entdom + [ =8k + 7, paraalgumk € Z,dondem —/ =8k + 5,0
que contraria a afirmagdo 4, pois sendo ¢ o unico fator primo de » da forma
4k + 3, segue que m — I seria da forma 8k + 1.

Assim, g | (m — 1).

Pela afirmagdo 1, temos entdo que a equagio 4° — nB? = -g tem solugéo.
Portanto seja @ + b +/n a solugio dessa equacdo tal que a 2 () e b € 0 menor
mnteiro positivo possivel.

Assim -g = a° — nb”.

Novamente, usaremos o fato de N(m + n )y=N(m + Am* — 1 ) = [ e com isso
teremos que:

g=N((a-bn)(m+n)=Nlam—-bn+ (a—-bm)Jn),

donde segue que
(am—bn)’—n(a—-bm)’ =-q

Assim, segue que
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o= |am — bn| + |a — bm|/n

¢ uma dentre as solugdes x + yvn da equacio A2 — nB> = -q tais que x 2 0 ¢
y >0
Logo, pela escolha de a e b temos que
ja—bm| = b,
donde temos novamente que

a—-bm=2b ou a-bm=<-b.

Entdo, se supomos a — bm 2 b temos que o 2 b(m + 1 ), donde segue que

q=a-nb’2b(m+1)?—(m’—1)b>=2mb>+ 2b°.
Logo,
g2 (m+1)22(m+1),
uma vez que b = 1.
Assim, g <-2(m + 1 } <0, o que contraria o fato de g > 0.
Por outro lado, se a - bm < -bentdoa <b(m — 1 ), donde

q=a-nb’<bhm—1)—(m?-1)}b’>=-2mb’> + 2b°.

Com 1ss0, temos que,
g22b(m—-1)22(m—1)>m- |,

0 que contraria o fato de g | (m— 1).

Portanto esse caso também nio pode ocorrer.

Devido a impossibilidade de ocorrer os casos acima, concluimos que nio existe
um fator primo de n da forma 4k + 3,0 que contraria as observag¢des iniciais feitas
no inicio desta demonstragio.

Assim, segue que 2, > |.

3 - Comentdrios sobre a Literatura pesquisada referente a este Capitulo

2m’ .
A demonstragdo de que & = ;er+ an T;T\/E ¢ a umdade

fundamental de Q(+/n), para n = m’ + r, livre de quadrados, com m e r inteiros
ndonulos taisque m > [, v | 4m e -m < r < m, teoremas 1 e 2, foi feita seguindo
uma técnica diferente de encontrada na literatura pesquisada.
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Na pouca literatura encontrada sobre como se caleular explicitamente a umdade
fundamental dos corpos quadraticos Q(JE ), os procedimentos usados sdo 0s

relacionados com a teoria das fragdes continuas, conforme em [5].

Optamos, neste trabalho, por um tratamento que envolvesse apenas fatos
elementares da teoria de corpos quadrdticos, de equacdes diofantinas e
congruéncias.

Com respeito ac feorema 3, nido encontramos na literatura
pesquisada demonstragdo direta do fato de que & | > 7 para K = Q\Nm’ —1).

Somente em [9] encontramos uma demonstragio das condigbes necessdrias e

suficientes para que o nimero de classes de Q(\/E) seja 1 ( sfo elas: » inteiro
primo da forma 4k + I, » primo positivo da forma 4k + 3oun =p.q, compe g
primos positivos da forma 4k + 3 ). No entanto, tal demonstra¢do foge da linha
deste trabalho uma vez que nela so utilizadas ferramentas mais sofisticadas tais
como feoria de géneros.

A demonstragdo que fizemos ¢ diferente e em certo sentido bem mais simples
pois nela utilizamos, mais uma vez, apenas argumentos elementares de
congruéncias, equacdes diofantinas e corpos quadrdticos, sendo assim, uma
demonstragio mais apropriada 3 linguagem deste texto.

4 - Unidades fundamentais de corpos quadrdticos reais

A tabela que se segue traz as unidades fundamentais dos
corpos quadraticos reais Q(~/n ), n livre de quadrados e n < 101. As letras I ¢ P
indicam, respectivamente, se tais unidades sdo improprias ou proprias, isto € se
tém norma negativa ou positiva.

Tabela I
n ) m+r m r PA
1++2 1"+1 1 I
3 2+4/3 2’ -1 2 -1 P
5 ”2‘/5 241 2 1 |
6 5+26 2'+2 2 2 p
7 8+3+7 2 +3 3 2 p
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n 7} m+r m r P/
10 3+J10 3'+1 3 1 I
11 10 +311 342 3 2 P
13 3 +;E 4_3 4 3 I
14 15+ 414 4 -2 4 2 p
15 4+ 15 41 4 1 P
17 4+ 17 4 +1 4 ] I
19 170 +39 {19 4 +3 4 3 P
21 ’ +2‘/2_] 5 _4 5 4 p
22 197 + 92422 53 5 3 P
23 24 + 5423 5_2 5 2 P
26 5+ 26 5741 5 1 I
29 ks ) 29 544 5 4 I
30 11+ 2+/30 s'+5 5 5 p
31 1520 + 275371 65 6 5 P
33 23 + 4+/33 6 3 6 3 P
34 35+ 64/34 6 -2 6 2 P
35 6+ /35 6 -1 6 -1 P
37 6+ /37 6 +1 6 1 1
38 37 + 6+/38 6 +2 6 2 P
39 25 + 4/39 6 +3 6 3 P
4 32 + 5441 6 +5 6 5 I
42 13+ 2442 6 +6 6 6 p
43 3482 + 531443 76 7 6 p
46 24335 + 3588+J46 T -3 7 3 I
47 48+ 7447 7 -2 7 2 P
51 50+ 751 7 +2 7 2 p
53 J +;/§ 7' +4 7 4 I
55 89 + 12455 716 7 6 p
57 151+ 20457 g —7 8 7 P
58 99 + 134/58 8 —6 8 6 I
50 530 + 694/59 8 _5 3 -5 p
+
61 %‘@ 8 3 8 3 I
62 3+ 8462 ) 8 2 P
65 8+ 65 8" +1 8 i I
66 65 + 866 8 +2 8 2 P
67 48842 + 5967J67 & +3 8 3 P
_l’_
69 % V69 g +5 8 5 P
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i 1) m +r m P
70 2571 + 30470 8 +6 8 6 P
71 3480 + 41371 g +7 8 7 P
73 1068 + 12573 o' _§ 9 -8 I
74 43+ 5474 9 -7 9 7 I
77 ? +;ﬁ; o' 4 9 -4 P
78 53+ 678 9 3 9 3 P
79 9+ /82 9" +1 9 1 I
83 82 + 9+/83 9 +2 9 2 P
85 ? +;@ o'+ 4 9 4 I
86 10405 + 112286 9 +5 9 5 P
87 28 + 387 9 +6 9 6 p
89 500 + 53-/89 9 +8 9 8 I
91 1574 + 165+/89 10°-9 10 9 p
03 M 10° -7 10 7 p
94 2143295 + 22106494 10 -6 10 -6 P
95 39 + 4,/95 10°-5 10 -5 p
97 5604 + 569~/97 10°-3 10 -3 I
101 10 + 101 107+ 1 10 1 I
As unidades fundamentais da tabela acima foram extraidas de

[2, paginas 168 - 171 ].
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CAPITULO 2

OS CORPOS QUADRATICOS REAIS Q(vm® +r)

Neste capitulo, examinaremos o nitmero de classes de
certos corpos quadraticos reais. Mais uma vez, estaremos
interessados nos corpos quadraticos K = O(n ), ja mencionados
anteriormente, onde n = m? + r com -m <r<m,r| 4m e n livre
de quadrados. Nosso objetivo principal sera estabelecer condigdes
suficientes para que o grupo de classes de ideais, %7, do anel I
dos inteiros algébricos de K seja ndo trivial. Para tanto, como no
capitulo anterior, faremos uso da solubilidade de determinadas
equacoes diofantinas.

1 - Condic¢oes necessdarias para a solubilidade de certas equacées
diofantinas.

Os resultados que iremos demonstrar nesta se¢do serdo usados
como lemas para a demonstracio do principal teorema deste capitulo.

No primeiro deles, lema 6, a partir da solubilidade de
equagdes diofantinas do tipo 4° — nB° = £ ¢, onde ¢ é um inteiro positivo ndo
quadrado, e » é um inteiro positivo livre de quadrados da forma #» = m? + » com
0 <r<mer|4m, obteremos relagdes de desigualdade entre t e m ou ¢ e r. Tais
desigualdades permutirdo estabelecer condigbes suficientes para que o némero de
classes de Q(«/ﬂ ) seja maior que 1 quando tivermosn = lel <r<m.

O segundo resultado desta secdo, lerma 7, relaciona, de certa
forma, as solugfes minimais de equagdes diofantinas do tipo X? — »¥? = I com as
solu¢bes minimais das do tipo A% — nB? = 1.

A prova do lema 6 baseia-se somente em fatos fundamentais
referentes a teoria de equagfes diofantinas e, mais uma vez, em propriedades
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basicas da teoria de corpos quadraticos. Nesse resultado estabeleceremos
condi¢des necessarias para a solubilidade de certas equagdes diofantinas.

Lema 6 : Sejan = m? + r, livre de quadrados, com m , ¥ inteiros positivos tais
que r | 4m e 0 < v < m. Suponha também que t é um inteiro positivo ndo
quadrado. Se a equagdo A’ —nB’ = * t tem solucdo inteira segue que:

(i) Ser =1 entdo t 2 2m;

(ii) Ser =4 et =0 entdo (/4) 2 m;

(i) Ser 0 er#/entdot2y
(v)Ser=0, r#4denZ lendotzr;
(v)Ser=0r#4 n=let=0entdot2r

Demonstracio:
(i) Sejar = 1.
Por hipétese, a equagio

A —(m?+1)B =+t (16)
tem solugdo. Dentre suas solugdes inteiras x + y\/E ,comx =2 (e y> 0, sgja
a + b/n aquela na qual b é minimo.
Temos entdo que

a—(m?+1)b =%t (16")
Por outro lado, N( m + vm’ +1 ) = —I ¢ assim segue que

N((a+bdm’ +1)(m+m’ +1))==%¢

Entéo,
(am -bm?+ 1) ) —(m> +1).(a-bm)’ =+t
Com isso, vemos que o = |am — bfm® + 1)| + |a — bm|~/n é solugdo para a
equacdo (16) e como |a — bm| > 0 ( caso contrario ¢ seria negativo ou um
quadrado, o que contraria as nossas hipoteses ) e |[am — bm® + 1)| = 0, segue,
pela minimidade de b que
la — bm| 2 b.
Entdo temos que
a—-bmz=2b ou bm—az2b.

Se a — bm 2 b temos que a = b(m + 1 ), logo, pela equacdo (16'), tem-se que
FeoB(m+ 1) —(m 1) =0 (m +2m+1)-b(m’+1)=2mb"

Mas b > I, logo 2mb* > 2m ¢ assim # ¢ > 2m.
Comot>0em >0, segue que { 2 2m.
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Por outro lado, se bm —a > b entdoa <b(m —1 ).

Assim, da equagdo (16}, segue que

ttsb(m-1)—(m + 1)V’ =b(m’ =2m+1)-b"(m" +1)=-2mb’.
Novamente, usando o fato que b 2 7, temos que -2mb” < -2m donde £ t < -2m.

Mas,t>0em >0,logo-t <-2Zmousejat=2m.
Portanto segue a afirmacdo ().

(ii} Seja agora r = 4 ¢ t = 4k, para algum k € Z, k nido quadrado.
Por hip6tese, a equagio

A—(m+4)B =+t=24k (17)
tem solugio.

Escolha, entfio, dentre as soluges a + b+/n da equacio (1 7),coma=>0¢b >0,
aquela tal que 5 € minimo.

Assim,
a—(m>+4)b’ =+ 4,
donde
Na+bim® +4 ) = + 4k,
{2
ComoN(m+ ;n +4)=-1,segueque
2
N((a+b\/m2+4).(m+”;n ) -tk
Assim,
[a’" b(zm M)J ~(m2+4).[“ me) — 4 (18)

Por outro lado, temos que
aza =(m+4)b° e m=mi=(m+4)

donde
am =(m’ + 4 )°b°.
Assim segue que

am —(m’ +4)b = m* + 4 )b~ (m’ + 4)b =0,

1sto €
2| (am — (w + 4)b) (19)

Temos também que mb =,(m’ + 4 )b, donde, segue que
a-bm=(m’+4)6" —(m’ +4)b=0,
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ou seja

2| (a—bm) (20)
Assim, de (19} ¢ (20) temos que
a—bm am—b(m’ +4)
5 el e 3 =
Portanto de (18) e da escolha de b, segue que

VA

a—bm

2b.
2

Entdo,
a-bm=>2b ou bm-a=>2b.

Sea—-bm=22bentdoa>2b(2+m).
Como a’ — (m? + 4)b” = + 4k e a 2 0 segue que

14k 2 (2 +m) —(m +4)b =b(4+4m+m’)-b(m +4)=4b'm.

Mas b2 1, logo 4b’m 2 4m e assim * 4k = 4m.

Como t > (} e m > 0 temos que 4k 2 4m, ousejak > m.

Por outro lado, se bm —a = 2bentdioa S b(m -2 ).

Com isso, novamente de o’ — (m? + 4 )b” = + 4k e a 2 0, concluimos que

14k <SH(m-2) —(m*+4)0° =b(4—dm+m’ ) - b (m*+ 4) = -4b’m.
Como & = ] temos que 4b°m < -4m e com isso * 4k < -4m.

Do fato de ¢t > 0 e m > 0 segue que -4k < -4m.
De ambos os casos, podemos concluir que & = m, donde,

V4 2 m,

e assim segue a desigualdade (@i).

(iii) Suponhamos agora que » #, 0 e r 2 .
Seja f um inteiro positivo ndo quadrado. Por hipétese, a equagio

A —nB =4t=4"—(m?+r)B =+t (20)

tem solugdo.
Tome, entdo, dentre suas solugdes inteiras a + bn coma>0eb >0, aquela tal
que b € mimmo. Assim, a—-nb =41
Considere também
2m’ +r  2m
&= +=n.

¥ ¥

Conforme lema 1, capitulo 1, temos que N(&) = 1.
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Como N a — b\/;’l_) —a’ —nb’ = +1, segue que NE).N(a - b\/;) = 1 e assim,

[2am2 +ar —2mbn]2 [2ma —2bm’ —br]z 3
—n » =11,
y

(1)

Se d =mdc(r, 4) temos que d = I oud = 2, uma vez que » #, 0.

Analisemos, entdo os dois possiveis valores para d.

(a)d=1

Como por hipotese » | 4m entdo r | m.

Assim

2am’ +ar —2mbn
r

2ma — 2bm® —br\ .
r |

eZe‘

(lembre que ¢ € ndo quadrado).

(byd=2

Neste caso » = 2r' onde #'¢ impar, uma vez que » #, 0.

Assim como ¥ | 4m, segue que 4m = r.k , com k € Z. Entdo, 4m = (2r').k, donde

2m = r'k. Logo, 2 | r'k e como r' é impar, temos que 2 | kou seja k = 2k k'e Z.

Entdo de 4m = rk segue que 2m = r.k'e assim » | 2m.

Temos entdo que

2am —2bm’ —br
v

2am’ +ar — 2mbn|

e Z*
r |

e Z

(lembre, novamente, que ¢ € ndo quadrado).
Finalmente, de (a), (b) e (21) vemos que

o 2am’ +ar—2mbn| N ‘2ma—2bm2 —br‘x/;

ro r

¢ solugdo inteira da equacdo (20) e entédo, pela minmidade de b, segue que

2ma — 2bm’ —br‘ >h
r |_ )

Logo,
dma-2mb—br>br ou br+2m’b —2ma>br.

Por um lado, se 2ma — 2m°b — br > br entdo

2
azb(r+m J
m

Assim, de @° — nb’ = 11, segue que
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2 b2
if,‘z%(r +m’ )? —(m’ +r)b’ =P(;~2 + 2’ +m’ )~ (m +r).

Logo temos que

e como b 2 [ segue que

: v .
Mas r > (0 e m > 0, logo podemos concluir que — +r2reassim£z2r.
m

Como ¢ > 0 teremos entio a desigualdade desejada, qual sejat > 7.
Por outro lado, se br + 2m’b —2ma > br teremos que 0 <a <mb.
Novamente de a’ —nb’° = +1 segue que

tt<mb —(m +r)b =-br<r,
uma vez que b 2 /.

Como ! > 0 e r > 0 segue que -t < -, donde segue a desigualdade desejada, a
saber ¢ = 7.

(iv) Consideremos agoraque ¥ =, 0, r #4e n #,1.
Seja ¢ um inteiro positivo ndo quadrado e considere, novamente

2
t’;: 2mr+r +2:1\/;

Por hipdtese, a equagéo A° —nB’ = + t tem solugdo.

Assim, dentre suas solugdes a + bln ,coma 2 0eb >0, escolnemos aquela tal
que b € minimo.

Portanto, como no item anterior, N(§) = I e Nfa - b\/ﬁ) = + { Assim,
consequentemente, teremos agui também a igualdade (21), qual seja,

(Z'aqr;*fx2 +ar —2mbn T (Zma — 2bm? br]2
—A =1t

¥ ¥

Do lema 1, capitulo 1, temos que £ é uma unidade, logo como n =2 ou 3 teremos
que
m’ +r 2m

e e —eZ
¥ ¥

[sz —f—r] [2m]
a —bn} -—
¥ ¥
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2am’ +ar —2mbn
y

|-
-




el

2ma — 2bm? —br| l [2m] (2m2+r]
=la| — |-?

¥ | ¥ ¥

Desta forma, teremos que

2am® +ar —men‘ 2ma — 2bw’ —br|
e

2ma — 2bm’ —br|
r |

. ~ e - o 2 2 .
¢ solugdo inteira da equagcdo 4° —nB" = £ ¢ ,e como # (0, pois

caso contrario ¢ seria um quadrado, segue, pela mimimidade de b, que

2ma - 2bm’ ~br| >h
r |_ '

Da mesma forma que no item anterior, segue que ¢ 2 7.

(v)Suponhamos, finalmente, que r =, 0, r #4en =1

Considere ainda que ¢ € um inteiro posittvo ndo quadrado tal que ¢ =, 0 e de modo
que a equagio A° — nB’ = * t tenha solugfio. Assim ¢ = 4k, para algum & inteiro
positivo e ndo quadrado.

Dentre as solugdes inteiras da equagio 4” — nB’ = + 4k, tome a + b/n de forma
que a 2 0 e b é o menor inteiro possivel tal que b > 0.

Considere, novamente,

2
é:2??? +r+2m‘/g-
r r
Entdo N( &.(a — b/n )) = * 4k, donde,
5 2 5 2
[2am +ar—2mbn] n 2ma —2bm —br] —tak

p p (22)
Observe que @’ — nb’ = + 4k, logo temos que a ¢ b tém a mesma paridade. Com
efeito, se @ ¢ um numero par, entio 4 | @°, logo 4 | nb®> . Mas n =1, logo temos,
necessariamente, que 4 | °, donde concluimos que b ¢ par. Por outro lado segue
trivialmente que se & € par entdo a ¢ par também.

Observe ainda que como 7 =,1 o lema 1, do capitulo 1, nos garante que

4m’ +2r 4m
&= 2r * 2r \/E

¢ uma unidade.

2
Assim podemos afirmar que im :Zr =, 4;”.
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(4m’ +2r)b _ 4ma

Mas por outro lado, temos que a =,b, logo - Pa— sendo assim
2am —2m’b —br :i(zlma (4’ +2r)b} .z 23)
r 20 r r
Temos também que (4m° :—2?‘) ? =, 4Tb e entdo
2am’ +arr ~ 2mbn :%[(47112 :2r)a B 4:?;!)}1] <z (24

Assim de (22),(23) e (24) segue que

2am’ +ar — 2mbn| 2ma —2bm’ —brl
M

¢ solucdo inteira da equagido A ~nB =+ 4k.

Entdo, da minimidade de b, segue que

2ma —2bm’ —br
r

2 b,

1sto é
2ma —2m’b — br > br ou br + 2m’b — 2ma > br.
Se 2ma — 2m’b — br > br entio

S mb+br _b(m’ +r)
2 —=—— L.

Assim de a” — nb” = + 4k segue que

b’ 2 2 2 2 2 r >r2
._'f_'4k2?(m '*‘f") “(m +f")b :b(?‘kf’)_?‘i‘f',

umavez que b 2 1.

Como r > 0 temos que = 4k > r .

Mas & > 0 logo 4k > r.

Por outro lado, se br + 2m’b — 2ma > br entdo 0 < a < mb e assim segue que

+dk<mb —(m )b =br<r,

pois b 2 1.

Segue entdo que -4k < -r ¢ aqui também teremos 4k > r.

Entdo em ambos os casos temos que 4k = r ¢ sendo ¢ = 4k segue a afirmagio de
quet2r.
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Passemos agora para o segundo lema a que nos propusemos
demonstrar nesta sec¢io.

Tal resultado , conforme ja mencionamos, trata de solugdes
minimais de certas equagdes diofantinas e sua demonstragéo baseia-se apenas em
propriedades elementares das equagdes diofantinas.

Lema 7: Sejam n, t mimeros naturais, livres de quadrados. Se x + yn ¢
2 2
a +bn sdo as solucdes minimais das equagdes X —n¥" = 1e A" —nB’ = 4,
respectivamente, entdo
t(x+1)
n

0<b<

Demonstracdo: Qbviamente, temos que bh>0.
Observe que @° —nb’ = -t ¢ que x> —my? = 1 ¢ assim segue que

. 2
b = (] +y2n).(t;a

] (@ )5 ) > a

Desta forma, xb —ay > 0.
Por outro lado temos que

(ax —byn )° —n(xb —ya )’ = a®? — 2axbyn 1+ byn? — (x°b* - 2xbya + y’a’ )n
=x(a’—nb’) -vn(a® —nb*)
=(x’—-yn )@ —nb*)

= -

2

donde segue que
a=(ax—byn)+ (xb —ya)w/g

é também solugdio para a equagio A° — nB° = -,
Assim, como xb - ay > 0 devido a escolha de 5 podemos concluir que
xb —ay =2 b, ouainda, que b(x — 1 ) > ya.
Portanto temos que
2.2

yda <(x_1)2:('x2_1)'('x_1) znyz(x_])

b’ x+1 x+1
donde segue que
X 12 a’ _nb’—t _ I _r'
x+1 pb?  nb? nb?

38



Com isso,

—t x-1 - —2
nb> ~ x+1 x+1’
e assim,
t > 2
nb? x+1
Entio,
b < Hx+ 1)5
2n
donde segue a desigualdade desejada, qual seja:
t{x+1)
< (A= 7
b= m ™

2 - O numero de classes dos corpos quadrdticos reais Q(~Nm’ +r)

O fato do grupo de classes de ideais de uvm Dominio de
Dedekind D nio se reduzir ao elemento neutro caracteriza ‘Y como um dominio
ndo principal, ¢ consequentemente nde fatorial , uma vez que tais condi¢gtes sdo
equivalentes num Dominio de Dedekind.

Veremos nesta se¢do que o comportamento do anel I dos

inteiros algébricos do corpo L = Q(vm’ —1) quanto a ndo unicidade de
fatoragdo, conforme podemos concluir do feerema 2 do capitulo anterior ( pois
conforme proposi¢do A6 do apéndice, o anel dos inteiros algébricos de um corpo
de mimeros algébricos ¢, particularmente um dominio de Dedekind ), ndo ¢ um
caso particular. Na realidade esse fato ocorre para o anel L. dos inteiros
algébricos de alguns corpos quadraticos reais do tipo K = Q(vn ), onde
n=m +r com-m<r=<m,r|4menlivre de quadrados, dentre os quais
L =Q(JVm’ — 1) esta incluido.

O préxaimo teorema estabelecera, entfio, condigdes suficientes para que o grupo
de classes de ideais, G, para K conforme acima descrito, seja ndo trivial.

Novamente, (—] denotara o simbolo de Legendre, ao passo que [—} denotara o

simbolo de Jacobi, conhecida generalizagio do simbelo de Legendre.
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Teorema 4: Sejan = m’ + v um inteiro positivo livre de quadrados, com m e v
inteiros tais gue m > 0, -m<r<mer | 4m.
Se h, ¢ o numero de classes de K = Q(/n) entdo h, > 1 sempre que :
(@ n=,1 1 <r <me existe um inteiro primo p que divide m tal que

p>2e[§)=1, ou p=2len=l

Além disso, uma das condigdes abaixo deve ser satisfeita:
(i) Se r = I entdo m > 2p;
(ii) Se v = 4 entdo m > p;
(iii) Se r #1 e r # 4 entdo v > 4p,
B)nzd -2<rsmrzlem>2. Quser=-2entdom>3em=0.

Demonstragio:

(@) Seja n um inteiro positivo tal que » =, /, com / <r < m. Seja também p o
numero primo dado pela condigéo (a).

Suponha, por absurdo, que i, = 1.

Observe que sendo # =, /, temos que o anel dos inteiros algébricos de K ¢

I ={ #, ondex,ye Zex=,y }.

HAfirmacdo 1: Uma das equagdes A” ~ nB’= 24p tem solugdo.
Demonstracdo: Se p = 2, temos, por hipotese, que n =,1.
Neste caso temos que o ideal primo 2.1 de I, se decompde em K, ou seja, o
ideal 21_de I é daforma 2.1 = D, D, onde D, e D, sio os unicos ideais
primos de I cuja norma ¢ 2.
Assumindo-se a hipétese de que &, = 1, tem-se que ‘Y, ¢ D, sdo ideais principais
e assim segue que existem inteiros a e b, de mesma paridade, tais que
a “j& 1- 9,

a+bvn a b

2

Assim N( )=N(D,) =2 e com isso temos que - Thr T + 2, donde a

equagio A —nB'=+8 = +4p tem solugdo inteira.
Por outro lado, suponha que p > 2 ¢ assim, por hipétese, (%) =1

Comon=m’+rep|mentdon =, € com iS50,

55
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Assim pela lei de decomposigio de ideais g.1_, ¢ primo, em ideais primos de I_,
temos que o ideal p. I de I _se decompde em K, ou seja, o ideal p. I ¢ tal que
pl =% %, onde P e P, sdo os unicos ideais primos de I cuja norma

ép.
. +d
Portanto, como k2 = [ tem-se que existe # e I tal que
c+d-n
ety o,
. C2 ? - 2 2 - - .
Assim, 5 h g % p, donde a equagdio A" —nB" = #4p tem solugdo inteira. 4

Como a equacdo A° — nB’ = +4p tem solugdio, segue, pelo lema 6 deste capitulo,
que:

1-} Se r = I entdo 4p =2 2m, donde temos que 2p = m;

2-) Se r = 4 entdo 4Tp 2 m, donde temos que p = m;

3-)Serzfer#lentdo4p 2r,
4-) Ser=0e¢r #4 entdo 4p 2 1.

Mas as conclusdes I-}, 2-), 3-) ¢ 4-) contradizem, respectivamente, os itens (i),
(i), (iii) e (i) da hpotese (@) do teorema.
Portanto, dentro das hipoteses (@) do teorema, segue que i, > 1.

(b) Suponhamos agora que » # 1, assim teremos que
L={x+ y+/n, com x,y eZ}.

Suponhamos também que m > 2 e analisemos os diversos valores inteiros de
tais que -2 <r <m, com r # 2.

b)r—-2.

Por hipotese temos que 3 | me m > 3.

Agora, suponha, por absurdo, que b, = /.

HAfirmacdo 2: Das equacdes A —nB =+3, apenas a negativa, A'—nB’ =3,
tem solugdo.

Demonstragao: Como n = m’ + r segue que # + 2 = m? e assim concluimos que
3 m+2),ousean=-2.

Desta forma, pela definigio do simbolo de Legendre, segue que
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pois -2 =, I= L.

Assim, o ideal primo 3. I__de I_se decompde em K, ou seja, o ideal 3.1 de I ¢
da forma 3.1 = D, D,, onde D,eD, sdo os unicos ideais primos de I cuja
norma € 3.

Como estamos supondo &, = /, temos que D, e D, sdo ideais principais ¢ assim
segue que existem inteiros a e b tais que (@ +b\/;). L=9,.

Com isso concluimos que o —-nb’=+3 ,uma vez que N(& ) = 3.

Assim, temos que uma das equagdes A° — nB° = # 3 tem solugfo. Provemos
agora que € a equagdo negativa que tem solugao.

Para tanto suponhamos que A° — nB’ = 3 tenha solugdo. Entdo existem nimeros
inteiros c € d tais que ¢ —nd? = 3. Assim, como czsn.?, segue que

3 ¢’ cT
[E} - [_n } = [;] ] (25)
(observe que # ¢ impar)

3

31 (3172
H-GIE] “
Temos ainda que n = m” — 2, onde m =,0, ¢ assim
3| -2 3|n
L) &

Como o simboloe de Jacobi obedece a lei da reciprocidade quadratica, temos que

(n—1)f3-1)
-

n—f

Mas observe que (/) 2 = -1, pois se i

Por outro lado, como [i = 1, segue que

2
n =4k + 1, 0 que contraria a hipotese de que n # /.

= 2k, para algum k € Z, entdo

n

Assim de (26), (27) e (28), segue que [3:| = -/, 0 que contraria (25).

Assim A —nB’ = 3 nédo tem solugdo, donde segue a afirmagéo.#
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Como a equagio A — nB’ = -3 tem solugdo, seja o = ¢ + d/n sua solugdo

minimal.
Agora, pelo teorema 1, temos que

2m’ +r 2m

ST

¢ a unidade fundamental de Q(+/n), donde & é a solugio minimal da equagdo
A° —nB’ = 1, ja que & é uma unidade propria.
Assim como
2
2m +r 2m Jn

U

E=

& solug@o minimal da equagdo A° —nB" =1¢
a=c+dn

¢ solugdo minimal da equagio A° — nB’ = -3, pelo lema 7 deste capitulo, temos

que
2 2
3[2m+r _,_1) 3[_2_”_?2_'2 +]J
0<dx< U ~ .

2n n

0<d< J___ Jﬂ%+2) (1+§)

Comom>5entaon>7eassun;<1 donde§+1<2

Assim

Com isso temos que 0 < d < 2, logo sendo d inteiro segue necessariamente que
d=1.

Massed=Ientdoc’ =n—3eassimm’ -’ =(n+2)-(n—-3) =235 istoé
(m+c)(m-c) =235 ouamnda, m =+ 3 o que contradiz a hipétese de que
m>3.

Portanto no caso de n #,/ comr = -2, m > 3 e m =,() temos que k> 1.

b)r=-1.
Neste caso n = m” — 1, entfo segue diretamente do feorema 3 que h >1.

b))l <r<m,comr #2.

Suponha que aqui tenhamos também &, = 1.

Como #n =2 ou 3 entdo o dlscnmmante absoluto d_ = 4n, assim 2 | d,_donde se
conclui que o ideal primo 2.1 de I se ramifica em K= Q(v/n).
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Com isso, temos que 2.1_= @2, onde 9B ¢ o unico ideal primo de I cuja norma
é 2.

Se assumimos que &, = / segue que, particularmente, 9 ¢ um ideal principal e
assim temos que existem ¢ , d € Z tais que ¢’ —nd’ = # 2, pois na realidade
existe (¢ + d/n ) € T_tal que (¢ + d\/;?).IK= B.

Com isso temos que a equagdo A° — nB° = + 2 tem solugfio.

Analisemos entdo os possiveis valores de 7, onde / < ¥ <m,com r # 2:

Se r = 1, como A’ — nB’ = + 2 tem solugéo segue do lema 6 que entio 2 = 2m.
Desta forma, m < / e isso contraria a hipétese de que m > 2.

Para os demais valores inteiros de » > 2 teremos que:

Se » #, 0, da solubilidade da equagdo A’ —nB’ = + 2, segue do lema 6 que 2 27,
um absurdo!

Se r=0er#4,comon #,1, da solubilidade da equagdo A" —nB’ =+ 2e¢do
lema 6, segue uma vez mais a contradi¢do 2 2 7.

Fmalmente, verifiquemos o caso em que r = 4.

Observe que do fato da equagdo A — nB = # 2 ter solugdio inteira podemos
concluir que a equagéo A —nB’ = + 8 tem também solucdo inteira, logo pelo

8 . : .,
lema 6 segue 7 2 m, 0 que contradiz mais uma vez a hipotese de que m > 2.

Portanto temos novamente que 22, > / e com isso concluimos a demonstragdo do
teorema. m

Encerraremos esta se¢do com algumas consequéncias imediatas deste teorema.
Como no teorema, nos corolarios abaixo assumiremos que K = Q(/n ).

.. 2 . g .

Coroldrio 1: Se n = (2qt)" + 1 é livre de quadrados, com q primo e t > I ¢
inteiro, entdo i, > 1.

Demonstragdo: Com efeito, como » = 4¢°’ + [ entfon = 1.

Observe que se g = 2 entdo n =,/ e se ¢ > 2 entdo [5) :(é) =].
Observe amdaque r =/ em = 2qt > 2, pois t > 1.

Assim segue do teorema 4 que b, > 1.

;. 2 r g , . v
Corolidrio 2: Se n = (tg) +4 é livre de quadrados, onde g é um primo impar e
t 23 é um inteiro também impar entéio h_> 1.

Demonstracdo: De fato, observe os dois caso abaixo:

(@n=1
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Comom:tqentéioq\m,q>2e(§)

Tambémr =4em =ig >q.

() n#,l.

Note que 2 <7 = 4 <m, uma vez que m = 9.
Assim, segue do teorema que &, > [.

O corolario abaixo, ¢ o analogo do coroldrio 1 para o caso n = 3.

Coroldrio 3: Sen = (2t)2 — 1 ¢ livre de quadrados, onde t > 1, entdo h_> I.
Demonstracdo: Realmente, sendo n = (292 —1=4¢ -1, segue que n =3,
Também, temos que 2 <r = -/ <m, uma vez que m > 4.

Assim do teorema acima, segue o resultado. -

Corolirio 4: Se n = 97 — 2 é um inteiro tmpar livre de quadrados, onde t > |,
entdo h > 1.

Demonstragao: De fato, temos n #,4, r = -2, m>3 em = 9¢ =,0, donde segue,
pelo teorema, que i, > 1.

Corolirio 5: Se n = ¥ + 21 é livre de quadrados, com | > I inteiro impar tal que
[|tetépar, entdoh > 1.

Demonstragdo: Com efeito sendo n par, entdo n # /.

Neste caso temos I <r =2l<m=1¢ ,umavezquel>Iequel<tel <t

Temos também r # -2, obviamente, € m > 2. Entéo, segue o resultado.

3 - Comentdrios sobre a Literatura pesquisada referente a este Capitulo

O primeiro resultado deste capitulo, lema 6, ¢ uma

generalizagdo do [14, lema, pagina 70] ¢ [1, lema, pagina 218]. Ambos tratam
de condigdes necessarias para a solubilidade certas equagdes diofantinas, ou de
outra forma, tratam de condigbes suficientes para a nfo solubilidade dessas
equacoes.

No primeiro lema, [14], as equagdes sdo do tipo A" — (m’ + 4 B =+ 4,
enquanto que no segundo [1] sdo do tipo A” — (m’ + 1 )B2 =1, onde m e f sdo
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inteiros positivos com ¢ ndo quadrado. Ambos os textos tratam do mimero de
classes de corpos ciclotdmicos.

Observamos que em [17, pagina 8] existe uma tentativa de
generalizagdo dos lemas acima referidos cujo enunciado € o que se segue:

« LEMA 1.1. Seja n = m? + r, livre de quadrados, onde m e r sdo inteiros
positivos tais que v | 4m, e ¥ € (0,m]. Também suponha t um inteiro positivo ndo
quadrado. Se a equagdo A? —nB* = 1t tem solugdes inteiras entdo

(i)r=1et>2m, ou

(ii) r = 4, t =0 (mod4) e (t/4) = m, ou
(ii)rzl, 4et2r.)

No entanto, tal resultado ndo ¢ verdadeiro. Com efeito, tome

n =25 + 4 e entdo teremos que a equagio 4° — 29 B’ = -257 tem solugfio inteira,
a saber a = 2 e b = 3. Mas observe que 1 =, / muito embora tenhamos » = 4 !

Além do resultado anterior ser falso na generalidade
pretendida, observamos também que, no decorrer de sua demonstragdo, o autor
usa inadequadamente a técnica de "minorar’ uma solugio de uma equagdo
diofantina por sua solugdo minimal, conforme veremos a seguir:

(( Ao assumir que a equagdo A° —nB? = £ t tem solugéo inteira, o autor considera
u e v escolhidos de forma que v’ — nv’ = + ¢, com u 2 0 e v 0 menor valor inteiro
possivel tal que v > 0. Depois de afirmar que

N([H[Zm" +r]_2mvn]+(2mu—v(2m2 +r)]\/;] a4y
r 2 2

o autor conclui que devido a escolha de v tem-se que

2mu —v(2m’ +r)|
r |

2v. )

Mas para que tal majoragdo tenha sentido devemos ter,
necessarlamente, que

H(Zmz + r] _2mvn

2mu —v(2m’ +r), .

Z,
r

F ¥

eZe'

pois estamos trabalhando com as solugdes inteiras da equagio A —nB’ =+t ou
seja, solugbes do tipo x + y+/n, onde x, y € Z
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No entanto, se¢ considerarmos n = / 5%+ 12 teremos que a
equagio A* — 237B" = -233 tem solugiio minimal # + v+/n = 2 + +/n. Mas por
outro lado, neste caso temos que

2mu —v(2m’ +r)|:‘2m(u-vm) M_J' 2‘30 .(_13)|: 134 .z

r r 2 | 4

O teorema 4, [17, teorema 1.1, pagina 8], por sua vez,
generaliza [1, teorema 1, pagina 217], [14, teorema 1, pagina 70], [24, teoremas
le 2] e [25, lemas 2,4 ¢ 5, pagina 219] através de alguns de seus corolarios.
Com efeito, o [1, teorema 1] eo [25, lema 4] sdo exatamente o Coroldrio 1 do
teorema, assim como [12, teorema 1] ¢ o Coroldrio 2.

Por outro lado, o Coroldrio 3 generaliza [25, lemas 2 ¢ 5] uma vez que esses
lemas garantem que k, > [/ para n positivo, livre de quadrados e da forma
n= (lé‘z‘q)2 — 1, com q =, I e primo ou da forma n = £ — 1 =4gl + 3 onde
q =,,d, 11 ¢ um primo tal que g < 2t + 2.

Finalmente, o Coroldrio 4 ¢ uma generalizagio de [24, teoremas 1 e 2] Ja que
esses teoremas garantem que k, > [ nos seguintes casos: # primo da forma
(3(8t + 5))° — 2, onde 12t + 7 é primo e ¢ = 0, ou n primo da forma
(3(8t + 7))° = 2, com 12t + 1] também primo e 7 > 0, respectivamente.

Observamos que os textos 24 € 25, a exemplo dos textos 1 e 14, tratam de corpos
ciclotémicos.

4 - O nuimero de classes de corpos quadrdticos reais

A tabela que se segue, nos da o niimero de classes de Q(vn ) para diversos
valores de » tais que n = 1.
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Tabela Il

n m P hx
65 8 2 2
85 9 3 2
145 12 2 4
229 15 3 3
257 16 2 3
401 20 2 5
445 21 3 4
577 24 2 7
733 27 3 3
785 15 3 3
1093 16 2 3
1297 20 2 5
1601 21 3 4
1937 24 2 7
2029 45 3 7
2305 48 2 16
2605 51 3 8
2705 52 2 8
3137 56 2 9
3601 60 2 20
3973 63 3 6
4097 64 2 10
4765 69 3 6
5185 72 2 20
5629 75 3 12
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6401 30 2 1 12
6565 8] 3 4 8
7057 84 2 1 2]
7573 87 3 4 9
7745 88 2 1 12
8465 92 2 1 14
8653 93 3 4 8
9217 96 2 1 18
9805 99 3 4 12

A tabela acima fo1 extraida de [17, pagina 10].

A proxima tabela, assim como a anterior, nos fornece o
niimero de classes de Q(vn ) para alguns valores de n, sé que desta feita » ¢ tal
que n# = 42,3

Tabela IT1
n r m h,
10 1 3 2
15 -1 4 2
26 1 5 2
30 5 5 2
34 -2 6 2
35 -1 6 2
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n r m I,
39 3 6 2
42 6 6 2
79 2 9 3
82 1 9 4
122 1 11 2
170 1 13 4
223 2 15 3
226 1 15 8
230 5 15 2
290 1 17 4
327 3 18 2
362 1 19 2
439 -2 21 5
442 1 21 8
530 I 23 4
579 3 24 4
626 | 25 4
727 2 27 5
730 ] 27 12
842 ] 29 6
903 3 30 4
962 1 37 4
1087 2 33 7
1090 1 33 12
1093 3 33 5
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n r m h,
1226 1 35 10
1230 5 35 4
1370 1 37 4
1767 3 42 4
2210 1 47 8
2919 3 54 8
3722 1 61 10
4359 3 66 10
5626 1 75 28
5630 5 75 10
6562 I 81 16
6890 1 83 16
7567 2 87 12
7922 1 89 8
8647 2 93 13
9026 1 95 16
9219 3 96 12
9410 1 97 20
9799 -2 28 18

Esta tabela extraida de [17, pagina 12].




CAPITULO 3

NORMAS DE INTEIROS ALGEBRICOS E NI'J'MERO DE
CLASSES DE CERTOS CORPOS QUADRATICOS

Dada uma extensdo de corpos numéricos L/K,
trataremos, neste capitulo, do problema de se determinar a existéncia
de um inteiro algébrico de K, que ndo uma unidade, que seja norma
de um inteiro algébrico de L. Voltaremos, também, a tratar do
numero de classes de determinados corpos quadraticos
estabelecendo desta feita condigdes suficientes para que um dado
inteiro ¢ seja divisor de &, onde, novamente, /, serd o nimero de
classes de K = Q/n), onde » é um inteiro negativo, livre de
quadrados, € da forma n — ¥’ - 4m' ou n = ¥ - &, com a impar.
Garantiremos, também, que se » ¢ um infeiro negativo, livre de
quadrados, tal que n #, 5 e n = -1, -2, -7, entdo o numero de classes

de Q(+/n) é ndo trivial.

1 - Normas de inteiros algébricos

Dada wuma extensdo de corpos numéricos LK,
estabeleceremos nesta secdo, através do proximo lema, condigdes necessarias e
suficientes para que um dado inteiro algébrico de K, o qual ndo é uma unidade,
possa ser a norma de um inteiro algébrico de L.

Usaremos a mesma simbologia dos capitulos anteriores, logo
I, ¢ I, denotardo, respectivamente, os anéis dos inteiros algébricos dos corpos
numéricos dados K e L, enquanto que &, € h _denotardo, respectivamente, o
mamero de classes dos mesmos corpos numéricos K e L.

Por outro lado, %, ¢ ‘%, denotaréo, respectivamente, o grupo

de unidades de I e I,. Além disso, se 4 ¢ um ideal primo de I, e se P ¢ um

52



ideal primo de I sobre 4, isto &, tal que P I = 4, entdo f( 9P /s ) denotard o

grau de inércia de 2 de L sobre K.
Usaremos também o conceito de norma relativa de um ideal

de L na extensdo I/K ¢ esta sera denotada por NUK( ).
Sabemos que tal conceito coincide com o conceito de norma de um ideal, que

denotaremos simplesmente por N( ), quando K = @ ( nesse caso ¢ costume se
referir a essas normas como rorma abseluta ). Finalmente, faremos uso,

também, do simbolo < o > para denotar o ideal principal gerado por ¢

Lema 8: Sejam K < L extensoes finitas de Q fais que para cada unidade
Sundamental u € U, existe uma unidade v € U, tal que NUK(v) =u.
SejaBe L, comB=wpy-. By, ondecada B, i=1,...r éum elemento primo
del ewe U,.

Entdo, existe o € 1 tal que NUK([X) = B se, e somente se, as seguintes condi¢des

forem satisfeitas:
(@) Para cada i = 1,...,r existem inteivos positivos bf; e ideais primos 9 de 1,
Az

tais que B N N = p,= <P, >ea, = Yb f,, onde f, =f(Plp,) é o grau de
;
inércia de 9 de L sobre K.
(b) ﬁn@f” é principal.
i=l
Demonstragdo: (=)

Seja B de acordo com as hipotese exigidas e tome o« € I tal que NUK((X,) =B.

Considere, agora a decomposigo do ideal < o > como produto de ideais primos
distintos P, de 1,.
Asgim,

<o =

5 E

donde segue que
NUK(< a>)=N_(al) =N () =< B>,

conforme proposicio A1l do Apéndice.

Logo temos que
<p>=N (<a>)=[IN, (B)" (29)
j=1
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Mas se paracadaj = 1, 2, ..., s tivermos @}.m I, =dcg = f( @j,/c{j) entio a
proposicdo A12 do Apéndice nos garante que NM( @}. ) = 4%, logo, de (29)
segue que
<p>=[]4". (30
j=1

Observe queos &,/ =1, ..., 8, podem nio serem todos distintos.

Neste caso, suponha, sem perda de generalidade, que &, &, ,..., &, (¢ < ) sejam
os ideais distintos dentre os ideais &,, o, ,..., #,,...,,. Paracadai = [, 2, ..., ¢
seja §; o conjunto de j € {/, 2, ..., s} tal que @jm I, =4,

Assim, segue de (30) que
t
N (ca>)=<f>= T[4 ,ondec, =3 b -g paracadaj=1, .., ¢
F=i i8S
Entdo, pela unicidade de fatoragdo dos ideais de I, ,0 resultado segue se, depois

de uma possivel renumeragfio dos 1deais #,, tomarmos 4, = #, ¢ a, = ¢,, para
i=1..,r.

(=)
Seja f € I, com B = wf} - -B", onde cada B, i = I,....7, € um elemento primo
del _ewe %,

Suponhamos que as condi¢des (a) e (b) ocorram.
Por (b), existe y € 1, tal que

<y>= %"

i=! i,

" r b
Observe que, entdo N (< y>) = HIIN, (P)".

i=l i,

Mas, ch( 9? )= ,sl.f’f , segundo proposicdo A12 do Apéndice, logo

NUK(< '}, >) = Hnﬁfﬁjbij = HA": .
i={ i i=]

Desta forma,

N (y)= u, [ B, para alguma unidade u, € ‘%, .
i=1

HAfirmacdo: Se v € U, entdo existe € U, tal que NUK( n)y=v.

Demonstracio: Observe, inicialmente, que se £ € X ¢ uma raiz m-ésima de / (e o
postode %, ¢r21)euc U, ¢unidade fundamental, entdo Lu ¢ também
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unidade fundamental. Neste caso, por hipotese do lema, existem 8, e 8, € U,
tais que NUK( B )=u eNUK( B,)=2Cu.
Com 1sso,

N (B’.B)=N_(B")N _(B,)=¢

Agora de maneira geral, se v € ‘%, entio v € produto de uma raiz m-ésima de J
por um pamero finito de unidades fundamentais de ‘%, logo qualquer v € ‘%, €

norma de algum elemento de ‘%, .4

Sendo u, e w elementos de ‘%, , pela afirmagdo anterior segue que existem

n, e 1, e@{]{ tais que NUK( n)=ue NUK( n, ) = W e assim, como
N (1)=u []B}, segue que

=i
N (yn,'n,) = 1B w=w.[]Br=B.
i=l i=1

Assim segue o resultado.g

Como, neste trabalho, estamos interessados fortemente nos
corpos quadrdticos, temos, particularmente, 0 seguinte resuitado:

Coroldrio 6: Sejam I = Q(\/E ), K = Q e p um primo
racional. Entdo, existe o —=a+ bn e I, tal que p = N( &) se, e somente se,
os primos Pde 1 tais que Z M PP = p Z sdo principais e p ndo é inerte em L.

Demonstragio: Nada temos a demonstrar, uma vez que sendo p = p’ a
decomposigdo de pem I segue que r = I e a, = I, donde /' ( P/ p.Z) = I para
cada @ primo de I, tal que Zn P=p.Z. -

Observamos que o lema anterior tem relevincia em questdes
relativas ao numero de classes de corpos quadraticos. Note que no decorrer da
demonstragio do feorema 3, capitulo 1 ¢ do feorema 4, capitulo 2, usamos
algumas vezes o fato de determinados inteiros racionais serem normas de inteiros
algébricos e isso nos assegurou que k> /. Desta forma veja, entio, o seguinte
resultado:

Coroldrio 7: Seja o€ 1, g U, . Se a condicdo (a) do Lema 8 ¢é satisfeita,
mas o ndo ¢é norma de algum elemento de |, entdo h > 1.

Demonstragdo: De fato, a afirmagdo € trivialmente verificada, uma vez que nas
condigdes acima o ideal indicado na condi¢édo (b) do Lema 8 néo sera principal. -
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2 - Certos corpos quadrdticos imagindrios

Nesta secdo, estabeleceremos condigdes suficientes para a
divisibilidade do nimero de classes de certos corpos quadraticos imaginarios.
Assim sendo, estaremos trabalhando com o corpo Q(~/n ), onde » € um inteiro
negativo livre de quadrados ¢ da forma n — * — 4m‘ oun = ¥’ — o, onde a é um
inteiro impar.

Voltaremos, também, a tratar de corpos quadraticos K tais que
numero de classes, k&, ¢ tal que h, > 1. Desta feita, porém, estaremos
interessados em corpos quadraticos imaginarios.

No primeiro resuitado desta segdo, estaremos trabalhando,

fortemente, com elementos o = x + y v/n € I, tais que m.dc.(x, y) = 1, se
x,ye Zoumdc(2x 2y ) =1,sex, y 2Z Tais elementos serdo chamados de
elementos primitivos.

t

Teorema 5: Sejam v, m e t intejros positivos tais que m, t > l en = ¥ — 4m

é livre de quadrados e negativo. Considere K = Q(/n). Se m® ndo ¢ norma de
um elemento primitivo de X, sempre que c divide propriamente t, entdo t | b, .

Demonstragio: Observe, inicialmente, que » ¢ impar, pois do contrario teriamos que
4 | n, o que contraria o fato de » ser livre de quadrados. Assim #* =,/ donde
concluimos que n =,/.

Considere agora a decomposi¢io de m em fatores primos distintos
m = p;-..-p}, com cada a inteiro positivo, para cada i=/, 2,..., s.

#Afirmacdo 1: Para cada i = 1, ..., s, existe ideais primos P e B del,
Pz B, taisquep I, = P B ..

Demonstragdo: Se p = 2 entdo n = ¥’ — 81 para algum [ € Z.

Mas sendo # jmpar, temos que r =,/ ou r =,3 e assim »° =1, donde n =/

Assim, temos que o ideal 2-I, de I, se decompBe em K,

Se p, > 2, entdo p Jn, pois do contrario p | ¥ € como ¢ > I entdo n teria um fator

quadrado.
Assim, ¢como
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segue que o 1deal p -I de I, se decompde em K.

Assim em ambos 0s casos (p,=2ep, #2)seguequep I, = P B  onde P
e @B  slo ideais pnimos distintos de K, uma vez que o ideal p I, se decompde
em K. j

Suponha, agora, por absurdo, que d = m.d.c.(t, b _) onde t > d, ou seja, suponha
que tfh, .

Por hipétese, como d | ¢ e d # £, m? ndo é norma de um elemento primitivo em I .
Por outro lado,

e [" —ﬁ]{r +2\/;) > <prpi> =

2

= (B B (P B

#Aﬁrmacfio 2 : Para cada i=1,...,s, temos que 9?{_ divide somente um dentre os

r+an T N .
2 2

Demonstragdo: Suponha o contrario.

Entfio existe J, i=1,...,s, tal que

_r+vn  r=n (r+n r=\nY
r2+26?ﬁien[2h2]

ideais <

e 8o .

i

Por outro lado, observe que m.d.c.{r,n) = 1 poissed =m.d.c.(r, n) = 1, tome
um inteiro primo g tal que g | d. Assim g | ¥ e g | n, donde ¢ | 4m‘. Como ¥ e n
sdo impares, entdo g # 2, logo g | m € como ¢ > [ teriamos necessariamente que
¢’ | n, 0 que contraria a hipotese de # ser livre de quadrados.

Assimm.d.c.(r,n) =1 eentdo / € P, um absurdo, pois 2, ¢ um ideal primo.

Portanto segue o resultado #
Em vista da afirmacide 2, podemos supor que

r+\F>_(@af a

onde , segundo uma escolha conveniente, P — 9{. ou D = 9B para cada

Chame o = Q% ... ‘G* ¢ agsim teremos que of "¢ principal.

Por outro lado, como m.d.c.(t, h, ) = d, segue que ut + vk, = d, para inteiros v ¢
u, donde
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oot = () (™).

Como o™ & principal, temos que o ¢ principal e assim existem a , b € Z,

a =,b tais que
ot = [“ *b\/;].l |

2 K

a+bJn
2

Com isso, existe & € I tal que N (o) = m*, uma vez que n < 0.
LK
Da mesma forma, temos que

r—n

, B d
Logo, existe ox = e I, tal que INUK(a)l = NUK( A ).

< = (T V),
onde segundo uma escolha conveniente, %, = P ou ¥, = 9B para cada
i=1,..s.
¢ r—-\/;; . ol t
Se chamarmos de % = < 3 > = (YY), teremos que W é
principal.

. d , .
Assim, temos que % é também principal,
. d d ,

Por outro lado, of e % sdo comaximais, logo o e Y% sdo também
comaximais, € assim,

d d

o’ + W -1 .

Deixemos de lado, momentancamente, essa igualdade ¢ olhemos mais de perto

para ‘Wﬂ . Observamos entfo que:

a—bn
5 Iy

HAfirmacdo 3: W' - [
c+dn

d . d
Demonstragio: Como 9 ¢ prncipal, supor que, ¥ = ( 3 J.IK onde

C,deZeczzd.

Cousidere, agora, 6. Q(vn) — O(/n) tal que
ofx +y~n)=x—yJn.

Assim, temos que
o( <~ +2‘/E>) =<l _2‘/E>,

ou seja,
t

o(est' )= W'
Como d | tentdo t = d.g, para algam g € Z, e com iss0,
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o a2t ) = | W' f
ou ainda
Mas, n 541 en < 0,assimn <-3.
Mais ainda, m > [ e t > [, assim, m' 2 4 donde

(31)

n=r—4m<¥ - 16,

Sendo entfio n < -3 temos que ‘%, = {£ 1}, logo de (31) segue que

ct+dn _ a—bVn
2 -2
¢ assim segue o resultado. 4
a +bn

Com esses dados, teremos entdo que o = ¢ um elemento primitivo, pois

2
do contrario existiria um primo p tal que p | @ ¢ p | b e neste caso teriamos entdo

p
que e + c p.I, um absurdo !

Sendo & um elemento primitivo temos, entdo, que & ¢ um elemento primitivo cuja
norma é m’, 0 que contraria a nossa hipétese wna vez que d | .
Assim, segue o resultado. g

Vejamos algumas consequéncias do teorema acima. Ainda
denotaremos K = Q(v/n ).

Coroldrio 8: Sejan = ¥ — 44’ , negativo e livre de quadrados com t e g primos
impares. Se um dos ideais primos P de X tais que Z N P = q Z ndo é
principal, entdo 1 | h,.

Demonstragio: De fato, o resultado segue diretamente do feorema 5, visto que pelo
coroldrio 6 temos que g nfo ¢ norma de elementos de I. -

O corolario que se segue € outra consequéncia do teorema 5 ¢
na pratica mostra-se mais util que o proprio teorema. Na tabela IV, na ultima
se¢do deste capitulo, encontram-se exemplos de aplicagéo deste resultado.

Coroldrio 9: Seja n = v — 4m', negativo e livre de quadrados, com r, m, t
inteiros positivos tais quem > 1 et> 1. Se ¥ <4m™-(m — 1) entdo t | h,.
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Demonstragdo: Com efeito, o resultado segue do feorema 5 se provarmos que m°
nio € norma de um elemento primitivo de I, para cada divisor préprio ¢ de f, e
observarmos que da hipdtese # <4m"™ (m — 1) segue que

n= 1 —4m<-4m <0,

Suponha por absurdo que existe a, b, ¢ € Z tais que ¢ | f, ¢# f, com
mdefa b)=1ouled —nb’=4m".
Nos temos que — nb’ < 4m° , donde segue que

dm’ > b (¥ —4m') = 4m'b’ - Fb’
ou ainda

b + am® > Am'b? (32)
Por outro lado, & # 0, pois se b = 0, como m.d.c.{a, b ) = Iou 2 entdo ¢ = I ou

a = 2 e isto nfio é possivel, visto que teriamos também & — 4m° e m > 1.
Logo de (32) segue que

r? I

4m' ' m b’ o (33)
Mas por hipotese,
m—12- ; _ (39)
e como ! 2 ¢ + [ segue que
Pt (35)
Assim por (34) e (35) segue que
r 1

m=(m-1)+12 I + i
0 que contraria (33).
Esta contradigdo estabelece, pois, o resultado. ~

Observamos que a hipétese do corolario acima ¢, realmente,
uma condigdo basica para que ¢ | &, pois, por exemplo, se ¥ = 11, m = 6, t = 2
entdon = ]I — 4.6° = -23 e neste caso h, = 3.Assim vemos que ¢ ndo ¢ divisor
de .
Note que neste caso ¥ = 121 > 4m" (m—1) = 120.

No caso de r = I, o coroldrio 9 produz o seguinte caso
particular:
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Coroldrio 10: Seja n = 1 — 4m' um inteiro negativo livre de quadrados com
m > | etumprimo. Entdo t | h_.

O proxmmo resultado ¢ um teorema com o mesmo teor do
feorema 5, s6 que agora trataremos com nimeros inteiros negativos, livres de

quadrados ¢ da forma n — #* — &', onde a ¢é um inteiro positivo impar. Mais uma
vez, K denotara o corpo quadratico Q(v/n).

Teorema 6: Seja n um inteiro negativo livre de quadrados da forma
n=r—d,comr>0t>1ea>1inteiros. Se aé impar e & ndo é norma de
um elemento primitivo de I, para cada divisor prdprio b de t, entdo t | h_.

a

Demonstragio: Seja a = pi-...p* a decomposi¢do de a em fatores primos
positivos.

Observe que paracada i = 1, ..., s, p, ¢ impar.

Mais ainda, observe também que

(7E)-5)-

Assim, segue que o ideal p I de L se decompde em K, ou seja, p [ I, = P B
onde P e B  sdo distintos ¢ sdo os unicos ideais primos de K cuja norma é p .
Por outro lado,

I !
<a>'=<(r—n?)(r+n?)>=<pi. p>'=

_ (@a’, ) %Jq )r_m‘(?ia, ] @gaj)f .

#Aﬁrmagﬁo: Para cada i=1,....s, temos que @j divide somente um dentre os
K i

ideqis <v +n> e <p—n2>,

Demonstracdo: SUpor que existe 7 tal que

! I
P |l<r+n’> e P |<r-n’>

Assim, teremos que

! i
r=(r+n?) +(r-n’)e P

i 1 3
dn=((r+n?))~((r-n?)) € P,
donde m.d.c.(2r, 4n) e P _.
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Observe que m.d.c.( ¥, n ) = I ( Com efeito, se m.d.c. (7, n) # I, existinia um

primo g tal que g | m.d.c. (v, n) e entio g | ¥ e g | n, donde ¢ | a. Assim, como
t > [ entdo ¢° | n o que contraria o fato de » ser livre de quadrados. )

Entdo temos que m.d.c.(2r, 4n) = 2ecomisso 2 e P I, .
Como I, é um dominio de Dedekind entdo podemos conclurr que 2 | a, um

absurdo, visto que @ ¢ um inteiro impar
Em vista dessa afirmagdo, para uma escolha apropriada de D, = P, ou P, = B,
paracadai = /,...,s, temos que

H

<p+n’> = (G G),
Chame o = Y -.. 9" ¢ a demonstragio segue andloga a demonstragdo do

teorema 5. g

Temos para # = ¥ — d negativo e livre de quadrados com
r> 0 t>1e¢a> 1 inteiros e a impar, um resultado tdo pratico quanto o
coroldrio 9 do teorema 5, a saber,

Coroldrio 11: Seja n um inteiro negativo e livre de quadrados da forma
n=r —d,onder> 0, a>1et> ] sio inteiros. Se as condi¢des

(i) Sea=3entGot#3 et #4;

(ii) a é impar;,

(i) <d'(a-1);
sdo simultaneamente satisfeitas entdo t | b
Demonstracéo: Com efeito, tendo em vista o teorema anterior, basta mostrarmos
que @® ndo é norma de um elemento inteiro primitivo, onde b é um divisor proprio
qualquer de ¢.
Suponha, pois, que para algum divisor proprio b de ¢ tenhamos que a” seja norma
de um inteiro primitivo.
Podemos entfio, sem perda de generalidade, supor que 4a° = x° — ny”, para algum
x,ye Ztalquemdce(x, y) <2

Observe que da igualdade 4a° = x° ~ ny?, obtemos que 44° > —ny’, donde segue

que
4> V(P -d)=dy -y r

ou ainda

ad+yr>dy.

Novamente, como no coreldrio 9, como m.d.c.(x, y ) = I, ou 2, temos que y # 0,
logo

62



B, 2.2
4a g ~= 7 éf-b-} . (36)
ya va a

a <

#Afirmacdo: 4 < y’a™".
De fato, suponha que 4 > y°a
Entdo, necessariamente, teremos

i—b-1

y=1Lt-b-1=lea=20ua=3.

Mas, por (ii), a é impar, logo teremos que a = 3.

Por outro lado, b | ¢, ou seja ¢ = kb, para algum &k € Z, entdo se { — b = 2 segue
que kb —b =2,donde (k—1)b=2,0queforcaque k-1 =1eb=2 ou
k—-1=2eb=1 dondeteremosqueb =2et=4 ou b=1I1ct=23.

Mas como a = 3, esses valores de ¢ contradizem a hipotese (3).

Assim temos a desigualdade desejada.

Em vista dessa afirmag¢éo, temos que
2 1-b-1

Ya _>i

e assum, segue de (36) que

Assim temos que ¢ nfio € norma de um elemento inteiro primitivo, onde b é um
divisor proprio qualquer de ¢,
Logo do teorema 6 segue o corolario. -

Na fabela V, no final deste capitulo encontramos exemplos de
aplicagdo deste resultado.

Finalizaremos esta se¢do abordando mais uma vez o problema
do anel I de inteiros algébricos de determinados corpos quadraticos K ndo ser
um dominio principal.

Desta vez nos ocuparemos de certos corpos quadraticos imaginarios e novamente
mostraremos que o grupo de classes de ideais de 1, ¥, , ndo ¢ o trivial.
Vejamos, pois o resultado pretendido:

Teorema 7: Se n é um inteiro negativo livre de quadrados é tal que n #, 5 e
n#-1,-2e-7, entdo > 1.
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Demonstragdo: Suponha que k= 1.

Como por hipotese n#, 5, entdo a decomposigdo de ideais em corpos
quadraticos, Teorema A6 do Apéndice, nos garante que o ideal 2.1 de I nfo é
inerte em K. Assim, o ideal 2.1 se decompde ou ¢ ramificado em K, ou seja,
21, = 2 °, onde P ¢é o tnico ideal primo de I, cuja norma ¢ 2, ou
21 = 9.9 ,onde P e B sdo ideais primos distintos ¢ sdo os {inicos ideais
primos de I cuja norma é 2.

De qualquer maneira, como estamos supondo /, = /, existe o € I tal que

I(N{o}] = N(P) = 2.

Mais ainda, como 7 < 0 entdo N(a) > 0, € assim,

Joee I tal que Moy = 2. (37)

Desta forma, temos dois casos para discutir: n #, [ e n = 1.
Quando n #, ! temos, pela afirmagdo (37), que existem a, b € Z tais que

&’ —nb’ = 2, uma vez que neste caso

I ={x+yJ/n,comxyeZ}.

Quando n =/, e ai na realidade, pela hipdtese, n =,/ ,temos pela afirmagdo (37)
que existem a, b € Z tais que @ —nb’ = §, uma vez que neste caso

[ gzt
K 2

Note que a equagdo o’ — nb’ = 2 tem sentido apenas para n = -1 e n=-2 ( lembre
que n ¢ negativo ), enquanto que a equagdo a’ — nb’ = 8 faz sentido para
n=-1-2..-7.

Como no primeiro caso temos n = , 2,3, entdo ambos valores -/ e -2 sfo
verdadeiros.

No segundo caso, como n =/, temos que apenas o valor n = -7 faz sentido.
Logo, n = -1, -2 e -7 e assim temos uma contradi¢do, donde segue entdio o
resultado.g

,ondex,ye Zex=,y }.

3 - Comentdrios sobre a Literatura pesquisada referente a este Capitulo

Conforme ja dissemos, o lema 8 tem relevincia em certas
questdes que envolvem o nimero de classes de determinados corpos quadraticos.
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Um reforgo a mais para cessa afirmagdo podera ser encontrados em

[16, teorema 2.6, pagina 426].

Observamos que algoritimos finitos para encontrar nimeros
algébricos cuja norma é um dado numero racional podem ser encontrados em

[3, pagina 119] e [7] Esses algoritimos assumem a existéncia de tais numeros
algébricos.

Mais uma vez observamos que nesse sentido o lema 8 difere desses dois
resultados, uma vez que o mesmo fornece condigbes necessarias e suficientes
para a existéncia de inteiros algébricos cuja norma é um dado inteiro algébrico.

O reorema 5 generaliza [4, teorema] ¢ resultados contidos em
[8]. Mais precisamente, os coreldrios 8 ¢ 10 sio resultados tratados em [4] e

[8], respectivamente.

Notamos que a demonstragéo de [17, teorema 2.1, pagina 15]
contém um erro de impressdo na 9° linha, a saber,

; I J Y2
ran’s +r—né ren’ pon’ i .,

= en= -~ estioem p .
2 2 2 2 b

L

2

quando , na realidade, deveria ser

2
rn’ +r—n% F+n’t  p—n’ -
3 5 5 3 estdo em 4.

( . ideal, enquanto que p, € Z).

Por outro lado, existe na demonstragio de

[16, lema 2.1, pagina 13], a mnecessidade de se escrever o ideal
< B >= []>* como produto de ideais distintos, uma vez que os #'S podem ndo

k=i
ser em todos distintos. Para tanto, o autor usa o seguinte procedimento:
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""Para um j fixado, seja SJ o conjunto de k € {1,...,s} tais que 7.~ 7, Assim, tem-
seque [] 57=< B> ondec, =Zkesjbkgk M
Observamos que por tal procedimento ndo é claro que o produto E.g;j tem

como fatores apenas ideais distintos uma vez que j ¢ um inteiro tal que
1 £j <5 que € fixado sem restri¢do alguma.

4 - O numero de classes de corpos quadrdticos imagindrios

As tabelas desta segdo sdo aplicagdes do teorema 5 e do
teorema 6.
Mais precisamente, a tabela a seguir é uma aplicagido do feorema 5, através do
seu coroldrio 9 .
Ela nos da o nimero de classes de K =Q(/n ) para diversos valores de n.
Observe que no caso em que » = I ( corolirio 10 ), temos que n =, /.

Tabela IV
r m t -n h,
1 2 2 15 2
29 6 3 23 3
1 2 3 31 3
1 3 2 35 2
9 2 5 47 5
7 2 5 79 5
13 8 2 87 6
3 5 2 91 2
7 6 2 95 8
5 2 5 103 5
1 3 3 107 3
5 6 2 119 10
1 2 5 127 5
1 6 2 143 10
3 7 2 187 2
1 7 2 195 4
43 8 3 199 9
25 6 3 239 15
3 8 2 247 6
47 5 4 291 4

(o
(o))



r m ] -n I,
1 3 4 323 4
23 6 3 335 18
41 8 3 367 9
11 2 7 391 14
9 2 7 431 21
7 2 7 463 7
175 6 5 479 25
1 11 2 483 4
5 2 7 487 7
3 5 3 491 9
1 5 3 499 3
511 2 16 1023 16
31 2 9 1087 9
157 3 8 1595 16
11 2 9 1927 18

9 2 9 1967 36
7 2 9 1999 27
277 2 9 2003 9
3 2 9 2039 45
I 2 9 2047 18
349 2 15 9271 60

A tabela acima foi extraida de [1 7, pagina 17] :

A proxima tabela nos da exemplos de aplicagtes do reorema
6, através de seu coroldrio 11. Observe que para »n temos valores negativos tais
quen =,1,2ou 3.

Tabela V
r a t -n h,
2 5 2 21 4
2 15 2 221 16
2 15 3 3371 21
100 7 5 6807 40
20 3 7 1787 7
1 3 7 2186 42
7 3 7 2138 42
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r a { -1 h,
19 3 7 1826 56
13 3 7 2018 28
100 3 9 9683 i8
410 3 11 9047 88
1259 3 13 9242 78
3787 3 15 7538 60
2 3 8 6557 48

A tabela acima foi extraida de [17, pagina 18].
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CONSIDERACOES FINAIS

Os principais resultados obtidos neste trabalho foram:

(1) determinagdio da unidade fundamental dos corpos quadraticos Q(vm’ +r),
onder|4me -m<r<m;

(2) condigdes suficientes para que o mimero de classes dos corpos quadraticos
reais do tipo Q(vm’ +r), onde r | 4m e -m < r <m, ndo seja trivial;

(3) condigbes necessarias e suficientes para que um dado inteiro algébrico, que
ndo uma unidade, seja norma de um inteiro algébrico, numa dada extensfio de
COrpos NUMETrICOoS;

(4) condi¢Bes suficientes para a divisibilidade do mumero de classes do corpo
quadratico imaginario Q(\/E ), onde n = r° — 4m’, por inteiros racionais;

(5) condicbes suficientes para a divisibilidade do nimero de classes do corpo
quadraticos imaginario Q(+/n), onde n = ¥’ — 4, com a impar, por inteiros
racionais;

(6) condigdes suficientes para que o mimero de classes dos corpos quadraticos
Imaginarios ndo seja triviai.

Observamos, novamente, que embora estes resultados digam
respeito 4 Teoria Algébrica dos Numeros, pois tratam de nimeros de classes, de
normas ¢ de unmidades, alguns resultados intermedidrios sobre equagdes
diofantinas foram também estabelecidos.

Gostariamos de mencionar que podemos encontrar em [3]
maneiras de se calcular efetivamente o nimero de classes de determinados corpos
de numeros algébricos. No entanto, praticamente tal calculo s6 ¢ possivel em
casos bem simples.

Além disso, podemos encontrar em [3] ou em [15] formulas

para se¢ obter o mimero de classes para quaisquer corpos numericos, € em
particular férmulas explicitas quando se tratar de corpos quadraticos. Tal

69



abordagem é feita através de métodos analiticos sendo nela utilizada a fungdo
Zeta de Dedekind.

Finalizamos mencionando, que trabalhos recentes ainda tratam
do problema de se determinar o nliimero de classes de corpos quadraticos do tipo
O(vm® +r1), com ¥/ 4m ¢ -m < r < m, estudados neste trabalho. Um exemplo
dessa afimmacio é o artigo de Ming-Guang Leu, publicado no Bull. London Math.
Soc., 24 (1992), 309-312, no qual sfo estabelecidas condigdes suficientes para

que o corpo quadratico @(~'m’ + 4) tenha numero de classes igual a 2.
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APENDICE

Discutiremos neste apéndice alguns dos pré requisitos
necessarios para a leitura deste trabalho, enfocando as definigdes e
resultados usados no decorrer do mesmo. Assumiremos, sem
qualquer citagdo, as nog¢des basicas sobre corpos, anéis ¢ médulos ¢
as propriedades elementares de congru€ncias.

1 - Equagdes Diofantinas de 2° grau.

Definicio 1 Se].af_(XJ,, X, X,,_) um polindmio nas variaveis X, X, ..., X
com coeficiente inteiros ou racionais. A equagio

f(X, X, .., X)=0 (AI)
¢ chamada de equacdo Diofantina de grau n.
Neste caso, a n-upla (x,, x,, ..., x ) de numeros inteiros ou racionais tal que

Sx,, x,, ..., x ) = 0¢ ditauma solugdo para (A).

Em geral, as equacdes (A1)} sio tratadas de forma que seus
coeficientes sejam infeiros e também s3o consideradas apenas as solugdes
inteiras. Particularmente, neste trabalho, utilizaremos equacdes diofantinas do 2°
grau do tipo:

XZ—nY‘?:r, comn, t € L. (A2)

No caso dos inteiros x, y serem tais que x° — ny’ = {
trataremos o par ordenado solugdo (x, y) como a solugdo o = x + y/n de (A2).
A definigdo a seguir pode ser encontrada no proprio texto:

2

Definicao 2: Se a equagiio {42) tem solugdo, dentre todas suas solugdes, a
soluglio o = x -+ y«/; , tal que x ¢é mteiro positivo ¢ y € o menor inteiro positivo
possivel, € dita solucdo minimal ou solucdo fundamental de (A2).
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2 - Restduos quadrdticos.

Defini¢cdo 3: Seja n um inteiro ndo nulo e a um inteiro tal que m.d.cfa, n) = 1.
Dizemos que a ¢ um residuo quadratico médulo » se, e somente se, x’ = até
soluvel.

Observamos que estaremos denotando por @ = & o fato de a ser congruo a b
modulo 7, onde ¢, b, n sdo nimeros inteiros quaisquer, com 1 > 0.

Definicdo 4: Seja p um primo impar. Definimos o simbolo de Legendre da
seguinte maneira:

(%) = [, quando a ¢ residuo quadratico médulo p

a . ’
(E] = -1, quando a néo ¢ residuo quadratico modulo p.

Propriedades elementares do simbolo de Legendre:

Sejam p e g primos impares distintos e a ¢ b inteiros relativamente primos com p.
Entao:

I-) Se a = b entdo (EJ = (EJ
i P P

SEIEHE)

(p=1)(g-1)
] =(-1) * .(leidareciprocidade quadrditica )

72



As demonstragbes destas (e outras) propriedades do Simbolo de Legendre
podem ser encontradas em [20, paginas 135-139 ¢ 143], [21, paginas 73-79] e,
finalmente em [23, paginas 90-93].

O simbolo de Legendre (%) é definido apenas para p primo

impar. Uma generalizagdo desse simbolo, ¢ valida para qualquer niimero impar #,
¢ dada pela seguinte definigéio:

Definigdo 5: Seja a um mteiro qualquer ¢ » um mimero inteiro impar tal que

n>0emdc(m a) =1.8en=p -p,.p éa decomposigio de n como
produto de primos ( ndo necessariamente distintos ), entdo o Simbolo de Jacobi é

definido por
H _fle
n o\ Py )

onde [;] ¢ o simbolo de Legendre.
;

Propriedades elementares do simbolo de Jacobi:

Sejam # € m impares positivos tais que m.d.c(n.m, a.b ) = 1. Entdo:
o)
niln n.m
ailb a.b
S HN
3-}Sea= b entﬁo{g} = [2]
7 n n

n—t

4-) ;q =(-1)7%.

5) ﬂ (1)

6-) No caso de m.d.c.(n,m) = I, entdo

n m (n—ijfm=1)

[EJ l:;} =(-1) * (reciprocidade quadratica).
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As demonstragdes destas (e outras) propriedades do Simbolo de Jacobi podem

ser encontradas em [20, paginas 145-148] e [21, paginas 80-83]

3 - Dominios de Dedekind.

Estaremos, particularmente, interessados nesta se¢do em
corpos quadraticos, isto é, sub corpos K < C tais que [K:Q] = 2, ou ainda corpos
K tais que K = Q(+/n), para algum » € Z livre de quadrados. Se n < 0 K ¢ dito
um corpo quadratico imaginario ¢ se # > 0 teremos um corpo quadratico real.

Defini¢do 6 : Seja S um anel e R um sub anel de S. Um elemento ¢ € S € dito um
inteiro sobre R se o for raiz de algum polindmo ménico cujos coeficientes estio
em R. De outra maneira, ¢ serd um inteiro sobre R se existir um polinémio
JiX) € R [X] tal que filoy = 0. Particularmente, se S = C e R = Z, dizemos que os
numeros inteiros sobre Z sdo inteiros algébricos.

Se K = Q(+/n) denotaremos por I, o conjunto dos inteiros
algébricos de X, conjunto este que ¢é na realidade um sub anel de K que contém

Z, conforme [6, pagina 11, corolario 1.3].

Proposicdo Al: Seja K = Q(+/n), onde n & um inteiro livre de quadrados. Entdo
(@) Se n =, 2 ou n =, 3 entdo o anel de inteiros de K, I, ¢ o conjuntos dos
elementos a + b+/n, onde a, b € Z.

(b) Se n = 1 entdo o anel de inteiros de K, I, ¢ o conjuntos dos elementos

a +bn
2

A demonstragdo deste fato pode ser encontrada em [6, pagina 21, teorema 2.3]

, onde a e b sdo inteiros racionais de mesma paridade.

ou em [23, pagina 42, teorema 1].

Definicdo 7: Seja L um corpo numérico. Chamamos, por abuso de linguagem, de
unidades de L aos elementos invertiveis do anel de intetros de L.

Estas unidades formam um grupo multiplicativo, denotado por
U, ¢ podem ser caracterizadas 4 partir de suas normas, conforme a proposi¢do &

seguir:
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Proposicdo A2: Seja L um corpo numérico. Dizemos que um elemento ot € L é
uma unidade se, e somente se, ¢ for um inteiro algébrico de L e tiver norma igual
atl.

A demonstragdo desta proposi¢gdo pode ser encontrada em [23, pagina 70,
proposicio 1].

Defini¢io8: Dados um corpo numérico L ¢ seu anel de inteiros I, uma unidade
de L ¢ dita fundamental se ¢la faz parte de uma base livre da parte livre de ‘%, .

Particularmente, se # ¢ uma umdade fundamental de L ¢ £ ¢ uma raiz m-¢sima de
1 entdo Cu € também uma unidade fundamentalde L.

As proximas definigdes sdo essenciais para a demonstragdo do
teorema da decomposi¢do de ideals em corpos quadraticos, resultado este tdo
utilizado neste trabalho.

Definicdo9: Seja L/K uma extensio finita de grau #. Para cada & € L, definimos
o polindomio caracteristico de o em relagdo a L/K , ¢ denotamo-lo por
Sox(X ), como:

Sorc(X)=Det(X8 ~a),

onde (‘a;) ¢ a matriz de elementos a, de K tal que
o, = a, By,
J=i

com f3,, ..., uma base de L sobre K ¢ 6{.}. o simbolo de Kronecker.
( Demonstra-se que f,; (X ) independe da escolha da base 3, ... 5, .)

A partir dessa definigdo, € com as mesmas notagdes dela,
temos a defini¢do que se segue:

Definicdo 10: Seja f,,  (X) = X"+ f, X" + f,X"?+..+f,. Definimos o
traco ¢ a norma de o em relagho a L/K, respectivamente por,

%X (OC) - _f;: gaﬁ

A (@) = (-1)'f =del(a )

No caso de L= Q(\/E) temos, para & = a + by/n € L, que
Lo (X)=X"=2aX+ (@ —nb’),
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donde ) ;

I fo)=2a e N (0)=a—nb.
Tal norma ¢ tratada neste trabalho apenas por N(0y.

A préxima definigio é essencial para a venficagdo da
ramificagio ou nfo ramificagdo de um ideal de L.

Definicdo 11: Seja L/K uma extensfo finita de grau » ¢ sejam o, ...,0,, € L.
Definimos o discriminante de ¢, ..o, como

disc, (ot,...,0.) = det(F, (o.0)) € K.

Os discriminantes de diferentes n-uplas se relacionam
segundo a seguinte relagdo:

Proposicdo A3: Sejam o.,,...,0 € Ltais quey, = ) c,0,, comc, € K.
=]
Entio,

. 2 .
disc, .(V,....7,) = (der(cg_)) - disc, (o,...0, ).
A demonstrago deste fato pode ser encontrada em

[6, pagina 39, afirmagfo 4.1].

Se nos restringirmos ao caso em que L < C e [L:Q] = n temos
uma afirmacio mais forte a respeito do discriminante de bases integrais de L.
Lembramos que uma base integral de L, quando L é uma extenséo fimta de Q, ¢
qualquer base do anel de inteiros de L.
Observe que tem sentido falarmos de base para I , uma vez que neste caso I ¢

um Z - mddulo livre de posto n, conforme [6, pagina 52, corolario 5.5] ou

[23, teorema 1, pagina 47]. Vejamos entdo o resultado sobre discriminante de
bases integrais:

Proposi¢do A4: Os discriminantes de todas as bases integrais de L coincidem.
A demonstragdo  deste  resultado pode  ser  encontrada em

[6, pagina 44, afirmacio 4. ]1].

Tendo em wvista esta proposi¢fo, e sabendo que qualquer
corpo de L tal que L ¢ Ce [L:Q] = n tem base integral §,, ....8 , chamamos o
discriminante disc, (B, ....8, )} ( que ndio depende da escolha desta base ) de
discriminante absoluto do corpo L e denotamo-lo por d . No caso particular de
L = Q(~/n), com 7 livre de quadrados, temos que
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d = 4n, quando » 542 oun=3

d, =n quandon = /.

Sabemos que para alguns corpos quadraticos L o anel de
inteiros I, nem sempre ¢ fatorial ( o exemplo mais classico dessa afirmagdo talvez

seja o aneI de inteiros de Q(v'—3) ). Dessa forma, a fatoraco dnica em poténcias
de elementos irredutiveis nem sempre é valida. Assim, surge a necessidade de
outra forma de fatoragdo: a fatoragéo de um ideal ndo nulo de I em poténcias de
ideais primos. Para alcangarmos tal tipo de fatoragio trabalharemos, inicialmente
com um caso particular de dominio: os Dominios Noeetherianos, conforme
defim¢io a seguir:

Definicdo 12: Seja R um anel. Um R- modulo M € Neetheriano quando todos
seus sub modulos forem finitamente gerados ¢ um anel 4 é Noetheriano se como
A- modulo ele for Noetheriano.

Demonstra-se que para um R- modulo A ser Noetheriano ¢
necessario e suficiente que o conjunto o# dos sub médulos de M satisfaga a
condigdo da cadeia ascendente, 1sto ¢, para toda sequéncia (mj_ ) en tal que

m<msm <. existene Ntalquem =m_,

Outra condi¢do necessaria e suficiente para que A seja Noetheriano é que o
conjunto o# dos sub modulos de M satisfaga a condicdo maximal, isto é, para
todo sub conjunto nfio vazio % ¢ o# existe um b € T3 tal que para qualquer
b € 9B tenhamos b < b, .

Para demonstragio dessa dupla equivaléncia ver [6, pagina 63, afirmagéo 7.1] ou

[23, pagma 24, teorema 1].
Num dominio Noetheriano, temos a garantia da fatoragdo em
elementos irredutiveis, mesmo que tal domimo ndo seja fatorial:

Teorema AI: Seja R um domimo Noetheriano. Se r € R entdo existem
P, Py - P, elementos irredutiveis de R tais que » = wp p,...p , onde # € um
elemento mvertivel de R.

Para demonstracio deste teorema ver [6, pagina 67, Teorema 7.1].

Garantiremos agora que em I temos a fatoragdo de um
elemento em produto de elementos uredutiveis:

Proposicdo AS5: Seja L um corpo de numeros algébricos. Todo sub anel de I ¢
Noetheriano como anel e como Z- médulo.

77



A demonstragdo deste fato pode ser encontrada em

| 6, pagina 68, corolario 7.12].

Assim como temos a unicidade da fatoragdo de elementos, de
determinados anéis, em poténcias de elementos irredutiveis veremos que também
temos unicidade de fatoragdo de um ideal ndo nulo em poténcias de ideais
primos, em determinados anéis.

Isso é possivel dentro dos Dominios de Dedekind, dos quais I € um caso
particular, onde L ¢ um corpo de nimeros algébricos.

Defini¢dgo 13: Um dominio R ¢ dito um Dominio de Dedekind se for
integralmente fechado, Noectheriano ¢ todo ideal primo nédo nulo for maximal.

Proposiciio A6: Seja L um corpo de nimeros algébricos. Entdo I ¢ um dominio
de Dedekind.

Para demonstragdo, vide [6, pagina 70, Corolario 8.2].

A fatoragio nos domfnios de Dedekind a que nos referimos
acima é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema A2: Seja R um dominio de Dedekind. Entdo para qualquer ideal nio
nulo of de R existem ideais primos, %,, P ,.., % , nfo nulos de R tais que

I=P PP

Este teorema encontra-se demonstrado em [6, pagina 73, afirmagio 8.7 b].

Observe que os ideais indicados no teorema acima ndo sdo,
necessariamente distintos e também que a fatoragio garantida pelo mesmo
tecorema ainda ndo ¢ unica. Esssa unicidade sera garantida pelo préximo
resultado:

Teorema A3: Seja R um dominio de Dedekind. Entdo para todo ideal nfio nulo of
de R, existem ideais primos distintos de R, 27, , 27, ,..., 27 ¢ numeros naturais
k, ...k, todos univocamente determinados, tais que
" &y
F=[]P .
S
Observamos que esse resultado pode ser estendido aos ideais fracionarios que
definiremos na proxima secdo.
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A demonstragio deste teorema, inclusive a extensdo aos ideais fracionarios, pode

ser encontrada [6, pagina74, teorema 8.8].

4 - Grupo de classes de ideais e niimero de classes.

Nesta se¢do, R ¢ um dominio, X seu corpo de fragdes, ¢
iremos considerar os submddulos do R- médulo XK.

Defini¢do 14: Um submodulo M de K ¢ dito um ideal fraciondrio de R de existir
d e R {0} tal que dM c R. Neste caso, ¢ M ¢ um ideal of de R tal que

M=d of .

Observamos que os ideais de R sdo os ideais fraciondrios que
estdo contidos em R.

Se o ¢ conjunto dos submodulos de K ¢ <# é o conjunto
dos ideais fracionarios de R temos que &% < o# , mais ainda, o# ¢ um mondide
comutativo ¢ R € a unidade tanto de o# como de <# . Podemos afirmar algo
mais forte que 1sso, para tanto necessitamos de mais uma definmgio:

Definicdo 15: Seja M € o# . Dizemos que M ¢ mvertivel se¢ existir um N € o#
tal que M°N = R.

Conforme [6,pagma 71, afirmagdo 8. 5] o mverso N de M é
unico ¢ € usualmente denotado por M. Este mesmo resultado garante também
que os submodulos invertiveis de K sdo os fracionarios de R. No entanto nada
nos garante que, em geral, todo ideal fraciondrio seja invertivel. Denotemos,
entdo, por & o conjunto dos ideais fracionarios invertiveis e observe que & ¢
um grupo multiplicativo.

Observe que todo ideal principal fracionario ndo nulo, xR,
onde x € K, & invertivel e (Jc-R)'J = x".R. Assim se denotamos por 2° o conjunto
dos ideais fracionarios principais ndo nulos, notamos que 27 é sub grupo de &%

O proximo resultado, cuja demonstragdo pode ser encontrada

em [6, pagma 74, teorema 8.9], garantira que em dominios de Dedekind temos
que F = & .
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Teorema A4: Seja R um domimo. Ent3o as afirmagdes abaixo sdo equivalentes:
(a) R ¢ um dominio de Dedekind.
(b) Todo M € <& ¢ invertivel.

Observe que com esse resultado, temos na realidade que em
dominios de Dedekind & = <# ¢ um grupo abeliano e assim temos que num
dominio de Dedekind o conjunto 97 de ideais fraciondrios principais ¢ um
subgrupo do grupo abeliano 7 =<#. Depois dessa observagdo faz sentido a
proxima definigdo. Ela introduzird um importante invariante numérico que € o
numero de classes:

Definigiio 16: Em um dominio de Dedekind R, o grupo quociente €%, = &7 / 2
¢ denominado o grupo de classes de ideais de R. A ordem, ndo necessariamente
finita, de €7, ¢ denominada nitmero de classes de R, e ¢ denotada por k.

Consideremos agora o caso particular em que o dominio de
Dedekind R é o anel de inteiros I , onde L ¢ um corpo de numeros algébricos tal
que [L:Q] = n. Neste caso dizemos que A, = k¢ podemos garantir que esse
numero ¢ fimto:

Teorema A5: Se R € o anel de inteiros I, onde L ¢ um corpo de nimeros
algebricos tal que [L:Q] = entdo o nimero de classes A, ¢é finito.

Esse teorema tem uma importante consequéncia imediata:
Coroldrio Al: Se of é um ideal nfio nulo de I entdo o™ ¢ um ideal principal.
Em wvista da discussdo acima, podemos concluir que uma

condi¢do necessaria e suficiente para que I, seja principal é que o grupo de
classes de ideais, €7, se reduza ao elemento neutro.

5 - Decomposicdo em corpos quadrdticos.

Nesta segdo L denotara, inicialmente, um corpo de mimeros
algébricos tal que [L:Q]=neR =1 .

Como R ¢ um dominio de Dedekind, para qualquer ideal primo ndo nulo 27 de R
temos que R/ @ ¢é um corpo.
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Entfio dentro desse contexto temos o seguinte resultado:

Proposicdo A7: Seja 9P um ideal primo de R =1 . Entéo,
(a) P Z = pZ, onde p é o finico nimero primo em P.
(b) R/ P ¢ uma extensdo finita do corpo F , de grau [R/ P:F]=n

A demonstragio deste fato ¢ encontrada em [6, pagina 83, afirmacao 9.3].

Em vista do item (b} do resultado acima, temos a seguinte
definigdo:

Defini¢cdo 17: O grau de [R /P F]é¢ chamado de grau de inércia de P ¢ é,
usualmente, denotada por f{ %#).

Mais uma defini¢éo se faz necessana:

Definicdo 18: Seja of um ideal de nfio nulo de R. Chamamos de norma do ideal
of, ¢ denotamos por N(o¥)} , ao seguinte mimero

N(<F) = B(R/F).

A proposigao abaixo, cuja demonstragdo pode ser encontrada

em [6, pagma 84, afirmag3o 9.4], garante, entre outras afirmagfes, que a norma
de um ideal é sempre finita:

Proposicdo A8: Seja L um corpo de niimeros algébricos tal que [L:Q] = n e
R =1, . Entéo:

(a) Para todo 1deal pruno ndo nulo @7 de R temos que N(P) = ?r, onde fé 0
grau de inércia de 2P e p o Gnico nimero primo em 2.

- (B) Para todo ideal ndo nulo f de R temos que N(e¥) € N ~ {0}; em particular,
N(F) = I se e somente se o — R.

(c) Para quaisquer ideais nfo nulos ¥ ¢ ¥ de R temos que

N(F - o ) = N(oF).N(cHA).
O proximo resultado nos d4 uma importante igualdade
referente a decomposigdo em I dos ideais p-I, , com p primo racional.
Sua demonstra¢do pode ser encontrada em [6, pagma 86, corolario 9.8] ou em

[23, pagina 83,teorema 1].
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Proposi¢do A9: Seja p um numero primo.

Seja também pI = 9% 9% GP%a fatoragdo de pI, em ideais primos
distintos P, P, ..., P ,come, 21,..,e 2]
Ent3o:

(@) P, P,,., P sio osnicos ideais primos P de R tais quep € P.

(b) Zr:ej -f, =n,ondef é o graude mérciade 9 paraj =1, .., r.
j=!

Vejamos agora a lei da decomposicdo em corpos quadraticos
L= Q(\/E ). Através dela, teremos a decomposi¢io de nimeros primos em L, isto
é, teremos a fatoragdo de p-I. em ideais primos de I,. Antes de enunciarmos a lei
da decomposicio, observe que a formula Y e, - f, = 2, dada pelo item (b) da

J=i

proposico A9 quando L = Q(\/E ), mostra que r < 2 e que apenas um, dentre 0s
casos abaixo, pode ocorrer:
(Dr=1e¢e=2¢f =1,

(2)r=1¢,=1lef =2

(r=2e=e=1¢f =f =1
Temos, a partir dessa observagdo, a seguinte definigdo:

Definicdo 19: Com as mesmas notagdes acima definidas, dizemos que o ideal
pI deI (oumesmo que o nimero primo p )

(1) se ramifica em L, se ocorre a condi¢do (1) acima;

(b} € inerte em L, se ocorre a condigdo (2) acima;

{c) se decompde em L, se ocorre a condi¢do (3) acima.

Teorema A6:Seja L = Q(x/n) um corpo quadratico, com » um inteiro livre de
quadrados.

(a} Se decompdem em L, os primos impares p tais que » € residuo quadratico
médulo p, e 2sen =1

(b) Sdo inertes em L, os primos impares p tais que 7 ndo é residuo quadratico
modulo p, € 2 se n =, 5;

(¢) Se ramificam em L os divisores primos impares de n, ¢ 2se n = 2, 3.

A demonstragdo  desta  proposigdo  pode ser encontrada em

[6, paginas 122-125, teorema 15.1, teorema 15.2 e corolario 15.3] ou
[23, pagina 89, proposigiio 1]
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6 - Norma de um ideal em uma extensdio L / K.

Voltaremos ao problema de se definir norma de um ideal.
Desta feita trabalharemos em uma extensdo L / K de grau #, onde L ¢ K sdo
corpos de numeros algébricos gquaisquer. Suponha que 4 e B sdo,
respectivamente, os anéis de inteiros de KeL e o,,..., o, sdo 08 K- isomorfismos
de L.

Proposicio A10: Seja ¥ um ideal fracionano de L. Entdio existe um unico ideal
fracionario &¢# de K tal que

[To.(o8) =B

Mais ainda, se ¢ < Bentio & CA. Se ¢ = 0 entio &F = 0.

A demonstragio desta proposi¢do pode ser encontrada em [22, pagina 165 ,IG].
A partir dessa proposicdoe, temos a defimgio da norma

relativa de um ideal fracionario. Este conceito coincide com o de norma de um

ideal, ja visto, quando temos K = Q.

Definicdo 20: Com as notagdes acima, chamamos de norma relativa de ¥ na

extensdo L /K ao ideal fraciondrio &# de K tal que ﬁ 0(f) =BF .
i=I
Usualmente, denotamos tal norma por N (7).

No caso em que K = Q, a norma relativa ( que coincide com a
norma de um ideal ) ¢ dita norma absoluta. Veremos, abaixo, uma propriedade
da norma de um ideal que se generaliza para a norma relativa:

Proposicdo A11: Se of e @B sio ideais fracionarios de L entdo
N (. B) = N ()N (B).
Mais ainda, se b € B, b #0, entdo N_ (b.B) = A-N__ (b).

Para demonstragéo deste fato ( ¢ de outros ) veja [22, pagina 166, IH]‘

Finalizando, veremos uma proposi¢io fortemente usada no
Capituio 3:
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Proposicido A12: Se 2 é um ideal primo de B tal que 2 N A4 =9 entio
£
N (2)-9

onde /¢ o grau de inércia de Zem L/ K.
( neste caso, o grau de inérciade 2em L/K ¢o graude B/ 2 sobre 4/ P)

A demonstracio deste resultado ¢ encontrada em [22, pagina 167, IK].

7 - Ideais comaximais.
Nesta se¢éio R denotard um anel qualquer.

Definigdo 21: Dizemos que os ideais o e B de R sdo comaximais quando
o+ B=R

Segue a propriedade de ideais comaximais usada no texto.
A demonstragfo desta e de outras propriedades de ideais

comaximais pode ser encontrada em [6, pagina 57].

Proposicio A13: Os ideais of ¢ 98 sfo comaximais se e somente se v o B
forem também comaximais.

" i) . . -
Neste caso, of e 98 sio comaximais para quaisquer #, m € N.
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