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INTRODUGAC

A teoria do controle se occupa dos sistemas dinamicos
paséiveis de serem controlados pela alteragac de algum ou alguns
parametros de controle. Tais sistemas sdo denominados de siste-
mas de controle. Mais especificamente, um sistema de controle &
dado por uma familia de equagoes diferenciatis x = £{t,x,u) depen-
dente do parametro u. Se a cada instante t, associarmos um ponto
de controle u(t), conseguirvemos que o sistema evolua segundo a

equagao diferencial x = £(t,x,u(t)), correspondente ao controle

u(t).

0 estudo dos sistemae de controle se concentrou, ini-
cialmente, nos sistemas lineares x = A(t)x+B(t)u, para ¢s quais
foi desernvolvida uma vasta teoria. A tecria do controle linear
langa mdo, fundamentalmente, dos métodos da Andlise Funcional. Es
tes métodos sdo introduzides na teoria por intermédio da formula
da variagao das constantes que fornece solugoes para a equagao di
ferencial ; = A{t)x+B(t)u(t) correespondente ao controle u. Em
outras palavras, a formula da variagdo das constantes fornece ex-

plieitamente a aplicagao de entrada-saida, controle~solugao, para

08 s8istemas lineares.

Este trabalho trata de uma classe de sistemas de contro
lee que poderiamos considerar como uma primeira ampliggac da clas
se dos sistemas lineaqres. FEsta é a classe dos sistemas de contro
le que podem ser obtidos pela imagem de um sistema invariagnte num
grupo de Lie (veja § 2.1, especialmente (2.1.2)) de uma ag¢ao des-

te grupo em alguma variedade diferenciavel.
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Na andlise desta classe de sistemas, diferenciamos bast
eamente dots tipos de problemas; o primeiro, diz respeito a sua
caracterizagao, i§to &, ao levantamento dos sistemas de controle
que podem ser obtidos pela agac de um grupo de Lie. Este proble-
ma nao serd abordado neste trabalho. Aqui, trataremos apenas da

analigse doec ststemas invariantees em grupos de Lie.

£ no estudo destes sistemas que entra em Jogo o proces-
so de integragac multiplicativa. A idéia é obter, como para o8
sistemas lineares, uma aplicagao explieita de entrada-saida para
os sistemas invariantes. Nao obstante, para que as integrais mul
tiplicativas possam eer utilizadas desta forma, & necessaric que
se tenha uma teoriq de integragace multiplicativa em grupos de Lie
mais geral do que a requerida por outros objetivos. 4 teoria de
integral multiplicativa em grupos ae Lie como desenvolvida por
P.Bouloe em [ 1] ou por J.Hamilton em (7] prevé a integragao apenas
de funmgoes Riemann integrqveis a valores na algebra de Lie de um
grupo de Lie. A integragao desta classe de fungoes nao basta a
teoria do contnole, uma vesz que as fungdes de controle utilizadas
sdo em geral fungoes integraveis a Lebesgue. Por esta razac, que
desenvolvemos aqui um processo de integragao multiplicativa de
fungdes integraveis a Lebesgue com valores na algebra de Lie de
um grupo.

Este tragbalho consta de quatro capitulos:

0 Capftulo 0 & 0 e nao I, pelas razdes que o seu titulo
pretende justificar: trata-se de lemas preliminares, isto &, que

ndo fazem parte efetiva do que se quer, e notagoes. Em 0.1, além
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das notagoes relativas a um grupo de Lie, provamos o lema 0.1.1
que permite definir e desenvolver a idéia de integragao multipli-
cativa independentemente de uma parametrizagao local fornecida re
lo teorema de Ado. A demonstragac deste lema nao faz nenhum ape
lo a dimensao finita do grupo. O que se pretende com isto, é
abrir o caminho para se consideragr, futuramente, as integrais mul
tiplicgtivas em grupos de Lie moldados em espagos de Banach de
fungées Bochner integraveis com valores em sua dlgebra de Lie. O
§ 0.2 enuncia o0 que sera utilizado posteriormente das fungoes in-
tegraveis com valores em espagos vetoriais e suas integrais (adi-
tivas). P provado também o lema que gerantird a existencia das
integrats multiplicativas. Em 0.3 eqo definidas as nogdes de con
tinuidade absoluta e convergencia uniforme de fungoes  continuas
ecom valores em grupes de Lre. Finalmente, em 0.4 sqo apresenta-
dos alguns resultados sobre as fungdes cujos valores sac subcon-

Juntos de grupos de Lie.

0 Capitulo I é dedicado ao estudo das integrais multi-
plicativas. Além do teorema fundamental, sem o qual ag integrais
multiplicativas nao noe interessariam, € dada uma generalizagdo
dos teoremas de integrais dependentes de parametro que aparecem
em [4). Estas generalizagoes sac colocadas num contexto de dife-—
renciabilidade e continuidade de uma aplicag¢ao entre um espago de

Banach e um grupo de Lie.

Os Capitulos IT e III apresentam algumas  propriedades
qualitativas dos conjuntos de acessibilidade dos sistemas de eon-~
trole invariantes & direita em grupoe de Lie. WNo Capitulo II 1in

troduzimos os sistemas de controle invariantes a direita num gru-
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po de Lie ineluindo propriedades elementares dos conjuntos de aces
sibilidade relacionadas com o principio do bang-bang como em [ 9]
ou [ 28] ocu com a existéncia de controles otimos come em {91 . 0
Capitulo IIT é reservado aos sistemas autdnomos e gira em torno
dos conceitos de controlabilidade e acessibilidade. 0Os teoremas
de densidade do interior dos conjuntos de acessibilidade foram de
monstrados em [17] . Inclui-se neste Capitulo uma condigao sufi
eciente para que um ponto seja interior a um conjunto de acessibi-
iidade. Esta condigao suficiente & obtida com o auzilio das fir-
mulas de diferenciabilidade da integral multiplicativa desenvolvi
da no Capitule I. F indicada também, a maneira pela qual esta con
digdo suficiente pode ser utilisada para se obter critérios de

controlabilidade para certos tipos de sistemas invariantes.



capfrurno 0

LEMAS PRELIMINARES E NOTACOES

0.1 GRUPOS DE LIE
Neste trabalho G denotara sempre um grupo de Lie so-
bre R, o conjunto dos reais.

L{x) e R{x) denotarao as translacgOes a esquerda e a

direita por =x:

Li{x) : G* G e R{X) : G+ G

y > Xy y *+ ¥X

L(x) e R{x) sao difeomorfismos de G e suas diferenciais

dL s TG>T G : dr s TS =+ T G
(x)g, + Ty Xy Xy = Ty yx

sao isomorfismos entre os espagos tangentes correspondentes.

A algebra de Lie £(G). de G serd pensada como sendo
o espago tangente T G a G na identidade e de G. Se X € TG,
X denotard o campo invariante a direita obtido a partir de X por

transla_cées a direita:
= €
X (%} dR(x}) (X) G .

0 colchete em £(G) € o induzido em TeG pelo colchete destes

campos invariantes a direita.

Ad : G » GL(L(G)) e ad : £(G) -+ End(L£{(G)) sdo as re

presenta¢tes adjuntas de G e £(G) respectivamente:

1

Ad(x) = d(L(x) o R(x ))e : TeG > TeG ; ad{(X}(y) = |[Y,X] e
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d(Ad)e = ad : TG + End (L (G)) .
exp : £(G) » G € a aplicagdo exponencial de G ; exp
& um difeormosfismo nas vizinhancas do 0 € £{G) . As vezes usa-

remos eX por expl(X) .

Desde que G & um grupo de Lie, estes objetos podem
ser supostos analiticos juntamente com a estrutura dJdiferenciavel

de G.

Vie) denotard o conjunto de todas as vizinhan¢as aber-

tas da identidade e de G.

Se  Xy,..00% sao elementos de G, o seu produto sera

representado por

X

2

m
f M, = ¥ X P, 1

i m “m-1

na oxrdem inversa a dos indices. A escolha desta ordem é devida a

definigao de integral multiplicativa a direita.

£{G) & um espago vetorial de dimensao finita. Vamos
nos utilizar, na sequéncia, de uma norma |l Il : 2t » w em
£{G) . Nao especificaremos esta norma, ja que todas as normas de

£{G) sado equivalentes.

Se E e F sao espagos vetoriais normados, Hom (E,F)
€ o espaco de todas as aplicag¢Oes lineares continuas :E =+ F .
Em Hom(E,F} considera-se a norma induzida pelas normas de E e

de F da maneira usual. Se u € Hom(El,Ezj e v &€ Hom(Ez,E3}

entao Hv-ou||_§ ”v[| ”ul . Assim, uma vez fixada uma norma emn

L(G) faz sentido falar em [[Ad(x)|| se x €6, |lada(x)|l se



X€L(@ e |lad]l.

Os resultados da teoria dos grupos de Lie que serao uti
lizados séo de carater geral, e por isto os suporemos conhecidos.
Estes resultados podem ser encontrados em [8], por exemplo, Nes-
te paragrafo provaremos apenas o lema através do qual serdo cons-

truidas as integrais multiplicativas de Volterra em grupos de Lie.

Este lema & uma adaptagao do teorema utilizado por Ha-
milton em [7] para o desenvolvimento de sua teoria de integracao
multiplicativa. Em [7] ele € obtido pelo.translado, através do
teorema de Ado, de certas desigualdades validas em algebras de
Banach. Aqui, no entanto, faremos uma demonstracao direta, li-
vrando o desenvolvimento da teoria das integrais multiplicativas

em grupos do uso de representagoes locais em grupos de matrizes.

0.1.1 LEMA: Sejam M um real positivo e V € ¥F(e} uma vizinhag'
ca da identidade e de G, Existe entao ¢ > 0 tal que para
qualquer par de sequéncias finitas de mesmo comprimento XprerooX i

m
Yyrewes¥ de £{G) gque satisfaga a kzl (|IXk|I+ ”Yk[|) < M,

se tenha que

m m -1 0
> ”Xk"Ykll <& => (T expy) (T exp X} €v.,
=l = -

DEMONSTRACKO: Seja (W,4) com ¢ : W + R®  uma carta para a es
trutura de variedade diferenciavel de G tal que w Cv e
n
_ - e »
¢(e} = 0. Como dL{x)e 2 TG TxG e d¢x : TG+ R depen

dem continuamente de x , podemos escolher W tal que ”dL(x)eH <M1



e ”d¢xH < M, para algum M; > 0 e para qualquer x €Ew,

Seja € > 0 tal que a bola aberta B(0,e) C r" de
centro em 0 e raio € esteja contida em ¢(W) e tome § >0

tal que ¢ < e exp (-M||ad”)/‘2Mi . Tomemos X Y

l’o.c’m, l'oooer

satisfazendo as hipoteses e tal que HXk-YQf< s . Sejam

=
[T 2=
[y

a : [0,m] € R ~ L(G) e g: [0ml CR +@G definidos por:
a € constante em cada intervalo [k-1,k)} C [0,m] com k intei
ro, e neste intervalo a{t) = X, =Yy . af{m) = X =Y, - Em [k-1,k)

k=1,...,m definimes g por

glt)

exp(—Yl)...exp(—(t»(k—l))Yk) exp (t-(k-1) )X, ...exp Xy

Y e o1 A

Lie ...0 l)oR(e

)(exp(—t+(k—l))Yk)exp(t—(k--l))xk

m m
e gin) = (knl exp{—Yk))-l (kﬂl exp X;) . Entdo g & continua em

f0,m] e & diferenciavel fora de um conjunto finito.

Seja t; = sup {t € {0,m)/gl0,t] C ¢-1(B(0,€))}, entao

glo,t ) CW. Defina h : [0,£ ) - R® por hi(t) = ¢{gl{t)}. Se
t € [O,to) e t ndo é inteiro, h ¢é diferenciavel em t e un

cadlculo simples mostra que
h*(t} = d¢g(t)t>dL{g(t))e oAd(exp(t-(k-l))Xk...exp Xl)(xk”Yﬁ
e portanto,
ln o) |} < M2 l|ad (exp (t-(k-1))X exp x| |1%, -y [
= Ko 1 kYl

Mas se X € L£(G) , entéo Ad(exp X) = exp (ad({X)) € Gl{(L{(G)) e



consegquentemente,

“hl(t) ” < Mi eM“ad” ”Xk..Yk” = Mi eM”ad” || a(t) I[

se £ : [0,m] » R & definida por §(t} = :vii Miladll JtHa(T)l[d-:,
entdo t é diferenciavel fora de um conjunto finito, e °

2 exp ffaal) late)]] , isto & flnrm ]l < erco) . 0
teorema do valor médio (c.f. [3] §8.5.1) nos garante entao que se

g'{t) = M

t <t

Incer|] = |lner-n@ |l < Jew-e@] < 3

e portanto, ¢_ = m pois ”h(to}“ < % , 1sto &, g(t,) e in-

terior a W. O gue demonstra o lema.

0

0.2 FUNCOES INTEGRAVEIS COM VALORES EM ESPAGOS VETORIAIS

No proximo capitulo estaremos calculando integrais mul-~
tiplicativas de funcées integraveis a valores na algebra de Lie
£(G) de um grupo G . Vamos introduzir aqui algumas notagles e

alguns resultados que serdo utilizados entao.

Seja E um espago vetorial real de dimensdo finita e

{el,...,gn} uma base para E. Uma aplicagao a : I - E pode

I

i mo = e +...+0 com o, : I +» Ik, Se
ser escrita co a = a e n ©n i
& um intervalo de R, diremos que « € integravel em relacdo &
medida de lLebesgue em IR se cada @, © for, isto e, se a; for

mensuravel e se Jllai(t)ldt < = , Nestas condicées, podemos de

finix
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n
jI s(ciac = T (JI o, (t)dt) e, .

E claro que esta nocdao de integrabilidade ndc  depende
da particular base de E escolhida., As propriedades das fungdes

integraveis @, : I » R se estendem para @« : I > E.

se || [|:E+® & uma norma em E, ndo & dificil
mostrar que o & integravel se e somente se |la]] : I » R o &,
isto &, se JI o (t) ||at < =. Além do mais, tem-se que

IIJI a(tyat]] < JI Je(t) || at .

Identificando, como & usual, as fungOes que 830 iguais
a menos de um conjunto de medida nula, podemos considerar o espa-
¢o Ll(I,E) das fungdes integraveis ¢ : I *E. Seem E fixa
mos uma norma, a Ll(I,E) podemos dar uma estrutura de espaco de
Banach definindo “Glll = JI ” a(t}” dt. para o € Ll(I,E) .
Ll(I,E) € isomorfo ao espag¢o de Banach (Ll[IﬂR))n .

Se Ll(I,E]* denota o dual (topologico) de Ll(I,E)
entio th(1,B)* I @wramm.

Da mesma forma podemos definir o espago das fungdes p-
integraveis com p > 1: @ & p-integravel se cada @, o for,
isto &, se JI [ﬂi(t}|Pdt < ® , Esta nocdao também & independen-
te da base, e @ ¢& p-integravel se e sO se ]I e (t) [|Pat < =

Os espag¢os de Banach LP(I,E) r P> 1 sao definidos da mesma ma-

neira, tomando || “p : LP(I,E) * R como ||a“p = (J}:”a(t)”pdt}l/p.
tPir,e - aPa,mn® e Pa,mx I Pa,m*n® . Em
particular, LZ(I,E)* é isomorfo a LZ(I,E) , 1isto €&, L2(I,E)

é um espa¢o de Banach reflexivo. Como [a;b] & de medida fini-
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ta, a incluséo Lp([a,b],L(G)) -+ Ll([a;b],£(G)) & continua.

Se F & outro espago vetorial real e T:E=+ F & li-
near entao T JI a(t)dt = JI T{a (t))dt . Além do mais ,
T :Ll(I,E) > Ll(I,F) definida por T(a)({t) = T(x(t)) & continua

e Tl = (il .

A idéia envolvida no conceito de integral multiplicati-
va, nos obriga a defini~la por aproximaqées de integrais multipli
cativas de fungées a:I +>L£(G) que séo constantes por pedagos.
Para isto, serd necessdrio um teorema de aproximacdo de uma fun-

gdo integravel por fung¢des constantes por pedagos.

Consideremos o espago de Banach Ll([a,b],E) cam b > a.
Seja P = {to,...,tm} uma particao finita de [a,b], isto e ,

b. O comprimento de P denotado por |[P|

- < < <
a = to tl . e tm

€ 0 max {tk—tk_l/]{ =1,...,m}. Para cada a € Ll([a,b],E) po

demos associar a fungao constante por pedagos “P : [a,k] » E de

finida por

t
(0.2.1) uP(t) = — J k a(s)ds se t € [tk_l,tk).

oy é bem definida pois o &  integravel sobre todo intervalo

Ic,d] C [a;b] .  Além do mais é evidente que o € integravel e

m v :
storas < T [ oo fas =l

m
leply = |2 lepwflae =
k=l

it
Q
+
o

(@+8)



e se A €R entao {Aa}P = AaP.

Com o auxilio destas fungées podemos mostrar que toda
o & Ll([a,b],E) pode ser aproximada por uma funcgao constante por

pedagos (c.f. [4] cap. 1).
0.2.2 LEMA: Com as notacdes acima, ¥ € » 0 d6 > 0 tal que

|p| <6 => f{la-a < g,

o

DEMONSTRACAO: Suponha que o € continua. Neste caso,

m t t
loap-all, - = Jk [—— Jk a(s)ds - a(t) [|at <
k=1 tk-l tkutkwl tk—l
m t t
2 B A (Jk lets)~alt) ||ds) dt
k=l "t ) Bt T

e sendo o continua existe 6 > 0 tal que se |t-s| < § entao
“ a(t)-a(s)” < ¢/ (b-a) . E dail que se IPI < § entao
tk 1 tk € o

( — dsldt = ilm (tk—tk_l) = €.,

N R
p 1l - b-a

k=l 1 Bl k

Se & nao é obrigatoriamente continua, o teorema de Lu
sin (c.f. {6] ou [15]) nos garante gque existe B continua tal que

||a - B”l < e/3. E dai que

lo = apily = Me—8lly « ll8~8pily + [leg -yl
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Escolha P com |P| suficientemente pequeno para que ”B_BP”1< e/3,

entaoc

i

|-

p - opily g-ay li, < 8-l <</3

A

e portanto Ha-—aPHI' e/3 . 0

0.3 CONTINUIDADE ABSOLUTA E CONVERGENCIA UNIFORME

0 tratamento que damos neste trabalho as integrais mul
tiplicativas requer a nog¢ao de fungdes absolutamente continuas com
valores num grupo de Lie G e a de convergéncia uniforme de se-
guéncias de fungdes continuas em G. 0 conceito de continuidade
absoluta depende apenas da estrutura diferenciavel de G . Por ou
tro lado, para falar em convergéncia uniforme nos envolveremos so

mente com sua (de G) condicao de grupo topologico.

Lembremos que h : [¢,d] C R » R e absolutamente
continua se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda se
queéncia finita de intervalcs (sk, tk) k =1,...,m dois a dois

il

disjuntos de f[c¢,d}l , em gue ¥ (tk-sk) < § , se tenha que
k=1

lh(t,) - his )| < € .
k k

([

k=1

Em particular, h & continua (c.f. Halmos [6]).

Consideremos entac uma variedade diferenciavel M (C1

& suficiente) e uma funcdo continua f : [a:b] * M. Tomemos
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to € [a,b] e (V,$) uma carta para M com ¢ (V) C Rr" e tal
que f{to) € vy, Desde que f é continua existe um intervalo
[c,d] C [a,b] de tal forma que fic,d] C V. Restringindo-se £
a [c,d], ¢ possivel compor a carta ¢ com f obtendo-se

h = 4¢0f : [C,d]+IRn.

Diremos que f € localmente absolutamente continua em
t0 € [a,b] , se para toda carta (V,¢) em torno de f(to) e
[c,d] € [a,b] com f£lc,dl €V, ¢of : [c,d] » R® & absoluta
mente continua. E f & absolutamente continua se o for localmen

te em cada ponto. E claro, que f : [a,b] + M absolutamente con

tinua é a fortiorxi continua.

Esta definigao de continuidade absoluta é uma boa defi-

nigao:

1 no gherto W e

0,3.1 LEMA: Se 0 : W C R" » ®R® & de classe ¢
h : [c,d] * W & absolutamente contiInua entdo 6 oh : [c,d] + R"

& absolutamente continua.

DEMONSTRACAO: Seja K = hfc,d] . Entdo K & compacto de W e

portanto existe W, aberto com WI compacto etﬁl(mechwlcwicw.

Sejam v = inf {d(k, Wi)/’k €K} e M= sup {Han” E
entac W > 0 e M<», Seedado € > 0, tome 6 > tal
que se {Sk, tk) k =1,...,m € uma sequéncia finita de interva
m
los disjuntos com I (t,-5) < § entao
k 'k
k=1
m £
L bt - nes ) || < min Tw, 51 .

k=1
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Nestas condigaes, 0 segmentoc que une h(tk) a h(sk)
em R®  estd contido em Wl . Pois se 0 <X <1 entao
PRt )+ (=Mn(sy) - sl < [ nig) - nesp |l < v

0 teorema do valor médio nos garante entéo que
leonte,) - 8onts )|l < M {|nts) - hiell, k= 1,...,m

e portanto

o1 3

Ilﬁ oh(tk) -9 Oh(sk)” < M

n(t, ) - nis ) ]| < =
1 k=1 K k

[T =]

k

e 6 oh & absolutamente continua. {

Para as funcgoes absolutamente continuas em variedades
também se tem diferenciabilidade fora de um conjunto de medida de
Lebesgue nula. Outras propriedades das absolutamente continuas
em espa¢os lineares se estendem as absolutamente continuas em va-
riedades diferenciaveis. Adiante usaremos com frequéncia o fato
de gque se f : [a,b] » M @& absolutamente continua e sua derivada
é nula guase sempre, entao f ¢ constante em [a,b] . Este fato
pode ser provado facilmente a partir da definicao dada acima e pe

la propriedade correspondente em Rr" .

Sejam agora G um grupo topoldgico (de Hausdorff), E
um espago topologico e f : E > G uma sequéncia de  aplicagoes
continuas. Diremos que fn converge uniformemente para
f : E~+G se para tode V € V(e} existe ng tal que se n > n,

fn(x) € yfix) ¥x €E. Um artificic semelhante ao usado no ca-

s¢ dos espagos métricos mostra que f & continua.
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Estaremos interessados apenas na proposigao seguinte:

0.3.2 PROPOSICAO: Com as notagoes acima suponha que E & compac
to, gque (F,d) € um espacgo métrico e ¢ : G+ F & continua. En

tao ¢ of + ¢of uniformemente em F se f - f uniformemente

em G,

Esta proposicgao € conseguéncia do seguinte lema topolo-

gico:

0.3.3 LEMA: Se K C G & compacto e ¢ ¢é& um real positivo entdo

existe uma vizinhanca V € ¥F(e) tal que ¥k €K ¢(Vk)CZB(¢GQ,e).

DEMONSTRACRO: Como ¢ & continua, para cada k € K existe
v, € Vie) tal que ¢(V,k) C B(d(k),e/2) . Seja W, € Vie)
Wﬁ C Ve. A familia de abertos Wkk cobre o compactc K e pore
tanto existem kl,...,km tais que K C Wklkl Uu...u Wk km . To-—
me V =W N, ,.NW e sejam k € K e X EV. Entao
k k
1 m

i i < = , < .

k € Wkiki para algum 1, 1 <i<m e portanto =k Vwkikl Vkikl

E dal que ¢(xk) € B(¢(ki),e/2) e ¢ (k) € B(¢(ki),e/2) ’ isto

& ¢(xk) € Bis(k),e) . 0

DEMONSTRACAO DE 0.3.2: Como E @& compacto e £ é continua ,

f(E} & compacto em G. Seja € >0 e V como no lema para
K = £(E) . Tome n, tal gue fn(x) € Vf(x) se n>n, e XEE.

Entdc se n > n, 0 lema nos garante gue ¢{%1mj) € B($(£(x)),e)

¥yx €E, isto &, £+ £ uniformemente em F .

0
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0.4 FUNCOES CUJOS VALORES SAQ CONJUNTOS

Para o estudo dos sistemas de controle, no capitulo 2
faremos uso de algumas propriedades das fungoes da reta sobre as
partes de um conjunto (R" ou um grupo de Lie G) . Vamos estabe

lecer agui estas propriedades.

Seja G um grupo de Lie e considere afungao U : I + P(G)
do intervalo I ¢ R no conjunto das partes de G e tal gue

vt EI, Ut) #68.

Queremos definir alguma espécie de continuidade para

tais funcgoes. A mais natural que se apresenta €:

"U & continua em tO €1 em relacio a G se para

qualquer V € V¥V{e) existe § > 0 tal gue se {t-—to| < ¢ e

t E T, entac U(t) C VU(tO) {xy €EG/x €V e yv € U(to)}"

No entanto, esta so € uma boa definigao se U(to) é
compacteo ou (enfraguecendo um pouco) relativamente compacto em G.
Pois apenas nestes casos se pode garantir que a classe

{V[J(to) Cg/V € Vie)} forma um "sistema fundamental de vizi-

nhangas" para U(to) , Nho sentido que U(to}" - VIJ(tO) para ca-~
da V € yle) , n{vu (to) /V € yle)} = U(to)‘ e se W & um
aberto de G tal que U(to)— C W, entao existe V € v{e) tal
que Vt](to) CW. De fato,

0.4.1 LEMA: Seja S C G tal que S~ & compacto, entdo:
i) 87 Ccvs, vV € vie) ; ii) Nlvs/v € V(ie)} = s~ e

iii) Sse 8  CwW e W & aberto entdac existe V € V{e) tal que
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vs CwW.

DEMONSTRACRO: i) e 1i) ndo dependem da compacidade de S , e
suas demonstracdes sao diretas.

L (w)

Para iii) considere o produto u: GxG+ G de G.{e} x § C y
e u_l(W) é um aberto de GxG. Como {e}lxS €& compacto, exis

te V € ¥V(e) tal que VxS C u'l(w) e portanto V8 CvsT Cy ,
&

vamos supor de agora em diante que a funcgdc com valores
em conjuntos U : I - P{G} & tal que U{t) # § & relativamente
compacto em G . Esta hipotese adicional ndo estd em  desacordo
com as necessidades do capitulo 2: todas as fungbes com valores
em conjuntos que consideraremos assumem valores em relativamente

compactos nao vazios.

Nestas condigdes, tanto faz definir a continuidade como
acima ou inverter a ordem, isto &, pedir que Uty C U(tO)V se
|t-—t0| < 8§ , pois para W € V(e) existe V &€ V{(e) tal gque

C
VIJ(tO) U(tO)W.

Como € usual, diremos que U : I » P(Gg) & uniformemen
te continua se para V € V(e) existe & > 0 tal gue
|t —s] < & => U(t) C VU (s).

No que diz respeito 3 composicaoc por aplicagbes conti-

nuas itemos a

0.4.2 PROPOSICAO: Se ¢ : G > G' e U : I + P(G) sac continuas

entdoc U' : I + P(G') tal que U'(t) = ¢(U(t)) & continua,
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DEMONSTRACRO: Seja W € y¥(e') onde e' & a identidade de G'.
¢_1(WIJ'(tO)) & um aberto gue contém U(to)“ e portanto existe
VE V(e) tal que VUI(t) C e"hW U (£ )) . Seja 6 > 0 tal

que |t-t_ | <6 =>U(t) CVU(t)) entdose t €T e [t-t |<s,

ut{t) = ¢wtm)<3¢WU(t&)<ZWU'wO).

0.4.3 PROPOSICAQ: Suponha que U : I » P(G) & continua e satis-
faz as condigoes acima. Se [a,b] € I, existe um compacto K tal

tal gque U u(t) €K .
t € [a,Db]

DEMONSTRACAO: Se t € [a,b] existe ¢ > 0 tal que todo U(t)
com t € (towﬁ, to+5) N [a,b] estd contido em um compacto, De
fato, seja V € V(e) tal que V & compacto e tome § > 0 tal

que U(t) Cvu(t)) CVvTU(t )" se It-—to| < 8. E como v

e U(to}" sao compactos, V“tJ(tO)_ & compacto.

Isto € suficiente para mostrar a proposigao pois a unido

finita de compactos é compacto e [a,bl] €& um intervalo compacto.
3

Se cada U(t) é compacto esta proposicao pode ser me-

lhorada
0.4.4 PROPOSICAO: Nas mesmas condigdes de 0.4.3, U Uf{t)
- | t € [a,b]
e compacto se cada U(t) e compacto.
DEMONSTRACAO: E suficiente mostrar que Uja,bl = v U(t)
' t € [a,b]

é fechado. Para isto, seja X =~ uma sequéncia em Ufa,bl] tal
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= c -
que X, + X e tn [a,b] tal gue X U(tn) . Como [a,b] e
compacto, existe uma subsequencia t de £ tal gue
k
€ e
tnk -+ tO [a,b} . Mostremos gue x U(to).

De fato, se supormos o contrario poderemos encontrar
Vv € ¥(e) tal que V- & compacto e tal que x & V_ti(to) . Mas
isto ndo pode ocorrer, uma vez que se k & suficientemente gran-

Cc v~ €y
de, V(tnk) v U(tO) e portanto xnk v U(to) . -

A nogdo de continuidade de fungoes avalores em subconjun

tos de um grupo introduzida acima se aplica, em particular, ao ca

n .
R com sua estrutura de grupo abeliano. No en-

1]

S0 em que G

tanto, se U I - P(If” assume valores em compactos de RrY po

demos falar também na continuidade da U em relagac a métrica de

Hausderff sobre os compactos de r" :

o(a,B) = % (sup d(a,B) + sup d(b,A))
a€Ehn bEB

para A e B compactos.

Estas duas nogées de continuidade naoc coincidem, COomo
& ilustrado pelo exemplo em que U : [0,1] =+ Ptm? ) & tal que
U{o) = {0}x([0,2) e U(t) = {t}x[0,1]1 para t € (0,11. Esta
U & continua em relagao ac grupo :mz e nao & continua na métri

ca de Hausdorff sobre os compactos de ]RZ.

Na realidade, nao & dificil ver que se U(t) & compacto,
Uu: I~ PR & continua na métrica de Hausdorff se e sd se U

- » ha N
é uniformemente continua em todo intervalo compacto de I em re-
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lacac ao grupo ZRZ .

Seja U : I » P(R") com U(t) £ ¢ e compacto se
t €I. Se Co U(t) denota a capsula convexa de U(t) entao
Co U(t) também é compacto de WR" . Fncerraremos este paragrafo com

a proposigdo abaixo que garante que se t + U(t) & continua em
relagaoc a métrica de Hausdorff entdao t =+ Co U(t) & continua em

relagao a mesma métrica. Este fato sera utilizade no capitulo 2.

0.4.5 PROPOSICAO: K » Co K & continua na métrica de Hausdorff

n
sobre os compactos de IR .

DEMONSTRACKO: Sejam K e K_ compactos de R . Serd suficien

te mostrar que
(0.4.5.1) sup {a(x,Co K ) /x €co K} < 2 sup {dix, K,) / x € g},

Se K C K, entdo CoK C co K, e a desigualdade & trivial. sSe

K-—KO £ @, sejam x € Co K, Byreeesp reals positivos e
XyreeorXy em K tais que x = ay Kyte..ta, X € Apt...iB S L.
Desde que K-—Ko # B, existenm Yyreer ¥y, em KO tais que
“xi-— yi” = dx;,y;) <2 sup fatx, X)) /x €K} . Seja

- € 3
Yy = ap yq +e.etap Yo Co K, entao

ai Hxi- yi” <

1% - vli

[ =
'.._I

B a, (xi-yi)|| <

i=1 i

< 2 sup {d(x, KO) /x €K}

e dai a desigualdade de (0.4.5.1).



CAPITULO I

INTEGRAL MULTIPLICATIVA

1.1 DEFINIGAO

Como no capitulo anterior, seja G um grupo de Lie e
(G} sua algebra de Lie. Vamos definir aqui as integrais multi-

b ~a - -
plicativas 1T exp a{{s)ds € G de fungoes integradveis a Lebesgue
a

o :la,b] » £(G) .

A estratégia que adotamos € a de definir inicialmente -
as integrais multiplicativas de fungoes constantes por pedagos co
mo um produto de exponenciais em G e, posteriormente, definir

b el
T exp of{s)ds para o iIntegravel qualquer como um limite de inte
a :

grais {(multiplicativas) de fung¢oes constantes por pedagos.

Uma funcdo « : [a,b] » £{G) com a < b & constante
por pedacos se para alguma partigéo finita P = {to,...,tm} de
[a,b] com a = t, <t <.t = b, o for constante en
(b .-t} k=1,...,m . Como estaremos usando tais fungoes com
frequéncia, a sequinte notagao serad conveniente: escreveremos
o = {Xl,...,Xm: to,...,tm} = {Xk,tk} para representar
a s [to,tm] + £(G) <constante por pedacos com a(t) = Xk gse

t € (t _,,t ). Os valores de o nos elementos da parti¢do  ndo

sao relevantes.

Assim, se o0 = {Xl,...,Xm; to""'tm} com tD = a e

th T b, a integral multiplicativa i direita de a no intervalo

[a,bl & definida por



b m
(1.1.1) I exp al(s)ds = 1 exp (tk_tk-l)xk
a k=1
= exp {(tm—tm*l)xm)"‘exP ((t -t )X))

E & claro que esta definigao nao depende da  particao

{t ,...,t_} usada para definir « , isto &, se tivermos também
o m

m
o = {Yl,...,Yﬁ; So""'sg} entao : kzl exp (tk—tk_l)xk =

&
= I exp (sk-~sk_l)Yk .
Se o e B sao constantes por pedagos, sgempre é possi
vel refinar as particoes de tal forma que « ={X1"“’%m?t0’”"%£
e B = {Yi,...,Y

m
e [af, = JZ late) fat

H go,n.,gn} . Em tal caso a - B = {Xk - Yk; tk}

. hee -t .

i}
[ R=

k

1.1.2 LEMA: Seja M > 0 e V € V(e) no grupo G . Entac existe

§ > ¢ tal que se a,p : la,b] - £(G) s3oc constantes por  peda-

cos, Mafp <M. Ilely <u o fe-sll <5 entdo
b N

(T exp a(s)ds) (I exp B(s)ds) € vV
a a

DEMONSTRAGCAO: Com as observagOes acima, € consequéncia imediata

do lema 0.1.1.
O

Portanto, se () & uma sequencia formada por fun-

n'n>1
goes constantes por pedagos e tal que lim "un—aﬂl==0 entao a
N>
b
sequencia (xn)nil CG com x, = I exp un(s)ds & de Cauchy

a
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em G, 1j8 que (a_ ) € limitada e de Cauchy em Llﬂathﬁﬂﬂ)-

n'n>l
Como G €& um grupo de Lie, G & completo e portanto () o1 é
convergente em G, lim X, 5 X .
Além do mais, se (B ) ., & outra sequéncia nas mesmas
condicoes, entao (an}nzl (Bn)nzl sao limitadas e

b b
lim llan——snul =0, e dai que limT expe (s)ds = lim I exp g_(s)ds .

N> a e a
Por outro lado, se o : [a,b]l » £(G) & integravel, o
lema 0.2.2 garante que existe uma sequéncia (“n)n>l de fungoes

constantes por pedagos o : [a,b] + £(G) tal que Lim ‘hnf“ﬂ1==0-
e

Em vista distoc podemos definir a integral multiplicati-

va a4 direita de a : {a,bl = £(G) integravel como

b b
(1.1.3) T exp a(s)ds = lim I exp a (s)ds , a<b
a n+e &

para qualquer (un)nil com a3 [a,b] + £(G) constante por pe

dacos e tal que lim Han—anl =0 .

I

Se a > b podemos definir, como para as integrais adi-

tivas
a
(1.1.3.1) T exp a(s)ds = e
a
a b -1
(1.1.3.2) N exp a{s)ds = (N exp a(s)ds) se a <b .
a a

Temos entao uma nogao de integral multiplicativa de fun
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¢des integraveis a Lebesgue sobre R que assumem valores em
£ (G). Apesar de que esta situagao & conveniente para as aplica-
coes ds equagdes diferenciais, ndo & ainda a situagdo mais geral
que poderiamos requerer para o desenvolvimento de uma teoria de

integragao multiplicativa.

Sob este aspecto, os sequintes comentirios sao esclare-

cedores:

i) A construgao feita acima da integral multiplicativa
depende, de maneira decisiva, da ordem de IR . De fato, ?azemos
uso de produtos em um grupo de Lie G, e como G &, em geral,
nao abeliano, estes produtos precisam ser tomados em uma determi-
nada ordem para termos unicidade da integral multiplicativa. E
por esta razdo que somos forcados a considerar fungoes constantes
por pedagos e nao fungdes simples quaisquer como no caso das inte
grais aditivas, jA que as partes das fungoes constantes por peda-

¢os se ordenam naturalmente a partir da ordem de R.

Porém, se (X,n) & um espago de medida arbitrario, nao
temos uma ordem natural em X e portanto, a no¢ac de integral mil

tiplicativa 1 exp o para fungoes integraveis o : X - £(G) exi
% L

ge um tratamento diferente do adotado aqui. Um exemplo conhecide
de uma generalizacdo desse tipo & o das integrais multiplicati-
vas de contorno, que sao no entanto redutiveis ds integrais multi
plicativas sobre intervalos de R (c.f. [1] para as integrais de
contorno em grupos de Lie e [4] para o caso particular dos grupos

de matrizes}.
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ii) Mesmo no caso em que o espago de medida & um inter
valo de IR com alguma medida ﬁ diferente da medida de Lebes-
gue, surgem algumas dificuldades. Estas dificuldades nao estao
relacionadas com a construcaoc feita acima, que & possivel, mas
sim com o teorema fundamental que demonstraremos a seguir (§ 1.3).
Pois entao teremos que considerar a diferenciabilidade de certas
curvas em G . Se a medida em IR & a medida de Lebesgue, estas
curvas serao absolutamente continuas e portanto derivaveis (no
sentido usual) num conjunto suficiente de pontos. No entanto, se
u & uma medida nao absolutamente continua em IR, as curvas pa-
ra as quais teremos que considerar a diferenciabilidade naoc serao
absolutamente continuas, sendo portanto necessiria uma nogao gene

ralizada de diferencial de fungoes a valores em uma variedade di

ferenciavel,

Em [4] & desenvolvida uma teoria de integrais multipli
cativas sobre uma medida Boreliana de IR em grupos de matrizes.
Este caso & bastante facilitado pela imersdao candnica do  grupo

linear em um espago euclidiano.

m

Finalmente, se escrevermos I ® = Xi...X%X teremos
k=1 k 1 m

uma teoria de integrais multiplicativas paralela d que desenvolve
mos aqul. Esta integral poderia ser denominada integral multipli
cativa d esquerda. As integrais & esquerda estao relacionadas
com 0s campos ilnvariantes a esquerda e portanto com atuagaes de
G a direita, da mesma forma que as integrais 3 direita estdaoc re-
lacionadas com 0s campos a direita e com as atuagOes & esquerda.

Demos preferéncia aqui ds atuagoes 8 esquerda, isto &, para nds,
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fungdes se escrevem a esquerda dos argumentos (veja [1] para as

integrais & esquerda).

1.2 PRIMEIRAS PROPRIEDADES
Inicialmente, lembremos que se ¢ : H + G & um morfis

mo {global) de grupos de Lie entaoc o diagrama

aé
© L (a)

£ (H)

axXp l l exXp
H > G

€ comutativo. Como a integral multiplicativa & definida como um

limite de produtos, nac & dificil ver que se « : {a,b] - L{H) &
integrivel entao B : [a,b] » £{(G), definida por B(t) =d¢e (a(t)) ,
também & integravel e

b b

{(1.2.1) o (Il exp a(s)ds) T exp d¢e (a{s))de .
a a

I

Fm particular, se H & um subgrupo de Lie de G e

o : [a,b]l + £(G) & tal que a(t) € £(H) C L(G) , gquase sempre
entao

b

M exp a(s)ds € H .,

a

Adiante nos referiremos a esta propriedade dizendo que a integral

multiplicativa se restringe a subgrupos (de Lie) de G .

Como Ad : G -+ Gl(£L(G)) & um morfismo de grupos de
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Lie com d(Ad)e = ad , temos também que

b b
Ad (I exp af{s)ds) = 1 exp ad(a(s))ds .
a a

Quanto 4 integracao multiplicativa em subintervalos de

[a,bl, vale a seguinte propriedade:

1.2.2 PROPOSICAO: Sejam o : [a,b] + £({G) e c € {a,b) . En-

tdo o & integravel sobre [a,cl e [c¢,b] e

b b c
M exp af{s)ds = (I exp a(s)ds) (I exp a(s)ds)
a c a

DEMONSTRACAQ: Seja P~ uma sequéncia de particoes de [a,b] com

o = - L M
anl » 0 guando n - e tal que ¢ P,- Se P, Pl [a,c]
e P," =P Nlc,bl entdo & claro que el >0 e ip "1 >0 .
Defina 0 ¢ Gpy € ap, COmo em (0.1.1), entao op & igual
n n n n
a oap, em [a,¢] e a Gpn  em [c,b] e portanto,
n n

b b C

I exp o (s)ds = (I exp Gpn {s)ds) (I exp Op (s)ds) .

a n c n a n

A igualdade do enunciado & obtida tomando-se limites nesta Gltima

igraldade. 0
E portanto, se o : [a,b] + £{G) & integravel e
tl’tz’t3 € [a,b], as definigoes (1.1.3.1) e (1.1.3.2) e a propo-
si¢ao anterior garantem que
2 2 3
(1.2.3) Mm exp a(s)ds = (N exp a(s)ds) ( 1T exp o(s)ds)

£ ts ty
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Quando G & abeliano, ou ainda, quando os valores de
a ¢ [a,b] » £(G) comutam em £(G) , o cidlculo da integral multi
plicativa se reduz ao de uma integral aditiva. Os valores de a

comutam quase sempre, isto &, [a(s),a(t)] = 0 quase sempre em

[a,b] se w(s) e a((t) comutam para todo s,t fora de um con-

junto de medida de Lebesgue nula de [a,b] .

1.2.4 PROPOSICAO: Seja o : [a,b] > £(G) integravel. Se
[a(s),al{t)] = 0 quase sempre, entao

b b

I exp a(s)ds = exp J o{s)ds

a a

DEMONSTRAGAO: Seja P wuma partigdo de [a,b] e tome ap como

definida anterjiormente. Entdo

t

b m k
T exp uP(S)dS = I exp (J a(s)ds) .
a k=1 te_q
d) d,
Se mostrarmos que para cl’dl’CZ'dZ € [a,b] [J ¢ (s)ds, J e (s)dsl = 0,
c c
teremos que 1 2
b b
I exp aP(s)ds = exp J o(s)ds
a a
e portanto, © gue se pede no enunciado.
dl d2
Mostremos entao que [J a(s)ds, J al(s)ds] = 0. Te
Cy c,

mos que
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d d a
[J 14 (s)as, J 2 w(o)del = ad (J 2 4(0)do) J L a(e)ds =
C

1 2 2 c1

d. .d
- J 1 (J 2 [a(s),a(0)]do)ds
Cl C2

e devido & hipOtese esta integral se anula, concluindo a demons-

tragao. .

£ conhecido o fato de que se o : [a,b] - £{(G) € inte-

gravel entao o @ integravel sobre f[a,t] com t € [a,b] e sua

t
integral aditiva B8(t) = J ax{s)ds & absolutamente continua e
a
portanto continua em {a,b]. Este tipo de coisa também vale para
as integrais multiplicativas. Veremos aqui que 9, ° la,b] ~ G
t _
definida por ga(t) = Il exp a(s)ds & uma curva continua em G .
a

0 proximo paragrafo serd dedicado ao lade absolutamente continuo
de g . A continuidade de g, & consequéncia da proposigdo abai
X0, que serd utilizada também em futuras consideragdes sobre a

continuidade da integral multiplicativa.

1.2.5 PROPOSICAQ: Para todo V € V(e) existe 8, > O tal que
se o € Ll([a,b],L(G)) entdo
t
llall, <6 = ¥s,t €la,b, T exp alo)ds €V .
S
DEMONSTRACAO: Seja W € V(e) tal que W C v N yl . 0 lema
0.1.1 garante que existe 6 _ > 0 tal que se B : [a,b] - £(G) @&

W
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b
constantes por pedagos e [|B[|; <8, entdo N exp Blo)dec € W .
a
Tome Gv = Gw . Para a € Ll([a,bl,£(G)) construa a sequéncia
aPn associada a o e as partigoes (Pn)nil com |P_| + 0, co
mo em 0.2.1. Se |lalfj <6, =26 _, entdo HuPnHl < Ha“l< 5, e
portanto,
b
I exp op {(c)do € W,
a n
b b
para n > l. Como T exp af{c)do = lim Nl exp ap (c)de , temos o
a a n
que se pede se& S = a e t=Db .

Se a < s < t <b & gualguer, tome a : [a,bl » £(Q)

| A

H|

tal que a{o) 0 se o &l[s,t] e afo) =alo) se o € [s,t],

entdo M&Hl 5_[|a”l e & claro gue

t o}
1 exp alolde = 1 exp aflolde € V .
s a
S -1
Finalmente, se s > £t , 1 exp ouf{o)do €W CV e por
& t
tanto 1 exp af{oc)de & V ., 0

g

1,2.6 COROLARIO: Se o & Ll([a,b],f(G)) entao g : {a,b] » G

t
definida por g{t) = 1 exp a{s)ds € uma curva ceontinua em G .
a

DEMONSTRAGAO: Sejam t_ € [a,b] e V€ V(e) . E suficiente mog
trar gue se |t-to| & suficientemente pequenc entao g(t)Eivg(EQ.

Como
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t t
g(t) = T expals)ds = (I exp a(s)ds) g{t )} ,
a t, °

basta mostrar que se t pertence a alguma vizinhanca de t, en-

t
tado 1 exp a(s)}ds €V .,

%

t
Seja entdo ¢ : [a,bl » R dada por &£(t) = J la(s) [|ds.
a

Cemo & & continua, se [t—t0| é suficientemente pequenc, entao

.
H la(s)fl as| = le(e) ~e (k)]
t
o

& pequeno e o resultado segue agora da proposicdo, com o restrita

| v

a [to't] ou a [t,tO] conforme ¢t > t_ ou t < t_ . 0

Q - C

1.3 O TEOREMA FUNDAMENTAL

O objetivo deste paragrafo € relacionar a operagao de
integracao multiplicativa de fungGes integridveis em (£(G) com a
diferenciacao de curvas em G , demonstrando wm teorema no esti-

1o do teorema fundamental para o calculo das integrais aditivas

{c.f. [6) ou [15]}.

Seja o : [a,b] » £(G) e congideremos, como no paragra
fo anterior, g : [a,b] » G definida por intermédio da integral
multiplicativa:

t
g{t) = 1T exp o(s)ds .

a
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Vimos em 1.2.6 que g & uma curva continua em G . A

questdao que se apresenta agora & guanto d diferenciabilidade de
g. Mostraremos adiante que g & diferenciavel em quase todos og

pontos de [a,bl, mostrando que g & absolutamente continua em
[a,b] .
Por enguanto, Vejamos O due se passa se o & constante

por pedacgos.

1.3.1 PROPOSICAO: Suponha que B8 = {Xl,...,xm; to,...,tm} com

tO = a e tm = b & constante por pedagos em L(G) . Entao
t

g :la,b] > G definida por g(t) =1 exp 8(s)ds & diferencia-
a

vel em t # te, k=1,...m e

g'(t) = drig{t)), .8(t) .

DEMONSTRAGAO: Se t € (t, ,,t) entédo

il

g(t) exp ((t#tk_l)xk}...exp (tl—to)xl

it

R(glt, _;)) (expl{t-t, ;)X }) .

E portanto, g & diferencidvel em t e

g'(t) = dR(g(t,_;)) o dR (exp{t-t, )% ) X
k-1 exp(t-t, )X, k=1T"kTg Tk

= dR(g(t))_(X) = dR(g(t))_ (B(t)} . o

Para estendermos esta proposigcac ds fungOes integraveis

guaisquer, necessitaremos dos lemas a seguir de aproximagao uni-
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forme de integrais multiplicativas.

Seja entao a € Ll([a,b],ﬁ(G)). Como antes, temos que

¢p + o na norma deste espago se (P )0y € uma sequéncia de par
tigaes de [a,bl com an| > 0. Defina_ g, (t) = E exp a, (s)ds.
Entao, : N

t o
1.3.2 LEMA: Se g(t) =1 exp a((s)ds entao g, *+ g uniforme-
mente em G (c¢.f. §0.3).a
DEMONSTRAGAO: Sejam V,W € V(e) tal que W ocv. Fixando

t, € [a,b] podemos escolher:

i) 8y » 0 tal que se [t—to| <8, e tE€ [a,bl en-

tao g(t) € wﬂlg{to), ja que g & continua.

ii) 5w > 0 como em 1.2.5.

iii) 6, » 0 tal que se ]t-to[ <8, e t€ [a,b] en

t
£30 U lats) llas | < 5 -

o

iv) n € W, tal que se n > n entao gn(to) EWg(tO),

o

pois gn(to) - g(to) .

Se & = min {§7,8,} , le-t_| < s, t € [a,b] e

n>n,, en virtude de 1.2.5 temos que

t
gn(t) = (11 exp ¢ (s)ds) gn(to) E W gn(to)

tO n

porém,

2 3
Wg (t)) €W glt)) ¢ wg(t) < Vg (t)
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pois se g(t) € Wulg(to) entao g(to) € Wg(t) .

Temos entac que gn(t) € Vg(t) para todo t numa vizi
nhanca de to em [a,bl. Fazendo variar tO ¢ POr ser [a,b]cng
pacto, podemos encontrar I;,...,I abertos de [a,bl que o co-
brem e de tal forma que se t € I, e n>ng entao gnﬁﬂ € Wg(t) .
Tomando N > max {ni /i =1,...,m} concluimos que g, > g uni-—

formemente. 0

A demonstragao do lema mostra também ©

1.3.3 COROLARIO: Com as notacces acima, seja V € V(e) e
£, € [a,b]. Entao existe [c,d] Cla,bl com ¢ # 4, ty € {¢g,dl
e tal que
g{lec,dl) € vglt)) e gn(IC,dl) C vg(t,)
se n & suficientemente grande. 0l
Se tO € {a,b], seja (V,¢) uma carta para a varieda

de subjacente ao grupo de Lie G com ¢(V} C RY e g(to) eV .
Pelo corolério acima, existe [c,d} C[a,b] tal que %JC,& cv,

sendo possivel entao compor ¢ o (g, ) e ¢ olgir, d]) .

[c,d]
Pelos resultados de 0.3, temos
1.3.4 LEMA: h_ = ¢ o (g ) »h = ¢ o({g ) em ®RY .
n Dl o, d] i{c,d] [
Agora podemos enunciar e demonstrar os teoremas cen-
trais deste paragrafo.
1.3.5 TEOREMA: Seja o : [a,bl + £(G) integrivel . Se

L
N L
BiRiiye, @ 77r
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g:la,bl ~ G & definida por g(t) =1 exp v(s)ds entidc g &

=t

absolutamente continua e nos pontos em que g'(t) existe, temos

(1.3.5.1] g'(t) = dR(g(£))_ (a(t))
DEMONSTRAGCAO: Utilizemos as mesmas notagoes acima. Por 1.3.1, te

mos que

g!(t) = dR(g (£)), (s ()

P
n

fora de um conjunto finito de la,bl. E portanto, a menos de um

conjunto finito de {c,dl, temos

hh(t) = d¢gn(t)o dR(gn(t))e (aPn(t))
= d(¢oIHgn(t)He(aPn(t))
e dai que
t
hn(t) = hn(c) + Jc d(4 oR(gh(S)))e (uPn(S)}ds

l

No entanto, h (t) = ¢(gn(t)) +~ h(t} ¢ (g(t)) e por-
tanto, para concluir a demonstracao do teorema & suficiente mos-

trar que ¥ t € [a,bl]

t t
® lin | dlo Rg ), (¢ ©)d = | a6 eRigleN), (x(e)s
n*e g n

Pois, nestas condigoes,

t
{(1.3.5.2) h(t}) = hiec) + [ d(¢ OR(g(S)))e (a(s))s, t € le,dl

e
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isto &, h & absolutamente continua em [c¢,d] com h'(t) =

d{4¢ oR(g(t)))e (¢ ()) g.s. em !c,dl, o mesmo ocorrendo com

g e tendo-se
g'(t) = dr{g(t)), (a(t))

0 que mostra o teorema.

Para calcular o limite (*), consideremos a aplicagao

8: V > Hom (£(G),Bfl) dada por

g({x) = d{¢ oR(X))e

Entao 8 & uma derivada parcial de ¢ op : p_l{V) + w9 onde

P : GXG + G €& o produto em G, p(x,y) = xy e portanto 0 &
continua. Pela proposigao 0.3.2 6og +8og uniformemente

em Hém (), ®Y) . E dai,

-t

t
1] eta, () (o
c

(s))ds - J 8(g(s)) (als))ds]|| <

n C

d
< J 1e(g (s)) (e, (8)) = 8(g(s)) (als))|lds <
C n

A

d d
| letag(an=0tatenl llag s + | lotayenl lla @-ae]jas

c
< { sup |le (g, (s))-8(g(s))]) 1!aH1-+{ sup |8 (g(s)Hp HuP ~ally
s€l ¢,d] s€[ c,dl n
Esta Ultima expressdo tem limite 0 quando n —» =, mostrando

(*) e o teorema. O

Por outro lado, seja g : [a,bl - G absolutamente con-

tinua. Entdo g & guase sempre diferenciivel em [a,bl, sendo
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possivel, portanto, definir o : [a,bl » £(G) por

a(t) = ar(g(t) ™ (g' (£)) € T G

g(t)

se g & diferencidvel em t e atribuir a « um valor qualquer
(0 € £(G) por exemplo} no conjunto de medida nula de [a,bl] em
que g'(t) nao existe. O teorema seguinte relaciona o« com g
completando o tecrema fundamental para as integrais multiplicati-

vas em grupos de Lie.

1.3.6 TEOREMA: Se g e o sao como acima, entac o ::[a,bl » £(G)
& integravel e para todo t €[ a,b]
t

g{t) = (1 exp a(s)ds} g(a)
a

(1.3.6.,1)

DEMONSTRAGAO: Para t_ € l[a,bl sejam (v,$) carta para G em
torno de g(t)) e h =40 (g [c,d]) com flc,dl < la,bl, ¢ #4d,

t, € le,dl e glle,dl) cv .,

Pela hipdtese sobre g, h & absolutamente <continua e
portanto existe h'(t) quase sempre em [c,d], h' @& integravel
a

] — =
h'(t) = d¢g(t) odR(g(t))  (alt)) d{¢ oR(g(t))), (a(t))

A(t) (alt))

]

onde A : lc,d] > Hom (£(¢),]RY) & tal que A(t) = d(¢ oR(g(t))) .

Mas ¢ e R(xX) s3o difeomorfismos e portanto A(t) & inversivel

1

para t € [¢,d] e A(t) depende continuamente de t. Dal gue
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1

a(t) = A(t) ~ (h'(t))

& integravel em [(G)

Para mostrar (1.3.6.1), sejam g,g : la,b]l - G defini

das por

t = — -—
J(t) = I exp afs)ds ;  g(t) = g(t) gt
a
g e g sdo absolutamente continuas e se j : G + G & j(x)==xfl,

para os pontos em que g, g € g sao diferencifveis tem-se, em

virtude de (1.3.5.1}, que

aL(g(0)h)_ o ARGD)) (a(w)) +
g(t)

g' (t)

+ dR(g(t))g(t),l Odjg(t) OdR(g(t))e {a(t))

A(L(g() ™ o RGN, (a(t)) +

+ d(R{g(t)) o3 oR(g(t))), (a(t))

Porém, se X,y € G, entdc joR(x) = L(x—l) 0 e L{x) oR(y) =

= R{y) ¢ L(x) e portanto,

3' () = A@lgt T oREGM®, (alt) +
+ d(R(E(t))oIJg(t)_l))ecadje (a(t)) = 0
pois dje = _idL(G)' E portanto, ; é constante em [a,bl e co

mo gla) = gla) 5, g(t) = g(t)g(a), isto &, (1.3.6.1).

Como foi dito anteriormente, os teoremas 1l.3.5 e 1.3.6

formam o equivalente para as integrais multiplicativas do teorema
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fundamental do calculo integral. Este ponto de vista merece algum
esclarecimento. Lembremos que o teorema fundamental do calculo
diz que derivando a integral & Lebesgue de uma fungdo integrével,
restabelece-se esta fungao. O mesmo ocorrendo com a  integragdo
da derivada de uma fungao absolutamente continua sobre um interva

lo de R.

"Em contraposicao ds integrais multiplicativas, podemos

definir as derivadas multiplicativas:

Seja g : Ja,bl » G uma curva continua no grupo G que

= ] E -

tem derivada g (to) Tg(tO)G num ponto to € [a,b] (se tO e
a ou b, g'(to) & derivada lateral). A derivada multiplicati-

va de g em t_ & definida por

1

Dg(t)) = d(R(g(t)) 7)) (g° (£ ))) € £(Q)

g(to)

Os teoremas 1.3.5 e 1.3.6 refraseam entio, Q@ teorema
fundamental do cdlculo, acrescentandc as palavras integral e deri

vada o adjetivo multiplicativa,

OBSERVACAO: Esta & a derivada multiplicativa & direita. A deri-
vada multiplicativa a esquerda & definida de maneira analoga. A
derivada multiplicativa definida acima & a derivada de Darboux
(como em [3], vol. 4} ou a derivada logaritmica {(em contraposigéo

d integral exponencial), que & ¢ termo utilizado em [1] e [7].

1.4 CONSEQUENCIAS DO TEOREMA FUNDAMENTAL

Da mesma forma que para as integrais aditivas em espa-
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¢os lineares, o teorema fundamental é_o canal através do gual ge
introduz, no estudo das integrais multiplicativas, og métodos do
cilculo diferencial. Pela introdugao deste métode vamos estabele
cer algumas fOrmulas {teis para o calculo das inteqrais multipli-

cativas, que nos servirao adiante.

Para a integral multiplicativa da soma de duas fungdes,

temos a sequinte proposicdo:

1.4.1 PROPOSICAC: Sejam o,8 : [a,bl » £(G) integraveis, entdo

a+Bf € integrivel e

b b b

(1.4.1.1) 7 exp (a(s)+B(s)}ds = (Il exp a(s)ds) (I exp Ad(g(S)_l) (8(s))ds)
a a a
t .
onde g{t) = 1 exp a(s)ds
a

DEMONSTRACAO: Antes de mais nada, calculemos D(gh){(t) se g e
h s3o curvas absolutamente continuas em G e g e h sao deri

vaveis em t. Omitindo t nos calculos, temos

= -1 1
D{gh) = dR{(gh) )gh {(gh} "}
_ -1 -1 ] ] —
= dR{g ) edR(h 7) 4 (AL(g)y(h") + dR(h) (g')) =
— -1 -1 1 -1 1 =
= d(R{g ") oL(g)), 0dR¢(h )h(h ) + dR{(g )g(g ) =
= Ad(g) (Dh) + Dg
Tomemos agora g € h como
t t -1
g(t) = T exp a(s)ds ; h(t) = 1T exp Ad(g(s) 7) (g{s)lds ,

a a
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entio Dg(t) = a(t) e Dh(t) = Ad(g(t) ") (8(t)) e portanto,

D(gh) (£) = Ad(g(t)} oAd(g(t)™ 1) (8(£)) + Dg(e) =
= ot} + 8(t)
e dai que
b b
I exp (a(s) + B8(s))ds = 1T exp D(gh)(s)ds = (gth)(b)(gl'l)(a)'_l
a =1
b b 1
= g{(b)h(b) = (1 exp a(s)ds) (I exp Ad(g(s) ~) (B(s))ds)
a a
g

O cdlculo de D(gh) na demonstracao desta proposicao,

nos permite obter uma outra formula UGtil:

Sejam g : la,bl » G absolutamente continua e
t

g: la,bl » £(G). Se definirmos h(t) = I exp 8(s)ds, entao por
a

(1.3.6.1}) temos que

b
(gh) (b) (gh(a)) ™ = I exp D(gh)(s)ds =
d
b
= 1 exp (Dg(s) + Ad(g(s)) (B(s)))ds
a
iStO é; (C-f. [4});
b L, b
(1.4.2) gb) (7 exp 8(s)ds)g(a) ™t = T exp (Dgls) + ad(gle)) (B(s)))as .
a a

Estas formulag facilitam bastante certos cilculos com

as integrais multiplicativas. Como exemplo de aplicacao de (1.4.1.1)
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e (1.4.2), vamos obter a conhecida £0rmula do produto de Lie
X y.. D
(1.4.3) exp (X+Y) = 1lim (exp (E) exXp (H))
n-»o«<
{c.f. [7]).

Observemos antes de mais nada, que se em (1.4.2}) g e
B sao constantes e iguais a X e X respectivamente e se
fa,bl] = [0,1], entao o primeiro membro se reduz a x (exp X) x"l

e 0 segundo membro a exp (Ad(x) (X))}, isto &,

exp (Ad(x) (X)) = x (exp X) x T
Agora, por (l.4.2.1) temos que
1 1 —aY
exp (X+Y) = 1T exp (X+Y)ds = (exp ¥) (0l exp (Ad(e YX)ds)
0 0
1 1
ja que 1 exp Yds = exp (J Yds) = exp Y. Se definirmos
0 0
o, 3 [0,1] > £(G) por
o () = {ad (exp D)X, ...,Ad (exp ESYNK,...,AdE DX 0,5, ...,1)
n n n n
- - . _ _ -t¥ .
entdao € claro gue lim Han—u|h =0, onde af{t) =Ad{e ") (X)
n+00

E portanto,

L
I exp a_(s8) ds =
n->e 0 n

i
(2
—
S
3

exp (X+Y)

. exp (-—'%Y) exp (%X) exp {-EY)

Il

o]

H

l_f.

H
hAB

n+= Xk

e dai que
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-Y
eY lim e

by s k

X i -
. (exp n) (exp n) =

exp (X+Y)

=3

lim ({exp %)(EXp %))n

nre

Com o auxilio do teorema fundamental podemos obter, co-

mo para as integrais aditivas, a formula de mudanga de varidvel:

1.4.4 PROPOSICAO: Seja o : [a,bl + £(G) integravel. Se
£ :[c,al » [a,bl & absolutamente continua entado
d £(d) :
I exp {(£'(s)a(E(s)))ds = I exp (o(s))ds
c £ (c)
i
DEMONSTRACAO: Sejam g(t) = 1T exp (£'(s)a(s))ds e hit}) =
c
E{t)
) exp a(s)ds . Entao
£(¢c)
g'{t) = dR{g(t))e(E‘(t)a(E(t])) = E'(t}dR(g(t))e(a(E(t)J)
e
h'(t) = &'(t) dR(h(t)) _(o(t))
e por cadlculos andlogos aos desenvolvidos na demonstragao de

(1.3.6.1), mostra-se que g(t) = h(t) e portanto, g(b) = h{b)
O

1.5 INTEGRAL MULTIPLICATIVA E EQUAGOES DIFERENCIAIS

Dedicaremos este paragrafo & construgdo, por intermédio

das integrais multiplicativas, de solugoes para certas equacoes
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diferenciais em variedades diferenciéveis. O gue entendemos aqui
por uma equacdco diferencial numa variedade M € uma equagaoc do
tipo
g = f(t r 5)

onde f & uma aplicagao de um subconjunto de ®Rx M no fibrado
tangente T com f(t,£) € TEM para cada t e para cada £ .
Uma solugao para esta equagao diferencial & uma funcac £ defini
da num intervalo de IR, com valores em M e tal que E£'(t) = £(t,E(t)},

onde t'{t) €T & a derivada de & em t , gue pode nao exis

£t

tir em todos os valores de t .

As equagoes diferenciais que consideraremos serdo obti-
das através de agOes de um grupc de Lie numa variedade diferencid

vel.

Uma agao local a esquerda do grupo de Lie G sobre a

1

variedade M @& uma aplicacao diferencidvel (¢~) de um aberto

VEGExXM em M

tal que i) {e} xM CV; 1ii) Se X,y €EG e £ €M sac taisg

que (xy,&), (y,&) e (x,¢0(y,&)) € V entao vixy,£) = v{x,9{y,8))

e 1iii) y¢le,g) =& ¥ eM .

As vezes denotaremos V{x,&) por x.t ou x{&}. Se
g EM, dkzngZG +M & a secgao wg(x) = P(x,£) de VY, onde
VE # @ & o aberto de G dado por V£ = {x € G/ (x,£) € V). Da

mesma forma, para x & G pode-se definir ¢  : VX CM-»M por
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v, (8) = p{x,£) sge v, = £ € M/ (x,E) €V} & nao vazio em M .
Tomemos o 3 [a,b] » £(G) = TeG e a equagao diferen-

cial

(1.5.1) e o= Aly), (a(®) £ €M, t€la,b]

em M ,

Vamos construir uma solucao absolutamente continua £

para (1.5.1}) com E(to} = €47 tO € [a,b] e £q € M.
t
Seja g : la,bl - G tal que gt} = E exp «(s)ds. Co
Q
t t -
mo gt} = (I exp a(s)ds)(nO exp a(s)ds) 1 . g & continua em
a a
[a,bl] e portanto g_l(v ) & um aberto de l[a,bl. Se I
€ t. &
o o’"0
& a componente conexa de gﬁl(VE ) em [a,bl que contém ty s
o _
entao I, : € um intervalo de IR e & um aberto de la,b].
o'~ o
Nestas condigdes, €& possivel definir h 3 I, £ + M
o' 7o
como
t
(1.5.2) h(t} = g(t) .g, = (T exp als)ds) .t
t
o
E sendo wg diferencidvel e g absolutamente continuaemlIt %
o o’ "o

h também & absolutamente continua e, em virtude de (1.3.5.1), te

mos que para quase todo t em I ;
to’F’o

h'! (t) dy, ) (g'(t)) = d(wg)g(t)o drR{g(t)) (a(t})

b0 g(t)

= d(lPEO oR(g(t))) (alt)) = d(tbh(t))e {a(t))
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ja que ‘J-’go C‘R(g(t)) = Lpg('t} .50 = \bh[t) »

Isto &, 1.5.2 & uma solugdc absolutamente continua para

1.5.1, Mostremos que naoc existe outra:

se h:1C It £ + M & absolutamente continua no
o'"o

intervalo I gque contém t,, h(t)) =t e h & solugdo de

1.5.1, entao h{(t) = h(t). De fato, se h : I » M & dada ' por
1

Rit) = (g(t)) ~ .H(%) entioc h & absolutamente continua em I,
e um cdlculo ficil mostra que h'(t) = 0 guase sempre em I . Is
- = - = — ‘-l 1 —
to &, h & constante em I e como h(to) = (g(to)) .h(tb)-—EO,

concluimos que hit) = g(t) 'Eo' se t&€ 1.

O teorema fundamental das integrais multiplicativas for

nece assim uma solugdo GUnica no intervalo I, ,p umavez fixa-
o'>o

das as condigOes iniciais &(t ) = &_ . Observe, no entanto, que
ndo excluimos a possibilidade de existirem solugbes de (1.5.1) que
estendem (1.5.2} a intervalos maiores que Ito’so. Isto & devido
ao fato de gue os intervalos Itofgo dependem do abertc V de
definigéo de ¢ , enquanto (1.5.1) depende apenas do valor de P

nas vizinhangas de (e,f) € G xzM .

Se ¥ & uma acac global, isto &, se V = G xM entzo

€EmM, I =la,bl e (1.5.2)

=
para qualguer t, fa,b] e £o tork,

fornece entdo a finica solugao absolutamente continua de 1.5.1, de

D'EO *

finida em [a,bl, com condigGes iniciais t
No caso particular em que M =G e ¢y = p:GxC =+ G
& o produto em G , a secgdo g £ €6 & dada por R(E) , e

portanto (1.5.1) e {1.5.2) se transformam em
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0

{1.5.3) X = dR(X}e {a (£)) t € [a,bl, x € G
e

t
(1.5.4) hit) = (01 exp a(g)ds)x

t o

o
para t, € [a,bl] e x €

1.6 EXEMPLOS

1.6.1 SISTEMAS LINEARES: Seja G = Gl(n) xIR® com © produto
(P,x) (Q,y) = (PQ,Py+x) (e = (id,0); (P,x) 1 = (™%, -p~
algebra de Lie de G @& identificada com ManRn e

[ (xX,x),(Y,y)] = (¥YX-XY, YX-X¥). A exponencial em G & definida
por expt(X,x) = (etx, e ¥ fg e 5% xas) onde &*¥ & a exponen
cial da matriz nxn X €M . BA representacdo adjunta de G
& dada por

1 1

Ad{(P,y) (X,x) = (PXP *, - PXP ~y + Px)

Gl(n) = Gl(n) x{0} e " ¥ {id} xR"® sdo subgrupos
de Lie de G . Suas algebras de Lie sao identificadas respectiva

mente com Mn x{0} e {03 x R™

Considere a agao GxR® = (6l(n) xBRM) x R® » " '

((P,X} ;Y) + Py+x .

Se a : la,bl - M e a(t) = (A{t),ult)) com
Alt) = (ay4(t)); o e ul)€ R" , o« & integrdvel se e s se
ayy fa,b] - B e u: [a,b] »+ R 830 integriveis.

Neste caso, (1.5.1) se transforma no sistema linear
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(1.6.1.1) X = A(E)X + ult) ; £ € [a,bl]

de R, &E por (1.5.2), a solugao deste sistema linear, com condi

-

¢do inicial x{t)) = X_ ., t, € [a,bl, &

t
{(L.6.1.2) x(t) = (I exp a(s)ds)(xo)

%

t
Denote por E(t,to) = él exp A(s)ds , com a integral

o
multiplicativa em Gl(n) . Entdo,

Se t > t
: o
t t t 1
T expoals)ds = (0 (A(s),0)ds) (I exp Ad{g(s) 7) (0,uls))ds)
tb to tb
S
Com g(s) = JI exp (A(0),0)do . Porém, como a integral multipli-
o
cativa se restringe a subgrupos (c.f. § 1.2), temos que
g(s) = (E(s,t),0). E portanto,
t t 4
(1.6.1.3}) N exp alsids = (E(t,tb),O) {id, Jt E(s,t ) ~ u(g)ds) =
tb e} ©
t -1
= (E(t,tb),E(t,tb) Jto E(s,tb) u(s)ds)

E, calculando as inversas, podemos mostrar gque (1.6.1.2)

vale mesmo no caso em que t < to

Finalmente, temos a expressﬁo

t

t
&)

— -1
x(t) = E(t,tb}xb + J E(s,tb) u{s)ds
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para (1.6.1.2), que & a conhecida f6rmula da variagao das constan

tes para os sistemas lineares.

1.6.2 EQUACAO DIFERENCIAL DE RICCATI: Consideremos o grupo das
transformagoes lineares em IR fornecido pela agdo de Gl(2) em

IR dada por

¢ :V C Gl{(2)y xR -» IR

¢, ©y € X + ¢,
r X -+
cy C,4 c; X + ¢,
°1 ©2
onde V = ' X € ¢1(2) xXIR / cy X + e, £ 0 & o aberto
c, C
3 74
dominio de definigaoc de V¥ .
Identificando G1(2) a um aberto de IR4 , temocs para
X € IR que
- . 2
d(wx)e(dl,dz,d3,d4) = - dy x“+(d; +q,)x+q, .
Se a : [a,b] - M, ~ £{(G1(2)) é integravel,
al(t) az{t)
alt) = , ag [a,b] » IR é integravel. Nes-
u3(t) a, (t)
tas condigdes, (1.5.1) se torna
{(1.6.2.1) Xx = - a3(_t)X2 + (al(t) +oe4(t]}x + a2(t)

que & uma equagdo diferencial de Riccati com coeficientes integrd



47,

veis. BSe E(t,to) = (Eij(t,to}} , entao a solucao de (1.6.2.1)
com condigoes iniciais t, € [a,bl , X € IR &
CE, L (t,t)x  + E. _(t,t )
x(t}) = 11 o' "o 12 o)
Ezl{t,to)}(O + E22(t'to)
definida no intervalo It X de [a,b] .
o' o

1.7 A APLICACAO =

A integral multiplicativa associa a cada fungao integrad

vel do espacgo de Banach Ll([a,b],£(G)) um elemento do grupo de
Lie G . Com isto, podemes definir a aplicacao ﬁg ou apenas 1
por

v+ Lo(a,bl, @) + G
b

a -+ I exp al(s) ds
a

da mesma forma que a integral aditiva pode ser vista Come uma

aplicagao linear de um espago de Banach em outro.

Neste paragrafo vamos analisar as propriedades desta
aplicacao = e no proximo capitulo veremos como estas proprieda-
des sdo aplicadas ao estudo de algumas questes da teoria do con-

trole.

Antes de mais nada, mostramos que a andlise das proprie

dades locais de n se reduz d andlise de = numa vizinhanga da

origem de LY ([a,bl,(E).
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Por (1.4.1.1), podemos escrever, para a,BEEI}([aJﬂ,L(G”,

t -
m{a+B) = w(a)(y) , com y{t) = Ad ((g exp o(s)ds) l}(B(t))

Seja entao g : [a,b] » G uma curva continua qual-
quer e definamos o operador linear eg:IFTIaJﬂ,L(G))—;I}([ajﬂ,ﬁ(G)}

por

(1.7.1) 04(8) (6) = 2d(g(t) ™ (8 (1))

Este operador linear & continuc, pois

Il

b -1
J lad (g () ™) (B (£))]|dt

e (8) |
g 1 a

| A

b -1
J Iad(g () ™| [le (o) lat < wjell,
a

onde M = sup {|[Ad(g(t)_l)H / t€[a,bl} gque & finito uma vez
que t »> Ad(g(t)-l) € GlL(L(G)) & continva. Além do mais, & cla-

ro que |{o_|| <M.

t

Escrevendo Ba = eg se gl(t) = I exp a(s)ds, temos
a

gue

m{a+B) = (ﬂ(u))(ﬁ(ea(ﬁ))) = L{n{a)) o oea(ﬁ)
e se Ta & a translagao por o , Ta(B) = g+B entEo_
(1.7.2) moT = L(m(a)) omo6 wa € LY ([ a,bl, £(G))

Esta igualdade nos permite transladar = de uma vwvizi-

nhanga de o« para uma vizinhanga da origem de Ll([a,b],£(G))

Cor isto, podemos mostrar a
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1.7.3 PROPOSIGCAQO: A aplicacao = : Ll([a,b],ﬁ(G)) + G & conti-

nua.

DEMONSTRACAO: 1 & continua em 0 E Ll([a,b],£(G)) conmo mostra
a proposicac 1.2.5. Para o caso geral, sejam V € V(e) e
o € Ll([a,b],ﬁ(G))p entao desde que w & continua na origem ,

existe 6 > 0 tal que v(B(O,Heu[|6)) C V. E portanto,

7(Bla,8)) == oTa(B(O,S}) = L{r(a)) Oﬂoea(B(O,S})

C L(r(a) o n(B(0,][8_|]8)) C w(a)V

Isto & 1w & continua em qualquer o . 0

Consequentemente, se o - o entao ﬁ(an) + 1{a}. Na

realidade, a demonstragaoc de 1.7.3 poderia ser utilizada para mos

t t

trar que 1 exp an(s)ds converge uniformemente para I exp a(s)ds
a a

se o, > a . No entanto, isto sera mostrado adiante na demonstra

cao da continuidade fraca de 1 .

Da mesma forma que para a continuidade, a andlise da di
ferenciabilidade de 7 em um ponto gqualquer o € Ll([a,b],£(G))
pode ser reduzida a mesma anadlise numa vizinhanga da origem. Is
to & possivel porque a menos da composicdo por Li{rv(a)) , que &
um isomorfismo de G, v numa vizinhanga de o & a mesma coisa

que 1 numa vizinhanga da origem: = Iﬂg,ay’=ld“(a))° hﬂB(OJMQHGQ‘

Por (1.7.2), teremos além do mais que

d(w)aod(Ta)o d(TTOTa) = d(L(n(a))owoBa)O =

O
d(L(*rT(a)))e ) d(Tr)O o d(ea)o
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e como 4(T ) = id e d(s Yy =18 ,
G'O U’O o

(1L.7.4) d{n)a = dL(Tr(_a))eod'rrOO@

o

Suponha que n & diferencidvel, entao se g € Ll [ a,bl,c(G)) .,

_4d _ i _
dwo(B} = It T {tg) o Para 8 = {Xl,...,xm, to,...,tm} cons
tante por pedagos,
m
m{tg) = kzl exp t(tk_tk—l)xk

e prescindindo dos pontos em que sao calculadas as diferenciais,

d

It (r(tg)) e =
m m k-1
= & du{ T exptlt,~t, JX.0odR{ I exp t{t,-t, )X ({t -t )%)
k=1 ikl i i-1774 =1 i 7i-1"74 tk tk 1 xk
onde os produtos gue aparecem sao iguais a e se k+1 > m ou

k-1 < 1, Em todo caso, para t = 0

b
(b -t X = Ja B(s)ds

dt —
It {(r{tg)) o °

i =

k=1

No caso geral, temos o {(c.f. [4], § 1.5)

1.7.5 TEOREMA: ¢ : Ll([a,b],£(G)} > G @& diferenciavel. Sua
diferencial & dada por
b t

(1.7.5.1)  dn (8 = atre), | 2 (5 ep ae)as) ™) (se)at
a a
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b
DEMONSTRAGAQ: Em particular, d(ﬁlOCB} = J R(s)ds .
a

Seja (V,¢) uma carta para a estrutura de variedade de

G com ¢ :V - IR" e e €V, Como w @ continua e

7(0) = e, existe 51 > 0 tal que n(B{O,ﬁl)) c v, Mostremos

que

(*) lim

b
] e om{a) -~ ¢ ow(0) = d¢, (J a(s)as)|| = ©
a0 Hu.l[l a

Se o € B(O,Gl) entao, se o, 3 la,bl -~ c£(G) e tal

t

que o,{s) = a(s) para s € [a,t] e at(s} = 0 para s & (tb] ,

t
Hutlll < HaHl < 8, , disto 8, «, € B(O,Gl) para t € [a,b]. E

exp o(s)ds € V, se t € [a,b]

W=+

por tanto, ga(t) =

E por (1.3.5.2),

b
sonla) = ole) + | Al oR(g, () (als))ds
a
pertanto,
1 o
e ”¢0'rr(u) - ¢ ow (0} -d¢e(J a(s)ds)“ =
“U'Hl @
1 b
= IIJ (d(¢ oR(g_(8))), - d¢,) (als))ds]|
lelf; ‘a
< sup ||d(¢ oR(g_(s))) . - d¢_]|
~ s€ a,bl * e €

Suponha agora que ¢ & um real positivo.

Como x =+ df¢ oR(x))e € Hom (I(G),EJ]), & continua,
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existe um aberto W de G tal que e EW e

sup {|d(¢ oR(x))_ ~de || = sup [d(s oR(x))_-d(s oR(e))} || < e .
sup | o mdell = sup | . <
Tome § < &, tal que se fof[{ <8, entdo n(a) € WNV .
E dal, que se [[a][, < § entdo
1 b
¢ om(a) = ¢ ow(0) - d¢e (J al{s)yds)il < ¢ ,
hell, a

mostrando (*). Porém, (*) diz justamente que ¢ on & diferencid

vel em 0 e gue

ale Oﬁ)o(a) = d¢e (J a(s)ds) .
a
b
Como ¢ & difeomorfismo, concluimos que d(ﬂ)o(a) = J al(s)ds .
a
(1.7.5.1) & agora consequéncia de (1.7.4). L

A expressao para a diferencial de 1 dada pelo teorema
acima, nos permite obter uma formula para a diferencial, em um

ponto qualquer de £{(G), da exponencial de um grupo de Lie (c.f.

[8]):

Seja I a inclusao

1 : £ - tl(o,1], £(e)
X =+ oa, i e t) =X, wee&loll .
I & evidentemente uma aplicagao linear e continua entre dois es

pagos de Banach e wol = exp: £(G) ~+ G . Portanto,
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d(exp) (¥) = d(w)I(X)(?dIX(Y} = d(ﬂ)I(X)(I(Y))
e dai que

1 -tX

d(exp)x(Y) = dL{exp X)e (J Ad (e Yy (y)ydt) =
0
1

= dL{exp X) (J (exp (-t ad(X)))(y)dt) .

0

A exp sob 0 sinal de integrag¢ao nesta Ultima expressdao € a expo-
nencial em GLl(L{G)), que admite um desenvolvimento em série .
Realizando este desenvolvimento e integrando termo a termo, desco

brimos que

)

k
dtexp), = dan(e®) o (p {m2d (X))
k>0 (k+1) !

Que & a conhecida fOrmula para a diferencial da exponencial.
d

Vejamos agora um outro tipo de continuidade de # .

Consideremos os espagos Lp([a,b],lf(G)) - Ll(khblpﬂsn

com p > 1. Vimos anteriormente que a inclusao
LP([a,bl, £(G)) = Ll([a,b],ﬁ(G)) & continua, e portanto,
ﬂp : LPla,pl,£(G)) - G, com ﬂp(a) = m{a) & contInua na nor

ma destes espagos de Banach.

Cbservemos, no entanto, gque a integral multiplicativa -

de uma o € Ll([a,b],£(G)) depende essencialmente de sua inte-
gral aditiva em L ({G)} : no caso extremo emcue la(s),e(t)] =0
b
q.s., vimos que ﬁ exp a(s)ds = exp Ja a(s)ds, A continuidade
a

de 7 depende entao da continuidade da integral aditiva como fun
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gdo do integrando. Mas a integral aditiva ndo € contInua apenas
na topologia da norma de Zﬂ%{a,b],£(G)), como também na topolo-
gia fraca de LP . Veremos a seguir, que efetivamente, a inte-

gral multiplicativa € continua na topologia fraca de ﬁpﬂaqm,£(GH.

Antes porém, demonstraremos um lema gque nos permite lo-
calizar a convergéncia fraca em Lp([a,b],£(G)) em uma vizinhan

ce forte deste espago.

1,7.6 LEMA: Sejam (un)nil e (Bn)nil sequéncias limitadas em
1 , ~
L*(la,b] ,£(G)) . Defina g, h dn, e :+ la,b] » G por
t t
gn(t) = g exp un(S)dS H hn(t) = g exp Bn(S)ds
t
dn(t) = g exp (un(s)-+&n(s))ds : e(t) = e .

Se 9, © hn convergem uniformemente para € em G ,

entao dn + @& uniformemente.

DEMONSTRAGAO: Seja V € V(e} e tomemos W,,W, € V(e), e e §

1772

reais positivos e nj € N tais que

2

i wy v

ii) se |lyfl; < e entdo wiy) € W,

e 2 -1 . .

iii) Wy CW, e se x € W,” entao | ad (x) ld£(G)” < &

iv) (é+1)éM < e, onde M = sup HBnl]l
nil

v)] Se n > n_  entdo gn{t),hn(tj €W ¥t € [a,b] .

o} 2
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Aplicande (l1.4.1.1) reiteradamente, obtemos

t t t
dn(t) = (g exp an(s)ds) (2 exp Bn(s)ds] (2 pr Yn(s)ds)

onde Yn(s} = Ad(hn(S)Hl) o (Ad(gn(S) _l}—id) (Bn(s)) . Ese n> n, s

por v), 1iiil) e 1iv) temos que

b
~1 -1, .
liglly = | a7 e, 071 Je, 0] at

(1+8)8M < ¢

| &

ja que HAd{hn(t)_l}H < |lia]] + HAd(hn(t)ﬂl)—id . Consequente-
t

mente, @ exp y {s)ds € W,, ¥t & [a,b] se n » R em razao
a Z

de ii}. E em virtude de iii) e 1), concluimos gue dn(t) cv ,

¥t € [a,b] se n > ng . E come V foi tomado arbitrariamente ,

dn + & uniformemente em G . 0

Agora podemos mosirar a continuidade fraca de ﬂp (c.f.

[1e]).

[p]

1.7.7 TEOREMA: Se p > 1 entio m : tP(a,b), (@) ~ ¢

fracamente continua.

DEMONSTRACAO: Como P a,bl,s(6)), p>1 & espago de Banach
separavel, levando-se em conta 1.7.2, & gsuficiente mostrar que se
& uma sequéncia de LP([a,b],£(G)) que converge fraca-

(a, )

mente para zero, entdo ﬂ(un) > e .

o .
n'n>1l

Tomemos uma tal sequéncia. O teorema de Banach-Steinhaus
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ncs garante gue existe M;> 0 tal que ”un|ku-i M, , se n>1,

e portanto existe M > 0 tal que ![ocn[|1 < M, se n > 1.

Seja ({V,¢) um sistema de coordenadas para G tal que

VEVEe e ¢(e) =0. Tome WOV, WE ¥(e}) tal que se x € W
entao & (s oR(x))eH < M2 para algum M2 > 0, Existe entaoc um
inteiro N suficientemente grande, de tal forma que se B, = an/N

t
entaoc I exp Bn(s}ds eEwW, ¥t€la,bl], n>1,
2 z

t
Se mostrarmes gue I eXp Bn(s)ds converge uniformemen-
a

te para e(é(t) = e}, podemos dar por concluida a demonstracao
do teorema, pols entao o lema anterior e um processo simples de
t

indugao permitem mostrar que I exp an(s)ds converge uniforme-~
a

mente para e .

t
Seja entao hn(t) = ¢ (I exp Bn(s)ds). Mostremos que to
a
da subsequencia de (h_ ) admite uma subsequencia que converge

n'n>1

uniformemente para zerc. Por (1.3.5.2), hn satisfaz a

h (&) = J: d(¢tJR(¢“l(hn(s))))e(8n(s})ds
e portanto, [lh ()] < M,M/N . Além do mais, se ty,t, €[a,b],
t
g te)-h el < Dyl (IJti lator6™ 0 (5130 [ %=y Md
= %‘Mz it
onde % + % = 1, e portanto h, & uma familia eguicontinua de

funcdes continuas. E dail que, em virtude do teorema de  Arzela-
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Ascoli, toda subsequéncia de (hn) admite uma (sub) subsequég

nil

cia hn convergente para algum h e portanto hrl -~ h .
k

Podemos concluir entdo que

t
* =1
(*) Ja d(¢ o R(¢ (hnk(S))))e(Bnk(S))dS > 0

para todoe t € [a,b]l, ja que B, 0 fracamente e
K

d{¢ o R(¢_l(hn (s))))e € uniformemente convergente e portanto, o
k
integrando de (*) & o produto de um elemento de uma seguéncia que

converge uniformemente por uma gue converge fracamente.

Temos entao que hn(t) + 0 ¥t € [a,b] e portanto
t
hn + 0 uniformemente e dal que 1 exp Bn(s)ds ~ @& uniformemen
a n
te. [

A demonstracdo do teorema deixa claroc o

1.7.8 COROLARIO: Se o - a fracamente em t®(a,bl,c(G)), prl
- t t
entao 1 exp un(s) converge uniformemente para 1 exp u(s)ds.
a a
]



CAPITULO II

TEORIA DO CONTROLE EM GRUPOS DE LIE

2.1 INTRODUGEAO

Um sistema diferencial de controle ou apenas sistema
de controle em uma variedade diferenciavel M & dado por uma apli
cagao £ R'xMxa -+ TM para a gqual se tem f(t,g,u) & TEM
para cada ({t,g,u) € Ikabﬁxﬂ ; onde A & a principio um conjun
to arbitrario denominado de espago dos controles.

Os termos diferencial e controle sdao devidos ao fato
de que se u :]R+ + A & uma aplicagao qualguer, gque denominare

mos de controle do sistema, entazo a u e a f temos associada

a equagao diferencial

(2.1.1) £ = f(t,e,ult)) 3 teE€ R, ult) €a
em M,

Un sistema diferencial de controle & uma familia de
equagoes do tipo (2.1.1). Se f & independente de t, diremos
gue O sistema € autdnomo.

Vamos deixar de lado, por enquanto, as questoes de
existéncia (e unicidade) de solugoes para {(2.1.1), e tomemos
£ € M. Diremos que £y €M & acessivel a partir de £ num
tempo T > ¢ (para o sistema (2.1.1)), se existir um controle
u:[0,T] > 4 e uma solugao £ :10,7] ~ M de (2.1.1}, cor-
respondente a este controle e tal que £{0) = Eo e E£(T) = gl .
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No que segue, estaremos envolvidos, com a analise dos
conjuntos de acessibilidade a partir de £5 €M por um sistema

de controle (2.1,1):

A(T,EO): E o conjunto dos pontos acessiveis a partir
de go em tempo T .

A([O,T],EO): E o conjunto dos pontos acessiveis a par
tir de ¢ num tempo < T, isto é, A(0,T],t ) = U oa(t, g ).

o) o)
0<t<®

A(EO): E o conjunto dos pontos acessiveis a partir de
£ em um tempo qualquer, isto &, A(g ) = U A(t,z ) .
o) o o)

t>0
Diremos que um sistema (2.1.1) tem a propriedade de

acessibilidade (resp. prop. de acessibilidade em tempo T ; resp.
prop. de acessibilidade em tempo menor ou igual a T) a partir
de £, se int A(EO) # @ (resp. int A(T,go) # @ ; resp.
int 4([0,T] By) # B

Um sistema (2.1.1) sera dito controlavel (resp. contro
lavel em tempo T ; resp. controlavel em tempo menor ou igual a T)
a partir de Eo se A(EO) = M (resp. A(T,go) = M resp.

A([O:Tlrao) = M) .

Para um Sistema de controle dado, nac vamos utilizar
todos os controles admissiveis, isto &, as fungces u tRT o+ 4.
De fato, sO nos interessam agueles controles u para oS guais
(2.1.1) admite uma solugao (ao menos) para uma condigao  inicial
dada. Tomaremos entac apenas um subconjunto do conjunto dos con-
troles e a este subconjuntce denominaremcs de conjunto dos contro-

les admissiveis. Um controle neste conjunto &€ um controle admis-
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sivel,

Na realidade, outras condigoes, além da integrabilida-
de de (2.1.1), sao exigidas normalmente para a construgao do con
junto dos controles (c¢.f. [ 14], cap. 3). Aqui, quando tomarmos
os controles admissiveis para os sistemas que nos interessam, Ja

nos colocaremos nestas condigoes usuais.

Vejamos quais o0s sistemas de controle que nos interes-

Sarao.

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie £ (G) e
consideremos uma aplicagdo continua A :Ef'x:Rp + L£(G). Esta
aplicagdo induz, através das translagoes a direita do grupo o sisg

tema de controle
(2.1.2) X = GR(x) _ (A(t,u(t))) ult) € ®’P

em G, gue denominaremos de sistema de controle invariante a di-

reita em G. Para estes sistemas, o espago dos controles serd

sempre um espag¢o linear de dimensao finita RP, eo conjunto
- - . . . o " - +

dos controles admissgiveis, um subconjunto das aplicacoes u: R - ]Rp

- .= _— +
mensuraveis d Lebesgue e limitadas sobre todo compacto de R .

Nestas condig¢fes, a aplicagao A(.,u(.)) : RT = L(G)

& localmente integravel em ﬂfk, e portanto integravel sobre to-
do intervalo do tipo [0,T] C Bf_. Existe portanto a integral
multiplicativa E exp A(s,u(s))ds para todo controle admissivel
u e para todo T > 0. E pelo § 1.5, a Qnica solugaoc

x:[0,T] -+ ¢ absolutamente continua de (2.1.2) com condigcao ini-

cial x(0) = x, & dada por



.61,

t
(2.1.3) x(t) = (I exp A(s,u(s))ds)xo ' t €[0,T]
o)

E dai, Xy € G & acessivel a partir de X,  em tempo
T se e somente se X, = E exp A(s,u(s))ds para algum controle
admissivel u . E portanto, os conjuntos de acessibilidade a par
tir de um elemento Xq gqualquer de G estao relacionados com oOs

conjuntos de acessibilidade a partir da identidade e do grupo atra

vés das relagoes
{2.1.4) AlT,x) = A(T,0)% ; Ado,T ,xo) = A4(0,T] &)X i A(xo) = Ale)x

Isto &, os conjuntos A(T,xo) , etc. sao os translada-
dos & direita, por R(xo), de A4(T,e), etc. Consequentemente ,
as propriedades topolbgicas dos conjuntos de acessibilidade a par
tir de X, coincidem com as dos conjuntos de acessibilidade a

partir de e.

Em vista deste privilégio concedido aos conjuntos de
acessibillidade a partir da identidade, simplificaremos as nota=-
¢Oes escrevendo apenas A(T), A4[{0,T] e A para A(T,e) ,
A(l0,T],e) e A(e) respectivamente, e nos referiremos a estes

conjuntos apenas como 0gs conjuntos de acessibilidade.

0s controles admissiveis para os sistemas (2.1.2) ce-

rao sempre tomados da seguinte forma: seja U 5 . P(Eﬁﬁ una

funcao de conjuntos, que denomlnaremos de fungao dos controles .

Os controles admissiveis seraoc entao todas as aplicagoes
+

u:®R -+ RP mensurdveis e localmente limitadas tais que

u{t) € U(t). E claro, que dependendo da funcao dos controles U,
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o conjunto dos controles admissiveis pode ser vazio, por exemplo,

no caso em gque U(t) = {u{t)} e u nao & mensuravel.

Para garantir a existénecia de uma quantidade suficiente
de controles admissiveis, faremos certas restrigdes a U tais co-
mo a da continuidade de U em relagao & métrica de Haussdorff em
RP se cada U(t} & compacto, ou entio, tomaremos U como sendo
constante igual a UO # ¢ . Neste Qltimo caso, € claro que exis-
tem controles admissiveis. Se U & continua em relagao & métri-
ca de Hausdorff, veremos adiante como consequéncia do lema de Fi-

lippov {veja 2.2.l), que existem também controles admissiveis.

Se o sistema € autdnomo, a fungao dos controles sera

sempre constante,

Se y:GxM -+ M & uma agdo i esquerda (global) de G

em M, associado a A(t,u) temos, além de (2.1.2), o sistema

(2.1.5) £ = dly,) (Altu)

em M., Em virtude do § 1.5, as propriedades topolbgicas dos con-
juntos de acessibilidade a partir de e € G se estendem, como em

(2.1.4) aos conjuntos de acessibilidade para (2.1.5).

2.1.6 EXEMPLOS

2.1.6.1 SISTEMAS BILINEARES: Se em 1.6.1 tomarmos aA{t,u) =
= (Ao-+ul Al +...4~1&)Ap,0) com Al,...,Ap matrizes nxn e
u = {ul,...,up) , temos o sistema de controle

X = (Al + ulAl t...t upAp}x
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n ~ .
em IR . Estes sac os chamados sistemas bilineares.

2.1.6.2 SISTEMAS LINEARES: Ainda em l.6.1, tomamos A{t,u) =
= {Al(t),B(t)u) com Al(t) matriz nxn para cada t e Bl(t)

matriz nxp para cada t > 0. Obtemos o sistema

(2.1.6.2.1) X = Al(t)x + B{t)u

em }fl, que & um sistema de contrcle linear. Para tais siste-
mas, existe uma vasta teoria desenvolvida (veja por exemplo [ 9]
ou [ 14}). Adiante, vamos utilizar alguns resultados da tecria

dos sistemas lineares. Entre estes, necessitaremos do classico

principio do Bang-Bang:

(2.1.6,2.2) TEOREMA: 5e a fungﬁo dos controles U:IR% - I,“RP)
para (2.1.6.2.1) & continua na métrica de Hausdorff com U(t) con

pacto para t > 0, entdo o conjunto dos pontos acessiveis num tem

n

po T a partir da origem de R & o mesmo que obteriamos se ti

véssemos tomado por funcgao dos controles a t » Co U(t}) . Em tal

caso, 4A{(t) & compacto e convexo de Rr" .

DEMONSTRACACQ: Veja teorema de Aumann ([ 9] teo. 8.4).
(1

. +
Em particular, tomando Al{t) =0 e B(t) =1id W& R,
+
podemos concluir gue para cada u:[a,b] C R > R" com

u(t) € Co U(t) existe v:la,b] » BR® com v(t) € U(t) tal que

b b
J u{s)ds = J v(s)ds .
a a
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2.2 PROPRIEDADE DOS CONJUNTOS DE ACESSIBILIDADE

Vamos estudar neste paragrafo os conjuntos de acessibi-
lidade para os sistemas (2.1.2), supondo gue a fungao dos contro-
+ - Ll
les U:R - P(RP) & tal que U(t) # #f & compacto para t > 0

e que U & continua na métrica de Hausdorff sobre os compactos

de RP.
Devido a (2.1.3), temos que
T .
4{t) = {{(n exp A(s,u(s))ds € G / u & controle admissivel}.
o)

No entanto, temos uma descrigao mais cOmoda para os conjuntos de
acessibilidade. Seja R(t) = {A{t,u) € £{G)/u € U(t)}. Entao,
como A & continua, R(T) C L(G) & compacto e ¢+ > R(t) & con
tinua em relacdo d métrica de Haussdorff sobre og compactos de
L(G) . Temos, naturalmente, que se af{t) = A(t,u(t)) para algum
controle admissivel u, entao af{t) € R(t) , ¥t € rY . Por ou-

tro lado, temos o sequinte lema devido a A.F. Filippov.

2,2.1 LEMA: Sejan F: R > RY continua, I um intervalo de R
e U:I »P(RP) tal que ¥t € I, U(t) & compacto nac vazio de
RP ¢ U & contInua na métrica de Haussdorff. Defina R(t) = F{U(1))
e suponha que a : I » KY , mensurivel & tal que a(t) € R(t) ,
¥t € I . Entao existe u:I » RrP mensuravel com u({t) € U(t) e

tal que oft) = F{u(t)) .
DEMONSTRAGAO: Veja [5] ou [9] . O

E portanto, se U(t) & compacto e U continua, toman-



.65,

do, no lema F(x) =0 e aof(t) =20, obtemos u: I =+ Iﬁ) mensua-

ravel tal que u(t) € U{t) , isto e, um controle admissivel.

Sejam agora as conjuntos

{(2.2.2) (AU, I) fa{.,u{)) € Ll{I,ﬁ(G))/t & controle admissivel}

o € LY(E,£(0)) /alt) ER(L), ¥t € T}

li

Q(R,I)

- \ + _
onde I e um intervalo ¢gualquer de R . Observe que na defini-
¢do de @(A,U,I) tomamos, na realidade, a restricao de u a I;

fora de I, u pode assumir qualquer valor.

O lema de Filippov nos diz gque Q(A,U,I) = Q(R,I) se
A,U,R estdo relacionados como acima. Entdo, os conjuntos de
acessibilidade para o sistema A com fungao de controle U  sao

descritos através de

(2.2.2.2) A(T) = W(ﬂ(A,U;[O;T])) = W(R(R:[OrTl))
T T 1 - o
onde @ = m = LN L~(o,T],L(G}) -+ G € a aplicagao do § 1.7.

Na analise dos conjuntos de acessibilidade, podemos por
tanto, substituir um sistema de controle A com fungaoc de contro
le U por uma fungac R : R > £{G) continua na topologia de
Haussdorff e tal que R(t) # § & compacto para t > 0. No que

segue, chamaremos, as vezes, de sistema de controle uma tal apli-
cagéo R e as fungaes o2 IR+ + £(G) mensuraveis com al(t) € R(L),

chamaremos também de controles admissiveis.

Os conjuntos de acessibilidade A(t) definem uma fun-—

¢ao : R > P(G) .
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+ -
2.2.3 PROPOSICAO: 4 : R -+ P(G) & uniformemente continua so-
+

bre todo compacto de R .

4

DEMONSTRAGCAO: Sejam K um compacto de R e V€ V(e). Como
R & continua, U R(t) & um compacto em £(G) , pelo lema abai
t €K
X0, temos gque se t;,t, &K, |tl~t2| é suficientemente peque
- t2
no e g & controle admissivel, ent@3o T exgpa{s)ds € v. No
t
entanto 1
ty t2 Y
M exp af{s)ds = (5 exp als)ds) { I exp ols)ds)
o : t o

1

e portanto 4(t,) ¢ VA(tl) . Da mesma forma, A(tl) C Va(t,)) se

ltl-t2| & pequeno, O que mostra que A4 & uniformemente  conti-
nua. | o

2.2.4 LEMA: Seja @ C Ll([a,b] L(G)) . Suponhamos que existe
M >0 tal que se o € ¢ entdo |la(t)}| <M quase sempre em
[a,b] . Entao, dadoc V &€ V(e) , existe GV > 0 tal que se

t .ty € {a,bl , |t1—t2| <6, e a € @ entao
)

T exp a{s)ds € V .
Y

DEMONSTRAGCAO: E consequéncia imediata de 1.2.5, observando que

”t fals) [[ds| < Mlt~t,]| . 0
1
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B importante para certos problemas de otimizagao, saber
se os conjuntos A(T) e 4[0,T] 830 ou nao fechados. Nesta 1li-

nha, temos © seguinte teorema:

2.2.5 TEOREMA: Se para o sistema de controle g :IR+ > P {L(G))

tem-se que, para cada t > 0, R(t) além de compacto e convexo

em L£{G), wentao ¥T > 0, A(T) CG & compacto.

DEMONSTRAGAO: Consideremos o conjunto Q(R{0,T]) C LIL[O,T],ﬁ(Gn

como definido em (2.2.2).,

Este conjunto & evidentemente convexo, e como & formado
por funcoes limitadas, Q(R,[0,T]) C LZ(IO,T],L(G)) . Desde que

v R(t) & compacto, existe M > 0 talque se o € 9(&r,[0,7])
t€(o0,T]
entio |[lall, < M, disto &, «(R,[0,T]) & limitado como subcon-

junto de L2({0,T,£(G)) .

Seja (uk)kil C o(r,[0,T]) tal que A * o em
Lz([O,T],f(G)) . Entao existe uma subsequéncia (uk ) de %
i l1=1
tal que oy (t) » .a(t) para quase todo t € [0,T] . E como R(t)
i

& compacto, a(t) € R(t) .

Temos entao que (R,[0,T]) como subconjunto de
L2([0,T],£(G)) & convexo, limitado e fechado na topologia forte,
e portante limitado e fechado na topologia fraca de LZHO,TL£(GH.
E como este espago & reflexivo, a(g,[0,T]) & compacto na topelo

gia fraca. E dal que, em virtude de 1.7.7,
T
ATy = = (2(@&,[0,T1))

€ compacto em G . {
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E o mesmo vale para A4[0,T] :

2.2.6 COROLARIO: Nas mesmas condigoes da proposigao, A[0,T}] &

compacto em G.

DEMONSTRAGAO: E s lembrar que A & continua e que pela proposi

cao A(t) & compacto. .

O conjunto 4 = U A(t) nac &, em geral, compacto. O
t>0
exemplo simples abaixo mostra que 4 pode nao ser sequer fecha-

do. |

|
2.2.7 EXEMPLO: Seja G o grupo aditivo dos reais com sua élgé-

bra de Lie (comutativa) identificada a R. Em G, tome o siste-

ma A : JR+x]R + R dado por A(t,u) = e-t_. Entaoc R(T) =
= {exp (-T)} & compacto e convexo, e A(T) = {Ig exp (-s)ds =

= {l-exp (-T)}, e portantc 4 = {0,1) que ndo & fechado.

2.2.8 EXEMPLO: Sejam dados em G além de um sistema de contro-
le, uma curva continua h ::R+ + G due desempenhard o papel
de objetivo a ger atingido pelo sistema. Vejamos que um teorema

de existéncia de "controle otimal" pode ser obtido por intermédio

de 2.2.5.

Suponhamos que h & atinglda em algum instante pelo
sistema, isto &, que para algum t > 0, h(t) € 4(t) e mostre-
mos que & possivel atingir h em tempo minimo, isto &€, gque exis-
te t >0 tal que h(t) € 4(t) e tal que se 0 < s <t ent;o

h(s) & A(s) (c.f.[9]).
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2.2.8,1 COROLARIO (de 2.2.5): Nas condigoes do teorema 2.2.5, se

h pode ser atingida, entao existe um tempo minimo.

DEMONSTRACRO: Por hipdtese, (t € R' / h(t) € At)} # #. Se

jam T = inf {t € RY / n(t) € A1)}, £ > E com h{t) € A(t)

tn
e o controles admissiveis tais que h(tn} = I exp an(s)ds .
o
Entao,
t £ n
I exp an(s)ds = (1 exp an(s)ds) { T exp an(s)ds)
o t O
n
t
= (;I exp un(s)ds)h(tn)
n
Como h & continua, h{t ) -» h(t) e pelo lema 2.2.4 ,

t
I exp an(s)ds + e. Isto &,
n

h(t) = 1lim

N+

exp an(s)ds € A(t)

O = i

pois A(t) & fechado. 0

Veremos adiante, atravésgs de exemplos, que se R(t) nao

& convexo, A(t) pode nao ser compacto. Nao obstante, dado um

sistema de controle R : [0,«) -+ P(£(G)) , consideremos a fun-
¢do com valores em conjuntos Co R : [0,») + P(L(G)) dada por
(Co RY{t) = Co (R(t)) , a capsula convexa de R(t) . Sendo R{t)

compacto, sua capsula convexa também € um compacto e, COmo Vvimos
anteriormente, Co R também & continua com a métrica de Hausdorff

sobre os compactos de £(G).
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Segundo o teorema 2.2.5, #{0(Co R,[0,T])) & compacto
em G, e como A(T) € «(a{Co R,[0,T]})), tem-gse claramente que
A(T)” C w(a(Co R,[0,T]})) . Vejamos agora, que esta desigualdade
€ de fato uma igualdade. Este fato & uma generalizagao do princi

pio do Bang-Bang (teorema de Aumann) gue enunciamos em 2.1.6.2,

2.2.9 LEMa: @(R,[0,T1)” = a(Co R,[0,T]}) se o fecho & tomado na

topologia fraca de Lz([O,T],£(G)).

DEMONSTRACAO: Antes de mais nada, seja M > 0 tal que Co R{t) C
C B(O,M wt €[0,T]. Tomemos o : [0,T] ~» £(G) mensuravel, tal
que ol(t) € Co R{t) se t €[0,T] e mostremos a existéncia de
uma sequéncia (B o1 tal que B, o fracamente em I?([OJH,L(G))
e Bn(t) € R{t) se” t€[0,T] e n>1.

Definigdo de B, ¢ Tome a particao Pn=={kT/r1€[0,ﬂ
k=0,1,...,n} de [0,T] . Pelo tecorema de Aumann, eXiste

Yn,k [ (k-1)T/n, kT/nl » £(G} com Yn,k(t) € R{t) tal que

kT/n

[RT/D
Y (s}ds = J a(s)ds .
(k-1yr "k -1y
n n

Defina Bn(t) = Y, k(t) se t €[ (k~1)T/n, kT/n)

Agora, € claro que

a(s)ds

kT/n kT/n
J Bn(s)ds = J

o O

e portanto, se t €[0,T] e t € [(k-1)T/n, kT/n) entao
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t t
1| (spte —atsnas |l = I (5_(s) - a(s))ds |
_ o (k=-1)T
n
2 M
{ —
- n
Dal que wte (0,T] , f; B (s)ds ~ fg a(s)ds . E como
- -~ L 2
(Bn)nil € uma sequéncia limitada de L“([0,T],L(G)) , B, ~ o
fracamente, demonstrando o lema. 0
2.2.10 PROPOSICRO: A(T) = w(a(Co R,[0,T]))
DEMONSTRACAC: E imediata a partir do lema e de 1.7.7. O

Uma outra propriedade til dos conjuntos de acessibili-

dade & dada pelo teorema abaixo.

2.2.11 TEOREMA: Os conjuntos de acessibilidade 4, A4(t) e

Al 0,T] sao conexos por caminhos.
DEMONSTRAGAO: 4[0,T] e A4 sao conexos por caminhos, uma vez que
todo ponto nestes conjuntos se unem por um caminho continuo a e.

Para mostrar que A(T) & conexo por caminhos, mostre-
mos que 2(R,[0,T]) o & em Ll([O,T],ﬁ(G)) . Sejam entdo o e

g8 em a(r,Jo0,T}) e ¢ :f(0,T] + Ll(EO,T],E(G)) definida por

a(s) se 0 <s < t

g (s) se t <s < T ;:

entdo ¢(0) =8 e $(T) = a; além do mais, ¢ & continua pois
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t
2
locep =oteply = | | llate) - solas
B1

E portante, ¢ & um caminho continuo entre o e B e ¢(t) €
€ Q(Rr,[0,T]) para cada t €[0,T]l . E como A4 (T) = v(0(g,10,T)) ,

A(T) & conexo por caminhos. =

2.2.12 EXEMPIL.O: Em GLlL(4) considere o "sistema de controle

R :[0,~) » M, dado por R(t) =R, onde R & o conjunto das

) = =1 ‘

matrizes ( tal que a;, = a,,, [a12|

213’ ax4 laysl

a =1 e a,., =0 em outros casos. O fecho convexo de R '
31 ij o

Co RO e dado pelas matrizes {aij)4x4 tal que A9 Fay3r 8g) T 1

e Ia12| <1l, 8Se « & um controle admissivel para este siste-

ma, entdo o & dado por

0 u 0 0
(2.2.12.1) °o 0w 0
0 0 0 1
0 0 0 0
para alguma fungao localmente integravel u : [0,«=) > R, com
T
lu(t){ =1 se t€[0,=). E ndo & dificil ver que 1 exp a(s)ds

&
& dada por

. 1 2

1 g (0 FE£(M? b (D)
0 i fOL (T) g, (T)
0 0 1 T

0 0 0 1
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onde £ (t) = /0 u(sids, g (t) =/ su(s)ds, h (t) =
= sl uls) g (s)ds = £ () g (b -3tf (7 +2 51 (s)%as.  se
para algum T > 0 fa(T) = gu(T) = h (T) =0, entao fg %1&02d52=0
e portanto fa(t) =0 em [0,T] e dai que u =0 quase sempre
em [0,T]

Consequentemente, se g : [0,») = My e dado por
{2.2.12.1) com u(t) = 0, entdao B & controle admissivel para
Co R e nao existe controle admissivel « para R tal que

T T
T exp af{s)ds = I exp B(s)ds se T > 0.
o o}

Temos entao, em virtude de 2.2.5, que o conjunto dos
pontos acessiveis em tempo T por R nao é fechado. Este exem~

plo aparece em [ 17], [



CAPITULO III

SISTEMAS AUTONOMOS

3.1 INTRODUGAO

Tomemos num grupo de Lie G um sistema de controle in-

variante 3 direita autdnomo, isto &, um sistema do tipo (2.1.2)

em que A(t,u) = A{u} & independente de t e a fungao dos con-
+ -

troles U:IR -+ P(L(G)) & constante, Ut} = Uo’ ¥t > 0. 0

lema de Filippov nos diz que se U, & compacto, entdo o conjunto
dos pontos acessiveis a partir da identidade depende apenas de

RO = A(UO) , isto &, A4(T) = n(R(RO,[O,T])).

Alteremos um pouco esta situacao, chamando de sistema

de controle (autdénomo) invariante a direita em G a qualquer sub

conjunto R C £(G) . Os controles admissiveis para um tal siste-
ma sao todas as aplicagOes localmente integraveis o :[0,%) +£(G)
tal que af(t) € R, ¥t > 0. Para estes sistemas, podemos intro

duzir as mesmas nocOes ja definidas para os sistemas de controle
do tipo (2.1.2), tais como os conceitos de conjunto de acessibili
dade, controlabilidade, propriedade de acessibilidade etc... be
notaremos por AR(T} ou A(T) , AR[O,T] ou afo,1l , AR ou
apenas 4 aos conjuntos de acessibilidade associados ao sistema

de controle R .

O objetivo deste capitulo € apresentar algumas proprie-
dades topoldgicas dos conjuntos AR ' ARTO,T] e AR(T) , rela-
cionadas com as nogoes de controlabilidade e de acessibilidade pa

ra o sigstema de contreole B .
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3.2 PROPRIEDADE DE ACESSIBILIDADE

A independéncia de R em relagao a t faz com gque ©
conjunto de acessibilidade A, tenha caracteristicas algébricas

herdadas da estrutura algébrica de G :

3.2.1 PROPOSIGAO: O conjunto dos pontos acessiveis em tempo qual

quer 4 € um semi-grupo. Mais especificamente, Vt,s >0

R L
Ap(t)Ap(s) = Ap(s) Ap(t) = Ap(tis) .

t+s
DEMONSTRACAO: Se x € A(t+s), entao x = 1 exp a{c)ds para
o
algum controle admissivel o« . Entao
t+s t
x = ( 0T exp a({o)de) (I exp a(cv)do}
t O
tomando-se os controles admissiveis 8, e B8, definidos por
81(0) = a(o) e B,(0) = alots) , vé-se que
5 t
X = (I exp Bz(c)dc} (I exp Bl(o)dc)
o o
e portanto x € A(s)4(t) . Reciprocamente, se
s t
x = (I exp Bl(o)dc) (11 exp Bz{c)do),
0 0
entdo se a(o) = B,(c) para 0 <o <t e afo) =8, (c-t) para
g > t tem—-se que
t+s t t+s

x = ( I exp af{o)do) (N exp a{o)de) T exp alo)do
t O o)
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isto €, X € A(t+s) . -

Em geral, para sistemas nao autonomos, o conjunto dos

pontos acessiveis nao & um semi-grupo:

3.2.2 EXEMPLD: Em Gl(2) tome o sistema de controle A:ZR+xJR +

M, com A continua e tal que

2
uh, se t €[0,1]
A{t,n}y = e
ua, se t €[2,4]
onde

A fungao dos contrcles U : rY - P (R) para este sistema & dada

por
10} se t€ [1,2] ou t > 4

0,21 se t€ [0,1/2] ou t € [5/2,3]
Uu{t) = <{0,-4(t=1)] se t € [1/2,1]

(0,4(t-2)] se t & [2,5/2]

[0,-2(t-4)] se t € [3,4]

e

Sejam u, e u, controles admissiveis tais que ul(t) = 2 5
te [0,1/2] e ul(t) =0 se t & {0,1/2] ; u2(t) = /2 se

t € [5/2,3]1 e 0 nos outros pontog., Entao,
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4 4
(1 exp A(s,u; (s))ds) (1 exp Als,uy(s))ds) = (exp A)) exp (7 A,) .
o o]

E se u, € um controle admissivel qualquer, entdoc & claro que

8
N exp A(s,uB(s))ds
o

{exp (fi uB(S)dS)AQ) {exp (fg u3(s)ds)A1) =

i

(exp kAz) (expaAl) .

para algum kX e & , No entanto, € facil verificar que
= I
(exp k Az)(exp 2 Al) = {(exp Al)(exp i Az)

nao tem solugao para k e 1 reais. 0

O conjunto de acessibilidade 4, para R nao & sempre
um grupo. Veremos adiante, no proximo paragrafo, gue o fato de

A ser um grupc, estd estreitamente relacionado com a controlabi

R
lidade de R . Por enquanto, vejamos 0 que se passa com a pro-

priedade de acessibilidade de um sistema autdnomo.

Uma condigao necessaria de acessibilidade  ( isto & ,
int AR # #) de R & obtida diretamente do fato de v se  res-
tringir a subgrupos. De fato, seja H a subalgebra de Lie de
£ (G) gerada por R , entao como # se restringe a subgrupos, ©

conjunto de acessibilidade A estd contido no subgrupo de Lie

R
conexo H de G que tem H por algebra de Lie. Dal, que se &
tem a propriedade de acessibilidade, entao a dlgebra de Lie gera-

da por R tem que ser £L(G), Ja que entao H & de interior nao

vazio em G e & portanto a componente conexa da identidade de G,
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isto &, H = L(G) .

Esta condigéo, é no entanto suficiente, como mostra 0

teorema a sequir, devido a A.J. Krener e C.Lobry {(c.f. [(2]).

3.2.3 TEOREMA: Se a &lgebra de Lie gerada por R & <£(G) entdo

R tem a propriedade de acessibilidade.

DEMONSTRAGCAO: Seja n = dim G . Vamos mostrar que se V € y(e)
entdo v N AR[O,T] tem interior nac vazio para tode T > 0. Pa
ra isto, vamos construir uma subvariedade M de G tal que
dimM=n e MCvVN ARIO,T] .

A variedade M serad obtida automaticamente se mostrar

mos que existem n elementos de R ; Xl,...,Xn tal gque a aplica

gao ®H'+ ¢ definida por (tl,...,tn) > (exp tan)...(exp tlxl)
& uma submersao em algum aberto W C ﬂtl,...,tn) & EJI/’ ty 2 0
e tl+...+tn < T} e tal que {(exp (tnxn)...exp (tlxl)) €V pa

ra (tl,...,tn) € W, Jja que os elementos de G da foma
(exp tnxn)...(exp thl) com ti > 0 sao acesslvels a partir de

e por R.

A sequéncia X;,...,X serd construida, por indugdo ,

esquematizado abaixo:

Seja xl & R tal que Xl £ 0, Desde gue R gera a
algebra £(G) , existem X2 € R e um intervalo (Ti,ré)(: [0,T/n]
tal que exp (s Xl) €Y e se s € (Ti; T;) e )?2 nao & tangen-
te em nenhum ponto a subvariedade Ml = {exp (s Xl) EG/ s & (ti‘,"r;)}

de dimensao 1. Se n = 2, o teorema estd demonstrado, pois nes-

tas condigoes a aplicagao :R? » G definida por (t,, £1)
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- ~ 1 1
(exp t2X2)(exp tlxl) e uma submersao se t1 = (rl, 12) e t2

e proximo de zero.

Se n > 2, existem X3 € R, (?i, ?%) C (Ti, T%) e
(ri, Té) C [0,T/n] tal que exp (szxz)exp(slxl) eV se
(sl,sz) € (Ti, Tg)}{(¥i' ?%) e 23 nao € tangente a subvarie-
dade M, = {exp(s,X,)exp(s X)) € G/ (s),5,) € (1}, 12)x(i}, T2)}

de dimensao 2, ja que R gera £(G} e o conjunto dos campos tan

gentes a uma subvariedade & fechado pelo colchete. 0]

0 enunciado deste teorema nao explicita, mas fica claro
na demonstragdo, que e € A[0,T] & aderente a int 4[0,T] . Te

mos, de fato, o corolario seguinte:

3.2.4 COROLARIO: Se R gera <£(G) entdo para todo T > 0 int

Al0,T] & denso em A[0,T] .

DEMONSTRAGAO: Sejam x € 41{0,T] e V € Vi{ie).

Se x € A(t) para algum t < T, entdo existe § > O

tal que t+6 < T, e portanto se 0 < s < &, A(s)x C A(s)A(t) =

= A(s+t) C A{0,T] , isto &, (4[0,8]x C 4[0,T]. Pelo teorema,

v N A4[0,5] tem interior ndo vazio e dal que

int{((Vx) N 410,T]) D int{(vx) N (410,81x)) =

= int{((V N A[0,8])x}) = (int(V D 4A[0,6]))x # #

isto &€, x & limite de pontos interiores de A41(0,T].

T
Se X € A(T), x =1 exp a(s)ds para -algum controle
o)

admissivel « e portanto
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t
n
x = 1lim( I exp a(s)ds) = 1lim ¥
e o n

v,

se t > T eonde x = I exp a{s)ds . Se t o< T, entao
o

X € (int 4[0,Tl) , e portanto x também & limite de pontos in

teriores de A41[0,T] . 0
No caso em que R nao gera £(G) , temos uma situagdo

parecida:

3.2.5 COROLARIO: Sejam H a algebra de Lie gerada por R e H
o Gnico subgrupo conexo de G que tem H por algebra de Lie. En
tao AR[O,T] C H e na topologia de H, int AR[O,T] é& denso em
Apl0,T] .

DEMONSTRAGAC: E s0 lembrar que as integrais multiplicativas se

restringem a subgrupos e usar o corolario anterior. 0

Temos entao que a cada sistema R C £(G) estd associa-

da uma subvariedade de G, alids um subgrupo de Lie de G que
localiza AR[O,T]: Este subgrupo contém AR[O,T] e € minimal en
tre os que satisfazem a esta propriedade, uma vez que ARIO,T]

tem interior nao vazio neste subgrupo.

E evidente que a mesma situagao, com o mesmo  subgrupo
[ - »
ocorre para o conjunto A dos pontos acessiveis por R, a par-

tir de e, em tempo qualquer.

Para os conijuntos de acessibilidade AR(t) ; temos tam—

bém este tipo de localizagao.

Suponhamos, para facilitar as notagSes e sem atrapalhar
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em nada a generalidade, que R gera [L(G) . Vamos construir um

subgrupo normal G que serd utilizado na lozalizacao de A4(t) .

Seja E a subvariedade afim de [L(G) gerada por R e
F o subespago vetorial tangente a E . Isto & E €& o subespago
afim de £(G) formado por todos os elementos do tipo aXite.s ta X
com X, €ER e ajte..ta = 1 e F & o subespago vetorial E-X,

para algum X, € E. F & formado por todos os elementos da forma

€ +... = .
ale+...+aka com Xi R e al +ak 0

Se F_ = [R,R] denota a subdlgebra de £ (G) gerada por

{[X,¥Y] €£(G) / X,¥Y € R} , seja £0 definido por

Entao £O & um ideal de <£L£(G) de codimensac 0 ou 1 em £(G).
De fato, verifica-se facilmente gque £0 e um ideal de L (G) e se

XERD £o entao Y € B & tal que
Y = X + {(vy-X) &€ £O

isto &, R C £o e como £o & ideal, L = L(G) . Ese Rrﬁ£o==g
entao R C £+ {xX € L(G) / » € R} para gualquer X € B  pois
RCF + (XX €L(6)/ » ER}, e portanto £ & de codimensao 1
em £(G) . E claro, que todo gerador afim de E também & gera-

dor de L (G) .

A partir do ideal [ pode-se construir a distribuigao
(de Frobenius) D : x € G -~ dL(x)e(ﬁo) . D & integrdvel e suas
variedades integrais maximais sao as classes laterais do subgrupo

normal G, que & a iinica variedade integral maximal de D gue
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passa pela origem de G . A algebra de Lie de G, é Lo - As
classes laterais de G, sao difeomorfas a G, pelas translacdes
a esquerda {(ou & direita pois G, €& normal) de G . Os conjuntos

de acessibilidade AR{t) serao localizados nas classes laterais

de Go'

Antes porém, consideremos o subespaco afim E,., deco
dimensaoc 0 ou 1, obtido por translagao de £o por um elemen
to qualquer de R (cu E). E C E, eo subespag¢o tangente a E,
é Eo .

Para cada T > 0, o conjunto Q(E_, [0,T!) & uma subva
riedade afim fechada de Ll([O,T],ﬂ(G)) cujo espaco tangente & o
subespa¢o fechado Q(fo,[O,T]) . Este subespago & complementavel
en Llf 0,711,£(G)) por Q(fo,[O,T]) , onde fo & um complementar

de £0 em [{(G) . Portanto, Q(EO,IO,T]) admite uma estrutura

de variedade diferenciavel de Banach que o torna subvariedade de

Ll([O,T],f(G)) . O seu subespago tangente & canonicamente identi
ficado com ﬂ(£o,[0,T]) (c.f. [12]). As mesmas observagoes cabem
a a(g,0[0,7]) com espago tangente a a(F,[0,T]) .

Nestas condigoes temos o lema seguinte:

3,2.6 LEMA: Se T > 0, existe uma cliasse lateral de GO , deno=

tada por G., tal que w(a(e_, [0,T))) C a. . Além do mais,
w =7 : (e _, fo,T]) =~ GT & diferencidvel guando a GT se
E0 E0 o} o] ]

da a estrutura de subvariedade {imersa) de G . Tem-se também ,

que se o € Q(EO,[O,T]} entao
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T

(3.2.6.1) d GECD (g) = dL(ﬂ(a))e JO Ga(B)(S)dS € Tﬂ(a)G
6]

T
o

para todo B8 € R(£0;[0;T])-

DEMONSTRAGAQ: Fixando-se o € Q(EO,[O,T]) ; podemos escrever
m. (B = w{a+Bf=-0a) = L(n(a))onm oea(ﬁ-a)

para qualquer B € Q(Eo,{O,T]) . As duas primeiras partes do le-
ma seguem entao do fato de que 1w se restringe a subgrupos e que
L{a(a)) = G, = Gg é difeomorfismo. A Gltima parte segue da ex

pressao da diferencial para = . 0

Consequentemente, 1. €& continua.
o

3.2.7 COROLARIO: Com as notagﬁes acima, AR(T)(: Gg.

DEMONSTRAGAO: 4, (T) C wy (R(E_, [0,T1)) . O

o]
Este corolario € a localizagao de AR(T) que anuncia-
mos. De fato, para estes conjuntos de acessibilidade temos tam-

bém um equivalente do teorema de Krener-Lobry (c.f. [17]).

3.2.8 TEOREMA: Na topologia de Gg, tem~se gue int AR(T) é

denso em AR(T) , se T > 0.

DEMONSTRACAO: Sejam &3 € q(r, [0,T]) controle admissiIvel ,
X, = n(so) e V um aberto de Gg que contém X, - Pela conti-
nuidade de “Eo . existe ¢ > 0 tal que se [[y-8_| <« e
y €& Q(EO,IO,T]) entao T (v) € v.

[»)
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Tomemos S = {xl,...,xk} C R que ainda seja gerador

afim de E e portanto gerador de L (G) .

Podemos escolher tO suficientemente pequeno tal gue
se afs) €S para s € [0,t )] entdo IOO la{s)-g(s)|[ds < e. E
portanto, se y & tal que vy(s) € S para s € [O,to) e vy(s) =

= Bo(s) para s > tg entao ”Y'BOH]_ < ¢ e dal que «n_(y) € v.

E
Se mostrarmos que o conjunto dos pontos acessiveis por controles

do tipo de y contém um aberto, o teorema estard demonstrado .
pois teremos mostrado que X, & limite de pontos interiores (re

lativos a Gg) de 4.(T) .

R

Porém, para vy como acima temos que

t

T T O
I exp y(slds = ( 1 exp Bo(s)ds) (1 exp y(s)ds) .
0 t (s
o
E como L %H exp 8(s)ds) & um isomorfismo ente GOO e G, e

o)
suficiente mostrar que o conjunto dos pontos acessiveis por S em

tempo t. contém um aberto de Go0 .

o)
No entanto, se a € R(S,[O,to]) e X€5s8,
t o
n exp a(s)ds = I exp (a(s) -X+X)ds =
o o)
t
it -sX
= (exp (tOX)} I exp Ad(e ) {a{s)-X)ds
o
e como L{exp (tox)) é um isomorfismo entre G0 e GOO ' ore

sultado segue do lema abaixo. [J
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3.2.9 LEMA: Usando as mesmas notacgoes que no teorema, o sistema
de controle

x = ar(x_adle ) (a(t));  u(t) € s-x C L

em G & tal que se t, > 0 entao int Alt)) #40.
DEMONSTRAGAO: Antes de mais nada, observemos que para este siste
ma de controle A(t)) = Alo,t)] wuma vez que 0 € S-X.

Por outro lado, se ({¥;,...,¥ } C8 e t,,...,t gao

reais positivos tais que ti+...+t <t entdo

=3

exp (~t;, X) exp (t, ¥,) € A(e)) .

i=1

De fato, seja & o controle admissivel congtante por pedagos -

igual a Y;-X em [O,tl) r Y,mX em [tl' t1+t2) etc... e 0
em [tl+...+tm,w) . Como
tl+"'+ti Cex
i exp Ad(e )(Yi—x)ds = exp(-tix)exp(tiYi)
tyteaatt g

& claro que

t
Q

1 exp Ad(emsx)(Yi—X)ds =
0 i

—tiX tiY.
e e e At )y .
1 (o}

n=4

Isto posto, provaremos, com uma técnica parecida com a
da demonstracdoc do teorema 3.2.3 que o conjunto dos pontos do ti-

m
po izl exp(-tix)exp(tiYi) cobre um aberto.de GO .
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Seja m=dimf =dimG . Se m> 0, S contém

¥1 # X e portanto

El : IR GO
~tx )
t - El(t) = g e

e de posto 1 num intervalo do tipo (0,1t) com 1 < to/m r J2 que

£1(8) = dR(5(t))_ (Ad(exp(-tX)) (¥,)-X) , isto &, £](0) =¥, =X .

1

Se m =1, nossa demonstracao esta concluida.

Se m> 1, para cada Y € § defina

2
2;2 1 R -+ G‘D
: - Y - Y
(s,t) = gg (s,t) = o 5% oSY ~tX ¥
Y

Mostremos que para algum Y € S, tem—-se gue posto (&é) =2 em

algum aberto de (O,to,/m)zc(O,T).

De fato, supcnhha que ¥Y € S e W¥(s,t) € (O,to/m)xﬂhr)

se tenha posto (ig)(s,t) < 2 . Entao, como gg & analitica .
posto (5%)(s,t) < 2 para (s,t) € (-to/n, to/nJ}c(O,r) . Seija
t € (0,t), entao se Y € 8, posto (5%)(0,%) =1 e portanto

para cada Y € 8§ existe um aberto W{ C (~to/m, to/m)J{(O,T) tal

que Eg & uma subimersao em WY e E%(W{) & subvariedade de di

1
—~ - Y_ Y Y -
mensao 1 de Go . Porém, M = EZ(Wl N ({0} xMR)) & uma subva~-
riedade de dimensac 1 e portanto Wg = (Eg)_l(Mg) € um aberto de
W§ que contém (0,%t) .
Seja W= 0N W, entdio W &  um aberto

YE€s

de (—to/m, fo/m))c(O,r) que contém (0,t) e sua imagem por
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gé esta contida na subvariedade gl((O,T)) de dimensao 1 de Go'

Seja 6 > 0 tal que (s,t) € W para |s] < & .

Um calculo simples mostra que
- v - -
(s,8) = dr(g;(s,8)) ae™ w-x ,

e portanto os campos (invarianteg 3 direita) (Ad(exp(-sX) (Y)=-X))}~
sdo tangentes a uma subvariedade de dimensac 1 se Y € 8 e

|s| < § . Em particular, os campos (¥-X)~ e portanto os campos

invariantes a direita gerados por [Y-X, Y-x] = [Y,Y]-{y,X] - [X,Y]
para cada Y, Y € 8§, sado também tangentes & subvariedade. No
entanto,
d
X,¥] = 3s (Ad(exp (=-sX)) (Y}=-X)

e dal que os campos [X,Y]  também o sdo & subvariedade de dimen
sao 1. Conseguentemente, sao tangentes os campos (Y=-X)~ e
[¥Y,¥]" com Y,¥ € 8, o que contradiz a hipdtese de que m > 1.

Continuando este processo a dimensdOes maiores, mostra-

se © lema. [

Por fim, vejamos uma condicgao suficiente para que x € G

seja interior a um dos conjuntos de acesgsibilidade.

3.2.10 TEOREMA: Suponha que R & subespaco afim de £(G) , isto

& que R=E e sejam X € A(T) e a € (g, lo,T]) tal que
wg (ao) = x_ . Para que X, seja interior a A(T) relativo a

& suficiente gque o sistema de controle linear

© T
topologia de GO
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(3.2.10.1) X = ad(do(t))x + u(t) : u(t) € F
em ﬁo seja controlavel em tempo T a partir da origem de £o .

OBSERVACAO: Como £O e um ideal, ad(a(t))(£0) C £0 , 1isto &,

ad(a(t)) se restringe a £, para cada t.

DEMONSTRACAO: Seja Te = o . E suficiente mostrar
O Q(E; [OrTI)
. { Y - T . g E . 4
que 1im d{ﬁE)a Txo Go + Ppois nestas condigoes X, int(im wE).
; o
Porém,
T —
a(ﬂg) (8) = aL(r(a ), J Ad(g(s) "His(s))as
o 0
o
&
com B € Q{(F,[0,T]1) e onde g(s) = I exp ao(c)da . Por outro la

o
do, o conjunto dos pontos acessivels em tempo 7T a partir da ori

gem para o sistema (3.2.10.1) é dado por

T

Ad(g(T)) J Ad(g(s)—l)(u(s))ds ' u(s) € ,
o
-1 5 -1
j& que Ad(g(s) 7) =(0 exp ad (a(o))do) ~ € GL(L(G})) . E claro
o

entdo, que se (3.2.10.1) & controlavel em tempo T entao d("g)a

é sobrejetora, mostrando o teorema. 0

A condigao deste teorema também & uma condigao suficien
te para que um ponto de G seja interior ao conjunto de acessibi
lidade. Antes de mostrarmos isto, provemos o seguinte lema da

teoria do controle linear.

3.2.11 LEMA: Se (3.2.10.1) & controlivel em tempo T > 0 a par
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tir da origem, entdo & controldvel em tempo T-s se 0 < g < §

para algum § < T,

DEMONSTRAGAO: Denote por A'{t) o correspondente conjunto de

acessibilidade para (3.2.10.1). Niao & dificil ver que A4'({t) é
o 1 1 -

convexo em £ e que se t; < t, entdo 4'(t)) CA'(t,) e por

tanto, A4"[0,t] = A'(t) .

Como A'{t) & convexo ¢ 0 € A'(t), existe um gubes-
pago E(t) de dimensdo minima gue contém A4'(t) . Se r & a

maior das dimensoes de E(t) para 0 <t < T e t € [0,T) é

tal que dim E(t,) =r entdo E(t) = E(t)) para t > t .

Se para nenhum t < T, (3.2.10.1) & controldvel, entdo
r<dimf, e A'(t) estda contido em um subespago proprio de £0
para todo t < T e portanto, o sistema nao pode ser controlavel
em tempo T . Dal, que para t; <T o sistema & controlavel e

portanto para todo t > ty e O

3.2.12 TEOREMA: Com as condigOes e as notagdes do teorema 3.2,10,
X € interilor (na topologia de G) ao conjunto 4.
DEMONSTRAGAO: Admita que para qualquer X € R existe t, >0,
-t
- - o : ; o
t, < T tal que y_ {exp ( to}())x0 @ interior (relativo a G, )

a A(T—to) {(mostraremos abaixo a existéncia deste to) e defina

T-t
¢ : Rx G, ° » 6
(t,y}) > ¢(t,y) = exp(tX)y .
T-t
Desde que G © & uma subvariedade (imersa) de G, ¢ & uma
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aplicagao diferencidvel. Além do mais, $ityey,) = exp(t X)exp(-t X) X, = X

T-t
Por outro lado, se t E R e Yy € Ty Go ©, nio & difiecil ver
: o
T-t
que, se identificarmos Ty G0 © a unm subespaco de Ty G entao
o ©
tOX tox
* =
(*) d¢(to’y0)(t,Y) dL(e )e(Y) +dR(y,) £ X o dR(e ~ ) (tX)
e

dR(xo) (Ad(xo) (Y) + tX)

onde ¥ = dL(y;l)y (¥) € TG .
(&)

Por (*) e pela definicdo de Lo vé~se gue ¢ & uma

submersao em (to'yo) . Existem portanto § >0, & <t e V

T=t
aberto de G0 o tal que vy, €vC A(T—to) e ¢ € submersao

em (to-—a, t,*8) xv. E dai, que $ ({t =8, £ +8) xV) é um aber
to de G que contém X, e como € claro que c]b((to-ﬁ, t0+6) xV) €A

se § <t , temos que X € int A
Mostremos agora a existéncia de t, -

Para isto, observemos que para todo o integrivel com
a(t) €E R =E e para todo t > 0, (E exp a(S)dS)-l estia em uma
unica classe lateral 'GE de G, - Isto & devido ao fato de que
& um subgrupo normal de G . No entan-

t -
to, temos mais, a aplicagao o € Q(E, [0,t]) +~(Ileg)a&ﬂds)l c 'Gg
o

t t
1=
1 exp a(s)ds Go e Go

& continua. De fato, consideremos ¢ grupo de Lie G*, dual de

G, isto &, G* & a mesma variedade diferencidvel que G, sd que

o produto em G* € dado por ({(Xx,y) -+ yX. Entac a inversao

3:G > G*, J(x) = x_l , & um isomorfismo entre G e G*¥ e

dj, = -idy o - G, também & subgrupo de Lie normal de G* e suas
e
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clagges laterais em G* colncidem com suas classes laterais em

G . Agora, a continuidade enunciada acima & clara, uma vez que

t 1 t t
(1 exp a(s)ds) = J(1 exp a(s)ds}) = 1 exp (~al(s))ds
o o) o)

onde a Ultima integral multiplicativa & tomada em G* .

Pelo lema anterior, existe tl > 0, tl < T tal gque

Tt
(3.2.10.1) & controlavel em tempo T-t, , €portanto 1 1 exp ao(s)ds
T-t o
€ interior (relativo a G, 1y Qe A(T-ty) .
Congideremos a aplicagao ¢ : [T—tIET]*-Q(E,[T-tl,T])

tal gque

ao(s) se T—tl <s <t

p{t) (s) =
X se t<s <T .
Por um argumento semelhante ao utilizado na demonstracgao de 2.2.11,
pode-se mostrar que ¢ & uma curva continua em (B, [T-t,,T]) ,
e portanto pelos argumentos acima (depois de uma mudanga de varid

veis na integral multiplicativa) a aplicacgao

t = 1 exp p(t)(s)ds, t € [T—tl,T]

assume valores em uma uUnica classe lateral de G, e é continua

como funcao de t na topologia desta classe lateral.

Isto posto, a curva
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g : [T-tl,T] + G

T
€ > glt) =( 1 exp p(t)(s)ds) T x,
T-t
1
T-ty T-t,
assume valores em G e & continua na topologia de G, .
uma vez que
T 1 T
g{T) = ( T exp a_{s}ds) (I exp a_{(s)ds)
o o
T--tl o]
T—tl
= n~ exp ao(s)ds .
o

Existe entao t, >0, t < t, tal que g(T-to) & interior a

o
T—t0 _
A(T*tl) . Assim, tomamos y_ = { 1 exp a_(s)ds)g(T-t ) . Entao
o o o
T—tl
Y, Ppertence ao interior relativo de A(T-t) , ja que
=t T-t, T—to
L{ 1° exp o_(s)ds) & um difeomorfismo entre G e G e
Tt o o o]
g(T—to) & interior a A(T-t;) . E também,
t X tOX T-—to
e © y = e { n° exp a (s)ds)g(T-t ) =
o) o} 0
t X T-t T-t ., -t X
= e % ( 1°9exp a,{s)ds} ( n© aO(s)ds) 1 e ° «x
o)
T-t T-t
1 1
concluindo a demonstragao do teorema. 0

A condigado prévia dos teoremas 3.2.10 e 3.2.12 de que
R & uma subvariedade afim & satisfeita pelos sistemas invarian-

tes & direita auténomos que saoc lineares, isto &, dados por
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q

A:RY »£(G) tal que A{u) =X + I uX, com X ,...,X. em
0 =1 K7k o] g

L(G) e u= (ul,...,uq) . Estes sao os sistemas tratados em [10]

e [11].

Nao & dificil ver que a condigdo de controlabilidade de
(3.2.10.1) nao & uma condigao necessiria para que X, seja inte-
rior a 4. No préximo pardgrafo, veremos através de um exemplo

que esta condigao nao & realmente necesséria.

3.3 CONTROLABILIDADE
Veremos neste parigrafo algumas condig¢Oes para que um
sistema invariante a4 direita R C £{(G) seja controlavel a partir

da identidade e de G, isto &, que A, = G.

A controlabilidade de um sistema de controle R C L(G)
depende de dois fatores., Por um lado, podemos garantir a contro-
labilidade de R em fungao de suas propriedades algébricas e geo
métricas como subconjunto de £ (G) . Por outro lado, a controla-
bilidade de R depende, e aparentemente de maneira essencial, das
caracteristicas geométricas do grupo G . Compare por exemplc, O
sistema R = {1} C IR gquando R & visto, em primeiro lugar, co
mo a algebra de Lie do grupo aditivo dos reais e posteriormente
do grupo st (o0 circuleo). No primeiro caso, R nao & controla-

vel e no segundo, temos a controlabilidade de R devido & "perio

dicidade" de st .

Apresentaremos aqui apenas algumas condigdes gerais de
controlabilidade, de sistemas invariantes. Estas condigoes nao

se aproveitam de um conhecimento mais detalhado da estrutura do
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grupo de Lie em questao. Resultados mais finos, que formnecem con
digOes mais manipuldveis para a classe dos sistemas invariantes
lineares, podem ser encontrados nos recentes trabalhos de I.Kupka

e v.Jurdjevic (veja [111) .

Vamos gsupor neste paragrafo que G & conexo e que R

gera a algebra de Lie £ (G) .

Na segéo anterior mostramos que © conjunto dos pontos
acessiveis AR & um semi-grupo. No entanto, se um semi-grupo de
um grupe G contém uma vizinhanga da identidade e, este semi-
grupo & todo G . Dai, que se e € int Ap entao R & controla-

vel. Consequentemente,

3.3.1 PROPOSICEO: R & controlavel se e s se Ap € um subgrupo

(algébrico) de G.

DEMONSTRAGAO: De fato, por 3.2.3 existe um aberto de G, V C Ap-

Se x € V entdo, como Ag € um subgrupo, x v c Ap « Porém,
x-lv € V(e) , isto &, AR contém uma vizinhangca de e e portanto
R & controlidvel. Se R & controlavel, AR =G. 0

Da mesma forma,

3.3.2 PROPOSIGAQ: R & controlavel se e sd se Ap € denso em G.

DEMONSTRACAC: Se R & controladvel, & claro que Ap € denso em

G . Por outro lado, seja V aberto de G tal que V C AR . En-
-1 1

tao, V & aberto de G e portanto V - N Ap 8. Seja
X € v—1 M AR , entao e € Vx, Vx & aberto e como AR & um se-
mi-grupo, Vx C 4, . E portanto, R € controlavel. .
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Se o grupo G além de conexo é compacto, todo sistema

de controle R que gera £(G) & controlavel,

3.3.3 PROPOSICAO: Se G & compacto, R & controlavel.

DEMONSTRAGCAO (c.f. [10]): Sejam V um aberto de G e x €V
tal que V € AR . Considere a sequéncia Yp = x" em G. Como G
¢ compacto, Yn admite uma subsequéncia Yn convergente com

> n ara todo k Se z, = -1 xnk“nk-l entio
g > Mgy P : k = Yn, Yn .1 * :

iim Z, = e, e portanto existe um inteiro kO tal gque e € zkov.
»>®

Porém, desde que ny > ny g, 2, € A, e como Ap & semi-gru
o o o
poe VvCA4,, z VC Ap - Mas 1z V & aberto e e €z, V ,
0 o o
de onde se conclui que R & controlavel. 0

Para finalizar, vamos indicar de gque forma 3.2.12 pode
ser utilizado para se obter condigées suficientes de controlabili

dade para um sistema de controle R C £(G) .

Suponha que R & um subespago vetorial de £{(G). Utilizando

3.2.12, mostremos que R & controlavel {c.f. [10], teo. 5.1).

3.3.4 LEMA: Suponha que R = E = F €& um subespaco vetorial de

£(G) . Entdo existe uma sequéncia finita XyreoorX de F tal
que se o = ‘[Xl,...,xm; Oflflvb’m} em {Orm} a U-(t) = 0 se
t > m entdo (3.2.10.1) & controlavel a partir da origem de £o
em tempo m.
DEMONSTRACAO: Vamos construir esta sequéncia por indugao.

Seja X €F tal que Xy £ 0 e o i [0,=) + L(G)
tal que Gl(t) = Xl se t & {0,111 e ﬂl(t) = 0 caso contrario.
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Nao @ dificil ver que o conjunto Al(l) dos pontos acessiveis em
tempo 1 a partir da origem por (3.2.10.1) com o = a; & um subes
pago vetorial de £ (veja a fdrmula da variacao das constantes).
Temos que F C Al(l). De fato,.desde que O E€ER=F, se t <1
entdo A,(t) C 4,(1) . Tome um controle constante u(t) = u, €F.
A @nica solugdo de (3.2.10.1) com o = o, relativa a este contro
le que para t = 0 vale 0 & continuamente diferenciivel em
0

[0,1}], estd contida em A, (1) e sua derivada na origem é u_.

Consequentemente, u_ 1= Al(l) e F C Al(l).

se A4,(1) =£_, nao hd mais o gue mostrar. Suponha en

tao que Al(l) # £o e mostremos que existe X, EP tal que se
ay = (X Xyi 0,1,2} em [0,2] e a,(t) =0 para t > 2 entdo
A2(2) # Az(l) = Al(l) » onde A4, representa o conjunto de acessi

bilidade correspondente a «a, .

Se para todo X, € F A,(2) = 4,(1) entdo para gqual
quer X € Az(l) = Al(l} ,  ad(X,) {(X)+u € Al(l) para todo u € F.
Ecomo F < Al(l) ' ad(xz)(x) € Al(l) . isto e, [X2,X1 & Al(l)
o gue nao & possivel em virtude da definigdo de £ _.

Como F C Al(l) C 4,(2) , podemos continuar este proces

so até construir a sequéncia desejada. a

Agora podemos mostrar o

3.3.5 TEOREMA: Se R ¢& um subespago vetorial (R gera £(G) e

G & conexo}, entao R & controlavel.

DEMONSTRAGAO: Seja Xl,...,xm como no lema e tome
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a = {Xl, -Xl’ X2, _ervi.rxm; -XmF 0,1,...,21‘[’1]‘

em [0,2m] e o(t) =0 se t > 2m, como controle admissivel .
Pelo lema, o sistema (3.2.10.1) com esta « & controldvel em tem
po 2T. De fato, j& € controldvel se tomarmos apenas os controles
u gue sdo nulos nos intervalos do tipo (2k-1, 2k), k=1,...,m

(veja a formula da variagao das constantes correspondente a estes

controles). Por outro lado,
27T -X X -Xl Xl
T exp of{s)ds = e Me ™ ¢ e = e
o
e portanto e € int 4 e dai que R & controlavel. 0

3.3.6 EXEMPLO: Em Gl(4) tome R C M, como sendo 0 subespago

gerado por

1 o\ . Ko 1\ .. [0
0

SRRV I I
2
de dimensaoc 3. Desde que [X2,X3]4-Xl = (; é) . B gera L£(G) =
=M, . E pelo teorema anterior, este sistéma & controlavel. No
entanto, se tomarmos a{t) = 0, o sistema (3.2.10.1) nao & con-

trolavel j& que o conjunto dos pontos acessiveis por este sistema

linear & F = R e neste caso £o = L{(G) = M4 .
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