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(i) 

INTRODU CÃO . 

t bem conhecida a equivalência entre as álgebra-s de 

Boole e os anéis comutativos com unidade de característica 2. 

Recentemente, G. C. Rota obteve uma outra forma de 

associar um anel à uma álqebra de Boole. As vantagens do rnéto 

do de Rota são que o anel é sem torção (isto é, na=O implica 

n:O ou a:::O), e que é aplicável ao.imnortante.clominio dos i-eti 

culados distributivos. 

Basicamente, a idéia de Rota é r·epresentar toDo re-

ticulado distributivo L como suhreticul-ado do reticulado 

Booleano dos idempotent.es de um certo anel comutativo com uni 

dade, sem torcão e gerado por idemnotentes. Este é chamado o 

anel de valorL~ação do retlculadc) distributivo L, e é denot?,_ 

do por V(L). Notemos que V(L) não tem nenhuma vinculação 

com o conceit:o de anel de valorização estuc1ado em Álgebra Co-

mutativa. 

Uma outra vantagem, talvez mais im_;)ortante, da re-

presentação de Rota é que podemos considerar V(L) como um 

módulo, o que nos permite linearizar a teoria elos reticulados 

distributivos e álgebras de Boole~ 

Dividimos o nosso trabalho em quat.ro capib_;_los. No 

primeiro capÍtulo tentamos descrever o anel de valorização 

V(L). Damos a definição de V(L) e suas propriedades princi

pais, construimos uma base para o módulo V (L) ," e estudo_mos u 
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ma operaçao no anel de valorização análoga a complementação n~ 

ma álgebra-de Boole. O material contido .neste capítulo é encon 

trado em [4] e [la]. Acreditamos, _que foi possíVel obter uma 

exposição uhificada, e mais clara que a enco~1trada nestes t_ra--

balhos; algumas das demonstrações apreoentadas por nós são or_i 

ginais. 

No capitulo II mostramos que os conceitos de álgebra 

de MObius e anel de valorização, que foram criados idependent~ 

mente por Solomon e Rota respectivamcnt.e, se. equivalem nO caso· 

finl to. Usamos essn equivalência para provar cert:as prop:d.8da-

des que V(L) 'possue. Conseguimos provar o bem conhecido teor~ 

ma de representação de reticulados à.istributivos finitos, dev!_ 

do a Birkhoff, usando apenas a teoria dos anéis de valorização. 

Neste capítulo t.entamos tornar ma:Ls claro e 1:0mb8m, generali-

zar o material con·tido em [ 4 1 e [ 5 J . 

N ,. ' l II ·c " f. 1 o cap.1 . ..:.u o _.._ u·::tl.nos unm or:mu a si.mpl:i.f:lcar o 

cálculo da função de l.'10bi ns. Rl"!pres~~n·tam os V (f,) por funções 

características e usamos essa representação para prov,c:.rmos cer 

tas propriedades in·teressa:tltc~; de V{L). O material cont.i.do nes 

te capítulo é encon·trado em [4 J e [10]. 

No capi-tulo IV tetti:~rmos aolicar os mêt.odos de Rota 

para est:udar as álgebras de Lukasievd.r::z t:ri'v·alcntes. O opera-

dor de possibilidade 'V e o de necessidade tJ. p<1s~1am a se:r. repr~ 

sentados como operadores lineares e 3 ~eguindo as idéias conti-

das em [lO], obtemos uma caract.erizaf,'!iio das e:-:t.ensões àc 6 e 
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V. Tentamos também extender- a negaçao e a implicação dadas na 

álgebra de LukasiE~·Jj,cz, para o ·anel de valol:-ização ~r ela asso

ciado. o material contido neste capítulo foi abordado pel_a pri 

meira vez no presente trabalho. 

Os resulta dos básicoS da teoria dos ret:iculados q':le 

foram somen·te mencionados neste trabalho, sao trata dos de um 

modo :mais de-talhado e completo em [ 6] . 



CAPfTULO I 

VALORIZAÇÕES E AN~IS DE VALORIZAÇÃO 

Neste capítulo definiremos valorização e anel de va 

lorização de um reticulado distributivo. Es·tudar-emos neste a

nel uma propriedade análoga Ü operc,ção de cOmplementaç~o numa 

álgebra de Boole .. Construiremos uma base para o anel de valo

-rização pensado como ~~Õdulo e veremos alguns resultados bá

sicos envolvendo valorizações. 

1, DEFINTÇÕES E EXEHPLOS 

Daremos neste pa:câq:r.·afo as noçoes básicas de valori 

zaçao e grupo de valorização e ~leremos que são .sat.isft0itas al 

gumas prop:c:i.edades un:tversais ~ 

1.1. DEFINIÇÃO 

Deja (L, v, A) um reticulado e (G~+) um grupo a-

bclia:no ~ v: L -·-·--> G e di ta urna valorização se 

v(uvb) + v(a!\b) =\;(a} + v(b) v Va 1 b€.L. 

Como exemplos importanb~s de valorização podemos ci 

tar: 

a) uma rnedj_da sob nm<1 (1r•álqebra 
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b) se considerarmos no reticulado dos subespaços vetoriais de 

rnn espaço vetorial de dimensão finita 1 a função que associa 

a cada subespaço a sua dimensão é tooa valorização. 

Vamos agora procurar definir grupo de valorização. 

Com esse propósito seja {L, v, A) um reticulado, (~,+,.)o a 

nel dos inteiros e f L --> 71. urna função. Chamamos de 

suppf ao conjunto dos pontos de L onde f não s~c-:; anula, is 

to é, suppf = {xEO L; f(x) f. O). Consideremos F(L)={f:L -->ll; 

f é função e suppf < oo } e definrunos a seguinte adição ê~ 

F(L): 

(f+ g) (x) = f(x) + g(ld, vemos fácilmente que 

(F (L), +) é grupo abeliano. 

'l'o:memos agora as funções da f \rma 

~'1 se 
=<,o 

Ixr x ~L defini-

das por: Ix(y) = ó(x, y) 
I se 

Notamos que paJ:a cada 

suppf :: {xl, •.. , xn}, se f(x
1

) -

C01\s ideremos z:.gora em 

y=x 

y;l.x 

f E (F (L) , +) 

C. E; 
l 

7l então 

(F (L), +) o 

com 

f =1: 
n 

I i:::::l c i 
"i 

subgrupo M(L) 

gerado pelos elementos da forma Ixvy + IXt'I.Y - Ix - Iy com 

x, yG:L(tal, ~mbgrupo é normal pois {F(L) 1 +) é abeliano). De 

finamos neste ponto o conceito dG grupo de valorização. 

L 2 • DEFINIÇÃO 

Seja V(L) = F(L)I!1 (L) o grupo quociente ele (F(L),+) 
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pelo subgrupo normal M(L). V(L) serfi chamado grupo de valor! 

zaçao do reticulado L. (Notamos qp.e V(L) pode ser pensado co 

mo um 'll- módulo de valorização). 

Provaremos agora algumas propriedades universais 

que V(L) possue. 

l. 3 • PROPOSIÇÃO 

A função i : L --> V(L) dada por i (x)=Ix + H(L), 

é uma valorização universal sobre L, ].sto é, ela é valoriza-

ção e toda valorização de L sobre um grupo abeliano (G,+) 

se fato:cn unicamente corno i seguido por um homomorfismo de 

grupos de V(L) sobre G. 

Demonst:cução: i e valorização porque i(xvy)+i(xAy)=I +I ;; xvy x.).y 

- I +I , pois· I +I -I -I E. M(L}, Vx, V~ L,• portanto em = X y · XVY XN'[ X y 

V(I,) i(xvy) + i(XAy) = i(x)+t(y). 

Definimos o homonmrfismo ~; 

c. 
1 + M (L)) 

V(L) ---> G por: 
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1); está bem definida pois se f = g em V(L) então f-g e H(L), 

f-g 

e valorização), então ~~(f) - 1); (g) 

1/J é homomorfismo pois: 

E.c. 
2 2 

rx.+ H(L) + (i;i 
l 

+ 1); 0:
1

cj_rx. +II(L)) • ., 
l 

1 a 4. PROPOf3IÇÃO 

c'.r +H(L))] 
2 X · i 

= 1); L E. (c.+C~)I Hl(L)]= 
1 1. l X. 

l 

Um homomorf i~:.mo de rc:-t:.iculados q,: L
1 

--> L
2 

induz 

um único homomorfis:rr.o de grupos <./J
1 

: V(L
1

) --> V(L2 ) 1 t.al que 

Demonstração: Definimos rp' 
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está bem definida porque se 

n =· Ei=l c;_ It + M(L1 ), nós temos que 
i 

isto é., 

x., y.e L1 J J 

então temos: 

hcuno 

isto é, $'está bem definida. 

+ vy. 
J ''" . ".J 

~' - claramente homomorfismo ele é único, e um e 

se existisse ~" V(Ll) --> v (I,2) homomo:cfismo de 

fazendo $ 11 o il = i2. ~' teríamos que: 

$" ( E
1
c.I +H(L

1
)) ~ 

~ xi 
E • c.$ " ( I +~!(L ) ) = 

l l X. 1 
~ 

grupos 

porque 

satis-
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Observamos que 

torção, isto é, 

(V(L),+) é um grupo comutativo sem 

se nx=O com nE7L e xeV{L), temos que n = O 

ou x = o .• Então 
(( 

se 00 • e a categoria onde os objetos sao os 

os morfismos são os homomorfismos de reticulados e 

dos e g é a categoria onde os objetos ::;ão grupos 

reticula-

comuta ti-

vos sem torção e os ffi(?rfisrnos são os homomorfismos de grupos, 

tendo em mente a Proposição - I. 1.4., vemos que o grupo de 

valorização é um funtor covariante de~ em ~ • 

1. 5. DEFINIÇÃO 

Seja (L, v, A) um re·ticulado~ Um subreticulado I 

de L é dito um ideal de L se a E I e XE L com x<a isto 

implica X-EL Dualmente 1 um subreticulado F de L é um fil-

tro se a€F e xeL com x,2.a implica que xe-F. Um filtro(i 

deal) é primo se: F 1- L(I :f L) e se avb E. F(at~.bGI) acarre

tnr que a ou bEF(a ou be:I)~ Seja [a}={:x:e:L;x.:_a}, [a) é um 

fil·tro, dito filtro principal de L gerado por a; dualmente 

{a] = {xEL; x2_a} será um ideal e o chamaremos de ideal princ!_ 

pal de L gerado por a. 

Provaremos agora um resultado que será muito útil 

posteriormente, pois noE; habilitará provar a existência de u-

ma base no 72-m Ódulo V (L) • 

1. 6, PROPOSIÇÃO 

Seja F um filtro primo de L então c f: L-->ZZ ,a 
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·função caracteris:tica de F 1 é uma valorização e cada elemento 

de i(F) é linearmente independente dos elementos de i(L-F). 

(Notamos que se trocamos o filtro por um ideal, a proposição, 

6bviamente, ainda vale). 

DEMONSTRAÇÃO: CF : L ---> ~ é valorização pois: 

{ii) se a $F e b E F então avb€ F pois avb>b e b€ F, vemos 

que aab <t. F, pois se aAbE:F =>a.Ab<a daÍ teriamos a€ F o que 

é impossivel, então temos: cF(avb)+cF(aAb) = 1 +O= cF{a) + cF(b). 

(iii) a <jõ F e b <j;F então avb $F pois F - primo, se e v e-

mos também que aa.l:> <$ F pois se aAb E: F corno a > aAb então 

a €F, absurdo ' portanto cF(avb) + cF(aAb) = o + o = cF(a)+cF(b). 

Provaremos agora que os elementos de i(F) e i(L-F) 

sao linearmente independentes. Se isto não fosse verdade, exis 

tiria I E. i(F) e I , i=l, .... ,n, 
X yi 

Iy .E i (L-F) tal que , 

então pela Proposição-I. 1.3. temos que: 

isto e, existe um homomorfismo ~: V(L) ---> ll tal que w.i=cF' 
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então W(Ix) = cF(x) = l(I); por outro lado temos que w(Ix) = 

= ~ 0:1 c1 IY i) = E1 c1 cF (y i) = O (II); portanto de (I) e (II) ob

temos uma contradição, que surgiu de fato de suponnos que os 

elementos de i(F) e i(L-F) não fossem linearmente independe~ 

tes. 11 

Finalmente nós notamos que se substituirmos ( '0.., +, . ) 

por um anel comutativo com inàentidade arbitrário (A,+,.;l),to 

dos os resultados menos a Proposição-I. 1.3. permanecem. váli-

dos. Neste caso mais geral substituiremos as notações F(L),M(L) 

e V(L) por F_(L,A), M(L,.A) e V(L, A) respectivamente. 

2. AN~IS DE VALORIZAÇÃO 

Neste parágrafo definiremos o conceito devido a Rota 

( [g] ) de anel de valorização de um reticulado distributivo. 

A hipótese de distributividade é essencial para que M(L) seja 

um ideal do anel de valorização. 

Antes de iniciarmos a construção do anel de valoriza 

çuo, Vejamos um interessante resultado. 

2 .1. PROPOSIÇÃO 

Seja i : L -> V(L) dada por 

é 1-1 se e somente se L é distributivo. 

i(x) =I +M(L). i 
X 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que i é 1-1. Por absurdo, se L nao 
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fosse distributivo saberíamos que ele conteria elementos dis-

tintos c, x, y com CAX = CAY e c1rx = cvy, então i(x) = 

=I +M(L) =I +M(L) = i(y) porque I -I € M(L), pois: 
X y y X 

I~.''X + I -I - I I +I -I - Ic E M (L) como ~!(L) é i-
~~ _cvx c x' yAc yvc y 

d'eal nós temos que (I +I -I - IX) + -(I + I -I -I )= 
CAX CVX C yAC yvc C y 

= Iy - Ix E M (L), portanto i (x) = i (y) com x-:/y, absurdo, 

pois·supuzemos inicialmente i injetora. Reciprocamente, se L 

é distributivo, por um bem conhecido teorema devido a Stone da 

dos x, ye L existe um filtro primo .F tal que X E. F e YE. L-F, 

então pela Proposição-I. 1.6. i(x) é linearmente independente 

de i(y), em particular i(x) 'I i(y), portanto i é 1-1. 11 

-Pelo resultado acima, vemos que quando L é distri-

bUtivo ele pode ser mergulhado em V(L), Por isso em muitos ca 

sos, quando não houver perigo de confusão, imaginaremos LC.V(L} 

indentificando x com I +H(L), 
X 

seja agora(L, v, A) um reticulado distributivo. Em 

F(L) definimos o seguinte produto: 

definimos 

f. g = h 

" 
h 

rn 
= r.k=l 

te que (F (L) , +, a Â) 

onde se 

dk I 
xk 

-e um 

onde dk = l:CioCjo Vemos f<icilmen-

x 1 .Axj=xk 

anel comutativo sem torção. 

seja (Ld, v 1 n} o reticulado distributivo dual de 
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(L,a,v) dado por xny=xAy, xuy=xvy, Vx, yeL. Denotaremos o 

anel comutativo sem torção (F(Ld~ ,+, •.t..Jpor (F(L) ,+,·v>, pois 

observam~s que ele equivale a usar na nossa definição de prod~ 

to a operação "v" do reticulado distributivo L em vez da o 

peraçao 11 A11
• Daremos as definições e demonstrações para 

(F(L),+,·A), mas notamos que elas poderiam ser feitas de for

ma. inteiramente análoga para (F(L) ,+,·v). 

Mostraremos agora que M(L) é um ideal de (F(L),+,·j, 

e o anel quociente je (F(L) ,+,· .. ) por M(L) será o anel deva 
" 

lorização do reticulado distributivo (L, v, A). 

2.2. PROPOSIÇÃO 

Se {L, v, A) é um reticulado distributivo então M(L) 

é um ideal de (F(L) ,+,.A)· 

~MONSTRAÇÃO: Mostremos antes que Ia A±(Ixvy+IXAy-Ix~Iy)€.M(L), 

Vx,y,aE L. Ia.A .±_(Txvy+IXAY- Ix-Iy} =- + (Ia.t..(xvy}+ Ia.t..X.Ay 

-I -I )= 
aAX al'l.Y 

L -e 

+(I (a t.X) V (aAy) +I (a "X) A (aAy) -Ia,~<- I aAy) <ô. M (L) " 
distrib. 

Seja agora 

onde 

a = m r.
1

a.EM(L) 
J= J 
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cada 

parcela está em M(L). 

2.3. DEFINIÇÃO 

Seja V (L) = (F (L) , +,. ,.)/(M (L) • V (L) será chamado a

nel de valorização do reticulado distributivo (L, v, a). (Pode 

mos pensar em ·v(L} como ~-módulo}. 

2,4. PROPOSIÇÃO 

Sejam L1 e L2 reticulados .distributivos. Seja 

tfl: L1 -> L2 um homomorfismo de reticulados, então q, induz um 

Único homomorfismo de aneis 

~ (L
1

) C L
2 

• Reciprocamente, se ~: V (L
1

) --> V (L
2

) é um h o 

momorfismo de anéis tal que ~{L 1 l ÇL2 , então $!L
1
:t1--> L2 

é mn homomorfismo de reticulados. 

DEHONSTRACÃO: Seja IJ;:L
1
-->L2 um homomorfismo de reticula

dos então pela Proposição-I~1.4o 1 $:v(L1 ) ---> V(L2 ) dada por 

está bem definida e 

~ (f+g) = ;f (f) + ;f (g). Obviamente ;p (L
1

) Ç L 2 , e como t (XAy) = 

= ~ (x) A$(y) , 1/x, y e: L, nós vemos fácilmente que ~(f." g) = 
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;p(f) .~~.$(g), portanto tP é o homomorfismo de anéis procurad_o. 

Reciprocamente, s~ja ~:V(Li) --> V(L2 } um homomorfismo de 

-a·néis com ~ = é um hemo-· 

morfismo de reticulados, pois: 

-
b) $(xvy) = ~ (x+y-xt.y) 

= = = = = ; 
= ~ (x)+~ (y) -~ (x)A$ (y)=~ (x)v~ (y).,. 

Sejam ~ a categoria onde os objetos sao os reticu-

lados distributivos e os morfismos são os homomorfismos de re 

ticulados e A a categoria onde os obj~tos são os pares 

(V (L) , L) onde L -e reticulado distributivo, e os morfismos 

sao os hornomorfismos de anéiS h: (V (L1 }, +, . A) --> (V {L2 ) ,+, . A) 

tais que h (L1 ) c L 2 • Nós vemos ent5o pela Proposição 

que o anel de valorização é um funtor de~ em .A . 

2.5. EXEMPLO 

acima 

-uma cadeia, isto e, um con-

junto totalmente ordenado. Calculemos então V (L) 

L = I ::_1 
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Achemos primeiro qual é o ideal M(L). Seja Iavb ·+ 

+ IaAb- Ia- Ib, a, bEL, como L 
•. 
e cadeia podemos supor 

tanto M(L) é o ideal gerado pelo zero, isto é, M(L) = {O} . . ' 

daí como F{L) = {f:L -->71.; f é função }~-zzn ent.ão 

Veremos agora uma importante proposição que nos aju

dará a compreender melhor a construção de V(L). 

Seja (A,+, .. ;l} um anel comutativo com unidade .. Defi 

nimos em A as seguintes operações: aub = a+b-a~b, anb =a.b 

* e a =1-_a .. 

Seja 2 
JA = {a E. A: a = a .a=a } o conjunto dos idem-

potentes de A. Vemos facilmente que {JA ,u , n ; *) é uma ál-

gebra de Boole com "u" , "n" e "*" funcionando como as opera-

ções de "supremo", "ínfimo 11 e complementação, respectivamente. 

2.6. PROPOSIÇÃO 

Todo ret.iculado distributivo é isomorfo a um subreti 

culado do reticulado Booleano dos idempotentes de um anel co

mutativo sem torção. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja i : L---> V(L) dada por: 

i 
x --> IX +11 (L) E JV (L) 
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Pela Proposição-I. 2.1 .. , i é 1-1. Resta-nos ver 

que i é um homomorfismo de reti~ulados, que vai de (L, v, A} 

em (JV(L)'u,o ), mas isto é verdade pois: 

a) l(xAy)=I +M(L)=(I +M(L)). (I +M(L))=i(x) .i(y)=i(x)oi(y) 
XAY X A y . 

b) i(xvy)=I +M(L)=(Ix+I--I )+M(L)=(I +M(L))+(I +M(L))-
xvy . y xJ\y x y 

- (IxAy+M(L)) = i(x)+i(y)-i(xAy)=i(x)+i(y)-i(x) .Ai(y) = 

= i (x) ui (y) • '' 

3. VALORIZAÇÕES E UMA BASE PARA V(L) 

Veremos neste parágrafo qual é a imagem, via funtor 

anel de valorização, das valorizações sobre reticulados dis-

tributivos. Provaremos também a existência de uma base para o 

ZZ-módulo V (L). 

Começamos o parágrafo, demonstrando urna proposição 

que nos será extremamente Útil daqui para frente. 

3 .l. PROPOSIÇÃO 

Se x1 , .•• ,xnE L, e L é um reticulado distributivo 

Com Unidade U' enta-o u - -~ x-- = ~n 
vi=l i "i=l 
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DEMONSTRAÇÃO: Faremos a demonstração por indução sobre n. 

Se n=2, temos que u-x1vx2 = u-(x1+x 2-x
1

4'l.x 2 ) = u-x
1
-x2+x

1
J'.x 2= 

Suponhamos agora o resultado válido para n-1 e mos-

tremas que vale para n. Temos que 

n-1 
"i=l 

u - ~=1 

Nossos prÓximos passos serao dados no sentido de ver 

mos qual é a imagem das valorizações pelo funtor V(L), e tam 

bém provarmos um interessante corolário deste resultado. Come 

çamos com a seguinte definição. 

3,2, DEFINIÇÃO 

Seja (L,v,A) um reticulado. p~ L é dito v-irredutí 

vel se p=avb, a, bEL implica que p=a ou p=b. 

Mostraremos a segutr, que os elementos v-irredutr-

veis de L determinam uma valorização sobre L, e que eles 
" 

formam uma base para V (L) quando J, ê finito. 

3.3. PROPOSIÇÃO 

Se (L, v, d) é um reticulado finito então para 

Vae L, temos que a= ~=l p1 , pi v-trredutível de L. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja ~(a) = {pE L-{z) ; p~a e p v-irredut!

vel}, onde z é o zero de L. Se cr(a)=l (então aE cr(a}, isto 

é, a é v-irredutive~e a=a va. 

Suponhamos agora, que é válido o resultado quando o 

número de elementos em cr(a) é menor ou igual a n-1, e mostre 

mos por indução que o resultado vale quando o número de elemen 

tos em cr(a) é n. Se a é v-irredutível, o resultado· é óbvio; 

caso contrário a=bvc com b<a e c<a, e ternos que o número 

de v-irredutível em a(b) e cr(c} é menor ou igual a n-1, en

tão pela hipótese de indução vale a proposição para b e· c e 

isto acarreta a sua validade também para a. 11 

3 • 4 • TEOREMA 

O funtor V(L), que associa a cada reticulado distri 

butivo o seu anel de valorização, induz uma correspondencia b! 

unívoca natural entre valorizações sobrejetivas e funcionais li 

neares sobre o ~-módulo V(L). (Notamos que se a valorização 

for multiplicativa (isto é, v (xAy) = C\1 (x) • v (y)) então a trans 

formação linear correspondente é também multiplicativa). 

DE~!ONSTRACÃO: Seja v: L----> ~ uma valorização. v induz a 

- n v : v (L) -> 71. dada por v (l:•=l c. I +M (L))= 
.... 1 x 1 

seguinte função 

= E~=l c1v (xi). Vemos que v está bem definida pois se f=g 

em V(L) então f-g M(L), isto é, 
-- I -r ) então v(f-g) = 

xi Yi 

f-g ~ n 
i~l 
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lorização, portanto v (f) - -=v (g). obviamente, v é linear por-

tanto v é o funcional linear associado a v, e também é clarO 

que se v (xay) = \1 (x) • v (y) então - - ~ 
\1 (f ..... g)= v (f). "(g). Reei-

procamente, dada f : V(L) ---> ~ , funcional linear, seja 

v: L---> ~ dada por v(x) = f{Ix+M(L)}, v está obviamente 

bem definida. v é valorização pois: 

v (xvy) + v (xay) = f (Ixvy +M (L)) + f (Ixay +M (L)) = f [<rxvy + 

= v(x) + v(y) ., 

. A partir desse momento identit'icamos v e v 1 e ve-

mos pela Proposição-I. 3.1., que vale a seguinte formula: 

Temos então o seguint'l::'! corolário do teorema acima. 

3.5. COROLl\RIO 

Uma valorização v sobre um reticulado distributivo 

finito L, é determinada un1vocarnente por seus valores sobre 

o conjunto dos elementos v-irredutiveis de L, e estes valo-
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res podem ser arbitrãriamente escolhidos. 

DEMONSTRAÇÃO: .Faremos a demonstração por indução sobre a or

denl. Suporemos válido o corolário para os elementos abaixo de 

x, e mostremos que vale para x. Se x é v-irredutível, nao 

há o que provar. Se x não é · v-irredutivel pela Proposição-I. 

3.3. temos x = vn p i=l 1, com pi v-irredutível. Corno cada 

p1 está estritamente abaixo de x, pela hipÓtese de indução, 

v está determinada para cada parcela de (A) por sua açao 

sob os v-irredutí\~eis, consequenternent:e v(x) também 

·determinada por sua ação sob os v-irredutiveis. 11 

Provaremos agora a existência de uma base para o 

está 

?l-módulo V(L}., onde. L é um reticulado distributivo finito 

e seja z o zero 'de L. 

3. 6. TEOREMA (GEISSINGER [ 4 ] ) 

Se L é um reticulado distributivo finito então 

P (L) = {pE L; p é v-irredutível} U { z } forma WTia base para o 

:ZZ-módulo V (L) e cada x E L está no subanel gerado por 

o(x) = {pe P(L), p<x}. 

DEMONSTRAÇÃO: Para cada XE L, pela Proposição-!.3.3. existe 

{p1 , ••• ,pn} ~ P(L) tal que x = ~=l p 1 , então, pela Proposi-

ção-I.3.1., 

Se x fP(L),então, caàa parcela de (A) está estritamente abaixo de x,p::>r-
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tanto cada x e L é urna combinação linear em V {L) de um núme 

ro finito de elementos do subanel gerado em V(L) por o(x), 

vemos então que V(L) é gerado por P(L). Mostremos agora que 

eles geram livrem~nte P(L). Para cada {p1 , ••• ,pn}SP(L) seja pn 

elemento maximal des.te conjunto então {p1 , •.• ,pn-l} ~ [Pn) c en

tão pela Proposição-I. 1.6., p1 , ••• ,pn-l e pn são linearmen

te independentes. Repetindo o raciocÍnio para { p1 , ••• ,pn_1l e 

assim sucessivamente vemos que p1 , ... ,pn são linearmente in

dependentes, portanto realmente P(L) é wna base para V(L) . 11 

4 • ÂLGEBRAS AUMENTADAS 

Neste parágrafo consideraremos sempre L um reticula 

do distributiVo com zero ~) e um (u). Tentaremos colocar em 

V(L) uma operação análóga a complementação em álgebras de Boo

le. Veremos também a dualidade existente entre (V(L} ,+,_.A) e 

(V(L),+,.vl. Tendo em mente a Proposição-I. 2.1. imaginaremos 

L ÇV(L), identificando x com Ix. Começamos o parágrafo com a 

seguinte proposição: 

4 .1. PROPOSIÇÃO 

Seja o: (p(L),+,.A)-> (?l,+,.) dadapor: 

(i) E é um homomorfismo de anéis. 

(ii) Ker e é o ideal gerado pelos elementos da forma 

x-y com x, Y€ L 
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(iii) M (L) C: Ker E 

DEHONSTRACÃO: Seja f "n c x = ~n ' = "i=l i i e g "i=l cixi, 

que f+g e onde 

=E c1 .cj , ve~os que € é homomorfismo pois: 
XiAXj=Xk 

= E (f). E (g) • 

E.c;+c! = 
' ' ' 

• nos temos 

(ii) Seja I o ideal gerado pelos elementos da forma x-y 

com x e y ~L. Óbviamente I C Ker E. Recfprocamente, se 

f = tn c. x. e Ker E , então nós ternos que 
i=l ' ' . 

ponhamos que rearranjamos esta soma de modo que para i<k te-

mos que 

e como 

f m -ri=l 

e para 

c1 vezes 

k+l~i<n, c.<D. Então: 
>-

ck vezes -ck+l vezes 

k n • realmente "i=l c i - - "i=k+l c i ' nos temos que 

xi-yi' xi' yiE: L, isto é, f e I 

-(x + ••. +x n n 

-cn vezes 
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(iii) M(L) é gerado pelos elementos da forma xvy+XAy-x-y= 

= (xvy-x) + (x,y-x), V'x,y EL. Portanto M(L) está contido no i 

deal gerado pelos elementos da forma a-b, com a,be L, então 

por (ii) M{L) C Ker E:. 11 

Como M(L) C Ker E , -nos temos que E se extende a 

V(L), então e:: (V(L),+, .. A)-> { 71..,+,. é dada por: 

e:(E~=t c1 x1 ) = r~= 1 _c 1 .. Portanto E é um homomorfismo de anéis 

e o chamaremos de urna aumentação. A proposição seguinte carac-

teriza e:: .• 

4. 2. PROPOSIÇÃO 

e:: V (L) --> 71. está caracterizada por: 

·(i) E: é homomorfismo de anéis, (ii) e:(z) = 1 •. 

DEMONSTRAÇÃO:~ claro que o: V(L) --> ~ satisfaz (i) e (ii). 

Reciprocamente, seja ~: V(L) --> 7l satisfazendo (i) e (ii), 

então ~(x) = 1, para V'xeL pois: 1 = ~(z) = Hxhz) = ~(x.Az)= 

Vamos agora procurar definir a nossa desejada opera-

ção de complementação. Tome.mos T 11 
: L --> F (L) dada por: 

T"(x)= u+z-x .. t" induz t': F(L) -> F(L) dada por: 
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induz T: V(L) --> V(L) definida por: 

n 
= Ei=l c 1 T"(xi) = E(f) (u+z)-f. De fato:· 

= s(f) (u+z)-f. 

A nossa próxima proposição caracteriza a op~raçao T • 

4.3. PROPOSIÇÃO 

T é caracterizada por : (i) t (c)=-c, Vce Ker e: e 

(i i) T(u)=z (ou -t(z) = u). 

DEMONSTRAÇÃO: T satisfaz (i) e (ii) pois se f e Ker e: nós te 

mos que .f( f) = E( f) (u+z) -f = -f porque E( f) = O, T (u) = 

= u + z - u = z. Reciprocamente, se -r0 é um homomorfismo de 

anéis satisfazendo {i) e (ii), nós temos que para VxeL,T 0 {x}= 

= T0 (x-z+z) = t 0 (x-z) + T0 (z) = z-x+u=u+z-x = T(x). Portanto, 

4.4. DEFINIÇÃO 

(i) Seja {A,.) uma K-álgebra onde (K,+,.) é um anel. 

Se existe um homomorfismo e: de (A,.) em (K,.) diremos que A 

é uma K-âlgebra aumen·tada e a denotaremos por (A, .. , e:). e: será 

chamada uma aumentação. 

(ii) Sejam (A,.,e:) e (A',*,e:') duas K-álgebras aumentadas. 
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$= (A,. 1 €) ---> (A',*,E') será chamada de isomorfismo de K-ál-

gebras aumentadas se !f! for um isomorfis.mo -de K-álgebras, e tor 

nar comutativo o diagrama abaixo: 

4.5. PROPOSIÇÃO 

T : (V(L}, +,"A' e:) ---> (V{L) ,+,"A' e:) é um isomor-

72 • 2 ( -fismo de -algebras aumentadas com T = id. Esta proposiçao 

desempenha um papel análogo às leis de Morgan na lÓgica clássi-

ca). 

DEHONSTRACÃO: T
2

(f) = T.T(f) = T(df) (u+z) -f)= <(f) T(U+Z)-

T(f) = <(f) (u+z) - <(f) (u+z) + f = f. Então T é bijetiva 

e sua inversa é ela mesma. 

Provemos agora que T é um isomorfismo de l-álge-

bras aumentadas: 

a) t(f+g) =< (f+g) (u+z)- (f+g) = (E (f) + < (g) (u+z) -f -g = 

= df) (u+z)-f + dg) (u+z)-g = T(f) + T(g). 

b) se x, ye L, -nos temos que T(X. y) = T(XAy) = u+z - XAY = 
A 

= (u+z-x).A(u+z-y) = T(x).A T(y). Mais geralmente se f 
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e g onde 

= ,(f) ·v '(g) • 

(c) E '(f) = E (e (f) (u+z-f) = 2E (f)-E (f) = E (f), Vf E V(L), portan 

to e: T = E • ., 

4.6. OBSERVAÇÕES 

(i} T é o análogo algébrico do complemento,pois se 

L é Booleano então x + x'- xvx'- X/\X 1 = x + x'- u- zeM(L) 

então x' = u + z - x, isto é, x' = T{x). 

(i i) para cada elemento x no intervalo [v, w J de 

-L, nos temos que 1.'(x) age como o complemento relativo de x 

nesse intervalo pois: 

=V+ X -X= Vo 11 

NÓs notamos que certas propriedades que (V(L) ,+, .A,t:::) 

possue, não decorrem do fato dele ser o anel de valorização de 

um reticulado distributivo e sim dele ser urnn K-álgebra aumen

tada. Vejamos então, quais são estas propriedades que valem des 

te ponto de vista mais geral. Começamos pela seguinte proposição. 
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4.7. PROPOSIC"ÃO . . 

Se (A,.,E) é uma R-álgebra· aumentada e a€ A com 

e:(a) = 1, então Á= Ker e: e Ka. 

DEMONSTRAÇÃO: Para cada -x E A·, nos temos qu~ x = x - E: (x-) a .+ 

+ E: (x) a e:: Ker e: + Ka, portanto A = Ker E+ Ka. vemos também que 

Ker E n Ka = {O} , pois se x = Ka E Ker E então O = E (x) = k E (a)= 

= k, portanto x = O, daí nós temos que qualquer x em A se es 

creve de modo Único como i + ka. com i t: Ker E e ka E. Ka. , 

Seja (A,.,E) uma K-âlgebra aumentada. Podemos cela-

car em A uma outra operaçao "*"fazendo a•b = t:(b)a+ e:(a)b-

- a.b. Corno e: (a*b) = e: (a) .. e: (b) 1 nós temos que (A,--" ,E) tam-

bêrn é uma R-álgebra aumentada. 

Notemos que se (A,.) tem unidade u e e:(u)=l então 

b•u = E(b)u + E(u)b-b.u = E(b)u+b-b = e(b)u, análogamente ve-

mos que u*b = b*u = e:(b)u. Reciprocamente, se z é uma unida 

de para (A,*} e e:("z)=l, nós temos que a.z=z.a = e(a) .z, pois 

a= a*z = t(a)z + t(z)a -a.z =t(a}z+a- a.z, então realmente 

a.z = e::{a).z. Um elemento z com estas propriedades é conhe 

cido como uma integral para {A,.,t). 

Seja {A, .·f+,E:), uma K-âlgebra aumentada. Seja 

ljl:(Ker e::,.,+,t.} --> {J<er E,n,+,e::) tal que: CK1 ) ~{a.b) = 

= ~(a).~ (b). (Observamos que ~(a)* ~ (b) = - ~(a) • ~ (b)) 

(K
2

) ~ (a+b) = ~(a) + ~ (b) e ~ (k .a) = k.~ (a), Vk•K e a,b e Ker < 

(~ é linear). 
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NÓs vemos que T: (KerE ,.,+,e)-> (Kert,*,+,e:) 

dada por T(f) = -f, é um exemplo particular de uma ~. Tente 

mos ver quando ~ se extende a toda K-álgebra aumentada. 

4.8. PROPOSIÇÃO 

Seja {A,. ,E) uma K-âlgebra aumentada_ com unidade u. 

consideremos uma ~: (Ker E,.,+,E) ----> (Ker e:,~,+,e:)_satisfa

zendo (K
1

) e {K
2

) acima especificados. ~ se exteride a um homo 

morfismo $e de (A,.,+,e::) em (A,*,+,e:) se, e somente se existe 

uma integral z para (A,.,E). Além disso, se $for 
. . 1nvers1.-

e - • vel ~ tambem o sera. 

DEMONSTRACÃO: Suponhamos inicialmente qu~ cp se extenda a um i 

somorfismo ~e de (A,.,e) sobre (A 1 * 1 E}. Tomemos z=cpe(u} 

e vemos que z é uma integral para (A,.,e:), pois t(z)=E$ 6 (u)= 

= e:{u) = 1, e além disso Va 1 € {A,*) como $e sobre existe 

a E: (A, • ) tal que tfle(a)=a'. Então a' *Z :::: a'* 
e 

$ (u) 
e 

= $ (u) = 

Reciprocamente, suponhamos que exis 

ta uma integral z para (A,.,E) então tendo em mente a Propo

sição-I.4.7., nós temos a seguinte extensão de~ : 

$e: (Ker em Ku,.,+) ----> (Ker~:: tll K
2

,w,+) dada por 

Obviamente, 1> e está bem definida, é linear e c$ e=E. 

só nos resta provar que $e é homomorfismo, façamos isto en

tão. NÓs temos que: 
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(i+ ku).(i'+Ku)= i.i'+k'i+ki' + k.k'u então ~ 6 [(1+ku).(i'+k'ul]= 

= ~(1.1') + k'~(i) + k~(i') +kk'z = ·c~(i)-~(1') + k~(1') +k't(1)+ 

+ kk 1 z (I) • Por outro· lado ternos: 

~e (i+ku) • ~e (i'+k'u) = (~(i) + kz)* (~(i')+k'z) = 

= dtu)+kz) (~(i')+k'z) + <(~(i')+k'z) (t(i)+kz)- (~(1)+kz).$(1')+ 

+ k'z) = k~(1') + kk z+k'~(i)+kk'z- ~(1).$(1')- k'$(i)z-

-7 e 
- k$(i')z- kk'Z 

integral 
-Hil.~li'l+k~li'l + k'~(i) + 

+ kk'z- kE($(1))z- kdt(1'))z = -$(1).~(1') + k$(1') + k't(1)+ 

+ k.k'z (II). De (I) e (II) obtemos que te • e hçmomorfismo. 

Finalmente, se q, é inversível então (pe também o é 

pois; seja IJJ: (Ker€:@ kz,*,+) --> (Ker e 19 ku,.,+) dada por: 

' (i+kz) = .-
1

(1) + ku porque: 

-1 
.:p rp (i)+kz = i+kz. 11 



CAP!TULO II 

A ~LGEBRA DE M0BIUS 

O conceito de álgebra de MObius introduzido por Solo 

mon e o de anel de valorização proposto por Rota [9 J,f~ 

raro criados e estudados independentemente. SÓ mais tarde foi 

visto que no caso finito estes conceitos equivalem, e isto se

rá mostrado neste capitulo. O interesse desse isomorfismo resi 

de no fato que na álgebra de MÕbius nós temos uma base formada 

por indempotentes ortogonais e então via isomorfismo, transfe

rimos esta base para V(L). 

Veremos também um resul tad6 d"evido a Greene [7 ] , 

que estabelece condições para que uma função f; X--> Y, se 

extenda a um homomorfismo da álgebra de MObius de X na álge

bra de MObius de Y. 

l. A FUNÇÃO DE MOBIUS - DEFINIÇÕES E EXEMPLOS 

Veremos neste parágrafo a definição e algumas propri~ 

dades da função de MÕbius, as quais claramente requerem alguma 

hipÓtese de finitude. Daremos as definições para o caso em que 

o conjunto parcialmente ordenado (X,2) for finito, mas obser

vamos que elas se ajustam perfeitamente para (X,~), local

mente finito (isto é, Vx, yE X temos que [ x, y] {t€ X; x < 

< t < y } é finito. Como exemplos importantes de conjuntos 



29 

parcialmente ordenados e finitos temos o conjunto N dos núme-

ros naturais e o conjunto tl dOs números inteiros.Posteriormen 

te, será visto qu~ a definição de função de Mõbius dada neste 

parágrafo generaliza a definição clássica em teoria dos núme 

ros (ver Observação_III.l.S.) 

Seja (X,::_) um conjunto parcialmente ordenado e (A,+,.) 

um anel comutativo com iden.tidade. Consideremos o conjunto 

Q,(X, A) = {a : X x X--> A tal que a (x,y) = O se x i y }. 

Definimos em (L( X, A) .duas operações e uma- mul tiplicaçâo po'r 

escalar, do Seguinte modo: 

(a+S) (x,y) = a(x,y) +S(x,y), V(J<,y)E X x X 

(a.S) (x,y) = 1: a(x,t).S(t,y), V(x,y)€X x X 
(x<) t (:'_y) 

e {a~o:) (x,y) = a.a {x,y), Vx, Y€. X x X e a E A. Vemos facilmen 

te que Q(X,A) relativamente as operaçoes 'f+" e "*" e o 

produto por escalar ". 11 é urna A-álgebra onde a identidade de 

[

1 se x~y 
"*" ~ a função cr(x,y) = 

0 se xl-y 

1.1. DEFINIÇÃO 

~'~( ) id "+" e ~X, A mun o com as operaçoos "*n e o 

produto por escalar .. " . será chamada a A-álgebra de inci-

dencia de (X,~) • 
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1. 2. EXEMPLO 

Seja X ={ 1, 2, ... , n :} com a ordem usual. Cada 

x~Ov(X, A} pode ser interpretada como uma matriz triangular 

o 
~22 

a , 2n 

o o 

Nós vemos que para quai~quer a e B em Cl(X, A), a*B 

-e igual ao produto usual destas matrizes.,. 

Tentaremos agora generalizar o exemplo acima, obten.-

do para cada a em OlCx, A), onde (X,~) é um conjunto parcia! 

mente ordenado e finito, uma representação "matricial" de a.Cg_ 

rnecemos por construir o A-módulo livremente gerado por (X,~). 

Seja (X,2) um conjunto parcialmente ordenado e 

(A,+,.) um anel comutativo com elemento unidade. Consideremos 

o conjunto "fft. (X' A) = ( f: X--> A tal que f - função e e 

supp f < ro }. Observamos que a definição de F (L, A) dada no 

primeiro capítulo é praticamente a mesma de h)_cx, A) • A Única 

diferença reside no fato de que Ylt<x, A) generaliza, para con

juntos parcialmente ordenados, a definição de F(L, A) que só 

está dada para reticulados. 

Definamos em ~X, A) uma soma e um produto por esca 

lar, que tornará ~X, A) um A-módulo, a saber: 
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(f+g)(x) = f(x) +g(x) e (a.f)(x) = a.f(x), vxe.X e aE.A. 

Seja IX '<o frux, A) com X E X, definida por: 

{: 
se x=y ~ Vemos claramente que os 

Ix(y) = 
xh se 

formam uma base para o A-módulo Yfl<x, A),isto é, 

'lY\_(X, A) é livremente gerado pelos {Ix}x a x• 

Consideremus agora, o co-njunto á<~X, A) ,'nt(x, A))= 

={ L : 'Yn.Jx, A) -->)Y(JX, A); L é linear}. Definimos em 

jl(~X, A),~X, A}) duas operações e um produto por escalar, 

do seguinte modo: 

(L+ L') (f) = L(f) +L' (f), (Lo L') (f)= L(L' (f)) e (a.L) (f) = 

~ a.L(f) para Vf~YQ<x, A) e a~A. Vemos imediatamente que 

~ (~X, A), \rux, A)) com as operaçoes 11 +" e "0 11 e o produto 

por escalar " " . é uma A-álgebra. 

Temos então a seguinte proposição que representa "ma-

tricialmente" cada a em (\_(X, A}, isto é, lineariza a álgebra 

de incidencia para {X,~) finito. 

1. 3. PROPOSIÇÃO 

A A-álgebra de incidencia CL{X, A) 

subalgebra da A-álgebra J., <ll'\jx, A) ,I'Yi.lx, A)) 

é isomorfa a uma 

quando (X,~) é 
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um conjunto parcialmente ordenado e finito. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja T: Cl...,(x, A) ->á.(ftt(X, A),'\lt(X, A)) dada 

por: T(a) = Ta onde Ta (f) (x) = Et(~x) a(t,x)f(t). 

~ imediato que T é linear. 

" 
T é 1.1 pois se afB 

então existe (x0 , y0 ) G. X x X com X < y o- o 

Seja f c; 'm.<x, li) dada por: 
Yo 

fy (x
0

) ::; 1 e f (x) = O para x :f. x
0

. Então temos: 
o Yo 

portanto 

T preserva as operaçoes pois: 

a) Ta+S (f) (x) = Et (a+S) (t,x) f (t) =.E ta (t,x) f (t) + EtS (t.,x) f (t)= 

= T" (f) (x) + TS (f) (x), para Vx<: x, portanto T(a+B) = T(a) + T(8), 

Va, B~ (\,(X, A). 

b) 'raa(f) (x) = Et aa(t,x)f(t) =a. Et a(t,x) f(t) =a T"(f) (x), 

VxG. X, portanto T(aa) = aT(a}, 'iJ'a![.(\_/X, A) e a~ A. 
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~(X, A). 

De a), b) e c) vemos que ~o = {Ta, a E. C\., (X, A)} -e 

urna subalgebra de J. ( 11't.<X, A), \Yt (X, A)) e também que Q (X, A) 

é isomorfo a J. ' . 11 

Definamos agora a função de MObius de um conjunto pa!. 

cialrnente ordenado e finito (X,_2.). Comecemos por definir a fun-

çao 11 1'; 11 do seguinte modo: 

-- {lo ç(x,y) 
se x < y e definamos 11 E. Q<x, A} 

se x i y 

por indução, do seguinte modo: 

~(x,x) = 1, e se p{x,t) é conhecida para Vt€ (x,y) definimos 

~ (x, y) 

X f- y 

~-L t ~(x,t). Assim, notamos que para x::_ ~ 

1.4. DEFINIÇÃO 

l-!(x,y) é chamada.função de MObius do conjunto par-

cialrnente ordenado e fini·to (X,.::_). 

1.5. Exemplo Seja X= , uma cadeia 

finita com n elementos. 
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Calculemos a função de 1-10bius para pontos de X x X. 

Assim,temos que 1J(x1 ,x1 }=1, 11Cx
1

,x
2

) = -ll(x
1

,x
1

)=-1 e l.l(x
1

,x
3

)= 

= - [ p(x1 ,x1 l + p(x1 ,x2 l] -(1-1) =O e vemos então que para 

Vxn com n..?: 3, ll (x1 , xn) = O • " 

1. 6. PROPOSIÇ1\0 

A função de MÕbius 11 é a inversa de l;; relativamente 

a "*", isto é, [ 11•1; J (x,y) = [c•ll] (x,y) = ó (x,y). 

DEMONSTR!\.CÃO: 11•/; (x,y) = r (x.:_) t (<y) 11 (x,t) ç (t,y) = 

{
01 = "<x<)t (<y) 11 (t,y) = 

se x~y = ó(x,y). 

se x=y 

ç*~t(x,y) = r(x<)t (.:_y) ~;(x,t)p(t,y) = "x.:_t(x,y) 11(X,t) (A) 

Nos-tremas agora que Ex<t{.::_y) 11 (t,y) = -p (x,y) ~ Fare

mos a demonstração por indução. Se não existe elemento no inter 

valo (x,y) então E 11 (t,y) = 11 (y,y) = -p (x,y). 
X .:'_t (.:'_y) 

Suponha-

mos· o resul·tado verdadE! ira para qualquer a<y e mostremos que 

vale para y. Tomemos um a menor que y tal que vale a hipÓ-

tese de indução, isto é, r. 1J(t,a) = -1J(x,a}, então temos: 'x<t(<a) 

"x<t(<y) l1(t,y) = p(y,y) + "x<t<y (- E(t.:'_) a<y 11(t,a)) = 

= p(x,x) -Ex< a<y (rx<t(<a) p(t,a))- J.l(x,x) + E 
x< < 

p(x,a)= 
a Y 



E<< v(x,a) =- v<x,y). x_a y 

Voltando a (A) 

= E 
x~t (~y) 

v (t,y) = [~ 
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temos que Ç•p (x 'y) = 

se x=y = O(x,y} ... 

se x;ly 

A importancia da função de MObius decorre do seguinte 

resultado: 

1.7. PROPOSIÇÃO 

(FÓrmula da inversão de MObius). Seja (G,+) um grupo~ 

beliano e f : X --> G uma função, onde -e um conjun-

to parcialmente 9rdenado. Seja P€ X ta 1 que f(x) = O a me

nos que x?_p. Tomemos g(x) :;;: r(p.::_}y~x f(y) então f(x} = 

~ E g(y) p(y,x) 
y (<x) 

DEHONSTRAÇÃO: = 

= Et f (t) EY 1; (t,y)v (y,x) = Et ô (t,x) f (t) = f (x)., 

1. 8 . EXEHPLO 

Vejamos agora que a proposição acima desempenha um p~ 

pel análogo ao teorema fundamental do cálculo na análise. 

Seja (/~ ,~} o conjunto parcialmente ordenado dos nú-
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meros naturais, como (~ ,.::._} é localment.e finito nós vemos que 

a função de MObius l1 também pode ser definida sobre ~ • Tendo 

em mente a Proposição-II.l.S. vemos que ~(m,n)=l, ~{n-l,n} = 

= -1 e Jl(rn,n) =O se m # n, n-1. Pela proposição acima,dada 

f :i"'V --> G, seja g(rn) = E(O<)a<m f(a) (que seria o análogo 

discretO da integral) 1 nÓS teffiQS que f(n) = rffi.(<n) 1-I(Jn,fl)g(rn)= 

= g (n) - g (n··l) (que seria o análogo. discreto da deriv&da). 

2. DEFINIÇÃO DE ÂLGEBRA DE MOBIUS - TEOREMA DE DAVIS 

Neste parágrafo definiremos a álgebra de MÕbius de tm 

conjunto parcialmente ordenado e finito (X,~). Se X for um re 

ticulado distributivo finito veremos que a álgebra de MObius e 

o anel de valorização de X são isomor(Js .. Em todo esse para

grafo (X,~) será considerado finito. 

Consideremos agora o A-módulo livremente gerado pelos 

{I,~Jxe X 'Y'fl(x, A), que foi definido no parágrafo anterior. 

Tendo presente a demonstração da Proposição-II.l.3. 

consideramos a mudança de bas-e dada pela função Tll , isto é, se 

J'a D = T, (I), XE X. Efetivamente o conJ'unto dos {D} 
x " x xx,;x 

fotmam uma base para 'lYl. (X, ·A} pois 11 ê invers!vel pela Propos! 

ção-II.l.6. Provaremos na proposição abaixo de modo mais expli

cito, que os {Dx}xe: X geram livremente o A-módulo 1Yt<x, A). 

2 .1. PROPOSIÇÃO 
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(i) Dx (a) = p (a,x) 

(ii) IX= Et Dt r(t,x) =E D 
':> t<x t 

(iii) {O } 
X xE. X formam uma base para "nt<x, A) 

·DEMONSTRAÇÃO: '(i) Dx = Ey p(y,x) Iy então Dx(a) = Ey u(y,x)Iy(a)= 

= '' (a,x). 

{j_i) Tt ~ (y, t) ~ (t,x) = ô (y ,x) = IX (y) então Et<x Dt = Ix. 

(iii) Por (ii) vemos· que os {D } 
X ""X 

geram ~X, A), mostr~ 

mos então que eles sao linearmente lndependentes. Temos que: 

D + ••• + = o <=> + • • . + c 
n 

= o <=> 
"l 

<=> T (c
1

r ·+ .... +c I ) = O, multiplicando por T p-l ambos os 
u x1 n xn 

lados da igualdade, vemos que c 1I + ••• +c I =O e como 
x 1 n xn 

{I } são linearmente 1ndependentes 1 isto implica 
X XG.. X 

Seja M um A-módulo e (wi}:=l uma base de M. Defini 

produto: En b n 
biwi mos em M o seguinte se a = aiwi e = "i=l i=l 

então 

{ ) n -base '"'i i=l" Nos vemos que relativamente a este produto os 

sao idempotentes -ortogonais, isto e, w1 
w. = w l 

e 
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W, . w, = o se il'j. De fato: wl = 1w1 então w. wi = 
' w J ' 'w 

= 1.1 wi = wi e . wi = lw1 + Owj, w . = 
. J 

Ü'i,Vi + lwj então 

wi • wj = 1.0 w. + O.lw. = o se il'j. w J J 

De modo particular podemos definir o produto acima p~ 

. ra o A-módulo 'Yfl(x, A)- com ·base formada pelos {D } ·x , isto 
X X6. 

-e, se definimos 

Estamos aptos agora para definir a álgebra de 

MObius de (X,~) a 

2. 2. DEFINIÇÃO 

O A-módulo )\l{X, A) munido com o produ1.:o 
11 ,, 

'D será 

chamado álgebra de HObius do conjunto parcialmente ordenado e 

fintto (X,2.). (Quando A estiver fixado llsaremos a notação 

''l(i_.D (X) ou simplesmente \rt(x). 

2.3, PROPOSIÇÃO 

Se existe x.A_y em (X,.::_) então 

Em geral, tem-se que Ia .. 0 Iy = L5 ( <t) 0: (s) 2_t.s_x ~ (s, t)) I 5 

(s)~t~y 

DEMONS'l'RACÃO: Se :.Ixl\.y teremos: 
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No caso geral temos: 

o: u(s,t)I )= 
s s 

.Pela proposição acima vemos que se L é um rcticula-

do distributivo finito, c~mo vruL, A) = F(L, A) e I I -x ·o y -

= <'\n.(L, A)/(M{L, A), +, • 
1
,). O teorema abaixo nos dá a rela

çno precisa entre o anel de valorização e a álgebra de MÜbius 

onde L é um reticulado distributivo finito. 

2.4. TEOREHA 

(Davis [ 7]) Seja L um reticulado distributivo fini 

to então V{L, A)~ 'Ylto{P(L), A), onde P(L) é o parcialmente 

ordenado dos v-irredutíveis de L. 

DEHONSTRACÃO: Notemos primeiro que 

ma base para o A-módulo \ruL, A) e -sao ortogonais dois a dois 

(isto - Dt ·n °t o tl "' t2)' ideal M(L) é gerado e, = se o 
1 2 

pelos Ot tal que existe um aG.M(L) com Dt ·o a ;i o o Com e-

feito, se Dt E" M(L) então Dt ·n °t = Ot "' 
o o Reciprocamente, 

~ então para Va <ó M(L) - n 
se Ot M(L) nos temos que a= "i=l Ot ' 

i 
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então , como M(L} é um ideal nós temos que 

M(L}, para Vi e como ocorre que 

= O, Vi, então Ot •0 a= o, Va€ M(I,). 

Vejamos agora que 1xvy + IXAY - Ix - 1y = Et~xvy 0 t• 

tix 

De fato: 

+ E 
t~vy Dt então 

tix 

tiy 

- Et<x D~ - L Dt 
c t~y 

= E + E D - E D + 
t<x t<y t t~XAY t 

E . 
t_::xvy 

tix 

tiy 

Ot = 

I 
Xi\Y 

E t.2_xvy 

- I 
X 

Dt + E 
t~XAY 

Ot 

tiy 

-

Notamos também que ~1 (L) é gerado pelos Dt com t 

v-redutlvel, pois se t é v-redutível existem x,y<t (portanto 

tix e tiyl com t = xvy, então seja I = I + I - I - I = Xvy XaY X y 

-E D + D então. Dt . 0 I= Dt ~O, e u,.elo resultado aci - k<xvy k t r 

kix 
kiy 

ma vemos que Dt€M(L). Reciprocamente, se DtE M(L) então exis 

te I = Ixvy + Ix.c..y - Ix - Iy tal que Dt •o I ~ 0 logo Dt "D I= 

rk
2

xvy Dt.Dk ~ O portanto existe k tal que k = t, isto é, 

kix 
kiy 
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t .::_ xvy e tix nem tiy então t é v-redutível. 

Observamos também que IX -, E D + M(L), pois: p.:_x p 

I = E < 
X P:__X Dp + Et<xDt então 

P"'P(L) t é v-redutíVel 

Ix - l: < D E'. M (L) , p_x P . 
portanto I = E 

x p2_x Dp + M(L). 

pE. I' (L) pE: p (L) 

Dos resultados e.cima decorre que os Dp' pG P (L) ,for-

mam. uma 

+ M(L) 

base para \\L CL, A"} , então· a a'plicação que associa 

à D , se extende a um isomo.rfisrno de "\YL<P (L), A) p 

D 
p 

em 

+ 

V(L, A), o qual leva cada IPE.'YY(lP(I,), A) em Ip + M(L, A)E.V(L,A). 

pe fato, essa aplicação é um isomorfismo, pois é imedia·to qus e 

la preserva as operaçoes; ela é sobre por acima, e e 1-1 pois 

se D + M(L, A)= M(L, A) então D ~M(L, A), o que é impossi-
p p 

vel, porque p é v-irredutível ... 

2.5. COROLÂRIO 

Seja L um reticulado dj_stributivo finito, e z o 

zero de L. Então existe em V(L, A) uma base {e(p)}pEP(L) U {z} 

formada por idempotentes ortogonais t<1l que Ix + H (J,, A) = 

= I + E e (p), VxE: L. Todo elemen-to desta base ser a chamado 
z P_2_X 

um idempotente canônico. 



42 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos o isomorfismo q do teorema ante-

rio r, isto é, <j>: 'flls.P(L), A)--> V(L, A) e <j>(Ip) = Ip + 

+ M(L, A). Então para qualquer x em L o teorema anterior a-

fima que A) = <j> (E D ) = p<x p E < <j>(D ) , logo se fi 
p_x p 

zermos e(p) = <fJ(DP) nós provamos imediatamente este corolário • ., 

Usando os idempotentes canônicos, daremos agora um cri 

tério para saber·qu_arido é que f em V(L, A} é um elemento de L. 

Seja (X 12} um conjunto parcialmente ordenado .. DCX é dito de-

crescente (crescente) se Y.G. D e X6. X com x.2_y(y.::_x) então xE. D. 

2.6. PROPOSIÇÃO 

f i:=: V (L, A) é um elemento de L se e só se existe um 

conjunto decrescente D ÇP (L) tal. que f = zt E a (p) e (p) 
p 

a(p) = 1 se p€ D e a(p) =O se p<to. 

com 

DEMONSTRAÇÃO: Se f € V (L, A) é um elemento de I,, nós sabemos 

que f = z + I. a(p) e(p) 
p 

com a(p) = 1 se p::_f e a(p) = O se 

Pif. Se q<p e a(p) = 1 é claro que a(q)=l, portanto {p"-P(L); 

a(p) = 1 } é um subconjul'lto decrescente de P(L). Reciprocamen-

te, seja D um subcon~junto decrescente de P (L) e escrevamos 

Y = z +E a(p) e(p) p . com a(p) = 1 se pG. o e a(p) =O Se 

p.jrl), e vejnmos que YE. L. se-Ja x = V(D U {z}), em L. Logo 

x = z + E e (q) r resuH:ando imediata11lente que y = X f:: I.., 
q2.X 

vemos assim que os elementos de L estão em correspo!! 

dência biunlvoca com as funções caractürÍsticas dos subconjuntos 
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decrescentes de P (L)~ Este fato fornece uma prova do se.guinte 

resultado clássico devido a Birkhoff. 

2.7. COROLÂRIO 

(Teorema de Birkhoff) Seja L um reticulado distri-

butivo finito. Então L é isomorfo ao anel formado pelos sub

co:O.juntos decresceiYtes de P (L) ~ 

Faremos agora duas interessantes observações, que nos 

auxiliará a entender melhor os id~mpotentes canônicos. 

2, 8. OBSERVAÇf(o 

Notamos que a base {e(p)}P"- P(L) lJ {z} está caract~ 

rizada por: (i) {e(p)}p& P(L) U {z} são idempotentes ortogonais, 

(ii) VxG L, temos que 

{e'(p)} P (L) u {z} 
. pe 

IX + M(L, A) = l: < e(p). De fato, seja 
p_x 

uma base formada por idempotente~ ortogo-

I'l.aiõs, tal que para vxc;. L, I + H(L, A) = Iz + l: 
P2X 

e' (p) • Con-
X 

sidere:rnos I: P (L) --> V(L, A) dada por i (x) = IX + M(L, A) e 

e' : P(L) -> V{L, A) definida por e 1 (p) = e' (p). Nós temos 

por hipótese que i(p) =L e'(p) então pela fÓrmula de inver 
q2.p 

sao de MÕbius {ProposiçÉlo-II .1. 7) nós temos que : 

e' (p) = l: p(r,p) i(r) = l: p(JI,p)(I + M(I,, A) 
r<P r<p 

= e(p) •n 
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2.9. OBSERVAÇÃO 

Seja x E L, e consideremos x 0 = V{yE. L; y<x } • ~ ol!!_ 

o o o 
ro que x <x. Temos que x~x {x <x) se e somente se X e: P (L) • 

Com efeito, se xE:P(IJ) ex=x0 - o entao x 2Y para algum y<x,-

absurdo. Se x 0 <x, existe pE P (L) tal que p<x e -pix0 •. Mas p<X. 

implica 
o . 

p.::_x , portanto p=x. 

Vejamos que e (p) ·= p - p 0 , l?ara todo pE. P (L) • De f a 

to, p = rq_9J e(p) = r o q<p e(q) + e(p) = p0 + e(p), portanto 

o e(p) = p~ p • Temos assim um método bem simples, para calcular 

os idempotentes ca"nônicos de um reticulado distributivo finito-. 

3. O TEOREMA DE GREENE 

Neste parágrafo p~ovaremos um resultado que estabel~ 

ce condições para que uma função $(X,2} --->(Y,2) se extenda 

a um homomorfismo de ~-o {X, A), em m.D (Y I A), onde (X,.::_) e 

(Y,::_) são conjuntos parcialmente ordenados e finitos. Este re 

sultado terá um corolário que nos será extremamente útil para 

o cálculo da função de MÕbius. 

Começamos o parágrafo com a seguinte proposição6 

3 .1. PROPOSIÇÃO 

Seja ~:(X,~) ---> (Y,~) uma função, onde (X,2) e 

(Y,~) são conjuntos parcialmente ordenados. São equivalentes 

as seguintes condições: (i) 4t e isótona (isto é, se x<x' => 

~> $(x) < $(x')) e existe o/•(Y,2) --->(X,2) isótona tal que 
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jJ o ~ :5_ lx e ~ o $ ~ ly· (ii) t -l(Jl é um filtro principal de 

(X,::_) • 

DEMONSTRAÇÃO: (i) ----> (ii) 

Notamos que t- 1 [y) <::: [1/J(y)) (I), pois se y',;:.t-1 [y) 

.então $ (y ') .':)" ~> y '2. jJ o t (y') >1~ (y) logo y' E [lf! (y)) • Por ou

tro lado, temos que [1/J(y)) S t-1 [y) (II), porque se y'€ [w(y)) 

então y' ~ jJ (y) logo t (y') 2. t o <p (y) ':._y então y' E t -l [y); de 

(I) e (II) concluimos que t -l[y) = [w (y)),. portanto t-l[(y) é 

filtro principal de (X,~} 1 isto é, Vale (ii} 

·como 

mos que 

(ii) --> (i) 

Se tj) satisfizer (ii) ela é isótona, pois se x~x' 

que é filtro (principal) nece_ssáriamente tere

x'Et-1[Hx)), isto é, t(x')':._ t(x). Seja ji:(Y,::_) -> 

-> (X,::_) definida por : 1jJ (y) é tal que fw (y)) = $ -l [yl. jJ é 

isótona porque se y::_y' então [1J!Cy')) ; t-1 [y') t;; t-l [yl = [1J!{y)) 

então 1jJ(y') ~ jl(y). 

e como -nos temos 

que xE.[t~o<fl(x)) então 1/J o ~(x) 2_ x, isto é,~~ o 4> ~ lx~ 

(•l!{y)) = t -l [y) então -1 
jl(y)E. $ [y) então $Olj!(y)_::y, 

portanto ~o 1/J ~ ly." 

3.2. DEFINIÇÃO 

q, satisfazendo (j_} ou (ii) da proposição acima é dita 

residuada. 
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Dada$ : (X,.,:> -- {Y,<) uma função, onde (x,..::> e 

(Y,2) são conjuntos parcialmente:ordenados e finitos, seja 

I (X'::_) --> \n_.D (X, A) dada por: I(x) = IX e 

I : (Y' <) -> "'n:o<Y, A) definida também por I(y) = I 
y' qu~ 

(A)., isto. é, h(Ix) = I$(x) 

\n:o (Xl ------> f\\:.o (Yl 

O teorema seguinte estabelece precisamente·quais sao 

as condiçÕes para que êxista h satisfazendo (A) • 

3.3. TEOREMA 

(Greene [ 7]) Sejam (X,~) e (Y ,~) conjuntos parcial

mente ordenados e finit(')S~ Uma função 4> : (X,2_) --> (Y,.::_) se 

extende a um homomorfismo da álgebra de Mobius de (X,~} na ál

gebra de Mobius de (Y,~) satisfazendo o diagrama (A) se e so

mente se 4> é residuada. (Interpretamos $ : X --> Y0 , onde 

-li Y0 = { Y; ~ y) t <jl } • Vemos que 

DEMONSTRAÇÃO: ( =>) Mostremos que $ ser residuada é uma condi-
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ção necessária, isto é, vejamos que para cada YE Y0 , ~- 1 [y) 

um mínimo, portanto ele ê um filtro principal;. Se xE.cf>-1 [y} 

tem 

en-

tão ~ (x)_:y, logo: rk2_~ (x) Dk = I~ (x) = h(IX) = h(rt<x Dt) = 

rt<x h (Dt) (1) 

Como y 5_$(x) então D ocorre comO parcela em (1} en
v 

tão 

se 

a t <x 
X-

{D } X 
X XE 

tal que em (1) h(Dt )= D + r---(notemos que a ba-
x y . . 

é formada por elementos idempOtentes ·ortogonais). 

Mostremos agora_ que alt
0 

tal que t .:x, para 'i'xE X o. e h (Dt ) =; 
o 

= Dy + E---. Isto é realmente verdade pois para x existe tx'x 

tal que h(Dt ) = D +E---, e para x' existe 
X y 

t , < x' tal que 
X-

h(Dt ) = Dy + E---, então se tx t tx' teriamos que: 
x' 

h(Dt ) = Dy + r---, então 
x' 

D = O, 
y 

o que e um absurdo. Portanto tx = tx' então nós realmente te-

mos que para Vx~X, alt~x tal que h(Dt ) = Dy + r---, 
o 

Mostremos agora que t 0 = min{Xi$(x)~y} . vemos pela 

prÓpria definição de t
0

, que para ~xe X com ~{x)~y nós temos 

que t~x. Resta-nos apenas ver que 

pois: 

~(t )>y. Mas isto é verdade o-

= h(It ) = 
o 

= h(Dt ) + 
o 

+r h(D ) = DY + r---, então t<t t 
-0 

:<! k<,P(t) e k=y - o logo y<,P(t ). - o 

(<=) Mostremos agora que ser residuada é também urna condição su 
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ficiente. Se $_ é residuada, nós. temos: 

i<1. = l)lo ~< l e K = .- X 2 · 

= ~ol)l~ ly ; Seja h : tQ.
0 

(X, A) ··--> "h)_,
0 

(Y, A) definida na. ba 
o 

se de 'rr\..
0

(x) por: 

o se 

E 
YE Y 
K 2 (y)=~(x) se K

1 
(x) = x 

. Mostremos que h satisfaz·o diagrama (A), isto é, 

= Ek<X h (Dl) = Ek<x (E • t Dt) (1), temos também 

Kl (k)~k K
1

(k)=k K
2

(t)=<)(k) 

Mostremos que os elementos que 

ocorrem como parcelas em (1) e (2) sao os mesmos. 

Se Dt ocorre em (1) então t2K2 (t) 2 ~(x), daí temos 

que Dt é uma parcela em (2}. Reciprocamente se D ocorre co
v 

mo parcela em (2) seja k = IP (v) então K2 (v) = ~01)! (v) = $ (k)) 

e nós temos que v2_if; (x) então ;jJ (v)<lpo~(x).::_ x, além disso temos 

que K
1

k = k pois: lj!o~ (k).::_ k e <Polj!(v)>v então l)lo<Polj!(v)>ii(v) 

então K1 (k)>k. Portanto Dv ocorre como parcela em (1) •u 

A seguir daremos um corolário do teorema de Greene ú-
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til no-cálculo da função de Mobius. ComeÇaremos por dar algu

mas definiçÕes: 

.K : (L,v;A) ---> (L,v::A'} ,_ Onde (I., v,A) é. um reticula 

do, será Chamado Um operador de interior se: 

. . 
(il K(x)5_x, (iil KK(x) e (iii) se x5_y ->K(x)5_K(yl, para lfx.,yEL. 

K é um operador de interior seja 

em L; será chamado um aberto. 
·K 

L; ={x;K(x) = x}, cada x. 
K 

Em L/K deflnimos as seguintes 

operaçoes: xuy == xvy e'xny = K(x_fl.y). Nós vemos qüe (L/K'V.,n) 

é.um reticulado, dito o reticulado quociente de L por K. Te-

mos então o seguinte resultado. 

3.4. COROLÁRIO 

(Rota [9] ) • Seja (L/K'u,n) o reticulado quociente de 

L por K então: 

equivalente 

DE~IONSTRACÃO: ~ 

It~(t,y) 

K(t)=v 

= ) O se K (y) <y 

l~L/I<(v,y) se K(y) = y 

Itõ(v,K(t))~(t,y) =õ(K(y) ,y) 

L-> L; dada por: ~(x) = K(x) 
K 

cj> é residuada pots se escolhe-nnos 1p: L I --> L I 
K K 
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dada por W(X) =X , isto é, W = idL ) 

IK 

nós temos que : ~ow(x) = K(x) = x>x e qJO~ (x) = K (x) .:=_x 

guinte 

então 

Como <P é residuada pelo 

homomorfismo de mo (L, A) 

O se K(:c)<x 

r o se 
YeLI y 

K 

y=K (y)=K (x)=x 

teorema acima nós 

em 'ín: 0 <L;, A): 
·K 

= 

('o se 

K(x)=x ) 

lo se .x 

A) --> 'f\
0 

(L I , A) 
K 

é dada por 

I 
X 

_e"---:> 

e _.::___, ó(x,K(x)Dx 

dai temos o resultado proc~rado pois: 

E • v;v e aberto 

I I 

E Dyõ (K (y), y) 
y 

Et IK (t) ~ (t,y) 

I I 

I ~L (v,y)ó(K(y),y) 
v I 

K 

e 
< Dy 

I I 
< e 

Et It~(t,y) 

Ev Ivó (v, K (y)~ (t,y). 
UN!CAMP 

BIBLIOTECA CENTRAi. 

temos o se 

· K (x) <x 

K(x)=x 
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Comparando os coeficientes dos 

~L ô(v,y) 
/K. 

(K(y) ,y) 

I 
v 

-nos temos: 



CAPÍTULO II~ 

CÁLCULO DA FUNÇÃO DE MOBIUS E UM TEOREMA DE REPRESENTAÇÃO DE · 

V(L, A). 

Neste capítulo daremos um procedimento simples para 

se calcUlar a ·função de MObius de um reticulado distributivo 

finito. Veremos também ~ue todo anel de valorização pode ser 

interpretado como o anel gerado por certa-s funçÇ>es caracter'!~ 

cas, e usando esta representação de V(L, A) obteremos alguns 

interessantes resultados. 

.. 
1. CÁLCULO DA FUNÇÃO DE MOBIUS 

Neste parágrafo daremos ~ma fórmula, que nos ajud2, 

rá no cálculo da função de MÜbius de qualquer re·ticulado dis

tributivo finito. Começemos mostrando alguns resultados ú

teis r.esta direção. 

l.l. PROPOSIÇÃO 

A função de MÜbius de qualquer intervalo [ x, y 1 de 

(P,2_) é igual a função de Mobius de P restrita a [ x,y ] .. 

[JEMONSTRi\ÇÃO: Se t, v E [x,y] e.ntão llp (t, v) = 

pp(t,a) = ~~ J(t,v) ... 
Lx,y 
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1. 2. PROPOSIÇÃO 

Sejam (P,<} e (Q,<) conjuntos parcialmente orde

nados e. f.initos. A função de Mobius de P x Q é dada por: 

~P(x1,yl) • Q(x2,y2)' ""1' Y1"- P 
. . e 

DEMONSTRACÃO: 

vx1 , y 
1 

E. P e x 2 , y 2 E. Q. Mostremos que ljJ = lJPxQ, isto é, que 

t!J* I;PxQ(x,y) ~ Ô (x,y) = z;PxQ *ljJ (x,y) ~ Provaremos somente que. 

'.J!* l;;PxQ (x, y} =ô (x, y) , pois a demonstração que C:PxQ ** (x ,y) = 

= O (x,y), é inteirament.e análoga. 

Seja x = (x 1 , x 2 ) e y = (y1 , y 2 ) dois elementos 

quaisquer de PxQ e t = (u,v)~ PxQ, então temos: 

~'*~PxQ(x,y) = l:(x:_)t(<y) lj!(x,t)~(t,y) = l:(x:_)t<y lj!(x,t) = 

= E 
(xl<)k:_yl 

llp(x
1
,k). E 

(x2:_) v_y 2 
)lQ(x2 ,v) = 

t isto -se "1 
- y1 e "2 = y2, e, se X = y =ó(x,y) 

= 

t- " isto - 'I' se "1 yl ou "2 Yz' e, se X y 
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l. 3. COROLÂRIO 

Sejam (P 1 ,..::_) , ---, (P n, <,i) conjuntos parcialmente 

ordenados e finitos. Então: 

DEMONSTRACÃO: Por induçãoa 11 

1.4. COROLÂRIO 

-(Principio da exclusão-inclusão) .. Seja P a álgebra 

Booleana de todos os súbconjunt'os do conjunto finito 

{a1 ,---,an }. Então para VX, Yê P com X<Y (isto é XCY), 

y(X, Y) = (-l)n(Y)-n(X), onde n(X) denota o nú 

mero de elementos do conjunto X. 

DEMONSTRAÇÃO: Se a cada XE P associamos a n-upla 

vemos então que p -e 

ziano de {O,l} n vezes. 

em P com X<Y isto é, 

e x. = O 
' 

se 

isomorfo ao produto carte-

SeJ'arn X ~(x --- x ) e Y~(y --- y) 
1' ' n 1' ' n 

logo x.<y., Vi, portantc: ,_ ' 

~(X,Y) = ~[(xl,--··,xn)' (yl'"""'yn)] = ~(~l,yl).---.~(xn,yn)= 

n(Y)-n(X) -= (-1) , pots os fatores deste produto sao somente 
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1 ou -1, e eles valem -1 apenas quando x 1 = O e y
1 

=1, isto 

-e, a
1

E. Y- X. 11 

Agora estamos aptos a calcular ~(x, y) para Vx,ye.L, 

onde L é um reticulado distributivo finito. Comecemos definin 

do para cada a L o operador K(a) = va1 . Vemos qué K é um 

-a <a i-

operador de iriterior pois: 

(a) K(a) = Va. 
' a.<a ,_ 

< a 

a1 átomo 

(b) se a<b então qualquer átomo 

que a
1

<b então K(a)<K(b) 

ai átoffio 

com a.<a ,_ nós temos 

(é) I<:(I<(a.)) = va1 , mas sé a
1

2_a e a
1 

é um átomo isto impll:_ 

a.<K(a) ,_ 
a 1 átomo 

ca a
1
::_K(a) então K(K(a))~K(a}, mas por (a) sabemos que 

K (K (a))2K (a) logo K(K(a)) = K(a), portanto realmente K -e um 

operador de interior. 

Tendo em mente o Corolário-II.3.4., consideremos ore 

ticulado quociente de L por K (L/ ,u,n). Seja X= {a; a 
K 

um átomo de L } e <P(x), u, n) a álgebra Booleana das partes 

de X. Notamos que <jJ : L I -· -> J><Xl definida por ~(a) =· 
K 

-e 

= {a --- a } 1' ' n 
onde a= K(a) = Vn 

i=l 
, é um isomorfisrno.Por-

a.<a ,_ 
a 1 átomo 
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tanto, L; é isomorfo a uma álgebra Booleana, então poderemos, 
K 

quando for necessário, lançar mao do Corolârio-III-1.3 para 

calcular l1 (a,b), va , bE. L; • 
K 

Para calcular p(x,y) basta, pela Proposição-III.l.l, 

considerarmos a restrição de 11 a [ x,y J, então, no intervalo 

[ x, y ] x passa a ser o zero e os elemen·tos que cobrem x to r 

nam-se átomos. Então pelo Corolário-III ~ 3 .. 4 temes: 

~(x,y) = 

Seja ~ 
o 

-r ~<t,yl = x<t(<y) 

se K(y)_<Cy 

- r < v rx<t(<y) p(t,y)) 

então 

K(t)=v 

u (v,y) = O para 
o 

Vv, logo 11 (x 1 y) = O. Já se K(y} = y o~orre o seguinte: 

- r <r P <t, yl l = v x<t(<y) 
K(t)=v 

-r (-l)n(y)-n(v) = 
v 

=-r n (y) 
h=l 

(
nh(yl\, n (v)-h 

_; {-1) - . Por outro lado ternos que 

(l+(-l))n(y) = ); n(y) 
h=O 

(
n(y)) . ) 

h ln(y .(··l)n(y)-h 

O= (-l)n(y) ··~ (x,y), entilo p (x,y) = (-l)n(y). 

então 

logo 

Portanto, concluimos pelo que foi fe:l.to que: 
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l.l(x,y)· ==O _se K(y)<y, isto é_, se y nao for o supremo dos e

lementos que cobrE>..rn x; e ll-(x,y) = (-::-1)1). se y é o supremo 

de n element·os: que cobrem x. 

1.4, OBSERVAÇÃO 

A função de M6bius cJ ássica f-1 (n) é definida- como· 

(-i) k se -n é. o produto de k primos di!3tintos e O em ca-

do cOntrário. Esta fórmula pode ser considerada como. um caso 

particular da definição de função de NObius dada no capítulO

TI. De fato, definamos em~~ ã seguinte relação de ordem: 

a<b em 1'\1 <~> a/b (a divide b) , Vemos que (['\j ,.:'_) 

localmente finito., avb = m.m.c { a,b} e (4\.b = md.c { a,b} , 

portàrito ( 1~ ,v ,n} é um reticulado distributivo localmente 

finito, então se def'Lnirmos 1J(n) = v(o.n) temos que: lJ(n) = 

-e 

= v(o,n) :::O se n não é supremo de primos distintos (que sao 

átomos) abaixo de n cobrindo o e 11 (n) = (-l)k se -n e o 

r;upremo de k prime::; distintos cobrindo O, isto é, 

com pi primo, portanto realmente a defini-

çao de função de r-10bius dada no capítulo-Ir generaliza a defi-

nição clássica em teoria à.os números. 11 

2. UMA REPRESENTAç.ÃO DE V(I,f A). 

Veremos neste par5.urafo que se À : K --> r, -e mn mo 

nomorfismo entre reticulados distributivos finitos; então À in 

duz um monomorfismo Àe:{V{K},A} -> (V(L),A). 
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Daremos _também, uma representação de V{L, A) como um anel qe-

r'ado por função caracteristicaS. Iniciamos.a nossa tarefa cóm 

a importante propo~üção seguint~. 

2 .1. PROPOSIÇÃO 

Sejam K, L reticulados distributivos finitos e con 

sideremos um rnonomorfismo À : K --> L~ Então a aplicação À e 

induzida por À dada por Àe : V(K, A) ----> V(L, A) com 

I + ~I(K, A)) 
xi 

bém um monomorfismo. 

n 
= L. 1. a.; 

J.= ..... 
+ M(L, A), é tam-' 

DEHONSTRACÃO: Seja PE. P (L) (conjunto dos V-_irredutíveis de ====-
L), então À -l(p) é um filt.ro primo de K, e como K é fini-

t.o então ele é gerado por um certo qE. P (K} (conjunto dos V-ir 

redu·ti.veis de K} • Lego está bem definida a função <$ : P (L) ---> 

-> P(K) dada por: <jl(p) = il(kE K; )\(k)~p) = q, onde [ql = 

À-·1[p). 

Mostremos agora que C\l é sobre. Com esse propósito 

vrunos dividir a demonstração em dois casos: 

(i) se À (q) E. P (L), com q em P (K), e (ii) se À (q) d: P (L), com 

qemP(J(). 

(i) se À(q)~P(L) tomemos p = Ã(q) e mostremos que 

Isto é verdade pois: À (k) _:: À (q) <~> À (k)v À (q) =À (k) <-> 

<=> Ã(kvq) = À(k) À é 
<====> 

1-1 

= .<\(k € I<; À (k) > À (q)) = q. 

kvq = k <=> k.:_q, logo <jl(p) = <j>(À(q))= 
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(ii) se À (q) .!f,. P (L) então À (q) = Vn pi, mostremos que exis 
i=l 

te. f, 1_2i2_n tal que: ~ (k)>p. - ~ 
implica Por _absurdo, sup2 

napmos qUe_ existam k --- k 1' ' n 
em K 

logo como À é 1-1 ocorre que k. >q, e como 
1:-

qEC P (J<) isto 

acarreta q<ki para algum i 1 o. que é absu.rdo. PortantO, tom~ 

mos um i
0 

tal que implique k_?_q, para Vk f. K, e 

vemos imediatamente que $(pi )=q. Logo $ é sobre. 
o 

l 
Seja À e : 'xllp (K) , A)-> \\(P (L) ,A) o seguinte 

homomorfismo, definido na. base de \Y~:r (~),A) por~ À e'(nq) == 

=I D . 
p p 

$(p)=a 

Vemos que e' 
À e 1-1 pois~ se tc~mos 

que e como é sobre existem tais 

que c!> (p
1

) = q
1 

e <P (p 2 ) -- q 2 , então rúsul.ta imt~diatamente que 

f. À e ' (D ) • 
9z 

Temos agora o seguint:e diaqrrunzl: 

V(K,A) 
le __ .,:; ____ > 

(V(L,A) 

(~ 
v 

-~-/'(J1CP {L) ,A) 
~ e' 

À 

onde h,s sao os iso
morfisrnos dado pelo 
~rcorema- I I. 2. 4. 
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Tomemos e -1 e' 
À = s o À o h: V(K, A) ----> V(L, A). 

Vemos que Àe é isomorfismo como composta de monomorfismos. 

Mostremos que Àe(Ix + M(K, A)) = IÀ(x) + M(L, A), mas isto 

verdade pois: 

IX + M(K, A) = rq<x D +M(K, A) 
q 

q<. p (K) 

e' -1 

-e 

. À ----> <rp oPJ s > r <r 
q<x P D ) + M(L,A) 

p 
QJ(p)=q qG P(K) QJ(p)=q 

PG. P (L) 

Por outro lado IÀ(X) + M(L,A) = rp2À(x) .Dp + M(L, A) 

p<'-P(L) 

(II) • 

Queremos provar que os elementos que ocorrem em (I) e (II) sao 

os mesmos, mas isso é realmente verdade; pois se DP é uma par 

(I) 

cela de (I) temos que q<x ent.ão À (q) <À (x) e como cjJ (p) = q = 

= A (k e K; À {k) ~.P) , isto acarreta À (q) >p então À (x) ~P, por-

tanto D 
p 

ocorre como parcela em (II) • Reciprocamente, se D 
p 

- parcela de (II) e uma então P2À (x) , com X em K, logo 

q = QJ(p)<x então D ocorre corno parcela em (I) ' portanto 
p 

À e (Ix + M (K, A)} = IÀ (x) i· r-1 (L, A), e mais geralmente para qua,!. 

quer A) (:: V (K, A) nós temos que: 

+M (K, A)) + M(K, A)) = 
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+ M (L, A) , que é jus·tamente o que quer I amos 

provar." 

2. 2. COROUUHO 

Sejam B1 , ---, Br elementos de um re-ticulado distri 

r 
butivo L. Se ri=l a 1 B1 =O (;'O) em V(L, A) seja· H o sub 

reticulado finito gerado por B --·- B então 1' ' r 

r 
Ei=l ai Bi =O(;' O) em V(H, A). 

DEHONSTRAÇÃO: Suponhamos que em 

Da construção do anel de valorização resulta que -e 

uma combinação linear de elementos da forma c1 v D1 +C
1

AD
1
-c

1
-n

1
, 

c 1 e n1E. L (se rk ak Bk 'I O; então não é combinação linear dos 

c 1 e n 1 ). Seja N o subreticulado finito gerado por todos os 

Mas como N é finito e l-1CN então ie: V(M, A) --> V(N,A) 

dada por ie (IX+ M(H, A)) = Ix + H(N, A), temos pela prop9_. 

sição acima que i 9 é monomorfisrno logo Ek ak Bk = O(;;l O) em 

em V(L, A) ... 

Nossos próximos passos serao dados no sentido de re-

presentarmos V (L, A) por um anel forn1ado de funções caracter i 

cas. Com esse propósito seja L um reticulado distributivo 
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formado por subconjuntos de um conjunto 

seja CA : X--> (A,+,.) 
i 

Seja S(L, A) 

dada por CA 
i 

a. CA , 
~ i 

x. Para cada A1 em 

(x) = {: se X E. Ai 

se X <lo Ai 

nimos em S{L, A) mna soma e uffi prOduto, do seguinte modo: 

L 

. n n a' ) (x) n 
(x) 

n a' (x) (Ei=l a. cA.+ '1=1 CA = "i=l a. cA. + ti=l c A. 1 1 1 l 
1 1 1 1 

n 
E a~ J (x) 

n 
(x) • n a' (x) (Ei=l a. cA. c A. = Ei=l a. cA. Ei=l cA. 1 1 1 i 

1 1 1 ~ 

Resulta imediatamente que (S-(r,P A),+,.) é um anel,o 

qual chmnaremos de anel das funções simples gerado sobre (A,+,.} 

pelas ~unções caracteristicas de elementos em L. 

'l'endo em mente que qualquer reticulado distributivo 

é isomorfo a um reticulado distributivo formado por subconjun-

tos de um conjunto X, então o teorema seguinte estabelece um 

isomorfismo de V(L, A) em S(L, A), para qualquer reticulado 

distributivo L. 

2.3. TEORE~JA (Geissinger [4}) 

Seja L um reticulado de subconjuntos de um conjun-

to X, então (V(L, A)' +, .,.. ) - (S (L, A),+,.), ~ 

DEr•lONSTRACÃO: Seja ~ : L ---> S(L) dada por~ <jJ (A) = CA' 
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~ é valorização pois ~(AUB) + ~[AnB} = CAUB + CAnB = CA + CB. = 

= ~(A) + ~ [B), ~ preserva o produto porque·.~ (A.B) = CAnB = 

CA • · c
8 

= ~(A). ~ (B), então vemos imediatamente que ~ se ex-

,... 
tende a um homomorfismo linear q, : V(L) --> S(L) dado por: 

~ - sobre, resta-nos ela -1-1, isto - n 
C =O e ver que e e, se E. 1 ai l= Ai 

queremos provar que En . ai, Ai = o e!ll v (L). 
i=1 

·seja . .r-1 o subreticulado finito gerado por A --- A 
1,' ' n 

então é suficiente provarmos que V(M, A)~(M, A); pois se isto 

ocorrer temos que 

lárto-III.2.2. 

n 
Li=l ai cA. =O em V(M, A), .logo pelo Coro 

l -em V(t, A) e então • é 1-l. 

Res·ta-nos ver somente que V(M, A)~ (M, A), mas isto é verdade 

pois se B é v·~irredutivel seja B0 elemento maximal de M pro

priamente r::ontido em B, se xt::. B-B0 então x $.A para qualquer 

At::. rr1 com A }: B, porque se x pertencesse a A e._ M com A ~ B, 

se considerássemo B0 
AnB, teríamos que x ifAnB e x E B

0 logo Boc 
;' 

7 B0
UA B:::::.B 1 

B
0

r'B e 2\nB r' 

o - . 1 13 e como B e maxma ocorre que = 
B, o que nos leva a urn absurdo, pois B é v-irredutível. 

Vemos agora que CB é linearmente independente de CA' 

para qualquer A nao vazio em M com ::1> )\ ~ B pois: se a CA+ 

+ b Cil = O, seja XE B - Bo logo X .J.A 
'j- I então a CA (x) + b CB(x)= 

= b C8 (x) = b = o, e como -A na o e vazio concluímos também que 
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a= O. 

Finalmente, vejamos ·que· os CB, com B€ P (r4) (conjun

to. dos V-irreduti:vcis de M) são· l;inearmente independentqs .• se- . 

ja {B --- B} C P(M),· tomando 
1' ' r 

desse conjunto, então B. :t> 
~ 

ri 
' r 

- Bo temos que c t B~ para r' r 

como um elemento maxima_l 

se it"r, considerando X E. B · -r · r 

Vi " r, logo se bl c +---+ 
Bl . 

então CB (x ) 
1 r 

+---+h 
r 

= O e isto acar 

reta br = O. Repetindo. o argumento para {~ 1 ,---,_Br-J} ,vemos 

que b 1 .= b 2 = --- = br-l = br = O, ·portanto {C }r são li-
8i i;,l 

nearmente independentes, conclu!rnos então que os CB, DE: P (M) 

formam uma base para S(M, A). 

Vemos eni:ão que V(M, A) e S (M, A) ·tem a mesma dimen 

sao pois os B, B~ P(M) formam uma base para V(M, A) pelo Teo 

·rema-I.3..6. Além disso, seja <PIV{M,A):V(M, A) --> S(H, A) da-

por: <Piv(H,A) r': l==l é ohvia-

mente sobre e como dim V(M,Aj = àim S(M,A} <ro,G!V(M,A) é o iso 

morfismo procurado. 11 

3, APLICl\_ç_ÕES DO 'I'EOHEMA DE REPR~S~pTAÇ.ÃO DE GEISSINGZR. 

Veremos neste paráqrafo que V(L
1

,A) pode ser isomor 

fo a V(L
2

,A) sem q~e L
1 

seja isomorfo a L2 . Calcularemos 

V0(J(X} ,A) 1 onde {_j?(X), u,n) é o reticulado das nartes de um 

conjunto finito X. 
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Seja (X,<) um conjunto parcialmente ordenado. D c X .-
é dito decrescente se X(>: O. e . yE. X. com y<x, nós temos ne-. 

~essariamente· que YE- D. Seja L(X) = {D~X t D é- decrescente}, 

observamos que se o1 , n 2 _L(X) então· o 1uo2 e o 1no2 e_L{Xl:_;. 

portanto (L(X) ,U,n} é um reticuladÚ dist~ihutivo formado· de 

partes de um conjunto parcialmente ordenado (X,~). Temos en

tão o seguinte- resultado.· 

3 .1. TEOREMA 

Seja (L{X) ,u n) o reticulado distributivo dos sub-

conjuntos decrescentes do conjunto parcialmente ordenado (X,.::_). 

Se (B,U, n) é a álgebra de Boole gerada por (L{X) ,U 1 n) então 

V(L(X), A)"'v(B,A). Notamos que quando (X,_::_) é finito, B se-

rá a álgebra de Boole de todos os subconjuntos de X. 

DEF:IONSTRAÇÃO: Pelo Teorema-III~2.3., basta provarmos que 

S (L (X), A) ;; S (B, A) • Como L (X) S B, consideremos 

i:S(L(X),A) incl us2l_Q__> B d · ( ) ' 1 ------ da u por: ~ x ~ x. ~ c aro que 

i e monomorfismo ~ Resta~·nos ver que i é sohre. Observamos 

A~ B enúío 

ternos: 

Cun A 
i=l ij 

n 
- ... l 

>= cA E. 
ij 
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Im i, porque cada parcel~ ou fator está na imagem de i, então: 

m 
= ~j=1 CUm A E Im i , 

j=1 ij 
porque cada f a-

tor está na imagem de i, portanto i é o isomorfismo desejado. 

3.2. COROLÂRIO 

Seja L == P<x} o reticulado distributivo das partes 

de um conjunto X com n elernentss, então V(P(X),A)~An+l 

pEMONSTRAÇÃO: Seja X ={0, 1, 2,---, n-1} uma cadeia com n 

elementos. 

X = 

n-1 
' 

2 
1 
o 

Temos que L(X) é igual a uma cadeia com n+l elementos 

L(X) = 

{O, 1,----, n-1} 
' 
' 

{O, 1, 2} 

{0, 1} 

{O} 

~ 

- 1 2 5 V ( ( ) ) - ( n+ 1 ) a·1 entao pelo .Exemp o-I. • • L X , A = A 1 +, .A . Como a 

gebra de Boole gerada por L(X) é igual a)J(x), temos pelo teo 

rema acima que v(f(x), 

- V(L(X), A), portanto 

A) - V(L(X), A), portanto 

v <P<xl, A) - An+l ... 

V (f'(X) ,A) ~ 
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Vamos agora terminar o parágrafo com uma interessan 

te observação a 

3.3. OBSERVAÇÃO 

Notamos que V (L1 ) p_ode ser isomorfo a v (L
2

) sem 

que L1 seja isomorfO a L2 , como o exemplo abaixo nos mostra. 

Se X~ I: uma cadeia com 2 elementos então 

{0,1} 
{0,1} 

L1 = L(X) = 
{O} 

(X)= 

{O} {1} 

e vemos que L1 = L(X) f B =JP(X), pois L(X) tem três elemen

tos e B quatro, no entanto pelo Teorema-III.3.1. V{L1 ,A) = 

= V(L(X), A)~ V(B, A). Esta observação justifica o fato de 

que os objetos ~a categoria dos anéis de valorização sejam pa ·-

res (V(L), L), pois se eles fossem somente os V(L), teríamos 

que o fun·tor anel de valorização não seria injetiYo. 11 



CAPÍTULO IV 

LINEARIZAÇÃO DE ÂLGEBRAS DE LUKASIEWICZ 

Neste cap!tulo tentaremos linearizar as álgebras de 

Lukasiewicz trivalentes, isto é, associaremos a cada álgebra 

de Lukasiewicz· trivalente A o seu ll -módulo de yaloiização 

V(A). As definições dos operadores de possibilidade (V) e ne

cessidade {8), de negação e de implicação de Lt~asiewicz da

das em A, serão extendidos para V(A). Quando A for finito, 

·obteremos uma caracterização das extensões de V e à seguindo 

as idéias contidas em [10]. 

1. DEFINIÇÕESE PROPRIEDADES PRINCIPAIS 

Neste parágrafo daremos as principais definições e 

propriedades das álgebras de Lukasiewicz trivalentes. Um estu 

do mais detalhado e completo do material contido neste pará

grafo será encontrado em [ 1 J , [ 2 J e C 8] . 

1.1. DEFINIÇÃO 

Seja (A, v, a) um reticulado distributivo. Se defi-

nimos sobre A uma operaçao unária ".:...",tal que: 

(M1)- - X = X (M2)- (xvy) =:: .... x.i~-Y, chamaremos o 

sistema (A, v, A, ~) de um reticulado de De Morgan. Se a o 
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. . peraçao unarl.a também verificar a condição (K) XA - x<yv_-y, 

diremos que (A, v, A, _) é um retic:ulado de Kleene. 

1. 2 • DEFINIÇÃO 

Uma álgebra de Lukasiewicz trivalente é um sistema 

{A, u, z, v, h, _, 'V ) tal que {A, u, z, v, A, -) é uma ál

gebra- de Kleene com z'ero (z) e um {u), e 'iJ é um operador uná-

rio definido sobre A, que satiSfaz os seguintes axiomas: 

v 
X 

=1 

Seja B(A) o conjunto dos elementos Booleanos de A, 

isto é, B (A) = {xe A; 3:- X<! A tal que XV - X = U e 

XA-x=z}. Por [ 1], sabemos que uma álgebra de Lukasiewicz tri 

valente tem as seguintes propriedades: 

(L4 ) V (xAy) = Vx A Vy (L
5

) V(xvy) = Vx v Vy 

(L
8

) 'Vx = x se e so se x e B (A) 

(L9 ) Vz = z e Vu = u (L
10

) Vx = min {b"B(A); x<b} 

(L
11

> se definimos t..x = max {be B(A); b<x} então x<y <=> 
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Ax < Ay e Vx < Vy (princípio de determinação de Moisil ) 

Vamos agora enunciar um teorema que nos será Útil no 

parágrafo seguinte: 

1. 3. TEOREM!I ( [2 J) 

Consideremos um sistema (A, u, z, v,A,· _, V, 11), on

de (A, u, z, v ,A } ·é um reticulado distributivo com zero (z) 

e um (u). Além disso, V :A---> A satisfaz as seguintes con

diçÕes: 

(1) Vz = z (2) V(xvy) = Vx v Vy 

(2) V(xAy) = Vx A Vy (4) x<Vx 

(S) VVx = Vx (6) llxe: B(A). 

Dualmente, a:: A---> A satisfaz as seguintes condi-

çoes: 

(1') Llu = u (2') Ll(xvy) = Llx v Lly 

(4') Llx<x 

(5') At;.x = ll.x (6') LIXE B(A) 

(M) se Ax = Ay e Vx = Vy então x = y 

Se definimos ~ x = {-Ax AX)V - Vx, então o sistema 
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(A, u, z, V, A 1 ~, V} é uma álgebra de Lukasiewicz trivalen-

te. Reciprocamente, seja {A, u, z;, v, A ,v ) uma ágebra de Lu-

kasiewic.z trivalente, se definimos !J.X =- V(-x), então o sis-

·tema (A, u, x, v, 11. . , .. , ó , V .é tal que, (A, u, z , v ,A } é um 

reticulado distributivo com zero e um, além disso vale (1)-(6), 

(1')-(6') e (M) •• 

Numa álgePra de Lukasiewicz trivalente A, podemos· 

definir uma implicação chamada de implic~ção fraca, d~da por: 

~ ~> h = V ( ... a) v b. Se todo elemento de A tem complernen-

to, a implicação' fraca coincide cóm a implicação da lógica 

·clássica. Definimos a implicação de Lukasiewicz ")--> "em 

A, do seguinte modo (Ver [ 8 ] ) : 

2. O ANEL DE VALORIZAÇÃO DE UI-IA JILGEBRI\ DE LUKASIEWICZ 'rRIVA-

LENTE. 

Neste parágrafo_ tentar-emos extender as definições de 

V, f:.., -e }--> para o anel V(A), e estudaremos também 

algumas propriedades dessas extensões. Obteremos uma caracteri 

zação das extensões dos operadores 'V e f>. _Para facilitar a re 

dação, consideraremos em todo esse par.:;\grafo A~ V {A) , identi 

ficando Ix com I + M (l'l.) • 
X 

Seja A uma álgebra de Lukasiewicz trivalente. Como 
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_V: A --> A .(h. : A --> A) é um homomorfismo de reticulados_, 

pela Preposição-!4~.4. saberno·s que ele ·se ·extende a um homomor 

fismo de .anéis V· : V ~A) -> V (A) ( ii : V (A) definido !'O r: 

As principais propriedades de V e K , estão resu-

rnidas na seguinte prop~sição. 

2 .1. PROPOSIÇÃO 

Seja V : V(A) -> V(A) dada por: V(E
1 

c
1 

x
1

) ~ 

= r1 c 1_ Vx1 . V satisfaz as seguintes prqpriedades: 

(a) v • linear e {b) se XG A-> Vxe. A 

(c) vz ~ z e Vu = u (d) V(f., q) ~ Vf.,Vg, 'o'f,ge. V(A) 
ú •• 

(e) fix > x, se xr;: A (f) v 2 ~ v 

(g) Vx - Booleano, e para (h) Vf ~f<-> f E ImV 
\Zx t A 

(i) E (Vf) ~ <(f) (j) f~ Im I'~~> T(f)<. Im V. 

Dualmente, seja ~ : V(A) --> V(A} definida por: 

(e') !'J.x ::_x, para vxe A. 

DEMONSTRAÇÃO: (a) v é linear, pois se f; r1 c 1 x1 e 
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= L c 1 x. + r c
1
• 

1 1 i Vf + Vg. Se kE l então V (k.f) = 

(b) s-e x€ A então Vx = Vx€. A 

(c} Vz = Vz = z e Vu = Vu = u 

(d.) como V (xAy) = V (xAy) = Vx 1>. Vy = Vx "1>. Vy, decorre imediata 

mente que V(f.Ag) = Vf.A Vg 

{e) Vx = Vx..::_x, VxGA 

(f) seja f= E. c. x.EV(A), então: 
1 1 1 

logo 
-2 v =v. 

(g) Vx = Vx que e Booleano para todo x em A 

(h) se Vf =f, é claro que fE Im V~ Reciprocamente, se ft; rmV, 

então existe g em V(A) tal que Vg = f, logo: 

(j) seja f_. Im V, T(f) = e(f) (u+z)-f então V(T(f)) = 



74 

= E (f) (u+z) - V (f) f" Im V E (f) (u+z) - f=T (f), portanto por 

(h) T(f)E Im V. 

Mostramos de modo inteiramente análogo que_ 6 também-

satisfaz estas propriedades." 

Provaremos agora que a imag~ do operador V(K) ainda 

é um anel de valorização. de um subreticulado distributivo de Ap 

mais precisamente, o ·anel de valorização de B(A). 

2.2. PROPOSIÇÃà 

Seja A uma· álgebra de Lukasiewicz trivalente. Consi 

deremos V: V(A) ---> V(A) (K: V(A) -.--> V(A)) definida por: 

Im V= V(ImV) (Im ~ = V(Im~)). 

DEMONSTRAÇÃO: Mostremos primeiramente que Im V ç V(Im V ) • De 

De fato, se f E Im V então f= Vf = E
1 

c
1 

vx
1 

E V(ImV) pois 

cada ílx. E: Im V, portanto Im V C V(Im V) (I). 
1 

. 
Reciprocamente, se f«V(ImV) então f = E. c i xi, l 

x1E Irn V , logo Vf= E i Vx. 
x

1
& .Im 'íJ 

1:, f, portanto c. c i x. = 
1 1 1 1 

V(Im V) C:: Im fi (II). 

De (I) e (II) temos que V(IrnV) = Im íJ. Analogamen-te, 

mostramos que V {Irn ó.) = Im K • ., 
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Tentaremos caracterizar V(ó), seguindo as idéias co~ 

tidas em [10], em termos das pl;Opriedades (a) - (f)((a) -(d), 

te'), (f)), dadas p:ela Proposição-IV.2.1. Faremos a caracteriza

ção de fi (X) ( de um ponto de vis·ta mais geral, de acordo com 

a seguinte definição. 

2.3. DEFINIÇÃO 

Seja A uma âlg~bra de Lukasiewicz trivalente. Urna. 

função 1jl: V (A) --> . V (1jl (A)) , onde 1jl (A) ·é um subreticu1adci 

de A, é dita um operador linear de passibilidade s~: 

(1) 1jl é linear (2) f(z)=z e 1jl(u)=u 

(3) ljl(f .Ag) = '(f). 1jl (g) 
. " (4) ljl(x)~x, para VxE A 

(5) 1jl2 = 1jl (6) o/(x) é Booleano, para Vxé A 

Dua1mente, <i> : V (A) -·> v f <i> (A) ) , onde · <i> (A) é um sub 

reticulado de A, é dita um operador linear de necessidade se 

~ satisfaz (1)-(3), (5)-(6) e (4') <i>x :'. x, para VxE A. 

Um exemplo importante de um operador. linear de possi-

bilidade (necessidade) é V : V (A) --> V ( Im V) (li: V (A) --> 

--> V(Im~)). 

Se A é finita, pelo Corolário-II.2.5., temos para 

xe: A que: 

ljl(x) = Ee(p)e E(lji(A)) c(x,e(p))e(p) (I) f<i>(A)= 
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l:e(p)€ E(<jl(A)) d(x,e(p))e(p) (I')), onde E(oJi(A)) (E(<jl(A))) é 

o conjunto dos idempotentes canonicos de V(oJi(A)) (V(<jl(A))), e. 

p€ P' onde P' é o conjunto dos v-irredut!veis de $(A) (cy(A)). 

Temos então a seguinte proposição. 

2.4. PROPOSIÇÃO 

Seja A uma álgebra de Lukasiewicz trivale'nte finita. 

Um operador linear de possibilidade é caracterizado pelas se

guintes propriedades dos coeficients c(x, e(p)): 

(Pl) c(xvy, e(p)) + c(xAy), e (p)) = c(x, e(p)) + c(y, e(p)), 

'fx, yE A e e(p)€ E(l/J(A)). 

(P2) c(x+y, e(p)) = c(x,e(p)) + c(y,e(p)) e c(k.x, e(p)) = 

= k(x,e(p)) 'fx, yEA, e(p)E E(oJi(A)) e keZZ. 

(P3) existe a'~x, a'e A' tal que c(x, e{p)) = 1 se p~a' e 

c(x,e{p)) =O se p{a', onde a'= A{y€ A'; y_::x), e A'= 1jl(A) 

(P4) c(xAY, e(p)) = c(x, e(p)). c(y, e(p)), 'fx€A, e(p)E E(.P(A)) 

(PS) c(e(p),,e(q))= 1 se p = q e c(e(p), e(q)) =O o se p ~ q 

(P6) dado xe A, existe yE A tal que c(y, e(p)) =- c(x ,e(p)), 

V e(p)E E(oJi(A)). 

-Dualmente, um operador linear de necessidade e caracte 

rizado pelas seguintes propriedades dos coeficientes 
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d(x, e(p)) : (Pl),(P2), (P4),(P5),(P6) e P3') existe a'::_x, 

a' A' tal que d(x, e(p}) -:;; 1 ·se p<a' e 'd(i,·e{p)) ==O se Pia', 

e a·' a= V(y'€ A', y.::_x), onde A' = cf!(A) 

DEr10NSTRAÇÃO: Seja ojl : V (A) --> V(A') um operador linear de· 

possibilidade. Por (I) ' se XE A temos que ojl (x) = 

= E e (p) 
c(x, e(p)) e (p ). Mostremos agora que ojl satisfaz (Pl)- (P6). 

De fato, corno xvy + XAY = x+y em V (A), temos que 1/J(xvy)+ojl(xay)= 

= Ie(p) c(xvy, e(p)) e(p) + Ie(p) c(xr.y, e(p)) e(p) = 1jJ(x) + 

+ 1/J(y) = Ie(p) c(x, e(p)) e(p) + re(p) c(y, e(p)) e(p) •· Como· 

os e(p) são idempotentes ortogonais, ternos que: 

c(xvy, e(p)) + c(xr.y, e(p)) = c(x, e(p)) + c(y, e(p)), portan-

to ~ satisfaz (Pl) . 

1/J(x+y) = Ee(p) c(x+y,e(p)) e(p) = ojl(x) + 1jJ(y) = 

= I c (x, e (p)) e (p) + 
e(p) Ie(p) c(y, e(p)) e(p) então: c (x+ 

+y, e(p)) = c(x, e(p)) + c(y, e(p)), analogamente, de ,P(kx)= 

= k tP(x), concluímos que c(kx,e(p}) == k c(x,e(p)), portanto 1jJ 

satisfaz (P2). 

Se tomarmos a' :::: 1~ (x), então a'_::: W (x) e pelo Corolâ-

rio-II.2.5. decorre que 1/J(x) = Lp_::
1
Hx) e(p), logo c(x,e(p)) = 

== 1 se p.::_a' =ljJ(x) e c(x, e(p)) =::. O, em caso contr5.rlo, logo 1/J 

satisfaz (P3) 
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Vemos que (P4) é uma simples consequência de W(XAy)= 

= ljJ(x)A ljJ(y). Como e(p)E"ljJ(A), então existe aEA tal que 

ljJ(a) = e(p), como w2 = 1jJ concluímos que ljJ(e(p)) = e(p), logo 

ljJ(e(p)) = Ee(q) c(e(p), e(q)) e(q) = e(p) então c(e(p), e(q))= 

1 se p = q e c(e{p), e{q)) =O em caso contrário, portanto W 

satisfaz (PS). 

Como lJI(X) é Booleano,- seja y o compleme!).tO áe lJI()r). 

Pela Observação-I.4.6., sabemos que t[ljJ(x)] = y, ljJ(y) = y pois 

ljJ(y) = lJ![t(ljJ(x))] = l)J(u+z -ljJ(x)) = l)J(u) + ljJ(z) - 1jJ
2x = u + z

- l)J(x) = t(ljJ(x)) = y. Além disso, t(e(p)) = -e(p), porque 

e(p)E Ker€, pois pela Observação-II.2.9. sabemos que e(p) e 

da forma p - p
0

, com p, p
0 e. P' (conjunto dos v-irredutíveis 

de ljJ(A)). Então temos: T(ljJ(x)) = Ee(p) c(x e(p)) t(e(p)) = 

= Ee(p) c(x, e(p)) (-e(p)) = y = ljJ(y) = Ee(p) c(y, e(p)) e (p), 

portanto c(x, e(p)) = -c(y, e(p)), V e(p)E E(ljJ(A)), isto é,ljJ 

satisfaz (P6) • 

Reciprocamente, se $: V(A) ----> V($(A)) está dada 

por: ljJ(x) = Ee(p) c(x, e(p)) e(p). Além disso, 1jJ satisfaz (Pl)

-(P6) ,então W é um operador linear de possibilidade, isto é, 

satisfaz (1)-(6) da Definição-IV.2.3. Com efeito, se f= g 

x. y.E A e n-: E 7l ~logo: 
1 1 ~ 

- x1 - yi)' e(p)) e(p) = 

(P2) 
= Ee(p) [ Ei n1 (c(x1vyi, e(p)) + c(x1r.y1 , e(p) - c(x1 ,e(p))-



- c(y
1

, e(p))l] e(p) = 

(P2) 
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- O, portanto ~(f) =~(g), isto é~ está bem definida. Vej~ 

mos agora que satisfaz (1)-(6) da definição de operador de 

possibilidade. Sejam f= Ei Ci X g = L C
1 

Xi eritão: i, i ;i 

(P2) 
(1) ·~ (f+g) = Ee(p) c(E 1 (ci+cj_)xi,e(p) = Ee(p) (E 1 (c1 +cj_) c(xi, 

e(p) = ~(f) + ~(g). Analogamente vemos que lp(kf) = k~(f). 

(P3) 
(2).~(z) - E c(z,e(p)) e(p) então - p:_a' 

a'-=z, portanto W_(z)=z 

a'>z 

(P3) 
ljJ(u) = Epé'_a' c(u,e(p)) e(p) , então a'=u, portanto 1/J(u) = u 

a '>u 

(3) De (P4) conclul:mos gue 1jJ (xr,y) '"'P (x)M (y), então e imediato 

que 1jJ (f .,..q) = 1jJ (f) .,.. ljJ (g) . 

(P3) 
(4) ljJ(x) = Ee(p) c(x, e(p)) e(p) = Ep<a' e(p) =a'> x 

(5) w2
x- ljJ(ljJ(x)) = ~(Ee(p) c(x, e(p)) = Ee(p) c(x , e(p)) •(e(p))= 

(P5) 
Ee(p) c(x, e(p)) e(p) = ~(x), então é Óbvio que w2

f =~f. 

(6) dado xEA, l)J(x) é Booleano pois: 

T($(x)) = Ee(p) c(x, e(p)) T(e(p)) = Ee(p) c(x, e(p)) (-c(p)) = 
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(P6) 
= Ee(p) - c(x,e(p)) e(p) = Ee(p) c(y,e(p)) e(p) = w(y), então 

-w(y) e o complemento de w(x). 

De modo inteiramente analogo, provamos que um operador 

linear de necessidade está caracterizadp por (Pl), (P2), (P3 '), 

(P4), (PS) e (P6) ... 

(M •) 

Vemos pelo-princípio de 

fc(x, e(p)) = c(y, e(p)), 

ld(x, e(p)) = d(y, e(p)), 

determinação de Moisil que se 

V e(p)€ E(V(A)) então x = y 

V e (p)E E(~ (A)) 

Notamos então, que uma álgebra de Lukasiewicz trivalen-

te finita fica determinada pelas funções c(, e(p)), d(, e(p)) 

que satisfazem (Pl)- (P6), (P3') e (M'l. 

Para cada xE A, temos que ~ x = (-6xnx)v-Vx. Extendere 

mos essa negaçao para todo V(A}, do seguinte modo: 

N (f) = f + o (f) (u+z) - ÍÍ (f) - ii (f) • Então N satisfaz 

as seguintes propriedades 

2. 5. PROPOSIÇÃO 

Seja N i V(A) --> V(A) dada por: N(f) ~f+ df) (u+ 

+ z) - Vf - Kf. Então N satisfaz as seguintes propriedades: 

(Nl) se fe Im V n Im X então N(f) = T(f) 

(N2) V(N(f)) = T(i1(f)) e 

(N3) o(N(f)) = o(f) 
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(N4) N2 
= id 

DEHONSTRACÃO: (Nl) se f~ Im V O Ini 11, então Ã (f) = V (f) = f, 

logo Nff) =f+ E(f) (u+z) - V(f) - Ã(f) =f+ •lf) (u+z)-f-f = 

= E( f) (u+z) -f = T (f). 

(N2) V(N(f)) = V(f+•(f) (u+z)- 11(f) V (f)) = iif - • (f) (u+z) -

- ~(f)- V (f) = E (f) (u+z) - ii (f) = T (~(f)). Analogamente, vemos 

que Ã(N(f)) = T(V(f)), 

(N3) e(N(f)) = E(f + E(f)(u+z)- lilf)- V(f)) = E(f)+2e(f)- E(f)

- E( f) = • (f). 

(N4) NN(f) = N(f) + e(N(f)) (u+z) - ii(N(f)) - V(N(f)) =f+ 

+ E(f) (u+z) - Ô(f) - 'i(f) + E(f) (u+z) - T(ii(f)) - (V(f)) =f+ 

2• (f) (u+z) - ii (f) - • (f) (u+z) + ii (f) -o (f) (u+z) + V (f) = f., 

Sabemos que a implicação de Lukasiewicz é dada em A 

por: a)-> b = [V( -a) vb] " [ V(b) v-a]. Daremos em V(A), 

um análogo dessa definição. 

a]--> b = (u + z- 11a vb)'A(Vbva+ u+ Vb- Vb v 6a- V(avb)). 

Temos então a seguinte proposição. 

2, 6, PROPOSIÇÃO (TEORE11A DA DEDUCÃO) 

Se a<b então a}--> b = u 

DB,10NSTRACÃO: a 1---> b == (u+b-D.a v b) A ('ilb va + u+Vb-V'b v ó.a -

- V (avb) = (u+b-b) "(Vb+u+Vb -Vb-Vb) = UAu = u., 
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