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(1}

INTRODUCAO

£ bem cdnhecida a equivaldncia entre as dlgebras de -

Bocle e 0s anéis comutativos com unidade de caracteristica 2.

Recentémente, G. C. Rota 0bte§e uma. outra forma. dé
associar uﬁ anél a umé_ilqebra de Boole. As vantagens db.méfg
do de Rota sﬁo.qu o anel & sem torcdo (isto &, na=0 implica
n=0 ou a=0}, e gue & apllicivel ao. imnortante.dominio dos feti

culados distributivos.

Basicamente} a ida2ia de Rota & representar toﬁo're-
ticulado distributive L. c¢omo suhreticﬁlado do - reticulédo
Booleano dos idémpotentes de um certo anel comutative com uni
dade, semltorgéo a gerado por idempotéﬁtes. Fste & chamado o
anel de valorizacao do reticulado distributivo L, & denotg
do por V{(L). Notemos que V(L) nZo tem nenhuma viaculacdo
com o conceito de anél de valorizagao estudado em Rlgebra Co-

mutativa.

Uma outra vantagom, talvez mais importante, da re-
presentaq%o de Rota € gue podemos considerar V(L) como um
modulo, o que nos permite linearizar a teoria dos reticulados

distributivos e algebras de Boole.

Dividimos o nosso trabalho em quatro capitnlos. No
primeiro capitule tentamos descrever o anel de valorizacao
V{L}. Damos a definicaoc de V{L) e suas propriedades prinéi-

pais, construimos uma base para o mddulo VI{(L}, e estudazmos u



(ii)

ma dperagéo_ﬁobanel de valorizagao andloga a complementacdo nu
ma élgebra'dé_Booler o} hatgrial“gontidoapeste capitﬁio & encon
trado em [47] e [10]. Acreditamos, que foi possivél'obter uma-‘
expdsigao uhificadé,'e mais clara qﬁe a encontrada neste%'tra?.
balhos; algumasldas_demonstragSes épre&entadas por nds sgq.ori
Iginéis.

No_capftulo‘li mostramos que os qdngeifos de'élgébfa
de Mdbius e anél_de'valorizagﬁo,'que foram criados'idépendehtg
mente por Solomon e Rota resPectiyamente; se.equivglem no caéo
finito. Uzamos ésSa equivaléncia para provar cerias ?roPriedaf
des que ‘V(L) possne., Conseéuimos provar o bem conheci@o_teorg:
ma de répresentdgﬁo de reticulados distributivos finitos,:dévi
do a Birkhoff, usando apenas a teoria dos‘anéis da vélorizagéo.
Naste capitulo'tentémos tornar mais claro e também, generali-

zar o material contido em [4] e [5].

mplificar o

Y

No capitulo IIX dawos uma formula para s
cadleulo da fungao de Mébius. Representam os V(i) ﬁor fungoes
caracteristicas e usamos essa representiagioc para pProvarmos cer
tas propriedadez interessantes de V{L). O material contido nes

te capitulo & encontrado em [4 ] e [10].

No eaplitule IV tenitamos anlicar o8 métodos de Rota
para estudar as algebras de Lukasiewicz trivalentes. O opera-
dor de possibilidade V e o de necessidade 4 passam a ser repre
sentados como operadores lineares e, zeguindo as idéias conti-

das em [10], obtemos uma caracterizacdo das extensoes de A e



(iii)

V. Tentamos também extender. a negacao e a implicéqao dadas na
éigebra de Tukasiewicz, paré o anel de valorizagdo a ela asso- )
ciééb. 0 materiai_donﬁido'neéte capitulo foi abordédﬁ_pela_pril‘
méiré vez né'?resente-trabalﬁo. | :

- 63 reSultadIOS basicos da teor}La dos ré%.iculédos_ ) ql‘lé?
foram somente meﬁc:iona_dos neste trabalho, SSO' f:ra,tadds‘ &Q urn

modo mais detalhado e completo em [6].



cAPITULO I
VALORIZACOES T ANEIS DE VALORIZAGCAO

Neste capitulo definiremos valofizagﬁo e anel de va
10;12&@50 de um reticulado distributivo. Estudaremos neste a-
nel uma propriedade andloga & operagao de complementacgfo numa
flgebra de Boole. Construiremos uma base para o anel de valo~
-ﬁizagao'pensadb.como Z-mbdulo e veremos alguns resultados ba=-

sicos envolvendo valorizacdes.
1. DEFPINICOES E EXBMPLOS

‘Daremos neste paragrafo as nogdes hislcas de valori
zagdo e grupo de valorizagdo e veremos gue s83o satisfeitas al

gumas propriedades unlversals.
1.1, DEFINICED

Deda (L, v, a) uws reticulado e (G,+} um grupo a-
beliano., v: L —-> G & dita uma valorizacao ge
v{avb) + v{ash) = v(a) + v({b}, ¥a,beL.

Como exemplos jmportantes de valorizagan podemos ci

tar:

a) uma madida sob uma o-algebra



b) se considerarmos no reticulado dos subespacgos vetoriais de
um espago vetorial de dimensao finita,a funcdo que associa

a cada subespaco a sua dimensdo & uma valorizaglo.

Vamos agora procurar definir grupo de valorizacao.

Com esse propdsito seda (L, Vv, &) um reticulado, (Z+,.) o a

nel dos iﬁteiros e £:L—> Z uma_fungéo. Chamamés de
sﬁppf ao conjunto dos pontos de U onde f nao se anula, ig
to €, suppf = {xe L; £(x) # 0}, Consideremos F(L)={f:L ——¥>Z; -
£ & funclo e suppf < » } e definamos a seguinte adigdo em
FL):

{(f + g)l(x) = £{x) + g(x), vemos fdcilmente que

(F(L),;+) & grupo abeliano.

Tomemos agora as fungdes da frma ng 2L defini-

: 1 se y=x
das por: Ix(y) = §{x, v} =ﬁ o

N

0 se vz

Notanos que parva cada £ € {F(L}, +} com
- n
== oy = O & o e
suppf {xl,..,, xn}, @ f(xi) iC Z entzo f =f 1=1 4 Ixi
Consideremos agora em (F'(L), +} o subgrupo ML}
gerado pelos =elementos da forma vay + Ixny - Ix - 1y Com
%X, v L{tal, subgrupc & normal pols (r{L),+) & abelianc). De

finamos neste ponto o conceito de grupo de valorizagao.

1.2. DEFINICRO

Seja V(L) = F(L)/M(L) o grupo quociente de (F(L),+)



pelo subgrupo normal M{L}. V(L) serd chamado grupo de valori
zagdo do reticulado L. (Notamos que V(L) pode sex pensado co

mo um Z-mdédulo de valorizacgao).

Provaremos agora algumas propriedades universalis

que V(L) possue.

1.3. PROPOSICAO

A funggo. i-: L.;——& Vv {L)} dada-poi i(x)*IX + M(L),
& uma valorizaéﬁb universal scbre L, isto &, ela & valoriza-
cao e toda valofizagﬁo de L sobre um grupe abeliano ({(G,+)
se fatora unicamente como I sequido por um honemorfismo de

grupos de V(L) sobre G.

L ———> G
O
”
i\ I, 'E;)
-
VL)

Demonstracgdo: 1 & valorizagio porgue i(xvy)+i(xay)=I

xvy+Ixay=
= Ix+Iy' pois vay%Ixny—iquyelM{L)' Yx, v& L; portanto .em
VL) if{xvy) + i{xay) = ii{x}+ily).
Definimos o howmomorfismo ¥ : V{L) ——> G por:

n
n

w( 2% e, T, _
E 174 Ty 2 ML) =25 4 el ),



v estd bem definida pois se £ =g em V(L) éntéo f-ge M(L),

. ) . n _ _ _ _ | B
isto &, f~g = I, , c. {1, -+ T =TI ~I._ }, entao:
e i=1 i XiVvyy - T XyAy Xi-_yi N

lEmg) = I o vlevyy) + v vy) - Vi) =v(yg) = 0 (pois v

'valuriéagéo), entao -$(f) = 1§ (g)

M

Y & homomorfismo pois:

v L( Eici Ixi+ M(L) + (I, cgzxi+ﬁ(b))]__.w[ ?i(CirCi)IXiTM(LJ]_

13

. p = 4,0,u X .C X,) = g O + .
Ei(ci*cl)uhiJ yltlv( i) * Zl i“( 1) vl El 1Ixi M(L}) +

+ w(Zicile+M(L))5n
N _

1.4. PROPOSICEO

Un homomorfismo de reticulados §: L]'mmm> L, induz

wm Unico bomomorfismwo de grupos ¢ V(LJ) — V(Lz), tal gue

V{L1) m—;"> V(Lz}

Demonstragao: Definimos ¢ : V(Ll) . V{Lz) por:



$'(Ee, I, + M(Ly)) =

. y* M(Lz)

% Ei ci I¢(xi

. P . n -
$' .esta bem.deflnida porque se zi:l c, Iti + M(Ll)—

=y n ' . - = . n -—p !
| Ei=l cf Iti + M(Ll),nos temos que Ei=l(ci ci) Iti € M(Ll),
'R . n ) . .m
isto e, I, .(c,-c¢’} I ="' e,{1 + T - I =-I )
- i=1""1 7i t, =1 X . X, A . d

entao temos:

¢ (-z.(c.—ci) Iy +M(Ll)) =% ¢, (T . -~T -{I Y+
i o 373 ,¢(vayj)_ Pleyayy) Rlxy) Oy
| - S | - |
ML) ———— L., ¢, {T ' +°I,,. ' -1 -1 +
I hamo i 73 ¢(xj’v¢(¥j)_ ¢(xj)A¢(yj) ¢(xj) ¢(Yi)
# M(L,) = M(L,), portanto ¢‘(XiciIti+M(Ll)) = ¢'(Eic£1t£%M(Ll)),

isto &, ¢' estd bem definida.

' & claramente um howomorfismo e ele & {inico, porgque
se existisce ¢"'V(Ll) e V(Lz} homomorfismo de grupos satis-

fazendo ¢". iy = i,. & teriamos ques

1 - . o vz =
! (EiciIxi+M(L1)) = L.od (Ixi+M(L1)) Tieg iy (x4)

= Eiciiz.¢(xi) = EiciI¢(xi) + M(Lz) = ¢'(ZiciIxi+M(Ll)).u



Observamos que (V(L),+) & um grupo comutativo sem
torgcdo, isto &, se nx=0 com neZ e xeV (L), temos que n = 0
ou x = 0. Entao se 0L € a categoria onde os objetos sio os
reticulados e os morfismos sao 0s homomorfismos de reticula-
dos e g € a categoria onde 0s objetos sdo grupos comutati-~
VoS sem torgao e os'morfismos sEio os homomorfismos de grupos,
tendo em mente a Proposigao - Y. 1.4,, vemos que o grupc de

valorlzagao & um funtor covariante de (S) em g

1.5, DEFINICEO

Seja (L, v, A) u_mlreticulado, Um subreticulado I
de L & dito um ideal de L se ael e =xel com x<a  isto
implica ng.. Dualménté; ura su’breticuiado Fde L. & um fil-
tro se acP el xel coml ®>a .implica gue XeF. Ufa filtro(.g‘._
deal) & primo se: F # .L(I # L} e se avbg Flanbel) acarre-
tar que a ou beEF(a ou bel). Seja [a)={xe L; x>atl, [g) €& um
filtro, dito filtro principal de L Iqerac]o por a; dualmente
(a] = {x€l; x<a} serd um ideal e o chamaremos de ideal p:f:inci

pal de L gerado por a.

Provaramos agora um resultado que serd muito Util
posteriormenta, pois nos habilitarid provar a existéncia de u-

ma base no #Z-modulo v{L).

1.6. PROPOSICAO

Seja F um filtro primo de L entdo Cpt L——>7Z ,a



-fungao caracteristica de F, & uma valorizagdo e cada elemento
de - i(F) & linearmente independenté dos elementos de 1i(TL-%¥).
(Notamos que se trocamos o filtro por um ideal, a proposicio,

bbviamente, ainda valé)g

DEMONSTRAGAO: ¢, : L —> Z & valorizagdo pois:

(1) se a, bEF=>avb e aAbEF=>CF(avb) + cF(aAb) =14+ 1 = CF(a)+cF(b)

{ii) se a $F e be F entao avbe F pois avb__‘«:b e bEF, vemos
que aab ef,F, pois se aAbeF =>asb<a dal teriamos a€F o que

e impossivei, entao temos: cF(avb)+cF(aAb) =1+ 0 = cF(a) + cF(b).

(ii1) se a §F e b §F entdo avb §F pois F & primo, ve-
mos também que aab & F pois se asb & F como a > asb entdo

a &€F, absurdo , portanto CF(avb) + cF(a@b) = 0 + 0 = cF(a)+cF(b).

Provaremos agora que os elementos de i(F) e i{(L-F)
sao linearmente independentes. Se isto nao fosse verdade, exis

tiria Ixe 1i(F) e Iy y i=1,...,n, I ei (L-F) tal que
i .

Y

= n 3 PR . .
I Xi=1 c, Iyi' entao pela Proposicao=~I. 1.3. temos que:
Cp
L > X

A
g
AN
%
v{L)

isto &, existe um homomorfismo Y: V(L) —> Z tal que w.ich,'



entao (I ) = cp(x) = 1(I); por outro lado temos que P(I,) =

= w(zicini) = EicicF(yi) = 0 {TI); portanto de ‘I) e (II) ob-
témos uma cbntra&igéo, que surgiu de fato de supormos gue (o}:]

elementos de 1(F) e i(L-F) ndo fossem 1ineaimente'indepénde§

tés."

_Finalmente nés'notamos que se substituirmos(2,+,.)'
por um anel comutativo com indentidade arbitrario (a,+,.;1),to
dos os resultados menos a Proposigao-I. 1.3. permanecem. vali-
dos. Neste caso mais géral substituiremos as notagaes F (L) ,M(L)

e V(L) por:F{L,A), M({L,A) e V{L, A) respectivamente;
2. ANEIS DE VALORTZAGAO

Neste paragrafo definiremos o conceito devido a Rota
( [6] ) de anel de valorizacio de um reticulado distributivo.
A hipotese de distributividade & essencial para que M(L) seja

um ideal do anel de valorizacgdo.
Antes de iniciarmos a construgao do anel de valoriza -

¢2o, vejamos um interessante resultado.

2.1. PROPOSICRO

Seja i : L > V(L) dada por i(x) = I +#M(L). i

& 1-1 se e somente se I € distributivo.

DEMONSTRACEC: Suponhamos que i & 1-1. Por absurdo, se L nao



fosse distributivo saberiamos que ele conteria elementos dis-
tintos ¢, X, ¥ com cax = cAy e covx = cvy, entdo i(x) =

= Ix+M(L) = iy+M(L) = 1 {y) Porque IY;IXE M(L), pois:

Toax * Toyx™Te = Ty TyactTyve™ly = To € M) como M(L) & i-
 deal nds temos que (Ich Icvx Ic ‘ Ix) + (IyAc + vac I, Iy)

='Iy - ix € M(L), portanto i{x) = i(y) com x#y, absurdo,

pois“éupuzemos iniciaimeﬁte i injeﬁora. Reciprocamente, se L
é distribﬁtivd, poﬁ um bef coﬁhecido teorema devido a Stone da
dos x, velL existe um filtro primo F tal c_:‘{ue XEF e y;e L-F,
ent§§ pela Proposicao-~I. 1.6. 1i(x) é_linearmente independente

de i{y), enm particular i{x) # ily), portanto i & 1-1.,

Pelo resultado acima, vemos que quando L & distri-
butivo ele pode ser merqulhado em V{(L), por isso em muitos ca
sos, quando nao houver perigo de confusao, imaginaremos L& V(L)

indentificando x com IK+M(L).

seja agora(l, v, a) um reticulado distributivo. Em

F(L) definimos o seguinte produto:

.= = L zn ' 1
:fa 9 h onde se £ Ei=lci Ixi, g Ei=1ci Ixi,ci,cig Z,
L s . _ = 1 ! g -
definimos h = Ekzl dk ka onde dk Eci.cj. Vemos facilmen
xingjmxk

te que (F(L), +,. ) & um anel comutativo sem torgao.

seja (13, v, 0) o reticulade distributivo dual de



(L,a,v) dado pof XOy=xXAY, XUy=xvy, ¥x, y¢ L. Denotaremos o
anel comutativo sem torcao (F(Ld$,+,.A)por (F(L),+,-v), pois
observamos gue ele equivale a usar na nossa definigao de produ
to a operacao e do reticulado distributivo L em vez da o
- peracdo "a". Daremqé as definicOes e demonstracgles para
_(F(L),+,-#}, mas notamcs que elas poderiam ser feitas de for-
ma,inteiramente-anéloga'para (FIL),+,-V).

),

Mostra:emos-agora que M(L) & um ideal de (F(L),-i-,-A

e o anel quociénte Jde (F(L),+,-ﬁ) por M(L) serd o anel de va

lorizacgdo do reticulado distributivo (L, v, a).

2.2. PROPOSICAO

Se (L, v, o) & um reticulado distributivo_ent%o M (L)
& um ideal de (F(L),+,,A).

DEMONSTRACAQ: Mostremos antes que I ]xi(vay+IXAy—Ixély)£M(L),

vx,y,a€ L. T . i(vay+IxAy - Ix-Iy) = + (IaA(xvy)+ IanAy*

L. é |
FSS—— i(I(an)v(aAy)+I(an)A(any)"Ianx”IaAy}a ML) .
distrib.
' Seja agora f = IT_.e. I_ € F(L) e a= £ . a,eM(L)
i=1% Tx; "§=1 25
onde aj = + (Ixjvy.+Ix.Ay.—Ix.-Iy.)' entao temos:

J I | ] J



f. = z - = - L I Y -
A2 iciIxi A Ej aj cy le A,al+ + clIxn A.am+"'+
+ e, Ixn.A{a1+,..+ c, Ixn.ﬂﬂnebdud, pois ja vimos que cada

parcela estd em M(L}.

2.3. DEFINicﬁO'
Seja V(L) = (F(L),+,: JAM(L). V(L) serd chamado a-

nel de valorizacdo db'reticulado distributivo (L, v,a). (Pode

mos pensar emn V(L) como Z-mbdulo) .

2.4. PROPOSICAO

Sedam L1 e_L2 reticulados distributivos. Seja

¢ Ll —> I, um homomorfismo de reticulados, ent50-¢ induz um

2
inico homomorfismo de aneis §:V(Ll) — V(LZJ tal que
$(Ll)'g:L2 . Reciprocamente, se $: V{Ll) —_— V(Lz) Ié ur ho

- - ~ hndd -o'r.\l
momorfismo de aneis tal gue ¢{L1) Q:Lz, entao ¢{Ll.ul———> L2

& um homomorfismo de reticulados.

DEMONSTRACAO: Seja ¢ :Ly~=>L, um homomorfismo de reticula-

dos entaoc pela Proposiqéo*I,l.é., $:V{L1) —_— V(Lz) dada por

- n - m - .
¢(£i=lci Ixi+M(Ll)) = zi=lciI¢(xi)+M(L2) astd bem definida e

$ (£+g) = &(£) + $(g). Obviamente $(Ll) G Ly, e como ¢ixay) =

= ¢ (x)ad{y), ¥Xx,ye L, nds vemos facilmente que E(f.Ag) =



" $(£).,9(g), portanto ¢ & o homomorfismo de anéis procurado.

ReCiprocémente, seja ¢:V(L1)'Em~> V(LZ)'_um'homomorfismo ide'_
aﬁéis comJIE(Ll)f§ L2. Entéo”fg.é'EIle L,—> L, & um homo-

morfismo de reticulados, pois:

2N

a) §(xay) = ¢ (x.

(x..9) = 6(x)., §ly) = §{x) afy

b) $(xvy) = ¢ (x+y-xay) = & (x)+$ (y) -6 (x)Ad (y)=6 (X)V§ () .0
.Sejam¢§§ a categoria onde o0s objetos sao os fetiéuf
lados distributives e os morfismos séo.os homomorfismos de re

ticulados e'JQ. a categoria onde os objetos sdo os pares

(V{L}, L) onde L € reticulade distributivo, e os morfismos

)

> (V(Lz) r+: .'A

sdo os homomorfismos de anéis h:(Vle),+,.A)

tais que h(L;) ¢ L,. Nb6s vemos entdo pela Proposicdo  acima

) —
que o anel de valorizagao & um funtor det§L em A, .

2.5. EXEMPLO

Seja L = { HqrewerX } uma cadeia, isto €, um con-

junto totalmente ordenado. Caleculemos entiao V(L)




Achemos primeiro qual & o0 ideal M(L). Seja Iavb e

+ Toap —'Ié - I, 2, b&€L, como I & cadeia podemos supor

a < b, entgo_Iavb_.+ Taab = I = Iy, =1 + I -_Ib = Q; por~
tantb_ M(L) & o.ideal'gérado pélo zero, isto-&, M(L) = {0} ;
dal como F(L) = {f:L, —>Z ; £ & funcio }=2Z" entdo.

n
,+,.A).

(_V (L) s, .A.):( zznr."'r .A)/ (0);( Z
Veremos agoré uma importante proposicac que nos aju-

‘dara a compreender melhor a constfngéo de VI(L).

Seja (A,+,.;1) um anel comutativo com unidade. Defi
nimos em A as seguintes operagoes: . auvb = atb-a.b, anb =a.b
. . _
e a =1l-a.

Seija Ja = {ae A; a’ : a.aza } o coniunto dos idem=

potentes de A. Vemos facilmente que (Ja,u,cx;*) e uma al-
gebra de Boole com "y", "O" e "*" funcionando como as opera-

goes de “"supremo”, "Infimo" e complementacao, respectivamente.,

2.6. PROPOSICAEO

Todo reticulado distributivo & isomorfo a um subreti
culado do reticulado Booleano dogs idempotentes de um anel co-

mutativo sem torgao.

DEMONSTRACAOD: Seja 1 : L —> ¥{L} dada por:

> IK+M(L)€ JV(L)



Pela Proposigao-I. 2.1., i & 1l-l. Resta-nos ver
~que i & um homomorfismo de reticulados, que vai de (L, v, &)
em (JV(L)'U’n ), mas isto & verdade pois:

a) ilxay)=T,

Ay MY = (T (L)) L (T (L) ) =1 (x) L1 (y) =1 (x)ad (y)

b) i(xvy)=1xvny(L);(Ix+IYfIxAyi+M(L)=(IX+M(L))+(Iy+M(L))—

¢

(T py (D)) = L)+ () =1 (xAy) =1 () +L (y) =1 () - 2 (y) =

1

i (%) ui(Y)-vl

3. VALORTZACOES E UMA BASE PARA V(L)

Veremos neste paragrafo qual € a imagem, via funtor
anel de valorizagdo, das valorizagdes sobre reticulados dis-
tributivos. Provaremos. també&m a existéncia de uma base para o

Z-mdodulo V(L).

Comegamos o paragrafo, demonstrando uma proposicio

gue nos sera extremamente 11l daqui para frente.

3.1. PROPOSICAO

Se Xy,... X €L, eL & um reticulado distributivo

L] - — = n -
com unidade wu, entao u - v?mlxi Ti=q (u xi) em VI(L},is

- ' n
to e, V?—lxi = 3 . O EX. DX MK =X AR

i=] XqTEy OKoHKg X, AX 47X AR, AX

3M4+...‘+-

i (Xl.ﬁsz- - QM{n} -
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DEMONSTRACAO: Faremos a demonstracdo por induc@o sobre n.

Se n=2, temos que U-%, VX, = u—(x1+x2—xlax2) = UKy Ky +XaXy=

= (u-xl) .A(u—xz) .

Suponhamos agora o resultado valido para n-1 e mos-

v I . .— _‘ — n-l . _‘
tremos que vale para n. Temos que u V?zl X, = u (Vi=lxi)Vxn—
= (u-y?3 e yBip 0 mmlo e -

(a i=lxi)’A(u x. ) LI (u xi). (u x,) = LYY (u-x

de inducao

Nossos préximos passos serao dados no sentido de ver

mos qual € a imagem das walorizagoes pelo funtor V(L), e tam

bém provarmos um interessante corolario deste resultado. Come

gamos com a sequinte definicdo.

3.2. DEFINICAO

Seja (L,v,A) um reticulado. pe L & dito v-irreduti
vel se p=avb, a, bel implica que p=a ou p=b.
Mostraremos a seguir, dque os elemeﬁtos v~irreduti-

veis de 1, determinam uma valorizagao sobre L, e que eles

formam uma bhase para V(L) gquando L & finito.

3.3. PROPOSICHO

Se (L, v, a) & um reticulado finito entao para

Yae I, temos que a= V§= Pis Py v-irredutivel de L.



DEMONSTRACAO: Seja o(a) = {pe L-{z} : p<a e p v-irreduti-

vel}, onde 2z & o zero de L. Se g{a)=1l1 (entio ae€ o{a), isto

-

&, a & v-irredutivel)e a=a va.

Suponhamos agora, que é valido o resultadb.quando- o
numero de elementos em o (a) € menor ou igual_a .ﬁ—l, e'mostrg
mos por indugdo que o resultado vale quahdo o nimero de elemen
tos em G(a) & n. Se a & v-irredutivel, o resultado-élébvio;
caso contrario a=bvc cdm b<a e c<a, e temos que © numero-
de v-irredutivel em o(b) e olc) & menor ou igual a n-1, en-
tao pela Hipétese'de inducao vale a proposicaoc para bec e

isto acarreta a sua validade também para a.,

3.4. TEOREMA
. 0 funtor V(L), que associa a cada reticulado distri

butivo o seu anel de valorizacdo, induz uma correspondencia bi

univoca natural entre valorizacdes sobrejetivas e funcionais 1i
neares sobre o Z-modulo V(L)}. (Notamos que se a valorizagao
for multiplicativa (isto €, v (xay) =v (xX) . v(y)) entEQ a trans

formagao linear correspondente & também multiplicativa).

 DEMONSTRACAO: Seja v: L —> Z uma valorizacdo. v induz a

seguinte fungao v: V(L) —> Z dada por v(22=1 c,I, +M(L))=
i
= Eg=l civ(xi). Vemos que VvV esti bem definida pois se f=g

| ) ) Cn o -
em V{L) entao f-g‘ M({L}), isto &, f-g = fe1 ci(Ixivyi+IxiAy£
- I, ~I._ ) entao v{f-g) = -

RS £ ]



n . -
= Zi=l c, v(xivyil + v(xiAyi) - “(xi) —v(yi) = 0, poisV & va-

lorizacao, portanto v (f) = G(g). obviamente, V & linear poY=-
tanto v & o funcional linear associado a vV, e também & CIafd
gue se Q(xay) =v{x). v{y) entio G(f.ﬁg)ﬁ Q(f).'c(g)..Recié
procamente, dada f V(L) —> Z , funcional lihear} seja

v L — T dada-por..v(x).=-f(IX+ﬁ(L)), v.esté 6bviameh£e

bem definida. v & valorizacdo pois:

vizvy) + v(xay) = £(I,  +M(L)) + £(I, +M(L)) = f[(]:xvy +

Yy Yy

+ Iy M) SEUT AT M) = £(TAM))+ £(T (L)) =

= \)(X) .+ \J(Y)-u

" A partir desse momento identificamos v e Vv , e ve-

mos pelaIProposigao—I. 3.1., que vale a sequinte formula:

n

v(V§=1 pi) = Zi=1 v(pi) - v(plApz) + U(plAP2A93)+...t

+ v(plh...npn) 99

Temos entao o sequinte corolario do teorema acima.

3.5, COROLARIO

Uma valorizagao Vv sobre um reticulado distributivo
finito 1L, & determinada univocamente por seus valores socbre

o conjunto dos elementos v-irredutiveis de L, e estes valo-



- 18 -
res podem ser arbitrariamente escolhidos.

DEMONSTRACAQ: Faremos a demonstracdo por indugao sobre a or-

dem._Supbremos valido o corolério para os elementos abaixo de
X, e mostremos que-vale para.x; Se x & v-irredutivel, nao
hé o que provar. Se x nao &  v-irredutivel pela Proposigdo-I.
._3E3. temoS-. X = ngi py» cOm pg v—irfedutivél. Como cada
.éi ésté gstritaménte abaixo de x, pela hipdtese de indugdo,
.v esta determinada'para cada parcela de (E) por sua acgio
sdblosl v—ir:edutivéis, cbnsequentemente. vix) tambéﬁ estd

"determinada por sua agao sob os v-irredutiveis.,

Provaremos agora a existéncia de uma base para o
Z-mddulo V{L), onde L & um reticulado distributivo finito

e seja 2z O zero de L.

3.6. TEOREMA (GEISSINGER [4 ])

-

Se I & um reticulado distributivo finito entdo
P(L) = {peL; p & v-irredutIvell U { 2z} forma uma base para o

Z-modulo V(L) e cada x€ L estd no subanel gerado por

o({x) = {pe P(L), p<x}.

DEMONSTRACAO: Para cada xe L, pela Proposicao-I.3.3., existe

{pyrecerp} g P(L) tal que x = v§=1 p;, entdo, pela Proposi-
~ ' . Nl '
cao-I,3.1., =x = V?:l pi = J i=1 P3 ~ P1aPy +———i(pl A--—Apn) .

Se x €P(L),ent30, cada parcela de (A) esti estritamente abaixo de x,por-
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tanto cada x€L & uma combinagdo linear em V(L) de um nime
ro finito de elementos do subanel gerado em V(L) por o(x),
vemos entao que V(L) & gerado pof P(L). Mostremos agora gue
eles geram livfemente P(L). Para cada '{pl,.f.,pn}EP(L) seja p_
elemento maximal deste conjunto ent&o'{pl,...,pn_l}sg[pn)c en~
tao pela ProposigéofI{ 1.6., pl""’?n—l e p, sao linearmen-
' te‘independentes. Repeﬁindo_o raciocinio para { pl,...,pn_l} e
aésim sucessiv%menté vemos que pyressePy sdo linearmente in-

'dependentés, portahtq realmenté P(L) & uma'base_para V(LT."

4. ALGEBRAS AUMENTADAS

Neste paragrafo 6onsideraremos sempre I um reticula
do distributiVO com zefo (z) e um (u}). Tentaremos.colbcar em
V(L) uma OQerégEQ_ahﬁloga-a_compleméntégéo em algebras de Boo-
le. Veremos taﬁbém a duélidade.existente entre (V(L),+£.A)' e
(v(L) ,+,.y) . Tendo em mente a Proposicao~I, 2.1. imaginaremos
I Cv(L), identificando x com I+ Comegamos o parégfafo com a

segquinte proposicao:

4.1. PROPOSICAOD

Seja e: { F(L),+,.A')~——> (Z,+,.) dada pors
E(X?=1 ¢y xi) = 22=l Cy entao nds temos:

(1) ¢ & um homomorfismo de anéis.

(1i) Xer € & o ideal gerado pelos elementos da forma

X-y com X, v€L



{iidi) | MA{L} C_;Rgr £

..n
€ g =1

DEMONSTRACAO: Seja £ = L. o,X,

i=1 C3%4 cixi,fﬁés temos

que f+g = I =1(ci+ci)xi e f.9-= Xk=1_dkxk onq§ dk =

i
= I c,.c! , vemos que & & homomorfismo poié:
X, AX . =X 1773 ‘ :
h j k
_ ) = ) [ ™. -l.-_-" - -
‘e(f+g) me(Ei(¢i+ci)xi) Zici+ci Zici+ Zici .e(f)f e(g) e
.- = (e = = - ' '--_-.- : '=
e(f.Ag) €(2k=l‘dk xk) Ek dk_ z _ ci.cj Zi ci.Zici
_ xinxj—xk

= g(f). elg).

(ii} 8Seja I o ideal gerado pelos eleﬁentos da forma x-y

L
-com X e y € L. Obviamente I C Ker €. Recfprccamente, se

_ t= Eiul- i 71

1 ¢, x. € Ker £ , entdo nds temos que szl ¢ = 0. Su-

ponhamos que rearranjamos esta soma de modo que para i<k te-

mos que ¢; > 0 e para k+1<i<n, ciio. Entao:

EI} [ &4 X }I{. = X +...+X +-.n+ X +an.+x e (X +.-.+X ) -(x +...+x
i=1 7i "1 ol 1, Kk k, o k+l k+1, “n n
c, vezes ¢ vezes ~Cy,1 Vezes -c, vezes

m Zk Ic = - gt nds realmente temos e

e como  %4-1 %1 7 i=k+1 %i 7 0s qu

m L
Ei=l Ri=Yir Xy yie L, isto e, fe I

f =



- 21 -

(1ii) M(L) & gerado pelos elementos da forma xvy+xay-x-y=

= (xvy-x) + {(xay-x), Vx,j'elh Portanto M(L) esta contido né i
deal gerado pelos_elemeﬁtos da forma: a-bh, com a,belL, entao
por (ii) M{L) € Ker t.,

Como M(L} & Ker & , nds temos que ¢ se extende a

V(L), entdo e : (V(L),+,.A) > {Z,+,. ) & dada por:

n

n

e (L = Zi=1‘ci. Portanto € & um homomorfismo de anéis

e o chamaremos de uma aumentacao. A proposicaoc seguinte carac-

teriza e .

4.2. PROPOSICAO
e: V(L) ——> 7 estd caracterizada por:

(1) € & homomorfismo de anéis, (ii) .e(z) = 1..

DEMONSTRACAO: £ claro que e: V(L) —> Z satisfaz (i) e (ii).

Reciprocamente, seja ¢ V(L) ¥m~¢ Z satisfazendo (i) e (ii),

entao ¢(x) = 1, para ¥X€L pois: 1 = ¢(z) = ¢ (xaz) = ¢(xia3)=

$(2). d(z) = #(x).1 = o (x). Entdo @(zi ¢, x,) = Te b(x) =X ¢

i

= ¢ (7% <5 xi), portanto ¢ = ¢.,

i
Vamos agora procurar definlr a nossa desejada opera-
cao de complementaggo. Tomemos T : L > (L) dada por:
™ (%)= utz~x. 1% induz T : F(L) —> F(L) dada por:

_ _ . .
(I o xi) =I; ¢ T'(xi}. Como T'{M(L)) = M(L), temos dgue
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" induz "rE'V(L)'

n
> V(L) definida por: T(Zi=l cy xi) =

n '-f"(xi) = é(f)(u+z}-f, De fato:'__

T Ee1 G

T, e, x:). = L, ci T (xi}.é T

i % %)=y ci(ufz-x) = Z qi(ufz):—_zijx = .

i

=_e(f)(u¥zl-f.

A nossa prdxima proposicdo caracteriza a opetagﬁo-r. :

4.3, PROPOSICARO

T @ caracterizada por : (i) T (c)=-c, ¥Vce Ker ¢ e.

'(ii) t{u)=z{ou +(z) = u).

DEMONSTRACEO: v satisfaz (i) e (ii) pois se fe Rer ¢ nés.tg'
mos que t(f) = e{f) (u+z)-f = -f porque s(f) = 0, t(u) =
=u + z - u =z, Reciprocamente, s& T, & um homomorfismo de

anéis satisfazendo (i) e (ii), nds temos gue para VXEEL,TO(3)=

= Tb(x—z+z) = T,(x=z) + T,(2) = z-x+u=u+z-x = T(x). Portanto,

4.4. DEFPINICAO

(i)} Seja {(A,.) uma X-algebra onde (K,+,.) & um anel,
Se existe um homomorfismo € de (A,.) em (X,.)} diremos que A
é& uma K-algebra aumentada e a denotaremos por {(A,.,e). € sera

chamada uma aumentacgao.

(i1) Sejam (A,.,e) e (A',*,e') duas K~3lgebras aumentadas.
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¢:(A,.ye) —> (A',*,e’) serd chamada de isomorfismo de K-al~
gebras aumentadas se ¢ for um isomorfismo de K-dlgebras, e tor

nar comutativo o diagrama abaixo:

R SR

€ \\\é;zz////e’, isto &, e'¢="¢

K

4.5, PROPOSICRO

T (V(L)Y, +,.,:€) > (V(L),+,.,,€) & um isomor-
fismo de Z-Algebras aumentadas com .T2 = id. (Esta proposic¢ao
desempenha um papel anilogo ds leis de Morgan na 13gica clissi-

ca)l .

" DEMONSTRACAQ: Tz(f) = 1r.1{f) = 1{e(f) (utz) -f) = e(f) r(u+z)-

- {f) = e(f){utz) - e(fY (u+tz) + £ = £f. Entao f & bijetiva

e sua inversa e ela mesma.

Provemos agora gue T € um isomorfismo de Z-alge-

bras aumentadas:
a) t{f+g) =c{f+q) (u+z)-(f+g) = (e(f) + elg) {utz) -f g =

= g (f) {u+z)-f + elg) (u+z)~g = T(f) + 7T(g).

b) Se x, y€ L, nds temos que T(x.Ay) = T(XAYy) = Q$Z ~ Xpy =

= (udz-x}., (u+2-y) = t{x)., 7T(y). Mais geralmente se f = E?=lcixi



n n

e g =TI, Ci¥ noés temos que f.,g = Iyoy &% onde 4, =
= § c..c! entac T(f.,qg) =I, @& T{x.., x.) =T d T(x,). T(x.}=
Xy 8% =Ky it73 A 'k Tk i.A 3 k. IR A

T(£)., T(g).

(c) € T(f) = e(e(f)‘(u+z;f) z 2€(£)_~—5(£) =-€(f), vf ¢ V(L), portan

to € T = €.y

4.6. OBSERVACOES

(i) <t @ o analogo algébrico do complemento,pois se
L & Booleano entao X + x" - xvx' - xax' = x + X' - u - z€M(L)

entaoc x' =1 + z - x, isto &, x! = T(x),

(ii) para cada elemento % no intervalo [ v, w | de
L, nos temos que T(x) age como o complemento relativo de x

nesse intervalo pois:

®. . t{x) = x.n(v+w—x) = R4W = AFW x.Ar(x) = x.A(v+w—x) =

A

=YV 4+ X - X = Vg

NGs notamos que certas propriedades que (V(L),+,. ,¢€)
~possue, nao décorrem do fato dele ser o anel de valorizacao de
um reticulado distributivo e sim dele ser uma K-&lgebra aumen-
tada. Vejamos entao, quais sao estas propriedades que valem des

te ponto de vista mais geral. Comecamos pela seguinte proposicao.



4.7. PROPOSICRO
Se (a,.,€) & uma “K—élgebra’auﬁentada e ae€ i com

g(a) = 1, entao A = Ker € ® Ka.

' DEMONSTRACAO: Para cada -xé A, nds temos que x = x - e (x)a %-.

+ e{x)ace Ker ¢ + Ka, portanto A = Kef g+ Ka. Vemos tambEmIQUé
Kere n Ka = {0} , pois'se X = KaeKere entéo 0= efx) = ke (a)=
= k, portanto x = 0, dal nds temos que qualquer X em A se es

creve de modo Gnico como i + ka. com i€ Kert e kae€ Ka.,

Seja {(A,.,e)} uma K~3lgebra aumentada. Podemos cclo-
car em A uma outra operagac "x" fazendo a*b = e(b)at+ c(a)b-
- a.b. Como eclash) = g(a).c(b), nos temos que (A,*,e)'.tam—

bém & uma X-algebra aumentada.

Notemos que se (A,.) tem unidade u e e (n)=1 éntéd
bxu = e(b)u + e{u)b-b.u = e(b)u+th-b = £(b)u, anilogamente ve-
mos que uxb = biu = e(b)u. Reciprocamente, se 2z & uma unidgl
de para {(B,=x) e e(zle, nds temos que a.z=z.a =;e(a).z, pois
a=axz = e(a)z + e{z)a -a.z =g (a)z+a - a.z, entdo realmente

a.z = g{a).z. Um elementc z com estas propriedades & conhe

cido como uma integral para {(A,.,ec).

seja (A,.,+,¢), uma K-algebra aumentada. Seja

$: {Ker e,.;+,e) > {(Ker £,4,%,c) tal que: (Kl) p{a.b) =
= ¢ (a)xd (b) . (Observamos que ¢(a)x ¢(b) = - ¢{(a). ¢ (b))
(Kz) d{a+b) = ¢{a) + ¢(b}) e ¢(k.a}) = k.¢(a), ¥keX e a,be XRer ¢

{6 € linear).



Nés vemos que T : (Kere ,.,+,e) > (Rereg,*,+,€)
dada por tf) = -f, & um exemplo particular de uma ¢. Tente

mos ver guando ¢ se extende a toda K-algebra aumentada.

4.8. PROPOSICAO

-Seja (A,.,é) uma K-algebra aumentada com unidade u.

> (Ker €,%,+,€) satisfa-

Cdnsideremos uma ¢:(Ker_e,.f+,e)
zendo {(K;) e (K,) acima especificadoé. ¢ se extende a um homo
morfismo ¢e-de (A,.,+,e) em (A,x,+,€) se, e somente se existe
uma integral z para (A,.,e). Além disso, se 9§ for inversiw.

e - =
vel ¢  tambem © sera.

DEMONSTRACEO: Suponhamos inicialmente QUH ¢ se extenda a um i

somor £1smo s de (A, .,€) sobre (A,*,e). Tomemos 2z = ¢° (u)

e Vemos qﬁe. z _é uma integral para (A,;,E), pois E(z)=e¢e(u)=
= ¢c{u) = 1, e além disso W¥Wa'eé (A,*) como ¢ sobre existe

a€ (a,.) tal que ¢e(a)=a'. Entao a'*z = a'# ¢e(u) = ¢e(u)=

= ¢e(ci.u) = ¢$%(a) = a'. Reciprocamente, suponhamos que exis

ta uma integral z para (A,.,e) entdo tendo em mente a Propo-

sicao-I.4.7., nds temos a seguinte extensao de ¢ :

e
¢ : {(Ker ce® Ku,.,+) > {Kerc @ Kz,«,+} dada por

#S(i+ku) = ¢ (i) + k=

e - - - :
Obviamente, ¢ esta bem definida, e linear e 5¢Q=€.
86 nos resta provar que ¢® & homomorfismo, fagamos isto en-

 t3o. NOs temos que:



(1 + ku).(1'+K0) = 1i.4'+k"i+ki' + k.k'u entdo ¢° [(i+ku).(i' +kx'w)] =
= ¢(1i.1") + k'd(i) + ko (4") +kk'z = =~p(1)-¢(i") + k¢ (i') +k'¢(i)+

+kk'z (I). Por outro lado temos:

0% (I4ku) * ¢% (1'+k'u) = (6 (1) + kz)g (${i")+k'z) =

e(du)+kz) ($(1N)FK'Z) + e(p{iN+K2) (b +kD - ($(L)+KkD oL+

FX'2) = ko (L)) + Kk 2k '@ (L)FKRK'Z - $(1) 0" - K'$(1)z -

: : ' v & .
k¢ (1')2 - kk'2

——-—_——m ~o (L) h (L) +ky (A7) + k'O (1) +

+ kk'z - ke (6(i))z - ke (8(i"))z = =¢ (i) .4 (L") + ko (i') + k"¢ (i)+
+ k,-]{rz ATI). .De (1) e (IT) obtemos que. ¢e & hemomorfismo.

Finalmente, se ¢ & inversivel entdo ¢ também o &

> {Ker ¢ ® ku,.,+) dada por:

.pois: seja P: (Kerc@ kz,f,+y

e)hl

P (it+kz} = ¢“1(i) + ku ={¢ porque:

D6 (i) 4kz) = ¢ 6 T(i)4ku = itku e

i

Po & (i+ku)

¢ (¢-1(i)+ku) = ¢ ¢“1(i)+kz.= 1+kz .,

& o (itkz)



CAPITULO 1II
~ A ALGEBRA DE MUBIUS

O conceito de élgebra_dé Mﬁbius introduzido por Solo
‘mon e o de anel de valorizagao proposto por Rota [9 ],fg
ram criados e eétudédos independentemente. S6 mais tarde foi
visto que no caso finito estes'conceitos equivalem, e isto ée-
ra mostrado neéte_capitulo. O interesse desse isomorfismo resi
de no fato que na Algebra de MBbiﬁs'nés'temos uma base formada
por indempotentes ortbgonais e entso vié.isomorfismo, transfe-

rimos esta base para V{L).

Veremos também um resultado devido a Greene [7.],

- que estabelece condigGes'paré que uma funcgdo £ X > ¥, se
extenda a um homomorfismo da algebra de Mdbius de X :na dlge-

bra de Mobius de Y.

1. A FUNCAO DE MOBIUS - DEFINICOES E EXEMPLOS

Veremos neste paragrafo a definigao e algumas proprie
dades da fungao de Mdbius, as quais claraments reguerem alguma
hipdtese de finitude. Daremos as defini¢des para o caso em gue
o conjunto parcialmente ordenado (X,<) for finito, mas obser-
- vamos gue elas se ajustam perfeitamente para (Xri)r local-
mente finito (isto &, vk, ve X temos gue ['x, v ] {te X; x <

<t <y} é& finito. Como exemplos importantes de conjuntos



parcialmente ordenados e finitos temos o conjunto N dos nime-
ros naturais e o conjunto Z dos nimeros inteiros.POSteriormég.
| te,.seré visto que. a definigéq de fungao de-MBbius dada neéte
paragrafo - genefaliza a def;nigéb classica em teoria dbs‘nﬁmg-
ros (ver Observacao_III.1.5.) | o

Seja (X,<) um conjunto parcialmente Ordenado.é (A,{,.)

um anel comutativo com identidade. Consideremos o conjunto

QA (x, A) = {0 : XxX > A tal que alx,y) =0.se x4y},

Definimos em (X, A) duas operacgoes e uma multiplicagdo por

esbalar,-do seguinte modo:

I}

(a+B) (x%,¥) al{x,y) +8(x,v), ?(x,y)e X x X

(0sB) (x,y) =T alx,t).B(t,y) , ¥(x,y) €X x X
' ' (<)t (<v)
e {a.a) (x,y) = a.a(x,y), ¥, ye X x X e a€ A. Vemos facilmen
te que {X,A) relativamente as operagoes ™“+" e "*" e o
produto por escalar "." & uma A-algebra onde a identidade de

"#" & a fungido oO{x,y) =

1.1. DEFINICAO

G,(X, A) munido com as operacoes "+" e "' e o
produto por escalar "." serd chamada a A-Algebra de inci-

dencia de (X,<).



1.2. EXEMPLO

Seja X={ 1, 2, ..., n} com a ordem usual. Cada

_xe(ld(X,-A) pode ser interpretada como uma matriz triangular

Mos vemos que para quaisquer o e B em (A (X, A), axB

e igual ao produto usual destas matrizes.,

Tentaremos agora generalizar o exemplo acima, obten~
do para cada o em CX}X, A}, onde (X,<) & um conjunto parcial
mente ordenado e finito, uma representacdo "matricial® de o.Co

mecemos por construir o A-mddulo livremente gerado por (X,<).

Seja (X,<) um conjunto parcialmente ordenado e

(A,+,.) um anel comutativo com elemento unidade. Consideremos

——> A tal que f & funcgao e

o conjunto Wﬂ}ﬁx, A) = { £: X
supp f < }. Observamos que a definicao de F(L, A) dada no
primeiro capitulo € praticamente a mesma de VYUX, A). A Gnica
diferenga regide no fato de que'YYUX, A} generaliza, para con-
juntos parcialmente ordenados, a definicdo de TF(L, A) que sb

estad dada para reticulados.

Definamos em ?njx, A} uma soma e um preduto por esca

lar, que tornarE‘VYuX, A) um A-médulo, a saber:



(f+g) (x) = £(X) + g(x} e (a.f){x) = a.f(x), ¥xe X e ag A.

_Seja _IXG;WX_,_, A) com =xe€X, definida por:

1 se =x=y . Vemos claramente que os

: Ix(Y) = 0 se x#y

{I;c,}xe-. x ~ formam uma base para _o A-—moduloM(X, A),isto e,
'WUX, A) & livremehte.gerado pelos’ {Ix}xexf
Consideremus agora, o conjunto cﬁ,(’(‘fux, n) ,YTL(X, A))=

={ L =wx; A) .

i( \(TUX, A) ,WX, A)) duas. overagoes e um produto por escalar,

>W (X, A); L & linear}. Definimos em

do sequinte modo:

L+ 1Y) (£) = L{E) + L'(£), (Lol)) (£) = LL'(£) e (a.L)(£) =
= a.L(f} para erm(}{, A) e ac A. Vemos imediatamente que

&(WX, A),WX, A)) com as operacgoes "+" e "o" e 0 produto

por escalar "." @& uma A-3lgebra.

Temos entao a seguinte proposicao que representa "ma-
tricialmente” cada o em de, A), isto &, lineariza a &algebra

de incidencia para (X,<) finito.

1.3. PROPOSICAO

A A~3lgebra de incidenecia (3 (X, A) & isomorfa a uma

subalgebra da A~algebra ;3, (\‘fu}(, A} ,WX, a)) guando (X,<) é



um conjunto parcialmente ordenade e finito.

DEMONSTRACEQ: Seja T : Qu(x, A) wu—aéi(Yﬂfx, A),Tn}x, A)) dada

po?:l Tsu) =T, onde 'TaFf)(x) = ztfix) olt,x)E(t).

E imediato que T & linear. T & 1.1 pois se o8

gﬁtﬁo existe (xq, yp)ag_x X Xﬂ com x. <y tal que};(xo,yo) 5
# B(xo,yo). Seja .fyéaynfx, A) dada por:

e =1 e f x) =0 ara x # x_. Entdo temos:
fyo( 0) | yo( } p _ # o

Ta(fyo) (vo) = Et(.‘iyo) alt,y,) fYO(t) = alx,yy) # Blxgey,) =

_(t)-= TB(fY )(yol, portanto Ta# TB sg a8

_ =:..'Et( ) Bltry,) fy o

o
T preserva as operacoes pois:

a) Ta+3(f)(x) = Et(d+8)(trx) £(t) =‘Etd(t,x) £le) + I B(t,x) £(t)=

= Ta(f)(x) + TB(f)(x), para ¥xe& X, portanto T(a+8) = T{a} + T(8},

Yo, R (l;x, A}.

b) Taa(f){x) = Zt an(t,x)f{t) = a. Zt alt,x) f(t) = & Ta(f)(x)’

¥xe& X, portanto Tlaw) = aT(d), vae ({ (X, A) e ac A.

c) Ta*B(f)(x) = Xt d*B(trx)f(t) = Et(zsa(t?s)ﬁ(s,x}) £{t) =
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= ESB(s,x). zt a(t,x) £(t) = zs B{s,x) Ta(f) (x) = TB(Ta) (f) {x) =

1§

= Tgo Ta(f) (x}, ¥xe X, portanto T (0xB)

Ck}x, A).

| De a), b) e ¢) vemos gue. &' = {Ta-, a ¢ Q(X, A)} @&
una subalgebra de gl_,(m(){_, A) ,WL(X, A)) e também que CL(X, A)

T({a)o T(B), ¥a,RE

é isomorfo a o(i "

Definamos agora a funcao de Mdbius de um conjunto par
cialmente ordenado e finito (X,<), Comecemos por definir a fun-f'
¢do "g" do sequinte modo:

1 se x'i y e definamos ueQJ(X, A)

zix,v) = _
! U ce xiy

por inducdo, do seguinte modo:
r({x,x) =1, e se ﬁ(x,t) & conhecida para Wt€ (x,y) definimos

uix,y) = -~ EXf_tf_Y y{x,t). Assim, notamos que para

xX 7Y Iixeye(ey) HOE) =0

1.4. DEFINICARO

ﬁ(x,y) & cham_q_da‘fungéo de Mobhius do conjunto par-

cialmente ordenado e finito (¥,<).

T ?n
. r
1.5. Exemplo Seja X =. —— X3 , uma cadeia
—_ }{2
finita com n elementos.

-
1



Calculemos a funcgao de M3bius para pontos de X x X.

Assim, temos que u(xl,xl)=l, u(xl,xz) = - u(xl,xl)=—1 e u(xl,x3)=

= - [ u(xl,xl) + u(xl,xz)] -{1-1) = 0 e vemos entao que para

¥x ocom n>3, ulx;,x ) = 0.,

1.6. ProrosicEo

A funcio de M8bius n & a inversa de f relativamente

a " dsto &, [wat ] (x,y) = [gau] (x,y) = §(x,y).

DEMONSTRACAO : pﬁc'fx,y) = %ixe)t (<y) Hix,t) Llt,y) =

0 se x#y = §{x,v).

= 7 u{t,y) =
(x<)t ‘iy) 1 se x=y
Canbay) = Faye (oy) SEEINEY) = T,y BB R)
Mostremos agora gue 2X<t(§y) wi{t,y) = ~ulx,y). Fare—

mos a demonstragac por indugao. Se nao existe elemento no inter

valo {x,y) entao ¥ ; ﬁ(t,y) = uly,y} = -u{xX,y). Suponha-

Tx<t(<y
mos o resultado verdadsiro para qualgquer a<y e mostremos gque
vale para y. Tomemos um a menor que vy tal gque vale a hipd-
tese de indu¢ado, isto &, I ) ni{t,a) = -p{x,a), entio temos:

‘x<t(ia

Ex<t(£y) pit,y) = uly,y) + Iy hey (- X(ti) acy Mlt.a)) =

= n({x,x}) - I (£

xe agy Unet(ca) H(ER)) = pOux) + B utna)s

X< a<y



2Xﬁ§<Y u(x{a) = = pni{x,y).

Voltando a (A) temos que rxu (x,y) =

l se me- = § (x;Y) s )

= z t’
x<t{<y) nieyl 0 se x#y

A importancia da fungdo de M&bius decorre do seguinte

resultado:

1.7. PROPOSICAO

(Formula da inversao de MBbius). Seja (G,+) um grupo g-
beliano e £ : X ——> G uma funcao, onde (X,<) & um conjun-
to parcialmente ordenado. Seja peg X ta? gque f(x)}) =0 a me-

£y} entao f£(x) =

nos que x>p. Tomemos g(x) = Z(p<)y<x

== Ey(<X) Q(Y) n{y,x)

DEMONSTRAGRO: 2 .1 d (y) wiy,x) =

= zy(ix)(zt v fle Y nuly,x)

zy(zt £(t) zlt,vhuly,x)) =

£(e) I, (e, v )nly,x) = I, 8(t,x) £(£) = £{x).,

Z£ +

1.8 . EXEMPLO

Vejamos agora que a proposicao acima desempenha um pa
pel andlogo ao teorema fundamental do cdlculo na analise,

Seja Uﬁ,f} o conjunto parcialmente ordenado dos ni-



meros naturais, como (}y,<) €& localmente finito nds vemos que
a fungéo de M&bius ﬁ também pode ser definida sobrerv . Tendo
em mente a Proposigao~II.l.5. vemos que u{m,n)=1, p{n-1,n) =
= «] e u{m,n) =0 se m3# n, n-l, Pela prOPOSigéo acima,dada

£ :ﬂU —> G, seja g(m) = E( f{a} (gue seria o analogo

0<)a<m

discreto da integral), nos temos que f(n) ) pim,n}g(m)=

= T .
m(in

= g(n) - g(n-1) {que seria o anilogo discreto da derivada).

2. DEFINICEO DE ALGEBRA DE MOBIUS - TEOREMA DE DAVIS

Neste paragrafo definiremos a algebra de MSbius de um
conjunto parcialmente ordenado e finito (X,i). Se X for um ré
ticulado distributivo finito veremos que a algebra de Mobius e
o anel de valorizagao de X sao isomorf>s. Em todo esse para-

grafo . (X,<) serid considerado finito.

Consideremos agora o A-wmddulo livremente gerado pelos

{Ixyxe:x "ﬂ]}x, A}, que foi definido no paragrafo anterior,

Tendo presente a demonstracgdo da Proposigdo-II.1,3.
consideramos a mudanga de base dada pela fung%o Ty o« isto é&,se

ja D, =T (Ix), x& X. Efetivamente o conjunto dos {D }

1 X'Xe X

fofmam uma base para EYL(X,'A) pois u & inversivel pela Proposi
cao-IT.1.6. Provaremos na proposicao abaixo de modo mais expli-

cito, gque os {Dx}xﬁ < geranm livremente o A-moduloanjx, A,

2.1l. PROPOSICAQ

Se D, = Tu(Ix) = T ndés temos que:



(i) DX(a) = 1n{a,x)

(1i) Ix = zt Dt z(t,x) D

= ztﬁg t+

(1ii) {p .} .,  formam uma base paraﬁYan,lA)

DEMONSTRACAQ: (1) Dx = EY uly,x) Iy entao Dx(a) =2 Ey u(y,x)Iy(a)é

= puf{a,x).

(1) I, u(yrt)_a(t,x)-= §{y,x} = I.(y) entao Efﬁﬁ D, = I_.

(iii) Por (ii) vemos que os {Dx}xé . geram (X, a), mostre

~mos entdo gque eles sac linearmente independentes. Temos que:

@, D, +.ob C D, =0 <=> T (I ) + eou #c_ T (I ) =0 <=>
1 Xq | noox®, 17 Xy n -y 3n

o e ’ '.o; ﬂ. i
> Tu(clle+ + cnIxn) 0, multiplicando por Tu-l ambos os

nx

lados da igualdade, vemos que clIx + vee + c T =0 e como
1 n

{Ix}x@,x sao linearmente independentesg, isto implica C1=es =

Seja M um A-mddulo e'{wi}2=1 uma base de M. Défini

. e _on L oon
mos em M o seguinte produto: se a = Ziwl azw, e b Ei=l biwi

entao a .. b = L

o i=1 aibiwi' obviamente este produto depende da

n » .
base {Wi}i=l' Nds vemos gue relativamente a este produto os

: n ~ . . . -
{wi}i"l sao idempotentes ortogonais, isto e, Wy o- W, = w., e

w1 1



Wo oy W = 0 se i#j. De fato: w, #.lwi entao w, .. W =
e wyo= lwi + _OWj' wJ = Owi = le- entao
We oo W, = 1.0 w, + 0.1w, = 0 se if5.
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De modo particular podemos definir o produto _acima--pg_

.ra o Aumodulofynfx, A) com base formada pglps. {Dx}x& X-,.isto_

e, se £=5%, . a, D e g =%, . b, D definimos f£..9 =
#'2231 a-i bi Dx . Estamos aptos agora para definir a algebra de

i

M8bius de (X,<) .

2.2. DEFINICRO
0 Ammédulo'ynjx, a) munido com o produto ".p"  serd

chamado algebra de M&bius do conjunto parcialmente ordenado e

finito (X,<). (Quando A estiver fixado usaremos a notagao
'YR.D(X) ou simplesmentem(x) .

2.3, PROPOSICRO

Se existe xay em (X,<) entao I, B I = Ixny‘

Em geral, tem-se que I, .. Iy = Es(f_t) (% (s) <t<x uls,t)) I,.
{s)<t<y

DEMONSTRACEO: Se HxAy teremos:

I, Iy = I ple,x) rlt,y)p, = T, ﬁ(t,xny}Dy = IXAY°



No caso geral temos:

Iy «p Iy ='zt i;(-tfx) C(t,y)Dt"= ):'t r{t,x) ol(t,v) _(-Es“ (s,t)IS.)= .

= Es(it) (Z g lt,x) glt,y) y(s,t));s = ZS(iﬁ)(Z(sgjtgx u(s,tx)IS.“

(éi)tgy

Pela proposicao acima vemos que se. L & um reticula-

F(L, A) eI, . I =

do distributivo finito, como \TUL, 4} ‘b Ty

- Ixny nos temos que (V{(L, A),+,.,) m(‘TUL’3>/MiL,A)'+"D) =

(\(TL(L, A)/(M{L, A}, +, .A)'. 0 teorema‘abaixo nos d§ a rela-—
¢ao precisa entre o anel de valorizagao e a algebra de MSbius

onde L & um reticulado disteibutiveo finito.

2.4, TEOREMA

(pavis | 7]) Seja I um reticulado distributivo fini
to entio V{L, A) ;'WD(P(L), A), onde P{L) é_lo parcialmente

ordenado dos v~irredutiveis de L,

DEMONSTRACAD: Notemos primeiro que como 0S I{Dt}tEZL formam u-

ma base para © A-nodulo YﬂjL,_A) e saoc ortogonais dois a dois

(isto e, Dtl D th = 0 se tl # tz)' o ideal M{L) & gerado

pelos D, tal que existe um ac M(L) com Dt -p @ # 0. Com e~

feito, se Dt(-_-' ML) entao Dt D Dt = Dt # 0. Reciprocamente,

e - - . n
se D, & M(L) entdo para Va&M(L) nds temos que a= I, ; P,



entao Dy +p @=D, , como M(L) & um ideal nds temos que

i i
r%ﬁ;e M(I.), para ¥i e como Dt & M(L) ocorre que Dt 5 Dti=.
= 0, ¥i, entao Dt .p O 0, Vde:M(h).

Vejamos agora cque I + I, -I =~-TI = Xt<xvy Dy .

xvy T Tay x0Ty

De fato:

vay a ztgﬁvy Py = Etix + I

tey Db 7 Frexay Pe F

+ I — Dt entao Etixvy Dt = Ztixvy D, + Etﬁ?ﬂy Dt -
t4x tyx
tdy , tdy

T liex D¢ ™ Et<y Dy = vay + Ixny - I - Iy

Notamos também gque M(L} & gerado pelos Dt com t

v-redutivel, pois se t € v-redutivel existem x,y<t (portanto

tqs +d t = , ta 3 I=7I + I -1 -1 =
i; e 1y} com xvy, entao seja %y %Ay % v

Dt entao . D I-= Dt # 0, e pelo resultado aci

k<xvy Dy * t ‘D
k{x
kiy

ma vemos que DtE.M{L}. Reciprocamenta, se Dte M(L) entao exis

te I = vay + Ixay - I, - Iy tal que D .4 I # 0 logo Dy oy I=

zkiXVY Dt°Dk # 0 portanto existe k tal que %k = &, isto &,

kix
kiy



t<xvy e tix nem tdy entio t & v-redutivel.

Observamos tambem que Ix ﬁ Xpix Dp + M(L), pois:
I =% .,  p_+*% =
X psx P t<x Dy - entao
peP(L) - t & veredutlvel
Ix Tpex Dpe,M(L}, portantq_ Ix- Zpix Dp + M(L).

pe B(L), S - per(n)

Dos reéﬁifados acima decorre que;és Dp,.pﬁ P(L),foxr-
_maﬁ uma base_paraﬂﬂIfL, A), eptéo'a aplicacdo que associa Dp +
+ M{L) A& Dp, se extende a um isomorfismo de’VnJP(L), A) em
V(L, A), O qualflgva'caﬁa re Wb @), &) em I+ M, AE VL),
‘De fato, essa apiicagﬁo'é ﬁm isomorfismo,.pois a imediato Que e
.1é preserva as opeiagaes; ela & sobre pdr_acima, e & l;1 pois “
se Dp + H(L, A) = M(L, A)Ientﬁo Dp@,M(L, A}, o que & impossi-

vel, porque p € v-irredutivel.,

2.5. COROLARIO

Seja L um reticulado distributivo finito, e 2z o

zero de L. Entao existe em V{L, A) uma base {e(p)}pé P (1) u {2z}

formada por idempotentes ortogonais tal que I, + M1, A) =

= I, + Ep<x e{p), ¥xe L. Todo elemento desta base serd chamado

um idempotente candnico.
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DEMONSTRACAO: Consideremos o isomorfismo ¢ do teorema ante-

rior, isto &, ¢: W?\{;P (LY, Aa)

> V(L, BA) e ¢(Ip) = I+

+ M{(L, A). Entéq para qualguer X em L o teorema anterior a-

) =

A}

firma que I_ + M(L, A) = ¢ (T ¢(p,), logo se fi

pex Op! T Fpex

Zermos é(p) = (IJ(DP) nds provamos imediatamente este corolério..,l

Usando os idempotentes candnicos, daremos agora um cri
- tério para saber quando 8 que f em V(L, A) & um elemento de I,.
Seja (X,<) um conjunto parcialmente ordenado.. DEX & dito de-

| crescente (crescente) se y‘c:, D e xeX com x<y(y<x) entac x& D.

2.6. PROPOSICAO

f"é v (L, A) & um élemento de I, se e sO se‘ exliste um
conjunto decrescente DCP(L) tal. que f = z+ T a(p) el(p)  com

a(p) =1 se pé"D ed(p) =0 se pé&D.

' DEMONSTRACRO: Se feV(L, A) & um elemento de L, nds sabemos

que £ = z + Ep alp) e(p) com a(p) = 1 se p<f e a(p) = 0 se

pif. Se qg<p e a(p) = 1 & claro que a{q)=1, portanto {peP(L);
a{p) = 1 } & um subconjunto decrescente de P({L). Reciprocamen-
te, seja D um subconiuntoe decrescente de P(L}) e escrevamos

y=z+zpa(p) e (p) com af{p) = 1 se peD e alp) =0 de

pdsD, e vejamos que y& L. Seja x = V(D U {z}), em L. Logo

X = 2 + Eq<‘x e{g), resultande imediatamente gque y = x& L.,

Vemos assim que os elementos de L estac em correspon

déncia biunivoca com as funcdes caracteristicas dos subconjuntos



decrescentes de P(L). Este fato fornece uma prova do sequinte

‘resultado classico devido a Birkheff.

2.7. COROLARIO

(Teorema de Birkhoff) Seja L um reticulado distri-
‘butivo finito, Entdo I & isomorfo ao anel formado pelos sub-

'cohjuntos decrescentes de "P(L),'

Faremos agora duas interessantes observacfes, que nos

auxiliarad a entender melhor os idempotentes candnicos.

2.8. OBSERVACRO

Noﬁamos'que a @ase .{etpl}pe;P(L) U {z} estd qaractg
- rizada por: (i} {E(p)}p& sy Y {2} sao idempotentes ortéqonais,

{ii) ¥xe L, temos que Ix + ML, A) = Ep<x e(p). De fato, seja

'{e‘(p)}pe P (L) 4 {z} uma base formada por idempotentes ortogo-

naks, tal que para Vx& L, I + M({L, A) = I + I e'{p}. Con-

per

sideremos 1I: P{L) —> V(L, A) dada por il(x) = A M(t, A) e

e' : P(L) —> V(L, A) definida por e'(p) = e'(p). Nos temos

por hipdtese que i(p) ﬁIEq(p e'(p) entdo pela férmula de inver

sZo de MBbius {(Proposicac~I1I.1.7) nds temos que

e’(p).ﬁ Er<P u(?wp) idx) = zrﬁp wE,p) (I + ML, A) = e(p).,



2.9. OBSERVACAO

Seja X€ L, e consideremos x° = V{yg L; y<x }. E cla’
ro que xoﬁg. Temos que x#xo(xofx) se e somente se xeP(L). :.
Com efeito, se . x&P(L) e x = x°  entdo xoiy papa.aigum-'y<x;_
absurdo. Se x%<x, existe pe P (L) tal que ipjg.e'pigo; Més p<xX’
:implica pixo, portanto p=x. o |

Vejamos que eip) = p -‘éo,'ﬁara t0do pfiP(i)f ﬁe fé

to, p= I ,e(p).=.2q<po e{q) + e(p) = po_+ e{p), po;tanfo

q<p

e(p) = p=- p°. Temos assim um método bem simples, para calctlar

os idempotentes candnicos de um reticulado distributivo finito. _

3. O TEOREMA DE GREENE

Neéte ﬁarééfafo prbvareﬁoé um’ resultado que estabélg
ce condicdes para gue uma funééo ¢(X,i).—%—¢(Y,i) se extenda
a um homomorfismo de r\TLD(X, A), em PVTLD(Y, A), onde (X,i)‘e'
(Y¥,<) sao conjuntos parcialmente ordenados e finitos. Este re
sultado tera um corolario QUe nos seri extremamente Util para

o calculo da funcido de Mébius.

Comegamos o_parégrafo com a seduinte proposig&o.

3.1, PROPOSICAD

Seja ¢:(X,<) —_— (Y,<) uma fungao, onde (X,<) e
(¥,<) sado conjuntos parcialmente ordenados. S&o equivalentes
as seqguintes cdndigaes: (1) ¢ e isOtona (isto &, se x<x' =>

=> ¢{x) < $(x')) e existe W:(¥,<) —>(X,<) isdtona tal que
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bod<l, edowv > 1. (i1) ¢“1Br). é um filtro principal de

(%,2) .

" DEMONSTRACEO: (1) ———> (ii)

Nofcamos; q.{ue. ¢ﬂ1[’yj'<_-}'[¢ tv)) (1), pois se y'g ¢:—l[y)
entao cb(:«z')jy => ﬁ/'z bodly)>iy) logo y'e ¥ (¥)) . Por ou-
'trol_-ladq, temos que Doty glcb.-l[y) {(IT), porque se y'€ [tb (v))
“entao y' > ¥ {y) logo _Q(y')-_i ¢ 61})(3{) >y entdo ﬁr'c-; ¢_1[:Y): de
-(_I)-'e (IT) cOncl_qinlnbs.-qlie q:‘_"'lfy)' = Eb (Y)),.portantd ¢“1_[(Y) &

filtro principal de (X,<}, isto &, vale (1i)

> (1)

(1i)
| se’ ti) satisfizer (ii) ela & isdtona, pois sé X< x'

- COMO - ¢-l [(fi {x)) -que_ é .filtr_o_ (princip.al)'- necessariamente tere-
nos que” X'e ¢_l£¢{X))p  iétc e, ¢(X‘)i ¢ (x). Seja w:(Y,i)_~ﬂ—>
——> (X,<) definida por : y{y) & tal gue E{J(y)) = ¢'1E}r). P é
isdtona porque se y<y' entdo [Yiy")) = ¢#1[‘y') (_’_Z¢"l Ey_) = [p(y))
entaoc Pi{y') > v{y).

[jp o (x))= ¢“l[¢ {2)} e como xX€ ¢_1 [¢(x)) ndos temos

que K(—E_[t;',lc}(b(x)) entao ¥ o 4{x) < %, isto &, Y o ¢ < Ly
) = 6" y) entio wivle 6 *[y) entdo-sav (y) >y,
portanto do P> l‘.{“’
3.2. DEFPINICAC

¢ satisfazendo (i) ou (ii) da proposi¢io acima € dita

residuada.



Dada ¢ : (X,<) — (¥,<) wuma funcdo, onde (X,<) e

(¥,<) _séio conjuntos parcialmentefordenados e finitoes, seja

I (;{,::_) —_— m.D(x, A) dada por: I({x) = Iy ©
T o: (Y, <)',——¢ NTL (Y, n) definida também por Ily) = Tyr que
remos obter o homomorfismo h \TLD(X A) ——-->'\ﬂ'L.D(Y, A), tal

' que o dlagrama abalxo comute

x s v

I (hj:)' I  (a), isto &, h(Ix) = I¢(x)

0 teorema seguinte estabelece precisamente guais sdo

as condigoes para que exista h satisfazendo (A).

3.3. TEOREMA

(Greene [7]) Sejam (X,<) e (¥,<) conjuntos parcial-
mente ordenados e finites. Uma funcao ¢ : (X,<) N (¥,<) se
exte.nde a um homomorfismo da algebra de Mobius de (X,<) na &l-
gebra de Mobius de (Y,<) satisfazendo o diagrama (A} se e so-
mente se ¢ & residuada. (Interpretamos ¢ : X —> Yo’ onde

v =1{ vy ¢-1[Y) # & }. Vemos que M ¢ € Y_).

DEMONSTRACAO: ( =>) Mostremos que ¢ ser residuada & uma condi-
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¢ao necessaria, isto &€, vejamos que para cada ve Yo, ¢"1f§) tem
um minimo, portanto ele @ um filtro principal. Se xei¢“1[y) en-
tao ¢(x)zy,.loqo: zkj@(X) Dk = I¢(x) #.h{;x) = hﬁztixlpt}_=

Tiex RO )

Como y <¢(x) entdo D_ ocorre como parcela em (1) en-

tao 4 t <x tal que em (1) h(Dt )=_Dy'+ Z~-—(notemos que a ba- .
se {Dx}xe X & formada por elementos idempotentes ortogonais).

Mostremos agora que H t  tal que tgx, para ¥XEX e h(D_ )} =

O

= DY + E-=--. Isto & realmente verdade pois para x  existe ﬁigx_

tal que h(D, ) = D_ + E=--~, e para x' existe t_,< x' tal qué
, tx y . Hi— o
= — a o s ) T -
h(Dtx.) Dy + % ., entao se .tx # tx' terlamos que:
0 = h(D, .. D ) = h{(D e hiD = D 4 Lee- entSO D =0 -
0= B0y op Dy ) TR Jop RO =Dy ' Dy = 0
o que & um absurdo, Portanto 1:.}(.z to entdo nés realmente te-

mos que para WVx€ X, H!toig tal que h(Dto) = DY + L~——,

Mostremos agora que t, = min{x;¢ (x) >y} . Vemos pela
propria definicao de t,, que para ¥x€X com $ (x)>y nds temos
que t _<x. Resta-nos apenas ver que ¢(to)2y. Mas isto & verdade
pois£ |

= h{(T = h{Z Dt) == h(Dt } o+

)
E o

k<o (k) Px T To ) o t<t

+z h(Dt) = Dy + L---, entao o k§¢(t0) e k=y logo yi¢(to).

tf.to

(<=) Mostremos agora que ser residuada € também uma condicao su



' ficiente. Se ¢ € residuada, nds temos:
X_—f~>_YQ -EH&.X' P e 1sotgna el Kl = ??‘?i.lx e Kz =
= gop> lYo; IShja _h;s\T[,b(x, A)-u;f>Tn,D(Y, A) qefipiag ﬁa;bi_.
se denYnen(X) pér:
‘ o 0 se Kl(x)<x R
‘hiD ) = ¢ '
L
X vey >
Kz(y)=¢(x)- 'se'Kl(X) = X

- Mostremos que h satisfaz o diagrama (A), isto'é,}_ﬁ

CR(r) = R D) = T hDy) =

= Zk<x o h(Dk) = Zkﬁx B . D) (1), temos também .

(%
il t
Kl(k)ﬂk Kl(k)=k K2(t)=¢(k)
que I¢(x) = EV5¢(X) Dv (2). Mostfemos gue os elementos que

ocorrem como parcelas em {1} e {2} s3o os mesmos.

Se D, ocorre em (1) entdo t<K,(t) 2 ¢(x), dal temos

que D & uma ﬁarcela em (2). Reciprocamente se D, ocorre co-
mo parcela em (2) seja k = y(v) entdo K,{v) = ¢ov({v) = ¢(k))
e nds temos que vﬁ¢(x) entao Y {v)<pod(x)< x, além disso temos
que K;k = k pois: pop (k)< k e ¢oP(v)>v entdao popoy{v)>h(v).

entao Kl(k)zk. Portanto D ocorre como parcela em {(1).,

A seguir daremos um corolldrio do teorema de Greene Q-



til no- calculo da funcido de Mobius. Comegaremos por dar algu-

‘mas definigles:

K = (L,v;A) -——> (L,v.A}, onde (L, v,a) & um reticula

"do, sera éhamado-um'operadOr de interior se: -

(i) K(k)ix,'(ii) KK {x) e (iii) se X<y =>K(K)§K(y); para'VXfyéI»
K & um operador de interior seja L, ={x;X(x) = x } , cada x.
a - : : K o ' - :
em L, serd chamado um aberto. P Ly definimos as seguintes
operacoes: XUy = Xvy e 'xay = Kixay). Nés_vemos que (L/K;d,ﬂ)
é.um reticulado, dito o reticulado quociente de L por K, Te-

mos entdo o seguinte resultado.

3.4. COROLARIO .

{(Rota [9 1 ). Seja (L/K,u,ﬂ) o reticulado quociente de -

"I, por K ent3o:

st = {0 50 K@
K{t)=y uL/K(v,y) se X(y) =y
equivalente Etﬁfv,K(t))ﬁ(t,y) =8 (K(v) ,v) n {(v,K{v))

K

" DEMONSTRACAO: ¢ 3 I, e L/ dada por: ¢ (x) = K({x)
S ¢

$ & residuada pois se escolhermos $: L, —> L, -
/K /K



dada por ®¥({x) = x , isto &, ¢ = id, )
' /
K

1t

nés temos que : ¢oP(x) = K(x) = x>x e Pop(x) = K{x)<x’

Como ¢ & residuada pelo teorema acima nds temos o se

guinte homomorfismo de .m.D (L, A) em-_m.D (L/-  A):
_ ' : P o K

0 se K{x)<x . . |0 se "K(x)<x
oD ) = z‘ D‘.-' K () R _
ok Y._EL/ Y se {x) X _

K - .
y=K(y)=I_K.(x)=x : Lx se K{x)=x
entaoc © :mD(L} A) M>WD(L/K’-A_)', e dada por
BN o
I T Ik
"D 9 5 s(x K(x)b
X ! X

dal temos o resultado procurado pois:

r

Z:v‘,i\x;r & aberto IvuL/ (v,y) 8 (R{y),y)
< _
| |
o e ..
zy Dyﬁ(K{y), y) < DY
b
)

I

K{t)u(t,y) < r, Loult,y)

| |

Ev Ivﬁ (v, Kiyin{t,y) :

_Et

UNICAMP
BIRLICTECA CENTRAL



Comparando os coeficientes dos Iv nos temos:

kS hy 8 (v2y) '(_Kfcy);_y) = ISty REENu (),



capiTULO III

CALCULO DA_FUNgio DE MOBIUS E UM TEOREMA DE REPRESENTAGEO DE = -

VL, A). -

'Nesté capitulo daremos um procedimehto simples ipéra _
'se calcular a fungﬁolde Mdbius de um reticulado digﬁrib#tivo.r
finito._Veremos tamban que todo anél de valorizégéq pode. ser
interpretado como o anel gerado por certas funcoes cafacﬁérig
cas, e usando esta represenﬁagéo de VL, A):obte:emos'a1Quns.

interessantes resultados.

1. CALCULO DA FUNCRO DE MOBIUS

Neste paragrafo daremos uma formula, que nos ajuda
rd no calculo da fungdo de M8bius de gualquer reticulado dis-
tributivo finito. Comecemos mostrando alguns rvesultados G-

teis nesta direcgao.

1.1. PROPOSICAO

A fungao de Mgbius de gualguer intervalo[ X, Vv ] de

(P,<) & igual a funcio de Mobius de P restrita a [ x,v 1.

' DEMONSTRACEO: Se t, v ¢ [x,y] entdo p(ty v) =

E Up(t;a) = utxry.l(t'v"“

x<t<adviy



. e B3 -

1.2. PROPQSICAC

_Sejam'_(P,i) e (Q,<) conjﬁnﬁoé parcia?menté orde~

ﬁados e'ﬁinitos; A funcao de Mobius de P x Q & dada por: .
Mpg LOpopde (Vpoyp) = up Gy yy) e g Bey0wn) s ¥y, yye oo

Xgr ¥y £ Q

DEMONSTRACAO: - Seja 1 [(xl,xz),(yl,y211=-uP(xl,yl).PQ(32,yé)
.Vxl,ylg,P e X5y ¥, €0. Mostremos'que P = Moo’ isto é,.'gge-
w*CPxQ(X'Y) f G(X,y) = ngQ ¥ (x,¥) . Provaremos somente que.

$§CPXQ(x,y) =8{x,y), pois a demonstragéo_que'cPXQ XYY =

= §(x,y), & inteiramenle anidloga.

Seja X = (xl, x2) e vy = (yl, Yz) dois elementos

guaisquer de PxQ e t = (u,v)e PxQ, entdo temos:

U Bpg r¥) = ey bay) VIEIBIETT S iy ey P OE) S

= F uP(xl,k). ) {Kz;V)

(xy2)keyy (x, <) vy, Yo

1l se Xq = ¥y € Xy = Yoy igto e, se x = vy =8 (x,v)

0 se Xy # vy ou %, 7 Yy isto &, se X # vy
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1.3. COROLARIO

Sejam (Pl,i), -——, (Pn,j] conjuntos parcialmente

ordenados e finitos. Entao:

B

_ UP (Xlr Yl)-""_'- uP (x rYn) .

1 n &

DEMONSTRACEO: Por inducio. .,

1.4, COROLARIO

(Principio da exclusao-inclusao) .Seja P a dlgebra
Booleana de todos og subconjuntos do conjunto finito
Z{al,—-n,an }. Entao para ¥X, Y€ P com X<y (istd TS KQ;Y),

n(y)-n{x)

u (X, Y} = (-1) , onde n(X) denota o ni

mero de elementos do conjunto X.

DEMONSTRACAO: Se a cada Xe P associamos a n-upla

(xy,===¢x ) tal que x;=l se a,€P ex, =0 se a & P,
vemos entdo que P & isomorfo ao produto carte-
ziano de {0,1} n vezes. Sejam X =(xy,-==yx ) e YE(y,,=--,y)

-

em P com X<Y¥ isto &, XgY)} logo x.<y;s ¥i, portantc:

H{X,Y) = U[(xla'""rxn) ' (er o--rYn)] I“ U(‘Xlryl) i (xnrYn)=

n{Y)-n{X)

(-1} , pois os fatores deste produto sac somente
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1 ou -1, e eles valem -1 apenas quando X, =0e Yi =1, isto

&, a,€Y - X.,

i
Agora estamos aptos a caleular u{x, y) para ¥x,ve L,
onde L & um reticulado distributivo finito. Comecemos definin
do para cada a L o operador K (a) z'Vai.' Vemos que X é:ﬁm
oayra
a, atomo S
-1 i

operador de_iﬁterior pois:

(a) Kla) = Vaii < a

a.<a
A .
a -
4 atomo

(b) se a<b entdo gualquer Atomo ay _com a;<a nbs temos
que a,;<b entao K{a)<K(b)

» Mmas se a;,<a e a; & um dtomo isto impli

(¢) K(K(a)) = Vay
| a;<K{a)
'ai_atomo
ca a.,<K{a) entac K(K(a))>K(a), mas por {a) sabemos que

i
K{K(a))<K(a) logo K(K{(a)) = K(a), portanto realmente XK & um

operador de interior.

Tendo em mente o Corolario-II.3.4., consideremos o re

we

ticulado quociente de I, por K (L/ Vi), Seja X = {a; a e
K

um atomo de L } e 6300, y, n) @a algebra Booleana das partes

de X. Notamos que ¢ : L, » P(X) definida por @(a} =

='{al,——-,aﬁ} onde a = K(a) = y" , € um isomorfismo.Por-
i=1
a;<a

ay atomo



tanto, L/ & isomorfo a uma algebra Booleana, entdo poderemos,
K

quando for necessario, lancar mio do Coroldrio-III-1.3 para

calcular ufa,b), ¥%a ., bé.L/ .
K

Para calcular ypi{x,y) basta, pela Proposigéo-III.l.l;
considerarmos a restrigab'de nal X,y 1, entdo, no intervalo
.['x,y 1 x passa a ser o zero e os.elémentos que cobrem x tor

nam-se Adtomos. Entdo pelo Coroldrio-III.3,4 temos:

U(XIY') =  -Ex‘:t.(iy} H(t:Y) = - zv(zx<t(iy) u‘{t;.}’)) .
= Rit)=v '

Seja W _ = u /T, , se R{yv)<y entdao u_(v,y) = 0 para
] /K . o} _ -

¥v, logo v(x,y)‘= 0. J& se Kiy) =y o.orre o seguinte:

- Ev(gx<t(<y) M

K{t)=v

L ) e ey (oY) enV)
(t,y)}.ﬂ .EV uo(v,y) = Zv( 1) =

n{y) -
=~E§i§) (‘}1 ] (-l)n(Y) h. Por outre lado temos que

n{y) . -
(l+(_1))n(y) = ¥ Eig) h ) ln(y).("l)h(y} h entao

n(y) o (-« 1 (y) ) =
0 = (0 ) RS P LA Uh ) =12 g0

0 = (“l)n(y) ~u{x,y), entac upix,y) = (_l)n(y).

Portanto, cencluimos pelo que fol felto que:
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L H{%,¥) =0 se K(y)<y, isto &, se y ndo for o supremo dos e-
_lementos'que cohrgm' x:_e u(i,Y) = {fl)n‘_se y'é 0 supremo

de n elementos. gque cobrem x.

1.4. OBSERVACRO

A fﬁﬁgée de M8bius classica u(n)'.é‘defiﬁida=comQ‘
('-i)'k se n & o produto de k primos distintos e_'O- em ca- -
dé contrario. Esté férmula podé serICOnsiderada ébmo,'umﬁ caso
particuiar da defiﬁigao de fungib de Mﬁbius'daéé:no caﬁitﬁid—_

' II. De fato, definamos emi%J a seguinte relagdo de ordem:. .

a<b em ﬁU<=§ a/b (a divide b} . Vemos que (Fﬁ,i) e
localmente finito, avb.# m.m.c¢ {a,b} é aAbjx red. {a,p} ,
portaﬁto 0y ,V,A) & um reticuiado distributivo localnentie.

. finito, entao se definirmos un) = ufo,n) temos gque: u(n) =
= ulo,n) =0 8Se n nio & supremo de primos distintos (que sao
atomos) abaixo de n cobrindo 0 e g(n) = (-l}k se n & o
supremo de k primes distintos cobrindo 0, isﬁo &,

n = Ppy.7". P com Py primo, portanto realmante a definin‘
caoc de fungao de M8bius dada no capitulo-II generaliza a defl-

nicdo classica em teoria dos nimeros. ,

2. UMA REPRESENTACAC D8 VI(L, A).

Veremos neste pardgrafo que se X: K ——> I, & un mo
nomorfismo entre reticulados distributives finitos, entao A in

> (v{L),A}.

o o
duz um moncomorfismo A : {V{K),A)
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Daremos_também, uma representagao de V{L, A) como um anel ge- .
rado por fun¢ao caracterlsticas. Iniciamos.a nossa tarefa com .

a importantelproposigéo seqguinte.
2.1, PROPOSICAQ
Sejam K, L reticulados distributivos finitos e con

\ '. . PR i o . s .-..- : . e
sideremos um monomorfisme A: K —> L. Entao a aplicagao- A
_ . .

induzida por A dada por  A® : V(R, A) —> V(L, A) com
e o ' _en L . - SR
.l (Ei=1 a, Ixi + M(K,_A)) = Eiwl a; Il(xt) + M{L,_A),.e tam |

L

bém um monomorfismo.

DEMONSTRACAG: Seja pe P(L) (conjunto dos V-irredutiveis de

L), entao A-lﬁb) E_Um filtro primo de K, e como K & fini—.
to entao éle & gerado por um certo QE‘P{K) {conjunto dos V-ix
. rédutiveis de K). cho‘esté bem definida a fungao ¢ : P(L)y —>
J— P(X) dada por: ¢(p) = &Hke K; M{k)>p) = g, onde [q) =
Ay |

Mostremos agora que (b é sobre. Com esze propdsito

vamos dividir a demonstracao em dois casos:

(i) se Al@meP(l), com g em P{R), e {(ii) se A(qg)} & P(1L), com
q em P(X).
(1) se A{g)e P(L) tomemos p = A(g) e mostremos gue  O{p)=q.

Isto & verdade pois: A(k) > x{q) <=> A{k)v Alg) =i{k) <=>
<=> Xlkvg) = A(k) ;;Qij§> kvg = k <=> k>q, logo dp) = O ()=
1-1

= AMkeR; A(k) > Ala)) = g.



{i1) se A& P(L) entdo Alg) = vt P, , Mostremos que exis

i:l 1

'te,i} 1<i<n tai qﬁe: h(k)ipi implica kzq'ler'absurdo, supo

_nahmos que;ex?stam._kl,——m,kn em K tais_que: l(kiJzPi-'e‘;:‘.
kiig,'para ¥i, temos entdo:

n v _ o n o r

_Mvizl kgd = Vi Aky) 2 Vi g py = da)

logo como A& 1-1 ocorre que v?zl'kizq,-e_como' qe P(K) isto .
acarreta qjﬁi para algum i, o que & absurdo, Portanto, tcmg
moé um iO tal que A(k)zpi implique k>q, para Vke XK, e
vemos imediatamente'que ¢(p )2q. Logd' & & sobre.’

Seja le WYEP(K),

homomorfismo, definido na base de YTW;”fK)fAJ por: A (D ) =

ﬂIP(L AV o seQuinte

L]
=1 b . Vemos que A® & 1-1 poiss: se D # D temos

P g q
dl{pi=a 1 2
que gy e qys € Como ¢ & sobre existem P e pzﬁ P{T) tais

que ¢(pl) =gy © ¢(p2) = dgy entao resulta imediatamente que

T L]
Ay £2% ().
q; d,

Temns agora o seguinte diagramas:

. & onde  h,s sac os iso-
h (h“;:> 5 morfismos dado pelo
l Toorema-II.2.4.

{YﬂjP(K),A) T £/ (v (L), 2)

]
Ae



- L)
Tomemos AT = s 1 o A\¥ o h: V{K, 2A)

> V(L, A).
Vemos que A® & isomorfismo como composta de monomorfismos,

Mostremos que Ae(Ix + M(K, A)) =1

vyt M (L, A),_mas isto &

verdade pois:

. ; . . ] h y K lel .'
I, +M({X, a) = Eqix D .+.M(K,.A) > Eq<x D 5
a8 gl | N | |

S EQiX \ (Ep : Dp.) | > qu_x . (}:p _ Dp) + M(,L’A) ()
ge B(K) ¢Wﬂ“q | ' q&P(K)¢(p%q.
pe P(L) -

- Por outro lado I + M(L,A) = E D, * M{L, A) (II).

p<A (X)I
peP(L)

X (x)

Queremos pfbvar que os elementos gue ocorrem em (I) e (IT) sﬁd
os mesmos"mas isso & realmente verdade; pois se Dp & uma par
cela de (I)' temos que ¢g<x entdo A({q)<A(x) e como O(p) = q =
= A (ke X; Xx{k)>p), isto acarreta A{¢)>p entdo A(X)>p, por-
tanto Dp ocorre como parcela em (II), Reciprocamente, se Dp

é uma parcela de (II) entao p<i{x), com x em X, logo

g = ¢(p)<x entao Dp ocorre como parcela em (I}, portanto

J\e(Ix + M{K, A)) = Il(x) + M(L, A), e mals geralmente para qual

quer Z?_l a; Ix + M{K, A) € V(R, A} nds temos que:
“1 ' _ .

aiae(Ix + M{X, A)) =

1 i

@ N _ N
A.(zi=1 a; I, MK, A)) = I,

i



n -,
=Ly 2y L) ? M(L, A), que & justamente o gue queriamos
N 3

provar. .

2.2. COROLARIO

Sejam Bl,-J-,Br elementos de um'feticuladq diétri
butivo L. Se Eixl a; By =.0 (# 0) em V(L, A) seja' M o sub
reticulado finito gerado por’ By ,~==,B_ entfo '

r _ . .
E.=1 a; Bi f O(%IO) em V(M,.A).

. — . . r . ;
DEMONSTRACAO: Suponhamos que em V{L, A), zk=l ak Bk = 0({#£ 0)}.
Da construcio do anel de valorizagdo resulta gue T, @ B &
uma combinagdo linear de elementos da forma C, v D,+C.AD,-C,-D,,
. ' . : . A 1 1 1 1 1
C; e D€L (se L a B # 0, entdo nao & combinacdo linear dos

C, e Di)' Seja N o subreticulado finito gerado por todos os

i

By, C; e D,, logo em VN, A) temos que Iy & By = 0 (# 0).

Mas como N & finito e MCN entao i€, vV{M, A) > V(N,A)

dada por i® (Ix + MM, AY) = IX + M(N, A), temos pela propo:

= . 8 .
sicao acima que i~ & monomorfismo logo I, a, B, = 0(# 0) en

il

VM, A) <=> Ek a, Bk 0{(¢ 0) em VN, A) <= Ek ay Bk = O(#'O)
em V(L, A).,

Nossos prdximos passos serao dados no sentido de re-
presentarmos V(L, A) por um ansl formado de funcoes caracteri

cas. Com esse propdsito seja L um reticulado distributivo



formado por subconjuntos de um conjunto X. Para cada A, em L.

i
seja ¢, 3 X —> (A,+,.) dada por ¢ (x)'= 1 se x€A
Ai Ai i.
0 ?.e' X & Ay
Seja S(L, A) = { T{_, a, C, , A€ L, a,€¢ A }. Defi~

nimos em S(L, A) uma soma e um produto, do seguinte modo:

G a o+t . a'c )(x) =
(En a, C talC j(x) = 7 a, ¢, (x) g a‘.C' (x)
AL s e VO S W i=1 %1 At Mi=l %1 oTAL

Resulta imediatamente que (s, A) ,+,.) & um anel,o

qual_ chax.naremos de anel das 'fungées simples geradb sobre (A,?F,.).
pelaslfuthes ca:acéeri#tiéas de elementos em L. |

" Tendo em mente ¢gue qualquer reticulado distributivo.

& isomorfo a um reticuladeo distributivo formado por subconjun-

tos de um conjuntc X, eﬁtao o teorema seguinte estabelece um

isomorfismo de V{I., A) em S(L, A), para qualguer reticulado

distributivo L.

2.3, TEOREMA (Geissingex [ 4 ])

Seja L wum reticulado de subconjuntos de um conjun-

to X, entao (V(L, BA), +, ., ) = (S(L, A),+,.).

DEMONSTRAGCAQ: Seja ¢ : L ~——> S(L) dada por: ¢(a) = C,.
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- -3 i \NB) = rnn = =
0. ? valorizggaé pois ¢{AUB) + ¢ (ANB) CAUB + Canp = Cp CB_

=¢n) + ¢(BY, O preserva o produto porque ¢ (A.B) = Canp

Cp o Cp = ¢(A)}_¢(B§: entio yemcsfimediatamente que ¢ se ex- -

| S . o _ : . B
tende a um honomorfismo linear ¢ : V{L) —> S(L) dado por:

- n. | ' - _' _“ n ' _ n' o L _;_‘ _
& (Ei=l a; A, + M{L, g)) = zi=l ay ¢(Ai) = Fi.1 8§ CAif'EfObVlQ |

¢ & sobre, resta-nos ver que ela & 1-1, isto &, se',E?; ca, C. =0
- . - . : i . . lﬁdl i Ai -

. no o ‘
quergmos provar que Li=l a;, By = 0 em V{L).

Seja ‘M o subreticulado finito gerado por Al,uﬂu,ah

entdo & suficiente provarmos que V{M, A)SS(M, A); pois se isto

ocorrer temos que 22=1 a; C, = 0 em VM, A); logo peld Coro
. i -

. I n ' _ : P
lario~IIT.2.2. ziﬂl a; Ai = 0 em VL, A) e entao ¢ g 1-1.

Resta-nos ver somente que V(M, A)=S{M, A}, mas isto & verdade
pois se B & V-irredutivel seja B° elemento maximal de M pro=
priamente contido em B, se x¢ B-B° entdo x &N para qualquer

Ae M com A D B, porque se x pertencesse a Ae M com A D B,

- . - . . O
se considerassemo BO AR, teriamos gue xchnB e xEEBQ logo B ;?
Jg B?UA B=B, e como B® & maximal ocorre que B = B°%UA B com

BD#B a ARB ¥ B, o que nos leva a um absurdo, pois B & v-irredutivel.

Vemos agora que CB & linearmente independente de Cﬁ,

para qualquer A nao vazio em M com AP B pols: se a CA+
+ b CB = 0, seja x€B - BO logo xﬁﬁh,_entao a CA(K) + b CB(x)=

= b CB(X) = b =0, e comc A nao 2 vazio concluimos também que



Finalmente, vejamos que o0s CB,‘com- BeEP(M)(conjunw

. to dos V- irredutivois de M) sao llnearmenfe 1ndeoendentes. Se—- o

:ja {Bl,"——,B '} C P (M); tomando Br como um elemento max1mal

desse conjunto, entdo Bi Q Br se- i#r, consiﬁérando x € B -

O - . -
B, temos que c_ ¢ Bi para %i # r, logo se by Cy i . +

_ i _

+ br CB- = 0 entao bl CB (xr) +—--—-_I-br CB (xr) :_p e isto_acag

. r . 1 _ T B . . .
reta b= 0. Repetindolo argumento para {By,---,B__,} L, VEmos
' . x ) -—-. ----— = = | - . . r ax .".-.
que b, = bZ = =b__; pr = 0, portanto {CBi}iﬁl sao li-

nearmente independentes, conclulmos entic que os Cor Be P(M)
formam uma base para S(M, A).
- Vemes entdo que V{M, A) e S{M, A) tem a mesma dimen

830 pois 0os B, Be P(M) formam uma base para V{(M, A) pelo Teo

‘rema-I.36. Além disso, seja Ol .. .o VM, A) —> §{M, A) da-
v {M,A) _
por: o] (z7 a, M) = D ooa, C. . Ol & obvia-
- ‘ V(M,A) i=1l 71 i i=l i Mi VA{M,A)
mente sobre e como dim V{M,A} = dim S(M,A) <«,0] & o iso
: V(M,A) -

morfismo procurado.,

3. APLICACORES DO TFOREMA DE REPRESENTACA 20 DE GEISSINGER.

veremos neste paragrafo gue V(LI,A) pode ser isomor
fo a V(LZ,A) sem gue Ll seja isomorfo a P Calcularemos
‘JGD(X),A), onde §§%X), U,n @& o reticulado das partes de um

conjunto finitec X,
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_.nga (X,<) um conjunto parcialmente ordenado. DcX
é dito deérescenpe'se _x@.ﬁ.“g ,ye;x, com yix,'nSS temos ne-
¢essariamenteane ve D. Seja LX) = {pEx; p & aecrescente}{._'
Observamés que se' Dy Dé"L(X)'éntao ‘D UD, e DlnbzetL(X{f' 
'porﬁanto (L{X) ,U,n) é-uﬁ reticﬁladd dist;ibﬁfivo fofmado_'dé
partes de um COnjunto parcialmente 6rdenado (X,ﬁ);'Teﬁo§ Ieﬁ~

t30 o seguinte resultado.-

3.1. TEOREMA

Sedja (L{X),u n) o retiéula&o disfributivo dos éub;
"conjuntos decrescéntes do conjunto parcialmente ordénado (X;i).

ISe {B,U, N é.a algebra de Boole geradé-por (L(X),u,n) ‘entdo |
VLX), AYSV(B,A). Notamos que quaﬁdo (X,<) & finito, B se-

ra a algebra de Poole de todos os subconjuntos de X.

DEMONSTRACAO: Pelo Teorema-III.2.3,, basta prqvarmos que

S(L(X), A) = 8(B, A). Como L{X)CB, consideremos

ios s(LG), A) inclusao , 5 gada por: i{x) = x., E clarc que

i & monomorfismo. Resta-nos ver que 1 & sohre. Observamos

que C,ce Im i para qualguer A em L{X}, pois 1(CX e CA) =

- e _ m n L.
= Cy = Cyc. Se Ae B entao A = nj=l(Ui=l Aij), com Ajt_L(X)
ou R?ﬁiL{X), Logo, temos:
C, 1 =27 . C - C.n =32 e, -at . C, €
y: - =), A, . i= A . ] = AL .
Uio1 Ay 3=1 By V3o Byq i=1 “Ay izl Ay
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Im i, porque cada parcela ou fator estd na imagem de i, entdo:

n

C. = Cm 'rrj=1 CU

by =
AT

m € Im i , porque cadé fa-

(v 3=1713

tor estd na imagem de i, portanto i & o isomorfismo desejado. '

3.2, COROLARIO -

Seja L ﬁjaWX)- o reticulado distributivo das partes,
' n+l

. de um-cdnjunﬁq X com 1 elementas, entao: V(P(X),A)é

DEMONSTRACAO: Seija ‘XT={0, 1, 2,---, n-1} uma cadeia com n

elementos.
-1

|
N
ropmé-ﬁ

Temos que L{X) & igual a uma cadeia com n+l elementos
— {0, 1,--~, n-1}
; .

T

L(X) = T
—— {0, 1, 2}
—— {0, 1}
~—— {0}

cb .

n+1l

entdo pelo Exemplo-I.2.5. V{L{X), A) = (A rtee,). Como a al

gebra de Boole gerada por LI(X) & igual aJD(X), temos pelo teo

rema acima que VQP(X), A} = v(L({X), A), portanto v{Px),n =
= V(L(X), A), portanto \7q>(X), ) ;=An+l."



Vamos agora terminar o pardgrafo com uma interessan

te observacgao.

3.3. OBSERVAGRO

_Notamos que V(L;) pode ser isomorfo a V(L,) sem

que L, seja isomorfo a L,, como 0 exemplo abaixo nos mostra.

=1
Se X = ~uma cadeia com 2 elementos entio -

{0,1}

“{6} {1}

e vemos que L, = LX) ¥+ B =P(X) , pois L(X) tem trés elemen-
tos e B guatro, no entanto pelo Teorema-IIY.3.l1. V{Ll,A) =
= V{I.{X), A) = V(B, A). Esta observacgao justifica o fato de
qué os objetos na categoria dos anéis de valorizacao sejam pa
res {V(L), L), pois se eles fossem somente os V{(L), teriamos

que o funtor anel de valorizacao nao seria inijetiva.,



capiTULO 1V
LINFARIZACAQO DE ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ

 Neste capitulo-tentéremos lineérizar as élgebras de’
Lukasiewicz trivaLentés, istolé; éssociaremdé a cada &lgébré-
de Lukasiewicz trivalente A o seu Z -nddulo de valorizacao
V(a). As defihigﬁés dés operédores de pbssibiiiaade fV).e'ne—'
céssidéde (4), de negégﬁo e de implicagao dé Lukasiewicz dauz
daé'em A, serao extendidos'para v{(a). Quando A for finito{
‘obteremos-uma caracterizacao das extensées de V e A seguindo

as idéias contidas em [10].

1. DEFINICOESE PROPRIEDADES PRINCIPAIS

Neste paragrafo daremos as principais definicoes e
propriedades das algebras de lukasiewicz trivalentes. Um estu
do mais detalhado e'completo do material contido neste para-

grafo serd encontrade em [ 1], [2] e [8].

1.1, DEFINICRO
seja (A, v, a) un reticulado distributivo. Se defi-

nimos sobre A uma operag¢ao unaria "~", tal que:

M1 - X = X ' (M2) ~ {(xvy) = ~XaA~Y, Cchamaremos o

sistema (R, v, &, ~) de um reticulado de De Morgan. Se a o



peracao unaria  também verificar a condicac (K) xa - X2y vy,

diremos que (A, v, &, «} & um reticulado de Xleene.

1.2. DEFINIGAO

Uma algebra de Lukasiewicz trivalente & um sistema
| {(p, u, 2, v, Ay ~, V } tal que (&, u, z, V,a, ~) & uma al-
gebra de Kleene com zero {(z) e um (u), e ¥ & um operador und-

| rio definido sobre A, que satigfaz os sequintes axiomas:
(Ly) Vixay)<VxaVy | (LZ) AN =;
(L3_),:m-.x = . %v Ux

Seja B(A) © conjunto dos elementos Booleancs de A,
“isto &, B(A) = {xe A; i- x€A tal que Xv - X =u e’
Ra-x=gz}, Por [1], sabemos que uma Algebra de Lukasiewlcz tri

'valente- tem as seguintes propricdades:
(L} Vixay) = Vx,aVy (Lg) Vixvy) = Vx v Vy

(Lg) x < Ux (L7) UAD¢

-

%

(LB) Ux = x se e 50 se xa B(A)

(Lg) vz

Il
N
il

Vu. = (Llo

(L;;) se definimos Ax = max {be B{(A}; b<x} entao x<y <=>

) Vx = min {b¢& B(A); x<b}



Ax < Ay e Vx < Vy (principioc de determinacao de Moisil )

Vamos agora enunciar um teorema que nos sera util no
paragrafo sequinte:
1.3. TEOREMA([2 ])

Consideremos um sistema (A, u, 2z, V,a, ~, V, A), on-

de“fA,-u, Z, v,A ) & um reticulado distributivo com zero (z)

é_um.(ﬁ); Alémldissé,'v . Ai;f—ﬁ A  satisfaz as seguintes con-
digaés;' - |
(1) Vz = 2 ' ' {2 Vixvy) = Vx v Vy
{(2) ?(xny) = VX & vy - (4) 3:Yx
S sy vk = vk (6) Vxe B(A).
Dualmente, A:: A -——> A sgatisfaz as sequintés condi-
'95e$:
(L") ﬁu'=.u (2') Al{xvy) = Ax v Ay
(3'} Alxay) = Ax A Ay (4') Az<x
(57) AAx = Ax (6') Axe B{(A)

(M) se Ax = Ay e Vx = Vy entdo x =y

Se definimos . x = {-Ax ax)v - V¥, entao o sistema



(A, u, 2, v, A, ~, V) & uma algebra de lLukasiewicz trivalen~-
te. Reciprocamente, seja (A, u, z; Vv, 4,Y ) uma agebra de Lu-
kasiewicz trivalente, se definimos Ax = ~ ¢ (~x), ent3o o sis-
 tema (A, u, x, V;A.;f-, A,V ) & tal que, (A, u, 2, v,A) é um
reticuladp distfibﬁtivo com 2ero.e um, aldm disso vale (1}-(6),

(LM=(6") e (M).,

Numa élgebpa de Lukésiewicz trivalente &, podemos
definir uma implicaggo chamada de implicacao fraéa, dada por:
q-bwhé-b = ?(r:aj vbh., Se.todo elemento de A tem complemen=~
“td, a implicagaé fraca coincide conm a implicacgao da 1dgica
"classica. Definimos a implicaggo de Lukasiewicz "D——> " em

A, do_seguiﬁte nodo (Ver [ 8 ]}:'
ay—>b = (a > b) A(~br—>~a) ={V(~alvb|a [v(b)v~a]

2. O ANEL DE VALORIZACAO DE UMA ALGEBRA DE LUKASIEWICZ TRIVA-

LENTE.

Neste parégrafoatentaremos extender as definicoes de
v, 6; ~ e-)Q?—> para © anel V(A), e estudaremos témbém
algumas propriedades dessas extensoes. Obteremos uma caracteri
zacdo das extensces dos operadores V e A, Para facilitar a re
dagao, consideraremos em todo esse parigrafo AQV(A}, identi

ficando T com T + M({A).
® X

Seja A uma algebra de Lukasiewicz trivalente. Como



V: A —> A (4 A —> A) & um homomorfismo de reticulados,
pela Preposicio-I.1.4. sabemos .que ele 'se extende a um homomor
 fismo de ,a'né'is 'i?'i: -‘IA)\ —?—>'V'(A) ( 3 :v(a) de'f-in‘ido por:

- n Ax)

= : = n
VT o i) et x;) =L,

_J.“*l i

cy V(Xi) (ﬁ(zi 1 i Xy

' As principais propriedades de ¥ e K, estdo resu-
midas na seguinte proposigéo.
2.1. PROPOSIGEO

seja ¥ : v(A) —> V(a) dada por: V(Zi %) =

= I. cC ‘?xi. V satisfaz as seguintes propriedades:

i i

(a) ¥V & linear g (b} se xe€ A’w> 53{?1&

(¢) 7z =2z e Vu = u (d} f?"(f.;;;g) = Jf.,7g, ¥f,9e V(3)

(e) Vx>x, se =xeA (Y V"=V

(g} ¥x & Booleano, pc—ira (h) Vf =f<=> £€ImV
Yxe A '

(1) e(V£) = e(f) : (3) feIm 7V = 1{f)e Im V.
Dualmente, seja A : V(A) -——> V(A) definida por:

Q(Ei ey xi) = }Zi 4 ﬂxi). A satisfaz (Ia)—(d), (£)~(3), e ainda:

(e') Ax <x, para ¥x€ A,

DEMONSTRACAO: (a) V & linear, pois se f = L, o x; @

g=1I, ¢! x; entao T (f+g) = V(Z, (cy+ef)m;) = I {cy4ef) Vxy =



= I, ¢ X, + Zi ci X, = Ve +_§g. Se ke Z entdo _§(g.f) =

= V(Zik cy xi) f Eik o in =k Ei’ci in = k.Vf,
(b) se x€ A entdo Vx = VxeA -

() ¥z=Vz=2z e Vu="%u=nu

A ¥y, decorre imediata

d—

_ menté que ﬁ(f,Ag) = ﬁf,A Vg -
(e) Vx = Vx>=x, ¥Re A
(f) seja .f_ﬂ_zi ci x; €V(n), eptao:_ 7 V(£) = V(Zi_ci in) =

=X e, VVxy = I, 0 Vx; = Vf, portanto ¥ Uf = V£, ¥£eV(a)

<3

fl
<31
’

logo

(g) ¥x = Vx que & Booleano para todo X em A

(h) se V£ = £, & claro que f€ Im V. Reciprocamente, se fe ImV,

entdo existe g em V(A) tal que Vg = £, logo:

(i) e(VE) = e(f; ¢ V) = I, ¢; = e(f) pois O # Vx.€ A, Vi

() seja f€Im 7, T(f) = e(f) (u+z)~f entido V(T(f)) =



feIn 7

= ¢ (£) (utz) - VL) e (f) (u+z2) - f=1(f), portanto por
¥

(h) T{fY€ Im 7.

Mostramos de modo inteiramente anilogo que A& tambémn -

satisfaz estas propriedades.,

Provaremos agora que a imagem do operador 7(3) aiir)da
€ um anel de valoi:iz_agéio. de um subreticulado distributiiro de A,

mais precisamente, o anel de valorizagao de B(A).

2.2. DROPOSICAO

Seja A uma‘élgebra de Lukaslewicz trivalenté. Consi
deremos ¥ : V(A) —> V(A) (& : V(A) —> V(a)) definida por:
?(Ei _ci‘xi)_m Ei- ci_in(A(E'i ¢, xi) = E.i c, Xy Axi). Entao

Im V = \‘?(I.mV) I(Im.E = vV(ImA)).

DEMONSTRACAO: Mostremos primeiramente que Im 7 ¢ v(ImV ), De

De fato, se f€Im 7 entdo £ = Uf = Ei Ci ine.vxmnv } pois

cada Vx € ImV, portanto ImV € V{ImV) (I).

Reciprocamente, se feV(ImV) entio £ = I, €4 Xy
xi&.ImV
c, VX, ——-
i i

x.€ ImV , logo Vf = I Zi c, X, = f, portanto

i i

i

V(Im V) C Im ¥ (II).

De (I} e (IT) temos que V{Im¥Y) = Im V. Analogamente,

mostramos que V(ImA) = Im A.,



| Tghtaremds caracterizar V(2), sequindo as idéias con
.. tidas:em - [10], em termos daéiprOpriédédes (a) ~ (£} (ta) -(a),
igﬁ;(f)), dadas pela Proposiggé-Ivfz.;. Farémos-a'caracteriza;_.__
cdo de T(A), déium ponto de viéta maié geral, qé_éqofadi com |

a seguinte definicao. -

2.3. DEFINIGEO

Seja A uma Algebra de Lukasiewicz trivalente, Uma,.
funcdo  §: V(A) —> V(¥ (p)), onde w(A)‘é'um-shbretiéulaéd

_6é A,.é'dita um operador linear de passibilidade se:

| {lj ¢'é linear . (2) w(g)éé e PW)=a

(3) ¢kf_lAg) = w(f)}Awfé) (4) w(#izx,ipéra ¥x€E A
(5).¢2 =y (6) ¥{x) & Booleano, para ¥xé& A
Dualmente;_¢ : V{(a) —> v(P(A)), onde 3¢(3) é:qm sub

reticulado de A, & dita um operador linear de necessidade se

¢ satisfaz {(1)=-(3), (5)-(6) e (4') ¢x < %, para ¥x€ A.

Un exemplo importante de um operador. linear de possi-~
bilidade (necessidade) & 7 V(A).?-> V{Im V) (As V{A) ———>
— V{(ImA)).

Se A ¢& finita, pelo Coroldrio-IT.2.5., temos para

X€ A que:

1P(X) = ze(P)ﬁ E(H'J(A)) C(K:e(p})e(p) {T) ((b(}\)m



Le(pre E(d(a)) dCelP)ielp) (I')), onde E(p(a)) (E(Q(n))) &

o conjunto dos idempotentes canonicos de V(w(A)} (V{id@a))), e.
pe P' onde P' & o conjunto dos v-irredutiveis de y{a) (P(A)).

Temos entao a seguinte proposicao.

2.4, PROPOSICAO

Seja A uma dlgebra de Lukasiewicz trivalente finita.
U_m operador linear de possibilidade & caracterizado pelas se-

guintes propriedades dos coeficients c(x, e(p)):

(P1) clxvy, e(p)) + clxay), e (p)) = c(x, e(p)) + ¢l¥, e(p)),

¥x, ve A e e{ple E®(a)).

(P2) c(x-Fy.. e(p)) = clx,e(p)) + cly,elp)) e clk.x, e(p)) =

= k(x}etp)i VX, yeiA,le(p)E E((A)) e ke Z.

(P3) existe a'>x, a'€e A' tal que c(x, e(p)) = 1 se p<a' e

c(x’e(p)) = )} ge pia" ondea a' = ‘A(Ye A,: Yi}{) r Ales IJJ(A)

it

(P4} c(xay, el(p)) clx, elp)). ely, e(p)), ¥xe A, elp)€ BE(Y(A))

1

(P5) cfe(p);fe(q)) lsep=qecle{p), e{g)) = 00 s8e p#qg

]

(P6) dado xe A, existe vye A tal que clv, e(p)) - ¢c{x ,el{p)),

v el{p)e BE{(p(a)).

Dualmente, um operador linear de necessidade € caracte

rizado pelas segquintes propriedades dos coeficientes



- ??-

- d(x, elp)) :.(?l),(PZ), (pd}, (P5),(P6) e P3') existe a’<x,
“a' A’ tal que d(x, e(p)) = 1 se p<a’ e d(x,e(p)) = 0 se pda'y

'e_af = V(ye A', yi#), onde A' = ;¢(A)

DEMONSTRACAO: Seja ¥ : V(A) —> v{a') um oPerador'linear_‘dé'
possibilidade. Por (I), se xe A temos que P(x) = P
= ze(pj c(x, e(p)) e(p) Mostremos agora que ¥ satisfaz (Plyf(PG);f
De fato, como xvy + xay = x+y em V(A), temos que ¥ (xvy)+y (xay)=

= To(p) CUVY, e(®)) e®) 4T ) clxay, o)) elp) = W0 +

c(xf el(p)) e(p) + Ie(p) g(y, e(p)) e(p)f lcomOt

+ w(y)'=.ze(p) _

os elp) saoc idempotentes ortogonals, temds quer

c(xvy, e(ﬁ)} + c({xay, ef{p)) = c(x, e(p)) + ey, e(p)), porfan—

to ¢ satisfaz (Pl).

P{x+y) = I ) cl{x+y,elp)) elp) = ¢{x) + Ply) =

elp

= T C(x,.e(p)).e(p)+ Ee(p) cly, elp)) elp) entao: clx+

e({p}

+

vy, e(p)) = clx, elp)) + cly, e(p)), analogamente, de P {kx) =

k p(x), concluimos que cilkx,elp)) = k ¢(x,e(p)), portanto ¥

satisfaz (22).

Se tomarmos a' = P(x), entdo a'>y{x) e pelo Corola-
rio-Ir.2.5. decorre gue y({x) = Epiw(X) e{p), logo cix,e(p)) =
= 1 se p<ca' =p(x) e clx, e(p)) = 0, em caso contf&rio, logo ¥

satigfaz (P3)



Vemos que {P4) & uma simples consequéncia de {§ (xay)=
= Y (x}a Y(y). Como e{p) € ¥(A), entao existe a€ A tal que
p{a) = e(p), como wz = ¢ concluimos que ¢ {e(p)) =_e(p),_llog0
plelp)) = L | .

e (q)

celp), elq)) elq) = e(p) entdo clelp), elq))=
l sep=geclelp), e{lq)) = 0 em caso contrario, portanto

satisfaz (P5).

Coﬁo Y (x) & Booleano, seja 'y o coﬁplementc de p{y).
Pela Observacao-T.4.6., éabemos;que tlw(x)] =y, viy) = y.pois
G = plew] = plukz —p(x)) = p@) + p(2) ~ p’x = u + z=
- wix) = tlpx)) = y; Além. disso, t{e(p)}) = -elp), porque‘
e (p)€ Kere , pois pela Observagao-~II.2.9. sabemos que elp) &
da forma p - po, conm p, poe P' {conjunto dos v-irredutiveis

de y(A)). Entdo temos: T(p(x)) = ze(p) cl{x elp)) tlelp)) =

= Ig(p) Clxs elp)) (mel@)} =y = yly) =I_ .\ cly, el®) e (p),

portanto c¢c(x, e(p)) = ~cly, e(p)), ¥ e(p)e E(p(A)), isto &,y

satisfaz (P6).,

> V{y{A)) estid dada

Reciprocamente, se P: V(A)'
por: ¥({x) = ze(p) c(x, elp)) e(p). Além disso, ¥ satisfaz (Pl}-
={P6) ,entdo ¥ & um operador linear de'possibilidade, isto &,

satisfaz (1)-(6) da Definicao-IV.2.3. Com efeito, se f =g

entdo £ - g& M(A), isto &, £ - g = Ly ny ey vy, Ay, -x, -y, ) ,com
¢, V.€ A . € Z 3 logo: ~q) = -
Xy ¥y e n, ¢ LOYg v {f~g) Ze(p) c Ly ni(xivyi + XAy,

- %, - y;), el)) elp) =
{P2)

= Ee(p)[ Ly nylelxyvyy, elp)) + clxgayy, elp) - ¢ (x,,e(p))-



- clyy, e(p)))] elp) =

(p2) _
= 0, portanto ¥ (f) =V(g), isto & ¥ estd bem definida. Veja .

mos agora que satisfaz (1)-(6) da definigdo de Opefador de

v * x ) — " . o= 1 .
possibilidade. Sejam f Li C; X3¢ 9 Ei ci Xy entao:

(P2}

@) () = ngy ol oprelxg e () = L Ty (5 (eghe) ol

e(p))) elp) = ze@(;ci clx;, e(p))) elp) + Yo py By ©f Clxgie@)))

e(p) = V(£) + y(g). Analogamente vemos que y(kf) = ky(f).

(2) .9 (z) (23)fp<a. c(ﬁ,eip)) e (p) entao a}hz; portanto ¥ (z)=z
a'>z
- (P3) - S .
p(u) = Ep<a' clu,e(p)) elp) , entdo a'=u{ portantO'wtu).= u
a'>u

(3) De (P4) concluimos que ¢ {xay) =P (x)AP(y), entdo & imediato
aque P(Ef.,q) = Y(£) ., w(g)l

{(P3)

(4)¢M)=Eem)cm,e@ﬂ)em) = aﬁa,em)=a'ix

(5) vx = v(P(x)) = I clx, elp)) = % clx , e(p)) vle(p))=

Ze(p) e{p)

(p5) o 2
- Ee(p) elx, e(p)) elp) = ¥{x), entao & dhvio que P £ = YP£,

(6) dado }cezx, ¢(k).é.Booleano pois:

T{p(x)) = I (p) c{x, e(p)) tlelp)) = & clx, el{p)}(~e(p)) =

elp e(p)
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(P6)

= Ee(p) -~ c(x,e(p)) e(p) = Ze(p)gc(y,e(p)) e(p) = ¢ly), entdo

v(y) & o complemento de y{x).

De modo inteiramente anélogo, provamos que um operador
“linear de necessidade esta caracterizadp por (P1l}, (p2), (P3"),

(P4}, (5) e (P6).,

Vemos pelo principio de determinacdo de Moisil que se

B

) Jetx, e(p)) = cly, elp)), ¥ e(p)€ E(V(A)) entdo x =y

dlx, e(p)) = aly, e(p)), ¥ e(p)€ E(A(a))

Notamos entdo, que uma algebra de Lukasiewicz trivalen-
te finita fica determinada pelas fungSes c( , elp)), d( , e(p))
que satisfazem (P1}- (P6), (P3') e (Mfi.

Para cadé' RGJA,.témos que'-v X = (-Akﬂx)v—Vx, Extendere

mos essa negagﬁo para todo V(A), do seguinte modo:

N(f) = £ + ¢ (f) (utz) = V(f) - A(f). Entd3o N satisfaz

as seguintes propriedades

2.5. PROPOSICAC

Seja N { V(A) ——> V(B) dada por: N(f) = £ + e(£) (u+

+ z) - Vf - Af. Entdo N satisfaz as seguintes propriedades:
(N1} se fe Im V N Im A entdo W{f) = t(f)
(N2) T@(£)) = ©(&(£)) e KMU(E)) = 1(T(£))

(N3) € (N(£)) = e (f)



- 8] -

(w4) N° = 14

 DEMONSTRACAO: (N1} se fe Im ¥ 0 Im A, entio A(f) = T(f) = £,

logo NAE£) = £ + e(f) (udbz) = T(f) - A(F) = £ + e(f) (utz)—~E-F =

= e(f) (utz)-f = Tff).-

il

m2) TNE)) = T(E+e (£) (uta)= B(E) - T(E)) = FF - e(f) (utz) -

li

- Eif)% V(£) = e(f)-(u+z) ;'E(f)_z-r(ﬁ(f)). Analogamente, vemos

Coque AMN(E)) = t(V(£)),

(N3) e (N(E)) = e(f + e(F) (utz)- A(E) ~ TF)) = e(f)+2e(£)~ € (£)~

-e(f) = e(f).

(NA) NN(£) = N(£) + e(N(£)) (wz) - BON(E)) -~ Fu(E)) = £ +
St e(£) (urz) - B(E) - T(H) .+ e(6) (urz) = T(R(£)) - (F(£)) = £ +
2e (£) (u+z) - A(F) = e(f) (u+z) + R(£) =c(£) (u+tz) + V(£) = £,

Sabemos que a implicagiao de Lukasiewicz & dada em A
por: alj——> b= [ V(~a) vb]a[ V(b)) v~a). Daremos em V{(A),

um andlogo dessa definicao.
al—> b= (u+ 2 - Aa vbYa(Vhva+u+ Yb ~ Vb v Aa - V(avb)).

Temos entao a seguinte proposicgio.

2.6, PROPOSICAO (TEOREMA DA DEDUCAQ)

Se a<b entdo al}—> b =u

DEMONSTRACAO : a T-—> b =(utb-Aa vb) a{Vb va + u+Vb~VYb v Aa -

- ¥ (avb} = {(u+b=b) a (Vh+u+Vbh -Vb~Vb) = vau = u.,
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