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Resumo

(3 objetivo principal da dissertagdo & estudar o comportamento assintdtico
e alguns aspectos da distribuicdo da energia da solugdo de um Sistema
Simeétrico Hiperbdlico de equagtes diferenciais parciais associado as equacgbes
linearizadas da Magnetohidrodinamica. Para isto utilizaremos o Métedo da
Fase Fstaciondria bem como propriedades da chamada Superficie de Vaga-
rosidade. Antes porém faremos um estudo mais genérico sobre Sistemas
Simétricos Hiperbodlicos.
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Introducao

Muitos problemas de propagacic de ondas originam-se de uma situagio
de repouso, quando, a partir de um determinado instante, algum mecanismo
é acionado, provocando o surgimente de ondas e sua propagacgdo. Assim,
por exemplo, um transmissor de radio produz uma corrente elétrica em sua
antena, originando ondas eletromagnéticas que sc propagam no espaco. Da
mesma forma, quando uma perturbagio mecdnica é criada num fluido, uma
onda actstica, em geral, é produzida, a qual, propaga-se como uma onda
esférica expandindo-se com a velocidade do som no fluido. De maneira
analogo sao produzidas outros tipos de ondas tais como ondas sismicas, ondas
eletromagnéticas em cristais, ete.

Em nosso trabalho, apresentaremos alguns exemplos de equacdes que go-
vernam & geracio e propagacao desses diferentes tipos de ondas, colocando-
as sob a forma unificada de um sistema simétrico hiperbdlico de EDP, No
decorrer do trabalho, cbteremos propriedades importantes bemn como uma
expressio explicita da sclugéo desse sistema. No entanto, esta é uma si-
tuacio tipica do fato que, nio basta obter a solucdo; é preciso ter meios de
explora-la para obter informagdes relevantes na interpretagiio do fenémenos
que ela descreve. O objetivo, entao, € obter uma solug¢io aproximada que
nos permitird exibir, com clareza, o fenémeno de propagacio das ondas,



{) caso da eguagdo das ondas tridimensional
Ty = CQ&'U = G,
ilustra bem esta idéia. A solugdo v(f, ) é assintoticamente igual a [A5]:

?}m(ﬁ,x) - F(I & | ”Ctrg)’
[z
onde z =| z | § € H® e ¢ & a velocidade de propagagio da onda. v™ ¢ uma
onda divergente de perfil F' e amplitude | z |, que se propaga radialmente
com velocidade c.

A equacdo das ondas € um caso particular de uma classe de equagdes
assocladas a sistemnas ditos fortemente propagativos. Este tipo de sistema
fol estudada de um maneira bem geral por Wilcox em {W2]. No entanto,
existem equagGes pertencentes a uma classe ainda mais ampla, como por
exemplo as equagdes da magnetohidrodindmica, que estdo associadas a siste-
mas simétricos hiperbélicos que néo sio fortemente propagativos. Avila, em
[Ad], estendeu os resultados obtidos por Wilcox, para sistemas fortemente
propagativos, para ¢ caso das equagdes da magnetohidrodindmica. Uma
parte importante de nosso trabalho € apresentar ao leitor os resultados ob-
tidos por Avila no estudo do comportamento assintético e distribuicio da
energia no caso concreto das equacbes da magnetohidrodindmica.

A dissertacho propriamente dita é apresentada nos quatro primeiros
capitulos. Além desses quatro capitulos existem dols apéndices que contém
basicamente calculos usados na demonstragéo de alguns resultados do capftulo
4, O objetivo de colocar estes cdlculos em forma de apéndice foi o de facili-
tar a leitura e ndo prejudicar o desenvolvimento das idéias apresentadas no
texto, Nosso intuito é dar ao leitor, nos trés primeiros capitulos, um viséo
geral de sistemas simétricos hiperbdlicos e ao final, no capitulo 4, estudarmos
umn caso concreto da ocorréncia de tais sistemas, a saber, as equacdes da mag-
netohidrodindmica. De uma forma geral a tese estd organizada como segue.
No capitulo 1 apresentaremos exemplos de equacbes e o sistema simétrico
hiperbélico associado com as mesmas. No capitulo 2 daremos algumas im-
portantes propriedades das equacdes. No capitulo 3 resolveremos o problema
de Cauchy para o sistema apresentado no capitulo 1, com dados iniciais
numa classe conveniente e utilizaremos o chamado método da energia para
obtermos importantes propriedades da solugio do sistema. No capitulo 4 es-
tudaremos as equagbes da magnetohidrodindmica de forma bem detalhada:
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reformularemos o problema de Cauchy para o sistema associado, faremos um
estudo da superficie de vagarosidade associada, além de usarmos o chamado
método da fase estaciondria para obfermos algumas estimativas que nos serdo
muito itels no estudo do comportamento assintdtico da solugdo, encontrando
assim a solugdo aproximada; finalmente, analisaremos a distribuicio de ener-
gia e daremos & sclugio completa. No apéndice A estudaremos a extensio
dos perfls F_ usados no capitulo 4. No apéndice B demonstraremos alguns
lemas usados no capitulo 4.



Capitulo 1

Equacoes e exemplos

Consideraremos Sistemas de Equagdes Diferenciais Parcials de primeira
ordem do tipo

. du
z;(x az + ZBJ() =0, (1.1}

i=1
onde:
t € R
iz = (-Th“';xrc) € RY
w = u{f,z) é uma matriz & x 1 sobre (|
as B’s sdo matrizes k x & reals, simétricas e constantes;
E{z} € matriz k x k, simétrica e definida positiva.

A importancia de se estudar estes sisternas reside no fato de que eles mo-
delam muitos fenémenos de propagacio de ondas da Fisica cldssica. Seguem
abaixo alguns exemplos concretos de ocorréncia de sistemas do tipo (1.1):

(i) Equacio das ondas.

A equagao das ondas em trés dimensées é dada por

vy~ Av =10, onde v= v{t, Ty, 39, T3)-



Se introduzirmos u == (ug, Uy, U, ¥3) de modo que

obtemos

que é equivalente ao sistema

onde

_ v U C A
T CEm T
du 2,0 du Qu
S8~ MGt Tas T Tay)

Gu;  Jug _
F-ial ol L R
Ju 3 Ju
e 4 Y B =0,
ot g J():L'j‘
ret 0000
0 1 80 6
b= g 0 1 9
. 0 0 ¢ 1
0 -1 4 0
] G 09
By = ] 6 00
0 0 0
0 0 -1 90
g 0 6§ 0
B:=| 10 00
g0 00



0
{
By = 0
i

Lo i N e I o
fooms B s T ot
Lo S e B e B

A generalizagio no caso da equagic das ondas n-dimensional é facilmente
verificada.

(ii} As equagses de Maxwell.

- As equacdes de Maxwell no espaco vazic tém a seguinte forma {veja [Jn]):

vxE + p2 =0,

Vx H — ‘,%E = 0,

onde E e H sio os vetores campo elétrico e magnético respectivamente, ¢ e
¢ sho constantes escalares satisfazendo ey = ¢™%, ¢ a velocidade da luz.
Em melos materials, as quantidades £ e ¢ podem ser escalares {meio
isotrépice) mas geralmente sio matrizes 3 x 3 simétricas como nos cristais e
entio o melo é dito anisotrdpico. Se elas dependem da variavel espacial z o
meio é dito nfic homogéneo, caso contrario temos 0 meio homogéneo.
Em todos os casos, na auséncia de cargas e correntes aplicadas, as

equagdes de Maxwell sdo equivalenttes ao sistema

E(z~—-——+ZBJ = (,

onde

= {E,H) = {uy, ug, vz, us, ts, Ug),

Bz} =

Lom g £/]

0
H



ro0 0 00 0 07
060 00 01
006 00 —1 0
B‘“Go 00 0090
00 -1 0 00D
(01 00 0 0]
0 00 0 0 —17
00000 ¢
9 0010 O
By = 60100 ¢
000600 O
-1 0000 0]
ro 00 01 07
0 00 =1 0 0
6 60 00 0
Bs=146 10 00 0
1 00 00 O
6 00 00 0]

{iii} Magnetohidrodindmica.

A magnetohidrodinamica tem por objeto o estudo de perturbagdes ondu-
latdrias num fluide condutor de eletricidade em presenga de campos magnéticos.
As equagdes da magnetohidrodinamica constituem um importante sistema de
equactes diferenciais parciais da Fisica Matematica e que serfio objeto de um
estudo mais detalhado em nosso trabalho. Nao vamos entrar nos detalhes
de como essas equagdes sio obtidas, limitando-nos apenas a apresentéd-las (o
leitor interessado em maiores informacdes pode consultar por exemplo [C] p.
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613 e [T] p. 44). Essas equacOes sio dadas por

g+ u- Vo4 pVou =0,
pus+ a*Vp 4 plu - Viud p 2 x Vx 7 =0,

Zi+ ¥V x (2 xu) =0,

onde p ¢ a densidade de massa, u = {ug, uz, uz} € o vetor velocidade das
particulas do fluido, Z = (71, Z,, 73} é o vetor campo magnético, u € a
permeabilidade magnética e a é a velocidade do som.

Este sistema fem sohicdes constantes {pg, ug, Z5}. NOs o linearizamos
tomando

p=pots, u=u+v, Z=2s+b

Podemos tomar ug = 0 bastando, para isso, usar um sistema mdvel de coor-
denadas com velocidade ug:

S{t,2) = s{t,x + ugt).
Obiemos entio o sistemna inearizado

[ s+ pV v =0,

2
<m+%vwﬁﬁaxvxa:m

B+ VX (Zo x ) = 0,

Por conveniéncia suporemos que o campo magnético aplicado Zy esta
na dire¢io do eino z3, 1sto &, Zg = {0,0,Z3). E ébvio que podemos fazer
esta suposicao sem perda de generalidade, pois basta tomar uma rotagic
apropriada dos eixos coordenados.

Tomando u = (8, vy, v, Us, by, by, by} e multiplicando o lado esquerdo das
equagdes pela matriz

2

E = diag(£

2

Hoo, HPo, 1P, 11 1: 1)}



obtemos um sistema simétrico hiperbdlico:

3
8

onde
[ 6 pa® 00 00 O
pa® 00 0 0 0 Z
0 600 00Q O
By = ] 6 66 C0 0
{ 00000 0C
¢ 80000 O
0 Z 00600 0
[ 000 pe® 000 0]
G 0 0 000 0
pa® 0 0 0 0 0 Z
By = 0@ 6000 ¢
0 0 0 0 040 0
00 00 00 0
00 Z 000 0
6 0 0 opd 0 0 0]
i { 0 0 —Zy g 0
{ { g g 0 ~Z; 0
Bg——— ;I-CZE G i it G g 0
0 —Z 0 0 0 g 90
0 0 —Z4 & i) g 0
6 0 0 6 0 0 0]

Além destes exemplos, sistemas como {1.1) 830 encontrados em acustica,
elasticidade, equacdes das linhas de transmissio, etc. E interessante no-
tar que varios desses casos concretos realmente exibem dependéncia espa-
cial apenas no primeiro coeficiente, aquele ligado & derivada %; os demais
sendo constantes facilitam muito o tratamento de problemas que se formulam

9



para esses sistemas. Estaremos mais interessados em estudar sistemas onde
E(z) = E seja matriz constante. Isto equivale a dizer que o meio governado
por {1.1) é homogéneo.

No préximo capitulo obteremos algumas propriedades do sistema (1.1).
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Capitulo 2

Propriedades das equacoes

O sistema {1.1) com E(z) = E =constante é equivalente ao sistema

S = du
=T Ay = 2.1
o 4_:1 i5m; =B (21
J.—
onde A; = E71 By, como se vé multiplicando {1.1) & esquerda por £,
Seja p € R e 7 real. Entdo a condigho para que a fungio f{z - p— 74)
seja solucio de (2.1) € que

(rI =3 piAf =0,
3=l
isto é, T & raiz da equagdo

Plp, 7} = det(r] - iijj) = (. {2.2)

=1
A funcdo f(x - p — 7i) permanece constante nos planos - p — 71 =
constante. Como estes planos se movem com velocidade J_—}%T na direcio p,
solugdes do tipo f{z-p—71} sdo chamadas solugdes de ondas planas do sistema
{2.1}. Para cada dire¢do p existem k velocidades de propagacio nlp) onde

ipl’
71{p), ..., 7u(p) sdo as rafzes da equacio (2.2).

11



O fato de B, By,..., B, serem reais, simétricas e além disso £ ser defi-
nida positiva implica que para cada p € R,

Apy = 2 pid;
i=1

define um operader autoadjunto no espaco Cf das matrizes k x 1 sobre C,
com produto interno

(&, 7)g = £ En. (2.3)

Para verificar este fato hasta observar que

(AJ'Es "7)5: = (AJ{)”E??
= T ATEy
= E‘B;E*I”Eq
= B ET Ey
= {8

({,Am)g = £ EAm
= {"EE By
= £~ B;1.

Segue entio que as rajzes v(p) da equagio (2.2), ou seja, os autovalores de
Alp) sho todos reais e existe um conjunto ortonormal completo de autovetores
associados. Estes aulovetores podem ser escolhidos de tal modo que sejam
fungbes mensurdveis de p [W1].

Wilcox proveu que os autovalores 7{p) sio fungées continuas de p [W1],
e mais, se retirarmos de seu dominio de definigao, os pontos p, onde um ou
mais dos autovalores coincidem, entdo 7 serd uma funcio analitica [W2].

Faremos a convengio de que os autovalores que ndo se anulam identi-
camente estdo enumerados em ordem decrescente de grandeza, digamos, um
total de

12



np) 2. 2 ). (2.4)

Os k — r autovalores restantes sio identicamente nulos:

Tepa(p) = ... = me(p) = 0.

Pode acontecer que nenhum autovalor se anule identicamente e neste caso
r = k., Mas certamente r 2> 1 pois do contrario teriamos Ay = ... = 4, = {.
Os autovalores que nédo se anulam identicamente podem se anular para certos
pontos p. No entanto o conjunto dos pontos p tals que 7{p} = 0 é de medida
nula {para uma demonstracao deste resultado veja [Al], pp. 285-286).

E f4cil verificar que A{p) é matriz homogénea de grau 1. Isto implica
que se 7{p} € um autovalor de A{p) entdo ar{p} é um autovalor de A{ap).
Como consequéncia disto e de {2.4) seguem algumas propriedades importan-
tes. Uma delas é que os autovalores 7;(p) sio homogéneos positivos de grau

L:
rilap) = or;lp), ae20  F=1..,k

Para provar este fato basta observar gque multiplicando (2.4) por a > 0
obtemos

ati{p) 2 ... 2 an{p),

que sabemos serem os autovalores de A{ap). No entanto, também sabemos
que os autovalores de A{ap)} podem ser enumerados como segue:

| mi{ap) 2 ... 2 n{op)
Portanto,

7y (P) = T’lfﬁ'p), et ,Q"}’,.(p) = Tr((,}'p)‘

Uma outra propriedade € que os conjuntos

{Tl (?})a feey T?(p)} € {"‘3’"1(‘?3), T r_TT(““'p)}

coincidem para todo p e vale

13



i{p) = ~Tenl—p}, F=1,...,rm

Para provar isto observemos que A{—p) = —~A{p). Logo —7(p) é autovalor
de A{—p). Multiplicando {2.4) por —1 obtemos

—~n(p) £... £ —n{p),

que sabermos serem os autovalores de A(—p). No entanto, também sabemos
que os autovalores de A(—~p) podem ser enumerados como segue:

n(=p) 2 ... 2 n(-p).

Portanto,

_"Ti(“}!}) = T,(p), T #‘T?("'p) =7 (p)

Notemos que, se essas raizes nunca se anularem, entio seu nimero v seré
par, com r/2 rafzes estritamente positivas e r/2 raizes estritamente negativas

(veja [W1] e [L], pp. 178-182).

Vamos agora ilustrar algumas das idéias desenvolvidas aqui retomando
exemplos do capitulo 1.

No caso da equacio das ondas a equagio (2.2) nos dé
2
M olplfrt =0

Temuos entao duas raizes que se anulam identicamente, uma raiz estritamente
negativa 7(p) = —c | p | e uma raiz estritamente positiva 7{p) =c|pl E
facil verificar também que a velocidade de propagacdo é constante e igual a
¢ em qualquer direcdo p.

Nas equacdes de Maxwell {veja [Al], p. 297), vamos considerar ¢ caso

de propagagio de ondas em cristals, onde x é um muiltiplo da identidade:
p = pgl. Uma rotagdo dos eixos coordenados reduz ¢ a uma forma diagonal:

14



Eutio a equagio (2.2} nos da

Pp, 7y = 7r" — $(p)7® + | p ¥(p)] = 0,
onde

¢y} = F(ph + i) + A(p? + p) + At + pl),
¢(p) = chdpt + ddip} + cfcipl,

e = 1/pge;,  1=1,2,3

Temos entio duas ralzes que se anulam identicamente, duas raizes estrita-
mente positivas e duas estritamente negativas. Quando ¢; 2 ¢ > 3, a8 raizes
positivas {negativas) tomam o mesmo valor se e somente se ¢*(p} = 4py{p},
isto €, se e 30 se
pa=0 e (f —e3)ps = (] —eahpi.

Isto significa que existe uma dnica dire¢io we—o chamado eixo dtico do
cristal—tal que 77(wp} = To{wp}. Ao mesmo tempo nods temos, para as raizes
negativas, ra{—wp) = Ty{—wy}.

A propagacdo de ondas eletromagnéticas no espago vazio é um caso par-
ticular do exemplo anterior, Sua equagao caracteristica é dada por

; 2_; 4
Plp,r)=rrt =28 p '+ & p Y] = 0.

Segue gue existern duas raizes identicamente nulas, duas raizes estritamente

positivas 7(p} = ¢ | p | e duas raizes estritamente negativas r(p) = —c|p|

Como na equaglo das ondas a velocidade de propagagdo é constante em
todas a diregbes.

As equacdes da magnetchidrodinémica nos dao o polindémio caracteristico

{veja [Ad], p. 36)
{72 — 74(p)* 7% = 7o (p))F — - ()7),

15



onde

A= —'%"1 7'.‘1(37) - Ajﬁ‘:s-,
i 5 < —\ 1 {2.5)
p) = s (48 + e p (A7 4 e p T =422 5 P

Entéo as ralzes do polindmio caracteristico sao

T=0, 7=2r(p), 7=iHralp), 7=£r_(p) (2.6)

A primeira destas raizes se anula identicamente, a segunda e a terceira se
anulam somente para p = 0 e as quatro restantes se anulam para p no plano
py = 0 que é evidentemente um conjunto de medida nula no R
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Capitulo 3

Resolucao do problema de
Cauchy

3.1 Introducgao

Neste capitulo resolveremos o problema de Cauchy para o sistema (2.1)
através do uso da transformada de Fourier provando a existéncia da solucio.
Posteriormente utilizaremos ¢ chamado métode da energia para mostrar que
o problema £ bem posto no sentido de Hadamard, isto €, para dados iniciais
numa certa classe existe uma Unica solugdo numa certa classe; além disso a
solugdo depende continuamente dos dados iniciais. Ao final estenderemos a
soluclio para uma classe de fungdes mais ampla. Cometeremos um pequeno
abuso de notagiio escrevendo

J € C a0 invés de f € [CP(RM,
01
u € 0™ aoinvés de w € fC’m(fE“H)]k,

o mesmo ocorrendo com outros espagos de fungdo tals como § ou Ls.



3.2 Existéncia da solugao

As férmulas basicas que enunciaremos abaixo se aplicam diretamente as
funcbes do espaco de Schwartz 8, isto é, fungbes f € ™ tais que, junta-
mente com suas derivadas de todas as ordens, tendem a zero, com | z [— oo,
mais rapidamente que qualquer poténcia negativa de | z | Comos estamos
micialmente interessados em solugdes de suporte compacto, vamos restringir
nossos dados iniciais ao espago C5° que, como S, é denso em Ly. E claro que
feC& implica f € §. Entdo a transiormada de Fourier de f é dada por

fipy = (2m)"™2 | e =P fl2)d.

foy=@n)™ [ e f(a)da.
A funcio [ é obtida de f pela férmula inversa

fay = (@) [ e fip)dp

Uma das vantagens do uso da Transformada de Fourier € que ela trans-
forma a derivagio em relagio a z; em multiplicagdio por ip;. Assim se G{¢, p)
é a transformada de u{f, 2}, o sistema (2.1) transforma-se am

t, + A {p)li =0 (3.1)

onde

;ﬁ“(p) = Z p_?-;‘f&j.
gud

A condicio inical w(0,2) = f(z) transforma-se em 4(0,p) = f(p). Seja
{v;(p)} um conjunto ortonormal completo de autovetores de A(p) associado
acs autovalores 7;{p}. Tomemos

@t p) = Glt,p) - o5(p) e fi(p) = f(p) - vilp).

Entdo a equagio (3.1} nos dé, através do produte escalar por v,;{(p},

dqu; . .
—5? + 13 {p}i;(p) = 0.

18



A solugio desta equagio que satisfaz a condigio inidal #,(0, p}

U;(t,p) = fi(p)e™ PN

Segue entio que

Find

a(t, ) -—-Z (p)e™ ™0y (p).

Tomando a transformada inversa na dltima expressio obtemos

wlt,z) = (27)"? ]R e ra(1, p)dp.

Portanto

u(t, o) = %J*”"“z [ Tty )y

= fi(p) é

(3.2)

0O procedimento usado para chegarmos 3 expressio (3.2} é puramente
formal e carece de justificativa. Todavia, é mais facil verificar diretamente
que (3.2) é uma solugho do problema de Cauchy como faremos no seguinte

feoremas

Teorema 3.1 (Existéncia da solugo} O problema de Cauchy para
¢ sistema (2.1} com dado inicial f € CE tem uma solugdo u € O™ dada

pela ezpressde (32.2).

Prova. Lembremos que [ € C§° implica f € 8. Logo, existemm &€ N e

uma constante positiva Oy tais que

C
I ( ) ]*-‘-« 1 e
(1+1pl)
Também sabemos que as fungdes v;{p) sdo mensurdveis com | vi{p) = 1.

Portanto o integrando em (3.2) é majorado por

Com
I+ {2 1y
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e isto prova que a integral em {3.2) converge uniformemente em z e ¢ e define
u{t, 2} como uma funcho continua. Provemos agora que u(f,z) é infinita-
mente diferenciavel. Lembremos que

ri{p) =lplnlw) jel=1 |
Seja
M =maz | () |.

Temos entao que

| (5) D (per o, ()] |

T H Filp YA 1 Tl _.__Hgfﬂ____m
= mp) Ve WHE@ IS PMY [ || flp) £ Tr

para um m conveniente. Isto mosira que as derivagdes em {3.2), sob o sinal
de integragdo, também resultam em integrais que convergem uniformemente.
Fica provado assim que u(f,2), dada em (3.2}, € de classe O™ e as derivagles,
de todas as ordens, podem ser efetuadas sob o sinal da integral. Agora fica
facil ver que ut, z) safisfaz a equagdo (2.1} e a condigdo inicial u(0,2) = f(z)
completando assim a prova do teorema.

A férmula (3.2) mostra que u € a superposicio de £ ondas: cada uma das
guais € a superposicao—dada pela integracao sobre o p-espaco-—das ondas
planas

(2?{,)“71/2)(} (p)es'{:r‘p*f). {p}f}vj (p)

Esta onda é um sinal que se propaga na direcio p com velocidade TII'F(JP».



3.3 O método da energia

Seja u uma solucdo de classe C? da equacio (2.1}, » € R",t 2 0. Fazendo

o produto interno, dado em (2.3}, de u pela equagio (2.1) obtemos

Jdu

w il + Zu EAj— =10,
=1 8
donde
u* Eu, + gu‘EE"IBJé—Z =0,
logo,
w Fu, + Zu‘Bgi = {.

=1

Agora fazendo o produto interno da equagio (2.1) por u obtemos

Tt a
uy bu + 23; ibu =0,
'
donde
uy Bu + Zgu EVEy =0,
a=1

portanto,

uEu+Z()uBu~{}

g 1

Somando (3.3) e (3.4) encontramos
d N7
—luli + S o (wBu) =0,
gt e FZI du; ’
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Doravante, por questdo de simplificagio, usaremos a notagde | . | para
a norma | .|, dada pelo produto interno definido em (2.3). Esse mesmo
simbolo & usado para denotar o valor absoluto, mas isto ficara clare no préprio
contexto, ndo devendo causar confusio,

Integrando aidentidade {3.5) sobre o cone truncado no espaco (¢, 7) dado
por

0<t<T, |z ~—2 |[<R—-¢l

e usando o Teorema da Divergéncia obtemos

'/i;—-a:oiﬁﬁ‘«cT! H(T,il?) ]20{1’ - /['xurongl H(G’x} szx =
= wfé[l ul's + wB(rjulds (3.6)

onde & € o manto lateral do cone truncado ilustrado na figura (3.1);
(v, v) = {14, 14, ..., ) € & normal unitdria exterior no manto;
d¥ € o elemento de superficie,

| [ TR

L 2

F“R’—‘F z

o

Figura 3.1
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Seja

= maX T"‘E-" : ]

Entdo temos que
| wB(pLpu | =l w BB B(p)u ]
= w EA(pp)u |

Concluimos entdo que

J u*mr;-pu 1< o u f®

Esta dltima desigualdade nos da, sucessivamente
23 y 3

—cju’ < u"‘B(ﬁ)tg

%c]y]hz]zgu']yjl?( Y
I

Ju,

[v]

bu Py ~clv ) lul® < u by + v B
Portanto

fu (v, —elv )< lul’y +u By (3.7)

Vamos nos deter neste instante para calcular o valor da expressio vy —c¢| v |
no lado esquerdo da desigualdade (3.7). A superficie do cone ¢ dada por

olte)=la—x[ ~[R-cd"=0

e a normal unitdria exterior &



(Vt: V) = (1,9;,‘;7&,-9);‘7,

k constante positiva de normalizagio. Entédo
lv =l Vel kb e =k,
Logo
lvi=2kle—ae| e v =2ck{R~-cl),

donde segue que

m —clv) =2ck(R—cd)—2ck|z— 2]
z= 2eh{{R — ct)— |  — g |]
= 2ckl
= {.

Entdo a desigualdade (3.7) nos da, sucessivamente,

¢ <iuly +u By,

0« f“ u [*v, + 1" B(vju]dE,

0>~

0u Py +u Bly)ulds.

S

Daqui ¢ de {3.6) segue que

2 2
3 Pde ~ 3 JPdz <
/Ex—:co;gfz-cTI w(T,a) ["de /tz—xuigRl w{0, 2} {"dz <90,
donde

- Yz < 20y,
A'wwxofﬁl‘?—cf?l U(T,:L‘) I de £ ll‘“wnigﬂl 1.-:([}! .‘E) ‘ dx



3.4 Unicidade e conservagao da energia

A integral
Elu, K, 1) xf! LuPde = / u" Fudz
v K

é chamada a energia de u contida em K. Entdo a desigualdade {3.8) expressa
o fato de que a energia de u no tempo T dentro da bola | 2 — z¢ |[< B — (T,
nfo é major que a energia no tempo ¢ = 0 dentro da bola | x —z5 | K. Este
fato tem implicacdes de grande importincia como veremos a seguir.

Teorema 3.2 Se u(0,2) = 0 na bola | z — 20 |S R, entéo u(T,z) =1
na bola | o — zg |< K~ cT.

Prova. Basta usar a designaldade (3.8) e a continuidade da solugdo u.

Corolario 8.1 Se um dado inicial u{0,2) = f(z) lem suporte compacto,
digamos, em |z — zo |< R, entio o solugdo tem suporie no dominio

Dizo, B) = {{1,z) : |z—2p [ R+a, i > 0}.

D{zq, R) é chamado o dominio de influéncia de |z — 2o | R (veja fig.

3.2).

L 4

J—R—; z

Figura 3.2

2
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0O corolarie 3.1 nos leva a concluir que os sinais ndo se propagam com
velocidade superior a ¢. Para verificar isto, suponha que x seja & posicao
de um observador a uma distdncia d do suppf. Ent3o para o observador
perceber algum sinal ele deve esperar pelo menos o tempo T correspondente
a z na equacie | x — xp |= R+ ct {veja fig. 3.3). Para ty < T o ponto {fp, z)
estard fora do suporte de u e neste caso u(fy, ) = 0, ou seja, o observador ndo
percebera nenhum sinal. Portanto qualquer sinal se propaga com velocidade

vﬁ%"—"c.

4

4R v +—d —4

To

3]

Figura 3.3

Teorema 3.3 {Unicidade da solugdo) Existe uma unica solugdo do
problema de Cauchy pare o sislema {2.1).

Prova. Suponha que wy{t, 1) e up(f,z) sejam solugdes de classe C? de
(2.1} com mesmo dado inicial #;{0,2) = u3{0,2) = f(z). Entdo u(l,z) =
uy{t, ) — us{t, ) também & solugdo de (2.1) e satisfaz a desigualdade (3.8)
com u{0,z) = 0 e R, T arbitrdrios. Concluimos entdo que u(t,z) = 0. Por-
tanto,

ui{t, 2} = wp(t, ).
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A desigualdade (3.8} expressa o fato de que a energia é nio crescente.
Podemos melhorar este resultado estabelecendo a conservagio da energia da
solugdo como enunciaremos no teorema seguinte.

Teorema 3.4 (Conservagio da energia) A energia associada com o
solucdo u, de classe C%, do sistema (2.1) € constante, isio €,

/Rnl ut,z) ['dz = /;eﬂ | u(0,2) ['dz = -/R“ | f(z) Pdz = constante .

Prova. Suponha que o dado inicial f tenha suporte compacto, digamos,
[z |< R. Segue entdo que, para cada t > { fixado, a solugfio tem suporte
compacto | & {< K+ cf. Integrando a expressio (3.5) sobre o cone truncado

I‘T’.ESRG'{“Cta OgtST}

onde Ry > R, e procedendo come na obtengdo da expressdo {3.6) encontra-
mos,

w{T,z) |*dz ,_/ u(0, 2} *dz =
/insﬁmrl (o2) | 1I]$R0[ (02) ]

e —/E“ w Py, + wB(v)u)dE,

onde £ é o manto do cone truncado deserito acima (veja fig. 3.4). Como ¥
& uma superficie que ndo intercepta o suporte de u (pois Ky > R}, entdo o
lado direito da igualdade acima € nulo e obtemos

T,2) *dz = 0,2) [*dx,
jz[xisRn+cT| wTye) | /1xfﬁno[u( @) [de

donde
fﬂ [ U(T,.’L‘) [?d'z = ‘/Rn I U(G,.’L‘) szi‘

Comeo T é arbitrdrio concluimos que

S
b |



/R Nult,2) fde = /R fu(0,2) fdo = fR 1 f(z) Pda = constante(. |
3.9

1/|"|fr

A
2
§( .
2

A
X
Y
\\ 7
Ay Y i : ™
4R e - oz
o
Figura 3.4

A lei da conservagdo {3.9) implica que

Dt Iy = 1 £ 1,

Esta igualdade nos permite concluir que a solucio depende continuamente
dos dados iniciais. Com os resultados obtides até aqui demonstramos o
seguinte teoremar

Teorema 3.5 O problema de Cauchy para o sisiema (2.1), com dado
inicial f € CF°, € bem posto e a solugdo u € de classe C%; além disso, u é
de suporte compacio em x para cada t.

]
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3.5 Extensao da solugao

lembremos que para cada ¢ > 0 fixado, u(t,.) € CZ° e u({,.) depende
linearmente de f. Entdo é natural construirmes o operador linear

Uplt): £5° — CF°,
que associa a cada dado inicial ©(0,.) = f, a solucdo
u{t,.) = Us{)f, ¢ 2 0.

A familia uniparamétrica {Ug(t),t > 0} dos operadores lineares em C§° tem
as seguintes propriedades, facilmente verificadas:

(1} Up(0) = I;
(i) Uo(ty + 12} = Uplt2)Unlt1);

Dizemos que a familia {Uy(1),t > 0} forma um semigrupo em CF°.
A lei de conservagao (3.9) € equivalente a dizer que o operador solugio
Up{t) € unitirio e nos permite estender os dados iniciais para todas as fungdes

’

f € Ly Utllizaremos o fato de que o espago L; é completo e de que CF° é
denso em L,. Seja f € L,. Entéo existe uma sequéncia f; € C§° com

fim || £~ i, =0,
Como

| U} f; = Uslt) i M, = F5 = £, = 0,

segue que a sequéncia u;(1,.) = Ug{l) f; converge em L,, qualquer que seja t
fixade. Também o limite

w(t,.) = lim Uo{i}f;

Jo

nio depende da escolha da sequéncia fi1 Se y; € O§F € outra sequéncia com
g; — [ entdo

I Uolt)f5 = Un(t)gi I, = | fJ ™ 8j ”L? — 0.
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Portanto, a construgio acima define uma unica funglo w{t,.) € L, para cada

fe Ly

u(t, ) = lim Us(t);
A funcio u é chamada a solugdo generalizade do problema de Cauchy. Es-
Creveremos

ul{t,.)=U@)f, U{t): Ly — Lo,

e chamaremos a familia uniparamétrica {U(t}),1 > 0}, o semigrupo dos ope-
radores sclugio generalizada. Para cada ¢ fixado, a construgdo acima nada
mais € do que a estensdo usual de um operador {inear unitario densamente
definido. Como veremos adiante, f ainda deve ficar restrita a um dominio
adequado para que u(t,.) seja diferencidvel no sentido generalizado,

No préximo capitulo faremos um estudo do comportamento assintdtico
e distribuicdo da energia 1o caso das equagdes da magnetchidrodindmica.
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Capitulo 4

Comportamento assintético e
distribuicao de energia em
magnetohidrodinadmica

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos as equagdes da magnetohidrodinamica, apre-
sentadas no capitulo 1, exemplo (iii), pp. 7-9. Estas equacdes s&o equivalen-
tez a um sistema do tipo (1.1}, {2.1):

du 2 4 Ju 0
5t ; igy, =0 (4.1)
onde u{t,z) é matriz T x 1 e A; é matriz 7 x 7.

Os resultados obtidos no capitulo anterior nos possibilita exibir a solucdo
do problema de Cauchy para o sistema (4.1) com dado inicial f € Ly, No en-
tanto, por uma conveniéncia futura, daremos um novo enfoque no problema.
Um caminho natural é colocarmos o sistema (4.1} como uma equacio de
evolugdo no espago de Hilbert H = {LQ(R3)]T. Entdo, (4.1) pode ser escrito
na forma

u, = —iAu
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onde

3 Ju
Au = —1 g A

Fazendo uso da transformada de Fourier F encontramos
Af = F"IA(.).?:)"

onde
3

A(p) = Z Ajpj.
j=1
Se definirmos o dominic do operador A como

D{N)={feH A e H},

entdo A serd autoadjunto [A2]. Logo o Teorema de Stone ([K], p.481ss) nos
garante que as solugbes com energla finita do sistema (4.1) sdo dadas por

u(t,)=U)f =e " f, fe D(A).
Convém observar que a exigéncia f € D(A) é necessaria para assegurar que
U{t)f seja fortemente derivavel ({K], p. 481) e satisfaca a equagio diferencial.
£ claro que U{#)f estd definida para todo f € H, mas nio é necessariamente
derivavel.
Seja P(p) projecdo ortogonal de CFL no autoespago de A{p) associada
com 7{p) e tomemos

P =F1P()F,
projecdo ortogonal em H. Entéo,
Ap) = 2 7(p)P(p),
onde o somatério estende-se sobre os sete valores de ﬁ'(p) e correspondentes
valores de 7{p).

Como um operador em H, A(.) também é autoadjunto com dominio
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FIDIA = {fe H:A()f e H}.

Ainda mais, A e A(.) sdo unitariamente equivalentes pela transformada de
Fourier, que nos da a resolugdo espectral de A:

A= FA)F = F Y r()PO)F.

Finalmente a solugao pode ser escrita na forma

1
(27)}

u(tz)= — 3 [ e TP fip)dp,
que é exatamente a mesma solugdo que seria obtida pelos resultados do
capitulo anterior,

Em nosso trabalho estudaremos o comportamento assintotico e a distri-
buigdo da energia apenas da parte da soluglo, obtida acima, associada com
os autovalores £7_{p} {dados em {2.5), (2.6}, p. 14} e que escreveremos na
seguinte forma:

1 Hap—To 3 7o
b= (27)3 /Rﬁ e erm =D P (p) f(p)dp;
(4 ) = Haptr-{p)t) B( ) F)
wite)= oy [ e P2 () flp)dp.

Ao final do capitulo faremos alguns comentdrios sobre o solucio completa.

O objetivo principal € obter uma solugdo aproximada para u. = uf+4+u",
a chamada fungio de onda assinttica. O proximo passo € apresentar alguns
resultados sobre a distribuigio assintotica da energia da solucio u.. Para
isto utilizaremos o método da fase estaciondria bem como propriedades da
chamada superficie de vagarosidade.
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4.2 A superficie de vagarosidade

Para podermos estudar o comportamento assintético da solugio u(f, z)
do sisterna (4.1), teremos que usar certas propriedades da chamada superficie
de vagarosidade, definida a partir dos autovalores positivos 7;{p) de A(p)
{[W2], p. 285):

S = U’SJ

Si={pe " : 7(p) =1}

O nome superficie de vagarosidade é motivado pelo fato de que dado
p € 8, a velocidade de propagacio da onda nesta diregio € igual ao inverso
da distincia do ponto p A origem, isto é,

7(p}

i
p € S se e somente se —— = p{p) = —-=,
P =T

Lermnbremos que num melo anisotrdpico a velocidade de propagagio varia
de acordo com a direcdo considerada. Ao contraric num meio isotrépico
a velocidade de propagacido independe da diregdo. Entdo ¢ formato de §
caracteriza e é caracterizado pela anisotropia do meio governado por (4.1}.
Podemos conclulr entde que um meio é isolropico, se e somente se, as folhas
de 5 sdo esferas concéntricas centradas na origem. Um exemplo que ilustra
bem este caso é a equagdo das ondas tridimensional, onde a velocidade de
propagacio é constantemente igual a ¢ e temos apenas um autovaler positivo
e|p|. Segue entio que 5 é constituida de uma dnica folha:

S={peR : ¢clpl=1},
que ¢, evidentemente, a esfera de raio %:. A equacio das ondas é um caso
particular de sistemas ditos {orternente propagatives, nos guais cada auto-
valor de A{p} ou ¢ identicamente nulo ou nunca se anula para p #£ 3. Neste
tipo de sistema, § serd sempre limitada, pois dado pe S.p={plw fw|=1
e entdo 7{p) = 1 é equivalente a r{] p | w} = 1. Como 7 € positivamente
homogéneo entdo | p | 7(w) = 1 ou s¢ja
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b
el

7{w) € continua num compacto logo, assume mdximo, digamos, {w) < M.
Concluimos entdo que § é limitada. £ ficil verificar que a reciproca é verda-
deira: se 5 ¢ limitada entdo o sistema é fortemente propagativo. Este tipo de
sisterna foi estudado de uma forma bem geral por Wilcox em {W2], bemn como
a superficie de vagarosidade associada. No entanto para sistemas simétricos
hiperbdlicos mais genéricos, & ndo € necessariamente limitada. Um exem-
plo disto s&os as equagbes da magnetohidrodindmica em que algumas folhas
de 5 sdo ilimitadas. O estudo da superficie de vagarosidade S associada as
equacdes da magnetohidrodinimica foi feito em detalhes por Avila em [Ad4].
Faremos aqui, uma apresentacdo dos resultados obtidos, sem nos determos
em todas as demonstragoes, porém, enfatizando ¢ aspecto geométrico, Como
jé& observamos no capitulo 2, existen: trég autovalores simples pesitives associ-
ados a0 sistema (4.1) e que sabemos serem fungdes bem regulares de p. Segue
entdo, que 5 & constituida por trés folhas: uma folha limitada associada ao
autovalor 74 (p):

T{w

Se={pe R« o (p) =1}
uma folha ilimitada associada ao antovalor 7_.(p):
S.={pe R r_(p) =1}

e plano ps = —% associado ao autovalor 74(p):

Sa={pe R : ralp)=1}.

Em vista de (2.5) e {2.6) vemos que estas trés partes sdo superficies de re-
volucio em torno do eixo pa, shmétricas em relagdo a origem e ao plano
pa = 0. Estaremos interessados somente na folha §_ associada ao autovalor
7-(p). Tomemos p=|plw=rwondefw|=1er >0 Vemosquepe 5. é
equivalente a r = @) Sejam 4 = wy €

Rxﬁ}-ep:arseﬁizm

(42)
Rm%epzfi?'sea%/i.
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Fntio r = —i— fica
7_{w)

S LS

p=p(7) = \/5(32 +1- V(41 - arer) (4.3)

Considere agora a curva C no plano py = (0 em coordenadas polares

pr = peost, py=psinfd, 0 <8< g—
onde p = p(y) e siné = ~. Entio, C fica
pr=plyi—7 m=plyy, <yl (4.4)

Considere também a superficie de revelugio Q; obtida pela rotacio da curva
C em torno do eixo p3, Seja {1y a reflexdo de ) com respeito 4 origem e
. = U, (Figs. 4.1 e 4.2). Entdo, através de (4.2) vemos que S. estd
relacionada com §1.. por um fator de multiplicacao, isto é,

pES. e s=apell,

ondea=aseA>aeo = Asea> A Portanto, as propriedades de 5.
podem ser recuperadas das propriedades de ..

Teorema 4.1 Suponha B > 1. A curva C: py = p3(p),0 < py < o0,
dada por (4.3} ¢ ({.4]), lem inclinagdo crescente de py = O até um certo
ponto py = pj > 0, e decrescenie para p1 > pl. Conclutmos entio que
Py = (53, ps(p})) € o inico ponto de inflexdo de C. Quando p; — oo a

inclinagdo de C tende a zero e py — J1 4 }%‘é‘ (fg. 4.1).

Seja Zy o circulo em {Q; gerado pela rotacdo do ponto de inflexio F,
em torno do eixo ps {fig. 4.2). @) é composta, além de Z;, por uma parte
limitada tendo Z; comeo fronteira e gque denctaremos por )y e uma parte
ilimitada que denotaremos por (. No case de @, temos decomposigio e
notacdo andlogas (figs. 4.3).
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Teorema 4.2 A curvatura Gaussiana de 2. = O, U, € positiva em
Q° = Q8 U, negativa em QO = QP U e nula nos circulos Z1 e Z, (fig
4.3}

Teorema 4.3 No caso em gue R = 1, a curva C € concave para todo
2 0 e a superficie Q. tem pontos angulares em {(0,0,%1) e curvaiura

negativa em fodes es outros pontos (fig. 4.4).

{ Para uma demonstragio dos teoremas acima veja [A4], pp. 36-40 )

Figura 4.1



Pir #s

Figura 4.2

plane

o

Figura 4.3
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Figura 4.4
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4.3 Uma nova representacao das solugoes

Vamos considerar o caso £ > 1. Relembremos que Zy é o subconjunto
de 1) onde a curvatura Gaussiana se anula. Seja Z o cone

Z={p=2JXs : A€ R, s¢ Z}

ZT=2U{p ps=10}

{Claramente Z Ny = Z; é o subconjunto de {; onde a curvatura Gaussiana
se anula}. Agora introduzivemos o conjunto de dados f

So={feH:fe [C§°{R3)]7 e supp fC Bz,

Evidentemente Sy é denso em H, pois Z* é de medida nula {W2]. Sejam
ut e ul as contribuicdes de v associadas com os antovalores 7.(p) e ~7.(p)
respectivamente. O fato de S ser uma superficie regular, implica que a
correpondéncia p «=> (A, s) define um sistema de coordenadas nao singular
em B3, baseado na folha 5. [W2]. Comop € S. &= s = ap € 1.,
entdo 7.(s} = o Como r_{p) & homogéneo positivo de grau 1 temos que
s - V7r_(s) = a. Portanto tomando p = As, X > 0 e denoctando por d$ o
elemento de drea em (1. no ponte s € {1 obtemos

al?

= e d S,
| V7(s) |

dp

Notemeos também que f’f(,\s) = PF(s), para A > 0. Concluimos entéc que

B a2 i ﬁ‘f(s}f(As) .
jﬁ & A -/_ & Wde.X. (4_-’3)

ut(t, ) =

(2r)?

Podemos tratar 4 de modo similar. Fazendo a mudanga de varidvel p — —p
e observando que P {—p) = P*{p} obtemeos
1

(27)?

w(t2) = = [ e P ) fl-p)dp.
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Introduzindo coordenadas baseadas em {}.. obtemos:

- _ O T iam e PRI (=28)
U e ¥ A A s S

Finalmente, fazendo a mudanca de varidavel A — — A, encontramos:

-

¢ v At i r-sﬁf (As
u:(i,l) = (2:)% [m et }\E/v ath Té—i%‘%m{ldgd}\ (46)

Somando (4.5} e (4.6) obtemos a contribuigio u. = w¥ + uZ da solugio
devida aos autovalores £7_{p) na forma

ult ) = / T ey (z, A)A2dA, (4.7)
cnde
o i ﬁf(s)f(/\s)
vo{z,A) = ey | T im Al g 4.8
&4 (27)* /~ | V7{s) | 48
e f € 5q.

As representagdes {4.7) e (4.8) serdo usadas na proxima se¢do para ob-
termos o comportamento de u_(#, 2} quando { — oo através do método da
fase estaciondria.
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4.4 Aplicacao do método da fase estacionaria

Estudaremos o comportamento assintdtico de v_{z,A) com | z |- oo
usando o chamado méfodo da fase estaciondria. Na verdade este método nos
d4 uma expressio assintdtica para v._(z, A} quando | z |— o0. De acordo
com este métode, a principal contribuicio 2 integral em (4.8) é devida acs
pontos s € (1. onde a fase 2 - s é estaciondria, ou seja, 08 pontos s € (1.
onde a fase torna-se praticamente constante numa vizinhanga destes pontos.
Seja n = mﬁ«w« para ¢ # 0. Entdo z - s serd estaciondria nos pontos s € f.

onde a normal unitdria N{s) (A aplicacio de Gauss de (1) éigual apou a
—1. Para uma superficie limitada e convexa, dado # existe um tnico ponto
s na superficie onde a fase @ - s é estaciondria. No caso da superficie (1. a
situagdo 4 um pouco mais complexa, como veremos a seguir.

Quando N{s) percorre {1, a diregdo » da normal faz um angulo com
o eixo vertical de no maximo ¢, onde ¢ é o angulo cuja tangente é igual a
inclinagiao da curva € no seu ponto de inflexdo Fy (veja fig. 4.5). Entio,
estaremos interessados somente nos pontos 2 =} z | 7 tais que

o

PalTes] ” 9

onde ez € o vetor unitdric na direcdo do eixo vertical. Isto implica que

| na [> cos ¢
E natural entéo introduzirmos o cone
T={o=la{n#0 | |>cosd}.
Sejam também

Si={pes i pel, p>0}

Yp={-n : p € ).

(veja fig. 4.6)



Figura 4.5

Figura 4.6
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Em vista dos resultados da segdo 4.2, é facil ver que a aplicagio de Gauss de
{}.. na esfera unitdria 5%, isto é,
x Vr.{s)

A;:SGQ_W-——}QZE\I(S):];CIHIV‘}”_(S)I

€5
é injetiva quando restrita a cada uma das superficies

8 =0U0Nd e =0rUnNy.
Além disso ela aplica

Q.? sobre ¥,
.Qfo sobre 2] h {(01 07 1)}5
Qg sobre X,

Q3° sohre £z — {{0,0,-1}}.
Temos entdo que

so = so{n) € O == n = N{sg) € S, U5,
Sso = Suo(77) € 1T = = N(so)
€ (T —~{(0,0, )} U(Z; = {(0,0,~1}});
so( =79} = —=s0(n);
Soe{ =) = —sa(n)-

0O método da fase estaciondria foi apresentado por Wilcox ([W2], pp.
202-293) numa forma gue € apropriada para nossa expressio {4.8) e que nao
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repetiremos aqui, mas aplicaremos diretamente na presente situagho, sem
demoustraciio. Notemos que se x # 0 estd fora do cone I' entdo nio existe
s € _ onde - s é estaciondria. Ao contrdnio,sez =z |n €,z 5 serd
estacionaria nos pontos £8p = so(17) € L8ew = sa.(En). Aldm disso,

sp{n) — (0,0, £1) e seo{En) — 00 quando 5 — (0,0,1).
{veja as figs. 4.5 € 4.6)

0 método da fase estacionaria nos dd uma expressdo assintdtica para
v.(z,A) quando | z |— oo ;

0, sex &1,

VIR A =0 agi(hs) P () T As)
21 Jor | K(s) || 9r_(s) |

ins

sex =lxz|np el
(4.9}

onde T significa a sorna de dois termos, um com s = g5 = s¢(7) € outro com
§ == 8o = 8ua(7); N(8) € a curvatura da superficie Q. no ponto s; 1¥{£sg) = 1
e P{dse) = 1.

Agora podemos estabelecer o resultado sobre o comportamento assintético
de v.{z,A} que é necessirio no estudo de w_(1,7). Aqui e no que segue Cy
denota uma constante que depende de f, nao necessariamente a mesma cada
VEZ (UE APArecer.

Teorema 4.4 Seja f € 5p e defina g{z, A} por

vz, A = o {2, A ol 2, A) F gl A, (4.10)

onde v_ € a funcdo dada por ({.8) € v5* € duda por ({.9). Entdo cxiste umae
constante Oy tal que

[ gz, M) 12 Ol {72, para fodo z # 0. (4.11}

Uma expressdo para u_{{, z) correspondente a {4.10} é obtida substituindo-
se {4.10} em {4.7). Entéo



wo{t,w) =ul(t, 2} + w0 2} + ¢t 2), (4.12)

onde, em vista de (4.9},

0, sez &7,
it ¢} = T {(4.13)
mE Fltz-s—at,ts)sexz=lz|neT,

e o perfil F_ & dado por

P8, s) = atp(s) PF(s)
&3] V2T | K(s)|] V-

T R} | A | dA. 4.14
o /- BY (4.14)

Uma estimativa como (4.11} vale para ¢;{¢, 2} como provaremos a seguir.

Teorema 4.5 Se f € Sq entdo existe uma constante Cy tal que
Laltz) 1S Ol 2 |77 paratodot € R e 2 # 0. {4.15)
Prova. Substituindo {4.10) em {4.7) encontramos
gi{t @) = ./-Z e My Az, M)A PdA. (4.16)

Notemos que a definicio de Sp implica que supp f é um conjunto com-
pacto que nio intercepta o plano pa = 0 e, em particular, nio contém a
origern. Segue disto e das propriedades de Q). que existem constantes posi-
tivas ¢1, ) e M tals que

suppf C {pra < p < Ch),

A={seQ.:p=As € suppf para algum A} C {s:1 <} s |< A},

Consequentemente, se s € A e se tomarmos p = As com A tal que C) <] A < ¢/ M,
ent&o '
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Al o/ M = ds j< g

FA > Oy == ds > Ch.

Portanto, com s € A, o suporte de f{As), como funglo de A, estd contido no
conjunto

B={A€R: M <A<}

Logo, a integracdo em {4.16) é na verdade uma integracio sobre B. Segue
disto que

|t S Gl [ 1AFd

e portanto vale (4.15), o que completa a prova.

Provaremos agora que para £ > § a fungdo uZ°(f, ) satisfaz uma desi-
gualdade como {4.15) para ¢:{f,z}). O significado disso € que u(#,2) dé a
principal contribuicio para u.{t,2) quando t > 0 e | z | é grande.

Teorema 4.6 Dado f € Sq existe uma constanie Oy al gue

ful®(t,2) < Cila |72, para tode t > 0 e 2 £ 0.

Prova. Se z € I’ nada temos a provar. Suponha z € I'. O argumento
usado na prova do Teorema (4.3) mostra que o integrando em (4.14) ¢ zero
se s € A. Se s € A4, a integragao é finita sobre o conjunto 5. Em vista
disto somente consideraremos s no compacto 4. Como consequéncia, X (s)
e | Vr.(s) | sdo limitadas longe do zero. Entdo, escrevendo

U ia(@f'wJ
TAp OX

e integrando por partes em (4.14) obtemos a estimativa



Segue disto e de (4.13) que

N 1 1
ful™(,2) |< !xl(|m[59(q).q+az+|$13m(?3)-?3+a-t)’

onde o dltimo termo é ausente se n = (0,0, £1).

Sabemos pelo estudo da superficie {}. que s5{n)-n = 55-V () assume seu
valor minimo & quando s¢ pertence aos circulos Z; ou Z;. Mas s-Vr.(s) = a
para s € {1.. Entdo

Vr_(s o
%MTW=SWN@@mSW;vn&jlm|Vnw@J>&

Portanto b > 0. Como { > 0, temos que

Lo ]saly)-n+at>lz]b
Analogamente

[z]se(n) n+al>falb

Concluimos entdo que

1 1
AETREIL

gy Cy
() 1< 7

o gue completa a prova do Teorema.

Corolério 4.1 Dado f € Sy exisle uma censlante Oy 1al que
v {t,x) =ul(t, 2} + ¢, z),
onde

[ g2{t,2) S Cyl e ]“2 para todo i > 0 e z £ 0.

Notemos que {4.14) associa um perfil F_ para cada f € Sp. O perfil
estendide F.. é obiido construindo
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ap(s) | A | PF(s)f(Xs)

o f
VIE (s} V()]

e tomando F. como sendo a transformada inversa de F.. Quando f € Sq,
F.. coincide com (4.14). Para maiores detalhes sobre a extenséo dos perfis
F_, veja o apéndice A.

Em vista do coroldrio (4.1}, u™(%, z) € a fungdo de onda relevante no es-
tudo do comportamento assintético de u_{f,z} para ¢t — +00. Estenderemos
agora esta fun¢io usando os perfis estendidos FL.

Fo()s) =

€ H,

Definigio 4.1 Dado f € H, definimos a correspondenie fungdo de onda
assinidtica U= por

0seax gl
u{t, 2} =

T"‘%;“I"Z;FH(.’E'S“&{,S), sex=|x|nyEel,

onde F.. € o perfil estendido ¢ 3 tem o mesmo significado que em {4.9).

Na proxima secdo mostraremos que a solugdo u.. € assintéticamente igual
& fungao de onda assintdtica, definida acima, no sentido de que a energia de
suas diferencas tende a zero com ¢t — +o0.
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4.5 Convergéncia das funcgoes de onda as-
sintéticas
Nesta seqio apresentaremos o seguinte teorema, que mostra, para t —

400, que u.. e u® s&o assintSticamente iguals, no sentido da norma H. Este
resultado justifica a denominagio, para v, de fung¢do de onda assintética.

Teorema 4.7 Dado f € H, a fung¢do de onda u_(f,.) = U{t)}P.f ¢
assintdticamente fgual o u™(t,.) = UL} f em H, quande t — 400, isto €,

Jim fus(t) = u( ) [y =0

(Daqui por diante usaremos a notagdo || . || para a norma [} . ;. Em algum
contexto do trabalho poderemos utilizar a notacdo original sem perigo de
confusio).

Prova. Vamos tomar primeiramente, f € Sq. E claro que u- € H e
também u™ € H (apéndice B, lema B.1). Segue entio que

g, z) =u {t,2) —«>{t,z} € H.

Pelo corolario (4.1}, temos que

[ gt ) IS C para todo t >0 ez # 0. (4.17)

I o

Agora, dado R > 0,
2 _ Pl NTNLE .
i aslt, ) 1P = /WR wlt, 2)" Eglt, x)dz +/EZIZR @t 2) Egy(t, )dz

Em vista de {4.17), dado ¢ > 0, podemos escolher A suficientemente grande
tal que

2

L, te(t eV Eaalt,2)dz < 5 (4.18)

Por outro lado, de acordo com os lemas B.3 e B.4 do apéndice B, fixado R,
existe iz > 0 tal que



2
" £

t> g = / g2t 2) Egolt, z)de < —.
x| R 2

Concluimos entio, de (4.18) e (4.19)}, que

(4.19)

t> 1o =l a:(t, ) < <.

Portanto,
I_in‘éﬁ hu-(t,.)—u>(t,.} I= 0, quando f € ;.

Quande f € um elemento qualquer em H, nfo necesséariamente em S,
basta usar um argumento de aproximagdo. Para isto tome
il
uo (it} — w1, = T{t)f,

onde T(f) = U(1)P.—UZ(t}). Como U{t)éumoperador unitdrice || US(1) |£ 2
{apéndice B, lema B.2} entfo o operador T(1) tem norma no maximo {rés.

Dado ¢ > 0, tome f, € Sy tal que

- < :{
AT
e tome i3 > 0 tal que
I T()f 1< 2, parat > to.

i

Entéao temos, para £ > g,

Fu-(t,) — v, ) =] T - f) + T L |

Portanto,
Hm Ju (i, }—u™(t .} |[=0, com f € H.

R ]

0 teorema {4.7} serd fundamental no estudo da distribuigio de energia,

COMO VEremos na proxima se¢io.



4.6 Distribuicao assintdtica da energia

Lembremos que dado qualquer conjunto mensurdvel & C B2, a energia
de w.. em K no tempo t ¢ definida pela expressio

Elu_, K 1) = ff u(t,z) Bu_ (1, 2)de.

E claro que £(u_, K,1) § menor ou igual & energia total:

Elur, K 1) < E(u, B3t = |l u_(t,.) |)?

=NU@P- S = P-fIE <A

A energia de u_ é estimada trocando u. por u®. Istoc € possivel em virtude
do seguinte lema:

lema 4.1 Seja K(t) um conjunie mensurdvel que pode depender de 1,
para t > t5 Entdo

Elun, K(1), 1) = £(u=, K1), 1) + &{t), (4.20)

onde c(t) tende a zero com t — +oo, uniformemente com respeito & familia

{K{t)}.

_ 1 .
Prova. Como E(u.., K(t), 1)? é uma semi-norma,

[R5

| Eu, K(t), OF = £, K (1), 1)? | E(uz —u, K(t), 1)3.
Também,
Eu. — u®, K1), OF <[ uc{t,.) — u{,.) |

e pelo teorema 4.7, esta dltima expressdo tende a zero com ¢ — +o0, inde-
pendente de K{1). Isto prova que

Elun, K(1), ) = £(u®, K(1), )7 + (1),



onde {1} ~ 0 com { — co. Entio

Elu K(t), ) = E(uZ  K(t), t) + o(i)[e{t) + 28>, K (1), 1)),
o que prova o lema, pois E(u™, K'(1), 1) ¢ limitada.

O teorema seguinte mostra que a energia de u_ concentra-se no cone I’ com
Tt 400,

Teorema 4.8 Se K{{)NT" = §, entdo
Elu, K(t), t) — 0, guando t — 400,

uniformemente com respeito 4 familia {K (1)}

Prova. Isto é uma consequéncia imediata de (4.20) e do fato que u™{t,2) =
Qparaz gl.

Em vista deste teorema, no cdmputo da energia de u.., para i grande,
somente consideraremos os conjuntos K(f) C I'. Lemhremos que a superficie
de onda W é definida como sendc a reciproca polar com respeito & esfera
unitdria da superficie de vagarosidade § ([W2], p. 279); todo pontop € §
gera um ponto

N(
EELT W, (4.21)

Nip)-p
onde p — N{p} é a aplicagio de Gauss de &, Agora, quando p percorre 5.,
a expressdo (4.21} descreve uma porgéo correspondente W da superficie de
onda. Em vista do fator de multiplicacdo o, podemos escrever {4.21) como

onde s percorre Q. e s — N(5) = y é a aplicacio de Gauss de Q_. F f4cil
verificar que W_ é a unido de

aN{s} _

mSEQE:Q?UQg}

W= {w=
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37 _- G'N.(S) . = __ yoe [»e)
W__-{wuwme(s)'S.sEQm = 5" U O5°).

O cone de onda € definido como sendo o conjunto
tWo={z=tw:weW_ete R}

Urn dos principals resultados que estabeleceremos sobre a distribuigio
assintotica da energia & que, para ¢ grande, a energla concentra-se no cone
de onda. A idéia da demonstragfio é construir certo conjuntos Bls, que se
aproximam do cone de onda e que concentram a energia.

Introduziremos a seguinte decomposicde de u.(f,z), primeiro para f €

Sa:

uo{t,z)y =ul{t,z) +ul,{t,2), {4.22)

onde ul{f,x) é dado por (4.7} quando a integracio em {4.8) & restrita a
(% ; analogamente, u% (¢,7) é dado por (4.7} quando a integragdo emy (4.3) é
restrita a 97°, Introduziremos agora os cones

Cl={p=Xs:AcRese},

C*={p=As:de Rese Q=]
Sejam x1{p) e x2{p) suas respectivas fungles caracteristicas, e

Pip) = xilp)Pp), i = 1,2,

Pr=FB()F, i=1,2

Entdo a decomposicio (4.22) pode ser extendida para todo f € H se definir-
mos:

wi {2y =U@)PSf, i=1,2

A decomposicio das fungbes de enda assinidticas correspondentes é:
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u(t, ) = w2} + (2, 2),

1 2 e - -
onde u2" e ul"® sio as contribui¢des na definicio (4.1) correspondentes a

so(n) e suo{n) respectivamente. Isto significa que o teorema (4.7), o lema
{4.1) e o teorema (4.8) permanecem vilidos se trocarmos u.. por ¥ e u®

por a2,
Vamos introduzir agora os conjuntos

Bild, e ={z=lzlpel ok €2 30(n) € alts},

By{d, ) ={e=lalnpel a) <2 sy <o},

onde A\ < As. Como
ai
7 so(n”

z-s{n) =l 2 |- s(n) = 0d &= 2= A

entdo, em vista da definicio de W', vemos que
Bi(h, A) = U{/\Hf’_l_ A A< AL
Analogamente, em vista da definigio de WZ2,
Bald M) = U{M-—VE s A AL AL
Se tomarmos, A; < 1 < Ay, entdo estas folhas By e B sdo regides em torno
das folhas de onda W2 e W2 respectivamente.

(0 seguinte tecrema nos da uma estimativa da distribuigdo da energia
2

para ul e u

Teorema 4.9 Seja Ay e Ay constantes ou fungdes de t, lais que

para todo t maior do que um certo tg. Dados [ € H, F_ perfil estendido,

on
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wl = UR)PS e Blt,hy ha) = Bilt + At + X)), =1, 2,

enldo,
g(Ui,Bl(t,AI,Az}, f) - {423)

dSdA + &,(1)

= /:2 fn"_ F‘“(}”S)*EF.,(%S)I j{(s):r_(s) |

E(u?, B, M, M)y t) = (4.24)

| K(s)Vr.(s) |
34

A
-/ R/SWF_,(A,S)*EF_{A,S) dSd) + £5(1),

onde £1(t) € £2() tendem a zero quando t — 400, unifermemente com res-
peito a Ay e Ag.

Prova, Em vista do lema (4.1),

Elul, Byt M, e ) 1) = £ Bylt, Ay, ), 1) + (1),
Usando coordenadas esféricas e procedendo como na prova do lema B.1,

obtemos,

EWS Bi(t, Ay, A), 1) =

rx{(-{—,\f;;
— 7 rpln) . VIR T . B -
”ff,.mz F(zso(n) = at,s) EF-(2 - so(n) — at,s)d | z | d5? =

gz}

(t422) (V7 (<)} alz] ol ,
= F{omtie ] YV E P (o i 7 d -
S Jessooran PTGy o B Gyt | K9 142 aS

[ K{s)V7_(s) ]

183

Az .
:]Al fﬁi F_(\s)EF.()s) dSdh,

o que prova (4.23). A prova de (4.24} é inteiramente andloga.
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Corolario 4.2 Suponha que
A = M), A{d) — —00, Ap{t) = 400 guando t — oo,
Entgo, para 1 = 1,2, temos que:
Jm G, Bi(t, s, o)1) = E(ul, B2,0) = || A I

Prova. Para a demonstragio usaremos o seguinte resultado {apéndice B,

lema B.5): Dados f € H e F.. perfil estendido, entdo

B0 = / (0, sEF(, )"r"(s)j"‘(‘s”czsg,\ (4.25)

£(u?, B0 / [ NS ER(, o Lf “W ) 1ygan

Em posse destas informacdes, basta aplicar o teorema anterior e a prova
estard completa. O préximo coroldrio prova que a energia concentra-se nos
conjuntos Bls.

Corolario 4.3 Dados | € H ¢ ¢ > {0, caislem constantes Ay, Ay e iy,
A < 0 < Ay, tais que
Elul R0y — e € E(ut, Bilt, Ay, do), ) € E{u’ L B2,0)
para lodo t > 1o,

Prova. Faremos a prova para ¢ = 1 pols o caso ¢ = 2 é andloge. O
corolario 4.2 e o teorema 4.9 unplicam que

E(ul, B2,0) = £l By(t, Ay, Aa), 1)




Portanto,
E(ul, B%,0) S £(ul, Bi(t, Ay, A0),1) + ¢,

o que prova o corolario.
Segue da definido de By e By que

Bi{t, Ay A2) = UDWE i+ h S A< T+ A}

YAz A A
mU{/\(iif‘V_):l-{-“il <A ﬁl-}-“f},

Logo, os conjuntos Bi{(¢, A1, A2) sdo regides em torno dos cones de onda tW? e
que, quanto maior o valor de ¢, mais se aproximam dos cones de onda. Entéo,
tendo em vista o coroldrio (4.3}, a energia de w® concenira-se préxima do
cone de onda tW?, tanto mais préxima quanto maior o valor de .

Corelario 4.4 Para guelquer conjunto mensurdvel K e qualquer f € H,
m Elu_, K1) =0.
oo

Prova. Isto € uma consequéncia facil do lema B.3, apéndice B, quando
f & 8q. No caso em que [ € H, observemos que para ¢ suficientemente
grande,

I‘f N Bg(t, )\1})\2) = @

Em vista disto, € fdcil ver que a energia de vl em K pode ser feita arbitrari-
amente pequena com ¢ grande. Portanto, o mesmo é verdade para u._, € isto
prova completamente o coroldrio,

Cie
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4.7 A solugao completa

Em nosso trabalho, restringimos nossa investigagio a parte w.. da solugéo
do sistema (4.1), correspondente aos autovalores £7_{p). Também supomos
R >1. Vamos contemplar os outros casos danda uma breve explicagio
sobre os mesmos, obtendo assim a solugao completa.

Consideremos as seguintes projegoes

- -~

Pup) = PHp) & Py (p).

Podemos decompor a soluglo u da seguinte maneira:

u(t, ) = UQ@Q)Pof + U)Paf + U@Q) Py [ + UQ}P- [ =

= up(t, ) +uall,.) + ugl{l, ) +uo(t, )

0 primeiro desses termos @ simplesmente Fy f, a chamada sclugdo estitica ou
nko propagativa, que ndo depende do tempo e pertence ao nitcleo do operador
A.

As ondas de Alfvén. O segundo termo acima, consiste de duas partes,
as chamadas ondas de Alfvén,

uplt,.) = U()P; [ ewi(t, ) = U(t)PL f,

de modo que uy = uf + u;. Usando a transformada de Fourier obtemos,
pelo menos para fungdes suaves f:

wp=2rd [P ipldp =

= 27~} / et ”‘””dp;dm/ e7250= 0 Bt (03 {p)dps.
R2 -0
Isto nos leva imediatamente a
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ui(t,:z:) = (Fif)('ﬂb Xa, Ly — At).
Analogamente,
uz(t,z) = (FPy e, 2, 05 + Al).

As férmulas acima mostram que u} e u; sic ondas que se propagam com
velocidade A, a primeira na diregao positiva e a segunda na diregio negativa
de eixe za.

- Aondawuy(i,z). Aparte da solugdo correspondente a u,{f,z), associada
aos autovalores 7, {p), pode ser estudada por um procedimento similar ao
usado no estudo de u.. A situacio agora é mals simples pois {1, é uma
superficie limitada. Lembremos que a fungio de onda u® introduzida na
definicio 4.1, contém dois termos u™ e 1™, correspondentes aos pontos
sg € 2% e 8., € (% respectivamente. Isto foi devido ao fato de que a
curva C dada em (4.3}, (4.4}, gque gera a superficie (), tem uma parte
limitada que produz Q% e uma parte ilimitada que produz Q. A superficie
£, por outro lado é estritamente limitada e entdc a aplicacio de Gauss
Nis€Qp - = N(s) € 5% é estritamente bijetiva. Como consequéncia,
dado & =| x | n # 0, existe um vnico ponto s = s{y) € O, tal que N{s) = n.
Este ponto s(n} gera a funcio de onda assintdtica u® associada com wuy. A
figura 4.7 ilustra os perfis de Q. = Uy ¢ 04, nocase R > 1.

0 caso £ = 1. O caso B = 1 corresponde 2 situagio na qual a velocidade
do som e a velocidade de Alfvén A coincidem. Neste caso a parte Q° da
superficie (1. desaparece; ao mesmo tempo £l permanece convexa e toca
1. em dois pontos angulares. A figura 4.8 ilustra os perfis de §1_ e 4, no
caso B = 1, B facil verificar gue, u™ tem somente o termo u”7, que ainda se
anula fora do cone I'. u§, por cutro lado, se anula em I'. Entéo, a passagem
de R > 1 para K = 1 é singular no seniido de que perdemos nio somente

u™' mas também u$® dentro do cone T,
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Apéndice A
Perfis estendidos

A correspondéncia f - F_ definida em (4.14) serd estendida agora para
toda f € H, e o seguinte lema € uma preparacdo para isto. Para facilitar sua
formulagido € conveniente definir;

Ppy=Pr(py+Po(p)eP.=Pr 4P (A.1)

E ébvio, que P_{p) & a projecio ortogonal do espaco CT sobre o subespaco
gerado pelo autovetores de A(p) assoclados com os autovalores £r_(p), e F.
é uma projegdo ortogonal em H,

lema A.1 Para toda f € Sq, o perfil F.. definido por (4.14) satisfor

/f Fo(\s)EF. () )”‘(‘”% Wlgsan=yrrp. (42

Prova. Com coordenadas baseadas na superficie f2 obtemos:

| PEIE = PHN = [ Joy EPX () (p)dp =

= oA D 2 aX’ i
/a /g f(Asy"EPZ(s)f (As)mds dA.

Similarmente, procedendo como na segio 3 do capitule 4, encontramos

-2 0 Sy e B vy aM?
I Por =Lm ]Q Firs) EPf(s)f(As)WdeA.
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Colocando juntas essas duas dltimas expressdes e observando que
A P o 2
I P-f =PI+ P,
obtemos

aX?

| Pfl = [ ) /Q ] FAsyEP+(s) ’-\(As)mdé’d,\‘ (A.3)

Seja F_(A,s) a transformada de Fourler de F.{},s) como uma fungio
da primeira varidvel. (4.14) mostra claramente que

ay(s) [ A ] PHs)[hs)
VIK() |19 (s) |

Agora, esta expressio é usada para eliminar f{1s) em (A.3), e o resuliado é:

Fo()\s)= (A.4)

| Pf I / f B o) BR (), sy L “’NT Elgsar, (a3

Aplicando a fSrmula de Parseval unidimensional, ﬁna. Imente obiemos o re-

sultado desejado (A.2).
A igualdade {A.2) mostra que o perfil £ é um elemento do espago de
Hilbert

H{Q.) = LAR x Q_,CL,

EOLECTIN

isto €, o espago da fungbes definidas em R % 0, com valores em CL, que ¢
de guadrado integravel com respeito & medida indicada. Como um elemento
deste espago, o quadrado da norma de [ é a expressao no lado esquerdo de

{A.2}. Segue de {4.14) que

PYR_{X,s) = F_(),s)ae em BRxQ._, (A.6)

e que o perfil F. realmente pertence a um subconjunto de H{)_}, nominal-
merte,

Ho{)) = HQ_)N{F_ : (A.6) vale }.
E facil ver que Ho{€1.) é um subespago (fechado) de H{{1_).
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Em vista do teorema de Fubini, a2 norma de F_ como um elemento de
H{1.) é a igual & sua norma como um elemento de I,( R, A{Q1.)}, onde

RO_) = Ly(0., OL, | I‘(S)ZT‘(“”) !aI’S),
Portanto, € possivel Tazer a identificacio:
H( ) = La(R R{(OL)).
De modo similar, tomando
he{$2.) = KDY N {F_(s): PFP(s) = F(s) ae. em .},
faremos a identificacdo:
Ho(Q) = La( R, ho(Q)).

0O proximo passo € estender a correspondéncia f — F_, definida em
(4.14) para f € Sq, para todo f € H. O procedimento consiste no seguinte:
dadae f € H, construimos F_ por (A.4), 15to &,

ap(s) | A PHs)f(xs)
[ K(s) 1] Vr_(s)]
Entio a prova do lema A.1 permanece véalida até (A3} e implica que Foe
Ho{Ql) = La(R, he(Q21)). Finalmente F_ é definida como sendo a trans-
formada de Fourier inversa de F_ em Lol R, ho{D2 1)), £ facil ver que F.

assim definida coincide com a F.. de {4.14} quando f € 55 e que ela satisfaz
(A.2),isto é,

F (A s) =

, para f € H. (A.T)

fR LF() o dh = | PoS Iy, paratodo f€ H.  (A8)

Entéo, construimoes um operador linear

Jo o H — Ho(Oo) = Lo( R he(0)) (A.9)
tal que

J.f = F_ paratodo f € H. {A.10)

Este operador é uma isometria como mostraremos a seguir.
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lema A.2 O operador J. de {4.9), (A.10) € uma isometria parcial com
congunto inicial P.H e conjuntoe final Hy{Q.).

Prova. (A.8) implica que

| F- ”Ha{ﬂ,.j = J.f “H{,m_} = P.f ”H

e isto prova que J_ é uma 1sometria com conjunto micial P.H. A prova de
gue Ho(§1_) é o conjunto final é um pouco longa e omitiremos em nosso tra-
balho. Ao leitor curiose em conhecer o restante da demonstracio, remetemos

a ([A4], pp. 48-50].



Apéndice B
Lemas do capitulo 4

lema B.1 Paratodo f€ H et € R,

w0y e H e fuZ( ) |y S 2 o sy (B.1)

Provae, Tomemos z =| z | 5 € I e u®?, u®? as contribuicdes a u®

na defini¢io 4.1, correspondentes a s = sp{n} e $ = so{%) respectivamente.
Usando coordenadas esféricas,

z=|z g de=|z*d5% |z |,

e levando em conta e definigao 4.1, vemos que
P ) = [ Felesaln)=at, ) EF-(a-so(n)-at, 5)dSd |z |

onde d5% é o elemento de area na esfera unitiria e Ly e ¥p sao as porgdes
da esfera unitdria introduzidas no capitulo 4, secfo 4. Usaremos a corres-
pondéncia sp « 7 desta mesma secio 4, que transforma a integral sobre
T, U D, em integrais sobre N = 00U Q3. Denotando por dS o elemento de
drea em 0% e observando que dS* = K(s)d5,

dn)={zjy-s =| Q'V’r_(sg):: alz|
zsolm) =t [ sol) =l = Lo e 57 = T (e T

Sabemos que 1 <] 3| para s € (1., logo,

56



1 ) I = £ Jon P- (b wa-f,s{z::'ﬂ(rg-}_’-fﬁ)—; ~at,s) | K(s) ]| dSd |
= (% Joo Fo(h, sy EF (3, 5) Y= ] gy
< 1% foo Fo(h sy EF(, o) Y= gsan -y p i

O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que
w02 | K(s)Vr(s) |
fu ) = [ [ F-Oos) BR ()220

..., ,}‘2 3 r) ’ a
Portanto, desde que »™ = u2" + 1%, o lema segue das ultimas desigualda-
des.

dSdN < || Fu 3 sy

lema B.2 Seja US(t) o operador linear em H definido por UP(1)f =
u®(t,.). Entdo | US(t) |, < 2.

Prova. Consequéncia imediata dos lernas B.1e A2
lema B3 S¢ f &€ 55 e >0, entdo

E(u_, Bg,1) = f E u-{t, 2} Fu (t,z)}de — 0, guando t — oo, (B.2)
R

E25

Prova. Quando f € Sp e v_{x, ) é considerada como uma funcdo de A,
seu suporte € o compacte B. Portanto, escrevendo

—folt __ 1 ae*fﬁ':\i
T ot OX
e integrando por partes, enconiramos
—ip M d
u.{t,x} = e 5)\ Muo_(Ax, M)A,
da gual chtemos a estimativa:
bu_{t,z} |< l l, para todo 2 € R? et # 0.

O resultado procurado (B.2) € um consequéncia imediata desta estimativa.



fema B.4 Se f € Sy e R >0, entdo

E(u® By, t) = ‘/;1 Ruc_"“’(t? " Eul(t, x)de — 0, quando t — oo, (B.3)
2lg

B By

Prova. Provaremos {B.3) separadamente para as fungdes u>" e u™
intreduzidas na prova do lema B.1. Com célculos similares aos usado no
lema B.1 encontramos:

S(UT’X,BR,i):/ / et T g (s EF(), SJEI\(S)ZT”(S)IdAdS,
(B.4)
Mas, com s € ..,
a=3 - Vr_{s)<lsl| ¥Vr-(g)].

Por outro lado, como f € Sp, na superficie integral anterior, s € A Logo
1<fsl< M. Pmtanto

1 A alR
—_— L Ao — e < 4 MR,
SIS e entio Qf+1an($}[_ al + MR

Com esta tltima desigualdade ¢ 1 <} s |, {B.4) fica

E(u™*, Bp,t) g]"mmjﬁ PO sy BP0, s VT8 oy

- —i oy

Evidentemente, esta ultima integral tende a zero quando t —» o0, o que prova
. 1
o resultado desejado para u™
2 . P . 1.
A prova para ul® € analoga. Finalmente desde que &£{x, Bg,1)? é uma
. O 20,1 oo,2 ke 5 . .
semt-norma e ¥ = u" +u_ ", a conclusdo do lema € ohvia.

lema B.5 Dado f € H, seja F. = J.f e’ = U{t)P.fii = 1,2
Entie,

LG ):T'(S) lgsax  (B.5)

E(ut, B,0) = ff FL(h, sy EF.(A,s)
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[ K(s)V7.(s) |

E@iR%ﬂ:AL?RM&ﬂﬂmLQ d8dy.  (B.6)

Prova. Se tomarmos F? = J_P f, entic o lema A.2 nos permite escrever:

EQt, B,0) = || Pif 5 = | F2 oy (B.7)

Agora, de acordo com a defini¢io de J., a construgdo {A.7) mostra que:

Fl(}&,s) _ a@(ﬂ?f(s)(ﬁﬁ")(,\ﬂ | A !

i YIE () Vra(s) ]

De acordo com a definigho das projecdes Fi{p) dadas no capitulo 4, secio 6,
a expressio acima é zero para s € 1%, donde obtemos,

ap(s)PI(s)P-O)JOs) | A

_ es€N’. (B.8)
YH(s) [ [ VTo(s) ]

Lembremos que P_(As) = PF(As) + P7()s) e que em qualquer caso, A > 0
ou A < 0, vale

Fl(\ s) =

PH(hs) = PHs), Po(hs) = P (s).

Portanto, }3.,()\3) s ﬁf(s) + ﬁ: {3). Como conscequéncia,
PH(s)P.(As) = P*{s).

Substituindo isto em (B.8} e lembrande {A.7) encontramos,

~ }}"‘“_,(J\,s) se s € 0%

FLA, &)=

8 se 5 € {1°°,

Entdo, o resultado desejado segue pela aplicagio da relagio de Parseval em

Lo{ R, ho(Q2_)) = Hy{.) e pela expressdo (B.7). A demonstragio da igual-
dade {B.6) ¢ inteiramente andloga, e portanto, a prova do lema estd completa,
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