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INTRODUCAO

A importancia da anélise estatistica nas areas aplicadas tem
sido amplamente ressaltada e documentada nas Ultimas décadas.

Particularmente na 4rea de pesquisas biomédicas, a analise de
dados de sobrevivéncia tem merecido grande atencdo e reconhecimento. Os
dados de sobrevivéncia sdo caracterizados, em geral, por uma medida da
sobrevivéncia do paciente, uma resposta a um dado tratamento e por
caracteristicas do paciente e do tratamento que o envolve. Uma dessas medidas
frequentemente usada é o "tempo de sobrevivéncia”, o qual refere-se ao tempo
observado desde o inicio de um dado tratamento até a ocorréncia de uma
resposta a qual seja de interesse. E importante salientar que a resposta néo
necessariamente ¢ a falha (morte) do paciente. Ela pode ser, por exemplo, a
remissio de uma determinada doenga, a reagdo apos aplicacdo de uma droga,
dentre outras.

Um aspecto importante a ser destacado nos dados de
sobrevivéncia é o fato de poder ter-se ao final do estudo individuos cuja
resposta de interesse nio ocorreu, individuos que antes do término do estudo
tiveram de ser removidos do tratamento ou que simplemente optaram em
abandonar o mesmo. Os ”tempos exatos” desses individuos sdo portanto
desconhecidos e desse modo, registra-se para os mesmos, os periodos em que

permaneceram sob observacio. Estes denominam-se ”tempos censurados”.
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A presente dissertacio tem por objetivo fazer uma revisdo de
alguns modelos de regressio possiveis de serem utilizados na andlise de dados de
sobrevivéncia e o seu uso em experimentos de dose-resposta cuja medida
associada a resposta seja o tempo de sobrevivéncia dos individuos; bem como o
desenvolvimento de programas computacionais dos meétodos quando n3o
disponiveis nos usuais pacotes estatisticos.

Os modelos serdo apresentados sob dois contextos: o primeiro
deles em situagdes nas quais apenas uma causa de falha é considerada, e o
segundo em situacdes nas quais k ( k>1) causas de falhas s3o levadas em
consideragdo. Situacdes deste tipo sio denominadas "riscos competitivos”.

No capftulo 1 s3o apresentados conceitos fundamentais em
analise de sobrevivéncia. O objetivo deste capitulo é o de apresentar alguns
conceitos, fungGes de interesse e notagdes necessarias ao entendimento da
teoria contida nos capitulos posteriores.

No capitulo 2 sio apresentados os modelos de regressio
locacdo-escala (em particular o log-linear), de riscos proporcionais e de riscos
proporcionais de Cox em um contexto de uma tnica causa de falha. Para cada
um destes modelos é tratado, em detalhes, o ajuste dos mesmos por meio de
analise residual grafica, a estimagio por méaxima verossimilhanga dos
pardmetros e coeficientes de regressio envolvidos, testes e intervalos estimados
para os referidos coeficientes de regressdo. Ainda, para andlise de experimentos
dose-resposta sdo estudados o tempo médio estimado para a ocorréncia da
resposta e o método DVS para obtengio de doses virtualmente seguras em
regiGes de doses baixas.

No capitulo 3 sio apresentados os modelos abordados no
capitulo 2 estendidos as situacdes que envolvem “riscos competitivos”.
Inicialmente ¢é feito uma breve revisio dos conceitos envolvidos na teoria de
riscos competitivos e em seguida € também apresentado em detalhes, os
modelos de regressio em tais situacdes.

Finalmente, ¢é apresentado no capitulo 4, duas aplicacdes
numeéricas. As mesmas tém por finalidade ilustrar os modelos apresentados

sob os dois contextos em experimentos de dose-resposta.



CAPITULO 1

CONCEITOS FUNDAMENTAIS EM ANALISE DE SOBREVIVENCIA

1.1 - INTRODUGAO

Os ensaios bioldgicos ou experimentos de dose-resposta sdo
experimentos que tém por finalidade avaliar propriedades de uma droga
observando sua atividade em um sistema biolégico. Entende-se por sistema
bioldégico um conjunto de unidades experimentais constituido por animais, ou
plantas de uma mesma espécie, ou pessoas, etc.

Como a utilizagdo de um sistema bioldgico em um
experimento deste tipo provoca uma consideravel variacio nas medidas obtidas
em repeticdes aparentemente idénticas do experimento, surge a necessidade da
utilizacio de métodos estatisticos que permitam um melhor entendimento dos
dados obtidos.

Para a aplicagio de métodos estatisticos adequados faz-se
necessario conhecer o tipo de ensaio biolégico realizado. Com este intuito e de
modo suscinto, é tratado a seguir a classificacio dos ensaios bioldgicos.

Inicialmente, os ensaios bioldgicos podem ser classificados em :
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— ensaios bioldgicos qualitativos e ensaios biologicos quantitativos.
Os ensaios biologicos qualitativos tém como objetivo identificar as substéncias
contidas na droga de interesse através de reacGes caracteristicas provocadas no
sistema bioldégico. J4 os ensaios quantitativos objetivam avaliar ”propriedades”
de uma droga e com tal finalidade s3o realizadas medidas das respostas de
interesse nas unidades experimentais as quais receberam doses da referida droga.

Geralmente, um ensaio bioldogico ¢ caracterizado por :

(a) ser um experimento feito com a droga teste e com a droga
padrdo, isto é, uma amostra de elementos recebe doses da droga teste e uma
outra amostra de elementos recebe doses da droga padrio.

Obs: - as doses e o nimero de doses dependem do planejamento.
— é considerado que as amostras submetidas a cada uma das doses sdo
independentes.

(b) possuir uma resposta para cada unidade amostral & dose a que foi
submetida. Esta resposta pode ser uma medida de alguma propriedade ou
apenas o registro da ocorréncia ou ndo de um determinado fendémeno.
Obviamente, a intensidade ou frequéncia da resposta deve depender da dose.

Dependendo da forma em que é feita a escolha das doses a
serem aplicadas, os ensaios bioldgicos quantitativos podem ser classificados em :

— diretos ou indiretos.
Ainda, dependendo do tipo de resposta observada, os ensaios indiretos podem ser:
—~ com resposta quantitativa ou com resposta quantal.

Nos ensaios quantitativos diretos, aplicam-se doses crescentes de
uma droga a cada uma das unidades do sistema biolégico até que ocorra a
resposta de interesse. A dose critica que provoca esta resposta é definida como
" tolerancia” da unidade experimental a droga a qual foi submetida. Ensaios
desse tipo s8o pouco utilizados em situagdes praticas devido a dificuldade de
sua execussdo, bem como pela dificuldade na determinagio exata da dose

¢, .
critfica.
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Nos ensaios quantitativos indiretos com resposta quantitativa
cada unidade experimental do sistema bioldgico recebe somente uma das doses as
quais foram fixadas previamente no experimento. As respostas observadas neste
tipo de ensaio bioldgico sio medidas tais como: peso, tempo de sobrevida, etc.

Para certas drogas, no entanto, nio é possivel obter-se uma medida
quantitativa da resposta de interesse. Pode-se contudo, para cada unidade
experimental submetida a uma dose determinada, observar se ocorre ou ndo um
evento critico. Ensaios deste tipo sio denominados ” ensaios biolégicos quantitativos
indiretos com reposta quantal ”.

Tais ensaios sdo amplamente utilizados em situagbes praticas e
abordados na literatura. Neste tipo de ensaio s3o escolhidas K; doses da
droga teste e K doses da droga padrio e a cada dose é submetida uma
amostra independente de unidades experimentais observando-se o namero dessas
unidades para as quais ocorreu o evento critico ( ou resposta positiva).

Os ensaios indiretos com reposta quantal tém semelhanca logica
com os ensaios diretos. Em ensaios diretos define-se a ”tolerdncia” de uma
unidade experimental como a dose critica que provoca a resposta de interesse e
nos ensaios indiretos com resposta quantal, se a uma dose z uma propor¢io p
de unidades experimentais respondem positivamente, entdo uma propor¢do p de
individuos tém tolerincia menor ou igual a z e uma proporgio (1-p) de
individuos tém tolerancia maior que =z .

Em geral, em um ensaio quantal deseja-se estimar a poténcia
relativa da droga teste, bem como determinar a DL50 ( dose letal 50, isto &, a
dose que provoca resposta positiva em 50% das unidades experimentais a ela
submetida). £ comum na anilise de dados de ensaios quantal utilizar-se
transformagdes apropriadas ( por exemplo: probit, logit, angular ) para linearizar a
relacdo dose-resposta.

Um exemplo de ensaio biolégico quantal foi apresentado por Finney
(1978). O objetivo do ensaio era medir a poténcia de uma droga T em relagdo
a insulina padrio S. Para isso foram aplicadas 9 doses de S e 5 doses de T
a amostras independentes de camundongos e a cada dose foi registrado o

, [4
numero de camundongos que apresentaram sintomas de convulsio. Os dados
obtidos foram:
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DROGA S DROGA T
d; n; P d; n; Ti P;
3.4 33 0 0.00 6.5 40 2 0.05
5.2 32 5 0.16 10.0 30 10 0.33
7.0 38 11 0.38 14.0 40 18 0.45
85 37 14 0.45 215 35 21 0.00
10.5 40 18 0.57 29.0 kY 27 0.73

13.0 37 21 0.567
18.0 31 23 0.74
21.0 37 30 0.81
28.0 30 27 0.90

TABELA 1.1- Conjunto de dados apresentados por Finney (1978) .

OBS: Na tabela 1.1 tem-se: d= niveis das doses, n; = unidades amostrais, r; = respostas positivas

e p; = propor¢ao de respostas positivas.

Para a analise destes dados foi utilizado as transformacdes citadas
anteriormente e as conclusGes obtidas foram as mesmas, ou seja, o0 ensalo nao
apresentou evidéncias de invalidade.

O objetivo nesta dissertagio ndo é o de analisar ensaios biologicos
qualitativos, quantitativos diretos ou quantitativos indiretos com resposta
quantal. O enfoque se restringird aos "ensaios biolégicos quantitativos indiretos
com resposta quantitativa”, mais especificamente aqueles cuja medida associada a
resposta seja o tempo de sobrevida, onde os mesmos podem ser tempos
observados desde a aplicagdo da dose até a ocorréncia da resposta de interesse,
ou tempos observados desde a aplicacio da dose até o término pré-fixado do
experimento (denominados tempos censurados).

Deseja-se portanto analisar dados do seguinte tipo : Suponha
que 5 doses distintas de uma droga foram aplicadas a 5 grupos de ratos, cada
qual recebendo uma dessas diferentes doses e que os tempos de sobrevida
observados foram:
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dose unidades amostrais tempos

d) () (t)

2.5 1 5 6 6 T8 8 8 910 11 12

3.4 13 4 7T 77 9 9101213 15* 16 17* 18

5.3 15 8 9 10 10 10 14* 16 18 20* 21 2122 23*24 24
8.0 12 5 7 10 13 13 13 14* 15 15 15 16 17*

9.4 14 3 45 7% 10 10 12 12 13* 14 14 15 15 16*

Tabela 1.2 - Conjunto de dados hipotético (t* = tempo censurado ).

Para a realizacio da analise de dados como os citados acima,
utilizar-se-4 métodos baseados na teoria de anilise de sobrevivéncia. Tais meétodos
tratam do ajuste de modelos baseados nos tempos de sobrevivéncia os quais permitem
também a incorporacdo dos tempos censurados ao modelo.

Por este fato, faz-se nas secdes seguintes deste capitulo uma
suscinta revisdo da teoria basica e das notagdes utilizadas em anélise de sobrevivéncia,
uma vez que esta teoria serd necessiria na analise de dados do tipo citado
na tabela 1.2.

Nos capitulos 2 e 3 serdo tratados alguns modelos de regressio
possiveis de serem ajustados a dados do tipo acima. Estes modelos obviamente,
objetivam auxiliar na analise em que se deseja realizar.

1.2 - CONCEITOS BASICOS E NOTAGCOES

~ 2 [4 . . . .
Nesta segdo € apresentada uma sintese dos principais conceitos
basicos e notagdes utilizadas em anilise de sobrevivéncia. O intuito é facilitar o

entendimento dos desenvolvimentos que serdo feitos posteriormente.
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1.2.1 - Censuras

Em muitos experimentos, tais como os experimentos de dose-
resposta, onde os tempos de vida sio utilizados na andlise, h4 a necessidade
de que os mesmos se encerrem num determinado tempo fixo e deste modo
nem todos os individuos falham até o término pré-fixado destes experimentos. Os
individuos que sobrevivem a este tempo fixo sio chamados de censuras e seu
tempo corresponde a um tempo censurado.

Os métodos desenvolvidos em anilise de sobrevivéncia incorporam
tais dados censurados, o que ndo é feito, em geral, em outros tipos de analise.

Os tipos de censuras existentes sio:

simples

1- Censura tipol - {mﬁltipla.

2- Censura tipo II - - simples, .
miultipla e progressiva.

3- Censura Aleatoéria.

I- Censura tipo I. Suponha que n individuos estio em estudo e
que a cada individuo tem-se associado um tempo de vida T, Seja T o tempo
de seguimento pré-fixado do experimento. Se T, <T ocorre a falhae se T,> T
ocorre a censura do tipo I. A censura tipo I pode ocorrer em dois tipos de

situagoes:

Situacdo 1 - Os n individuos entram juntos no experimento de modo que todos os
n individuos tém o mesmo tempo tedrico de observagio, digamos L;(i=1,2,..n)
uma vez que o tempo para o término do experimento é fixo. Os individuos
sobreviventes sdao as censuras do tipoI simples.

Situagdo 2 - Os n individuos entram no experimento em tempos diferentes de
modo que possuem tempos tedricos de observagdo L;(i =1, 2, .., n) distintos. Uma
vez fixado o término do experimento, os individuos sobreviventes sdo as censuras
do tipo I miltipla. Portanto, se T;> L; onde L;(i=1,2,..n) sdo os periodos
de observagio dos n individuos, censuras miltiplas do tipo I ocorrem. Assim, os

individuos sio representados por (t; 6;) onde:



t;= min (T; L;) e

1 se T1SL1
5. =
0 seT;>1L;.

IT - Censura tipo II. A censura tipo II ocorre quando uma
amostra de n individuos é observada até que r ( r < n) falhas ocorram. Os n-r
individuos restantes sio as censuras do tipo II. Nestes tipos de experimentos,
tem-se entdo:

- tempo para o término do experimento aleatério e

- nimero de falhas fixo.
Note-se que censura tipo II difere da censura tipo I em que se verificam :
- tempo para o término do experimento fixo e

~ namero de falhas aleatdrio.

Quando todos os individuos sio colocados ao mesmo tempo no
experimento, ocorrem as censuras simples do Tipo II e quando os individuos entram
em tempos distintos no experimento, ocorrem as censuras miltiplas do tipo II

Uma generalizagdo da censura tipo II é a censura tipo II progressiva.
Neste caso, 1, falhas na amostra de n individuos sio observadas e n, dos n- 1,
individuos ndo falhos sio removidos do experimento. Dos n-r;-n, individuos que
ficaram no experimento, r, falhas sio observadas e n, individuos nao falhos
sdo retirados do experimento. O experimento termina apbs uma série pré-
estabelecida de repetigBes.

III - Censura aleatoria

As censuras aleatbérias ocorrem geralmente em ensaios clinicos
ou em aplicacdes médicas em estudos com animais. Em ensaios clinicos, por
exemplo, os pacientes entram no estudo de modo aleatdrio de acordo com o
tempo de diagnodstico. As censuras aleatérias podem ocorrer de uma das

seguintes maneiras:



1 - Perdidos de observagdo ( loss to follow-up) : o paciente muda-se para outra
localidade desconhecida ou abandona o tratamento.

2 - Retirado do experimento ( drop -out ) : o paciente n3o se adapta ao tra-
tamento e é necessario retird-lo.

3 - Término de estudo: O tempo pré-determinado para o estudo terminae o

paciente sobreviveu a esse tempo.

OBS: Pode-se entdo observar que a censura tipol é um caso especial da censura

aleatdria.
1.2.2 - Fungcdo de densidade de probabilidade

Seja T a variavel aleatoria tempo de vida, entdo T € ndo
negativa e usualmente continua. A funcio de densidade de probabilidade ( f.d.p.)

da varidvel aleatéria T é definida como :

Y Pr[ um individuo falhar no intervalo [t, t + at)]
fz(t) = lAutn_’0 =3 . (1.1)

A fungdo de densidade tem as seguintes propriedades:
>0 para

’ Pl A~ . - rd t _>_ 0
a) fp(t) é uma funcdo ndo negativa, isto &, fz(t) =4 0 para t < 0.

o0
b) JO £(t) dt = 1.
Em consequéncia, a funcido de distribuicdo de probabilidade é dada por:
t
Fo(t) = jo fr(u) du = Pr[T<t]. (1.2)

Se o tempo de vida T ¢é tratado como uma variavel aleatdria
discreta onde T toma os valores t;,t,, .., t, com 0 <t;<t,<..<t,,entdo

a fun¢do de probabilidade pode ser estimada por:

# pacientes falhos no tempo t;

p(t;) = Pr[T = t] = # total de pacientes

(1.3)
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Quando T ¢ considerada uma variidvel aleatéria continua, os
modelos paramétricos mais comuns assumidos para T ( ou para uma funcdo de T)
e suas respectivas f.d.p. sdo:
(1) T com distribui¢do Exponencial (a),
fr(t) =% exp (- 4), t >0 ea>0. (1.4)
(2) T com distribuicdo Weibull («, 6 ),
5 —
f:,(t):%(é) 1exp{— (é)‘s}, t>0, 6>0 e a>0. (1.5)

(3) Y = log T com distribui¢do Valor-Extremo ( p, 0 ), onde T ~ Weibull (e, 6),

fp(y) = % eXP[ (y;u )—exp ( y;#)], -0o< y< o0, -oo <p<Loo € o>0, (1.6)

onde: o = e log a = a.

Onj—

(4) Y = log T com distribuicdo log - Normal (u, o),

— 1 A(Y-rN2 - -

fy(y) = (2%)1/20 wrly] exp [— 5 ( 5 ) ], co<y<oo , ~colu<oo € 6>0.(1.7)
(5) T com distribuicdo Gama Generalizada ( o, 6, k),

£2(t) - atbl exp{-(4)°} @ 6, k>0 e t >0 (1.8)

G(k) aék o ) ) y Z Y,
onde G(k) e" a fungdo gama, isto ¢, G (k)= J.zo x k=1 exp (- x ) dx.
Observe que: i)seé=k=1 = T ~ Exponencial (o).
ii)sek =1 = T ~ Weibull (q, ).

ili)ses=1 = T ~Gama (e, k).

iv) se k - o = T ~log - Normal.
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1.2.3 - Funcdo de Sobrevivéncia

A funcdo de sobrevivéncia, denotada por Sy(t), & definida como

a probabilidade de um individuo sobreviver ao tempo t, isto é:
Sr(t) = PrfT > t] = 1-Pr[ T <t] = 1 -Fg(t). (1.9)

Ainda, Sz(t) =1 parat =0 e Sy{t)=0 para t=oco.

No caso em que T é uma varidvel aleatoria discreta,

Sp(t) = Pr{T>t] = Y~ p(t),
1t >t

’ 4 , . [
e no caso em que T €& uma variavel aleatéria continua,

Sp(t) = L°° f2(u) du.

As respectivas fungdes de sobrevivéncia Sy(t) correspondentes as

fungdes de densidade de probabilidade citadas na secdo 1.2.2 s3o:
(1) Se T ~Exp (e),

Sr(t) = exp (-4 ), t>0 e a>0. (1.10)
(2) Se T ~Weibull (o, §),

ST(t)=exp[— (-}1-)5], £>0 e 6 a>0. (1.11)
(3) Se Y =logT ~ Valor - Extremo (g, o),

Sy(y) = exp [—exp ( y;u ” ,  ~oo<y<eo , ~olulo e o >0. (1.12)
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(4) Se Y =log T ~ Log-Normal (g, o),

Sp(y) =1 - ¢ ( y;p. ), -ooLy<oo, -colpuLoo e >0, (1.13)

onde : ¢ (x) = J’z

1 1,2
o ——(%)1/2 exp ( 7 ) du.

(5) Se T ~ Gama Generalizada (e, 8, k ),

Sp(t) =1 - Fp(t) =1 - %"% (1.14)

onde: Gy(k) é a funcdo gama incompleta, isto é, G,(k) = Jow x*~1exp{- x } dx

e G(k) ¢ afuncdo gama, isto é, G(k) = Jzoxk”lexp(_x) dx e w= (%)5,

1.2.4 - Funcao Risco

A funcdo risco do tempo de vida T, também conhecida como

taxa de falha instantinea, denotada por Ap(t), € definida por:

Prit<T<t+ at|T>t] Pr[Te(t,t+At)]=

_ . 1 1
M(t) = .y at = lm ) at Pr{T>t]
510 st Pr[T >t At=0 st Sy(t)

OFp(t) 4 _ fr(t) _ _ fx(t) (1.15)

= ( por definicdo de derivada) = —2 Sp(t) T Sp(t) T 1 - Fg(t)’

Portanto, Ap(t) pode ser escrita em termos de Fy(t) e f;(t) como mostrado em (1.15).
A funcdo X (t) pode ndo ter uma forma definida, podendo assim

crescer, decrescer, manter-se constante ou indicar um processo mais complicado

dependendo da distribuigdo a que ela pertence.

OBS : Az(t) >0.
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Para as fungdes consideradas anteriormente, as fungdes risco correspondentes sdo:
(1) Se T ~Exp (a),

amt) =1, t>0 e a>0. (1.16)
(2) Se T ~ Weibull (&, 6),

MU =2E°7, 120 e o >0, (1.17)
(3) Se Y =1log T ~Valor-Extremo (u,0),

Ap(y) = %exp { ] , - 00<y<oo, —oo<u<oo & >0. (1.18)

(4) Se Y=1log T ~log-Normal (g, o),

1 _1({Y—HY\2
iy = 207 iy} = {-1(7)")
Y 1_¢(¥) )

—00<y<oo, —oco<u<loo e 0>0. (1.19)

(5) Se T ~ Gama Generalizada (a, 6, k),

§k—1
S =)
’\T(t) = Gw(k) )
)

t>0 e o 6 k>0. (1.20)

Uma outra fungdo a qual também é bastante utilizada, é a

funcdo risco acumulada e esta é definida por:

H(t) = J: Ap(u) du. (1.21)



RelacGes enire as fungoes 18
1.2.5 - Relacdes entre as fungoes

Sejam as fungdes :
fz(t) - funcdo de densidade de probabilidade de T,
Sy (t) - funcdo de sobrevivéncia de T,
Ar (t) - funcdo risco de T.
Para o caso destas funcGes serem continuas, tem-se vilida as seguintes relacdes :

(1) M) = 5.

(2) f2(t) = - 5 Sr(t) = - Si(t).
- 9 St Q!
@ =) = - s

(4) Sp(t) = exp { - J; Ap(u) du } .

(5) £2(t) = M(t) Sz(t) = 2(t) exp{ - [ ap(u) du}.

1.3 -METODOS NAO PARAMETRICOS PARA ESTIMAGAO DA FUNCAO DE SOBREVIVENCIA
E DA FUNGAO RISCO

A escolha errénea da distribuicdo de probabilidade associada a
varidvel aleatdéria T pode induzir a conclusdes ndo corretas quando da
realizagdo de inferéncias sobre a populacdo amostrada. Para evitar este
problema propde-se estimar a propria distribuicdo desconhecida atraves de um
método ndo parameétrico.

1.3.1 - Método ndo paramétrico de Kaplan-Meier

Considere uma amostra de tamanho n de uma populagdo com
funcdo de distribuicdo acumulada Fg(t). Quando censuras estdo presentes, para
estimar-se a fungdo de sobrevivéncia S;(t) = 1 - Fg(t), o que equivale a

estimar Fp(t), pode-se utilizar a estimativa Produto-Limite (P.L.) derivada por
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Kaplan-Meier (1958). Os n tempos ty, to, ..., t, s30 ordenados de forma crescente, isto
é, t(l)gt(z)g... gt(") . As censuras entram na ordenacdo e caso censura e falha
ocorram ao mesmo tempo, convenciona-se ordenar censura depois da falha. A

estimativa da fungio de sobrevivéncia é dada por:

. d;
Sy(t) = I1 [1 - —} (1.22)
it tls t !
. .
onde : d;= # de individuos que falharam no tempo t;,
n;= # de individuos em risco no tempo t;
)

d;/ n;= proporgdo de falhas em b |

1 -d;/n;=proporgao de sobrevivéncia a t; , depois de ter sobrevivido a (i-1) tempos.

Consequentemente,
Fr(t) =1 - Sg(t). (1.23)

A varidncia da estimativa Sy(t) é dada por:

~ - d;
Var Sp(t) = [Sg(t)|? — (1.24)
5200 i t,-Est nin; — dy)
A funcdo risco acumulada pode ser estimada por fI(t,-) = -In $; (t;) ou por
fI(t,-) = E n—' para 1 =1,2, .., n, a qual nos fornece a funcdo risco
H

acumuladd  empirica.
1.3.2 - Meétodo atuarial ou tabela de vida

Quando os tempos de sobrevivéncia estdo dispostos em
intervalos de classes [t;,t;,,), a estimativa da fungdo de sobrevivéncia é dada
pelo método atuarial ou tabela de vida. Esta fungdo é entdo estimada ( Elisa Lee -
1980) por :

$ (t) ___lnl 5, - S(t,) =1

. . 1.25
=1 {S(ti) =Di_1 S(ti_y), 1=2,3,..,s (1.25)
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onde : p; = 1d - §; - proporgao condicional de sobrevivéncia no intervalo i,
q; = n—,’ - propor¢do condicional de falha no intervalo i,
n’ = niz— %(li+ wi) -+ # de individuos expostos ao risco no intervalo i,
n, - # de individuos que entraram no i-ésimo intervalo,
d; = # de individuos que falharam no i-ésimo intervalo,
l; -~ # de individuos perdidos de observagio no i-ésimo intervalo,
w, - # de individuos retirados vivos no i-ésimo intervalo.

A variancia de §(t;) foi derivada por Greenwood (1926) e é aproximada por :

1-1 d.

Var (8(t)) =~ [$(tp]? Y 5——(53——5-) =23, ..,s (1.26)
=171 V) ]
A funcdo risco é estimada por :
. 2 §.
h(t,.;) . - i=1,2 .., s, (1.27)

“bh(1+0;)’

onde : {tm;=ponto médio do intervalo [t, , t; )

b; = tamanho do intervalo [t;t;,,).

A variancia da estimativa h (t,) é dada por :

n; g

Var (h (t,)) = [h—(tﬂ’—)-]: {1 - [1(5"-2)——3} 2}‘ (1.28)

1.4 - METODO PARAMETRICO PARA ESTIMAGAO DA FUNGAO DE SOBREVIVENCIA

No caso paramétrico a funcio de sobrevivéncia é obtida através da
estimacdo dos seus parimetros usando os estimadores de maxima verossimilhanca
(e.m.v). Assim, tendo assumido uma familia paramétrica aos tempos T, com fungdo
de distribuicdo Fp(t), pode-se estimar a fungio de sobrevivéncia Sz(t) = 1 -Fy(t)
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através da estimagdo dos parametros de Fy(t). Esses pardmetros sdo estimados pelo
método da maxima verossimilhanca.

Para obter-se tais estimadores € necessario estabelecer a fungdo
de verossimilhanca considerando o tipo de censura atuando sobre os dados.

A secdo 1.4.1 trata dessas funcdes de verossimilhanca e a
segdo 1.4.2 trata do método iterativo de Newton-Raphson, o qual é normalmente

utilizado para obtencdo das estimativas dos pardmetros envolvidos.

1.4.1 - Funcio de verossimilhanca

A forma da funco de verossimilhanga para dados de
sobrevivéncia pode ser estudada considerando-se os trés tipos de censura.

Suponha que os dados consistem de n observacbes independentes
ty, ty, ..., t, de uma varidvel aleatéria cuja funcdo de densidade de probabilidade
envolva p pardmetros 6;, isto é 6= (6, 6, ..., 6,). A funcio de verossimilhanga,

denotada por L () sera dada por:
(a) Considerando-se a existéncia de censuras tipo I

Sejam os tempos t,, ty, ..., t, 0s quais sdo tempos de falha ou
tempos de censura do tipo I, isto é os tempos de censura sio consequéncia do
término do experimento. Considere o conjunto F dos individuos que falharam e
o conjunto C dos individuos censurados. A funcio de verossimilhanca pode ser
particionada nos conjuntos F e C e & expressa por:

L(g)= II'I fr(t;,8) Iél Sr(t;, 8) (1.29)

a fungdo de densidade de probabilidade de T e

[¢° 2}

Onde . fT( t‘ ,’Q)

Sr(t;, 8 ) é a funcdo de sobrevivéncia de T.

[¢>2N
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(b) Considerando-se a existéncia de censuras tipo II

Seja tq, ty, ..., t, os tempos observados de n individuos nos
quais r deles sdo tempos de falha e n- r deles sio tempos censurados e tais
censuras sao do tipo II. Ent3o, somente as r menores observacdes da amostra
de tamanho n sdo observadas (r é fixo, 1<r <n). Seja t4) <ty .. <ty as T
menores observagoes, a funcdo de verossimilhanga neste caso é:

L(g) = (n- r)' { IT ix(te; 8 )} [ Sr( tpy & )} Ty (1.30)

onde: fz(t;; 8) é a fungdo de densidade de probabilidade de T,
Sr(t();8) € afuncdo de sobrevivéncia de T,

t(,)é o tempo de vida correspondente a r-ésima falha.

(c) Considerando-se a existéncia de censura aleatéria

Ao assumir um processo aleatério para censura considera-se: T o

tempo de falha e L o tempo de censura. Para cada individuo observa-se ( t, 6;)
i=12 ..,n onde: ) .
= min (T L . P
t;=min (T, L ;) e ¢ = {0 se T> L.

Considerando-se os pares (T, L;) independentes e ainda :

fr(t;8) a fdp. deT Sz(t; 8) a f. sobrevivéncia de T
g(t) a fdp de L ¢ Gy(t) a f de sobrevivéncia de L

oy . « ¢ A .
e como, a probabilidade de um individuo ter um tempo de sobrevivéncia t e

ser censurado neste tempo € dada por:

= (independéncia) = Pr{ L; = t] Pr[T;> t] = gz(t) Sz(t; 9 ),

.y . . A N ~
e a probabilidade de um individuo ter um tempo de sobrevivéncia t e nao ser

censurado neste tempo € :
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Prlt;=t;6=1]1=Pi{T;=t; T,<L] =P T;=1t] Pr{L;>T] =

=1fr(t;8) Gult),
a fungdo de verossimilhanca de(t; 6;), i=1,2,..,n pode ser escrita por:

L{g)= 1;[ fr( t; 8) Gult;) lg gz(t) Sz (t; ) =

= ~£I1 [E(t;5.8) Grlt) ] % [ & o(t;) Sp( t5.0)] % =

st

fr (t;0)% Sp(t;;8)' % g(t,)' % Gy)%.

il
T

Em geral, o pardmetro de interesse € aquele associado ao tempo de sobrevivéncia
e pode-se observar que Gg(t) e gz(t) nd3o envolvem qualquer pardmetro de

interesse. Assim, a funcdo de verossimilhanga acima pode ser simplificada para :

L(g)2 IT f( ;)% Sp(4;8)1 % (1.31)
i=1

O método da maxima verossimilhanca para estimacdo dos
pardmetros nos modelos paramétricos requer a maximizacdo das funcdes de
verossimilhanga ( 1.29), (1.30) e (1.31), ou seja, requer a solucdo das equagdes :

0
6—11:9—9%—) =0 para 1=1,2 .. p.

Geralmente, os estimadores n3o sido encontrados analiticamente. Assim métodos
iterativos de maximizagdo sdo utilizados, entre os quais, o método iterativo de

Newton - Raphson é o mais usado.

1.4.2 - Método iterativo de Newton - Raphson

O método iterativo de Newton- Raphson é um procedimento
iterativo numérico que pode ser usado para resolver equacdes ndo-lineares. Essa

técnica é baseada na expansio da série de Taylor de primeira ordem.
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Seja U (8) = a—%{)—)—, o qual & chamado vetor de escores.

e . N .
Dado um valor inicial §,, a estatistica escore U( § ) pode ser escrita como :

U(,@)= U(,Q,o) - i(,g*)(; ',Q,o)» (1'32)
2
onde ¢ * estd “entre” §, e § e i(e™ ={— é—%zjl 18 =80 -

Para §, na vizinhanca de §, i(8*) é aproximadamente igual a i(§,), tal
que fazendo U (§) =0 e resolvendo -se (1.32) para o primeiro passo, obtem-se :

Q,l:,q,o'*' i(,g,o)—lU(,Q,o)' (1.33)

Os passos subsequentes sio dados por :
’ékz,@’k_l"' l(r@;k-l) _IU(er-l) pa.ra. k=2,3,... (134)
A expressio (1.34) fornece um novo valor para §,; de modo

que o processo € repetido até que as sucessivas estimativas 9 ; aproxime a um
~o

determinado valor, isto &, o processo serd repetido até que

Alguns comentarios sobre o método devem ser feitos aqui:
- o método trabalha bem se i(§ ) é razoavelmente estavel sobre um intervalo de
valores préximo a § , isto é, se a fungfo de verossimilhanga é préxima de uma curva
normal.
- A teoria da verossimilhanca assintotica garante a curva Normal para amostras
” grandes”, sendo que nestes casos o método é eficiente.

- o método tipicamente falha se a verossimilhanca é multimodal.
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1.5 - VARIAVEIS CONCOMITANTES

Além da variavel aleatéria tempo T, outras informagdes podem
também ser avalidveis, como é o caso de varidveis adicionais descrevendo
diferentes condi¢des nas quais o experimento foi realizado. No caso particular
de experimentos de dose- resposta, uma varidvel adicional de interesse é a dose.
Essas variaveis adicionais sio chamadas varidveis concomitantes ou covariaveis.

Assim, em um experimento de dose- resposta, cada individuo
possui um tempo de falha ou um tempo de censura e uma dose d a qual é
uma variavel concomitante. Em geral, nos experimentos de dose- resposta,
deseja-se saber o efeito da dose d sobre o tempo de falha T ou ainda
estimar o risco de um individuo num tempot com uma fixada dose d.

Quando considera-se variaveis concomitantes, trabalha-se de forma
analoga ao que foi visto nas secGes anteriores, com a diferenca de que as
funcbes sdo agora fungGes condicionais da varidvel aleatéria T dado a(s)

variavel(s) concomitante(s) z, isto é:

Fr(t|z) é a funcdo de distribuicdo acumulada de T dado g,
Sr(tlz) &€ a funcio de sobrevivéncia de T dado g,

M{t|z) é a fungdo risco de T dado g,

fr(tlz) ¢ a f.dp. de T dadog.

Por exemplo, se & assumido que os tempos T, dado as varidveis -

concomitantes gz tem distribuigado Weibull (@ (z ), §) onde ofz) é o pardmetro

de escala o qual depende de z e § é o pardmetro de forma, tem-se:

Ftle) = - e ()0} e20

(g ) =& Frl1l2) = 25

p g
~—
o
[
-
o]
P
)
—h—
|
——
A
™
g
N’
n
hrnond
o
Vv
=

t
&

of
Sr(tlg) = 1-Fr(tle) = exp {-(5)°}, t20,

z)

M (tlg) =2 ( : )6‘1, £>0.

ol g)\a(g)



CAPITULO 2

MODELOS DE REGRESSAO EM EXPERIMENTOS DE DOSE-RESPOSTA
EM UM CONTEXTO DE UM UNICO RISCO

2.1 - INTRODUCAO

Muitas situagGes na pratica envolvem populagdes heterogéneas nas
quais é desejado considerar a relacio entre certas variaveis concomitantes e os tempos
para a ocorréncia de um evento de interesse. Estes tempos sdo frequentemente referidos
como tempos de falha ou tempos de vida, isto é, o tempo de um individuo contado a
partir de um inicio pré-estabelecido até que ocorra a resposta de interesse.

Uma destas situacbes € aquela que trata de experimentos de dose-
resposta quantitativos indiretos com resposta quantitativa. Nestes experimentos, cada
um dos diversos grupos experimentais recebe uma das diversas doses de uma
determinada droga em teste e esses grupos sdo entdo acompanhados por um
especificado periodo de exposicio. Os tempos dos individuos que falham antes do
periodo de exposigio sio os tempos de falha. Pode-se ter ao final deste periodo de
exposicio individuos sobreviventes, ou seja, individuos cuja resposta de interesse ndo

{ . .
ocorreu neste periodo. Nestes casos, registra-se os tempos decorrido  desde a
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aplicacio da dose até o término do experimento e estes sdo referidos como tempos

de vida censurados.

Consideragdes com respeito ao custo destes experimentos de dose-
resposta conduzem, em geral, a estudos pequenos que envolvem um grupo controle
e trés a quatro grupos nos quais diferentes doses sdo aplicadas. Estes estudos,
embora pequenos, fornecem valiosas informagbes a respeito da relagdo dose-resposta.

Portanto, nestes experimentos consideram-se os tempos T (os quais
correspondem a uma falha ou uma censura) para a ocorréncia da resposta de
interesse e a variavel concomitante dose d. Cabe lembrar que pode-se tomar
outras varidveis concomitantes dos individuos amostrados além da dose, ou seja,
pode-se considerar um vetor z= (X, X,, ..., X,) de p varidveis concomitantes e
este vetor pode incluir tanto varidveis quantitativas quanto variaveis qualitativas.
O interesse € entio modelar e determinar a relagio entre os tempos e a dose.

Uma maneira de determinar essa relagio é através de modelos
de regressio, onde a dependéncia dos tempos de vida T sobre a  variavel
concomitante dose d é explicitamente admitida. Os modelos de regressio a
serem considerados para estes experimentos bioldgicos envolvem situagGes de
analise de sobrevivéncia, uma vez que dados censurados sdo considerados.

Em geral, os experimentos bioldgicos tém como resposta considerada
uma variavel dicotdémica, como por exemplo, ocorréncia ou ndo de falha. Deste
modo, os tempos até a ocorréncia da falha ou da censura dos individuos nio
sio levados em consideracio. E importante portanto ressaltar que ndo € essa a
abordagem tratada aqui. A abordagem considerada trata de modelos para
experimentos biolégicos onde a medida associada a resposta é a variavel continua
tempo onde os tempos de falha bem como os tempos censurados sio devidamente
considerados. Em sintese, o objetivo é relacionar os tempos de vida com a
dose utilizando modelos de regressio em situacbes de analise de sobrevivéncia.

Neste capitulo, serdo considerados alguns modelos de regressio.
Caso a distribuigdo de T | z seja especificada, um modelo de regressdo paramétrico
é considerado e caso contrario, considera-se um modelo semi-paramétrico.

Na secdo 2.2 destacam-se as principais funcdes de interesse na
analise de sobrevivéncia, funcgdes estas as quais utilizam o tempo como medida
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associada a resposta de interesse. Na se¢do 2.3 sdao tratados detalhadamente os
modelos parameétricos: de locagdo-escala (em particular o log-linear) e o de riscos
proporcionais, bem como o modelo semi-paramétrico de riscos proporcionais de
Cox. Na secdo 2.4 sdo apresentadas algumas sugestdes graficas as quais auxiliam
na escolha de um modelo inicial apropriado. Na secdo 2.5 ¢é discutida a
analise de residuos tanto para os modelos paramétricos quanto para o modelo
semi-paramétrico. Os residuos tratados em tal secio baseiam-se na definigdo
geral de residuos dada por Cox e Snell (1968). Finalmente, as secdes 2.6 e 2.7
tratam, respectivamente, da estimacio dos elementos de E(coeficientes de
regressio) pelo método da maxima verossimilhanca e de testes e intervalos

estimados para estes coeficientes de regressio.
2.2 - MODELOS UTILIZANDO OS TEMPOS COMO RESPOSTA

2 . . [4
O tempoT, T >0, é uma variavel aleatdria continua e pode ser,

portanto, definida por um modelo paramétrico. Seja ent3o,
Ft]d)=Py(T <t] d), (2.1)

a funcdo de distribui¢do acumulada de T na dose d (ou em uma fungéo da dose),
ou seja, a probabilidade de ocorrer a resposta de interesse no tempo t ou
anterior a t na dose d.

Na analise de sobrevivéncia, as fun¢des de maior interesse sdo: a
funcdo de sobrevivéncia S(t|d) e a funcdo risco A(t|d ), definidas a seguir.

a) A fungio de sobrevivéncia de T na dose d, dada por:
S(t|d) = 1-F(t]d)=1-Pr(T < t}d), (2.2)

é a probabilidade de ndo ocorrer a resposta de interesse no intervalo (0, t] e dose d.

Em consequéncia, pode-se definir:

f(t]d)= -2 s(t|d). (2.3)
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b) A fungdo risco de T na dose d, definida por :

At1d) = —getP—, Xtld) > 0 (2.4)

¢ a taxa instantdnea de ocorrer a resposta de interesse ao tempo t dado que

a mesma nio ocorreu até o tempo t na dose d.

c¢) Outra fungdo muito itil na analise de sobrevivéncia é a fungdo risco acumulada
e esta € definida por:
t
H(tld):JOA(u|d)du. (2.5)

t f(u]d)

o Sld) =

Como: H(t|d)=Jnt)\(u|d)du = J
o

=['1- &s@ld) /sl d)] du=

=["-2[lnS@u|d)]du=-InSt|d).
J o :

Segue, aplicando a exponenciagio, que :

S(t|d)=exp{-H(t|d)}=exp{-I;A(uld)du}. (2.6)

Assim, a fungBo risco Xt | d) caracteriza a distribuigdo de T. A
fungio risco € portanto, a funcio de interesse a ser analisada e o estudo da sua
variagdo de acordo com as varidveis concomitantes é o objeto dos modelos de
regressdo. Isto é, deseja-se estudar os efeitos das varidveis concomitantes na
fungdo risco. Em particular, no modelo de dose-resposta, deseja-se estudar o
efeito da dose no risco de falha.

Um outro interesse nos experimentos de dose-resposta, é o de
estabelecer niveis de tolerincia ou de aceitabilidade do risco. Para isto, é
necessario especificar alguma conveniente medida do risco a qual possa ser
usada para esse proposito. Considere F(t | d), a fung¢do de distribui¢io acumulada no
tempo t dado uma dose d. Desde que F(t | d) para um tempo t fixo, especifica a
probabilidade de uma resposta como func¢do da dose d e desde que a exposigdo aos

agentes do meio ambiente é baixa, a forma da curva de dose-resposta como fungdo de
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d na regido de doses baixas é de particular interesse. O método mais conhecido
para a determinacio da tolerdncia é o meétodo das doses virtualmente seguras

(D V 8) o qual é definido por:
H(t l do) =7, (27)

onde: t: tempo fixado,
d, : dose a ser determinada e que deve assegurar o risco fixado como aceitavel,
= : quantidade a ser "reduzida” ou "adicionada” em F(t|0) = probabilidade
da resposta ocorrer em d= 0 e tempo t, para obtengdo do risco fixado como

aceitavel.

Para a obtengdo da dose virtualmente segura, d, = dg(t), utiliza-

se a curva de dose-resposta [J(t|d) a qual é uma funcdo da dose no tempo
t fixo e é definida de acordo ao objetivo do experimento conforme descrito a
seguir :
(1) Se o objetivo consiste em “reduzir” a probabilidade de falha dos
individuos e para isso doses crescentes (d;< d; < .. < d;) de uma droga sdo
aplicadas para investigacio dos seus efeitos positivos, ou seja, para investigar
qual das doses analisadas produz uma maior reducdo na probabilidade de
falha F(t | 0 ), entdo J[(t]d) é denominada de risco reduzido sobre F(t ]| 0) e
¢ definida por :

[I(t | d) =F(t |0)-F(t | d) = S( t| d) - S(t ] 0), t fixo e d >0,

onde: F(t|0)=Pr[T <t}|d=0] e S(t|0)=1 - F(t]0), t fixo
F(t]d)=Pr[T<t|d] e S(t]d)y=1 - F(t]|d), t fixo e d>0.

Experimentos com este objetivo ocorrem comumente na &rea
biomédica onde o pesquisador deseja conhecer a dose d, a qual produz a fixada
redugdo n ( 0 < n < F(t | 0)) na probabilidade de falha F(t [0). Em geral, o
minimo valor aceitivel para o risco ou equivalentemente a méaxima redugdo

¢ ’ . po .
possivel em F( t | 0) é especificada pelo pesquisador com base no sua

experiéncia e conhecimento do assunto.
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As figuras 2.1 e 2.2 abaixo, ilustram uma situagio onde trés

doses crescentes d;< d, < d3 estdo sendo investigadas.

K P(t]0) o4
F(t | 4,)
b F( | dy)
0.7 (s | d,) 5.7
9.6 L
0.5 ] 5.5 3
bt 0.4
0.3 039 5(t | dy)
2.3 5.3 S(t'da)
0.1 0.1 5¢t|4d,)
UK C s e — 0.0 . ; - S(t]0)
P w0 0 50 B0 {00 130 14D 16D 0 60 100 160
5008 E0P08
Figura 2.1 - Fungées de distribuigao acumnlada. Figura 2.2 - Fungoes de Sobrevivéncia.

Pode-se observar que [[(t | 0)=F (t | 0)-F(t | d) = S(t [ d)-S(t | 0)
é maior para a dose d,, ou seja, a dose d, produz a maior reducdo sobre

F(t | 0) dentre as trés doses analisadas em um tempo fixo t.

(2) Se o objetivo é o oposto ao tratado até o momento, ou seja, é
desejado "aumentar” a probabilidade de falha dos individuos e para isso
doses crescentes de uma substincia sdo aplicadas para a investigagdo dos
seus efeitos negativos, entdo J[(t | d) denota o risco adicional dobre F(t]O0)

e & definida por:
[t |d)=F@ |d)-F(t |0)=S(t]0)-S(t]d), t fixo e d>0.

" Experimentos com tal objetivo ocorrem frequentemente na area
industrial onde o efeito de dosagens crescentes de uma determinada variavel
concomitante é estudada através de ” testes acelerados”. Por exemplo, se ¢
desejado estudar o efeito negativo da voltagem em lidmpadas, entdo

voltagens crescentes sdo aplicadas para um melhor entendimento deste efeito.
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Na area médica, embora com menor frequéncia, experimentos
sdo realizados com tal objetivo. Como exemplo, tem-se os experimentos
relacionados ao Cancer, onde o interesse concentra-se no estudo do  efeito
negativo causado por doses crescentes de carcinogeno. Estes experimentos sdo
geralmente realizados com animais.

O maximo risco adicional = (0 < x < 1-F(t]|0)), é em geral
estabelecido pelo pesquisador de acordo aos seus objetivos e conhecimento do

assunto.
As formas comumente encontradas em doses baixas para [][(t|d)

sdo ilustradas na figura 2.3 abaixo. Nota-se que convexidade, linearidade e

concavidade produzem progressivamente valores maiores de d, .

M(eid)

‘ i 1

| — doses virtualmente seguras dg(t) —_ | Dose d

Figura 2.3 - Convexidade, linearidade e concavidade em doses baixas.

Retirado do artigo de Kalbfieish, J.D. et al (1983).
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Outra medida de interesse em experimentos de dose-resposta & o
"tempo médio para a resposta” até um especificado tempo t. Se T,= min{T, t},
com T = tempo observado e t algum tempo especificado, o tempo médio para a

resposta na dose d pode ser expresso, segundo Kalbfleisch et al (1983), por:
thp = BE(T, d) = [ (1-F(u|d))du={"su|d)d (2.8)
mR = o )—IO(_(U )) u_IO u u, .
onde: F(t|d)é a funcdo de distribuigdo de T dado a dose d.

2.3 - MODELOS DE REGRESSAO

Como ja4 fol mencionado anteriormente, deseja-se relacionar os
tempos de vida T com as variaveis concomitantes z utilizando-se modelos de
regressio. Em particular, a varidvel concomitante de interesse € a dose.

Os seguintes modelos de regressio serdo considerados:

1- Modelos parameétricos : - de locagio-escala

- de riscos proporcionais

2- Modelo semi-paramétrico : - de riscos proporcionais de Cox.

Nos modelos de regressdo paramétricos, é assumido uma distribuicdo
de probabilidade f (t ; 6) associada aos tempos de vida T dado as variaveis

concomitantes . O modelo de locagdo-escala pode ser escrito por:

EflgT]= u(g,8) + K
ou (2.9)
E[T] = exp{u(z,8)exp{K}

onde p ¢é uma funcio que depende das varidveis concomitantes gz e dos

pardmetros desconhecidos 8 € K é uma constante. Assim, pode-se notar que no
e

modelo de locagio-escala, tem-se para Y = log T um modelo aditivo e para T um

modelo multiplicativo. O modelo de riscos proporcionais é definido por:

A(tlzg)=2,(t) 8(z,8) (2.10)
onde : A (t) € a funcdo risco bdsica, a qual depende somente dos tempos.
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~ . s £y,
No modelo de regressio semi-paramétrico de Cox, nenhuma familia
paramétrica € associada aos tempos de vida T dado as varidveis concomitantes g .

O modelo de regressio para este caso é definido por:

AMtlg ) =2 (t) exp { Zaipi ], (2.11)

~ . o . . ~ . e ¢
onde: A\ t) € uma fungdo risco béasica arbitriria nio especificada para T continuo.

As secbes a seguir tratam esses modelos em maiores detalhes.

2.3.1 - Modelos de locacio-escala

Uma vez tendo assumido uma familia paramétrica a distribuigdo
dos tempos de vida T dado as varidveis concomitantes gz, € frequentemente 1til
trabalhar-se com o log desses tempos, isto ¢, com Y =log (T |z). Se Y possui
distribuicdo com wum pardmetro de locagio p(g,g) (onde'e é um vetor de
pardmetros desconhecidos ) e com um pardmetro de escala constante o, o modelo

de regressio para Y =log (T | z) pode ser escrito por:
Y = u(g,8) + o W, (2 12)

onde u( z,B) é o pardmetro de locagio, o > 0 é o pardmetro de escala da
distribuigdo de Y = log(T | z) e W é a variavel aleatéria erro a qual tem
distribuicdo conhecida e é independente de z. Alternativamente, o modelo de

regressio (2.12) pode ser escrito por:
E[Y] = u(z.,8) + K, (2.13)

onde K = ¢ E[W]. Diversas formas funcionais para u (g, E,) podem ser empregadas.
Em particular, se:

w(z,8) =z B, (2.14)

tem-se para (2.12) um ”modelo log-linear”. Tal forma funcional sera usada no

decorrer desta dissertacio.
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A tabela a seguir sumariza algumas distribuicées dos erros que
sdo frequentemente encontradas no modelo (2.12).

distribui¢io de T distribui¢io de W
log - Normal Normal - padrao
Weibull Valor Extremo - padrao
Exponencial Valor Extremo - padrao
Gama Generalizada Log -gama

Tabela 2.1 - Distribuigao dos erros W encontradas no modelo de regressao

log-inear dado por Y=2 B + oW.
ny

TEOREMA: Em termos da funcdo risco para os tempos de vida T
dado o vetor de varidveis concomitantes g, tem-se que a fun¢do risco para T
dado z é dada por:

A(lz)=2(t exp{-28}) exp{-28}. (2.15)

Demonsiragio:
Primeiramente, sabe-se que o modelo de regressio para Y=1Ilog (T|z ) é Y =pu(z ,’e ) +a W.
Assim, o modelo de regressao para T = exp Y é:

T=eapfu.p)} T, (2.16)
onde: T' =cxp fo W} ¢ consequentemente T' = T exp[—p (=, g )]. Sabe-s¢ também que a
distribuicio de W( erros), Fyy (w), & conhecida e portanto a distribuicio de T '= exp{oW}
¢ facilmente encontrada ser:

Fyy (log t' /o).

Portanto, S(t|5) =1~ Fy(t|g) =1 - Fyl (log t—g B )/o] = S| (log t —z B /o=

=5l Y=gy e =St 8= it < s = 5P
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_Jfdz) _

I . -2
A fungdo risco de T dado g ezpressa por: A(t| z) = SGlz) [ ats(”;?,)]/s(t].ﬁ)’ pode

ser reescrita como:

uma vezquet’=te Portanto a funcdo risco de T dadoz ¢é dada por (2.15). 0

Pode-se portanto observar que o efeito das variaveis concomitantes gz
em (2.15) é atuar multiplicativamente na fungéo risco de T| z, ou ainda aditivamente
em Y = log(T| z ).

Exemplo: Suponha que foi assumido aos tempos de vida T dado
as varidveis concomitantes z, a distribuicio Weibull com pardmetro de escala
ofz,p) =-exp{ gp} e pardmetro de forma 6 A funcdo de densidade de T

dado z & expressa por:
ns

f(t|£)=exp{;vg} ( exp{;g})a —1exp{-(em—})6 b 20 (217)

TEOREMA: Aplicando log aos tempos de vida T dado as
varidveis concomitantes z, a distribuicdo de Y =log (T |z) é Valor-Extremo
com pardmetro de locagdo u(z, p) e pardmetro de escala o, onde o =% e

r(z,p)=loge(z,p )=2zp8, como é demonstrado a seguir.

Como, Fy(y) = P[Y<yl]=P[log T <y]=P[T< ¢'] =Fy €¥), a funco de
densidade de Y =log (T|z) € encontrada ser:
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fY(Y)='§_y Fr ( € y)=fT (ey ) el = exp{igﬁ} ( exp{N/S } )6 {—( eXPE:,}?,} )6 } ¢

_sev {_ Pad } _
(Eieg)f U (wtep)y
= & exp { §(y —zp) — explé(y - ,:5’,3)]} . Fazendo § = 1/ obtém-se:

ho) =den (T2 e (T2R) <y <,

a qual é a densidade de uma varidvel aleatdria Valor - Extremo com pardmetro de
locagdo pu(z ,8) = zB e pardmetro de escala o. Logo, o modelo de regressdo
para Y dado g, pode ser escrito por:

Y= z8 + oW, (2.18)

y-z8

[]

desde que, W =

tem distribuicdo Valor-Extremo padriao cuja fungdo de
densidade é fy;; (w) = exp { w - exp (w) } para —o0 < W < co. Pela expressdo
(2.18), verifica-se que z atua aditivamente em Y = log(T| z ). Alternativamente, o

modelo (2.18) pode ser escrito por :
E[Y]= +aE[W] (2.19)

onde E [W] é a esperanca da varidvel aleatéria W que tem distribuicdo
Valor — Extremo padrio.

Para verificar que z atua multiplicativamente na funcdo risco

~

de T |z, tem-se em termos da funcdo risco que :
F 4 T
Mtlg)=2(t e_""e)e"""e, (2.20)
onde X, (.) € a funcdo risco de T/ =exp { oW}, isto ¢,

M(t) =2 (texp{-zp}) = s ()% 1.
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De fato, a fungdo risco basica de T'= exp{oW} é dada por:

R

X ( tl) =

Substituindo na expressio acima, a funcio de sobrevivéncia basica S, (t)=1-F,( t'),

14

onde a funcdo acumulada de T é:

Fo(t)=P[T'<t]=P[e"<t] =P[W <logt'/d] =

= l—exp{—exp(10§ t')}= 1- eXP{~(exp log t/)l/o}=
=(como 1lfe=6) = 1~ exp{— (tr)é}’

segue que: X, (t)=6(t)®"! para t' >0 onde t'=texp{-z8)}. Portanto,
z atua multiplicativamente na fungdo risco de T| z .

Ainda, se g8 = By+B,d, doses virtualmente seguras d,=d,(t), em

um fixado tempo t podem ser encontradas por:
[t ld,) = =,
onde, dependendo do objetivo do experimento (ver pg. 27), tem-se :
= - = - 1 : - - ——:L—A—— :
LI+ [ d) = F(t] ) ~F(t] 0) ‘“’"p{ (exp{ao}y} e"p{ (ot iaayf }

com 01 exp{—( expt{fs } )3} ,

ou,

Tt [d) = F(t] 0) -F(t| d) = exp{—( —-——-———————exp{Bot_*_Bld 7 f}-exp{—( eXpt{Bo} )3}

com O0<r<1 -exp{—( expf[ﬁ) })3} .
0
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O tempo médio para a resposta até um especificado tempo t ouy =
logt em uma dose d, pode também ser de interesse. Estes sdo obtidos,

respectivamente, para Y =logT e para T por:

t.r = E(Y,]d)= H exp {—exp(l_('?—ﬁf—ﬂd—z)} du

e tmR = E(Tol d ) = J‘:) exXp {—(mf}du,

onde Y, = min(Y, y) e T,=min(T, t).

2.3.2 - Modelos de Riscos Proporcionais

‘. . . . ’
Uma familia de riscos proporcionais é uma classe de modelos com a
- . . « € ~ ~ . . . . ’
propriedade de que diferentes individuostém fun¢des riscos proporcionais, isto e,

~ ~ i . . P 4
a razdo das fungbes risco para dois individuos com  vetores

Mt | ga)
de varidveis 'Concomitantes gz, e gz, nio varia com o tempo. Quando isto

ocorre, a funcdo risco de T dadogz, pode ser escrita na forma :

A(tl;'i‘,):Ao(t) 5(;'5’2)» (2.21)

onde A(t) é uma fungdo risco basica e é a fungio risco para um individuo

quando g(z, ,{’,) = 1. Ainda, g(z, E,) é uma funcio que depende das variaveis

concomitantes z e dos pardmetros desconhecidos B.

Obs: Em geral usa-se as varidveis concomitantes g transformadas e centradas.
A escolha de g(z, B) pode depender dos particulares dados

sendo considerados e dentre as varias escolhas, a mais natural é:

g(z,8) = exp{zp}, (2.22)

ne

a qual possui a vantagem de tomar somente valores positivos e assim nio exige
que nenhuma restricio seja feita com relagdo aos valores de B para garantir
~s

que g(z,B) >0 para todo g. Sendo g(z,8)=-exp{gpf) sempre Dpositiva,
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At | z) é automaticamente nio negativa paratodo z e B. Obviamente, outras
formas funcionais podem ser utilizadas para g (z, ,{’,) e podem ser mais apropriadas
em situacBes especificas.

Modelos de riscos proporcionais assumem portanto que as
variaveis concomitantes tém um efeito multiplicativo na funcio risco.

Na familia de modelos (2.21) a funcio de sobrevivéncia de T

dado o vetor de varidveis concomitantes z & expressa por:

S(t] £)=exp{—.l.:) A(ulz)du} = exp{—'[;xo(u)g(rz\:’,g) du}=

=exp{-8(,:5,,£)j;)o(u) du}:{up[—J;Ao(u) du;’}-"('£ ,E,).

Entdo: S(t| z) = [So(t)]’('g 2 ), onde S, (t) = exp[—u ,\o(u)du] é
chamada fungdo de sobrevivéncia basica para um individuo quando g( z, g) = 1.

Existe entdo, em uma familia de riscos proporcionais, uma ordenacio
das funcdes de sobrevivéncia para dois individuos com vetores de variaveis
concomitantes z, e g, isto & ou S(t| g,) > S(t| g,) para todo t ou

vice-versa.

Exemplo: Considerando o mesmo modelo tomado anteriormente,
ou seja, o modelo Weibull de dois pardmetros cuja fungdo de densidade de

probabilidade (f.d.p.) é dada por:

=gl (i) T |- g ) e

onde o (g, 8) €& claramente uma funcdo das varidveis concomitantes z, a sua
st

funcdo de sobrevivéncia é expressa por:

1 é
= 1- = —| ———— >0.
S(t12)=1-F (1] 2) exp{ (z557) ) £20
Entdo, a fungdo risco de T dado o vetor de varidveis concomitantes z é:
f(t 1 g)

)6—1.

Mtle)=35q7;) = a(;,g) (a(zt,ﬁ)
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. ~ ~ . . . o £ . .
Assim, a razdo das fungdes risco para dois individuos com vetores de variaveis

concomitantes z, e z, e
~J s

5 (o—tos)? -t s

Mtlg,) — 0'('51’!?,) "("\”,1’,@,) _ {a(,ez,g)J
) - é t 6 — - oz 1, ]

e @y )T e

a qual ndo depende de t. Em outras palavras, individuos diferentes tém
fungdes risco proporcionais. Consequentemente, o modelo Weibull € um modelo
de riscos proporcionais.

Ainda, sendo o modelo Weibull um modelo de riscos proporcionais,
a funcdo risco de T dado o vetor de varidveis concomitantes z, € da forma
(2.21 ). De fato, como foi visto,

)5—1__:“5—1{

ey . 6 _
Ntlg) _a('%,ré)(a(,g,’é) “(%’ﬁ)] B

= (tomandoa(,g,g)=eXP{££}) =
= (47 ") exp{- gp5} = (fasendo ps=p")=

=st°" 1 exp{-gp*},

onde: A, (t)=6t%"1 g(z,B)=exp{z8™}.
Se g8 = Bot+Bid, doses virtualmente seguras dy = do(t) em um
fixado tempo t podem ser encontradas por :

It 1 d) =

onde, dependendo do objetivo do experimento (ver pg. 27), tem-se:

Mt1d)=F(t|d) -Ft|0)= eXP{-( expt{;go})s } - exP{-(eXp{§o+31d)Z }

com 0<7r<exp{—( b )3},
ou, exp{8,}

[I(t|d)=F(t]0)-F(t]d) com  O<x<F(t]0)
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Ainda, o tempo médio para a resposta até um especificado tempo t em uma dose d,

pode ser obtido por:
. .
t,r = BE(T,d =I - —=S du,
R = B(TJ d) Oexp{ (exp{ﬁomd})é} u

onde: T, = min(T, t).

OBSERVACOES:

1 - O modelo Weibull considerado aqui, tem como pardmetro de escala a(z, )
o qual depende das varidveis concomitantes z e como parimetro de forma ¢
o qual ndo depende das varidveis concomitantes. E conveniente notar que se
ambos os pardmetros dependessem das varidveis concomitantes g, o modelo
nio seria de riscos proporcionais, mas continuaria sendo um modelo log-
linear.

2 - Kalbfleish e Prentice (1980) mostraram que ” o Gnico” modelo que pertence
tanto a classe de modelos log-linear quanto a classe de modelos de riscos
proporcionais € o modelo Weibull de dois pardmetros considerado nos exemplos.

Deve-se atentar ao fato de que o modelo Exponencial € um caso especial do
modelo Weibull.

A familia de modelos de riscos proporcionais (2.21) é portanto
essencialmente  distinta da familia de modelos log-linear (2.12). Os modelos
de regressdo log —linear Weibull ( e particularmente o Exponencial ) sdo entdo os
Unicos modelos log-lineares que também s3o de riscos proporcionais.

E interessante notar o efeito das varidveis concomitantes Z nhas
duas familias de modelos: no modelo log-linear Y = zp+oW, z atua
multiplicativamente em T, enquanto que no modelo de riscos proporcionais

Ntlz)=2,(t)exp{z 8}, z atua multiplicativamente na fungdo risco para T.
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2.3.3 - Modelo de Riscos Proporcionais de Cox

Ja foi visto na se¢do 2.3.2 que nos modelos de riscos
proporcionais é assumido uma forma paramétrica aos tempos T dado as variaveis
concomitantes z. O modelo de riscos proporcionais de Cox ndo assume uma
forma & distribuigdo dos tempos T dado as variaveis concomitantes z. Assim,
se £ =(X,, X, ..., X;) denota as variaveis concomitantes (possivelmente transformadas
e centradas) e )\ (t) denota a fungdo risco da desconhecida distribuicdo dos tempos
em X;=X,=...=X; = 0, o modelo de riscos proporcionais de Cox para a funcdo

. [4 . 7 . . 2
risco nos possiveis valores das variaveis concomitantes x,, X,, ..., X; € dado por:

J
A(tlz)=2(t)exp {BX) + BXg +... +BiXi} =2 [t) exp{¥ =8}, (2.23)

onde: 8 = (B, By, -y ﬂj)’ ¢ um vetor de coeficientes de regressio e
~t

¢ ~ . ’ . . . -~ . ¢
A(t) € uma funclo risco basica arbitraria nio especificada para T continuo.

Note que o modelo de Cox (2.23) possui uma similaridade com
a relagdo log-linear dada por logT = Bo+p1 X, +..... +8; X; sendo que o modelo
de Cox ndo possui o coeficiente intercepto, pois Ay(t) ocupa em (2.23) o lugar
de Bo.

O modelo de riscos proporcionais de Cox é amplamente utilizado
em aplicacbes biomédicas, possivelmente pelo aspecto atrativo de n3o assumir
uma forma a distribuicio dos tempos dado as variaveis concomitantes. No caso
particular de experimentos de dose-resposta, o modelo de riscos proporcionais de
Cox pode ser usado para extrapolagdo da dose mas nio do tempo, pelo fato
do mesmo ser livre de distribuicdo ( semi-paramétrico ). Ele no pode ser
usado para extrapolar a distribuicio em tempos anteriores ao limite inferior ou
em tempos posteriores ao limite superior dos tempos observados. Assim, o modelo
de Cox é util somente para estimar a distribuicio de vida na extensdo
observada.
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A funcdo de densidade condicional de T dado o vetor de
varidveis concomitantes gz, correspondente ao modelo (2.23) é:

(t12)=2(t1z) S(tig) =
=3(t1e) e[ xule) au =

=3, (t) exp{,gg} exp{ —.[:) 2o(u) eXP(,%E,)du}=

t exp {z,8 }
=X (t)exp{z8} {exp (— JO Ao(u) du )} . (2.24)
A funcdo de sobrevivéncia de T dado o vetor z € expressa por:
t exp{z 8 } exp{g § }
Stlz) = {exp (— '[0 Ao(u) du )} = [So(t)] (2.25)

onde: S, (t) = exp (— '[:) A, (1) du) é chamada fungdo de sobrevivéncia basica.

Um exemplo do comportamento de So(t) e S(t| g ) é ilustrado na
figura abaixo.

Sobrevivéncia

]lll!lllll]lYIll|[II'IIIITII1I|

0 50 100 150

tempos

¢ Syt o S(t)z)
Pigura 2.4 - Possivel comportamento das fangdes S,(t) ¢ S(t|z).



Investigagio de um modedo 42

24 - INVESTIGACAO DE UM MODELO

Um primeiro problema encontrado ao trabalhar-se com variaveis
concomitantes, é aquele de estabelecer a natureza da relagio entre os tempos
de vida T e essas varidveis concomitantes z. E desejado saber qual o
modelo que deve ser assumido: log-linear, de riscos proporcionais, de riscos
proporcionais de Cox ou ainda um outro que ni3o os considerados aqui.

Em situagBes simples, onde uma f{nica variavel concomitante
esta envolvida, como é o caso tratado aqui, onde a varidvel concomitante
envolvida & a dose, graficos do tempo t contra dose ou log dos tempos
contra a dose fornecem uma boa visualizagdo da relagdo existente entre os
tempos e a dose. O conhecimento do particular experimento envolvido frequentemente
pode sugerir tal relag3o.

Se um modelo log-linear é assumido, graficos de probabilidade
ou outros graficos dos dados em x; podem ser usados para examinar
particulares modelos para W. Mais geralmente, os dados podem ser particionados
de acordo com os niveis da dose e modelos ajustados para essas diferentes
partes podem entdo ser examinados para a constincia de ¢ e de outros
parimetros e também para especificas distribuicdes do erro.

A figura 2.5 abaixo ilustra uma situagio onde é possivel supor a

existéncia de uma relagdo linear entre o log dos tempos e a dose.

54 - »
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doses

Figura 2.5 -~ Ln dos tempos versus dose.
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Se um modelo de riscos proporcionais é assumido, uma verificagio
desta suposicio pode ser feita calculando-se, através dos dados, as estimativas
produto-limite da funcdo de sobrevivéncia S{t) =S (t|z;) em cada g; e
entdo graficos do log (—log S;(t) ) contra t devem ser aproximadamente
paralelos caso o modelo de riscos proporcionais seja apropriado. Ainda graficos
do log (-log §;(t) ) versus log t devem ser aproximadamente lineares e
paralelos se um modelo de riscos proporcionais Weibull é apropriado.

Se os dados sdo particionados de acordo com os K niveis
da dose e se modelos de riscos proporcionais sdo supostos para essas particBes
dos dados, graficos do log (- log S,,J- (t) ) contra t (j=1,2,..,k ) devem
ser aproximadamente paralelos para essas partigdes, onde S,,J- (t)=8(t|z oj)
é a estimativa produto - limite da funcdo de sobrevivéncia para a particdo j .

As figuras 2.6 e 2.7 ilustram situacGes nas quais ndo existem
evidéncias de violagio da suposicio de que os riscos s3o proporcionais, uma
vez que as curvas sdo aproximadamente paralelas.

L 2
In (-In( 5(t)))

In (-In (S(t)))

-2

0 1000 2000 ¢
tempos tempos
Figura 2.6 - tempo ¢ versus In(-In S( t)) Pigura 2.7 - tempo ¢ versus In(-In §(t))
para dois niveis de uma para dois mniveis de uma

dada variavel concomitante. dada variavel concomitante.
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Ainda, a figura 2.8 ilustra uma situacio na qual ha evidéncias de que o modelo de

riscos proporcionais Weibull & apropriado.

n (-ln(S(t)))

1
X
L

AN

4

-2
L}
X *
5 g 8 Int

6 7
In tempos
x nivel 2

\

+ mivel 1

Figura 2.8 - In dos tempos t versus In (-In § (t) ) para dois niveis da variavel concomitante dose.

2.5 - ANALISE DE RESIDUOS

Uma vez escolhido o modelo e realizado a analise baseado no

. [4 . ’ . .

modelo escolhido, o exame de residuos, especialmente por técnicas graficas, é
. . .o . ¢

uma importante maneira de verificar o ajuste do modelo. Os residuos servem

propositos diversos :
detectar a presenca de outliers;
relevdncia de um fator adicional, omitido do modelo, detectado pelo

[4 4 .
plot dos residuos versus niveis do fator;
- ndo constancia da varidncia, detectada pelo plot

entre outros.

¢
residuos versus

fatores pensados afetar a variancia;

2.5.1 - Caso dos modelos paramétricos

. [4 . .
O conceito de residuos para os modelos paramétricos de riscos

log-linear é considerado aqui.

proporcionais e
Suponha que Y,=log T; é a variavel resposta e z, é um vetor
associado de variaveis concomitantes. Considere que o vetor observado da varidvel

aleatoria Y possa ser expresso por um modelo emtermos de um vetor de
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parametros desconhecidos B8, do vetor de varidveis concomitantes z e de um
vetor ¢ de variaveis aleatérias i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas)
nio observadas. Mais particularmente, assuma que cada observacdo Y; depende
somente de um dos ¢, i=1,2 .,n de modo que cada Y; possa ser

escrito por :
Y" = h'(:e’ 5', 6") i=1, 2, O ( (226)

Para definir-se residuos para (2.26), considere 3 o estimador
de maxima verossimilhanca (em.v.) de B8 e suponha que a equagdo

Y;=h;(B,z;,¢) tem uma dnica solugido dada por:

& =g (v, B, 2;) i=1, 2 ..,n (2.27)
Consequentemente,
£i=g'-(y'-,'€,':5‘-) i=1, 2,..,n (2.28)

Toma-se (2.27) como definicio de residuos para o modelo (2.26). Essa definigio
de residuos é devida a Cox e Snell (1968) que em seu artigo mostraram
que um residuo §é; difere do erro ¢ por uma quantidade de ordem n~ /2
em probabilidade, bem como examinaram as propriedades estatisticas dos §
(1=1,2,.,n) as quais diferem pouco das propriedades dos errose¢ (i =1, 2, .., n).
Devido a isso, os residuos § (i=1,2, .,n) sio frequentemente considerados
como comportando-se aproximadamente como uma amostra aleatéria de
tamanho n da distribuido dos ¢ (i =1,2,.,n), e embora eles ndo sejam
independentes e em geral nio s3o identicamente distribuidos, existe pequeno
prejuizo em tratd-los como tal em andlises graficas.

Se o modelo ajustado é representado por um modelo log-linear,

istoé, se Y=1IlogT |z, pode ser escrito na forma:
Y=u(g,8)+og,

onde 0 >0, u(z,B8)=4gzgB8 e ¢ tem distribuicdo conhecida e independente

nt

de z, os residuos sdo naturalmente definidos por :
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2T

. A (Y - ziB)
&= 8 (¥, 2, B)=—"" i=1, 2 .,n, (2.29)

[

onde é e & sdo os estimadores de maxima verossimilhanga ( e.m.v) de B e
o, respectivamente.
Considerando :
T=expY= exp{,g'e + oe}
tem-se que::

exp{éi}=[tiexp{—£i£3‘}]l/& i=1, 2 ..,n (2.30)

A - 2 x P 2 -~ ’ . .
Com exp{ ¢} =¢ e 1/6 =25, a expressio é reescrita como:

-~

éi*=[ti CXP{‘,‘E,;',?,}] 6) i=1)21 ey I (2'31)

a qual define os residuos para o modelo dado para Tiz.
Claramente vé-se que os & (i=1,2,.,n) estdo relacionados
P . .
com os & (i=1,2,.,n) por:

é. = log &', i=1, 2, .. n (2.32)

¢ A~ ~ . 7 . o . . .~
Os residuos é; sdo vistos como uma amostra aleatoria proveniente da distribuigdo
¢ ~ B o
dos ¢ e os residduos &% como uma amostra aleatéria proveniente da
distribuicdo dos exp{¢;}, i=1, 2,.. n
TEOREMA: Nos casos particulares onde aos tempos T dado o

vetor de variaveis concomitantes g assume-se a distribui¢do Weibull ou Exponencial,

A

. 6
as quantidades &*= [ t; exp {~ z;8 }] sdo os riscos acumulados estimados, isto €,

& =H(t1z;), (2.33)

para i =1,2, .. n.
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Demonstragdo :

Assumindo que T ~ Weibull (a (z,8);6) entio:

f(flz)%(;,g)[a(gfg)] v ”‘"{‘(T@t',g))a}’ s("»‘v)=“"{“(ac5t,g))6}

e A(t|s) =a(':56,£’) [a(;,ﬁ)]s =1 Tomando-se °C€',€)=’xp{;5£,} tem-se:

e

H(f|5)=jz6u6 ’l(mx’{—,gﬂ})‘s ds =[temp{- ,5}3}]6- Logo,

~
Y

éi*z[t,-cz?{— zi’é}] = H(tlzy, i=1, 2 .., n

s

Como a Ezponencial ¢ um caso particular da Weibull quando & = 1, seguc  que

a ¥

& =tep(-zB)=H4lz) i=112.,n,
definem os residuos para T ~ Exp (a('.g.; ,8) .0

TEOREMA: Ainda os e¢*=H (t;]|z;), 1=1,2 ..,n sio
variaveis aleatorias i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas) Exponencial

Padrao (Lawless-1980/ pg.281). Essa afirmagdo é devidamente demonstrada abaixo.

Demonstragéo:

Suponha que H(t | z,) ¢é a fungdo risco acumulada de T; dado z ;. Sabe-sc que
St 1z,)= exp{—H(t‘-| ’:\c”-)}, i=1 2, ., n sdo varidveis aleatonrias i i.d Uniforme em (0,1),
o que ¢ decorrente do teorema gque diz: ” Se X é wuma varidvel aleatoria ¢ F é uma
fungdo de distribuicio absolutamente continue => F (X) é funcio de distribuicio de uma
Uniforme em (0,1) ”.

Seja Z=S(tlz)=exp{-H(; |z )}, entio:

W=H(, |zg)=—-lgS|z)=—lbg Z e

- 1 — e ¥ 2 w>0
Fw(w)zP[WSw]=P[~ngSW]=P[ZZe m]= {0 ° cag:rcon:n';'o
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a gqual ¢é a fungdo de distribuicio de uma Ezponencial padrao. Como a fungdo de
distribuigdo  determina a distribuigdo, seque que W=H (t,|z.) ~ Exp(1).0

Deste modo, os residuos é'-*, i=1,2 .,n para observagdes nio
censuradas, podem ser tratados como uma amostra aleatoria proveniente da
distribui¢ido Exponencial padrio.

Quando existem dados censurados, modificacdes sdo necessarias.

Em tal caso é sugerido por Lawless (1980) definir os residuos como:
&'=H(@ |z) + 1 para i € C, (2.34)

onde: t* refere-se ao observado tempo censurado e

. . « ¢ . ~
C=conjunto formado pelos individuos cujos tempos observados sdo censurados.

Entéo : &* = H(t; 1) se i € F
(2.35)
&*= Ht*| z,) +1 sei € C.

Essa definicio de residuos é particularmente dtil com modelos
de riscos proporcionais e como €é sabido, os modelos Weibull e Exponencial
sio também modelos de riscos proporcionais.

Se residuos sio baseados em (2.35), os graficos de —log(S;(&*))
versus &* devem dar aproximadamente uma reta com inclinagdio 1 se o modelo
¢ adequado. S, (&%) é a estimativa produto-limite da fungio de sobrevivéncia

paraos &% (i=1,2,.,n).
2.5.2 - Caso do modelo semi - paramétrico
Aqui serd tratado a analise de residuos no modelo semi-

parameétrico de riscos proporcionais de Cox onde nenhuma forma paramétrica

¢ assumida para ), (t).
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Segundo Lawless (1980), procedimentos similares aos tratados na
secio 2.5.1 podem ser usados na definicio de residuos para o modelo de
riscos proporcionais de Cox. O residuo corrrespondente a um tempo de vida
nio censurado € entdo definido por:

=H(4le)=Ho(t) exp{g;B } =[-logSt)] exp {g B}, (2:36)
onde Hy(t) é a fungio risco béasica acumulada e Hy(t) =-log S,(t) é um
estimador de H, (t).

Para estimar-se H,(t), é preciso estimar S,(t) e para isso
procede-se da seguinte maneira:
~determina-se 8 pelo método da verossimilhanca parcial (tratado adiante na segdo 2.6)
—com os valores estimados de g, estima-se 5,(t) maximizando-se a verossimilhanga

completa para S,(t), isto &, maximiza-se :

LG, sot) = IT [El2d]% [si120)' % =

1=1

H Mt 1g0) 8 (i lg)]’ [SCtlg ]!

é; 1-6,

[ o(t ) €Xp {N /3 } (So(ti) ) e:cp{xi/g}] | [So(ti)ap{zib}] ’ |

i .m:

1

O estimador de maxima verossimilhanca para S,(t) € encontrado ser:

Sot) =1 & (2.37)

onde: R exp { -z i
(1 exp{zg 8 } ) AT
> exp{z 8}

leR,

Q>
il

(2.38)

quando somente uma falha ocorre em iy isto &, d; = 1. Quando os d;
(i=1,2,.,n) sGo maiores que 1, existindo empates, Breslow (1974) sugere :
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. - 4;
&; = exp( exp{glé})‘ (2.39)

leR;

Assim, Ho(t) =- log 8,(t) = 3° ( = di ) : (2.40)

@<t \ g exp{ g 1}:3, }

O residuo para um tempo de vida censurado t* ¢é definido (Lawless-1980) por :
& =H{t 1g) + 1,
ou seja, & =[-log §o(ti*)]exp{£,-£3'} + 1 (2.41)

Como ja foi mostrado anteriormente, as quantidades H(t; | z ;)
i=1,2 .., n sdo varidveis aleatérias i. i. d. Exponencial padrio. Ent3o, o
conjunto completo dos residuos é, i=1,2,..,n correspondendo as observaces
censuradas e nio censuradas podem ser vistos grosseiramente como uma
amostra aleatéria  proveniente de uma distribuicdo Exponencial padrio.
Assim, pode-se estimar a fungio de sobrevivéncia do conjunto de residuos
censurados e n3o censurados pelo produto limite dado por Kaplan-Meier. A
estimativa resultante S(¢) deve ser concordante com uma distribui¢gio Exponencial
padrio ¢ por exemplo, um ©plot de -log § (&) versus & deve ser

aproximadamente linear com inclinagdo 1.

OBS:

1) Se um modelo de riscos proporcionais de Cox é ajustado pode-se investigar
se algum modelo de riscos proporcionals paramétrico pode ser apropriado
e para isso é examinado a estimada funcdo de sobrevivéncia basica S,(t).
Por exemplo, o plot de log(-log S,(t)) versus log t sendo aproximadamente
linear, sugere um modelo WEIBULL com Af(t) = sat? 1.

2) Se um modelo de riscos proporcionais especifico (paramétrico) é adequado,
o mesmo deve preferencialmente ser usado, pois caso contrario existird
alguma perda de eficiéncia em usar o modelo semi-paramétrico ao invés do

modelo paramétrico.
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2.6 - ESTIMACAO DOS COEFICIENTES ﬁ POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Suponha que a cada individuo esteja associado um tempo de
vida ou um tempo de censura t; e um vetor de varidveis concomitantes
;= (X o Xip Y. Anotagdo i €e F e i € C serd usada para referenciar
um individuo i para o qual seu tempo corresponda a uma falha ou a uma
censura, repectivamente.

Se os modelos paramétricos log-linear ou de riscos proporcionais
estio sendo supostos, entdo suas respectivas fungdes de densidade de
probabilidade e funcbes de sobrevivéncia s3o conhecidas, uma vez que estd
sendo empregada uma familia paramétrica aos tempos T dado as variiveis
concomitantes g. Assim, a funcdo de verossimilhanga para uma amostra
censurada baseada em n individuos é:

= Para o modelo log-linear

L) =][fylz) [IS(lg) onde y= logt. (2.42)

teF teC

= Para o modelo de riscos proporcionais

L(g) = [T tlg) II S(t13). (2.43)

teF 1eC

OBS: Claramente, se nio houver censuras, as fungSes de verossimilhanga (2.42)

e (2.43) reduzem-se a:

up)=1tole) o up)=Ile).

respectivamente.

As equagdes de méxima verossimilhanga,

olog L (8) -

25, (r=1,2, ..,p) (2.44)
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~nt

sdo entdo prontamente resolvidas pelo método iterativo de Newton - Raphson
ou algum outro método iterativo para obter-se os estimadores de maxima
verossimilhanca ( e.m.v.) de g, isto é B.

~y ns

A matriz de informacdo observada pxp é:

& log L ()
Io = (__W ) R r, s= 1) 2’ «y P- (2'45)
=5

Se o modelo de riscos proporcionais de Cox (2.23) estd sendo
utilizado, ndo estd sendo assumido nenhuma distribuicio aos tempos T dado
as variaveis concomitantes gz. Cox propdés entdo um método de estimar §

” método da

na auséncia do conhecimento de X, (t), conhecido como
verossimilhanga parcial ”. Este consiste basicamente em: suponha que em uma
amostra aleatéria de tamanho n, tem-se k observados distintos tempos de
falha e n-k tempos censurados. Os k tempos de falha observados sao
flen.ot‘ados po.r t(l) < t(z) < ... <t (k) e seja R; = R‘(t(i)) o .conjunto .de
individuos vivos e ndo censurados anterior a t(i)' Cox sugeriu a seguinte

¥ fungdo de verossimilhanga ” :

_4 exple o }
U =M1 Ty ) 249
leR, ~

.2 . . . . . [
onde i é o vetor de variaveis concomitantes associado ao individuo

i

observado falhar em t( y A "verossimilhanga ” (2.46) ndo depende de A(t)
e pode ser maximizada para produzir as estimativas é

A motivagdo para o uso de (2.46) é que dado R(t) e dado
que uma falha ocorre em t, a probabilidade de ser o individuo i (i € R(t))
que falhe é:

Mt g B A(t) exp{z l’1331} _ exp{gig}
Ytle) X Mt)exp{z st T exp{gp}’

leR, le R; R,
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A verossimilhanga (2.46) é formada tomando-se o produto de todos tais fatores
sobre os k tempos de falha observados.

Se empates existem na amostra, alguma modificacdo da
verossimilhanca € requerida, e uma sugestio dada por Breslow (1974) é usar:
L(s) = ﬁ exp (S8} _,

izl (e {zg))d

le R,

(2.47)

onde: d; € o nimero de tempos de vida igual a t(i) e
’ . . . . . ¢
S; € a soma dos vetores de varidveis concomitantes z para esses d; individuos,

isto &, §; =l§) z;, com D; sendo o conjunto de individuos que falharam em t ()
i

’

O log da verossimilhanca (2.47) é:

log g)= 3" (Sg)- Y qilog( T ew (2p])  (248)

i=1 i=1 leR;

e as derivadas primeiras de (2.48) s3o:

6_13%3_1;(3_)___ g:} Sir‘ié1 (di te%flr exp{z8}/ zeER,. exp { g8} ) =
k
= i§1 { Sir - (d.' ‘é%i z), exp {g ;8 }/ ‘g‘*; exp {g ;8 })], (2.49)
parar=1,2,.,p e onde 5, € a r-ésima componente em 8;=(8;, Sip - Sip ).
olog L (8)

As equacdes de maxima verossimilhanga =0 (r=1,2,.,p), podem

8,
ser resolvidas geralmente sem dificuldades, usando-se o método iterativo de
Newton-Raphson.

A matriz de informagio observada pxp é:

logL(8)
I= (— W— )I r, s=1,2,.,p, (2.50)
A=

P4
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~s

PlogL(s) 4
onde : -_W= > d,‘{lz 3lrzlsexP{£lﬁ} > exp{,gzg} -

=1 eR‘- leR,.

S(Baeor i pd) (Gaoor Gel)/((Geovkg))?) @

leR'-

com r, s=1, 2, ., p.

OBS: Quando ndo existem empates, todos os d,(i=1,2,.,n) sdo iguais a 1

e portanto os resultados acima incluem (2.46) como um caso particular.

2.7- TESTES E INTERVALOS ESTIMADOS PARA OS COEFICIENTES 8

~e

2.7.1 - Para os modelos paramétricos: log-linear e de riscos proporcionais

Testes e intervalos estimados para os coeficientes g podem ser
nt
baseados nos métodos da razdo de verossimilhanca ou em aproximagdes Normal
para 8. Quando existem censuras, € mais conveniente usar-se a aproximagio
nJ

1 ¢ o inverso da matriz

Normal para g, isto é, B~ N(8, I, ~1), onde I,”
de informagSo. Essa aproximacdo é razoavelmente boa se o tamanho amostral
ndo é muito pequeno.

Muitas hipoteses podem ser feitas em torno de g e podem
ser colocadas na forma H, g, = 8,° onde g’ & particionado como (8,,8,)
e onde g, é kxl (k<p) e g,° é& um vetor especificado. Para testar

{ . ~ - .
H, contra H,: 8, # ,’310 pode-se usar a estatlstica da razdo de verossimilhanca:

L(,é1°,,§s))
L3y, B2) )’

v = -2 log ( (2.52)

onde B, é o emv. sob H, e B =(8,,8,) é o emv. de 8.

ns

A estimativa B8, é encontrada resolvendo-se o sistema de equagdes :
nJ

dlog L
oo \R 8) =0, com r=k+1, ., p e B,= 8,°
o, ~ ~
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~

Valores grandes de y dio evidéncias contra H, e niveis de
significincia podem ser calculados através da aproximacio assintdtica y ~ x?
com k graus de liberdade.

Uma estatistica alternativa para testar H,, baseada na assintdtica

’

aproximagio Normal 3 ~(8,1,7%) é:
r1=(B1~- 8" Cua ' (B1 - 8:) (2.53)

onde C,;; 6 kxk e C=1I,"! ¢é particionada como :

Cll cl2
)
C’12 C22

isto &, C,; ¢ assintoticamente a matriz de covaridncia para g,. Sob H,,
v, é também aproximadamente x* com k graus de liberdade em amostras
grandes. A aproximacdo x° para y ¢ tipicamente um tanto melhor do que

para y; em amostras de tamanho pequeno e moderado.

2.7.2 - Para 0 modelo semi-paramétrico : de riscos proporcionais de Cox

Para fazer inferéncias em torno de B precisa-se confiar em
procedimentos para grandes amostras e uma maneira é tratar ’é ~N(g,I(8 ).
Inferéncias também podem ser feitas através da razdo de verossimilhanca ou
ainda baseadas em testes do vetor score px1,

dlog L(8 )

U(g) = o5 , (2.54)

o qual assintoticamente pode ser considerado Normalmente distribuido, isto é,

U(g) ~N(0, I(8))



CAPITULO 3

MODELOS DE REGRESSAO EM EXPERIMENTOS DE DOSE-RESPOSTA
EM UM CONTEXTO DE RISCOS COMPETITIVOS

3.1- INTRODUCAO

No capitulo 2 foram abordados os modelos de regressio em um
contexto de um ftnico risco. B sabido, contudo, que um individuo pode falhar
por uma dentre muitas possiveis causas de falha. Em muitos problemas se faz
necessario considerar essas diversas causas de falha e nio somente uma delas.
Esses problemas ocorrem na pritica em muitas areas tais como: epidemiologia,
demografia, ensaios clinicos, aplicacdes em confiabilidade industrial e outras e sio
chamados problemas de riscos competitivos. InformacGes adicionais que
descrevem as condi¢Bes nas quais o experimento foi conduzido, ou seja variaveis
concomitantes, podem também ser avalidveis. No caso particular de experimentos
de dose-resposta, considera-se dose como a varidvel concomitante de interesse e

[ .
esta assume p niveils.
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Entdo, os dados avaliaveis em experimentos de dose-resposta
sio: os tempos de falha ou de censura T, a causa de falha I e o nivel da
variavel concomitante dose.

Em geral, os principais objetivos em tais experimentos sdo :

— estimar as taxas de sobrevivéncia para cada causa;
- estimar o risco de falha para uma determinada causa em um tempo t e com
uma fixada dose d;

|

encontrar doses virtualmente seguras;
encontrar DL50 ( dose letal 50 );
testar o efeito da dose no tipo de falha;

l

|

l

testar o efeito da dose no tempo de falha;

As secdes seguintes tratam dos problemas de riscos competitivos
em modelos de dose-resposta. Inicialmente é introduzido os conceitos bésicos e
notagdes utilizadas em tais situacbes e em seguida é tratado os mesmos
modelos de regressio considerados no capitulo 2 em um contexto de riscos
competitivos.

3.2 - RISCOS COMPETITIVOS - CONCEITOS BASICOS E NOTAGCAO

O problema de riscos competitivos tem sido abordado de duas
maneiras  distintas. A primeira abordagem a ser tratada aqui deve-se a
Prentice et al (1978) e esta leva em consideragio somente dados observaveis,
isto ¢, os tempos de falha ou de censuras observados e a causa observada
para cada uma das falhas. A segunda abordagem wusa o conceito de
"tempos de falha latentes” o qual tem sido estudado por varios autores
(Cox-1959, Moeschberger e David-1971, Gail-1975, dentre outros ).

Nas segOes seguintes estas duas abordagens serdo tratadas em
maiores detalhes.
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3.2.1 - Abordagem de Prentice et al para o problema de Riscos Competitivos

Suponha que um individuo de uma populagio esteja sujeito a k
causas (ou riscos) de falha mutuamente exclusivas, as quais serio denotadas
por C,, C,, .., C;. Causa de falha é definida aqui como a ” doenca ou lesdo
a qual inicia uma sucessdo de fatos que leva diretamente a falha ”. Suponha
ainda que quando uma falha ocorre, a mesma é devida a uma funica das k
causas distintas consideradas, isto é, duas ou mais causas de falha n3o ocorrem
simultaneamente.

Uma amostra de tamanho n é entdo retirada desta populacdo
para a realizacdo de um experimento, o qual pode ser um experimento de
dose-resposta. Cada individuo amostrado pode entdo ser representado por (T, 1, z),
onde :

—-T é a variavel aleatéria nio negativa, geralmente continua, correspondendo aos
tempos de falha ou tempos censurados,
-1 & o indice aleatério definido por :

[ = i se falhaédevidoaC;, i=1,2, ..,k
“ 10 caso contrario,

~-z € o vetor de variaveis concomitantes.
As funcGes de sobrevivéncia e risco, com tais variaveis concomitantes

sdo definidas por:

Sa(i] £)=Pr[T>1t]g ] (31)
e
e Pr[Teft,t+at) | T2t 2]  f(tlg)
’\T(tlf\”,)—ilgl’o it = S/ (tlz)’ (3.2)

onde: f7 (t|z) € a funcdo de densidade de probabilidade da v.a. T dado g.
Similarmente, pode-se definir uma fungio risco de causa especifica,

dada por:

Atlg)=lim SelTelt t+at), I=i[T>t,g] (3.3)

At =0 at !
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parai=1,2, ..,k Em palavras, A, (t|z) & a taxa de falha instantanea da
causa i no tempo t dado z, na presenca dos outros tipos de falha. Como é
assumido que o tipo de falha i deve ser um dnico elemento de {1, 2, .., k },

a funcdo risco total pode ser escrita como :

k
Milg)= 3 % (tlg), (3.4)

1=1

e a funcdo de sobrevivéncia total (3.1) pode ser escrita por:
t t &
St 12) =exp{—j M(ulz)du}=exp{—J £ aule)d |-
0 0i=1
k : k
=1L ee{-[x(lz)uf= T1 G i(el) (3.5)
i=1 i=1
onde: G;(t|z)=exp {— / :) Mu]g)du } representa, segundo Elandt-Johnson

(1980), a distribui¢io associada a causa C; sozinha.
A fungdo f(t | z), a qual & chamada por Kalbfleisch e
Prentice (1980) de funcdo sub-demsidade do tempo de falha para a causa de

falha C; dado as variaveis concomitantes g, é dada por:

£(t]g)=lim Prit<T<t+ at,I=i]g]

At =0 at =)‘i(t|£)ST(tI£)) (3~6)

. ~ . o
para i = 1, 2, ..., k. Consequentemente, a funcdo risco de causa- especifica pode
ser expressa pOT :

f(t]z)

Ai(t]’%):m, i=1, 2,.., k. (3.7)

Pode-se portanto notar através de (3.4), (3.5) e (3.6), que a
funcdo de verossimilhanca pode ser escrita completamente em termos das
funcdes risco de causa-especifica. Além disso, as funcBes risco de causa-especifica
sdo identificaveis, ou seja, elas podem ser estimadas pelos dados do tipo (T, I, z )

sem outras suposigoes.
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3.2.2- O problema de riscos competitivos usando o conceito de tempos de falha latentes

Suponha que em uma amostra de tamanho n, cada individuo
esteja sujeito a k causas de falhas denotadas por C,, C, .., C,, e que a cada
uma dessas k causas esteja associado um tempo de falha T, i=1,2, .,k
Assim, para cada causa competindo tem-se um tempo associado. Estes tempos
sio denominados de ” tempos de falha latentes ” ou ” tempos de falha
potencial ” ou ainda ” tempos de falha hipotéticos ”. Assume-se também que a
falha de um individuo nio ocorre por duas ou mais causas, mas somente por
uma dnica dentre as k possiveis.

Deve ser enfatizado contudo, que este conceito de tempos de

)

falha latentes €& introduzido puramente por ” conveniéncia matematica”. Nao ¢é
exigido que estes tempos existam em qualquer sentido real - meramente sua
introdugdo facilita o desenvolvimento da teoria.

Visto que é impossivel observar conjuntamente os T, 1=12, .,k
uma vez que um individuo falha na ocorréncia de uma das k causas, o tempo

de falha a ser realmente observado é:
T= min(T,, T, ., T). (3.8)

Este tempo T ¢ chamado ” tempo de vida observado ” ou ” tempo de vida
real ” do individuo.

Neste contexto, tem-se que a funcdo de distribuicdo de sobrevivéncia
conjunta dos tempos de falha latentes dado as varidveis concomitantes z, é

dada por:
STI, Tyy oy T}, ( 13T ST 1 I,@,) =P [Tl>t1> T2>t2 LIRS TK>tk I;?,] =
£
1=
onde:0 <t; < oo para i=1,2,..,k; STv . Tk(O, 0,.,0]z)=1 e

STI’ o Ty (o0, 00, ... 0 | ) = 0.
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Consequentemente, as funcgbGes de sobrevivéncia marginais dos
tempos de falha latentes T;,, i =1,2, ..k, dado as varidveis concomitantes g,
sio dadas por:

STi(til g)=Pr[T;>t|z]= ST]’ o T, (0,0,.,¢t,.,0]z], (3.10)

parai=1,2, .., k eondet;em qualquer caso estd na i-ésima posi¢do da expressdo.
A correspondente func¢do risco de STi(t,- lz) é:

( 5% Srtile) )
Szt z)

h(t;]g)=- aitilog Sr(tlz) = - para i=1,2,.,k (311
assumindo que tais derivadas existam.

Em geral, os tempos de falha latentes T, T, ..., T;, bem como
os tempos censurados, sdo assumidos serem independentes. Nas situacdes onde
tal suposicio de independéncia ndo é realistica, Kalbfleisch e Prentice (1980)
sugerem o uso de covariaveis tempo-dependentes. Se os T, i = 1,2, ..k sdo
assumidos serem independentes, tem-se que a funcio de distribuicio de

sobrevivéncia conjunta (3.9) pode ser expressa por :

k
ST]’ "’Tk (tl, .y tk I’.z,‘l) =H1 ST!(tl |’.‘£ ) (3.12)
i=

Como foi visto anteriormente, pode-se observar somente o
tempo T = min (T,, ..., T,). Assim, a funco de sobrevivéncia para este tempo

de vida T dado as varidveis concomitantes gz, é dada por:

Se(4lz)=Pr[T>t|g]=P[min (T, ..Tx)>t|zg]l=
= Pr[ T1>t’ T2 >t . Tk >t I,‘E] = STI, ceey Tk(t’ t, .t I£ ) (313)

Esta funcdo de sobrevivéncia corresponde a funcio de sobrevivéncia total dada
em (3.1).
A fungdo risco correspondente a (3.13) & portanto :
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M{tlg)=-FSr(tlg)/ Sx(tlg) = - FIst]g) =
= _aéfln STI, . Tk(ty t ""tl,ﬁ); (3.14)

que é a taxa de falha instantdnea por qualquer causa no tempo t, dado as
varidveis concomitantes gz, assumindo que o individuo sobreviveu até o tempo
t. Esta funcdo risco corresponde a funcdo risco total dada em (3.2).

Neste contexto, as funcbes risco de causa especifica dadas em
(3.3) podem ser expressas por :

Prit <T<t+ at|T>t;8]

Mtlg)= gitm_'o at

= _ 90

= T ot In STI, ey Tk(tl) whlz) [t =t=...=t> (3.15)
para i =1,2, ., k, assumindo que as derivadas existam. A fungdo \(t|zg) ¢
chamada "taxa de risco bruta” ou ” forca bruta de mortalidade”. Ela fornece a
taxa instantdnea de falha pela causa C; no tempo t dado as variaveis

concomitantes z, quando todas as outras causas estdo atuando simultaneamente.
Visto que :

£
o
Sz, .ty tlg)= iZ:l 3%. InSp 7ty ot lg) ===t >
k
tem-se : M(tlz)=Y A(tlz) (3.16)
i=1

uma vez que falha de diferentes causas sio eventos mutuamente exclusivos.
Por outro lado, as fungGes de sobrevivéncia marginais dos tempos
de falha latentes T; (i=1,2, .., k) sdo dadas por:

Sp(t1g)=Pr[Ttlg} =5z, .70,0 1 ,00g), i=12 .k (317)
i 4 ~

com t ocupando a i-ésima posigdo. Suas correspondentes fungdes risco marginais,

assumindo que as derivadas existam, s3o :

hi( t |£) =_§f In STi(t lr:\t;) =- -aa—t In STI, ..,Tk(o’ 0) () t) 23} 0 Ir‘g)) (318)
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parai =1, 2, ..., k. Esta fungdo € a taxa de falha instantidnea associada ao
tempo de falha latente T; Em geral ndo é justificavel que ela represente a
taxa de falha instantinea para a causa C; somente. A fungdo hf(t |z) €
chamada ”taxa de risco liquida” ou ”forca liquida de mortalidade”. Em geral
AMtlg) # h{t|z). Agora, se os T;,, i=1,2, .,k sio independentes, tem-se :

e (t12) = 11 Szt 12) (3.19)
NElg)=h;(t]g) (3.20)
e Gi(tlg)=Srft]g) (3.21)

Deve-se notar aqui que: se os T, i=1,2,.,k sio independentes = \(t|z) =
= h;(t|z); mas se ) (t|[g)=h;(t|z) ndo implica que os T; i=1,2,.,k
sdo independentes (Gail-1975); contudo os eventos {Ti >t } i=1,2 ..,k sdo
independentes ( Elandt-Johnson - 1980).

Sempre que ocorra a falha de um individuo, & assumido ser possivel
observar somente seu tempo de vida real T = min (T,,...,T;) e a causa de
sua falha I =1, i=1,2, .,k isto é pode-se observar os valores da variavel
aleatéria bi-dimensional ( T, I ). Como é também assumido que a probabilidade
de dois ou mais tempos de falha latentes ser iguais € zero, ou seja,
Pr[ T= Tj] =0 parai #j, o valor de I é unicamente determinado com
probabilidade 1. Assim, a distribuicio de probabilidade conjunta e (T, I) dado

as variaveis concomitantes z, pode ser expressa por:

Fry(tilg)=Pr[T<t;I=i|g]=Pr[T;<t;T;<T;,i#jlzg] =

J
t T roo 00
- JOU,i ..... [5 £ - tle) 1 dt,}dti, (3.22)
para i=1,2 ..,k e onde f(t,.,t |zg) &€ a fd.p. conjunta dos tempos de
falha latentes T, 1 =1,2, .., k dado as varidveis concomitantes z. A

distribuicio Fr;(t,i|g) dada em (3.22) é estimavel pelos dados (T, I, g).
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Consequentemente, a  distribuicio de probabilidade para o tempo de falha
real T= min(T,,..,T,) é:

k
Fr(tlg) = PriTstlg] = 3 Fri(tilg), (3.23)
i=1
e a fungio de sobrevivéncia para o tempo de falha real T = min ( T,, ..., Tg) é:
k
Sp{tlg)=Pr[T>t|g]l=1- > Fr;(t ilg) (3.24)
i=1

Também tem-se a expressdo :
7; = (definigio) = Pr[I=i [ g] = Fp (o0, i[2) = PriT<oo,I=iz]=

=J;’““f° ..... J:f(tl,...,tklg)rgidt,}dti, (3.25)

a qual é a probabilidade marginal de que falha ocorrerd em qualquer tempo devido
a causa C; Pode ainda ser de interesse, considerar a distribuigdo condicional de
T dado que I=i, ou seja,

Pr[T<t,I=i]z] _Fritilg)

Frir(t1i5g)=Pr[T<t] I=i g] =——%5—{7 K

, (3.26)
para i=1,2, .., k.

OBS: Esta abordagem utilizando tempos de falha latentes tem sido criticada
por Kalbfleisch e Prentice (1980) devido as suas suposicbes e falta de interpretagio
fisica dos k-1 tempos latentes n3o observados.

3.2.3 - O problema da identificabilidade

Ao trabalhar-se com riscos competitivos usando o conceito de tempos
de falha latentes, surge um problema chamado ”problema da identificabilidade ”. O
mesmo pode ser resumido basicamente em:
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?Se P[I=i[z] ¢ Fri; (t/45) ov Fr (t i]/z)sio dadas para i =1, 2, .,k
a distribuicdo de probabilidade conjunta dos tempos de falha latentes Ty, T,, .., Ty,
a qual ¢ dada pela fungdo de sobrevivéncia STl’ v Tk(tl, oy Wl z) e suas
distribuigcbes marginass Sy (t [z ), i=1,2 ..., k sdo identificdveis ? ”.

Se STI,...!,Tk(tl’ .y tx | g) for identificivel segue que todas as
demais distribuicbes dadas na secdo 3.2.2 serdo também identificiveis, uma vez
que todas elas seguem de STv - Tk( ty, ot |z )

Esta questdo foi investigada por alguns autores considerando as
observacdes (T, I), ou seja, sem considerar varidveis concomitantes e a conclusdo
a que chegaram foi a seguinte: sem a suposicio de independéncia entre os
tempos de falha latentes, a distribuicdo de sobrevivéncia conjunta STI’ vy Tk(tl, ey ti)
nio € identificivel, bem como as suas marginais ST:'( t) para i=1,2, .,k
ndo sdo identificaveis.

Berman (1963) mostrou que se os tempos de falha latentes
Ty, ., Ty s8o independentes, entdo as probabilidades Fr ;(t,i) i=1,2,.,k ou
as probabilidades Pr{l =i} e Fr;;(t|i), i=1,2, ...,k determinam todos os
Sr(t) e todos os Fp(t), entdo também a distribuicdo de probabilidade conjunta
do; tempos de falhaf latentes Ty, ..., T). Bose (1973) mostrou que se ndo €
assumido T, .., T, independentes, as probabilidades Pi[l=i] ¢ Fz;(t|i) ou
Frit,1) i=1,2, .,k ndo podem determinar a distribuicdo de sobrevivéncia
conjunta de T,, T, .., T\.

Esses resultados sdo estendidos diretamente para os dados (T, I, g )
com g sendo variaveis concomitantes tempo independentes. Assim, somente se
os T; i=1,2, ..,k s8 independentes, pode-se identificar a distribuigdo de
sobrevivéncia sTp") Tk(tl, ...y tgl z ) bem como suas marginais STi(t [z),i=12 .,k

Surge entdo a seguinte questdo: ” Como fazer para obter
conclusdes a respeito dos tempos de falha latentes T,, .., T, quando a
suposicdo de independéncia ndo pode ser assumida ?”. Segundo Birnbaum
(1980), o conhecimento da distribuigdo de probabilidade de (T, I, z) deve ser
suplementado por alguma informacdo adicional, seja estabelecida na forma de
outras suposi¢bes ou pela extragdo de observagdes adicionais. Uma maneira

efetiva de superar a questdo é assumir que STv . Tk(tl, .y 4| z) pertenca a
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uma especificada familia paramétrica. A escolha apropriada de um modelo
paramétrico dependera de um completo conhecimento do processo de
funcionamento de falha dos individuos.

Uma vez assumido um modelo paramétrico para STv"’ Tk(th bl z)
é possivel identificar os parametros dessa funcio de distribuicio de sobrevivéncia
pela distribuicGo de (T, I, z) ?. De acordo com Elandt-Johnson (1980), a
identificacio dos pardmetros depende da particular familia paramétrica assumida,
ou seja, para algumas familias paramétricas é possivel a identificacio de seus
parametros e para outras nao.

Mesmo que possa ser poss{vel estimar todos os pardametros do
modelo parameétrico assumido através dos dados ( T, I, z), pode ndo ser possivel
verificar a validade do modelo. Por exemplo, dados do tipo ( T, I, £) ndo
permitem distinguir entre um modelo de riscos competitivos independente
e uma infinidade de modelos dependentes obtidos com as mesmas fungdes
risco de causa-especifica, AMtlz) i=1,2, .,k

Igualmente, se um modelo paramétrico com causas ( ou riscos )
dependentes é assumido para Sz, .",Tk(tl, . tilz) e todos os pardmetros sao
identificiveis, serd impossivel distinguir entre o modelo assumido e um outro
modelo com riscos independentes mas com as mesmas fungdes risco de causa-
especifica. Em outras palavras, a  suposicio de dependéncia assumida no

modelo ndo pode ser verificada através dos dados (T, I, g ).

3.3 - MODELOS DE REGRESSAO EM UM CONTEXTO DE RISCOS COMPETITIVOS

Uma maneira frequentemente usada para estudar a associagio
entre os tempos de falhas e varidveis concomitantes fixas z, € o uso de
modelos de regressdo, uma vez que esses modelos permitem incorporar variaveis
concomitantes e dados censurados.

Diversos  autores, dentre eles: Holt (1978), Lagakos (1978),
Kalbfleisch e Prentice (1980), Farewell e Prentice (1977), Larson (1984), tém

estudado modelos de regressio em situagdes de riscos competitivos. Os
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modelos de regressdio a serem abordados nesta secdo sdo os mesmos
[4 .

tratados no Capitulo 2, uma vez que os mesmos podem ser estendidos a

riscos competitivos utilizando-se uma formulacio apropriada aos riscos de

{a. - . ~
causa -especifica A (4 [g). Serdo revisios entdo os modelos :

1 - Modelos Paramétricos : - log-linear
- de riscos proporcionais

2 - Modelo semi-parameétrico : - de riscos proporcionais de Cox,

estendidos a situagdes de riscos competitivos.
Os modelos citados serdo tratados sob a abordagem de tempos

de falha latentes. Sera assumido que estes tempos sdo independentes.

3.3.1 - Modelo log-linear em situagtes de riscos competitivos.

Uma vez tendo assumido um modelo paramétrico para
STv - Tk(tl, .y til £) ou equivalentemente para cada uma das fungbes risco de
causa especifica M tlzg), i=1,2, ..,k podese alternativamente modelar tais
fungdes risco de causa espec{ﬁca com variaveis concomitantes z tempo
independente, usando o modelo log-linear, isto é, modelando as fungbes risco de

14
causa-especifica por:

A (t]8) =2t expl- g8]) exp[-28;], (3.27)

para i=1,2 ..,k e onde:
Aoi(.): ¢ a fungdo risco para a causa i a qual tem uma forma paramétrica particular

ﬁg'

~s

e um vetor coluna de pardmetros de regressdo associados a causa i, tal que

os pardmetros de $; ndo estdo presentes em nenhuma outra causa j, ou

seja, X (t |z ) depende somente dos pardmetros §; e estes parametros nao
~J

estio presentes em nenhuma outra funcgdo risco A(t|g), para todoj #i.
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Este modelo foi sugerido por Kalbfleisch e Prentice (1978) e é uma extensdo
para riscos competitivos do modelo log-linear tratado na segdo 2.3.1 onde estad
sendo suposto modelos paramétricos apropriados para os riscos para cada

causa i. A estimagdo dos elementos de B8 sera tratada mais adiante.
nJ

3.3.2 - Modelo de riscos proporcionais em situagdes de riscos competitivos

O modelo de riscos proporcionais apresentado na segdo 2.3.2
pode ser facilmente estendido para problemas de riscos competitivos.

Quando é assumido um modelo paramétrico para as funcdes
risco de causa especifica Mt |z) para i=1,2, ..,k e observa-se que para
cada causa i, i=1,2, .,k a razdo X\ (t|z,) /) (t|z;) para quaisquer dois
individuos com vetores de varidveis concomitantes z, e g, ndo varia com o

~ -~ . Cpe .
tempo, entdo as fungdes risco de causa especifica podem ser escritas por:

N(thg)=x2;(t) gde 8:) (3.28)

onde: 2 ; >0 ¢ uma fungdo risco basica para a causa i, ou seja, € o risco para a
causa i quando g(z, E,-) =1,
gi(ﬂé»,@,i) ¢ uma fungdo que depende de z e Bis
B é um vetor coluna de coeficientes de regressio da causa especifica i.
E usual tomar-se gl =, ’;\3'1) como  sendo exp{':e’éi} para
1=1,2, ..,k pelo fato de se estar garantindo que g,-(,g,,gi) > 0 para todo z e
consequentemente A(t|z) >0 para todo z e §,.
Os modelos de riscos proporcionais assumem entio que as
variaveis concomitantes z tem um efeito multiplicativo na fungio risco de

e
causa especifica.
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3.3.3 - Modelo de riscos proporcionais de Cox em situagoes de riscos competitivos

A extensio do modelo de riscos proporcionais de Cox para
problemas de riscos competitivos tem sido apresentada por Holt (1978),
Prentice e Breslow (1978), Kalbfleisch e Prentice (1980), dentre outros.

Neste modelo, a funcio risco de causa-especifica é dada por :
6N(tle) = Aoi(t) exp [XJ; 2By L, i=1,2 .., k (3.29)

onde : A oi(t) >0 é uma fungfo risco arbitraria ndo especificada para a causa i,
B; € um vetor coluna de pardmetros de regressdo associados a causa i.

Este modelo tem sido frequentemente usado pelo fato de nao
ser necessario assumir nenhuma forma paramétrica particular aos /\Oi(t), )
que o torna bastante flexivel. A tdnica suposicio feita é de que os riscos
sdo proporcionais ou equivalentemente, que as  varidveis concomitantes g
atuam multiplicativamente na funcio risco de causa especifica.

Os modelos apresentados aqui podem ser aplicados ndo somente
em problemas de estimacdo de riscos, mas também para modelar e analisar
dados que aparecem em uma variedade de experimentos, onde a resposta

observada é o tempo ( de falha ou de censura).

3.4 - INVESTIGAGAO DE UM MODELO

Quando tem-se dados do tipo (T, I, £), o problema inicial
consiste em decidir qual modelo deve-se assumir. Nos experimentos de dose-
resposta onde a varidvel concomitante de interesse é a dose, alguns graficos
podem fornecer uma boa visualizacdo da relagio existente entre os tempos e a
dose, ajudando assim, na escolha de um modelo inicial. Por exemplo, para
cada causa i, i=1,2,..k graficos do tempo t; contra doseou Int; contra
dose ou ainda Int; contra In dose podem sugerir a existéncia ou ndo de uma

relacdo linear entre os tempos e a dose.
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Pode-se também para cada causa i, i=1 2 . k particionar

os dados de acordo com os niveis da dose e verificar para essas diferentes
partes os modelos ajustados, examinando-se, por exemplo, a constincia de o.

Se um modelo de riscos proporcionais ¢ assumido pode-se

verificar essa suposigdo utilizando-se os dados ( T,I,d ) plotando-se :

1- log ( - log %i(t)) contra t ou

2- log ( - log Sji(t)) contra Alog t, )

para 1 =1, 2 .,k onde Sji (t) =5, (t ‘51) sdo as estimativas Produto-Limite
da fungdo de sobrevivéncia em cada & ; para cada causa i.

Se os graficos 1) forem aproximadamente paralelos para i =1, 2, .., k
entdo o modelo de riscos proporcionais é apropriado. Ainda, se os graficos
2) forem aproximadamente lineares ent8o o modelo de riscos proporcionais
Weibull é apropriado.

Portanto deve-se inicialmente explorar os dados do tipo (T, I, z)

a fim de se obter algumas indicagdes do modelo de regressio a ser assumido.

35 - ANALISE DE RESIDUOS

Tendo ajustado um modelo de regressio as funcbes risco de
causa especifica Mtlz), 1i=1,2, .,k o método de Cox e Snell ( 1968) pode

”

ser empregado para definir ” quantidades residuais ” apropriadas ot (i=12 .,k
e j=1,2, ., 1n; ) Essas quantidades definem para cada i uma sequéncia de

variaveis independentes e identicamente distribuidas com fung¢do de distribuigio Fei .

3.5.1 - Caso dos modelos parameétricos

No caso dos modelos paramétricos log-linear (3.27) e de Riscos
proporcionais (3.28) num contexto de riscos competitivos, pode-se através do

método de Cox e Snell, definir as seguintes quantidades residuais :
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6= [te{-z583]° i=12 .k (3.30)
i=12 ., n

onde: 6 - quantidade residual para o j-ésimo individuo falhando pela causa i ;

tij : tempo observado de falha do j-ésimo individuo que falhou pela causa i ;
n; :quantidade de individuos que falharam pela causai e
§=1fo.

Para os tempos censurados by v tc(n-—n'-) pode-se definir as quantidades

residuais e, para 1=1,2, ., (n- n;) por:

e, = [tcz exp { - Zc B }] b 41 (3.31)

Deste modo, os residuos para os modelos: log-linear (3.27) e de

riscos proporcionais (3.28) podem ser definidos por :

. -1 b o s
{ &= [t;; exp{ - zib 3 para t;; eF; i=12 .,k ej=12 ..,n) (3.32)

&= [teexp{ -z 8 0o 41 para t, € C(1=1,2 .., n-n)

onde : F; = conjunto dos tempos de falha pela causa i
C = conjunto dos tempos censurados
5 =1/s.

OBS: Considera-se como tempos censurados com relacdo a causa i, todos os
tempos de falha devido a outras causas que n3o i bem como os tempos
dos individuos que n3o falharam por nenhuma das causas.

Para os casos particulares onde aos modelos log-linear (3.27) e de

riscos proporcionais (3.28) é assumido a forma paramétrica Weibull ou Exponencial

aos A, (. ), as quantidades tj exp {- ﬁij!:s, ,}]  s50 os riscos estimados,
conforme mostrado na segdo 2.5.1. Assim, nestes casos particulares tem-se os
residuos:

{eij = H (t-lj ) exp{- £ ij Bi}t = H( tij l,{ﬂ,ij) para tij e F, (3.33)
e, =Hytc)exp {-g¢ Bt + 1 =Hltalge) +1 para t¢ e G,
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para i=1,2,.,k; j=1,2,.,n, ¢ 1=1,2, ..,n-n,
Estes residuos podem ser tratados como uma amostra aleatéria proveniente da

distribuicio Exp (1). Ainda, nestes casos particulares, se residuos sdo baseados

em (3.33), os graficos de -log ( S, ( é'-)) contra € onde & = (&, & .., €ino

écl, écz, o ) para i=1,2,.,k e 5(¢) & a estimativa produto-limite da
n=n

funcdo de sobrevivéncia para os &; (i = 1, 2, ..., k), devem fornecer aproximadamente

uma reta com inclinagdo 1 se o modelo ¢é adequado para 1=1,2, .., k.
3.5.2 - Caso do modelo semi-paramétrico

De maneira aniloga ao que foi tratado na segdo 2.5.2, os
residuos para o modelo de riscos proporcionais de Cox podem ser definidos

por:

{éij =H; (451 ayy) = Hop () exp {g 35 b = [-In Syt ) ] exp {258 (3.34)

éCz=Hi(tcz | 2 Cz)= I:Ioi( tcl) exp{z cl’é J+ 1={-In Soi(tcz)] exp {zﬁcl,@,i }+ 1,

parai=1,2 .,k j=1,2 .,n, e 1=12 .,n-n, e ondeH ,(t) é a

fungdo risco basica acumulada e ﬂoi(t) =-log goi(t) é um estimador de H_. (t).

2

O estimador de maxima verossimilhanga de S .(t) é:

goi( t ).= H & i para i=1,2 .,k e =12 .., n (3.34)
] tij <t
onde:
exXD {—z ,n: B &
. eXp{,gg(j)ir;gi} p{ £(J)1g'}
oy =1 1 - - : (3.36)
1 ex {'%l B }
Le R(t(j)) s

quando somente uma falha ocorre em t ;,, isto é, dij =1. Se dij > 1, existindo

portanto empates, tem-se :
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- dl]
al] exp E ' exp {;’flz ﬂ "} ] ) 4y ) n; ( )
1 € R{(j}) ~ i=12 ..,k
onde: dij é¢ o numero de tempos t ij empatados e
taw tay - Hny; s80 os n; tempos observados de falha pela causa i ordenados.
OBS: Os ré s 1=1,2,.,n sdo obtidos pelo método da verossimilhanga parcial.

O plot de -log é(é) versus é pode ser usado, por exemplo, para

investigar se algum modelo de riscos proporcionais paramétrico é apropriado.

3.6 - ESTIMACAO DOS ELEMENTOS DE 8 POR MAXIMA VEROSSIMILHANGCA

~

3.6.1 - Modelos de regressio paraméiricos

Quando um modelo de regressio paraméirico do tipo log-linear
(3.27) ou de riscos proporcionais (3.28) é assumido para as fungbes risco de
causa especifica A; (( t | g) deve-se utilizZar uma  apropriada funcio de
verossimilhanga para a obtengido das estimativas dos B i=1, 2,.,n
Segundo  Elandt-Johnson  pode-se  obter essa funcdo de
verossimilhanca do seguinte modo: considere,
- C4 Cy, ..., C; as k causas de falha investigadas no periodo [0, §),
—~ n o nimero de individuos em observacdo,
- w o numero de censuras,
- d; o nimero de falhas pela causa i,
t, o tempo de falha do r-ésimo individuo que falhou pela causa i, r =1, 2, ..., d,
i=1,2, ..,k
- t, O tempo do r-ésimo individuo que censurou.
Obs: d;+dy+... +di+w = n.
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Seja. A (t | g) a fungdo taxa de risco para a causa C;

Assumindo que as causas de falha sdo mutuamente exclusivas tem-se que :
Mitlg) +05(tlg)+ o+ A(tlz) = xr(t]g) (3.38)

onde X (t]z) € denominada fungio risco total, isto &, é a fungdo risco
considerando todas as causas. Segue entdo que a fungdo de sobrevivéncia total

S¢{(t]z) é dada por:

exp[—/;,\T(uIg)du]:exp[—/;}&;A,-(ul;\c‘)du}z

=1

Sr(tlz)
koot
=CXP{—E/ON(“|;’€)du:|=Gl(tl,‘f,)Gz(tlz)-~-Gk(t|£)» (3.39)
onde : G,-(tlrg):exp[—/;)‘i(ulg)du:l i=12 ..,k

Devido a (3.38) isto significa que, S (t]z) pode ser fatorada no tempo t.
Também, a fungio de densidade de probabilidade do tempo de falha

da causa C; na presenca de todas as outras causas de falha pode ser expressa por :

k
fi(tlrg):’\i(t I,?,)ST(t‘£)=Ai(tiﬁ)mH1Gm(tI;E)) i=1, 2’ ) k‘(3'40)

Deste modo, a contribuigio do r-ésimo individuo que falhou

pela causa C;,, para a verossimilhanca ¢ :
k

N(tele) T Gm(tinlz) (3.41)
m=1

Consequentemente, a contribuigio dos d; individuos que falharam pela causa C;

para a verossimilhanga é:

di
11 ['\'(tir'ﬂe) I’EI Gm(tirlf,):l; (3.42)

r=1 =1

e a contribuicdo das censuras para a verossimilhanga é:
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w

11 [mil G (tur | g )] (3.43)

r=1

Logo, a verossimilhanca completa é expressa por:

: {rﬁl[x,-(t ;rlg)mrile(t.-,lz)“ rljl[m[k__l_l Gm(twlg)]
11

1

L) =11
=1

k d; n
T et [ eculn) ]} (3.49)

= r=1 =1
Agora, se X, (t|g) depende somente dos pardmetros §; e estes
pardmetros n3o estdo presentes em nenhuma outra funcdo de taxa de risco,

entio os pardmetros g; podem ser estimados usando somente o i-ésimo fator
ns
de (3.44), isto é:

Lﬁlxi(twlz)} [IﬁlG‘(t’m)] B

=Lf—j1 Af(t”ﬁ)} {,ﬁl exP[‘f:f&-(ulﬁ)dU]}, (3.45)

ou seja, usando somente os tempos de falha da causa C; e tratando os ( n- d;)
individuos como censurados, i=1,2, ..., k.

Alternativamente, Kalbfleisch e Prentice obtiveram uma fungdo
de verossimilhanca, a qual é equivalente a fungdo de verossimilhanga (3.44)
obtida por Elandt - Johnson. Tal funcdo de verossimilhanca é obtida do seguinte
modo:

Suponha que associado a cada um dos n individuos tem-se os
dados (tj, 55 L dJ- ), onde :

t;: tempo observado para o j-ésimo individuo,

1 set; ¢ tempo de falha

6j: indicador de censura, isto ¢, 6-={

J 0 set, ¢ tempo de censura,

I;: causa de falha, isto é,

. {i, i=1,2 ..,k se t; é tempo de falha
J

0 se tjé tempo de censura,

dj: dose (ou uma fungio da dose) que o j-ésimo individuo recebeu, j = 1,2, .., n.
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Sob um mecanismo de censura aleatéria independente, a fungdo

de verossimilhanca baseada em =n observacdes independentes é escrita por:

L(g) =j1j1 in[l {A,. (t;] d;) 6;; exp[ J;’ X (t1d;) dt ]} (3.46)

onde: 5ij =1 se t; corresponde a falha do tipo i,
6ij = 0 caso comtrario (j=1,2,.,n; 1i=1,2 ..,k),
B = (By By -, Bk) & o vetor de regressdo.

Pode-se portanto observar que a contribuicio para a fungdo de
verossimilhanca de um individuo que recebeu dose d e é observado ter um

tipo de falha I=i no tempo t é:
t .
C=x(t]d) exp{—JoAi(u|d)du} (i=1,2 .., k. (347)

. . .
Por outro lado, um individuo que recebeu a dose d e sobreviveu

ao tempo t contribue para a funcdo de verossimilhanca com :
t .
C=exp{—JOAi(u|d)du} (i=12.,k) (3.48)

Deste modo, a fungdo de verossimilhanga (3.46) é o produto de termos da forma
(3.47) e (3.48). Se d; = i 6; praral = 1,2, .., k, a funcio de verossimilhanga
(3.46) torna-se exatamerite a fungdo de verossimilhanca (3.44) obtida por Elandt-
Jonhson.

As estimativas dos 8;, i =1, 2, .., k sio entdo obtidas resolvendo-se
as equagoes: ~

olnL (8
-—7,—5(&—) =0 (i=1,2 .., k) (3.49)

Estas equagbes sdo em geral resolvidas pelo método iterativo de Newton-

Raphson o qual fornece os estimadores de méxima verossimilhanca para os g,
¥l
i=12 ., k
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3.6.2 - Modelo semi-parameétrico

Quando o modelo semi-paramétrico de riscos proporcionais de

Cox ¢é assumido, o método da verossimilhanca parcial pode ser utilizado

para encontrar as estimativas dos g, i=1,2,..,k
Seja  ty1), tigp - tisy ©S tempos de falha ordenados e observados
¢
ocorrer pela causa i, i =1, 2, .., k, e seja di(j) , 1=1,2,.,n e i=12 .,k a

varidvel concomitante dose ou uma fungio da dose associada ao individuo que
falhou em t,; . Considere ainda R{t;)) como sendo o conjunto dos individuos em risco
no tempo t;; , ou seja, o conjunto de individuos vivos e nio censurados em tiy

A ” funcdo de verossimilhanca ” em uma amostra de tamanho n

é entdo dada por : E % exp{gi;Bi)
L _ ~g) At
) i.I=IuI=Ix TP gl

L e R{ti(5)

(3.50)

A verossimilhanga (3.50) ndo depende dos X, (. ), 1 =1, 2, .., k. Sua maximizagio
fornece as estimativas dos g, isto € a solugdo das equagbes de maxima

verossimilhanca :

oln L (B
——a—g—fﬁ—) = 0, i=1,2 ..,k (3.51)
produzem as estimativas dos g, i=1,2, .., k. Em geral as equagbes (3.51)
sdo resolvidas pelo método iterativo de Newton-Raphson.

Se existirem tempos empatados dentre os n,;, i =1,2, .,k individuos

falhando pela causa i, a verossimilhanca a ser usada é dada por:

) T exp{S-.gi}

-

i
L(g)=1[ II ) , (3.52)
=1 (E exp{z.:8:} )dii
L€ R(ti(7)) ~
onde: dij = # de tempos iguais a t; .,
8ii = 2. &z, com Dy, sendo o conjunto de individuos que falharam em tigy

Y oreBy

ou seja, S;. € a soma das variaveis concomitantes g , para os d;
et ~ i(5)

P
individuos com tempos empatados em ti) -
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3.7 - TESTES DE HIPOTESES

Em experimentos onde sdo considerados riscos competitivos, pode
ser de interesse testar hipdteses relacionadas a uma particular varidvel concomitante.
Lagakos(1977) considera algumas destas hipoteses para o modelo log-linear quando
Ty, Ty, -, Ty slo varidveis aleatérias i.i.d. Exponmencial (3), j =1, 2, .,k

Considerando os experimentos de dose-resposta, a influéncia da
variavel concomitante dose pode ser de interesse nos modelos log-linear, de
riscos proporcionais e de riscos proporcionais de Cox em um dos seguintes
modos:

1) Testar se a dose n&o tem influéncia no tipo de falha e nem no tempo até

a falha, ou seja,
{ H,:: ;31(1)= ,61(2)= . = ﬁl(K) =0

H,,: pelo menos um ;Sl(j) #0,

onde ﬁlm ¢ o coeficiente de regressao associado a dose e causaj, j=1,2, ., k
ou alternativamente,

2) Testar primeiro se a dose ndo tem influéncia no tipo de falha, isto é,

{Ha-): s = D= . = 50
H,,: pelo menos um g,) diferente

Se os dados suportarem tal hipdtese, pode-se entdo testar a
hipotese condicional de que a dose ndo tem influéncia no tempo de falha

dado que nd3o tem influéncia no tipo de falha, isto §é,

{ Hq: ﬂl(l) = 51(2) = . = #31(k) =0 dado que ﬁl(l) - /31(2) = = ﬂl(k)
H,;: pelo menos um ﬁ1(7)¢0 dado que ,31(1)= 51(2) = = ‘31(’5)’

Testes baseados na aproximagio x? para cada uma dessas

hipéteses podem  ser obtidos comparando os maximixados logs das
verossimilhangas como é feito usualmente, isto é, usando:

L(g )

max

Beb,
R=-2‘“( m)

Beg T~



Testes de hipoteses 79

Se R, denota o resultado da estatistica de teste correspondente
a Hy, 1=1, 2, 3 segue que R,= R,+ R; e que as distribuicbes assintoticas
sob H,; de R,, R, e R; sio respectivamente x?,, x%’.; € X1

Embora testes baseados em R,; sejam conceitualmente diretos, a
computagdo associada pode tornar-se excessiva, e como em geral as analises
envolvem diversas varidveis concomitantes, esta aproximacio é usualmente ndo
pratica. A equivaléncia assintética Q,, Q, e Qz (abaixo) de Ry, R, e R; a
distribuigdo Normal € portanto mals conveniente em situagdes cujo tamanho
amostral seja nao muito pequeno.

Especificamente, se ..} representa a varidncia estimada de
) 11

-ﬂl(j), j=1, 2, .., k tem-se as seguintes expressdes para os Q;, i=1,2, 3:
k Ny )
Q, = 3, 5., ’
1 j§1 {( 1 )2 [ 11 ]
5 s 5 D)2 p R (5 (Y1
Qs = ,E By {611 /_E (011 )
i=1 i=1
e Q=Q; - Qs.

Analises baseadas no uso dos estimadores Q,, Q, e Qj requer
somente uma unica maximiza¢io da fungdo de verossimilhanga, independente do
nimero de varidveis concomitantes sendo tratadas.

Hipoteses alternativas restritivas como :

Hy:0 <80« 5,0< ... < p®
ou
HA :‘ﬂl(l) < ﬂ1(2) < ... <L ﬁl(k) )

para os modelos tratados podem ser de interesse. Estas hipOteses encontram-se
devidamente tratadas no artigo de Wada, Sen e Tarumoto (1993).



CAPIiTULO &

APLICACOES NUMERICAS

4.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo sdo apresentadas aplicagdes numéricas com a
finalidade de ilustrar a teoria exposta nos capitulos 2 e 3.

Inicialmente é realizada na segdo 4.2 uma aplicagio numérica
enfocando os modelos de regressio em um contexto de um dnico risco. Para
essa aplicagio foi gerado aleatoriamente, com o auxilio computacional e usando
o método da transformacdo inversa ( Kennedy-1980), um conjunto de tempos
de vida com distribuicdo Weibull (exp{z ,{5,}§ § ). Para cada tempo gerado &
conhecido se o mesmo corresponde a uma falha ou a uma censura, bem como
o valor de sua respectiva variavel concomitante (dose ou uma funcdo da mesma).
Neste conjunto de tempos foi entdo ajustado os modelos de regressio citados
no Capitulo 2. Para as estimativas dos coeficientes de regressio B, foi utilizado
o método da maxima verossimilhanga, sendo que as equacdes de méaxima

verossimilhanca foram resolvidas pelo método iterativo de Newton-Raphson. A
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analise residual grafica foi entdo realizada para a verificagio do ajuste dos
modelos. Ainda, a titulo de ilustragio, foi obtido para um determinado tempo
t, doses virtualmente seguras e o tempo médio para a resposta.

Na secdo 4.3 é apresentada uma segunda aplicagdio numérica
com o intuito de enfocar os modelos de regressio em um contexto de riscos
competitivos. A titulo de ilustragdo, foi considerado k = 2 (duas) causas de
falha. Para cada uma das causas de falha foi gerado tempos com distribuicdo
Weibull ( exp ng, }; &) para i = 1, 2, obtendo-se em seguida um conjunto
corrrespondendo aos minimos de cada i-ésimo par de tempos gerados. A cada um
desses tempos minimos foi associado a causa de falha (0, 1 ou 2) e o respectivo
valor da varidvel concomitante. Causa = O indica que o tempo observado
corresponde a uma censura, isto €, ndo ocorreu o evento de interesse até o
término pré-fixado do experimento. A esse conjunto de tempos foi entdo
ajustado os modelos de regressio abordados no Capitulo 3. Os procedimentos
descritos nas secdes do referido capitulo foram entio utilizados para a
obtencdo das estimativas de maxima verossimilhanca, bem como para realizar
a analise residual gréfica.

E conveniente salientar que a escolha da distribuigdo Weibull
para a geracao dos tempos, deve-se ao fato de tal distribuicdo permitir o ajuste
de todos os modelos abordados e sendo asssim, foi possivel ilustrar os modelos
tratados nos capitulos 2 e 3, respectivamente. Além disso, pdde-se também
realizar comparagdes entre os modelos paramétricos e o modelo semi-paramétrico
tratados nesta dissertagio.

Para a obtencdo dos dois conjuntos de dados mencionados nas
aplicacbes numeéricas, bem como das estimativas dos coeficientes de regressio,
dos valores residuais e de todos os demais calculos e graficos necessarios,
utilizou-se o software estatistico SAS - versio 6.08. Os programas feitos no
SAS para a obtengio dos resultados apresentados no decorrer deste capitulo,
encontram-se no Apéndice desta dissertagio com as respectivas informagdes

necessarias aos interessados em reproduzir as aplicacdes aqui realizadas.
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42 - APLICACAO NUMERICA EM UM CONTEXTO DE UM UNICO RISCO DE FALHA
4.2.1 - Descrigdo dos dados gerados

Para ilustrar os modelos de regressio abordados no capitulo 2, foi
gerado aleatoriamente um arquivo de 100 observagdes contendo as seguintes
variveis: tempo - dose - censura. Para cada um dos 4 (quatro) niveis da dose
previamente fixados (d1 = 0.3, d2 = 0.7, d3 = 0.8, d4 = 0.9), foi gerado 25
tempos (nl = n2 = n3 = n4 = 25) com distribuicdo Weibull(exp {z §}; 6) onde:

z2=1,dD)wox2 ,é:(ﬂo, B, =(39,11) e 6§=167.

Observe-se que a semente utilizada na geragdo foi 15747. Tendo fixado T = 145
como o tempo correspondente ao término do experimento, classificou-se os
tempos gerados em falha ou censura onde :

t.

tempo = t; = {,Ii 5¢

b < 145 e censura = {1 se i,
se t; > 145 0 t
i=1,2, .., 100.

O conjunto de tempos apds a classificacio resultou em: 83
falhas e 17 censuras. O arquivo de observagdes aqui utilizado encontra-se no
apéndice B-tabela B1 e o programa utilizado para a sua obtengio (PROG1.SAS)

encontra-se no apéndice A.

4.2.2 - Modelos ajustados e estimacdo

Uma vez tendo gerado o referido arquivo, foram ajustados os 3

modelos de regressdo: log-linear, riscos proporcionais Weibull e riscos proporcionais
N 4 ’

de Cox, descritos no capitulo 2. Para esses modelos, obteve-se através do

método iterativo de Newton -Raphson, as seguintes estimativas de maxima
verossimilhanca:



Modelos ajustados e estimagio

Modelos de Regressao estimativas desvio-padrao n’. iteragoes
Log - linear Bo =3.1717 dp = 0.1922
(Y=g B +oW) B, =1.2124 dp = 0.2780 5
& = 0.5979 dp = 0.0554
Riscos Prop. Weibull B, =3.111 dp = 0.1922
Atl 2 )=6t° " lexp{-z B} B, =1.2124 dp=02180 5
5 =1.672 dp = 0.1551
Riscos Prop. de Cox
Mtlg )=X,(t) exp {dB;} B, =—203445  dp = 0.4793 4

Tabela 4.1 - Estimativas obtidas através das PROC LIFEREG E PHREG do sofiware

estatistico SAS - versio 6.08.

42.3 - Testes dos parametros e coeficientes de regressio estimados

No modelo log-linear, pode-se testar a hipbtese Hy: 6 =1 ( o que
implica, no caso de sua n3o rejeicdo, que o modelo Exponencial é mais
adequado do que o modelo Weibull). Uma estatistica a qual pode ser usada para
testar H,, é: 2

w = (gp(f’l)) ’

que possui aproximadamente distribuicao xz(l). Na aplicagdo aqui tratada
72 & 52.55,
estatisticas contra o modelo Exponencial e consequentemente favoraveis ao

modelo Weibull.

o qual é significante na distribuicio x2(1)~ Assim, h& evidéncias
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No modelo de Riscos Proporcionais Weibull, a hipotese equivalente
a Hy; € Hypp: 6 =1, uma vez que 6§ =1/o.

Alternativamente, pode-se usar o teste da razdo da verossimilhanga
(dado em 2.48), para testar H,; efou Hg,.

Testes relacionados aos coeficientes de regressio também podem ser
baseados na estatistica z? ou na estatistica da razio da verossimilhanca. Para

2

. ~ oy [4 . .
esta aplicagdo, utilizou-se a estatistica z° pois com n = 100 tem-se uma boa

aproxima¢io dos elementos de 3 a distribuicio Normal. Os resultados obtidos

ns

foram:

Modelos de Regressao  Hipoteses 5 gl p-valor
Log-linear ¢ Riscos H,,:8,=0 386.27 1 0.0001
Proporcionais Weibull Hg, : 8, =0 19.02 1 0.0001
Riscos Proporciopais Hyg: 8; =0 18.02 1 0.0001
de Cox

Tabela 4.2 - Resultados baseados na Normalidade assintotica de ;‘3
Pode-se portanto concluir, baseados nos resultados da tabela 4.2,
que existem evidéncias, estatisticamente significativas, contrarias as hipdteses
Hyy, Ho; e Hgs, ou seja, os elementos de 8 sdo significativamente diferentes de
Z€ero.

4.2.4 - Analise Residual

Com relacdo ao ajuste dos modelos, utilizou-se a andalise residual
grafica abordada na segdo 2.5. Para cada um dos modelos de regressio
ajustados obteve-se as seguintes andlises residuais :
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1- Modelo de regressdo log-linear

Neste caso, supdOe-se que a distribuicio dos erros W ¢ Valor-
extremo padrdo, o que implica que :

fp(w)=exp{w —-exp(w)} ; -o<w<o (4.1)

Sw(w) =exp { —exp(w)} ; —o < W< oo (4.2)

sdo, respectivamente, as funcOes de densidade de probabilidade e sobrevivéncia de W.
Consequentemente, tem-se de (4.2) a seguinte igualdade:

=In( ~In ( Sp(w))) ; —ook W< oo (4.3)

Desse modo, os residuos é;, i = 1, 2, ..., 100 devem aproximadamente

satisfazer (4.1), (4.2) efou (4.3) para que o modelo suposto possa ser considerado

adequado. Graficamente tem-se :
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Figura 4.1 - Fun¢ao de sobrevivéncia estimada Figura 4.2 - Residuos ( € ) versusIn (-In é(i‘))
e funcgio de sobrevivencia suposta e reta com inclinagao 1.

14
para os residuos.

Pela figura 4.1, pode-se observar que a curva de sobrevivéncia
. { . N - o A .
estimada dos residuos (escada) ajusta-se bem & funcio de sobrevivéncia suposta

para os erros W e pela figura 4.2 observa-se claramente que aos pontos
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(é,-; In{ —1In §( é,-))) pode-se ajustar uma reta com inclinagio 1.

Conclui-se portanto, por essa analise residual grafica, que os
residuos &, i=1,2, .., n podem ser considerados como sendo uma amostra
aleatdria proveniente da distribuicdo Valor-extremo padrio. Consequentemente, o
modelo de regressio log-linear pode ser considerado como ajustando-se bem aos

dados desta aplicagdo.

I1 - Modelo de Riscos Proporcionais Weibull

De acordo com a teoria apresentada na segdo 2.5.1, foi visto
que quando ¢é assumido a distribuicho Weibull aos tempos de vida T |z, os
erros W* assumem a distribuicdo Exponencial padrdo. Segue entio que:

fos(w) =exp{-w} ; w>0 (4.4)

Spx(w) = exp { —w} ;0 w>0 (4.5)
sdo, respectivamente, as funcdes de densidade de probabilidade e sobrevivéncia de
W,

De (4.5) tem-se valida a seguinte igualdade :
w= —1In ( S, «(w)) ; w >0 (4.6)
Assim, para que o modelo suposto seja considerado adequado,

é necessario que os residuos € 1i=1,2 .. 100 satisfacam aproximadamente
(4.4), (4.5) efou (4.6). Graficamente tem-se :
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[4
os remduos.

Nota-se portanto, que os residuos &% i=1,2,..,100 podem ser
vistos como sendo uma amostra aleatoria proveniente da distribuigdo Exponencial
padrio, uma vez que a fungdo de sobrevivéncia estimada dos &* 1i=1,2,.,n
(obtida pelo P.L. de Kaplan-Meier ), aproxima-se consideravelmente bem da
funcdo de sobrevivéncia suposta para os erros W* conforme pode-se observar na
figura 4.3. Ainda, pode-se verificar na figura 4.4, que aos pontos ( & ;—In( § (&),
i=1, 2, .., 100 pode-se ajustar uma reta com inclinacdo 1, satisfazendo assim a
igualdade dada em (4.6). Logo, o modelo de regressio de riscos proporcionais

Weibull pode ser considerado um modelo adequado para os dados aqui analisados.

III - Modelo de Riscos Proporcionais de Cox

¢ . ~
Os residuos para este modelo, conforme visto na secdo 2.5.2

podem ser obtidos por :

1

. _ [HGilg) se icF
H(tzl,:\c,:)+1 Seiec,
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o que é equivalente a:

-

é.——{ [‘lngo(t’i)]eXP{,E;ﬂ} se i ¢ F

[—1n §,(t,)] exp{,a\vl,-'/:ﬁl} +1 seieC,
para i = 1,2, .., 100. Ainda foi visto que o conjunto completo dos residuos &,
i=1,2,.. 100 podem ser tratados "grosseiramente” como sendo uma amostra
aleatéria proveniente da distribuicao Exponencial padrao.
Investigando ento, se esta suposicio ¢é valida para os residuos

aqui encontrados, tem-se os seguintes graficos:
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RESIDUOS RESIDUOS
Figura 4.5 - Funcoes de sobrevivéncia estimada Fignra 4.6 - Residuos (¢;) versus -1n(§(€‘.))
¢ suposta para os residuos. ¢ reta de inclinagio 1.

Observa-se portanto pelas figuras 4.5 e 4.6 que os residuos
podem realmente ser vistos como sendo uma amostra aleatéria proveniente da
distribuicdo Exponencial padrio. Logo, pode-se concluir que o modelo de Cox

também ¢é apropriado aos dados desta aplicagio.
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O modelo de Cox pode evidentemente ser usado, uma vez que
o mesmo fornece boas estimativas, porém deve-se preferencialmente optar (quando
possivel) por um modelo parameétrico, pois os mesmos possibilitam a extrapolagdo
tanto para dose quanto para o tempo, enquanto que o modelo semi-
paramétrico de Cox nd3o permite a extrapolagio para tempos superiores ou
inferiores aos observados.

Os programas PROG3.SAS e PROG5.SAS do Apéndice A foram
usados para obtencdo dos residuos aqui relatados. Os valores residuais para cada

modelo encontram-se na tabela B2 do Apéndice B.

425 - Funcoes de sobrevivéncia e risco estimadas, DVS e t,p

Para cada um dos modelos ajustados para esta aplicagio, tem-

se as seguintes funcGes de sobrevivéncia e risco estimadas:

I - Modelos Log-linear e de Riscos Proporcionais Weibull

~

Para estes modelos, as respectivas fungdes sdo dadas por:

S(t1g)=rexp {—(exp{zsot+ 5] )6} b20 (7

A(t1g) =815 (exp {-Bo -~ Bd})? 120 (4.8)

onde, pela tabela 4.1, tem-se: 8, = 3.777, B, = 1.2124 e 5 = 1.67. Relembrando,
dose pode assumir os niveis 0.3-0.7-0.8 e 0.9 ou qualquer outro valor, uma
vez que a extrapolagdo para outros niveis pode ser feita. Graficamente, as

curvas das sobrevivéncias estimadas e dos riscos estimados para as doses
03-07-08 e0.9 sjo:
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produz a seguinte curva:
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Figura 4.9 - Curva do risco reduzido sobre a resposta "background” para t=110.
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A resposta "background” F( t | 0) produz, neste exemplo, uma
probabilidade de 0.99117 de ocorréncia da resposta na dose d = 0. A figura 4.9 nos
fornece doses virtualmente seguras para desejadas redugdes nesta probabilidade.
Assim, por exemplo, se a redugio desejada = € de 0.50, entdio a correspondente
dose virtualmente segura é dy & 0.95. Portanto, se um individuo receber uma
dose d, £ 0.95, a probabilidade de ocorrer a resposta em t = 110 é reduzida
em 0.50 sobre a resposta ”background”. De modo analogo, pode-se obter
valores de d, para quaisquer reducbes desejadas =, tal que 0 < = < 0.99117.

O tempo médio estimado para a ocorréncia da resposta para, por

exemplo, t =145 e d = 0.8 é encontrado ser:

[ ™ayol _ u 167 _ 18 {_u  her
tmR_JO exp{ (eXp{Bo+ﬁ1}) }du JO exp{ (114’43) }du

{02 91.03.
Portanto, individuos que recebem dose 0.8 em um experimento planejado para
terminar apds 145 dias, produzirdo a resposta em +£91 dias. O calculo do
t_p foi possivel utilizando a quadratura gaussiana de ordem 7.
IT - Modelo de Riscos Proporcionais de Cox
Neste caso tem-se:
§ (412 = [ So(t) ] =14 A} i=1,2 .. 100 (4.9)

onde pela tabela 4.2, B, =-2.03445.

Graficamente, tem-se as seguintes curvas estimadas:
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Figura 4.10 - Sobrevivéncias estimadas pelo Figura 4.11 - Riscos estimados pelo modelo
modelo de Riscos Prop. de Cox. de Riscos Proporcionais de Cox.

Neste modelo pode-se extrapolar para doses, isto é, pode-se estimar
S(t;]z;) e A(t;|g;) para outros valores da dose, porém nio é permitido
extrapolar para o tempo, ou seja, ndao pode-se estimar é(til;e,-) e Atz
para tempos superiores ou inferiores aos observados.

Comparando as figuras 4.7 e 4.10 (referente as sobrevivéncias
estimadas), pode-se observar que as estimativas encontram-se bastante préximas
para cada um dos 4 (quatro) niveis da variavel concomitante dose.

Os valores estimados de S (t;}|z;) e A(t;]z,), i=1,2 .., 100
encontram-se na tabela B3 do Apéndice B. Os graficos aqui apresentados, foram
obtidos pela PROC GPLOT do software estatistico SAS - verso 6.08.

Doses virtualmente seguras podem ser obtidas, por exemplo, para
{ = 111,26 por:

H(ti I dO) =M
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onde: JI(t;{d)=F(t]0) -F(t;|d) = [So(ti)]txp{d 31} —[So(t,-)] =
= [0.009857F7 1203445 4} _ 1 g 009557]

A curva obtida para o risco reduzido [[(t;|d) € dada na figura 4.12 abaixo:

o

DOSES
Figura 4.12 - Curva do risco reduzido sobre a resposta "background”.

A resposta “background ” ocorre com probabilidade p = F(1,]0) =
= 0.990443. Se é desejado reduzir em = = 0.50 tal probabilidade, entdo a dose
a qual assegura esta redugio é d, = 0.95, ou seja, um individuo que receba
dose dy = 0.95 tera sua probabilidade de falha reduzida em 0.50 no tempo
t = 111,26 dias.

O tempo meéedio estimado para a ocorréncia da resposta
considerando t = 145 e d = 0.8 é encontrado ser:

tmr= 3. |1 -P(t] d=0.8)] = 3 (14 d=0.8) =
i <148 i 1,<145

=3 [Q(t,-)]‘” {(-20sus5)08)) 58 dias.

it <145
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43 . APLICAGAO NUMKRICA EM UM CONTEXTO DE RISCOS COMPETITIVOS

4.3.1 Descri¢io dos dados gerados

Para ilustrar os modelos de regressio apresentados no Capitulo 3, foi
gerado aleatoriamente um arquivo de 100 observagdes contendo as varidveis:
tempo - dose - causa - censC1 - censC2.

Para a obtencdo desse arquivo foi utilizado o PROG6.SAS, o
qual encontra-se no apéndice A. Inicialmente foi gerado para a causa 1, 100
tempos com  distribuicdo  Weibull (exp{z g} ; §) ondee z= (1 d)),
B = (B , B, = (40,0.7) e & = 2.0 e outros 100 tempos com distribuigdo
Weibull (exp{,g’éu}; §,) para a causa 2 onde: g= (1 d;), B, = (39 11) e
6, = 1.67. As sementes utilizadas na geracdo foram: 14767 e 19749. Em
seguida, observou-se o minimo de cada i-ésimo par gerado, isto é, min{ ty,t )
para i = 1, 2, ..., 100, obtendo-se assim um vetor dos minimos dos tempos
gerados. Fixado T = 150, representando o final do experimento, classificou-se os
tempos em falha ou censura, sendo que:

se t; = min( ty;, t5; ) > 150  entdo t; = 150
se ti = min(tli ; t?i) < 150 entao ti = tf)

Estes tempos encontram-se na variavel ”tempo” do arquivo citado. A variavel
’, ¢ ’ . « 2, . . . . ’

"dose” contém o nivel pré-fixado para cada i-ésimo individuo, isto & d = 0.3

b ) )

0.7, 0.8 ou 0.9. A variavel ”causa” assume os valores 0, 1 ou 2, onde:

causa = 0 se t; = min (t4;,t 5) > 150
causa = 1 se t; = min (ty;,t )= ty

causa = 2 se t;=min (t;;, ty; ) = ty, i=1,2, .., 100.

A variavel "censC1” assume os valores 0 ou 1, sendo que:

censCl = 0 se causa =0 ou?2
1 se causa = 1,
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ou seja, considera-se censura para a causa 1 os tempos censurados (t; >150) e os

tempos de falha pela causa 2. Analogamente, para a varidvel ” censC2” tem-se:

censC2 = {0 se causa=0oul
1 se causa = 2,

isto €, as censuras para a causa 2 sdo os tempos censurados (t; > 150) e os
tempos de falha pela causa 1.

Apbs esta classificagdo, o conjunto de tempos resultou em:
—~ 58 falhas e 42 censuras - considerando-se a causal e
- 38 falhas e 62 censuras - considerando-se a causa 2.
Os valores gerados para o arquivo aqui mencionado, encontram-se no apéndice B -
tabela B4.

4.3.2 - Modelos ajustados e estimacdo

Uma vez obtido o arquivo de dados, ajustou-se para cada uma
das 2 causas consideradas, os modelos de regressio log-linear, riscos proporcionais
Weibull e riscos proporcionais de Cox. As estimativas de méxima verossimilhanga

obtidas para esses modelos pelo método de Newton-Raphson foram:
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MODELO DE REGRESSAO CAUSA 1 CAUSA 2
Log - linear B,=3.9303 dp=02403 B, =3838 dp=0.2339
B, =09643 dp=03287T B, =14348 dp = 0.3465
5,=06029 dp=0.0662 &,=05446 dp = 0.0726
Riscos Proporcionais 230 = 3.9303 dp = 0.2403 B, = 3.838 dp = 0.2339
Weibull B, =09643 dp=03287 B, =14348 dp = 0.3466
6,=1.6586  dp =0.1821 &,=18362 dp = 0.2446

-

Riscos Proporcionais Blz —1.7518
de Cox

dp = 0.60431  B,=-2.6713 dp = 0.7122

Tabela 4.3 - Estimativas obtidas pelas PROC LIFEREG E PHREG do software SAS-versio 6.08.

Para os modelos log-linear e riscos proporcionais foi necessario
6 iteragbes e para o modelo de Cox 4 iteragdes.

4.3.3 - Testes dos parametros e coeficientes de regressio estimados

Os testes relacionados aos pardmetros e coeficientes de

regressio dos modelos ajustados para as causas 1 e 2 resultaram em:
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CAUSA 1 CAUSA 2
Modelo de Regressio Hipéteses 2 gl.  p-valor 3’ gl p-valor
Log-linear e Riscos Hy:o;=1 3597 1 0.0001 3927 1 0.0001
Proporcionais Weibull Hyy: 8,=0 267.44 1 0.0001 269.21 1 0.0001
Hyg: B, =0 860 1 00034 17.14 1 0.0001
Riscos Proporcionais Hy,:B,=0 8.40 1 0.0037 14.069 1 0.0002

de Cox

Tabela 4.4 - Resultados baseados na Normalidade Assintotica de 8 .

Conclui-se portanto pela tabela 4.4, que existem evidéncias
estatisticas (para as duas causas) contra as hipdteses testadas, implicando assim em
evidéncias favoraveis ao modelo Weibull no caso de Hy e nas demais
hipdteses implicando que os coeficientes de regressdo sdo estatisticamente
diferentes de zero.

4.3.4 - Analise Residual dos modelos ajustados

Analisando os residuos obtidos para a causa 1 e causa 2 em cada
um dos 3 modelos ajustados de forma andloga ao que foi feito na segdo
424, tem-se:

I - Para o modelo log-linear

Para este modelo tem-se para as causas 1 e 2, respectivamente, as

seguintes figuras :
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Pode-se portanto concluir para a causa 1, que os residuos
podem ser vistos grosseiramente como uma amostra proveniente da distribuigdo
Valor-extremo padrdo. O ajuste ndo foi melhor devido ao significativo nimero
de censuras observado ( +40%).

Para a causa 2, pode-se observar que o ajuste ndao foi
satisfatorio. O grande nlimero de censuras ocorridos pela causa 2 (+60%)

influenciou consideravelmente no mesmo.

II - Para o modelo de riscos proporcionais Weibull

Para este modelo obteve-se as seguintes figuras para as causas
consideradas:

1.0 1
0.9
s 0.8 1
z -4
8 0.7
R
L 0.6 L
v
10.51
v
E 0.4 4 1 1
¥ R K AN W A
§ 03 /'”
AD.2 »
0.1 1
0.0 T T ——T T LS o AN ——r ——r N
0 1 2 3 ' I -
0 1 2 3
RESIDUOS
RESIDUOS
Figura 4.17 - Fungoes de Sobrevivéncia estimada Figura 4.18 - B.elidum(é‘-*) versus -lné(il.*)
e suposta para os residuos da e reta com inclinagao 1 para

caunsa 1. a causa 1.
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Figura 4.19 - Funcoes de sobrevivéncia estimada Figura 4.20 - Reddno:(éi*) versus -lné(éi*)
e suposta para os reniduos da ¢ reta com inclinagdo 1

causa 2. para a causa 2.

Para este modelo, sdo validas as mesmas conclusdes obtidas
para o modelo log-linear.

III - Para o modelo de Riscos Proporcionais de Cox

. [4 .
Investigando se os residuos obtidos no modelo de Cox para as causas
1 e 2, fornecem evidéncias de serem uma amostra aleatdéria proveniente da
distribuicdo Exponencial Padrido, tem-se as seguintes figuras :

7

I YT - 1 P PT O U
o o O O o O O o o o -
O = N W s o N 0O
" . . . L " "

: - [ A ——
0 1 2 3 0 1 2 3
DusosS
REST RESIDUOS
Figura4 21 - Funcbes de Sobrevivencia estimada Figura 422 - Redduos(é‘-) versus -lné(é'-)

e suposta para os residuos da causa 1. e reta com inclinagio 1

para a causa 1.
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1.0 1 3 4

.99
5 0.8
0
D 0.7 1 5 ]
E 0.6
i L
I 0.5
v 3
E 0.4
N 1
0.3
i 0.2 H o+ o+ o+

S 6T - +
e .
0.1 '] o
RV S - I ot et I r3‘
0 1 2 3 0 ! 2
RESIDUOS
RESIDUOS
Figura 4.23 - Fungbes de sobrevivencia estimada Figura 4.24 - Residuos (8;)versus -ln(g(é,-))
e suposta para os residuos-causa2. e reta com inclinagao 1 para
a causa 2.

Pode-se portanto observar pelas figuras, que para a causa 1, o
modelo possue ajuste razoavel e para a causa 2 o mesmo apresenta um
ajuste ndo satisfatorio. Os programas PROG8.SAS e PROG11.SAS do
apéndice A foram usados para a obtencio dos residuos. Os valores residuais

encontram-se na tabela B5 e B7 do apéndice B.

4.3.5 - Funcoes de Sobrevivéncia e Risco estimadas, DVS e t, 5

. ¢ .
Para cada uma das causas consideradas, tem-se para os miveis 0.3
-07-08 e 09 da variavel concomitante dose, as seguintes funcles de

sobrevivéncia e risco estimadas :

I - Modelo Log-linear ¢ de Riscos Proporcionais Weibull
As curvas das sobrevivéncias e riscos estimadas por estes modelos

s30:
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Figura 4.25 - Curvas das Sobrevivéncias estimadas Pigura 4.26 - Curvas dos riscos estimados pelos
pelos modelos log-linear e riscos modelos log-linear ¢ riscos pro-
proporcionais Weibull- causal. porcionais Weibull- causal.
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Pigura 4.27- Curvas das sobrevivéncias estimadas Figura 4.28 - Curvas dos riscos estimados pelos
pelos modelos log-linear e riscos modelos log-linear ¢ riscos propor
proporcionais Weibull - causa2. cionais Weibull - causa 2.

IT - Modelo de riscos proporcionais de Cox

Para este modelo tem-se graficamente as seguintes curvas para os
niveis 0.3-0.7-0.8 e 0.9 da varidvel dose:
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Figura 4.29 - Curvas das sobrevivéncias estimadas Pigura 4.30 - Riscos estimados pelo modelo
pelo modelo de Cox- causa 1. de Cox - causa 1.
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Figunra 4.31- Curvas das Sobrevivéncias estimadas Figura 4.32 - Riscos estimados pelo modelo
pelo modelo de Cox -causa 2. de Cox - causa 2.

Os valores de At; | =;) e S (t; | £;) para as causas 1 e 2 encontram-se,
respectivamente, nas tabela B6 e B8 do apéndice B.
Para cada causa, considerando t = 150 e d = 0.8, obteve-se os

seguintes tempos médios para a resposta :

causal causa?
Modelo Log-linear e
ou R. Proporcionais 89,69 108,59
Modelo R. Prop. Cox 64,63 T4,51

Tabela 4.5 - tempo medio para causas 1e 2.



Funcées de sobrevivéncia e risco estimadas, DVS et R 104

Ainda, doses virtualmente seguras para um fixado tempo f,
podem ser obtidas, para cada causa, utilizando-se as curvas dos riscos

reduzidos [J(t|d) as quais sdo obtidas pelas expressdes abaixo:

Modelo log-linear e¢ R.Proporcionais Modelo R. Propr. Cox

CAUSA 1 | exp {_ (exp{; .93})1.65} _ av{ - (“p{s.” g+ — d}) 1.65} [go(,)]err{-l.'rsls a} _ [540)]

CAUSA 2 Lrp{ - (;PT;:@)L”} B n"'{ B (oxp{S.sas i d})wa} [go(t)]ﬂp{-2.6713 4 - EXO)

Tabela 4.6 - expressoes das curvas dos tiscos reduzidos para os modelos tratados - causas 1e 2.

4.3.6 - Testes do efeito da dose no tipo e tempo de falha.

As hipoteses tratadas na secio 3.7 podem ser de interesse para
verificar se a dose possue ou ndo influéncia no tipo e tempo de falha. As

hip6teses que podem ser usadas para verificar tal influéncia sio:

(1) Hpy: /31(1) = 31(2) = 0

H,y: pelo menos um ;Sl(j) #0, j=1, 2, ou alternativamente, testa-se :

(2) Hgy ﬁl(l) = ﬁl(z)

Hup 8,Y# 8,%). Em havendo evidéncias favoriveis a Hy,, pode-se entio testar:

(3) Hgs: ,61(1)= ﬁ1(2)= 0 dado que ﬂl(l) = ﬂl(z)

H 43: pelo menos um ﬁl(j) #0.

Os resultados obtidos para estas hipoteses utilizando-se a
Normalidade assintética de 3 foram:

~s
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Modelo Hipotese Q; gL p-valor

Log-linear e riscos H,, 25.76 2 < 0.005

Proporc. Weibull Hy, 0.97 1 0.75<p<0.90
Hy, 24.79 1 0.0001

Riscos proporc. de Hy, 22.47 2 <0.0056

Cox Hy, 0.96 1 0.75<p<0.90
Hgys 21.51 1 0.0001

Tabela 4.7 - Testes do efeito da dose utilizando a normalidade assintdtica.

Pode-se portanto concluir, pelos resultados da tabela 4.7, que
existem evidéncias estatisticas de que a dose tem influéncia no tempo de falha,

mas nao tem influéncia no tipo de falha.



CONCLUSOES

Nesta dissertagdo foi considerado a analise de experimentos de
dose-resposta  em que foram considerados os tempos de vida como medida
associada a resposta dos individuos em estudo. Nestes experimentos ¢é comum
ter-se um periodo fixado para  acompanhamento dos  individuos e
consequentemente é importante ndo sé saber quantos individuos responderam ou
nio ao tratamento, mas também qual o perlodo em que permaneceram livre
da resposta. O qudo longo foi o perlodo em que permaneceram livre da
resposta € sem duvida mais informativo do que respostas do tipo 0 ou 1,
indicando simplesmente se a resposta ocorreu ou nio naquele periodo. Por
este fato, trabalhou-se com os tempos até a ocorréncia da resposta. Outra
informaciao importante além do tempo livre da resposta é a causa pela qual
a resposta ocorreu. E importante portanto, considerar também nos
experimentos de dose-resposta as poss{veis causas ( riscos competitivos) atuando e
que podem conduzir a resposta de interesse.

Uma variedade de modelos para experimentos do tipo dose-
resposta podem ser usados. Foram abordados os modelos paramétricos log-linear
e de riscos proporcionais e o modelo semi-paramétrico de Cox.  Estes
modelos foram escolhidos devido a sua flexibilidade em modelar dados de

.
tempo para a resposta, bem como pela natureza empirica dos mesmos.
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O propodsito desta dissertacdo fol o de fazer uma revisio de
alguns modelos de analise de sobrevivéncia em situacdes onde uma tunica causa de
falha é considerada e também em situagdes envolvendo riscos competitivos. Como
estes modelos consideram os tempos para a resposta, objetivou-se aplici-los em
experimentos de dose-resposta. Ainda, o comportamento das curvas de dose-
resposta em regides de doses baixas, objetivando a determinacio de doses
virtualmente seguras e o desenvolvimento de programas computacionais para essas
analises, bem como a realizagio de ilustracbes numeéricas dos modelos tratados,
foram propésitos desta dissertagio.

Através das ilustragdes numeéricas realizadas pdde-se observar que
os modelos apresentados adaptam-se bem a analise de dados de sobrevivéncia em que
se verificam:

- a existéncia de relagdo linear entre o log dos tempos e a(s) variavel(s)
concomitante(s) efou
- a proporcionalidade dos riscos.

Em particular, os ajustes de tais modelos sdo satisfatdrios quando ha
a ocorréncia de uma quantidade razoavel de censuras, ou seja, quando uma
quantidade ndo muito grande de tempos censurados é observada.

Na aplicacdo 1 onde foi considerado apenas uma causa de falha e
onde ocorreram 17 censuras dentre os 100 tempos gerados aleatoriamente, pode-se
observar que os modelos produziram ajustes consideravelmente satisfatorios. Ja na
aplicagdo 2, a qual foi considerado riscos competitivos, observou-se que a ocorréncia
de um grande nimero de censuras (acentuadamente para a causa 2 , onde foi observado
62  censuras  dentre os 100 tempos gerados aleatoriamente)  influenciou
consideravelmente nos ajustes dos modelos.

Nas situacbes em que riscos competitivos sdo tratados, muito
provavelmente ocorrerdo ajustes satisfatorios de determinados modelos para algumas
causas e ajustes insatisfatorios (ruins) desses mesmos modelos para as outras
causas consideradas. Isto é devido, essencialmente, a forma com que ¢ tratado,
nesta teoria, a classificagio de um tempo como censurado em relagdo a uma
causa em especifico. Como foi visto, os tempos de falha por outras causas, que
nio a causa considerada, sdo classificados como tempos censurados para esta
respectiva causa. Isto, obviamente, faz com que o nimero de censuras torne-se

acentuadamente grande para algumas causas.
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Deve-se ressaltar, no entanto, que em geral, o interesse concentra-
se nas causas em que ocorrem um maior nimero de falhas. Nestes casos, os
modelos produzem ajustes razoaveis e consequentemente produzem, para estas

respectivas causas, boas estimativas das sobrevivéncias Sf{t | z) e dos riscos
Mt lz)

1D importante, portanto, reconhecer a validade de estudos e
esforcos na busca de modelos que se adaptem as situagdes de riscos
competitivos, uma vez que estas situacdes s3o particularmente dificeis de
serem tratadas. Finalmente, deve-se também reconhecer a validade dos modelos
para experimentos dose-resposta ndo abordados aqui, ou seja, experimentos que
ndo utilizam o tempo de sobrevivéncia ( provavelmente pela impossibilidade de
obtengdo de uma medida quantitativa da resposta ). Estes ocorrem com
acentuada frequéncia e s3o igualmente de grande importancia no contexto de

modelagem dos referidos experimentos.



APENDICE A

PROGRAMAS UTILIZADOS NAS APLICAGOES NUMERICAS
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«PROG1.SAS*x
ESTE PROGRAMA GERA UM ARQUIVO SAS CONTENDO 100 OBSERVACOES COM AS
VARIAVEIS TEMPO-DOSE-CENSURA. OS TEMPOS TEM DISTRIBUIGAO WEIBULL E FOI
CONSIDERADO PARA A GERACAO :
- niveis das doses : d1=0.3, d2=0.7, d3=0.8 ¢ d4=0.9
- parametro de escala e coef. de regressao: 6=0.6 , §,=3.9 e 8,=1.1
- semente utilizada : 15747

- tamanhos amostrais para cada nivel da dose : 25

LIBNAME new ’a’;
DATA new.simvep; /* GERACAQ DE VALORES VALOR-EXTREMO PADRAO x/
n=100;
doj=1lton;
u=ranuni(15747);
w=log(-log(u));
output;keep w;

end;

PROC IML;
use new.simvep;
read all var{w};
n1=25; n2=25; n3=25; n4=25, /* TAMANHOS AMOSTRAIS*/
n= nl4+n2-4n3+n4;
um=j(n,1);
dose=j(n1,1,.3)//§(n2,1,.7)//3(n3,1,.8) / /i(n4,1,.9); /*MATRIZ DE COVARIA VEIS#/
x=um||dose;
b={3.9, 1.1}; s=.6; /+COEF. REGRESSAO E PARAM. ESCALA#/
Intemp= (xxb)+(sxw);
t=145; t=log(t); /*TEMPO FIXADO P/ TERMINO DO EXPERIMENTOx/
cens=j(n,1);

do i=1 to m; [*CLASSIFICANDO TEMPOS COMO FALHA OU CENSURAx/
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if Intempl[i,1] >log(t) then do;
Intempl(i,1]=log(t);
censli,1]}=0;
end;
end;
temp= exp(lntemp);
arq=temp||dose||cens;
r={tempo dose censura};
create new.arq from argcolname=r];
append from arq;

quit;

PROC SORT data—new.arq;

by tempo descending censura;
Tun;

PROC PRINT data—new.simvep;
PROC PRINT data—new.arq;

rum;

»xxFIM DO PROG1.SAS#xx
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*»#PROG2.SASwx
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG1.SAS PARA :
- estimar os coeficientes de regressio do modelo log-linear em um contexto de uma unica

causa de falha utilizando a PROC LIFEREG do SAS.

PROC LIFEREG data—new.arq;
model tempoxcensura{0)=Indose / distribution = Weibull itprint;

ran;

xx FIM DO PROG2.SASxx

**«PROG3.SASxx
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS DO PROG1.SAS PARA:
- calcular os residuos para os modelos log-linear e de riscos proporcionais Weibull

em um contexto de uma tinica causa de falha.

PROC IML iml wrksize=>50;
use new.arg; /* ARQUIVO GERADO NO PROG1.SAS »/
read all into w;
n=nrow(w);
t=w[ ,1];
xi=w( ,2];
one=j(n,1);
x=one||x1;

cens= wl ,3];



Apéndice A - Prog3.sas 113

beh={3.777,1.2124};
sch={0.5979};
dch=1/sch;
xbch=xx*bch;
expxb=—exp(xbch);
expxbd=expxb#t#£-dch;
tdch=t#7tdch;
aux—=tdch#texpxbd;
expres=j(n,1,0); res=j(n,1,0);
do i=1 to n;
if cens[i,1]=1 then do;
expres|i,1]=aux{i,1];
resfi,1]=log(aux{i,1]);
end;
else do;
expresi,1]=auxli,1]4+1;
res(i,1}=log(auxi,1]+1);
end;

end;

print res expres;

quit;

/* ESTIMATIVAS OBTIDAS NO PROG2.SAS #/

xxFIM DO PROG3.SAS*x
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xPROG4.SASwx

- estimar os coeficientes de regressao no modelo de Riscos Proporcionais de Cox em um
contexto de um risco, utilizando a verossimilhan¢a parcial e o metodo iterativo de

Newton-Raphson.

ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG1.SAS PARA:

PROC PHREG data—new.arg;
MODEL tempoxcensura(0)=Indose / covb itprint risklimits;
OUTPUT out—=new.saidas num__ left—numrisco survival—sobrev
logsurv=Insobr loglogs=Ininsobr / order=data;
run;
PROC PRINT data—new.saidas;

un;

»xFIM DO PROG4.SASxx
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**PROG5.SAS#x
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG1.SAS E OS COEF.
DE REGRESSAO ESTIMADOS NO PROG4.SAS PARA :
- calcular os residuos para o modelo de riscos proporcionais de Cox em um contexto

de um wnico risco de falha.

PROC IML wrksize=40;
use new.saidas;
read all into w;
n=nrow(w);
t=w[ ,1];
x=w| ,3];
cens=w| ,2];
beta—{-2.03445}; /* VALOR ESTIMADO PELA VEROS.PARCIAL- PROG4.SAS »/
InSch=w( ,6};
xb=xxbeta,

expxb=exp(xb);

res=j(n,1,0);
do i=1 to n; /* CALCULO DOS RESIDUOS =/
if censli,1]=1 then do;
res(i,1]=-InSchli,1};
end;
else do;
res(i,1]=(-InSchfi,1]) +1;
end;
end;
print , "RESIDUOS 7, res;
quit;

*xx FIM DO PROG5.SAS *»
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*+ PROGG6.SAS »»
ESTE PROGRAMA GERA UM ARQUIVO SAS CONTENDO AS VARIAVEIS TEMPO-DOSE-
CAUSA-CENSC1-CENSC2 . PARA A GERAGAO DESTE ARQUIVO FOI UTILIZADO :
- niveis da doses : d1=0.3, d2=0.7, d3=0.8 e d4=0.9 .
- parametro de escala e regressores para a causa 1: 0,=0.6 , 8,=4.0 e $,=0.7 .
- parametro de escala e regressores para a causa 2: 0,=0.5 , §,=3.9 (; By=1.1.
- sementes utilizadas: 14767 ¢ 19749.
- tamanhos amostrais para cada nivel da dose: 25.

LIBNAME novo ’a:’;
DATA novo.gera; /* GERAGAO DE VALORES VALOR-EXTREMO PADRAOQ #/
n=100;
do j=1ton;
ul=ranuni(14767);
u2=ranuni(19749);
wi=log(-log(ul));
w2=log(-log(u2));
output ;keep wl; keep w2;

end;

PROC IML;
use Novo.gera;
read all var{w1l w2};
n1=25; n2=25; n3=25; n4—=25; /* TAMANHOS AMOSTRAIS »/
n= nl4n2+n34n4;
um=j(n,1);
dose=j(n1,1,.3)//j(n2,1,.7)//i(n3,1,.8)//i(n4,1,.9); [*MATRIZ DAS COVARLZ\VEIS*/
x=um)||dose;
bi={ 4.0,0.7};
b2={ 3.9,1.1};
$1=0.6;
$2=0.5;
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Intempl= (x*b1)+(s1xwl);
Intemp2= (x*b2)-+(s2*w2);
templ—exp(lntemp1);

temp2—exp(intemp2);
t=150;
cens=j(n,1);
temp=templ;
causa=j(n,1);
do i=1 to n; /*CLASSIFICAGAO DOS TEMPOS POR CAUSA E CENSURA#/
if tempi[i,1] >temp2[i,1] then do;
templ[i,1]=temp?2[i,1];
causali,1]=2;
end;
if templi,1} > t then do;
templ[i,1]=t;
causali,1j=0;
end;
end;
censC1=j(n,1,0);
censC2=j(n,1,0);
do i=1 to n;
if causali,1]=1 then censC1li,1}=1;
if causali,1]=2 then censC2{i,1]=1;
end;
arq=temp||dose||causa||censC1||censC2;
r={tempo dose causa censl cens2};
create novo.arq from arg[colname=r];
append from arg;

arql=temp||dose||censC1;
r={tempo dose censC1};
create novo.arql from arql{colname=r};

append from arq};
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arq2=temp||dose||censC2;
r—={tempo dose censC2};
create novo.arq2 from arq2[colname=r};

append from arq2;

PROC SORT data—=novo.arql;
by tempo descending censC1;

run;

PROC SORT data—novo.arq2;
by tempo descending censC2;

PROC PRINT data—novo.gera;
PROC PRINT data=novo.arg;

PROC PRINT data—=novo.arql;
PROC PRINT data=novo.arq2;

quit;

»x FIM DO PROG6.SAS *x
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*x PROG T.SAS #x
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG6.SAS PARA:

- estimar os coeficientes de regressio dos modelos log-linear e de riscos proporcionais

Weibull em um contexto de riscos competitivos.

PROC LIFEREG data= novo.arqgl;
model tempoxcensC1(0)=Indose / distribution=Weibull itprint;

un;

PROC LIFEREG data—novo.arq2;
model tempoxcensC2(0)=Indose / distribution=Weibull itprint;

Tamn;

*x FIM DO PROGT.SAS **

*x PROGS8.SAS mu

ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG6.SAS PARA:
- calcular os residuos dos modelos log-linear ¢ de riscos proporcionais Weibull

em um contexto de riscos competitivos ( CAUSA 1).

PROC IML wrksize=50;

use novo.arql;
read all into w;
n=nrow(w);
t=w( ,1];
x1=wl ,2};
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one=j{n,1);
x=one||x1;
cens= w[ ,3];
bch={3.93,0.96}; /¥*ESTIMATIVAS OBTIDAS NO PROGT7.SAS*/
sch=0.6;
dch=1/sch;
Xb=xxbch;
expxb=exp(xb);
expxbd—expxb##-dch;
td=t#H#tdch;
aux=td#texpxbd; /* CALCULO DOS RESIDUOS »/
expres=j(n,1,0); res=j(n,1,0);
do i=1 to n;
if cens[i,1)=1 then do;
expres(i,1]=aux{i,1];
res[i,1]=log(auxi,1]);
end;
else do;
expres(i,1}=aux[i,1}4+1;
resfi,1]=log(auxli,1]+1);
end;
end;
print res expres;

quit;

xx FIM DO PROGB8.SAS »x
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»x PROG9.SAS wx
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PRG6.SAS PARA:

- calcular os residuos dos modelos log-linear e de riscos proporcionais

Weibull em um contexto de riscos competitivos (CAUSA 2).

PROC IMIL wrksize=50;
use Novo.arq2;
read all into w;
n=nrow(w);
t=w[ ,1];
x1=w[ ,2};
one=j(n,1);
x=one||x1;
cens= w[ ,3];
bch={3.838 ,1.4356};
sch={0.5446};
dch=1/sch;
xb=xx*bch;
expxb=exp(xb);
expxbd=—expxb##-dch;
td=t## dch;
aux=td#expxbd;
expres=j(n,1,0); res=j(n,1,0);
do i=1 to n;
if censli,1]=1 then do;
expres[i,1]=auxfi,1];
res[i,1]=log(aux[i,1]);

end;

[*ESTIMATIVAS OBTIDAS NO PROGT.SASx/

/*CALCULO DOS RESIDUOS*/
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else do;
expres(i,1]=auxli,1]4+1;
resi,1j=log(aux[i,1]41);
end;

end;

print res expres;

quit;

*x FIM DO PROG9.SAS »x

122

=x PROG10.SAS %
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG6.SAS PARA :
- estimar os coeficientes de regressao no modelo de riscos proporcionais de Cox em
um contexto de riscos competitivos, utilizando a verossimilhanga parcial e 0 método

iterativo de Newton-Raphson ( causas 1 e 2) .

PROC PHREG data=novo.arql;
MODEL tempoxcensC1(0)=Indose / covb itprint risklimits;
OUTPUT out-=novoe.saidasl num_ left—numrisco survival=sobrev
logsurv=Insobr loglogs—Ininsebr / order—data;

un;

PROC PRINT data—novo.saidasl;

ran,;
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PROC PHREG data—novo.arq2;
MODEL tempoxcensC2(0)=Indose / covb itprint risklimits;
OUTPUT out=novo.saidas2 num_left=numrisco survival=sobrev
logsurv=Insobr loglogs=Inlnsobr / order—data;

™n;

PROC PRINT data—novo.saidas2;

n;

*x FIM DO PROG10.SAS *x

=k PROG11.SAS #x
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG6.SAS E O COEFICIENTE
DE REGRESSAO ESTIMADO NO PROG10.SAS PARA:
- calcular residuos do modelo de riscos proporcionais de Cox em um contexto de riscos

competitivos ( causa 1).

PROC IML wrksize=40;
use novo.saidasl;
read all into w;
n=nrow(w);
t=w[ ,1;
x=w[ ,3];
cens=w|[ ,2];

beta={-1.751856}; /*VALOR ESTIMADO PELA VEROS.PARCIAL- PROG10.SAS »/



InSch=w[ ,6};
xb=x=beta;
expxb=exp(xb);

res=j(n,1,0);
do i=1to n;
if cens[i,1]=1 then do;
res(i,1]=nSchli,1];
end;
else do;
resfi,1}=(-InSch(j,1}) +1;
end;
end;

print , "RESIDUQS ”, res;
quit;

»x FIM DO PROG11.SAS #x
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/+*CALCULO DOS RESIDUOS #/

riscos competitivos ( causa 2).

»x PROG12.SAS*x
ESTE PROGRAMA UTILIZA OS DADOS GERADOS NO PROG6.SAS E O COEFICIENTE
DE REGRESSAO ESTIMADO NO PROG10.SAS PARA :

- calcular os residuos do medelo de riscos proporcionais de Cox em um contexto de

PROC IML wrksize=40;
use novo.saidas2;

read all into w;
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n=nrow(w);

t=w[ ,1];

x=w[ ,3];

cens=w[ ,2];

beta={-2.671393}; /*VALOR ESTIMADO PELA VEROS.PARCIAL- PROG10.SAS #/
InSch=w({ ,6];

xb=xxbeta;

expxb=exp(xb);
res=j(n,1,0);

do i=1 to n; /* CALCULO DOS RESIDUOS */
if cens{i,1]=1 then do;
res(i,1]=InSchli,1];
end;
else do;
resi,1]=(-InSchlj,1]) +1;
end;
end;
print , "RESIDUQS 7, res;
quit;

*x FIM DO PROG12.SAS »x




APENDICE B

RESULTADOS OBTIDOS NAS APLICACOES NUMERICAS




Apéndice B - Tabela B1

OBS TEMPO DOSE CENSURA ; OBS

TEMPO DOSE CENSURA

1 5.0936
2 10.7598
3 12.7143
4 13.5813
5 16.2718
6 17.2164
7 17.9588
8 18.4521
9 19.5502
10 23.8063
11 25.6406
12 26.2479
13 26.6251
14 27.0399
15 28.6315
16 29.8417
17 32.1409
18 32.4973
19 33.1863
20 34.2259
21 35.3322
22 35.665b
23 39.0064
24 40.3647
25 40.4862

0.3
0.3
03
0.8
0.3
0.8
0.9
0.8
0.8
0.9
0.7
0.3
0.3
0.3
0.3
0.7
0.9
0.3
0.9
0.8
0.7
0.7
0.7
0.7
0.3

O T O S o o e o T e T T v O S Y

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

408373 08 1
428191 0.7 1
443659 0.9 1
444704 0.9 1
454211 03 1
50.3195 0.3 1
50.5085 0.3 1
51.1984 0.7 1
54.3364 0.7 1
555195 0.7 1
56.4847 0.8 1
57.4882 0.3 1
60.6429 0.8 1
61.3066 0.7 1
61.6591 0.9 1
65.183 0.3 1
65.6322 0.9 1
66.3782 0.3 1
66.6845 0.7 1
67.3237 0.8 1
717188 0.8 1
72.6688 0.8 1
740838 0.3 1
777083 0.3 1
829211 0.3 1

TABELA B1 - Dados gerados aleatoriamente para realizaciao da aplicagao 1.
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cont.

OBS TEMPO DOSE CENSURA OBS TEMPO DOSE CENSURA
51 82.9924 0.3 1 16 128.254 0.9 1
52 84.2343 0.7 1 7 128.436 0.8 1
53 86.8314 0.7 1 8 128.966 0.9 1
54 87.5874 0.3 1 19 136.16 0.9 1
55 87.756 0.7 1 80 140.141 0.8 1
56 89.683 0.3 1 81 141.185 0.9 1
57 89.77 0.7 1 82 143.166 0.7 1
58 94.737 0.9 1 83 143.222 0.3 1
59 96.68 0.9 1 84 145 0.7 0
60 99.55 0.9 1 85 145 0.7 0
61 101.943 0.9 1 86 145 0.7 0
62 102.228 0.8 1 87 145 0.8 0
63 104.38 0.7 1 88 145 0.8 0
64 106.649 0.7 1 89 145 0.8 0
65 106.821 0.8 1 90 145 0.8 0
66 108.826 0.3 1 91 145 0.8 0
67 109.287 0.8 1 92 145 0.8 0
68 111.26 0.7 1 93 145 0.8 0
69 111.464 0.3 1 94 145 0.9 0
70 116.221 0.8 1 95 145 0.9 0
1 119.774 0.9 1 96 145 0.9 0
T2 119.996 0.8 1 97 145 0.9 0
T3 121.546 0.7 1 98 145 0.9 0
T4 121.976 0.7 1 99 145 0.9 0
75 125.818 0.9 1 100 145 0.9 0

TABELA B1- Dados gerados aleatoriamente para realizagao da aplicagao 1.
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RESIDUOS
Obs Log-linear RP.Weibull Cox Obs Log-linear R.JP.Weibull Cox

1 0.1857919 1.2041716 0.0192331 26 -0.755658 0.4697483 0.2162286
2 0.573715 1.7TT48485 0.0388434 27 -3.36713 0.0344885 0.27T2345
3 0.832499 2.2990568 0.058846 28  0.2665391 1.3054387 0.192779

4 0.6269205 1.8718374 0.028611 29  -0.969428 0.3793001 0.2010663
5 0.0279522 1.0283465 0.0996868 30 -1.289126 0.2755116 0.7101176
6 0.0114459 1.0115116 0.04358T1 31 0.6099513 1.8403417 0.739572

7 1.1680796 3.2168111 0.0417584 32 -0.295061 0.7444861 0.7699204
8 0.4392224 1.56515003 0.0588252 33 0.0409097 1.041758 0.3549631
9 -0.759199 0.4680413 0.0665296 34 -0.374997 0.6872914 0.3689049
10  -2.009981 0.1339912 0.0606128 35 0.3052565 1.356973 0.3830438
11  0.8785508 2.4074085 0.1006338 36 -2.902972 0.0548599 0.3242173
12 0.6618648 1.9384037 0.2490437 37 -0.865121 0.4210004 0.9296738
13 -3.83418 0.0216191 0.2716087 38  -2.277463 0.102544 0.3483912
14 0.1425411 1.1532005 0.29449 39 -0.634049 0.5304395 0.4421831
15 -3.873334 0.0207889 0.3180119 40 -0.985217 0.3733582 0.3046098
16  -0.980828 0.3750006 0.1515404 41  0.2035166 1.2257055 1.0679745
17 0.8362 2.3075815 0.1080052 42  -5.082592 0.0062038 0.3258099
18  -0.293343 0.745766 0.3906038 43  -1.547353 0.2128105 1.1415434
19 -0.321065 0.725376 0.1225927 44 -1.370379 0.2540106 0.5228596
20 -0.420978 0.6564043 0.1593369 45  -2.031766 0.1311037 0.4406556
21 0.501681 1.6614956 0.2065347 46  -1.223698 0.2941404 0.4549022
22 0.220342 1.246503 0.2179112 47  0.1615066 1.1752803 0.4693547
23 0.4356737 1.5460042 0.2294187 48  0.039523 1.0403144 1.339097

24 -0.696319 0.4984167 0.2410601 49  0.2493362 1.2831734 1.3819499
25 -0.663016 0.5152949 0.57071 50 -5.867867 0.0028289 1.4267216

TABELA B2 - Residuos obtidos para os 3 modelos ajustados na aplicagao 1.
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cont.
RESIDUOS
Obs Log-linear R.P.Weibull Cox Obs Log-linear RP.Weibull Cox

51 -0.573092 0.5637795 1.4735922 T6  -0.823186 0.4390307 0.973339

52 -0.212821 0.8083009 0.674562 TT 0.07TTT433 1.0808452 1.2340537
53 0.9253943 2.5228627 0.6965303 8 -0.065891 0.9362329 1.0417262
54 -0.534083 0.5862068 1.6230834 79 -0.229132 0.7952235 1.0778273
55  0.1830897 1.2009221 0.7429784 80 0.8193748 2.2690808 1.3671054
56  -2.257322 0.1046303 1.7320124 81  0.0933701 1.097868 1.1546975
57  0.0852458 1.0889847 0.7932289 82  0.8193748 2.2690808 1.7965405
58  -2.035646 0.1305961 0.5455047 83 -1.27182 0.2785383 4.2096868
59  -0.620262 0.5378037 0.5632525 84  0.1283461 1.1369465 2.86564T74
60 -2.175399 0.1135629 0.5813211 85 -1.276581 0.2789895 2.8656474
61 0.1173078 1.1244655 0.5997221 86  0.4547054 1.5757092 2.8656474
62  0.0960506 1.1008148 0.7580546 87  0.7749965 2.1705846 2.5222098
63  0.21054 1.2343444 0.9580471 88  0.8193748 2.2690808 2.5222098
64 0.2784149 1.3210342 0.9878729 89  -0.556594 0.5731581 2.5222098
65  -0.687841 0.5026599 0.83103256 90  -5.972202 0.0025486 2.5222098
66  0.2998595 1.3496691 2.37708462 91 0.1170849 1.1242148 2.5222098
67 -1.395893 0.2476119 0.8849036 92  0.6395715 1.8956685 2.5222098
68  0.043362 1.0443158 1.1194706 93  0.2870888 1.3325425 2.5222098
69 0.2742641 1.3155622 2.6095739 94 -0.382699 0.6820182 2.2419939
70 -1.300947 0.2722739 0.9756411 95  0.5343226 1.706292 2.2419939
71  0.6583724 1.9316458 0.8229537 96 -1.052247 0.3491525 2.2419939
72 0.1273662 1.1358329 1.0426318 97  -0.062518 0.9393962 2.2419939
73 0.937805 2.5543683 1.3211868 98  0.7889429 2.2010685 2.2419939
74 -0.887178 0.4118163 1.3664675 99  0.6980182 2.0097658 2.2419939
75  -2.143882 0.117199 0.9410036 100 -1.679361 0.1864932 2.2419939

TABELA B2 - Residuos obtidos para os 3 modelos ajustados na aplicagao 1.

130



Apéndice B - Tabela BS 131

OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO
1 0.3 5.0936 0.9809 0.01923 26 0.8 40.8373 0.80555  0.00986
2 0.3 10.7598 0.9619 0.01961 27 0.7 42.8191 0.75788  0.01222
3 0.3 12.7143 0.9428 0.02000 28 0.9 443659 0.82466  0.00821
4 08 13.5813 0.97T17 0.00733 29 0.9 44,4704 0.81786  0.00828
5 0.3 16.2718 0.9051 0.02056 30 0.3 45.4211 0.49159  0.02861
6 0.8 17.2164 0.9573 0.00754 31 0.3 50.3195 0.47732  0.02945
7 0.9 17.9588 0.9591 0.00619 32 0.3 50.5085 0.46305  0.03034
8 0.8 18.4521 0.9428 0.00764 33 0.7 51.1984 0.7012 0.01375
9 0.8 19.5502 0.9356 0.00770 34 0.7 54.3364 0.69149  0.01394
10 0.9 23.8063 0.9411 0.00633 35 0.7 55.5195 0.68178  0.01413
11 0.7 25.6406 0.9042 0.00958 36 0.8 56.4847 0.7T2309  0.01168
12 0.3 26.2479 0.7795 0.02197 317 0.3 57.4882 0.39468  0.03304
13 0.3 26.6251 0.7622 0.02246 38 0.8 60.6429 0.70582  0.01222
14 0.3 27.0399 0.7449 0.02298 39 0.7 61.3056 0.64263  0.01518
15 0.3 28.6315 0.7275 0.02352 40 0.9 61.6591 0.73741  0.01024
16 0.7 29.8417 0.8593 0.01060 41 0.3 65.1830 0.3437 0.03551
17 0.9 32,1409 0.8976 0.00712 42 0.9 65.6322 0.72194  0.01072
18 0.3 32.4973 0.6766 0.02452 43 0.3 66.3782 0.31933  0.03722
19 0.9 33.1863 0.8846 0.00735 44 0.7 66.6845 0.59282  0.01695
20 0.8 34.2259 0.8527 0.00908 45 0.8 67.3237 0.64361  0.01404
21 0.7 35.3322 0.8134 0.01124 46 0.8 71.7188 0.63451  0.01424
22 0.7 36.6656 0.8042 0.01137 47 0.8 72.6688 0.62641  0.0144b6
23 0.7 39.0054 0.7950 0.01150 48 0.3 74.0838 0.26208  0.04109
24 0.7 40.3647 0.7857 0.01164 49 0.3 T7.7083 0.25109  ©0.04285
25 0.3 40.4862 0.5651 0.02677 50 0.3 82.9211 0.24009  0.04477

TABELA B3 - Sobrevivénvias e riscos estimados pelo modelo de Cox - Aplicagio 1.
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OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

51
52
53
54
b5
b6
57
b8
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
T1
72
T3
T4
5

0.3
0.7
0.7
0.3
0.7
0.3
0.7
0.9
0.9
0.9
0.9
0.8
0.7
0.7
0.8
0.3
0.8
0.7
0.3
0.8
0.9
0.8
0.7
0.7
0.9

82.9924
84.2343
86.8314
87.5874
87.7564
89.6830
89.7700
94.7370
96.6800
99.5500
101.943
102.228
104.380
106.649
106.821
108.826
109.287
111.260
111.464
116.221
119.774
119.995
121.546
121.976
125.818

0.2291
0.5093
0.4983
0.1972
0.4756
0.1769
0.4523
0.5795
0.5693
0.5591
0.5489
0.4685
0.3836
0.3723
0.4356
0.0934
0.4127
0.3264
0.0735
0.3769
0.4391
0.3626
0.2668
0.2550
0.3902

0.04687
0.02149
0.02196
0.05141
0.02366
0.065564
0.02564
0.01744
0.01775
0.01807
0.01840
0.02302
0.02896
0.02983
0.02501
0.07262
0.02761
0.03492
0.08358
0.03203
0.02691
0.03401
0.04332
0.04528
0.03132

76

18
9
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

0.9
0.8
0.9
0.9
0.8
0.9
0.7
0.3
0.7
0.7
0.7
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9

128.254
128.436
128.966
136.16
140.141
141.185
143.166
143.222
145

145

145

145

145

145

145

145

145

145

145

145

145

146

145

145

145

0.37782
0.29111
0.35285
0.34033
0.25484
0.31615
0.16587
0.01485
0.15480
0.15480
0.15480
0.21823
0.21823
0.21823
0.21823
0.21823
0.21823
0.21823
0.28881
0.28881
0.28881
0.28881
0.28881
0.28881
0.28881

0.03234
0.04111
0.03484
0.03610
0.04610
0.03926
0.06202
0.15593
0.06202
0.06202
0.06202
0.04610
0.04610
0.04610
0.04610
0.04610
0.04610
0.04610
0.03926
0.03926
0.03926
0.03926
0.03926
0.03926
0.03926

TABELA B3 - Sobrevivéncias ¢ riscos estimados pelo modelo de Cox - Aplicagao 1.
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OBS TEMPO DOSE CAUSACENSC1 CENSC2

OBS TEMPO DOSE CAUSACENSC1 CENSC2

W W = D TT e W N e

[ CEEE LR C R R N R i o - e o
R v &5 W = O ® 0 I M e W N e O

3.056
3.659
4.355
4.888
6.201
6.348
1.465
13.63
14.96
15.28
17.87
17.99
18.89
20.47
26.15
27.20
28.91
29.88
30.29
31.38
31.97
33.16
34.11
34.92
34.96

0.7
0.9
0.3
0.7
0.3
0.3
0.3
0.7
0.7
0.7
0.8
0.7
0.3
0.3
0.7
0.3
0.9
0.8
0.7
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.3

[ N I e I = T S N R . B R N R . - I - I - T T - R R T T N B R )

O ™ — T S S e — T — T S S S S I — T R — I I e

[ O -~ R - 2 T — T I T — R - T - B R e — I -— R - N — I 2

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

36.035
37.378
39.916
40.468
41.446
42.279
44.031
44.140
44,985
47.224
47.658
48.005
48.394
48.644
48.862
49.108
50.014
50.227
51.870
52.737
52.936
53.967
55.135
56.634
57.171

0.7
0.9
0.3
0.7
0.3
0.3
0.3
0.8
0.7
0.7
0.9
0.7
0.8
0.3
0.3
0.7
0.8
0.7
0.3
0.3
0.8
0.3
0.7
0.7
0.7

L R e O . N N s T e N T e I N I - S et . - 2 - R T R B B - B N

o O O s e e O e b e O O D e ke e OO e ek ke e O O
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TABELA B4 - Dados gerados aleatoriamente para a realizacao da aplicagdo 2.
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OBS TEMPO DOSE CAUSACENSC1 CENSC2

OBS TEMPO DOSE CAUSACENSC1 CENSC2

51
52
53
b4
b5
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
T2
73
T4
75

57.818
57.900
60.503
60.577
60.636
60.850
61.477
64.970
67.348
67.794
69.340
69.866
70.232
73.490
T3.778
716.375
T7.096
19.517
T9.524
81.549
81.570
81.799
83.730
85.564
91.990

0.8
0.3
0.3
0.9
0.9
0.7
0.8
0.7
0.9
0.8
0.9
0.7
0.3
0.3
0.3
0.8
0.3
0.9
0.8
0.3
0.7
0.8
0.8
0.7
0.7

[ S e T T - T S X T N T e T . T e I

S e e e e e e e O e DO ke e e e D e O ke e e OO O

[l - — N — S - B — T — S — N - I . — T - B — T —- B - T B — B — I — I

6 93.258 0.9 1 1 0
7 93.506 0.9 2 0 1
T8 101.13 03 2 0 1
79 101.46 0.8 1 1 0
80 103.47 0.9 1 1 0
81 105.66 09 2 0 1
82 110.45 08 2 0 1
83 113.42 0.9 1 1 0
84 115.28 0.7 1 1 0
85 121.25 0.8 1 1 0
86 121.78 09 2 0 1
87 122.04 0.8 1 1 0
88 125.05 0.9 1 1 0
89 126.30 0.9 1 1 0
90 130.83 09 2 0 1
91 136.09 0.8 1 1 0
92 137.55 0.9 1 1 0
93 140.45 0.9 1 1 0
94 142.92 09 2 0 1
95 145.14 0.9 2 0 1
96 148.17 08 2 0 1
97 150 08 0 0 0
98 150 09 0 0 0
99 150 0.9 0 0 0
100 150 0.9 0 0 0

TABELA B4 - Dados gerados aleatoriamente para realizacao da aplicagao 2.
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RESIDUOS

Obs Log-linear R.JP.Weibull Cox Obs Log-linear R.P.Weibull Cox

1 -5.807863 0.0030038 0.0088126 26 0.1684347 1.1834510 1.1648795
2 -5.82T100 0.0029448 0.0124626 27 0.1324192 1.1415868 1.1091013
3 0.0102273 1.0102798 1.0356536 28 -0.885342 0.4125732 0.3373580
4 -5.025336 0.0065694 0.0268032 29 -1.502471 0.2225795 0.1801663
b -3.988577 0.0185260 0.0726327 30 -0.822682 0.4392522 0.3893075
6 -3.949561 0.0192632 0.0916036 a -0.789495 0.4540738 0.4162417
T 0.0249205 1.0252336 1.0916036 32 0.3959953 1.48658623 1.4162417
8 -3.3158T79 0.0363021 0.0551915 33 0.1982098 1.2192182 1.1733544
9 0.0415365 1.0424112 1.0551915 34 -1.326116 0.2655064 0.2207380
10 0.04298T72 1.0439246 1.0551915 35 -1.245147 0.2878986 0.2351343
11 0.0474633 1.0486077 1.0463223 36 -1.549883 0.2122729 0.1759018
12 -2.853345 0.0576511 0.0653060 3T 0.2591873 1.2958765 1.2497092
13 -2.131746 0.1186300 0.1623070 38 0.2276708 1.2566463 1.20956812
14 0.1271377 1.1355734 1.1523070 39 0.4533795 1.5736213 1.5032261
15 -2.230025 0.1075257 0.0862339 40 -0.548305 0.5779286 0.5350164
16 0.1970277 1.217TTTT8 1.1737827 41 -1.179948 0.3072946 0.2816423
17 0.0882767 1.0922903 1.0607454 42 -1.309474 0.2699621 0.2501488
18 -2.16T888 0.1144190 0.0816812 43 0.2769164 1.3190560 1.2980441
19 -1.985189 0.1373547 0.1085213 44 -0.448741 0.6384312 0.6350599
20 -2.086251 0.1241517 0.1005807 45 -0.421117 0.6563135 0.6707146
21 -2.064845 0.1281127 0.1101705 46 -1.214860 0.2967516 0.2945687
22 0.1275372 1.1360272 1.1101705 47 0.5198743 1.6818163 1.7072896
23 -1.946988 0.1427033 0.1199477 48 0.3167683 1.3726845 1.3509689
24 0.1383741  1.1484051 1.1199477 | 49 -0.942302 0.3897296  0.3705141
25 -1.106195 0.3308154 0.3121208 50 -0.926568 0.3959102 0.3904489

TABELA B5 - Residuos obtidos para os 3 modelos ajustados - causa 1 da aplicagio 2.
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cont.
RESIDUOS

Obs Loglinear RP.Weibull Cox Obs  Loglinear RP.Weibull Cox

51 0.29546T1 1.3437539 1.32T7043 16 -0.431046 0.6498292 0.6741121
52 0.5691947 1.7668437 1.7868516 17 0.5024172 1.6527114 1.6741121
53 0.6016792 1.8251810 1.7868516 8 1.0792979 2.9426128 2.9285238
54 -1.150126 0.3165969 0.2908930 79 -0.130543 0.8776190 0.8546297
bb -1.148613 0.3171080 0.3069986 80 -0.257760 0.7727811 0.7626132
56 -0.822627 0.4392763 0.4591320 81 0.5878907 1.8001873 1.7626132
57 0.3226421 1.3807711 1.3853500 82 0.6986515 2.0110390 1.9086287
58 -0.713447 0.4899523 0.4834954 83 -0.104730 0.9005676 0.8156003
59 0.3204486 1.3777456 1.3405870 84 0.2422710 1.2741394 1.2382172
60 -0.802539 0.4481894 0.4270886 85 0.1664807 1.1811408 1.1120904
61 -0.924964 0.3965458 0.3766817 86 0.7000713 2.0138964 1.9333788
62 -0.592364 0.5530187 0.5611925 87 0.1772478 1.1939269 1.1962229
63 0.05663416 1.0579590 1.1864862 88 0.0579396 1.05965610 1.0805140
64 0.7612824 2.1410202 2.1864862 89 0.0613008 1.0632187 1.1633812
65 0.7647613 2.1484815 2.1864862 90 0.7620083 2.1425749 2.1633812
66 -0.603901 0.5466751 0.5213642 91 0.3589738 1.4318593 1.5056744
67 0.8046187 2.2358437 2.2518489 92 0.2166433 1.2419011 1.3764089
68 -0.696705 0.4982244 0.4626992 93 0.2514969 1.2859489 1.5034357
69 -0.536557 0.5847579 0.5820656 94 0.8432298 2.3238604 2.5034357
70 0.3053488 1.3570983 1.4756061 95 0.8579044 2.3582136 2.5034357
7 -0.334218 0.7168978 0.7733112 96 0.9744836 2.6497986 2.7912946
T2 -0.489553 0.6129004 0.6848816 97 0.9872373 2.6838096 2.7912946
T3 -0.450680 0.6371947 0.7220546 98 0.8898843 2.4348479 2.5034357
T4 -0.254562 0.7752562 0.9064783 99 0.8898843 2.4348479 2.5034357
5 0.6284501 1.8747027 1.9064783 100 0.8898843 2.4348479 2.5034357

TABELA BS - Residuos obtidos para os 3 modelos ajustados - causa 1 da aplicagdo 2.
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OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

1 0.7 3.0565 0.99123  0.008813 26 0.7 36.0359 0.85652 0.011201
2 0.9 3.6597 0.98761  0.006255 27 0.9 37.3785 0.89664  0.006255
3 0.3 43556 0.96497  0.000000 28 0.3 39.9167 0.71365  0.025237
4 0.7 4.8881 0.97355 0.009111 29 0.7 40.4682 0.83513  0.012764
5 0.3 6.2019 0.92994  0.018618 30 0.3 41.4460 0.67753  0.026228
6 0.3 6.3488  0.91247  0.018971 31 0.3 422795 0.65952  0.026934
T 0.3 T7.4652 091247  0.018971 32 0.3 440314 0.65952  0.026934
8 0.7 13.632  0.94630  0.009736 33 0.8 44.1409 0.84084  0.009777
9 0.7 14.966 0.94630  0.009736 34 0.7 449850 0.80193  0.014192
10 0.7 15.284  0.94630  0.009736 35 0.7 47.2245 0.79046  0.014396
11 0.8 17878 0.95473  0.000000 36 0.9 47.6589 0.83870  0.010267
12 0.7 17.993 0.93678  0.010114 37 0.7 48.0053 0.77903  0.014396
13 0.3 18.896 0.85872  0.020699 38 0.8 48.3946 0.81092  0.009777
14 0.3 20.471 0.85872  0.020699 39 0.3 48.6440 0.60458  0.026934
15 0.7 26.153 0.91738  0.010657 40 0.3 48.8628 0.58566  0.03179

16 0.3 27.205 0.84048  0.020699 41 0.7 49.1084 0.75454  0.016158
17 0.9 28.913  0.94106  0.006255 42 0.8 50.0146 0.77868  0.013766
18 0.8 29.882  0.92157  0.009305 43 0.7 50.2277 0.74227 0.016158
19 0.7 30.292 0.89716  0.011201 44 0.3 51.8708 0.52990  0.034427
20 0.8 31.382 0.90431  0.009499 45 0.3 52.7377 0.51134  0.035655
21 0.8 31.979  0.89568  0.009590 46 0.8 52.9360 0.74485  0.015233
22 0.8 33.150 0.89568  0.009590 47 0.3 53.9578 0.49298  0.035655
23 0.8 34.117 0.88697  0.009777 48 0.7 55.1351 0.70401  0.016158
24 0.8 34928 0.88697  0.009777 49 0.7 56.6346 0.69038  0.019545
25 0.3 34.962 0.73189  0.024114 50 0.7 57.1717 0.67675  0.019935

TABELA B6 - Sobrevivéncias ¢ riscos estimados pelo modelo de Cox - Causa 1

para a aplicagdo 2.
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OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
T
T2
T3
T4
5

0.8
0.3
0.3
0.9
0.9
0.7
0.8
0.7
0.9
0.8
0.9
0.7
0.3
0.3
0.3
0.8
0.3
0.9
0.8
0.3
0.7
0.8
0.8
0.7
0.7

57.818
57.900
60.503
60.577
60.636
60.850
61.477
64.970
67.348
67.794
69.340
69.866
70.232
73.490
73.778
76.375
T7.096
T79.517
T79.524
81.549
81.570
81.799
83.730
85.564
91.990

0.72058
0.45528
0.45528
0.74760
0.73565
0.63183
0.68021
0.61662
0.71135
0.65241
0.68613
0.57053
0.30529
0.30629
0.30529
0.59371
0.28598
0.62958
0.55874
0.22864
0.46148
0.560416
0.48575
0.40394
0.40394

0.015233
0.035655
0.035655
0.015850
0.016106
0.023318
0.015233
0.024363
0.016106
0.021290
0.018226
0.026457
0.055544
0.055644
0.055544
0.027222
0.055544
0.025118
0.030775
0.078007
0.041091
0.035841
0.037173
0.046174
0.046174

76
T7
8
9
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

0.9
0.9
0.3
0.8
0.9
0.9
0.8
0.9
0.7
0.8
0.9
0.8
0.9
0.9
0.9
0.8
0.9
0.9
0.9
0.9
0.8
0.8
0.9
0.9
0.9

93.258
93.506
101.13
101.46
103.47
1056.66
110.45
113.42
115.28
121.25
121.78
122.04
125.05
125.30
130.83
136.09
137.55
140.45
142.92
145.14
148.17
150

150

150

150

0.50961
0.50961
0.14536
0.42544
0.46645
0.46645
0.40308
0.44237
0.28990
0.32887
0.39322
0.30233
0.33942
0.31243
0.31243
0.22187
0.25248
0.22236
0.22236
0.22236
0.16674
0.16674
0.22236
0.22236
0.22236

0.035565
0.035365
0.078007
0.051447
0.045321
0.045321
0.051447
0.052987
0.080396
0.072853
0.052987
0.084133
0.076523
0.082867
0.082867
0.119540
0.112690
0.127030
0.127030
0.127030
0.119540
0.119540
0.127030
0.127030
0.127030

TABELA B6 - Sobrevivéncias ¢ riscos estimados pelo modelo de Cox - Causa 1 - aplicagao 2.
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RESIDUOS

Obs Log-linear R.P.Weibull Cox Obs Loglinear R.P.Weibull Cox

1 0.0010684 1.0010690 10000000 26 -2.310695 0.0991923 0.10207

2 0.0008TT9 1.0008783 1.0000000 27 -2. 770741 0.0626156 0.066161
3 -5.136292 0.0058795 0.0226509 28 0.2953050 1.3435361 1.328630
4 0.0025284 1.0025315 1.0077807 29 0.1157717 1.1227395 1.112885
6 0.0111873 1.0112501 1.02265609 30 0.31341563 1.3680896 1.328630
6 0.0116758 1.0117442 1.0226509 3 0.3233847 1.3817968 1.328630
T -4.146949 0.0158126 0.0471579 32 -0.888318 0.4113470 0.364586
8 0.0165092 1.0166463 1.0161989 33 -2.201786 0.1106054 0.105551
9 -3.924211 0.0197577 0.0248315 34 0.1389455 1.1490614 1.137873
10 -3.885584 0.0205358 0.0335394 35 0.1509769 1.1629698 1.137873
11 -3.861299 0.0210406 0.0323947 36 0.0933300 1.0978239 1.080806
12 0.0273324 1.0277094 1.0423146 a7 -1.784076 0.1679521 0.151089
13 0.0834367 1.0870164 1.12318563 as -2.032852 0.13096156 0.125905
14 -2.2945T74 0.1008043 0.1500905 39 -0.705383 0.4939195 0.518687
15 0.0536016 1.0560641 1.0515567 40 0.4041356 1.4980071 1.518687
16 -1.772398 0.1699250 0.1780048 41 0.1613590 1.1751067 1.178171
17 -3.242251 0.0390759 0.0415521 42 0.1302594 1.1391238 1.136401
18 0.0526254 1.0540347 1.0542763 43 -1.700979 0.1825048 0.193251
19 0.0696320 1.0721135 1.0708969 44 0.4419533 1.5557431 1.562588
20 0.0574383 1.0591199 1.0542763 45 0.4529319 1.5729171 1.562588
21 0.05694016 1.0612013 1.0642763 46 0.1435882 1.1644086 1.147946
22 ’ -2.727544 0.0653797 0.0620426 47 -0.515015 0.5974918 0.612990
23 0.0666521 1.0689236 1.0620426 48 -1.529809 0.2165771 0.228481
24 -2.631593 0.0719637 0.0699315 49 0.2049919 1.2275151 1.228481
25 0.2384967 1.2693395 1.2659246 50 0.2082276 1.2314934 1.228481

TABELA BT - Residuos obtidos para os 3 modelos ajustados - Causa2 da aplicagao 2.
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cont.
RESIDUOS

Obs Log-linear R.P.Weibull Cox Obs Log-linear RP.Weibull Cox

51 -1.706165 0.1815607 0.1893810 6 0.2893558 1.3355668 1.2811314
52 -0.385537 0.6800854 0.T771404 T7 -1.087059 0.3372069 0.3141193
53 -0.304759 0.7373014 0.8375780 8 0.6385243 1.8936843 1.7424870
54 0.1414614 1.1519561 1.1686252 79 0.4120463 1.5099043 1.4582305
b5 0.1416960 1.1622264 1.16862562 80 0.3408590 1.406156560 1.35080569
56 0.2307786 1.2595803 1.2877112 81 -0.862625 0.4220527 0.3961784
57 -1.593489 0.2032153 0.2375938 82 -0.517615 0.5959404 0.5800447
58 0.256 7793 1.2927597 1.3103504 83 0.3925435 1.4807423 1.4440628
59 -1.689608 0.1845919 0.1956856 84 0.6092589 1.8390680 1.7576674
60 0.2176853 1.2431958 1.2556089 85 0.5349159 1.70T73047 1.5800447
61 0.1779275 1.1947387 1.1956856 86 -0.601835 0.5478053 0.5076777
62 0.2885859 1.3345389 1.3338821 87 0.5398473 1.7157449 1.6631399
63 0.6T77741 1.9694890 1.9719895 88 0.4543206 1.5751028 1.5076777
64 0.0522836 1.0536745 1.0540750 89 0.4556742 15772364 1.5076777
65 0.0594645 1.0612681 1.1435059 90 -0.470197 0.6248791 0.5953096
66 0.2644321 1.3026910 1.3007134 91 0.6282878 1.8743985 1.7776067
67 0.1402357 1.1505449 1.2443339 92 0.5217566 1.6849849 1.5953096
68 0.2234791 1.2504195 1.2505153 93 0.5375450 1.7117993 1.5953096
69 0.2821691 1.3260029 1.3272287 94 -0.307949 0.7349531 0.7361405
70 0.8222073 2.2755170 2.2443339 95 -0.279724 0.7559922 0.9001076
71 0.3678276 1.4445929 1.4274334 96 0.0218728 1.0221138 1.4406660
T2 0.2951516 1.3433301 1.3272287 97 0.7155702 2.0453525 2.4406660
T3 0.3062732 1.3583533 1.3272287 98 0.5895181 1.8031192 2.1029255
T4 0.3956661 1.4853733 1.4274334 99 0.5895181 1.8031192 2.1029255
™ -0.589869 0.5543998 0.4796T11 100  0.5895181 1.8031192 2.1029255

TABELA B7 - Residuos obtidos para ox 3 modelos ajustados - Causa 2 da aplicagao 2.
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OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

1 0.7
2 0.9
3 0.3
4 0.7
5 0.3
6 0.3
T 0.3
8 0.7
9 0.7
10 0.7
11 0.8
12 0.7
13 0.3
14 0.3
15 0.7
16 0.3
17 0.9
18 0.8
19 0.7
20 0.8
21 0.8
22 0.8
23 0.8
24 0.8
25 0.3

3.0565
3.6597
4.3556
4.8881
6.2019
6.3488
7.4652
13.632
14.966
15.284
17.878
17.993
18.896
20.471
26.153
27.205
28.913
29.882
30.292
31.382
31.979
33.150
34.117
34.928
34.962

100000
1.00000
0.9T760
0.99225
0.97760
0.97760
0.95394
0.98393
0.97547
0.96702
0.96812
0.95857
0.88410
0.86063
0.94975
0.83694
0.95930
0.94717
0.93156
0.94717
0.94717
0.93984
0.93984
0.93246
0.76650

0.000000
0.000000
0.022651
0.000000
0.022651
0.022651
0.024507
0.000060
0.008633
0.008708
0.006718
0.008708
0.024507
0.026905
0.008708
0.027914
0.005715
0.006718
0.008708
0.006718
0.006718
0.007766
0.007766
0.007889
0.027914

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

0.7
0.9
0.3
0.7
0.3
0.3
0.3
0.8
0.7
0.7
0.9
0.7
0.8
0.3
0.3
0.7
0.8
0.7
0.3
0.3
0.8
0.3
0.7
0.7
0.7

36.035
37.378
39.916
40.468
41.446
42.279
44.031
44.140
44.985
47.224
47.658
48.005
48.394
48.644
48.862
49.108
50.014
50.227
51.870
52.737
52.936
53.9567
55.135
56.634
57.1T1

0.90297
0.93598
0.71991
0.89325
0.71991
0.71991
0.69448
0.89983
0.87121
0.87121
0.92237
0.85977
0.88170
0.69530
0.59530
0.83680
0.87249
0.82427
0.56973
0.56973
0.86248
0.54173
0.79574
0.79574
0.79574

0.010724
0.006339
0.027914
0.010724
0.027914
0.027914
0.035955
0.009674
0.010724
0.010724
0.006339
0.013216
0.010237
0.039914
0.039914
0.013216
0.010237
0.01508

0.039911
0.039911
0.010237
0.050402
0.017917
0.017917
0.017917

TABELA B8 - Sobrevivencias ¢ riscos estimados pelo modelo de Cox - Causa 2 - Aplicagao 2.
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OBS DOSE tEMPO SOBREV.RISCO

OBS DOSE TEMPO SOBREV. RISCO

51
52
53
54
55
b6
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
(§!
T2
T3
T4
75

0.8
0.3
0.3
0.9
0.9
0.7
0.8
0.7
0.9
0.8
0.9
0.7
0.3
0.3
0.3
0.8
0.3
0.9
0.8
0.3
0.7
0.8
0.8
0.7
0.7

57.818
57.900
60.503
60.577
60.636
60.850
61.477
64.970
67.348
67.794
69.340
69.866
70.232
73.490
T73.778
76.375
T7.096
79.517
79.524
81.549
81.570
81.799
83.730
85.564
91.990

0.82747
0.45972
0.43276
0.84483
0.84483
0.74998
0.78852
0.73319
0.82227
0.77444
0.82227
0.71614
0.37833
0.34851
0.31870
0.74029
0.28813
0.77840
0.72092
0.28813
0.65218
0.72092
0.72092
0.65218
0.61899

0.01446
0.05699
0.06043
0.00633
0.00634
0.01792
0.01733
0.01792
0.01379
0.01733
0.01379
0.01792
0.06044
0.08209
0.08943
0.01733
0.10083
0.01379
0.01733
0.10083
0.01792
0.01733
0.01733
0.01792
0.05224

76

9
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95

97
98
99
100

0.9
0.9
0.3
0.8
0.9
0.9
0.8
0.9
0.7
0.8
0.9
0.8
0.9
0.9
0.9
0.8
0.9
0.9
0.9
0.9
0.8
0.8
0.9
0.9
0.9

93.258
93.506
101.13
101.46
103.47
105.66
110.45
113.42
115.28
121.25
121.78
122.04
125.05
125.30
130.83
136.09
137.55
140.45
142.92
145.14
148.17
1560

150

150

150

0.75493
0.73043
0.17508
0.63240
0.70412
0.67289
0.55987
0.64143
0.46876
0.55987
0.60189
0.51523
0.60189
0.60189
0.55139
0.45950
0.55139
0.55139
0.47896
0.40653
0.23677
0.23677
0.33190
0.33190
0.33190

0.01379
0.03299
0.18223
0.01733
0.03299
0.04537
0.06255
0.04537
0.05224
0.06255
0.06361
0.06255
0.06361
0.06361
0.08763
0.06265
0.08763
0.08763
0.14083
0.16397
0.26493
0.26493
0.16397
0.16397
0.16397

TABELA B8 - Sobrevivéncias e riscos estimados pelo modelo de Cox - causa 2 - Aplicacao 2.



* .

0.57735 02691

0.00000 00000
0.77459 66692

0.33998 10435
0.86113 63115

0.00000 00000
0.53846 93101
0.90617 98459

0.23861 91860
0.66120 93864
0.93246 95142

0.00000 00000
0.40584 51513
0.74153 11855
0.94910 79123

Compiled from P. Davis and P. Rabinowitz, Abscissas and weights for

Apéndice B - Tabela B9

Abscissas ( & x;) and weight factors (w;) for Gaussian Integration

Iﬁf(y)dy

n=2

89626

Wy

1.00000 00000

n=3

00000
41483

0.88888 B888S8
0.55555 55555

ne4

84856
94053

0.65214 51548
0.34785 48451

n=5

00000
05683
38664

83197
66265
03152

0.56888 88888
0.47862 B6704
0.23692 68850

0.46791 39345
0.36076 15730
0.17132 44923

n="7

00000
71397
99394
42759

0.09501
0.28160
0.45801
0.61787
0.75540
0.86563
0.94457
0.98940

0.07652
0.22778
0.37370
0.51086
0,63605
0.74633
0.83911
0.91223
0.96397
0.99312

0.06405
0.19111
0.31504
0.43379
0.54542
0.64809
0.74012
0.82000
0.88641
0.93827
0.97472
0,99518

0.41795 91836
0.38183 00505
0,27970 53914
0.12948 49661

+Ti
37637 440185
79258 913230
57227 386342
02643 748447
55003 033895
87831 743880
73232 576078
91649 932596

25098
35507
67776
62444
44083
12023
50230
09349

65211
58511
60887
70019
36807
19064
69718
44282
19272
85991

68928
88674
26796
35076
14713
36519
41915
19859
55270
45520
85559
72199

00000

88889
55556

62546
37454

88889
99366
56189

72691
48139
79170

73469
05119
89277
68870

i=1

25

~ (BHA) & A4B+ x; (B—A)
=B Y me(=)

0.18343 46424 95650
0.52553 24099 16329
0.79666 64774 13627
0.96028 98564 97536

.

0.36268
0.31370
0.22238
0.10122

n=9

0.00000 00000 00000
0.32425 34234 03809
0.61337 14327 00590
0.83603 11073 26636
0.96816 02395 07626

0.33023
0.31234
0.26061
0.18064
0.08127

n=10

0.14887 43389 81631
0.43339 53941 29247
0.67940 95682 99024
0.86506 33666 88985
0.97390 65285 17172

0.12523 34085 11469
0.36783 14989 98180
0.58731 79542 86617
0.76990 26741 94305
0.90411 72563 70475
0.98156 06342 46719

n=16

0.18945
0.18260
0.16915
0.14959
0.12462
0.09515
0.06225
0.02715

n=20

33497 333755
41645 078080
15419 560673
50827 098004
26515 025453
60150 792614
22218 823395
51325 905868
77913 791268
85094 924786

62605 626085
73616 309159
96163 374387
26045 138487
88839 535658
36975 569252
78554 364244
73902 921954
04401 034213
02732 758524
71309 498198
97021 360180

0.15275
0.14917
0.14209
0.13168
0.11819
0.10193
0.08327
0.06267
0.04060
0.01761

0.12793
0.12583
0.12167
0.11550
0.10744
0.09761
0.08619
0.07334
0.05929
0.04427
0.02853
0.01234

w
06104 55068
34150 44923
65193 95002
59888 16576
89712 55533
85116 B2492
35239 38647
24594 11754

33871 30725
29864 72603
61093 18382
86384 49176
45319 61518
01198 17240
67415 76704
20483 34109
14298 00386
40071 39152

81953 46752
74563 46828
04729 27803
56680 53725
42701 15965
86521 04113
01615 31953
64814 11080
85849 15436
74388 17419
13886 28933
12297 99987

0,29552
0.26926
0.21908
0.14945
0.06667

0,24914
0.23349
0.20316
0.16007
0.10693
0,04717

496285
588867
538189
732081
872052
784810
892863
094852

850698
746788
051329
626898
417312
435037
748725
063570
941331
118312

156974
296121

1204
641353
634783

888270
275917
305734
780746
806169
663181
199547

uR,

37833 78362
66458 77887
10344 53374
85362 90376

93550 01260
70770 40003
06964 02935
81606 94857
43883 61574

42247 14753
67193 09996
63625 15982
13491750581
13443 08688

70458 13403
25365 38355
74267 23066
83285 43346
93259 95318
53363 86512

Gaussian quadratures of high

order, J. Research NBS 56, 35-37, 1956, RP2645; P. Davis and P. Rabinowitz, Additional abscissas
and weights for Gaussian quadratures of high order. Values for n=64, 80, and 96, J. Research NBS 60,
613-614, 1958, RP2875; and A. N. Lowan, N. Davids, and A. Levenson, Table of the zeros of the Legendre
polynomials of order 1-16 and the weight coefficients for Gauss’ mechanical quadrature formula, Bull.
Amer. Math. Soc. 48, 739-743, 1942 (with permission).

Tabela B9 - Abscissas e fatores de ponderagio para integracio Gaussiana.
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