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Resumo 

Neste trabalho, presentamos uma teoria de conexões adaptada à geometria de 
Schwartz ( 2-conexões) e estudamos os levantamentos horizontais estocásticos em 
relação a 2-conexões Nos capítulos 2 e 3 desenvolvemos a teoria de 2-conexões 
para fibrados principais e fibrados vetoriais associados, damos diferentes caracte
rizações desta noção de conexão e a comparamos com outras noções de conexão de 
ordem dois já existentes na literatura, estudamos as 2-conexões invariantes para 
fibrados do tipo G(G/H,H) em que a base é o espaço homogeneo G/H do grupo G e 
consideramos levantamentos horizontais estocásticos de semimartingales em relação 
a 2-conexões, finalmente introduzimos uma noção de paralelismo estocástico de 
difusões, mostramos que todo paralelismo estocástico que verifica certas proprie
dades naturais é obtido como o sistema dos levantamentos horizontais estocásticos 
em relação a urna 2-conexão. 

No capítulo 4 estabelecemos a existência de bijeções entre as l-conexões de H 2M, 
as 2-conexões de H 1M e os transportes paralelos estocásticos em TM Achamos um 
prolongamento f ----')f1 de l-conexões sem torsão de H1M a l-conexões de H2M, este 
prolongamento coincide com o prolongamento p(f) definido por L Kolar [22] 
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Introdução 

No m1CÍo da década passada P. !v1eyer fez a seguinte ob::;ervação fundamental: "A 

teoria de semimartingales é essencialmente uma teoria geométrica ".O ponto chave, é 

que o espaço dos semimartingales contínuos é estável por composição com aplicações coc. 
Em 1980, L. Schwartz descobriu o que hoje é conhecido como o princípio de Schwartz: 

"Se X é um semimartingale contínuo numa variedade diferenciável M, os diferenciais de 

Itô dXi e d[Xi,XJ] (onde (ri) é uma carta local e Xi a i~coordenada de X nesta carta) 

comportam-se (formalmente), como os coeficientes de um \·etor tangente de segunda 

ordem, isto é, 

d V JXri.JL f lJf·Fi vj] __!L_ 
::-\t ta:r:' 2 !·\ ..... ~. ta:r•a:r:~ 

é um vetor tangente de segunda ordem (formal) de M em Xt · O significado heurístico 

deste principío é que, toda fórmula geométrica envolvendo wtores tangentes de segunda 

ordem tem uma leitura probabilística. 

Assim, naturalmente YÍnculado ao estudo dos semimartingales numa variedade difer-

enciável, temos uma geometria de segunda ordem, chamada de geometria de Schwartz 

[8] 

Estos fatos sugeriram a F. l\Jeyer e L Schwartz ( [28], [30: e [34]) um novo enfoque 

do cálculo estocást.ico, o qual estende e esclarece as construçi>es elementares do cálculo 

est.ocástico numa variedade diferenciável (Isto é, integra~:iio estocástica ao longo de semi-

martigales. equações diferenciais estocást.icas, r -martingales. etc). Este enfoque também 

permitiu formular novos e interessantes problemas, tanto de natureza estocástica como 

geométrica. 

Neste ponto é interessante destacar que motivados por problemas analíticos e geométricos. 

vários autores (ver [3], [11]. [31] e [36]) já tinhan-se interessado pelas geometrias de se-

gunda ordem. 

A pesar do dito anteriormente, a geometria de Schwartz fo1 pouco desenvolv1da além 



dos trabalhos inic-iais df' P. Meyer e L. Schwartz. Em nossa opinião, isto é devido a dois 

fatores. 

O primeiro é a visiio da geometria dt:> Schwartz. só como uma linguagem adapt.ada à 

geornctria estocástica. O sf'gundo é a fcdta de uma noção de COlH":xão adaptada a esta 

geometria 

Por isto, um dos objetivos desta tese é desenvolver uma teoria de conexões adaptada 

à geometria de Schwart.z. de maneira análoga à teoria de conexões clássica. Com esta 

finalidade introduzimos as 2-conexões. Estas são um tipo de conexão de segunda ordem 

adaptadas à geometria de Sehwart.z. A noção de 2-conexão esta implícita no trabalho 

de P. \1e~'er [28] como prolongamento de l-conexões. :\ós explicitamos esta noção no 

1mcio do capítulo 2. onde também a comparamos com outras noções de conexão de 

se)Tlmda ordem. já exJstent.Pc; na literatura. l\os capítulos 2 e .3 desenvolvemos a teoria 

de 2-conexOes para fi brados principais e fi brados \'et.oriais. 

rm outro assunto central nesta tese são os levantamentos estocásticos. O princípio 

de SchKartz sugere uma definição de leYantament.o horizontal estocástico de semimart.in

gales em relação a uma 2-conexií.o, que estende o levanTamento horizontal estocástico 

em relação a uma l-conexão. !\'o capítulo 2 mostramos diYersas propnedade::o dos kvau

t.anwnt os horizontais em relação a L-conexões. merecendo especial desta que a seguinte: 

Toda difusão num fibrado pl"incipal com gerador mfülitesimal horizontal em relação a 

uma 2-conexão é urn levantamento horizontal estocást i co em relação a esta 2-conexão. 

Como era de e~perar o enfoque de P. ~Ieyer e L. Schwartz do cálculo estocást1co e a 

teori::t de 2-conexÕE~s sugerem novos resultados. Por exemplo. de natureza geométrica: 

:t\o capítulo 2 mostramos que se P(M. G 1 é um fibrado principaL ent.ão toda 2-conexâo 

H para P(M, C) determina um prolongamento canônico das conexões de Ma conexões 

G-mn1riantes de P. Ou de natureza estocá~tica por exemplo no capítulo 3 achamos uma 

fórmula que permite interpret.ar os 2-operadores de derivada co\"ariant.e em termos de di

fusõe.s. Ou ainda de natureza mista, tanto estocástica como geométrica, por exemplo no 

capítulo 4 provamos a existência de bi.wç:ões entn> as l-conexões de ll'2AI. as 2-conexões 



de Jfl }t1 e Of'; transportes paralelos est.ocást.icos em T.\1. 

A seguir faremos um breve resumo dos capítulos que compõem esta tese. 

No Capítulo 1 abordaremos de forma breve os principais conceitos e resultados dos 

quais dependem o desenvolvimento da tese Dividimos e;:;te c-apítulo em duas seções. ~a 

primeira expomos as noções básicas do cáknlo estocást i co em variedades diferenciaveis. na 

forma desenvolvida por L. Schwartz e P. Meyer ([28].[30],[34]; junto com os elementos de 

geometria de s<'gnnda ordem ne<"essários ao desenvoh·imento das construções elementares 

do cálculo estocástico neste contexto. Na segunda seção deste capítulo desenvolvemos a 

teoria elementar dos jatos de ordem um e dois, que são relevantes para nosso trabalho 

([31].]13]) 

::\o capítulo 2 introduzimos e estudamos uma noção de conexão adaptada à geometria 

de Schwart.z. quf:' chamaremos de 2-conexão. Preferimos dividir est.e capítulo em três 

seções. :\a primeira introduzimo~ as 2-conexões para uma vanedade fibrada 1. : P----. M. 

Observamos que as 2-conexões são uma extensão natural das l-conexões e que toda 2-

conexão induz uma l-conexão. ~Iostramos qne as 2-conexões podem ser olhadas como 

seç.ões do fi brado (3 J2 P - P, o que nos permite dar uma nova caracterização do 

prolongamento de Stratonovich de P. I\.-leyer, em termos de morfismos da teoria de jatos. 

A seguir. provamos que as conexões holonômieas de ordem dois de Ch. Ehresmann [11] 

coincldem com as 2-conexões quando estas são formuladas em termos da teoria de jatos. 

Conduímos esta seção mostrando que as 2-conexões estão em correspondência biunívoca 

com os pares formados pela l-conexão induzidEI e um certo tensor simétrico. 

A segunda seção é um estudo das 2-conexões invariantes para fi brados do tipo G ( G /H. H) 

em que n. base é o espaço homogêneo G /H do grupo de Li E' G. 

Finalmente na terceira seção consideramos levantamentos horizontais estocásticos em 

relaç·ão a 2-conexões. Primeiramente mostramos sua existência e unicidade. A seguir 

observamos que se H é uma l-conexão para P(M. G) e X um M-semimartingale então 

o levantamento horizontal estocástico de X em relação a H definido por I. Shigeka\va 

em [35] coincidP com o levantamento horizontal est.ocástico em relação à 2-conexào H 5 

lll 



Depois estudamos os prolongamentos de l-conexões a 2-conexôes num fibrado principal 

P(M.Gl tais que. para um par fixo de C'Onexões sem torsão T' de Per de M se veri

fique que os levantamentos horizontais estocást.icos de f-martingales são r-mart.ingales. 

Mostramos que se P(A1, (-i) i?- um fi brado principaL t-oda 2-conexão H para P(M, G') 

determina um prolongamento canônico das conexões de M a conexões C-invariantes de 

P. 

Concluímos este capítulo mostrando que toda difusão no fibrado principal com gerador 

infinltesimal horizontal é um levantamento horizontal estocástieo em relação a esta 2-

conexao. 

O capítulo 3 se divide em duas seçoes. :.\a primeira seçao desenvolvemos a teoria 

das 2-conexões para fihrados vetoriais. Definimos as chamadas 2-conexões induzidas nos 

fibrados wloriais e as comparamos com a<: 2-surconexões [2G]. Introduzimos um tipo 

de operador de derivada covariante dE> segunda ordem que chamamos 2-operadores de 

denYada coYariant.e. Resumimos os resultados obtidos da seguinte maneira 

Seja E um fibra do vetorial e B E o fihrado principal das bases de E. Então as seguientes 

noções de conexão de segunda ordem são equi\·alentes 

1 2-conexiio induzid<1 em E. 

2 2-surconexão em E [26]. 

3 2-conex.ii.n em B E 

4 2-operador de deriYada coYarianr.e em E. 

!v1ostramos uma fórmula que vincula o 2-operador de deriYada covanante 'V de E com 

P"', o transporte paralelo eAtocástico associado a V. Com efeito. sejam 'f" E f(E) e X 

uma difusão com gerador infinitesimal L inicializada em :.r, então 

d I EI(P' -' v ' - t=il , \") ·.,..-.OJ'\11 dl . -I • 



Na segunda. seção do capítulo 3 mtroduzimos a noção de paralelismo est.ocást.ico de 

difusões. llm paralelismo est.ocástico é um sistema especial de levantamentos de di

fusões. Em particular, o sistema dos levantamentos horizontais est.ocásticos de difusões 

em rela\·âo a uma 2-conPxão é um p<tralelismo estocástico. O objeti\'o desta seção é 

mostrar qne todo paralelismo estocá.Erico que verifica certas propriedades naturais é 

obtido como o sistema dos le,·ant.amentos horizontais est.oeástieos em relação a uma 

2-conexão. 

O principal objetivo do capítulo 4 é estudar as relações entre a geometria de Schwartz 

de H 1 M e a geometria usual de H 2M Estabelecemos a existência de bijeções entre as 

1-couexões de H 2M. as 2-conexões de H 1 M e os transpor1.es paralelos estocás1.icos em 

TM. A seguir mtroduzimos de uma r.1aneira natural um prolongamento r ____, f 1 de ]

conexões sem t.orsão df' H 1 ]\J a 1-conexOC<s de 1(2 M. Prontmos que este prolongamento 

coincide com o prolongamento JJ(f) definido por I. Kolar i22].E damos uma interpretação 

estocástica dest.e prolongamento em termos de transporte paralelo estocástico. 

\ 



Capítulo 1 

Geometria de Schwartz e Teoria de 

Jatos. 

?\este capitulo apresentamos, sen1 pretensão de originalidade, alguns elemeiJtos básicos 

do cálculo estocástKo e da teoria de jatos; Acreditamos que isto facilitará a leitura do 

resto deste trabalho_ 

Preferimos diYidir est.e capítulo em duas seções. h a primeira expomos as noçoes 

básicas do cákulo estocástico em Yariedades diferenciáveis. na forma desenYo]Yida por 

L. Schwartz e P. :\1eyer (!28].[:30],[34]) junto com os elementos de geometna de segunda 

ordem necessános ao desenvolvimento das construções elementares do cálculo estocástico 

nest.e contexto. Esta forma do cálculo estócastico é sugerida pela seguinte observação 

fundamental de L. Schwartz. conhecida como o Princípio de Schwartz: "Se X é um 

semimartingale contínuo numa variedade diferenciável M. os diferenciais de Itô dX' e 

d[Xi. Xj] (onde (:r') é uma carta local e X i a i-coordenada de X nesta carta) comportam

se (formalmente). como os coeficientes de um Yetor tangente de segunda ordem. isto é, 

d '' d''' a + 'd[\'' X'Jj a' :;-\ t .t\! 8:r:' 2 .• . t 8:r•8:rJ 

é um vetor tangente de segunda ordem (formal) de M em Xt ". O significado heurístico 

1 



deste princípio é que. toda fórmula geométrica envolvendo vetores tangentes de segunda 

ordem tem uma leitura probabilística. 

l\a segunda seção deste capítulo desenvolvemos a teoria elementar dos jatos de ordem 

um e dois. que são releYante~ para nosso trabalho (!31].[13]!. 

1.1 Geometria de Schwartz e cálculo estocástico. 

Começaremos desenvolvendo as noções básicas da geometria de segunda ordem, tambem 

chamada de geometria de Schwart.z [8]. 

Seja 1· um ponto de uma Yariedade diferenciável M, o espaço tangente de segunda 

ordem a A1 em 1·. denotado por 1xA1. é o espaço vetorial dos operadores diferenciais 

de Af em :r de ordem merwr ou igual a dois sem termo constante. Se dim(M) = n 

então dim(r:rA1) = n + ~11(11 + 1). Como os elementos de T:rM podem ser olhados como 

os operadores diferenciais de M em x de ordem um. sem termo constante. temos que 

T:rA1 c T :rA1 

Seja (U. 1·1) um s1stema de coordenadas local para M tal que :r E U. Ent.ão todo 

L E rxM pode ser escrito de maneira única como 

onde D; = 
3 

:::l i e Dtl = 
v X 

L 'D ' iiD =o tia ;1 
com aij = aji 

é_) 
-;:--,-;---,são operadores diferenciais em x (usamos aqui e em outras 
8.r;ó.1.-1 

expressões em coordenadas. a convenção da soma dos índices repetidos). Os elementos 

de TxM são chamados de wtores tangentes de segunda ordem (ou vetores tangentes de> 

ordem dois) em x: Os elementos do espaço vetorial dual ;;.u são chamados de formas 

de segunda ordem (ou cowtores de segunda ordem) em x. 

A união disjunta ;_\1 = U:: 
1 

rx_M [T*l\1 = U \f T;.H] é canomcament.e dotada 
:r._~. :rE. 

com uma estrutura de fi brado vetorial sobreM, chamada de fibrado tangente de segunda 

ordem [fi brado cotangeute de segunda ordem] de M. Obsen·amos que a inclusão i 

TM _____, T M é um monomorfismo de fibrados vetoriais. 

2 



Sejam Me N variedades diferpnciáveis, x E .:U e <f;: M .....,. .\·uma função c:x..·. Então 

q-, induz uma transformaçào linPar <t~(x) : TxM ____, TtP(:r).'V, chamada de diferencial de ljJ 

em :r. Se L E T:r·TI.1 então rJ!~(.r)L E Te>(x)N é dado por 

Dualmente. para um covetor B E r;(:r)N definimos m"(rle E 1;M pela fórmula 

(q/(x)&. L)~ (B. ~.(x)L) para todo L E TAf 

Denotamos por r ( T }.f) rrespectÍYanwnt e r( T* M)] o espaço das seções de T M [respectivame!lte 

1' A f]. Sejam U C M um aberto. :r E r r e f. g E ex (U) Definimos d2.f (:r) e (df · dg )(.r) E 

T;.u por 

d0.f(x) ·A ~ .4(!) 

(df · dg)(.r) ·A - ~[A(fg)- f!x)A(g)- g(x)A(f)](x) 

onde .4 E T :r}!. 

Seja ([i. ri J um sistema de coordenadas local de M e x E A f então { d2xi, dxi · dxj : 

1 ::; j} é a base de r;M dual de {D1. DiJ i ::; j}. Logo se 8 E r;M existem únicos 

coeficiente.s a, ai)= ()ji taiS que 8 = ()1d 2 .T; + BijdJ"i. d.T1 ObserYamos que 

Seja L E r(T.Tl.f). Denotamos por QL o "operador quadrado do campo" associado a L. 

Ele é dado por 

QL(f.gJ = (df dg)(L) ~ ~[L(fgJ- JL(g)- gL(!)j 

onde f, g E C <X (Af). Em um sistema de coordenadas (U, :ri j temos que 

3 



d L - 'D + iJD·· on e - a l a 'F Seja (U, XC\) outro sistema de coordenadas. Neste sistema 

L = ã.i D; + aiJ D iJ as coordenadas nos diferentes sist.emas estio relacionadas por 

A segunda destas fórmulas coincide com a fórmula de mudança de coordenadas de um 

tensor de TA! QTM. Logo a expressão anterior para Ql mostra que o operador quadrado 

de campo associado a nm operador diferencial de segunda o:-dem sem termo constante, 

pode ser mterpretado como um t.ensor simétrico, isto é. um element.o de TM 8 TM. 

Em coordenadas. QL é dado por QL = a11 Di 8 Dj Podemos considerar Q:r: rxM -----> 

TrM 8 T.rM como uma aplicação linear, definida por 

ObserYamos. que Q 1 A! - TM 8 TA! é um morfismo de fi brados vetoriais tal que a 

seguinte seqüência de fi brados \'etoriais é exat.a 

O- TM- TM ~ TM G TM- O 

Definição 1.1.1 Sejam M e N 11a.n:eda.des diferenctÓl'ets. x E M e y E .N. Uma lran:i

.formação lmea.r f TTM - -;11 N é ddo um morfi8mo de Scha·nrtz Sf' 

1 f(T,M) c T,N 

2. Q(f(LJ) ~(f G f)(QL I. para todo L E TxM. 

Seja (U. xi) um sistema de coordenadas local para Jf tal que :r E U e seja tamhém 

(V .T 0 ) um sistema dE' coordenadas local para .N tal que y E , ... Se f : Tx1'd ......., TyS É' 

4 



linear. nestas coordenadas temos que 

f(D,) 

f(D,J\ 

.rr·na + .rr0Da3 

.njDo + .f;~.fJDn.t'l 

Logo f é um morfismo de Schwartz Sf' e só se 

.rt13 o 

.m(J ~uf .r:+ .r; .r~) 

Sabe-se que f : T:rM _____, Tyl\' é um morfismo de Schwartz se e só se existe uma aplicação 

ex c' .\f~-~- com cú) -~"tal que f~ <'•.(.1).[8] 

SejaM uma variedade diferenciável. (D. :F, P. (:Ftlt;:::o) um espaço de probabilidade 

filtrado. l'm processo estocástico contínuo adaptado e a valores em ,U, X é dito um 

M -semimartingale SE' para toda função ex·. f de M o processo a valores reais f o X é 

um semimartingale. 

A seguir definiremos a integral estocástica de processos a valores no fi brado cot.augente 

de segunda ordem ao longo de semimartingales. Esta é uma generalização devida a P. 

Meyer da integral de Itô em IR. ([28], [8]; 

Com efeito, seja X um semimartingale a valores em Me A(X) o conJtmto dos pro

cessos pred1ziveis e a valores em T* M que satisfazem: 

1. 11 o e = X q.s. 

2 () conjmno {8~ O < s < t} é relativamente compacto em 1 Ar, para todo te 

c· E rl. 

Então existe uma única aplicação linear [8, Theorem 6.24. pg. 81] 

8 ,___,f (8. dcX) 

Do conJtmt.o A(X) nos semirnartingales reais contínuos. tal que para toda f E C'':.(.\1). 

5 



todo processo predizível loodmente limitado K e todo 8 E A (X) temos que 

f (dcf, d,X) 

I (K8, dcX) 

foX-foXo 

f Kd(f(8.doX)) 

o processo .r (8 d'2X) é chamado a integral de e ao longo de X e seu \"alar IIO tempo 

' t é denotado por f (8_ d2X). Quando fJ f. uma forma de segunda ordem e 8 1 (:.u) = fJ(Xt) 

escrevemos simplesmente f(&. d2X) para f {8, d2X) . 

Se X é um semimart.ingale que toma seus valores em U. domínio da carta local 

' (U. x;) e nesta carta local 8 1 (:.,.:) = &,1(:.u)d 2xi + B;j1(: ... :)d:ri · d~·j então f (8_.. d2Xs) 
G 

' f8;sdX; + k&u"d[X;.XJL •. 
o -

Seja L E f(:.H) e X um semimartingale contínuo em M. Dizemos que X é uma 

difusão para (O F. (:F1 ]. P) com gerador infinitesimal (abreviado g.i.) L. se para toda 

f E co:x·(AI ![respectivamente C" (_i\1 J] 

' 
foX 1 -foXo- jLJ(X,)ds 

o 

é um martingale[ respectivamente martingale local]. 

Esta condição é equivalente a 

Para qualquer l-forma & com suporte compacto 

' ' 
/ (&, óX)- /(dO, L) (X,)ds 
o o 

é um martingale_ 

' ' Onde f (fi, é X) = I (dfJ. d2X) é a integral de StratonO'dch de 8 ao longo de X .( 
o 0 

d : T* M - T~ A! é o morfismo de fi brados vetoriais definido por P. l\·1eyer em [28]. Em 

Sào imediatas a partir da definição as segmntes propnedades: 
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1) Se X é uma difusão para (0. F, (Ft), P) com geradores infinitesimais L e R então 

L(X,) ~ R(X,) qs 

2) Se X 0 é uma variável aleatória em Af e X 1 é o fluxo associado ao campo L então 

X 1(X 0 ! é uma difusàD com g.i. L. 

3) Se X é uma difusão para (0. :F, (Ft), P) com g.J. L então X é uma difusão para 

(ll :F (a (X,)) P) com g i L onde a (X,) é a a -álgebra gemda por {X,, ' s <:; I}. 

4) Se X é uma difusào para (D F. (F1). P) com g.1 L e T E Fo é tal que P(Y) > O. 

então X IT é uma difusa o para (T, FT. (F?). PT) com g.i L. onde F? [FT] é a 

o~álgehra {n n Y: o E F 1 !FT]} e pT é a medida de probabilidade em (Y.F'), 

P T( A\= P(.4--T) 
."1 P(":l) . 

proposição 1.1.2 Srjam M f-_\" ~·ariedarles dijr.rf'nciríN·I.s. G: .H ___, .\' aphcação regulo r 

e X urno rl1jw;à.o com. gP--ra.dor infinitesmwl L. Então mo X é uma drfu.são se e só st 

enste R E f( r(N)) ta.l que (t!,,L )(X s) = R(0(X 5 )) _ Neste caso q-, o X é uma difusão com 

g.t. R. 

Demonstração: Se d' o X é uma difusào com g.i. R então para t.oda f E CQ (A") temos 

que 

' 
f(e> o X r)- .f (c. o X o)- j R.f(o o .'\s)dB é um martingale. 

o 

e como 

' 
(f o d•) (X,)- (f o o) (X o)- j L (f o o)(X,)ds é um martingale 

o 

concluimos que 

Por outro lado, se rf~~L(Xsl = R(ó(X_,.)) então C' o X é uma difusão com gerador in-

finitesimal R o 
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Seja .H uma variedade diferenciável com uma conexão sem torsão \7. No cont.exto da 

geometria de Sdnvartz V é interpretada como uma regra que permite encontrar a parte 

de primeira ordem dos operadores diferenciai:: de segunda ordem ]8]. Formalment.e. para 

cada :r. EM seja F\(.1··) T_,Jf- TrAI defimdo por F\(:r.'.(A.) =A e F\l(x)(AB) = 

V AB(.rJ para A e R campos Jor;clis dP prinwirB. ordem em I Se f~j(x;· são os úmholos 

de Christoffel da cmwx<'io V no ponto :r num sistema de coordenadas (U . .1· 1
). obtemos 

que Fdx)(Dij) = f~j(x)Dk Assim as aplicações F\'(x) rx_\f--+ TrM são 1) lineares, 

2) dependem suawment.e de :r e 3) \'erificam que F\l(:r) IT.rM=ldT,M para todo :rEM. 

Obnamente toda família r= {f(T): :rEM} tal que f(x) satisfaz 1), 2) e 3) determina 

uma conexão sem t.orsâo de Jf. vr tal que F"r =f f' também v H: = V De aqUJ em 

mas, todas as conexôes que nós consideraremos sào sem torsâo sa]yo menção explícita do 

contra::-io. 

Definição 1.1.3 Sejam M e X variedades diferennáveis proridas de conexões f e r 
respectn'amente. Um morfismo de Schwa.rh C•. TxAf ......... T11 1\" é dito afim se: 

f'(y)o0=0of(r) 

É conhecido quE' 

proposição 1.1.4 Sejam M e A 'l•a.rzedades diferenu.áj•ezs providas de conexões r e r 
respecfH'Imlcnte. e <fl · Af - S reg'U.lar. Então são equwalentes· 

1. <P é uma aplicação afim. 

2. Para todo .TEM. 1>.(.ri é afim 

A existêucia de uma conexão na Yariedade diferenciá\'el perm1te definir a integral de 

ltó de l-fôrmas. C'om efeito. sejam A1 uma Yariedade diferenciável, r= {f(.1·): X EM} 

uma conexão de M, X um M -semimartingale e e uma l-forma de M Então a integral 

' ' de Itó de f) ao longo de X . .f (8. frf::X) é definida como f (f"tl. d_){). onde r.,. é o adjunto 
o o 

de r. 
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Seja M uma variedade diferenciável provida de uma conexào f nós definimos r-
mart.ingale de acordo com P. Meyer e :\1. Bismu1 (!28],[8]) 

Definição 1.1.5 Sejam M uma l'ariedadc diferenciável, r = {f(:r) X E M} uma 

conexão de M e X um Af-sem.imorti.ngale. X é u.m r -ma.rtmga.le se alguma das seguint.es 

afirmações eqaú1alentes é sa.tt.8jeita: 

i) Para toda f E Cc;;c(AJ ), .f o X -f o X 0 - ~f H fs8rf(dX, dX) é um mart.ingale local. 

' ii) Para toda 1-formfl. ()de M temos que f (fi_ fd~X) é um martingahc local. 
c 

iii) Se (l'. I 1 ) é uma carta local de .H e (X i) é a expressão local de X parado em U, 

então existem martingales locais reais Mi tais que 

' \l i _ljfi (v )di\1j\f'") . t ,, ;"I. ,\ s t· . ,s - o 

R. Darling provo o seguinte resultado que vincula martingales e aplicações afins (ver 

[8. prop. 4.32[). 

proposição 1.1.6 Sf')UTil M e .r..· 1'0rJedadP.s diferenC1át!e1S pro~·idas de conexões r e r 
respectil•amenlf.'. e <P .\I ."f\·, ex. Entâo <P é afim se e só se para qualqv.er espaço 

de probabilidade filtrado (0, :F, (:Ft). P) e todo f -ma.rtmga.le X temos que 1> o X é um 

f-mortingale. 

L.SC"hwartz [34] introduziu de uma forma intrínseca, equações diferenciais estod.st.icas 

em variedades diferenC"iáwJs. de tipo geral. 

Definição 1.1.7 Sejam M e I'v' 1'arzedodes diferenciáveis. Um operador de Schwartz 

f de .M o.\" é ·u.ma família {.f(:r. y)}x;:M,yE.'V onde cada .f(.r y) T~.M ~ Ty.V é vm 

morfismo de Schwa.rtz e f é regulaT. 
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Definição 1.1.8 Sejam X um sPmimartingo.le em .\f e f um opPrador de Schwartz de 

M a 1'1. Uma solução da equ.a.çào 

é um semimortinga.le }' com t'a.lores Pm l\. tal q"U.P para qu.alqvr:r forma dr- stgunda ordem 

8 de N 

f (8. d,Y) j(f'(XY18.d2X) 

onde f'(x. y): 1;I\" ___.. r;M é o adjunto de J(x, y). 

:\1. Emery [6. Theorem 6 41] pro\"a o seguinte 

Teorema 1.1.9 Sejo X um SPrm'TIIarfwgalr. em M f um operador df: Schwo.rtz de M 

a N, e Y0 uma :F;;-'1'.0. em _r-,·. Então enste u.m tempo de parada predizwel ( > O e um 

semimartingale }' com domin.io [0. -.;[ e ·calor- imcwl }J. soluçào de d2Y = f(X, Y)d2X 

que explode no tempo (no et>en.to {~ < oc}. Amda mms Z'ale a seguinte u.ràcidade: Se 

'r) é outro tempo de parada predizh,el e Z é outra solução uucwlizada em }'0 definida em 

[0. ry[ entôo ry s;; e Z = Y q.s em [0. ry[. 

Seja 'i7 · P ----...A/ uma fibração. (D. :F, P. (.Ft) 1 ~o) um espaço de probabilidade filtrado 

que satisfaz as condições habituais. Estamos interessados no seguin1e tipo de equação 

diferencial estocástica 

F(Y1("' I ld,X,(cc I 

oude X é um semimartiugak comínuo em A!, Jlo uc.u:t :F.J-Y.a a ntlore:-; em P tal que 

T< (y0) = X 0 e F "" {F (y J }yEP é uma família de morfismos de Srhwartz rest.rit a a { (I, y) E 

Jf x P: ;o(y) = 2 }. i:-;to é F(y) · T,..,( 111 _U........, T 31 P é da forma c .l~y) onde d' é uma seção 

local de" · P ~ M .([9]1. 
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"C ma soluçiio desta equaçao C'onsiste df' um par (Y. () onde ( > O é um tempo de 

parada prediz1vel e Y é um semimartingale iniC'ializado em y0 , definido em [0, .;[ que 

verifica r.Y =X nest.€' in1Hvalo e tal que para toda forma de segunda ordem (J de P. 

J (F'(l')D. d0X) 

onde F*(y): r;P--+ r;/1-f é o adjunto de F(y): Tr.yM --+ TyP. 

?vi. Emery prova em [9. Thf'orem 4] um teorema de existência e unicidade de soluçOe~ 

para este tipo de equações dife-renciais estocásticas. 

1.2 Teoria de Jatos de ordem < 2. 

Expomos aqui os rudimeut.os da teoria de jatos de- ordf'm ::; 2 que utilizaremos ao loiJgn 

destE' trabalho. I\ossa referência básica é [31, capitulo 1]. 

Seja " : P ____, A1 uma fibração. Duas seções locais c= s e t de T. : P --+ M são ditas 

k-equivalêntes em x E M (k = 1. 2.) se verificam as seguintes condições de 1 até k + 1. 

I. s(.T) ~ I(.T) 

É imediato que a relaç·ào de k-equiYalência em :r E J.H é uma relaçào de equivalência 

no C'ODJUlltO das Sf'ÇÔes locais de 1í p - ]\1. A classe de equivalência de uma seção c'

é chamada de ''k-jato de s e:ón .r·' e é denotada por j;·s. O ponto :r E M é chamado a 

'"fonte"' do jato e s(:r) E Pé a ··saída· 

Seja hP:r o conjunto de todos os k-jatos em :r de seçoes locais de Tt P~M 

ent.ào J~P =- Ur>=M JkP:r tem uma estrutura nat-ural de variedade diferE'ncíável. JkP 

pode ser cons1derarado como uma fibra~·ào sobre .M j sobre P] com a '"projeção fonte--

J J 



a: J,P ~ M, a(j;s) ~I I com a ''projeção saída' {3: hP- p eu;s) ~ s(x)].[13],[31] . 

. hP é chamado o '·fibrado dos k-jatos holouômicos de P iiOJ ou mais brevemente, o 

''fi brado dos k-jatos de P ·- É interessante obsen·ar que quando;; : P ---> AJ é um fi brado 

Yetorial. o · .1;..-P -A! e j . . hP- P são fibrados vetoriais 

Sejam I; P - ]l,f fj Q - Af fibraçôes e IJ' P - Q um morfismo de fibra.ções 

(isto é 0 é SllaW' e (f o dp_l = 1r(p) para todo p E P). Então c pode-se prolongar a um 

morfismo de fibiações /c,: J1P-+ hQ definido pela propriedade de ser o úmco tal que 

j 1 <b(j 1
8) = y1 (.V os) para toda seção locais de 1í: P-----. .\1 [n~. [31]. 

Definimos os 2-jatos semibolonômicos de uma fibraç·ão , P ___, M de acordo com 

Ch. Ereshmann. Seja r E M e 

.T':.'.P, {.i~s: .sé uma seção local de o· J1P _,. M em :r 

ral que s(:r) = J_~J os} 

Sabe-se que [3] o. hP = U:r:E!I'J hP -+ M é uma fibraç.ão, o -fi_ brado dos 2-jatos semi-

holonômicos de P". 

Existe um morfismo de fihraçôes canomco Sym J2 P Em coordenadas 

locais este morfismo é dado por 

" 11 A ; ;) ; ;)I (A ; '1/2( ' ;)) 
L ym · ... r . y, Y>. , Y>.,>. Y~" -+ .T . Y. Y>.- . >..:-<'" +~" Y>. 

Onde (.r>..:./. y\. y~ 11 ) e (i.z·>.. y{ yj} y\,>. v:,) são as coordenadc:~ induzidas em J::-.P e hP 

respecti\'amente. pela carta fibrada (I>., yi) de íf : P ____, JJ. 

Sejam r; P- M uma fihração e~,., E f(J J1P ______, P) Estamos interessados em 

definir um prolongamento * de r(P : J1P -+ P) em f(J J~P -+ P). De fato, como 

(.i 11.(o,c'!(P) C J'.:P. definimos .p* = Sym OJ 1.po'-f. Ob\'iame:J.te p* E f(.J: h.P __,. P) 

e do .ç• ~ ...; (onde d. J,,p ____, hP é definida por r?U;s) = j~" ). Provamos assim a 

seguint.e. 

proposição 1.2.1 * · f(3: J;P-+ F)......,. f(3: J'2P ___. P) é t.rn prolongamen.to. 
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Capítulo 2 

Teoria de 2-Conexões. 

:\este capítulo introduz1mos e estudamos uma noção de conexão adapta da à geometria de 

Schwart.z. que chamaremos de 2-conexão. ::\ossa principal motivação para introduzir as 

2-conexões é a geometria diferencial estocástica na forma desenvolvida por L Schwartz 

e P '11eyer [34].[28].[30] 

Preferimos di\·idir este capítulo em três seçoes. ::\a primeira introduzimos as 2-

conexões para uma variedade fibrada r. : P --> Af. Observamos que as 2-conexões sào uma 

extensão natural das l-conexões e que toda 2-conexão induz uma l-conexão. ~lost.ramos 

que as 2-conexôes podem ser olhadas como seções do fi brado 8 : l:J.P _. P. o que nos 

permite dar uma nova caractenzação do prolongamento de Stratonovich enunciado por 

P. \1e~ver. em termos de morfismos da teoria de jatos. A seguir, provamos que as conexões 

holonômJcas de ordem dm~ de Ch Ehresmarm coincidem com as 2-conexões quando estas 

são formuladas em termos da teoria de jat.os. Concluímos esta seção mostrando que as 

2-conexões estão em correspondência biunivoca com os pares formados pela l-conexão 

induzida e um certo tensor simétrico. 

A segunda seção é um estudo das 2-conexões im·ariant.es para fibrados do tipo G' ( G /H, H) 

em que a ba~e é o espaço homogeneo G/H do grupo de Lie G. l\-1ostramos que estas po

dem ser oll1ada~ de uma nMIJCJra estritamente algébrica, na verdade seu estudo se reduz 

ao dos pares formados pelas 1-conexões invariantes para C ( G/ H. H) e os elementos de 



H omH(m8m. h), onde h é a álgebra de Lie de Hem é um subespaço de g complementar 

de h mYariante por Ad(H). Fmalizamos esta seção mostrando que SE' GjH é um espaço 

simétnco tal qu<:· g é uma forma real normal de uma álgebra simples complexa, então as 

úmras 2-ronexões inYariant e.s para G ( G I H. H) são os prolongamentos de St rat onovich 

das l-conexões lllYariantes para G{G j H, H). 

Finalment-e na terceira seção consideramos levantamentos horizontais estocást.Jcos em 

relação a 2-conexões. Primeiramente mostramos sua existência e unicidade. A seguir 

observamos que se H é uma l-conexão para P ( M. G · e X um .1\J -semimartingale então 

o Je,·antamento horizontal estocástiro de X em relação a H definido por 1. Shigekawa 

em [35] coincide com o levantamento horizontal estocástlCo em relação à 2-conexà.o H 5
. 

1\osso próximo objet.iYo é estudar os prolongamentos de l-conexões a 2-conexões num 

fibrado princ1pal P(.M. (,')tais que. para um par fixo de conexões sem t.orsâo f de P e 

r de M se verifique que os levant.ament.os horizontal" estocásticos de f-martingales são 

r-marting:ales. 

Mostramos que se P(M. G) é um fi brado principal. toda 2-conexão H para P(M. G) 

determina um pmlongamento canônico das conexõe~ de M a conexões C-invariantes de 

P. :\o caso que G seja abeliano obtemos que todo f-martingale X se fatora na forma 

X 1 = X 1 · h1 onde X é o le,·antament.o horizontal estocást.ico de r; o X inicializado em X o 

{que é um f-martingale) e a B-martingale ht-(Onde e é a conexão canõnica de G). 

Logo provamos que o levantamento horizont ai estocástic"o em relação a uma 2-conexão 

presernt difusões e concluímos este capítulo mostrando que toda difusà.o no fi brado prin

cipal com g.1. horizontal é um levantamento horizontal est.orástico em relação a esta 

2-conexão. 

2.1 2-conexões 

C'omeç·amos com a seguinte definição 
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Definição 2.1.1 Seja n : P ~ Af uma ~'ariedade fibrada. Uma jam1?w de m.orfism.os dP 

Schwartz H= {Hp: 11 E P} ,: dita uma 2-conerâo pa.m r.: P- M se: 

S) Para t.odo L E r( T M) (1 o.plica.çào p - H pL pert.ence o fi I p j. 

São irrwdiat.as a partir da defini~ào as seguintes observa~ôe::: 

observação 2.1.2 .-

1) Se ua definição trocamos~ por T ohtemo~ a definiç:ào usual de conexão para \·ariedadC's 

fihradas. que nestp tiahc.lbo chamaremos de l-conexão 

2) Toda 2-conexfio H = {Hp p E F} induz uma l-conexão H 1 = {H~ = Hp/TrrpM 

p E P}. Esta é a unic& l-conexão tal que o seguinte dia_çama comuta 

T-;rpM ~H, TpP 

i T 1 i 

Tr.pM -----"H} TpP 

onde i é a inclusão natural. 

3) Sejam (:z·>.. yi) e (x>.) cartas locais para P eM respectJ\'amente. Então a 2-conexão 

H= {Hp. p E P} escreYe-se nestas cartas como: 

onde 

Hp(D:-.1 

Hp(D:-."':1 

D>. + o)..Di 

D -'- ' D + ;j D , ·) iv D >.1, • a ÀJI i a ;..1, 'J -:- _a ÀJ' iv 
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Estas ult.imas ident idadPs a seguram que H P é um morfismo de Schwart z. 

SeJa H = {H P · TJ E M} uma 2-conexão para T. · P - M. Associamos a H uma seção 

íH de .3: .l:,P- P. da seguinte maneira· Para cada p E P. existe uma seção local s de 

1r: P ___,. M em p tal que Hp = s*(r.(p)) Definimos 

Como 5(1e(p)l 

3. J,P- P. 

p temos que JL * o H P ld.-.. rAf . logo )H é uma seção de 

Com a::: nota~·ões anteriores. podemos provar a seguinte 

proposição 2.1.3 A aphcução H __,IH ! uma conespondênc-za bzjetora do conjunto das 

2-coneiÕf:s de JT : P _____, M nas seções de .3 : h_P ---. P. 

Demonstração: Seja -,. uma seçào de .3 . hP - P e p E P. Então existe uma seç·ão 

local .s de 7i : P ___,. M em p tal que 1·(p_) = j;,(p)s. Esta seção define um morfismo de 

Schwartz H2': T-;-:(p)M _____, TpP 

Obsen·amos que H' ={H;: p E P} é uma 2-conexão para r; P ____, M, pois 

Sejam (.T),), (.r)..yi! e (.r..\.yi.y~.yi") cartas locais para AI. P e l2P respeC'tivamente. 

?\estas cartas locais ~· escreve-se como 

). ; .Ã ,- _ i ( e i) • ' ( e J ~~· (J ·Y) _____, (.1: .)j •,:.. .T ,y· . ~),!" .T .y )) 

H :i 



H"' (D ) 
(::r~ .y') À D>.+~,~D 1 

D +~i D. --L- .... ij D + ?- iv D-
ÀJ' f),/-1 I ' IÀJ1 l) - ')../-' W 

onde ~.iJ e - iv sao determinados como em na obserYaç.ão acima. 1 >.J-1 r >.11 
ObYJamente, para 

L E f(TM) a aplicação p---+ HJ(L) é coc·_Como ~,.H~= f' para toda 1 E f(B: J.;;P- P) 

e H'YH = H para toda 2-conexão H . temos que H - ~IH é bijetora. o 

Observamos que dada uma vanedade fi brada existem infinita.<; 2-conexões que induzem 

a mesma l-conexão. É natural perguntar se existe alguma maneira canônica dE' prolongar 

1-cow:-xões a 2-conexôes. 

Por uma cmHruç.;o de P. :~vieyer [28]. toda l-conexão H= {Hp: p E P} para uma 

variedade fibrarla r; : P - A/ admite um prolongamento canônico a uma 2-conexào H 5 

para": P- .M. 1sto é H 1 ~1Trr(p) = Hp para todo ·p E F. Este prolongamento é chamado 

de prolongamento de Stratonovich e é o único que satisfaz alguma das propriedades 

seguintes 

1) [8] Para todo p E P e todo M -semimartingale X imcializado em r.p a solução da 

equação de Stratonovicb 

óY 

l ' ' - ]' 

é solução da equação difereucial estocástica 

e reciprocamente_ 

2) [28] Para t.odo 1' E P. H:p"{X. }"} = {HX.H}'}p onde X e}' são campos locais em 

.H c{.} é o ;-mticomut.ador {X. Y} :::-:-X}'-:- }'X. 
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3) [34] s(' :l't é uma curva f'ffi p tal que H xt ( !tTLXt) 

rl' 
d 12 :r 1 para todo t. 

d - s(~ dtx 1 para todo t, en1 ao H It dt 2 ".7'1) 

4) [28] Seja (x·\ y;) e (x).) cartas locais para P eM respectivamente. Se nas cartas locais 

H P esrre\"e-se como 

- H' ent ao p escreve-se como 

onde 

HP'(D,) 

H~"(DÀJ.,) 

DÀ + a;D; 

DÀ~' + a.~~'Dli + a~PD, + 2a~D;v 

~osso próximo objetivo é dar umR caracterização do prolongamento de Strat.onmnch. 

em termos da tE'Oria de jatos. como é sugerido pela relação acima entre 2-conexões e jatos 

holonômicos. 

Seja 7i F - AI uma Yariedade fibrada e 'f E f(3 J1P P). Definimos ç• = 

Sym o .1\; o.; Como ..;-• E f(.3 J2P -> P) e Pio c;• = :.;::. Temos que • é um 

prolongamento de f(;3 hP ___, P) em r(3 hP -> P). Com as notações anteriores. 

temos a seguinte 

propos1çao 2.1.4 Seja T. 

7i P --+ AI. Então 

P - A! uma t•anedade fibr-oda e H u.ma l-conexão paro 
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Demonstração: Sejam (x>., yi, Yi) e ((x>-, y1
• Yi.: P yi,p Yil as cartas locais standard para 

J1P e J 1 [.J1P] respectiYament.e, onde (x>.) e (x>-.yi) são cartas locais paraM e P. 

Seja.; E f(;J: J1P __, P). :\estas cartas loca1s.; escre\·e-se como 

( ''I (>.'~'(R,J\' :r .)J.- .1· .lJ .,.>. .. r ~I .. 1 

Então jJ.;: hP---+ J 1 [hP] escren•-se localmente <'Orno 

Assim 

Então .;· Sym o ) 1;,-- o ç tem a expressão local 

Seja H= {Hp: p E P} uma 1-<'onexão para T.: P ___. M Em coordenadas locais 

Então -IH tem a expressão local 

e como -,H·" escrpn•-se localmente como 

fica claro que -1Hs 
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Ag-ora reformularemos a noção de 2-conexão adaptando-a aos fibrados principais 

Definição 2.1.5 SP.ja P(.\1. G) um fibrado pnnripal. Uma 2-wnexão H= {Hp: p E P} 

para r. : P __,. M é dita uma 2-conexâa paro P(M. G) 8f. sahsfaz 

4) HP.'l = R 9 .Hp para todo J! E P e g E G ondr. R 9 é a ação a direita de G em P. 

Agora prO\'aremos que o prolongamento de Strat.onovich é bem comportado no SE'ntido 

da nova defimçâo. Isto é 

Lema 2.1.6 Seja P(M.G') "l..i'T!l fibrado pr-inc~po.l e H 'Urna l-conexão para P(M,G). 

Então H 5 é uma 2-conaáo para P(M. G). 

Demonstração: Resta mostrar que, R9 • o H;' = H;~ para toC.o p E P e g E C'. Sejnm 

X e}' campos locais em ~op EM. como 

e 

R,, o H;,'({X. l'}' 

R9, o Hp(X) 

Hp0 (X) 

~ H;,:(x) 

R9 ,({HX, Hl'}p) 

{HX,HY}pg 

H;,:({X l'}) 

por definição de H 5 

propiedade de {. } 

por defimção de H 5 

Sejam(:~·;) coordenadas locais em 1rp. como Rg• o H;(Di) = H~(Di) e R9 • o H;"(D 1J) = 

Hp~(D'/ 1 ). resulta que R9 • o Hp" = Hp~. D 

É interessante dest.aC'ar que em 1950, C'h. Ehresmann [11] n;rroduziu diYersos hpos de 

conexões de ordem superior para fibrados principais. Estamos interessados nas chamadas 

conexõe" holonômicas de ordem dois. pois elas são as 2-conexôes em termos da teoria de 

jatos. Com o inTuito de proYar esta ultima afirmação, damos a seguinte 
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Definição 2.1.7 (Ch. Ehresmann) /11/ SPjo P(M.G) um fibrado pnncipal. Uma 

cone:rào holonórmca de ordem dots é um o seçâo do 11anedade fibmda Pc : h_P j G' _____,. M 

onde J2P JC é o quoczente dP hP pela açâ.o natural de G em hP e PG é mduuda pela. 

projeyLo fordP n : J2P -----. Af. 

Seja H= {Hp :pE F} uma2-couexãopara f'(M.G'i. Como ... m(p.g) = 'rH(p).gpara 

todo p E P e g E G. resulta que 1H mduz uma seção f H de PG: hP JG-... M 

Agora com as notações antenore:-; podemos proYar a seguiTJte 

proposição 2.1.8 A aphcoçáo H _,.f H é ·uma bijeçào entre as 2-cone1·ôes para P(M. G) 

e as cone.J:Ões holonômicu.s dr ordem d01.s de P(.\1. G;. 

Demonstração: Seja r uma conexão holonônnca de ordem dois para P(M, G) e p E P, 

como r(JTp) = {f,Ps.G' onde sé uma seção local de P(M. G) numa vizinhança de Top, 

podemos escolher s tal que s(Top) = p. Definimos HJ = .s.(r.p). esta definiçã.o é boa, pois 

se s' é outra seção local de P(M. G') numa vizinhança de 7íp tal que j;Ps'.G = j~s.G 

temos que //,P~;' = ,i';Ps e portanto .S:(!.p) = s~(r.p}. Segue-se que H r= {HJ;: p E P} é 

uma 2-conexào para P(.\1, G). Com efeito. r;*o HJ =Id .. ,.P.H e 

C I I r ( "I ( À r; ( "I r· ( p' I d r· r; ' ex I ,omo oca menl.e .T ____,. 1· , >. r . >." 1· J on e >. e >." sao . resu ta que 

os coeficientes de HJ são C". Logo para L E r( T M) a aplicação p -----. HpL pertence a 

f( T P). Agora como r H' = r e HrH :- H temos que a aplicação H ----> r H é uma hijeção. 

o 

A seguir caracterizaremo:;; as 2-conexões em termos de objetos geométricos mais con

hecidos. Isto sera feito a partir do e.studo da estrutura afim das 2-conexões. Com e.st.a 
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finalidade introduzimos algmnas notações. 

Seja P(M. G') um fibrado principal. Denotamos por Ah.o(P) o espaço vetorial 

{<I> E f(Hw,(TP 8 TP, ,\1 x g)): 
pEP } gEG 

das formas de T P 8 T P horizontais e equivariantes a valores em g a álgebra de Lie do 

grupo est.rutural G. 

Se S é uma l-conexão para P(A1. G) denotamos por C~(S: o conjunto 

{2-couexões H para P(M.G) H 1
= S} 

Defimn•mos uma aç:Ao • de Ah_0(P} em C:;(S ; .. 

Sejam <I> E .4.h_c,(P) e H= {Hp: p E P} E C~(S). Definimos 

<I> • H={~ • Hp = .-,P o <Pp + Hp: p E F} 

onde ~!p g ~ TpP é dado por ~ 1 p(A) = ftt=oP · exp(t ·A) e <l>p : Tr.pM ~ g é o ümco 

homomorfismo tal que $Po-;;-. (p) = 1->poQp ( Qp : TpP - TPP 2 TpP é o operador quadrado 

de campo) Fazemos a seguinte 

Afirmação • é hem definida 

Provaremos isto em quatro etapas. 

iii) Rq~ o 4> • Hp = 1> • Hp_q· 

iv) <I> • 1-!P é um morfismo de Sclnntrtz. 
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De fato. 

i) 4 •H P é linear. pois é sCJma de t.ransformaçôes lineares. E obviamente ií * (p) o4•H P = 

O+ ií.(p) o Hp =ld.,-,.,-rM 
- -

ii) Sejam A E T.,-pM e A.;:_ TpP tais que ;r*(p)A =A. Como 

- -
1p(il>gon,(p)(.4)) 

'Yp(il>p o Qp(.4)) 

1p(O) 

~ o 

Segue-se que 4J • H P IT .. -rM:::::: - P o Wp lr,rM +H p lr,.pM = O + H p ir,."_u= SP 

iii) SeJa A E T.,-pM. Entào 

logo R 9 ~ o <ll• Hp = <P • Hpg 

iv) Como 

e 

R9 ,HpA + R9 .-1p o WpA 

"- Hg9 A + 199 (Ad(g- 1 )4>9 A" 

HP9A + ~'pg(<Pp 9 A) 

0 • Hg9 (A) 

(ii>•Hp 8(ii>•Hp)oQ- Sp0SpoQ 

Q o HP 

Temos que <ll•H é um morfi:smo de Schwartz. 

Resulta assim, que • é bem definida. 

23 

Q o hP o 4>p + Hp) 

Q o W • Hp 



Agora mostraremos que (C~(S), •) é um espaço afim. Es1~? é o conteúdo da seguinte 

proposição 2.1.9 Sejam F (lo!, G') um fi brado pnncipal e Suma J-con.e1:ão para P(Af, G). 

Então (C2 (S). •) é um espaço afim. 

Demonstração: Sejam <Jl, W E Ah_0 e H M EC::dS) mostremo,;: que • 

verifica 

A2 O • H= H. onde O é o ZP!"O de Ah.r/P i 

.4:, Existe um único 1l E Ah.r(P) tal que <P • H = J\1 

ObYJament.e • sat1sÍEiz A1 e A~ Seja <f' definida por )p o<~:>_~ c Qp = (.!~,f- H !p o "~(p}. 

:'\1ostremos que (_}) E .4~.c 1 (P). Como /ú;r( Qp) = TpP C K er( \·-::o (AJ -H )p o;-; .(p); pelo 

teorema do isomorfismo existe uma única aplicação linear !}:lP TpP 8 TpP __,. g tal que 

-1po(_})poQp= (M -H)poK*(p). 

Seja A E KeT7i.(p)GKeT7i*(pj. Ent.ãoexisteL E TPP tal que A= QpL ecomor;.(p) 

é um morfismo de Schwartz. temos que ~..(p)L E T1rpM. pois 

Logo 

o,(piCn,(p)oQpL 

o,(p) C)K,(p)(A) 

o 

'Pp( Q,L \ 

~;lo(_\1-H)poé,(p)íL 

~,;1(0) 

o 

Assim <Pr, i Kcn*(p) 8 Ken.(p) =O. 
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Sejam A E T,P ·2 TpP e g E G. Como 

(<P,, o R,. S R,.)A ~ <Ppg o Q,,(R,,L 

~ ~,;;_, 1 o(M-Hipgo",(pg)(R,,LI 

-,;;,
1 o(M -H)pgo,.,(p)(L) 

1;,
1 o R9,[(.\1- H), DTI,(pi(L)] 

E como ',•p venfica que se /p(A) =\·~então --1pg(Ad(g- 1 iA.:= R 9 .\~. temos que 

.4d(g- 1Jh;" o (M- H), o ,,(pi(L)) 

Ad(g- 1 J<P,! .4 I 

Isto é (41p.o o R9* 2 R 9*) = Ad(g- 1 )4lp Logo <Ji E Ah.cJP). Segue-se facilmente que 

<}l • H = 1VI e quE' 41 é única com esta propnedade. Resulr.a que • sat1sfaz A3 . Assim 

(C~(S). •) é um espaço afim. O 

Seja P(.l\1 G) um fihrado principal Por mtermédio da ação • associamos ao conjunto 

dos pares (S <11) onde Sé uma l-conexão para P(.H.G; e clJ E Ah,0 (P), uma 2-conexão 

para P(M. C). <11 • S8 . Provaremos que a aplicação (S.<lli ___, <fJ • S8 é uma bijeção 

Corolario 2.1.10 A aphcaç.âo (8,1>) --+ 4 • 8 5 é uma bzyeção do conjunto dos pares 

(S.<P) ondfS é uma 1-conexãopamP(M.G) etl'> E Ah_D(P). no conjunto das2-conexÕes 

para P(M.G). 

Demonstração: Sejam S, T 1-eonexões para P(M. G) e~. 'V E Ah(P i tais que <P •S 5 = 

W•T5 Logo S = [<P•S8 ]
1
= I W•T 5 ]

1 
=Te como (C~(S = T),•) é um espaço afim 

segue que <ll = \}1. Assim a aplicação (S.<ll) ___, <ll• 8 5 é injetora. Seja H= {Hp: p E F} 

uma 2-conexão para P(AJ. G) e H 1 a l-conexão para PL\1, G) induzida por H. OhvJa

mente H e [H 1V pertencem a C'::;(H 1 ). Então por A3 da prova da proposiç:ão anterior. 

existe um único <ll E A~(P) tal que cJl• !H 1
]-'' =H. Logo (H 1

, cJl) ___, 1>• [H 1f' =H ou 
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seja a aplicaç-ão (S.4t} .......... 4> • S5 é sobrejPt.ora. o 

2.2 2-Conexões Invariantes 

Começamos lembrando algumas definições e falos básicos sobre espaços homogêneos. 

Seja C um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G. So.be-se que G(GjH,H) tem 

uma estrutura canônica de fibrado principal com projeção" G........, G/H. r.(g) = g.H. 

O grupo G age pela esquerda. sobre si mesmo por translaçÕE-s a esquerda e em G j H via 

g g'H ~ (gg'IH Para estas ações 1. é equiYariant.e. Jsto é -;::(gg') = g,;(g'). A partir 

desta equi\·ariança temos que ,;~(ti o Ad(h) = h,(H) o "*(t"- para todo h E H. 

Definição 2.2.1 Um.o 2-cone.ráo H= {Hp p E G} paro (;,G/H.H) é dda W.1'anante 

se 

ObserYamos que se H= {Hp. p E G} é uma 2-conexão m\·ariante para G(GjH. H), 

então a l-conexão induzida H 1é uma conexão im·ariante para G(G/H, H) [21]. Logo se 

existe uma 2-conexão inYariante para G(G,/H. H). necessan2.mente G f H é redutivo (Isto 

é. existe um subespaço wtorial m de g tal que g = hem e Ad(h)m Ç m para todo 

h E H) 

Corolario 2.2.2 Se H 

então para todo h E H 

{Hp: p E G} e ama 2-coneJ:ão ;r.t:ariante para. G(GjH,H), 

Ad(h'ioHe Heo.4d(h) 
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Demonstração: Com efeito 

Ad(h)oH, 

Hech.(Hl 

HecAd(hl 

o 

Denotamos por gfn o espaço vetorial dos operadores inYariantes pela esquerda de 

ordem no máximo dois de G'. íeG' identifica-se naturalmente com g(2l 

Seja G.H redut.iYo e {X 1 .. ,X.,..X.,. ... 1,. ,X11 } uma base de g onde {X 1,. ,X.,.} é 

" " base de me {X.,._1 . D fi . ,, { " i; ,. \' " i\' e I!IIl10S fi _, o::: L Q -~ ,. J -t- L O "' , 
i.J=l i=l 

Ifi} :\este caso temos que THG/H idenTifica-se com m{2l, a ação de h~(H) em 

THG/H com a ação de Ad(h) em mC:!J e n*(e) THGJH __, TeG com 11* m(2J """""""'gC2i 
n n r r n r 

d fi ·ct . - ( " ij v x _,_" 'x· I ~ " 'F " " " jk•" x· I " 'x· em apor. ''• L a "'\i j, La i- L a ."\.;"'\j+L. L. a [,\j, J..·M+La ;. 
í,j=l i=l d=l j=l k=r-1 i=l 

Via estas identificações podemos considerar H e como um morfismo de Schwartz de m(2 i 

em gC2J tal que 1í * o H e = ldmr2). Seja T m r::_. ----> g(~i um morfismo de Schwartz que 

verifica .4díh) o T =To Ad(h) para todo h E H e !.,(t) o T =ldMl2). Se definimos 

TgG, result.a que H = {H g g E G} é uma 2-conexão 

invariante para G(GJH.H). Com efeito. os H9 são morfismos de Schwart.z pois são 

composições de morfismos de Schwartz. 

T -] r,*og,o og, 

T ·] g,oT.,o og. 

g. O ld.,.HM O g; 1 

JdT,.gM 

27 



Rh. o H 9 = H 9n para todo h E H. Pois 

Rn.oH9 - Rn.,og.oTog-; 1 

= g.oh.o(Rn.oL;,-J.oT;og-; 1 

(gh), o To (gh); 1 

e obviamente se L E f ( G I H l a aplicação g ---t H 9 L é C"'"'. Como 

Hpg =- (pg), o To (pg)~ 1 

p.o(g.oTog; 1)op; 1 

temos que H= {H9 . g E G} f. uma 2-conexão invariante para G(GIH,H). Provamos 

assim a seguinte 

proposição 2.2.3 Se.7a G'j H red-utwo. Entâo o conj-unto das 2-conexàes im_·arian.tes 

para G(GjH,H) está em correspondêncw bz-umvoco. com os morfismos de Schwartz T: 

mi2J ___, g 121 qw: ·ucrificam Ad(h) o T =To .4d(h) pa-ra todo h E H e "*(é) o T =ldm(2)· 

Corolario 2.2.4 Seja G.f H r-edut?-i'O. Entà.o o conjunto da.s 2-conexôes inva-riantes pa-ra 

G(G/H, H) esta e-m bl]~·;,:ào com os pares formados pelas l-conexões im•a.nan.tes para 

G(GjH,ll) e os elcmw.tos de HúmH(m0m,h). 

Demonstração: Seja T = {Tp : p E G} uma 2-conexão para G'(G I H. H) Então T pode 

ser considerarado como um morfismo de Schwartz que satisfaz To Ad(h) = Ad(h) o T 

para todo h E H e "• o T =ldm(2i logo T 1sat.isfaz T 1 o Ad(h; = Ad(h) o T 1 para todo 

h E H e"* o T 1 =ldm. Assim T 1 determina uma l-conexão inYariante para G(G/H, H) 

!21]. Seja .3T: m 8 m -+ g definida por 
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E claro que ImBT C h pois. 7i. o f3T = O e 

Q8T(X 8\') ~ QT({X. Y})- Q[T 1]'({X l'}) ~O 

Ainda mats JT o Ad(h) ~ Ad(h) o Ih para todo h E H. De fato 

f)T(Ad(h)X 8 Ad(h)l') 

T( { Ad(h)X, Ad(h)Y)) - [T 1j5( { Ad(h)X, Ad(h )Y)) 

Ad(h)T({X.l'})- .4d(h)IT 1[5 ({X. Y}) 

.. Ad(h);h(X S Y) 

A.ssim JT E H omH ( m ·8 m h). Como T ~ (T 1, f3T) é bijetora. segue-se o corolario. O 

Estudaremos agora a ex1sténcia de prolongamentos de l-conexões innn"iantes par<', 

G( G j H, H) no caso de G semi-simples. onde g tem decompos1ção de Cart.an g = m S h. 

Seja a C m uma subálgehra abeliana maximal e 3 E H omH(m 8 m, hj. como todo 

X Em é conjugado por H a algum A E a isto é X = Ad(h lA. temos que 

Ad(h )3(A 8 A) 

e portanto ,3 é determinada por seus valores 3(A 8 A). A E a. Portanto. para se 

determinar H omH(m 8 m. h). é suficiente encontrar as aplicações lineares de a 8 a ---+ h 

que sào irrvanantes pelo normalizador de a em H. SejaS' ~ {h E H A.d(h)a =a} 

esse normalizador e denotemos por X= {h E H : Ad(h)A =A para todo A E a} o 

centralizador de a em H 

Sejam A E a em E ]'l então Ad(m)A =A e portanto 

Ad(m)3(A S A) ;3(Ad(m)A 8 Ad(m)A) p(A 8 A) 
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De onde se vê que ,'3 assume ndores na suhálgebra 

f {R E h· Ad(m)R ~R para todo mE S} 

dos pontos fixos de J\o' em h 

Esta álgehra é dada explicitamente da seguinte forma. Seja Do mnjunto das raízes 

do par (g. a) (raízes restritas a álgehra se decompõe como 

onde n é o centralizador de a em H (isro é. a álgebra de Lie de .'\') e gu o espaço de 

raízes correspondente á o Com essa~ raízes. se tf'm a segumte decomposiç·ão de h. 

Para o E D seja 

ho {H E h' ad(Al'H ~ o(A)'H para todo A E a} 

então [15. lemma 11.3 pag.:n.s~ 

h 

Como/\: centraliza a. cada componente dessas decomposiç.Oes são inYariantes por A'. logo 

a álgebra dos pontos fixos é da forma 

f n n fs L: ha n f 
o-C TI 

e por isso é necessário buscar os pontos fi:x:os dentro de cada component.e. 

Seja N0 a componente corwxa da identidade de N, as outra~ componentes conexa,s 

de .N são dadas por transformaçôes lineares do complexificado g(f da forma exp 1 A , 

A E a da seguinte maneira. Para Uini:l raiz o denotamos por H 0 o seu dual em a. isto é 

o(A) =(H a. A) para todo A E a onde(·.-) é a forma de Cartan~Killing e como é usuaL 
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H' _1_H 
"' {Oe,Oe) o 

Por [37, lemma pag.213] uma exponencial da forma expiA. A E a pertence a H se e só 

se A. é um elemen!.O do reticulado r gerado por TL H~ ' Q E n. E por [37, lemma l.l.~:U:! 

,pag 28] . se tem que o conjunto 

C {expiA: A E f} 

é um suhgrupo finit.o de H que cobre as componentes conexas de .Til. isto é N = C.\"c,. 

Como para todo par de raízes o.. 1'3 se tem que 3(H~) é inteiro, os elementos de C são 

transformações lineares reais em g<T e se tem que exp iH = cos H se H E r. 
A partn desses comentários dá para começar a analisar os conjuntos dos pontos fixos 

em cada uma das componentes da decomposição de h. 

Em prime1ro lugar, como os elernent.os de a comutam com os element-os de n. se tem 

que a restrição de C' a n é a identidade. Por isso, n n f é exatamente o conjunto dos 

N 0 -ponto~ fixos em n e este coincide eom o centro de n pois 1\'0 é conexo. 

Sejam H E f e H E ha: para uma raiz ·a. Então ad(H) 2 A= n(H) 2 .4 e portanto 

(exp1H)A ~ (cosH)A ~ cos(Ct(H))A 

e daí que A oJ O é fixo por cosH se e só se cos(a(H)) = 1, isto é, o(H) = 2kJ.. k E Z. 

E se isso acontece então cos H é a identidade em h 0 . Por Isso, uma condição necessária 

para que h" teuha interseção nà.o trn·ial com f é que n(H) seja um mültiplo par de" 

para t.odu H em r. :\o entanto, I"" é gerado por" H{J, ;3 E I1 e portanto essa condiç-ão é 

equivalente a que n(H{J) seja par para toda raiz /3. Em outras palanas. uma condiçà.o 

necessária para que existam pontos fixos em h 0 é que os números de Killing 

2(o. J) 
(8.;J) 

.3] 



sejam pares para toda raiz /3. 

A partir daí se tem a 

proposição 2.2.5 S11ponha qVf' n = O e qu.e para toda raiz 3 exista uma. raiz o tal qu.P 

o número de Killmg 
2(.J.a) 

(o. a) 

sejam unpa.r. Então f = O e B = O é a única forma bilinear H -mvanante. 

l'mi'l álgebra que s&t.isfaz as condiçõe:: dest.a propos1çao é sl(n.JR). O grupo ]V é 

discreto e o sistema de raízes é- isomorfo à um múltiplo do sistema dado pelos elementos 

e portanto os números de Killing associados a raízes distinta:; são da forma ±L 

Dizer que n = O é o mesmo que dizer que g é uma forma real normal de sua com

plexificada já que se isso acontece então a é um abeliano maximal em g e portamo uma 

subálgebra de Cart.an. A proposição acima se restringe então às formas reais normais. 

A condição para a raiz 3 na proposição anterior pode ser detectada pelo diagrama 

das raízes res1.rilas. Para toda raiz restrit.a 3 existe um elemento ·w do grupo de \Veyl 

tal que 1rJ ou é simples ou é o dobro de uma raiz simples :\o caso das formas reais 

normais. o dobro de uma ra1z nunca é ra1z e portanto toda raiz é conjugada a uma raiz 

do diagrama. Investigando os diagramas. se existe uma lig&~·.ão simples ou tnpla entre 

duas raízes. o número de Killing é -1 ou -3 e d<~i quE> existem raízes 3 tal que o número 

de Killing 
2(J. a) 
(o. o) 

c par pMa toda raiz o se e só se no diagrama existe uma raiz simples que sP liga a to da;:; 

as outras raízes por uma ligação dupla. Isso só acont.<:>ce em B1 e C1. :\o entanto. em 
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com I ~ 3. a raiz o 1 é a única que se liga a todas as outras por uma ligaç)io dupla. E 

corno n.1 é de comprimen1.o menor (pela direção da ligação), 

:i..ssim 

proposição 2.2.6 As únicas formas rems normais q1u· podem admittr B # O sõ.o as de 

As álgebras ('1 são as álgebras simpléticas e os espaços simétncos associados sao 

espaços simétricos hermitianos. 

Para as álgebras não compactas associadas a espaços simétricos hermit.ianos, eXlst.e 

uma construção canônica de formas bilineares im:ariantes a partir da estrutura complexa 

associada: as álgebras cujos espaços simétricos são hermitianos são aquelas em que a 

componente h da decomposi~:Ro de Cartan admite centro z(h) não trivial Tome Z E z(h) 

seja J a restrição de ad(Z) ame defina 

B(X Y) ~ [JX. Y]. 

Então B é bilinear simétrica pois 

B(YX) [JY,X] 

[Z. [Y X]]- [Y JX] 

B(X, Y) 

pois [Z. [X.}']]= O já que Z está no centro de h. Ali>m do mais, B é 1!-im·ariante já que 

J comuta com os elementos de H. 

33 



t:m exemplo de uma álgebra dessas é a álgebra simplética sp(n. m.) das matrizes do 

tipo 

( 
.4 E ) 
C -A 1 

B. C simétricas 

Se tem 

h= { ( .4 -E ) :A anti-simétrica B simétrica} 
E .4 

é isomorfa à u(n) e 

m ~ { ( .4 E ) '.4. E simétricas} 
E -.4 

O centro de h é formado pelas matrizes em que A = O e B é múltipla da identidade (as 

múltiplas da identidade em u(n) Tomando 

se tem 

e daí que 

B(X,Xj ~ 2 . 
( 

.[A. E] -(.4° + E'i ) 
.42 +E' [A.E] 

se X é dada por A. B. 

Juntando isso com o que foi feito antes, se tem 

proposição 2.2.7 Suponha que g é uma forma real normal de uma álgebra simples com

pleJ"a. Entâo eri8tem Jorma.5 bilmea.res B f O definida5 em m a 1>alores em h eqm1,an.~ 

antes po-r H 8t e só se o espaço siméf.rico correspondente é hermitiano. 
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Corolario 2.2.8 Seja G I H um espaço simetrico t.al que g i uma forma real normal de 

uma álgebra simples complexa. Então as unicas 2-conexôes imanantes para G(G/H, H) 

são os prolongamentos dt Stra.tonovich das 1-cone:rôes invo.nantes para G( G I H. H). 

2.3 Levantamentos Horizontais Estocásticos 

O primeiro a considerar o transporte paralelo estocástico de um tensor ao longo de uma 

curva alerttória foi K.It.ó em p7]. L Schigekawa, L. Schwartz. P. !'.·1eyer, M. Bismut em 

[35], [34]. [30]. [2] consideraram transportes paralelos estocásticos em relação a l-conexões 

em diversas situações. ]\esta seção estudamos os levantamento~ honzontais est.ocást.icos 

de semimartingales em relação a 2-conexões. 

Sejam P(M. G) um fibrado principal, H = {Hp : p E P} uma 2-conexào para P e 

(0. F, P, (Ft lt2-ol um espaço de probabilidade que satisfrtz a>- condições usuais. Seja X 

um Af-semimart.ingale e p uma variável aleatória a valores em P t.al que X o = r. (p) q .s. 

Com as notações anteriores 

Definição 2.3.1 Um le'l•antamento h.orzzontal estocást?.co df" X em relação a wnw 2-

conexão H. começando em p. é um P-semima.rtingale xt os t < OG que satisfaz 

z) X o~· p 

ii) r.X 1 = Xt para todo t;:::: O q.s. 

iii) f~(B, d2~\;) =O pa.ra todo t 2: O e() E H.:., onde 

H-~ {e' B(Hp) ~O para todo p E F} 

Prowmos a existência e unicidade dos levantamentos estocásticos 

Teorema 2.3.2 Sejam X um M -semim.artmgale e p uma 1'ariável aleatória a valores 

em P tal que X 0 = n (p) q.s. Ent.iio exzste um um:co levantammto horizontal estocástzco 

de X com eça.ndo em p en1 relação a H. 



Demonstração: Seja X t uma solução maximal da seguinte equaçao diferencial es-

tocástica 

d0X, H(X,)d0X1 

Xo = p 

obdanwnt.e 1. X 1 = X 1 . e para (} E H~ temos que 

Jj(H'(X)B.d,X) definição de X 

Jj(e o H(X), d,X) definição de H' 

Jj(O, dc)C) 

o 

pois(} E H..!. 

ent.ão X é um leYant.amento horizontal estocástieo de X. 

A unicidadE' segue da unicidade das soluções das equações diferenciais estocásticas. 

D 

observação 2.3.3 (1) Se..7a.m P(A1, G) um fi.bmdo principal, H uma. 1-conerâo para P e 

X um M -semima.rtzngale. Entáo o levantamento horizontal estocástico de X em relação 

a H. definido por I. Shzgekawa em. j35/ coincide, com o le1Jantamento estocáshco que 

acabamos de defi.mr respeito da 2-conerão H 5 . Isto é evidente. a partir do fato que, o 

levantamento horizontal est.ocást.ico de X começando em p, X é obt.ido como solução da 

eqvaçoo 

d,X, H5 (X,)doX, 

Xo p 

Logo X é solvçâo da equação de Strat.onot"'.ch 

bX, H(X1)8X1 

Xo p 
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o que é equú>a.lênte a. dúer qne 

n (X,) 
I 

f(~ tX) 
o 

X 1 para todo t 2: O 

O para todo t 2: O 

Onde ~.t.' é a forma de conexão a.ssocwda a H. Isto é X e o levantamento honzontal 

estocástico de X no sentido da defimçâo de I. Shigekawa (35). 

observação 2.3.4 (2} Sejam P(A1, G) um fibrado principal. H uma 2-coneTâo para P 

,.._X um M -senumartmgale. obtido como solu.çà.o da equação d1jerencwl estocástzca 

Xo :r 

ondrc A é um A -sem.unartmgale. Enlà.o X o levantamento hornonto.l esf-ocáshco de X 

mzcia.lizado em p é obtido, como solução da seguinte equaçã.o 

d,X, G(A,, X 1 )d:A1 

Xo p 

onde G (o. :) = H(:. n:) o F (a, n:). 

A seguir estudamos os prolong:amentos de l-conexões a 2-conexões num fibrado prin-

cipal P(A1. G). tais que para um par fixo de conexões sem t.orsão r de Per de M se ver

ifique quE' OS }eYantamentOS horizontais estocásticos de f-martinga}es SÊi.O r-martmga}es. 

Mostraremos que toda conexão r de p que é G-inYariante e satisfaz uma propriedade 

adicional induz um prolongamento nestas condições. 

Sejam p U\.1' G) um fibra do principal e r uma conexão G-inYariante de p' isto é 

f = f.F P : p E P} é uma conexão sem torsão de P que verifie<J. 

G-invarianc.ia Para todo g E G, fp 9 o R9 * = R9 * o fw 
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Obviamente, toda conexão C-invariante de P que satisfaz 

rp(KEr(n,(p))) c KEr(o,(p)) 

para todo f' E P, determina uma única conexão de AI tal que a projeção To : P _, M é 

afim. Com efe1t.o: Seja r uma conexão C-invariante de P, L E T,.PM e TE TTCpp tal que 

L= n.T. então f:;rp(L) = K*(fp(T)) é- a única conexão de M nestas condições. 

Neste caso, observamos que f define um prolongamento de l-conexões de P(M, G"1 

a 2-conexões de P(M, G). Denotamos este prolongamento por H- H r, o único que 

verifica 

"Se X é um f-martingale e X é um levantamento horizontal estocástico de X em relação 

a Hf eutão X é um f-martingale ,. 

Provemos esta afirmação. Seja H 1 = {H~ : p E P} uma l-conexão para P(M. G) 

Então existe uma única 2-conexão H ={Hp: p E P} para P(M, G) tal que 

Com efeito. de [9. lemma 11] Hp IT,pM= H~ e Hp = (expp oH~ oexr;;:-; ) .. (J.p ). Obviamente. 

r. ~(p) o Hp =Id,.,.rM e p _, Hp é regular. E como 

(R 9 o expP oH~ o exp;}).(r.p) 

( exppg oR9* o H; o exp;~ ). ( np) 

(expP9 oH~ 9 o exp;i9 ).(7rpg) 

H" 

Concluímos qui? H é uma 2-conexão para P(M, G). Denotamos esta 2-conexão por H r. 

Sejam X um f-mart.ingalf' e X .um levantamento horizontal estocástico de X em 
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relação a H f Sabe~se que X é solução da equação 

Xo p 

E pelo pnnripio de transferE>ncia de ltô [9. Theorem 12] temos, que X é soluçà.D da 

equação diferencial estocástica de Itô 

p 

Como X é um r-mart.ingale. concluímos que X é um r-martingale 

A seguir mostraremos que H r é o único prolongamento de H c. tal que. todo levanta

mento horizontal estocástico de um r-martingale é um f-martingale. 

Com efeito. Se r e f tem as seguintes expressões nas coordenadas locais (.r>-) de Af 

e (x-'. yi) de P respectivamente 

f(D",_) 

r(D,"! 

f(Djd 

À i r 1_1/.,D >- -:- r 11.,D; 

q~"D; 

r;kD; 

E nestas coordenadas, H 1 tem a seguinte expressão 

Dado um r-martingale X. localmente temos que 
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onde os M/' são martingales locais reais. 

Localment.e. qualquer levantamento horizontal estocástico X de X em relação a uma 

2-conexão H'. que prolonga H 1. tem a forma X= (X>..)';). Onde 

Das expressões anteriores. obtemos que 

dYi t 

E como X= (X>.. Y') é um F-marting:ale se e só se 

é um martinga]e local. 

Substituindo (2.1) e (2.2) na expressão anterior. resulta que 

é um martingale local. isto é 

(2.2) 

o 

Assim os a;w são uniYocament.e determinado. Logo existe um;:,. única 2-conexão H r que 

prolonga HJ. Pwvarno~ o seg-uinte 

Teorema 2.3.5 Sejam P(JL G) v.m fibra do principal e f uma conexão G-mva.nante tal 

que F,( K e r(". (p ).) ) C K er ( K. (p)) para todo p E F. Então F define um prolongamento de 

1-coneiÕesdeP(M.G) a 2-conexões deP(M.G), que denotamos por H---'> Hr. O único 

que saflsjaz: '"Se X é um f-martingale e X é um le1.!0.nfamer,fo horizontal estocástzco de 

X em relaçâ.o a Hr, entôo ){ é um f -martingale '". Onde f f. a conexão induzida. por [ 
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emM. 

A reciproca do teorema ant.erior é essencialmente uma reformulaçào de um resultado 

de P.Meyer para fi brados vetoriais [30, Theoreme 5], no contexto de fi brados principais. 

Sejam P(M. G) um fibrado principal e H uma 2-conexão para P(M. Gi. Seja ô. a 

família {.ó.x: I EM} onde para cada x E .M, .0..x é uma conexão C-invariante para Fr 

tal que a aplicação p---. .0..? é ccx:·. Então o par (H,.ó.) define um prolongamento natural 

(H . .6.1 : {r: conexâD de M} __,. {f: conexão C-invariante de P} 

Com efeito, seja r uma conexão de M. Definimos 

H,or",(",(p)R) 

o 
iô.;'(R) 

SeR=HpA 

Se R~ (p,(E)B)HA 

Se R~ p.(e)C 

Onde A E f(TA1). B E g e C E g(21. Obviamente r, r,P ~ T,P e linear e 

r p ITpp=IdTpP· Mostremos que r é C-invariante 

R9 .oHpor?":"p.4 

Hpg o r r.pgA 

rpg o R9*(H1Al 

R,. c f,((p.(E)B)H A) - R,.(O) 

o 
f,,((p, (e )Ad(g- 1 )B )(R,, H A)) 

f,,((R,, o p,(t)B)(R,,H A)) 

f, o R,,((p,(e)B)HA) 
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R9 , o f,(p,(c)C) R9 , o Ll;'(p,(c)C) 

Ll;;' o R9,(p,(c)C) 

f pg o R9 ,(p,(õ)C) 

afim f' r é induzida por r. Amda mais. todo leYantameuto horizontal estocástico em 

relação a H de f-martingales é f-martingale. Alem disso, r é a única conexão sem 

torsão C-invariante de P, que satisfaz: 

1) r. : P --+ M é afim. 

2) V '""rtica.lhorizont al= O. 

3) A conexão induzida por r em Pré .6.:r. para todo I EM 

4) Todo levantamento horizontal estocástico em relação a H de f-mart.ingales é f

martingale 

É interessante notar que podemos fazer uma escolha canômca de .6. = { .6. x · x E M} _ 

Para isto consideramos em G a conexão sem torsão invariante a esquerda '"Y definida por 

para X.)' E g. 

B(XY) 

B(X) 

~[X, Y] 

X 

Mostraremos que para cada x E A1, e induz uma conexão C-invariante de Px. 

Com efe1to. seja 

e"' - e -1 , p T p P -p,o op •. Tpr.p--+ pr.p 

Üb\iamente e,'"P é linear e 8,"' IT p =IdT p . p "1' ;> "1' 
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91rp é G-inYariante. Seja A E TpP7rp, como 

R 9• o 8;'(A) R9 * o p. o(} o p:;- 1 (_4) 

R9 , o p,(R o p~ 1 (.4)) 

(pg ), o Ad(g~ 1 )(9 o p~ 1 (A) i 

(pg ). o e o Ad(9- 1 )(p; 1 (A; 1 

(pg), o e o (pg); 1 o R9 ,(.4) 

WP9 o R (.4) pg g• 

Resulta que er.p é G-inYariante. Onde utilizamos que R9* o p. 

Ad(g-1) o B ~ B o Ad(g- 1 ). 

(pg), o .4d(g- 1 ) e 

A seguir, aplicamos estas resultados a um fi brado principal P(.\1. G) com grupo es-

t.rur.ural abeliano prnndo de uma l-conexão H 1 , para obter um teorema de fatorização 

de r -mart ingale."i. 

Seja f uma conexão de M e f a conexão G-in\'ariante de P determinada por (H, 8), 

onde H= HJ.". Seja X um f-martingale, como r. é afim temos que X = r. o X é um 

f-mart.ingale. e da caractenzar;ão de f segue-se que, X o le\·antament.o horizontal es

t.ocástico de X inicializado em X 0 é um f-martingale. Seja ;,.· a l-forma de conexão 

correspondente a H 1não é difícil mostrar neste caso que d""· =f" .. .: (Onde d é o operador 

de P. Meyer definido no capítulo 1). então 

Assim i (..1.·. 6X) é uma g-martingale. Seja 9t = f (i ( "--', 6X)) a exponencial est.ocasti<·a 

de Hakim-Dowek e Lépingle. segue-se de [14, Thorme 4] que 9t é um 61-mart.ingale. Da 

prova de [3.5, Theorem2.1] temos que X 1 = X 1 · g11 logo X 1 = Xt · ht onde ht = g1-
1é 
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um B-mart.ingale (isto segue do fato de G ser abeliano e das formulas para a exponencial 

est.ocástica). Provamos assim a seguinte 

proposição 2.3.6 Sejam P(},J, G) um fibrada principal C07T. grupo estrutural abeliano 

e H 1 urna 1-conexâ.o para P(Af. G). Sejam r uma con.eúié· de M e r a conexão G

mvanante de P determinada por (Hj", 8). Então todo f-r.artinga.le X se fatora na 

forma X 1 = X 1 • h1 onde X é o levantamento horzzonta.l estoC"!Ísb.co de 7í o X mzcwlzza.do 

em X C· (que é um r -ma.rüngale) e o 0-ma.rtingale ht. 

Concluímos este cap1tulo estudando o levantamento horizo::.tal estocástico de difusões 

em relação a 2-conexões. Começamos. mostrando que o le·;antamento horizontal es

t.ocástico preseJTa difusões 

proposição 2.3.7 Sejam P(M. G) u.m fi.bmdo prinC?.pol. H uma 2-conexâo e X uma 

difusão em M com g.i. L . Entâ.o os levantamentos horizor.'ais estocásticos de X são 

difusões em P com g.1 .. H L. 

Demonstração: Seja H X um levantamento horizontal estocástico de X em relação a 

H, então H X satisfaz a seguinte equação 

H(H X 1)d,X1 

)' 

onde Y é uma variável aleatória a valores em P tal que;;::. Y =X o. 

Seja f E cx-(Af) então 

f(HX,'>-f(HXo) 
t 

f (d,f, doH X) ,, 
' f (H(HX)'d,U,X) 
o 
t 
f (H(H X ,)'dd L(X., )d s)- martingale local 
o 
t 
f( (H L )f) (H X ,)ds + martingale local 
o 
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Logo H X i> uma difusão com g.i. H L. o 

Provemos o seguinte 

Lema 2.3.8 Sejam P(M. G) um fibrado pnncipal. H uma 2-conexâo. L E f(TM) parabol-

ico e } · ,Z difusões em P com g. z. H L tais que 

1. 1"o=Zo 

2.T.l'=T.Z 

Entáo }' = Z. 

Demonstração: Seja H 1 a 1-conexâo induzida por H e Hs = Hf seu prolongamento 

de StratonO\:içh. Então H L = H 5 L+ U onde U é um campo vertical inYanante a direita. 

Seja;,;._· a forma de conexã.o associada com H 1 e}' uma difusào com gerador infinites-

imal H L. Então 
' ' f('" 8Y) ~f (w. U) O'..lds. 

o o 

De fato. seja e E H]. Temos que 

' J (de. H L) (lJds 
o 

' I (a e. H 5 L H) (l",)ds 
o 
' f (de. U) (l', ids 
o 
' f (B. U) (r~\ds 
o 

' ' Assim f (B 6Y)- J (&. [:) (Y,\ds é um martingale locaL 
o o 

Seja f E c=. como .fB E H] pois e E H f: resulta que 

' ' f (f e. oY)- f (!e. U) (l:.•as 
o o 
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é um mart.ingale locaL Como 

t 1 s 

f (JB. bY) ~ fi(l',)d(f (0. bY)) + ~[f o Y, f (0. bY)j 
o o o 

Obtemos qnP 

' ' f (f o l'jd(martmgale local,+ f (B, U) (l'c)dr)+ 
o o 

' Hf o Y f (O bl')]- f (!O. U) (Y,)ds 
- -,, 

é um martingale local: Concluindo então que [.f o Y. f (B. óY)] =O para t.oda f E CQ. 

Logo 

' ' J (e tY) = f (0. U) (Y,)ds para toda O E H] 
D 

Em part1cular 

' J (cC, U) (Y,)ds. 
o 

Agora, como T.Y = li"Z existe g1 E G . .90 =c tal que Zt = )'1gt. Afirmamos que 9t 

é um semimartingale. De fato. em coordenadas locais Z1 = ("r.Z1.h1 ) e )'1 = (r.Y1.r1 ), 

então h 1 = r1 • g1 isto é g1 = rf 1 h1 É' um produto de semimartingales, então g1 é um 

semimartingale. 

Agora como 

' f("'· U) (Z,)ds 
o 

' f(cc,óZ) 
' 
' ~ J(~·.ól'g) 

' 
' ' f (8. óg) +f (R 9 ,~·. óY) [3.). lemma 3.4] 
o o 
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onde 8 é a l-forma canonica de G. E 

' f(R,,o;,él') -
o 

t 

' f (Adg· 1
~·. 6l') 

o 
' f Adg- 16(! k 6}')) 
o 
' f Adg;1 (~·. U) (l·, :ds 

D 
t 
f (.c, U) (Z,)ds 
o 

Obtemos que .f {8, Sg) = O. Logo de[35. Lemma 3.3] segue-se que g1 
o 

que Y = Z. 

Do lema anterior concluímos o seguinte 1mportant.e corolario 

€.. Isto mostra 

o 

Corolario 2.3.9 8e)a P(f'vf.G) um fibrodo pnncipa.l. H uma 2-cone:rô.o e L E f{1A!) 

parabolico. Entôo t.oda difusão com g.i. H L é um le1'a.ntamento hon.zonta.l em relação a 

H. 

Demonstração: Seja Y uma difusão com g.i. H L, então ~c}- =X é uma difusão eom 

g.i. L. Seja Z o levant.amento horizontal estocástico de X em relação a H inicializado 

em 1·0 • como 1.. é uma difusão com g.i. H L pelo lema anterior. concluímos que)-= Z. 

o 
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Capítulo 3 

2-Conexões em Fibrados Vetoriais e 

Paralelismo Estocástico. 

Este capítulo consta de dua,; seções. :\'a primeira seçao desenvo]Yernos a teoria da~ 2-

conexões para fibrados Yetonais. Começamos construindo um tipo e-special de 2-conexão 

nos fi brados vetoriais associados, a partir das 2-conexões no fi brado principal. Chamamos 

estas de 2-conexões induzidas. Logo comparamos as 2-conexões induzidas com as 2-

surconexões [26]. A seguir, desenvolvemos uma teoria de 2-conexões algebnca para os 

fibrados vet.oriail'i. Rt>sumirnns os resultados obtidos da seguienre maneira 

Seja E um fi brado vetorial e B E o fi brado principal das bases de E. Então as seguient.es 

noções de conexão de segunda ordem são equivalentes 

1 2-eonexão induzida em E. 

2 2-surcouexão em E [26:. 

3 2-conexão em B E. 

4 2-operador de derivada covanante em E. 

Onde os 2-operadores de derivada covariante resultam ser uma extensão a segunda 

ordem dos operadores de derivada C'ovariant.e clássicos. 
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Conclmmos est.a seção com uma fórmula que vincula o 2-operador de derivada covari

ante V de E com pV' o tran~port.e paralelo estocástico associado a V. Com efeit.o. Sejam 

~E r(E) e X uma difusà.o com gerador infinitesimal L inicializada em .T Então 

Esta fórmula permit.enos mostrar que a derivada forward de :t\elson da mecânica est.o

cast.ica, no tempo t = O ,[1] define um 2-operador de derivada coYariante no fibrado 

tangente. 

:\a segunda seção deste capítulo introduzimos a noção de paralelismo est.ocástico de 

difusões. l:m paralelismo esTOcástico é um sistema espeCJal de levant.arnentos de difusões. 

Em particular. osistema dos leYant.amentos horizontais estocásticos de difus(,es em relação 

a uma 2-conexâo é um paralelismo estocástico. O objetiYo desta seção é mostrar que todo 

paralelismo estocást.ico que Yerifica certas propriedades naturais é obtido como o sistema 

dos leYantamentos horizontais estocásticos em relação a uma 2-conexâo. 

3.1 2-Conexões em Fibrados Vetoriais 

Seja P(Af. G) um fi brado principal. H uma 2-conexão para P(M, G) e E= E(M. F, G. P) 

um fibra do associado a P(.U. G) com fibra st.andard F. Então H induz uma 2-conexão 

HE para íL :E-+ AJ da segumt.e maneira. Tomemos E E Ex, p E Px e Ç E F tais que 

p ~=c Seja Fç: P-+ E dada por Fdq) = q Ç. Definimos 

E H, (Fd.(pl o Hp 

.\"ão é difícil provar, quE> H f é independente- da escolha de (p, Ç) E P x F e que HE = 

{Hf E E E} é uma 2-conexão para E. Chamamos esta 2-conexão de a 2-conexão 

induzida por H em E. 
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proposição 3.1.1 Seja P(M- G) um fibrado princtpal. E um fibrado vetona.l assocwdo 

e H 1..1.ma. 2-conexâ.o pa.m P(M,G). Então >.E(H) = ~rHe E f(3 hE ........., E) é um 

morfismo de fi brados vetor·iazs. 

Demonstração: Sabe-se que À.E;(H) = l'HE E fC-3 : hE .......... E). Entào só resta provar 

que ÀE(H) é linear. SP.jam p E P, o E IR, f.g E 1í- 1(r = r.p) e C-11 E F t.ais que f= p ( 

e g = p.11- Sejas uma seção local de P tal que HP = s~(x). Então 

~E(H)(f + ag) 

como queríamos mostrar. 

Seja JfE:r definido por 

j;(Fç-aTJ os) 

J}.(Fç o 5) + j;.(Far1 Os) 

j;(Fç os)+ j;a(Fry c s) 

JZEx = {Jts: sé uma seção local de E tal que s(:L") =O} 

Sabe-se que[36] JZE = U:rf'M JZEx é um fibrado \'etorial sobreM. Este fibrado vetorial 

esta naturalmente imerso em JkE pela inclusão i : J~'E .......... hE que é um monomorfismo 

de fi brados Yetoriais. ObYiamentP temos a seguinte seqüência exata de fibrados vetoriais 

O--..J8E _!_hE ~E---0 

Agora é possí\·e] introduzil as 2-surconexões de P. Liebermann 

Definição 3.1.2 (Liebermarm)/26/ Seja E um fibra.do 1'etorial. toda partição da. seqt"iêncw 

e:rnta).: E- .l'!.E é chamado de 2-su.rcon.exào para E . 
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Seguem-se da definição as seguintes 

observação 3.1.3 

1) Seja P(M. G') um fi brado principal, E um fi brado Ytrorial associado e H uma 2-

conexão para P(.\1. G}. Então ÀE(Hl é uma 2-surconexào para E. 

2) Tbda 2-surconexão À induze uma 1-surconexão )J =f;?::.). C'hamamada de induzida 

por >... 

3) Seja). uma 1-surconexão, então >.. 5 = Symo/ ..\o,\ é uma 2-surconexão que chamamos 

o prolongamento de Stratonoúch de >... 

4) Seja E um fibrado n·torial e>.. uma 1-surconexão para E 

tem uma estrutura natural de espaço afim. 

I\osso próximo objeti\"o é achar o espaço vetorial associado a 5 2 (>..). Para isto, lem-

bramas da chamada ··identidade fundamental'' que estabelece que a seqüênc1a 

' 0-EZ(TM 8TM)' - 0 loE _P, IE- O 

é exata ([31],[24[). 

Lema 3.1.4 O espaço n:toriol a.5socia.do ao espaço afim f:::::( À! é o espaço das seções do 

fibrado vetorial 

H om ((TM 8 T.\1), H mn(E, E 

Demonstração: Sejam À1
• >.."E 5 2 (.\). Como p?(À1

- À
11

) =O a im~gem de>.'- À11 esta 

contida em ker P?· Logo:>..'->.'' pode-se considerar como um morfismo À1-.À 11
: E__. ker Pi· 

Da identidade fundamental temos que 1· é injetora e que ker P? =inr1. Logo. podemos 

51 



considerar À
1

- >-..''como um morfismo>.'- À11
: E___, E 0 (TM 8 TA1)". Isto mostra, 

que )..'- >-..'1 é uma seção de 

Hom((TM OTM).Hom(E,E)) 

D 

Seja E um fibrado vetorial, denotamos por BE o fibrado principal das bases de E. 

Mostraremos que toda 2-surconexão À para E é da forma )..E(H) para alguma 2-conexão 

H para BE. Este é o conteúdo da seguinte proposição, que é uma adaptação de um 

resultado de::\". Van Que [3fi]. 

proposição 3.1.4 Seja E ·um fibrado ·uetonol. Entào 

Demonstração: Seja p · E - hE uma 2-surconexão para E. Seja p = [e 1 ... , tn] E 

BEx- existem s 1 ... , BTl seções locais de E tais que p(ei) = j;s; para i= 1, ... n. Definimos 

H(p.)p = [s 1 .. sTl].(r): T,)v!--+ TpBE. ÜbYiamenteH(p)psódependede{j;s1. ,j;sn}. 

Logo JJ (p )p esta bem definida. 

Provemos que H (p )pg = R9 • o H (p )p para todo g E G !( n). De fato, como 

p.g lqilp _ 
0

iniS_] 
.. . 1' o t, 

I .l s " , s"J g,(x) R9 ,oH(p)p 
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AssimH(p)= {H(p), 'P E P}éuma2-conexãoparaBE Observamosque>.E(H(p)) =p. 

Pois, se t = o: i e; E E r 

1st o é. ÀE é sobrejetora. 

ÀE(H(p))(e) ~ ÀE(H(p)J(o'e,) 

o'>.E(H(r)Jk,) 

= o'p(e,) 

= p(e) 

Resta provar que ÀE é injetora. Suponhamos o contrario, isto é, existem T. H EC2(BE) 

e p = [e 1 , .,e.[ E BEx tais que H, f' T, e >.E(T) = ÀE (H). Logo >.}(T) =>.}(H) 

ent<io as l-conexões induzidas T 1e H 1 são iguais, assim existe 'P E C2 (T 1 = H 1
) tal que 

4 • H = T. isto ir:1plica que Tp = H P + /p o $v Como Tf = H .f para todo f E E, ternos 

que para todo (E F. (Fc)*(p) o Tp = (F() .. (p) o Hp isto é possível só no caso que 

(Fc).(p) o -y, o$,= O 

Como ist.o acontece se e só se 1J lt=O pexptcJ!p 

H P = Tp· Assim ), E é injetora. 

O ou seja se <I>p O. Resulta que 

D 

Corolario 3.1.5 Seja E um fibrado vetorw.l e Suma 1-cone:rào pa.ra BE. Entôo 

ÀE: C2(S)- S'2(>.E(S)) é um 1.8omorjismo afim. 

Demonstração: Sejam H, H' E C2 (S), a E IR, t. E E~ e p E P~. Então existem s,s· 

e s·· seções locais de P tais que HP = s*(x). H~= sJr) e (oH+ (1- alH 1 )p = s~·(1·) 

respectJ\·amente. 
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Seja< E F tal que F((p) ~e. Como 

,\E( a H+ (I- a)H') ];F< oS'" 

a{;,Fç os+ {1- a)j;F:, os· 

da proposiçào anterior segue-se que ÀE é bijetora, logo é um isomorfismo afim. O 

A segun. estenderemos o enfoque de Koszul da teoria de conexões clássica para as 

2-conexões. Isto é, reformulamos a t-eoria de 2-conexões para fi brados vetoriais em termos 

de certos operadores de denvada covariante. Começamos com a seguinte 

Definição 3.1.7 Seja E UT/1 fibmdo vetorial sobreM. [:m opemdor v. r(T.M) X r E___, 

f E é dito wn 2-operador de denvada covanante paro E (abrec•wdanwnte. 2-odc para E) 

se sotu;faz. 

Para quaisquer L. TE f( di). ó 1V E f E e f E c~(.\1) 

à•) 'hfa• ~ L(f)~+ f\7L0+2\lqrLJiÓ· Onde Q(L.j!(g) ~ ~(Lifg)- f L(g)- gL(f)l 

Chamamos a V Lü de a 2-derivoda cm•ari.ante de tP f'm relação a L. 

É- imediata a partir da definição a seguinte obserYaçâo 

observação 3.1.8 

1) iv)da definição é uma regra de Leibnitz de segundo ordem. 

2) Todo 2-operador de rleri\·ada ('0\'ariante 'V induze um l-operador de deri\·ada covari

aute \7 1 
= 'V I r(T.U .i x r( E}. Chamamos a '\7 1 de induzido por '\7. 
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3} Seja Cdz(E) o conjunto dos 2-odc para E. Este conjunto tem uma estrutura natural 

de espaço afim. 

4} Seja D um l-ode para E e 

Cd 2(D) ~{\'E Cd;(E): \' 1 ~ D) 

este conjunto é naturalmente um espaço afim. O espaço vetorial associado é o espac,-o 

das seções de H om(T M8TM. H om(E E)), que é isomorfo com fo(H om(T M, Hom(E, E))~ 

{~E f(llom(di.Hom(E. E)): ª'x I TxM ~O) 

A seguir, mostramo:- como construir 2-odc em fibrados associados a partir de 2-

conexões em fihrados principais. 

Lembremos dos scguientes fatos básicos sobre seções de fibrados assocJados j21j. Pode

se associar com cada a E f(E) uma função F[a] : P ----> F definida por F[a](p) = 

p-1a(7i"Ji). Onde cada l' E Pé considerado como uma aplicação linear p F----> Ercp· 

Obserwmos que F[a] satisfaz F[a] o Rg = Àg-1 o F[a] para todo g E G. Reciprocamente. 

se uma função f P ___,F satisfaz f o Rg = Àg-1 o f para todo g E G. então ela define 

uma seção de E. S[f] por S[.f](.l) = pf(pl para todo p E P tal que -rrp = x. Com as 

notações anteriores, temos que F[S[f]] =f e S[F[a]] =a. 

Agora podemos mostrar a seguint.e 

proposição 3.1.7 Sejam P(l\1. G) v.m. fi brado pnnci.pa.l, H uma 2-conexâo para P e E 

um fi.brado vet.or·in.l associado o P _ Então V" definido. por 

é -um 2-opnador· de dern,ada cot'a.riante para E. 

Demonstração: Observamos que 



para quaisquer L E f( TA!) e f E coc·(M). Pois 

Q(H,L.foo) ~ Q(H,L)(fo7i) 

= (Hp 2 Hp)(QL )(f o 1r) Hp é um morfismo de Sçhwartz 

Por outro lado. para g E c.x(p) temos que 

((H,GH,)(QL)(fon,;(g) (H,GH,)(QL)(d(fo;c).dgi definição 

~ QL(H;d(fon),H;dg) 

~ QL(djo;c,oH,.H;dgl 

~ QL(d.f. H;dg) 

~ H,Q(L. J)(g) 

Isto é (H,GH,)(QL) ~ H,Q(L..f),logo Q(H,L.fo7i) ~ H,Q(L.f, 

Agora provaremos que a expressão para VH do enunciado é bem definida. 

De fato 

F[vj'm] o R 9 (pl F[vj'm](pg) 

~ H"(L)F[0] definição 

~ ((R9 ),H,L )F[0] propriedades de H 

H,L(F[<i] o R9 ) 

H,L(!-,-' o F[m]l propriedades de F[~] 

-- >,9 -1 o (HpL)Fjo] >-9 -1 é linear 

definição 
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Agora most.rar~mos qu~ 'VH satisfaz as propriedades que definem um 2-odc, como 

i)-iii) são obúas Só temos que verificar iv) 

(HpL)(f o" )F[<b] 

( (HpL )f o n )F[q,j +f o" (H pL )F[<P] + 2Q(H L. f o TI )pF[<P] 

(HpL (f o" I )F[Q] ~ f o" (HpL )F[<•] + 2HpQ(L. f)F[<P] 

F[Lfq• + j\l}'<b + 2\l~(Lf)</>](p) 

I\osso próximo objetivo é formular, no contexto das 2-conexões o seguinte resultado 

de geometria diferencial: Seja E um fibrado vetorial. Então V C 1(BE) -----t Cd1(E) 

definida por H ___. 'ÇH é um isomorfismo afim. Começaremos. mostrando que existe um 

prolongamento de l-ode a 2-odc que corresponde ao prolongamento de Stratonoúch de 

l-conexões. 

Lema 3.1.8 Seja 'V um l-ode para E. Então enste um Úmco 2-odc para E, \75 tal que 

1- \7 é induzido por \78 

2- V 5 {X, Y}qi = {Vx. V'y}dl para quazsquer X, Y E [(TA!_) e rp E r(E) 

\7 5 é dito o prolongamento de Strotono1nch de V. 

Demonstração: Seja \7 um 1-odc. entâof21] existe uma única H E C 1 (BE) tal que 

VH= \'. Definimos V 8 como yH-"'. 

V 5 satisfaz 1- e 2-. 



Com efeito, sejam X E f(T M) e q; E f(E) como 

'V'i'<t>(cp) 

S[(H~X )F[~]](n p) 

S[(HpX )F[,;]](np I 

(\Ir) x0(7ep) 

~ 'Vxa>(np) 

temos que 'V é induzida por '\7°. 

Sejam X. l' E f(TM) e 0 E !'(E). Como 

S[(H~{X Y})F[a,]](7ep) 

S[{HX, Hl'}pF[c,]](,,p) 

~ S[{H5X. H 5Y}pF[c]](7ep) 

{\li, "nq;(cp) 

Agora mostraremos que \75 é único em estas condições. 

Seja 'V um 2-odc que satisfaz 1 e 2. Então em coordenadas locais 

Logo V 8 é único. 

\1 /'1 D,j-,-1' D, d!(!. P) 

[iJ'ÇD,J1-{i<p) + [i\7D,4)(r.p) 

= lij'V.:n,.n";d>("rrp) + zi\7n,0(/.p) 

l'l{'Jn,, \ln,}<P(Kp) + l'\ln,0(70p) 

\ly<b(7Cp) 

Agora é possÍYel proYar o segllint.e 

o 

Teorema 3.1.9 Sejam E -u.m fibra.do vetonal e S uma 1-cone:rà.o paro BE. Ent.ão a. 

a.phcaçà.o V: C~(S)- C'd::{'V 5
) é 1m1 isomorfismo afim. 
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Demonstração: Começamos mostrando que V' é um morfismo afim. Sejam H, T EC2 (S) 

e!. E Di. Então para</' E f(E) e L E r( di) 

\llH-(l-À)T~(,;p) ~ SI((Uf + (1- !.)T)PL)FfoJI 

~ Si(!.HvL + (1- !.)TvL)F 10]] 

~ S[!.(HvL)F[~J +(I- !.)(TpL)F[a>]] 

~ !.S[(HvL)F[~Jl + (1- J.)S[(TvL)F[<P]] 

~ J.'Vl:<P("Pi +(I- !.J\IIo(,;p) 

Logo V é um morfismo afim. E como \7 85 
= ("'Vs)s 

Onde 11' Ah 0 (BE) ~ fo(Hom(df.Hom(E.E))) é definida por 1I'(m)(L)(e) ~ 

-p((p; o Qr:pL)p- 1c onde p E BE. L E Tr:pM. E E E"P e r:b;: Tr:pM 8 T;,p.\1--. gl(n, IR) 

é a única aplicação linear tal que (jJP = íP; o (r.·. 8 Ti .)(p). Ela é dada pelo teorema do 

isomorfismo já que Ker"(-rr* 8 TL.)(p) C K~;.rdip . ..\1ostremos que esta definição é bõa. 

1) 1f(0'J)(L)(c:) depende só de 7íp. Com efeit.o 

- (pg I (";9 o Q"IPPI L )(pg i-r, -p[g(<i\;
9 

o Q,vL )g-' ]p-'e 

~ -p[Ad(g)(e·~ o QcpL)jp- 1e 

-p[Ad(g) o Ad(g- 1 )(<P; o Q,pL)]p-'e 

= -p(d•; o Q .. pL)p- 1
E 

2) 'If .. P(óP:l Tr.pM---. Hom(E E)-::-p é linear Sejam L.S E T-::-pAf e À E IR Então 

para qualquer e E E1rp 

'ifrrv(óp)(L + !.S)(e 1 -- -p(d·; o Qrrp(L + !.S))p- 1e 

= -p(a,; o Q .. PL + ).w; o QrcpS)p- 1E 

~ '!!'cp(<•p)(L)(e) f H'cp(C•p)(Sj(f) 
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Logo a defuuçâo é hõa 

Obviamente! 1I': Ah.o(BE) ........ f 0 (Hom(rM.Horn(E,E))J é linear. Só nos resta 

provar, que é um isomorfismo. Para isto, suponhamos existe 0 E Ah.0 (BE) tal que 

1I'(0) =O. EIJtâo d>; o Q.,PS =O para todo p E PeSE T.,p.\1. logo <f,;= O pan1 todo 

p E BE. Assim Óp = c-•; o(;;-. 8 r..)(p) ~"-O. Lsto é 'TI' é um monomorfismo. Para W E 

r o(H om ( ;- .\1. H om (E. E))) definamos 1/p : Tr.pl\1 ~ gl(n, iH) por fJp(S) = -p-'W-;;-p(S)p. 

Como Q.,P Tr;pM ........ T-,:-pM 8 T.,PAJ é sobrejetor e K tSrQr:p C K er(ryp) pelo teorema do 

isomorfismo existe um único <t>;: Tr;pM 8 T.,pAf ~ gl(n. IR) tal que T}p =$;o Q.,p· Como 

- (pg) -] Wcpg( S) (pg) 

g-l I -p -lw cp( S)p]g 

Ad (g-l) i -p -l w ,,( S)p I 
.4d(g- 1 )rypi~J 

Resulta que a-';g = Ad(g-1)e1;. Logo f/;p T"PBE 8 T.,pBE ____, gl(n, IR) definida por 

rf;p = ct;; o(;;-.~ r. *)(p) satisfaz Cf!pg o Rg* 8 Rg* = Ad(g-1
) o cf>p e ob\·iamente c/ip I K er(1í * G 

1r.)(p) = O. Assim rP E Ah.o(BE). Agora da definição de 0 segue-se que para todo 

SE Tr;p-1\J e t:. E Er.p 

-p(c; o Q.,pL)p- 1 t. 

-p'l;pl s )p- 1E 

pf> -; W ""P( S);op- 1E 

w r.p( s it: 

Isto é 'TI'( c:)= W. A.ssim 'TI' é sobrejetora. Concluímos eutão que 'TI' é um isomorfismo. ~ 

A segUJr. obteremos uma expressao dos 2-odc- em t.ermos do transporte paralelo de 

difusões. 
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Sejam E um fibrado vetorial, V' um 2-odc para E e H a única 2-conexão para B E 

tal que V'H = H. Naturalmente. podemos definir um tran:;;x-,rte paralelo em E sobre 

M -semimartingales. 

C'om efeito. sejam X um M -semimartingale começando e:-...-. x· EM. ( E E definimos 

o transporte paralelo de t:: ao longo de X como. P\
1 

(.::) =X r f onde.\!· o levantamE>nto 

horizontal est.ocástico de X em relação a H começando em p :=: P e f é t.al que p ·f = c 

Não é difínl mostrar, qu€' a definição é bõa, e que P~ 1 (w·:. Ex --+ Ex1 (w 1 é q.s. um 

isomorfismo linear, 

proposição 3.1.10 Sejam E vm fibrado ·vetonal. \7 um 2-od·~. L E f(r_M).;: E f(E) e 

X uma difusão com gerador infi:nitesima.l L imc10hzado em I. Então 

Demonstração: Pela definição, temos que 

Como X é uma H L-difusão 

X -:~r( v. 
p I .f 0 •'-t! 

' 
F["'[(X,)- F[f](p) ~local martingale + J H L• F[,o])(X,)dt 

Ent.ào 

o 

limt-ú E[pFi,o (Xt)t-F .;::.(p)] 

' -
lirn,~o pE[~ f H L' F[p])(X,)dt] 

o 

pH L(F[,.-])(p) 

\lL,C(l·) 
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l'ma noção matemática central da mecânica estocástica é a derivada forv.'ard de l\'el

son. Esta deriYada é definida em termos de um transporte paralelo de vetores tangentes 

ao longo de difusões. introduz1do por D.Dorhn e F. Guerra [6].[1, pg. 78]. 

E mteressante notar que esta derin,da no tempo f = O é um 2-operador de derivada 

coYariante HO fibra do tangente Esta ulrima afirmação é conseqüência de nossa caracter-

izaç.ão dos 2-odc em termos do transporte paralelo de difusões. Com efeito. seja r uma 

conexão sem t.orsão de M e X uma difusão em M com g.i. L, P. Meyer provo [30, pg. 

184-18.5] que o transporte paralelo estocástico de Dorbn -Guerra P~~(e) de e E TxM ao 

longo de X e dado por Xt ·f onde f é tal que p ·f = -:-: e X o leYantarnent.o horizontal 

estocástico de X começando em p em relação da 2-conexão de B M. DG = rrc (Onde rc 
é o ''complete lift .. de [ [4] e r é r Yisrct como uma l-conexão de B M). Por defini cão, a 

deriYada forward de :\'elson do campo de vetores tangente;; ao longo de X em t = O é 

dada por 

d I E'(PDG)-1 v' - t=O 1 " ço.---..11 dl . .·q • • 

logo, da caracterizaç·ào dos 2-odr em termos do transporte paralelo de difusões, obtemos 

que a deriYada forward de 1\elson de;: ao longo de X em t =o é dada por vpGip(X). 

3.2 Paralelismo Estocástico 

Seja P(Af. G) um fi brado principal com projeção": P......,. Me (n, :F, (:Ft). P) um espaço 

de probahilidade filtrado. Denotamos por 5(0, :F. (:Fr \. P) o conjunto dos pares (X, B) 

onde X é uma difusão em M e B é uma :Fo-Y.a. com Yalores em P tal que 71 B =X o. 

O paralelismo eslocástiro de difusões é definido como uma aplicação 

H· S(rl F (.F,i,P) ~{difusões para (rl.F (.F,).P) em P) 

que verifira . 

.401 Ho(X. B) ~ B q.s. 
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AI) noH(X. B) ~X q.s . 

.42) R9H(X.B) ~ H(X.R,B) . 

.4.3) Se X é um processo com variaçà.o limitada (V.L processo) então H(X, B) é um V.L. 

processo. 

A4) Se o é uma mudança det.E>rministica do tempo. eom o 0 =O então 

H(X on.B) ~ H(X.B) on 

A5) SeJa X uma difusão e o E IR?.o e Xt = Xa--,-t então 

H(X'. H(X. B),) H(X B)' 

A6) Seja TE Fo tal que P(T) > O. então 

H(X,B) [T ~ H(X [r,B Ir) 

A?) SeJam }·np·] difusões em M com g.i. R 11 [S], B 11 [B] P-v.a. tais que Y0
11 = íf B1líY = 

T. B]. Se lim 11 -x Bn = B e lim11 __.x R;B~(w) = S,.-B(w) q.s. Então limn---->o:: TBn(..:) = 

RB(c) q.s .. onde T"[Rj é o g i de H(Yn, Bni[H(Y, B)j. 

Como corola rio de A 7) obtemos: 

[B] Sejam X e ) · difusões com g.i. L e S respectivamente. t.ais que X o = Yo. Se 

Lx, ~ Sy, q.s., e T [Rj é o g.i de H(X, B)[H(Y, B)j, entiW TB ~ RB q.s. 
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Com efeito, seja Y" = X e B" = B. obviamente lim., .... x. B" = B e 

L-r;B(wJ 

Lxn(w) 

c;,, I , 
~ O ú.. I 

então de A.7i segue-se que T B(w) = lim.,~x- TJ3,( ... ·) = RB(w)· 

1\ão é dificíl de mostrar que todo levantamento horizontal estocástieo em relação a 

uma 2-conexão para P verifica AO)- A 7). De fato. seja H(X, B) o levantamento horizontal 

estocástico em relação a uma 2-conexão H, então AOI e A1) sào óbvios. 

Para provar A2). Seja Y = H(X. B). então Y é solução de 

Assim 

Como H f X. R9 B) é a ú11ica soluç:ào de 

Rg,H(Y)d2X 

H(R,l')doX 

dol' H(Y)doX 

1·o R9 B 

obtemos que R9 H(X, B) = H(X, R9 B ). 

A3) segue de propriedades das equações diferenciais estocásticas. 
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Para provar A4), SeJa(} E r(TP). Como 

' f (B, do(H(X, B) o n) 
o 

obt.emos que H(X, B) o o sahsfaz 

"' f (B.d,(H(X.B)) 
o 
o, 
I (H' e, d,X) 
o 
' I (H'B, do(X o 0)) 
o 

d2Y H(l')d 2(X o a) 

Y0 B 

Isto é H(X o o. B) ~ H(X, B) o a. 

A.S) é aHálogo com A4). A6) é conseqüência do lema?? Pois r. oH(X,B) jy;:::: X h .. 

e H(X. B) I Te H(X IT· B ITl tem o mesmo g.i. 

A7) segue-se do fato que o g.i de H(Y 11 .B 11
)[ H(Y. B)] é HR 11 [HS] e da contmuidade 

de H. 

Estamos interessados em mostrar a reciproca da obsen·ação anterior, isto é, todo 

paralelismo estocástico de difusões em P de um certo tipo. é dado por um leYantamento 

horizont.al est.oeást.ico em relação a uma 2-tonexâo para P 

Seja P (A!, G') um fi brado principal e H um paralelismo estocast.ico de difusões em P. 

Definição 3.2.1 Seja A E TxM pa.rabolico e X uma difusão para (O, :F, (:Ft), P) imcwl

izada em .T com g.i. L e tal qu.e L :r= A (uma tal difusão sempre ev.st.e ver por eumplo 

f16j;. Para p E -.- 1(xj nos defimmos LP(A) como o g.z. de Hi.X,p) evaluado em p. 

).fostremos que Lp é bem definido. 

De fato. seja Y uma difusão para (0, :F. (:Ft), P) inicializada em ~r com g.i. S tal que 

S:r = .4. Seja t.ambém R o g.i. de H(}',p) e To g.i. de H(X.p então de [Bj segut>-se que 

Lp(A) = TP = Rp. isto é a definição de Lp só depende de (0. :F. (:Ft ), P). 

Agora. seja X uma difusã.o para (0, :F, (:F1), P) com g.i L micalizada em T. Podemos 
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considerar que O n D = 6. Sejam O OU O, jt = {a U b : a E :Ft ,b E :F1} e 

- _ - { X,(~·) for_. E íl 
P(a U b) = ~P(a) + ~P(b ), definamos X 1(:.,.•) = _ este processo é uma 

X,(c·) for-· E íl 

difusão para (Õ. f. (f!). P) com g.i L. De A6) obtemos. que 

H(X,p) In 
H(X,p) lo 

H(X.p) 

H(X ,p) 

Seja K o g.i de H(X,p). Então K é o g.i de H(X,p) e H(X.pi. Logo Lp é independente 

do espaço de probabilidade filtrado. Provamos assim que Lp esta bem definida 

proposição 3.2.2 Sejam p E Tt -l(r) . A. B E TxUHI parabohcos e), E IR:;::o· Então 

Demonstração: 

l. Seja X uma difusão inicializada em x com g.i. L e tal que Lx = A. Segue-se de 

Al). que 7i(H(X.p)) ~X. Se R é o g.i. de H(X.p) sabe-se, que n,R ~L o"- Em 

particular: h,(LpA) = TJ*(Rp) =L~.= A. 

2. Seja X uma difusão inicializada em x com g.i. L tal que Lx = A. E seja R o g.i de 

H(X. p). Se fJ é uma mudança do tempo definida por B(t) = >.t. Então Y = X o B 

é uma difusão para (D. :F>-.1, P) com g.i. >.L. De A4) 

H(l'.p) ~ HíXo&.p) H(X.p)o&. 
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De- onde H(Yp) é uma difusão com g.i. >.R. Ass1m pela definição de Lp 

3. Seja X urna difusfio inícializilda em .T com g.i L. tal que LT =A Segue-se de A2) 

que R9 H(X.p) ~ H(X.pg). Logo da definição de I:P. LpgA ~ R9.(l:pA). 

4. Seja A E TT.l\1. B um campo de Af tal que BT =A e X a cur,·a integral de B t.al 

que X o= 1·. Como X f:. um V.L. processo segue-se de A3j que H(X.J!) é um V.L. 

processo. Logo o g.1 de H(X, p) é um operador diferenciável de primer ordem, 

assim .C1,A E TpP. 

proposição 3.2.3 

com g.1 .. L.L. 

o 

Se X / v.ma difusão com g.i. L. Entào H(X,B) é u.ma difvsào 

Demonstração: Mostremos primeiro, que se X é uma difusão c.om g.i. S e R é o g.i. 

de H(X. B). enttio Rs = f...sS' q.s .. onde LsS( .. .,;) = Ls;,;)S. 

De fato. Seja {Yy}y<CM uma família de difusões com g.i. S. como )\0 é uma difusão 

com g.i Se O~x 0 ) 0 = X 0 de [B] segue-se, que Rs = Ts onde T é o g i. de H(rx0 • B). 

Seja B uma variável aleatória a valore-s em P simples (lsto é. B = Lp;1 0 , ). De A6). 

segue-se que 

H()~y 0 ! ú;. B I o;) 

= H()~p;·P;) 

Então T8 I o.;= Lp,S. Isto é, Rs = Ts = LsS. 

Agom. seja B E :F0 arbitrarw. Existe (B") C :Fc. onde cada B,.., é simples. tal que 

hmB 11 = B. Como 8 é o gi. de yn = )";;B": segue-se de A71, que se R 11 é o g.I de 

H(Y 11 .B 11
) então lim11_,,x(Ls"(wlS = RBn(w)) = Rs(w) q.s .. Logo Rs = LsS. 
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Seja X uma difusão com g.J. L. De A5) segue-se, que para todo a E IR, H (X a, H(X, B )a) = 

H(X, B)a. Como xa é uma difusão com g.i. L. se R é o g.i. de H(X, B) então R é o g.i 

de H(X, B)", Logo RH(X,BJ" ~ [H(X,B)"L Isto é H(X. B) tem g.i. [L. D 

Corolario 3.2.4 .c= {.C.p}p~P é e-x. 

Demonstração: Seja L E f(rll1) e X uma difusão com g.i. L. Então H(X, B) é uma 

difusão com g i. L L. e como LL E r( T P) resulta que L é ex. 

Propomos o seguinte axioma. 

AS) Sejam A. B E T77PM parabólicos. então 

LpA + LPB 

(Lp 8 Lp)QA 

D 

Dizemos que um paralelismo estocástico de difusões H em P é um paralelismo es

tocástico axiomático de difusões em P se verifica .\8). !\este caso, temos uma única 

extensão de Lp a uma transformação linear Lp . Tr.pM ~ TpP e obviament.e. L = { Lp}pEP 

é uma 2-conexão. 

Finalmente 

Teorema 3.2.5 Seja P(A1. G) um. fibrado pnnczpal e H um paralelismo estocástico a:r

J.om.ático de d'l{asões em P. Entà.o enste uma un1.ca 2-conuâo LH tal que se (X,B) E 

S(rl, (.Ftlt>O· P), H(X, B) é o levantamento horizontal estocástico de X em relação a [.E 

im.cw.lizado em B. 

Demonstração: Seja .CH definida como em 3.2.1. então t:E é uma 2-conexâo. Seja X 

uma difusão para (D. (.Ft)t 2c.. P) com g.i. Se B uma :Fú-Y.a. tCil que 1< B =X o Segue-se 

da proposJção3.ztlue H(X.B) é uma difusão com g.i LH(SJ. Agora, pelo corolarioZ,_3?e 
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a definição de H obtemos que H(X. B) é o levantamento horizontal est.ocástim de X em 

relação a .CHinicializado em B. D 
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Capítulo 4 

Geometria de H 2 M 

O objetivo deste capitulo é estudar as relações entre a geometria de Schwartz de H 1 M e 

a geometria usual de H:: A f. 

:\"ós diYidímos est.e capitulo em duas seções. ~a primeira estabelecemos a existência 

de bijeç:ões entre as l-conexões de H'2l'vf, as 2-conexões de H~ A! e os transportes par

alelos estocasticos em TM. i'\ a segunda seção introduzimos de uma maneira natural um 

prolongamento r--+ r 1 de l-conexões sem torsào de H 1lv! a l-conexões de H 2A1, prova

mos que este prolongamento coincide com o prolongamento p(r) definido por L Kolar 

[22] e damos uma interpretação estocâstica deste prolongamento em termos de transporte 

paralelo estocástico. 

4.1 l-Conexões de H 2 M e o Transporte Paralelo Es

tocastico em T M. 

?\esta seção estudamos as l-conexões de H 2M. Primeiro. mostramos a expressão em co

ordenadas locais do operador de derivada covariant.e associado a uma l-conexão de H 2 Af. 

A partir dest.a expressão achamos a fórmula de mudança de coordenadas das componentes 

locais de uma l-conexão em H 2 Af. Depois achamos a fórmula de mudança de coorde

nadas para as componentes locais das equações est.ocásticas lineares j30] ~Iostramos 
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que estas componentes locais são as componentes locais de uma l-conexão de H 2 M com 

smal trocado. Isto estabelece. uma correspondência bijetora entre as l-conexões de H 7M 

e os transportes paralelos estocást.icos em T M. Finalmente, provamos que existe uma 

correspondência bijetora entre l-conexões de H'2~M e 2-conexões de H 1_\1 

Seja Af uma Yariedade diferenciaYeL e 

{ JÔs : s é um difeomorfismo local de O E IR 11 em .\1} 

o conjunto de 2-bases holonomicas de M. este conjunto é um fibrado principal com grupo 

estrutural 

:f é um difeomorfismo local em O e .f(O) =O} 

e proJeção ,. 7 H'2Af- AI definida por "f;"
2 (j§s) = s(O). onde a aç.ão pela direita de Gl2 

em H 2 A1 é dada por: J5s · J5f = J5C~ o fl. 

Lembremos que G/7 é um produto semidireto G/ 2 = Gl(n) ex: S2(n) onde S2(n) 

e o espaço n'torial real das formas bilineares simétricas de IR11
, Gl(n) identifica-se ao 

subgrupo de Gl2 {JÕf E G/2 :DiJr(O) =Üparar,z,j = l, .... n}, e S:::(n) ao subgrupo 

{.:iÕ.f E G(2 : DdJ(O) = 6! para i,j = 1, ... n} Em coordenadas locais se ( (;j.Çjk) e 
11 = (f!j, TJjk) E G"(2 o produto~'/= (.Xj, ,>,jk) é dado por 

e 

d (-c') ('' -1 on e ... j = ..,J' . 

.-i s 
., .. '!/) 

-1rs+-is 
:.,rs'Tij'Tik ~s 1 1;k 

O fibrado dos vetores tangentes de ordem dos T M é um fibrado vetorial associado a 
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H 2M pela seguinte ação a esquerda de Gl2 em To/R .. 

Temos um epimorfismo canônico de fibrados pnncipais r. f: H::Af -----> H 1 Af, definido 

por: :r.f(jÕsJ = J6s. 

Seja r uma conexão em H 2.\1, e w sua form<t de conexão associada, então :.c-' decompõe-

se como 

onde ;,_·0 é a gl(n, IR) componente e "-'la S2 (n) componente de~· 

Sejam {Ej} e {E~"= ES"'} as bases canônicas de gl(n.lR) e S 2(n) respectivamente. 

E seja a a seção local de Hc;;JJ dada por a(.r) = (:ri. Jd. O) sobre (U. :1·;). Definimos as 

funções r;k e r.in em u (rjkl = qlk) por 

As funções r;k , f}kz são as componentes locais de r re-speito a(~· :r;). 

Seja f uma conexão em H 2 Af, como T M é um fi. brado vetorial associado de H 2 M 

podemos definir um operador de derivada covariante 'V em TA! [12, proposition 1 10] 

A seguir. calcularemos \- em coordenadas locais. 

Seja (U. :r;) uma carta local de M e (r. -l (V), (:ri, :rj)) . (r. -l ([,-). (:ri, :r~, xjk)) as cartas 

induzidas por (U. :ri) para H 1 Af e H 2M respectJYamE>nte. SeJam r uma conexão em 

H 1 .T\1 e f uma conexão em H 2
Af. Sabe-se que [4] se X= Xi 8 ~, E T:,.M, o levantamento 
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horizontal de X tem a seguinte expressão em coordenadas locais 

Onde as rjk são as componentes locais de r. E rjk , rjk1 são as componentes locais de 

r. 

proposição 4.1.1 Sejam (U . . ri) uma carta lowl de M e A(xl = ai(.r) 8 ~, +a 1 J(:r_·) 8 x~;x:i E 

TxAf. En.f.Õo 

V 2....A(l'l 
éJ.rl. 

Demonstração: Sejam A E r(TM) e FA H'2A1 ----. r0Jf{" dado por FA(P) = p- 1 

'( ( I) S A( . ; 8 + •! "' (l' ;I · - l l d F (--'(") ( ; ; ; ') .r1 TI p . e x) = a ôx' a ôx'ôxJ em .. I . a expressao oca e A em " u , .r , .r j, x jk .' 

é 

OndE' (X~) 

( ; ; 1< ·r ;D· __)__ iJD ·I xj, xj!.· 1a 1 , a ,1 , 

I_!L ro L_ r" -"-J((-i s _ -; s -:P-dl jk)D -1-a:r'- kRar~ krYt&.r;;., X5Q IsXpq:ljXkQ '' 

(7T1a")'D · . 7' ~· lj ' 

( âa; +ri j ...J_ fi jr)D· + (8a'! + f·i rj + fl Jr)D·· 
8x' kja ~·jra 1 ax~ kr 0 kra 'J 



Então 

\7 _,_A(.r) ,, ' 

(,, " O)·[( aa• +r' '+r' J')D + (i!a'' + rJ "+r' •!)D ·[ ~ . 'JJ. &xk kja J..jra , &:rk ba J..·;a. iJ 

o 

Agora. nã.o é difícil achar a regra de mudança de coordenadas para as componentes 

locais de uma conexão em H '2M 

proposição 4.1.2 Seja r U7110 wne:rã.o em H 2M' (r~j· fkm1ll e (f-~-j: f~m11) os cornpo

nent.es locais de f ns cartas locais (U, xiJ e (U, Xi) de M respectimmente. Então 

-k r,, 

-k 
r rah 

o 

Lemhremos que o transporte paralelo est.ocástico de Yo E Tx 0 A1 ao longo de Xt. Y1 

obtem-se como solução de uma equação estocástica linear. De acordo com P. Meyer [30] 

Yt é solução de uma equação est.ocástica linear; Se dada uma carta local (U. x') de M, 

temos que Y1 satisfaz uma equação do tipo 
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Onde (7r- 1(["),:ri,yj = dxl) é a carta induzida por ([/.x 1
) em TAJ. Chamamos 

(a;-1• a;m:nl da;;; compone-nt.es locais da equação estocástica linear. A seguir, calculamos as 

regras de mudança de coordenadas para estas componentes locais 

proposição 4.1.3 .Sejam M uma varúdade d~ferenóavel. (ai,j,af--mnl e (aij,Gkmn) as 

componenÜ'S loc.a.is de uma f'qu.açâo estocástica lm.ea.r nas cartas loca.zs de M, (U, xi) e 

(ú", :ti) respecfn•ame.n.te. Entà.o 

&2 r' i):r:J ) ã:i:l' a:J;L.i 

t!ibR axa - &ri ffiaã:ibff:? 

Demonstração: Pela regra do produto, temos que 

Agora. aplicando a fórmula de Itó 

1." l - t!J~ 
(/ &:r' 
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d[ifi' l''] Ô:r'. 

&' ( ' Y'dX'' + i la[X'm xn]) 
â:r' QJI 0 jmn2 ' 

di 8 2 Xk d"j éf3? ld[Xj X'] i yJdvt i ld[''m X'fP] 
âf·ô:rJ Jl. + &x'&:::18:r1 2 , 'ajt .i\ + 0 1mn2 · ./\ ' J1 

éi.lr 
Por deriYações parcims de 

fi.T"' 
6b, temos que 

aszk ô:rj axt &xi 
8:r1 8:rJ8xt ff:F"' fFx5 EJ:i" 

Logo obtemos que 

iJi.k- &2:ri 
Ôx' ã:P' m.t o 

EFi" &3xl 
{h1 8x"'EJ:i 0 ~ 
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Por outro lado. temos que dYk 

coeficientes 4.1 temos que 

-•vrav' _, =r' Ja["" x'] E -ar-/I ""- + amb 2 ""- , . ntao comparando 

82 x' é'J:r-'. õ:fk 83 x 1 

EfiÓffX' iJI" ! - fui maffiOEG' 

o 

Segue-sE:>, que a fórmula dE:> mudan~·a de coordenadas locats de uma equação estocástJca 

linear é a mesma que a das componentes locais de uma l-conexão de H':2M com smal 

trocado. Temos assim o seguinte corolário 

Corolario 4.1.4 Exzste u.ma correspondêncw bijetora entre as l-conexões de H'::!. A! e os 

transportes paralelos estocástt-cos dfO TJf. Seja r urna 1-cone.rão de H'2.U e (U. :ri) urna 

carta loca! de M. Entáo esta correspondênc1a é dada e.rpHcitamente por 

r (r' f' I }" 1 -r'. yiax'- r' vi~a[xm X"j. = kj· lmm ___. d :::: Jl yrnnl 
2 

· 

Lembremos que uma 2-surconexâo de TM é uma partiç.ã.o .-\2 TM - J2TAI da 

seguinte sequêncw exata de fi brado!' \'etoriais: 
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cartas induzida<; para T M e hT M respectivamente, então nestas coordenadas locais 

:'\ão é difícil de provar. que existe uma correspmJ(Iênda bijetora entre l-conexões de H:;I'vf 

e 2-surcouexõcs de T M. Em coordenadas locais esta conespondéncia é dada por 

r (r i r' I À ( i ;) . ( i ' r; ' r; ') = kj· kmn - r : X , y _____, :r , y , - krY . - krsY 

Dos coment árias anteriores. obtem os o seguinte resultado de natureza estritamente geométrica 

proposição 4.1.5 Enstr· uma correspondfncia b1jetora entre l-conexões dr H 2M e 2-

cone.rôcs dr H 1 .U. 

4.2 O Prolongamento f __, f 1. 

?\esta seção construímos e estudamos um prolongamento natural r- f 1 de l-conexões 

sem torsâo de H 1 .M a l-conexões de H 2.M A construç.ão deste prolongamento é baseada 

no seguinte resultado de S. J-\obayashi [20]. Exist.e uma correspondéncia bijetora eutre 

as G!(n)-esrruturas de H'2_'1/ (isto é um subfibrado principal de H'2M com grupo estru

tural G'/(11 ·,) e as l-conexões sem t.orsão de H 1.U ( conexões afines sem torsão de M ). 

Começaremos por mostrar de uma maneira mais geométrica este resultado. Depois, cal

culamos as componentes locais de f 1e mostramos que f 1 coinc1de com o prolongamento 

p(f) defiiJido por I. Kolar [2t. Também, mostramos que este prolongamento tem uma 

interpretação natural em termos de transporte paralelo estocástico. É interessante notar 

que pela correspondência bijetora de 4.1.4 f 1 é associado com o transporte paralelo de 

Dorhn-Guerra em TA1. 

Lembremos da seguinte 

Definição 4.2.1 Sejam M e.\' 1•anedades dijercnc1,avezs proridas de conexões sem torsâo 

[M e[,..,. re.spu:tú•amente. :tE .H e y E .1.V uma aphcoçào hntor F í:rM ___. ly.Y é afim 
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se 

r_l\,oF = Fof_u 

Seja r uma conexão sem torsão de M. eni ão definimos: 

ondE' IFr é considerado com a conexiio "ftat"· usuaL 

Seja (U.1· 0
) um sistema de coordenadas local (U.J· 0

) para Jf. Então [8] s. : T0JF(" ___, 

Ts(O)M é afim para f se e SÓ se 

D BD "f" - ;S j•~ .Y.-

onde f(,n são as COmponenteS de f em (U. ICt)_ 

Olw1amente, sej5s E Q(f) ejâf E Gl(n):; Gt'2entãojts-::-f E Q(f). De fato, como 

e Dij.r = O. Então 

D(s o f)" ') . (Dc~s") o fD;J' · D;f' 

-Drs 8 Dts1 f';J.-, .. · D1 .r" · D;/1 

-D,(s o i)BD1(s o fr'f'j_. 

E como .i5s E Q(rj e J6s · g E Q(r) implicam que g E Gl(r1 Concluímos que Q(f) é 

uma Gl(n )-estrutura de H 2.U. 

Teorema 4.2.2 A aphcoçâo 

Q. { conexôe.• SPnl forsão para .i\1} --> { G/(n )-estruturas de H 2M} 
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! bijf'fora. 

Demonstração: Sejam r e r 1 conexoes sem t.orsão para M. i\Tão é difícil ver que 

Q{f) f. Q(f 1
) se f f:. f 1

. Seja Puma Gl(n)-estrut.ura de H'2M e Jâs E F, pelo teorema 

da função inYersa. existe uma vizinhança U de :r= s(O) EM t.al que (U. (.r 1
) = s- 1 ) é 

um sist.erna de coordenadas local. ::\este sistema de coordenadas D 0 s0 = 6~ Definimos 

f"9..( x) = - D fh-5° estas são as componentes locais de r uma conexão sem torsão para A1. 

Üb\iamente. para esta conexão p = {J5s E H 2M s.: To/Rn _,. Ts(o)M é afim para r}. 
Isto é P ~ Q(f). O 

Seja r uma conexao sem torsão de },f. Definimos um monomorfismo de fibrados 

prmcipais ir = ~-o [Tti/Q(n]- 1 H 1.H - H'2M onde ir Gl(n) - Gl2 é a inclusão 

natural. Ent.ão [21. proposition 6.1] existe uma lÍnica conexão f 1 em H 2M tal que os 

subespaços horizoiJtais de r são leYados a subespaços horizontais de f 1 por ir. Ainda 

ma1s. se :.v·r é a forma de conexão de r, então ir"-'rl = Urk""·r. 

Seja f uma conexão sem torsão. :\osso próximo objetiYo é achar as componentes 

locais de r 1
. 

Seja p 1 (x'.8j) E H 1M e Po 

temos que 

e 

8 rtÔI'
1 8 

8x' - X j :I k 8.r' Bxl 
]!: 

8 k r; 8 .I r; 8 
&x' - Xm rk&x' - ~71 lr&x' 

J ]>To TlJ 
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então 

:c ( 8 are, 8 f' ( a 2f·' a 1) 
- 8:r 1 - Ôl·' ôx~ - 1) axr - rk &:r' 

.JÀ J )~ 

( a f' a (2l"T' ar',) a) 
Ô:r' - ij i'J:rr + 1) rk - Ô:r' a;t ' ,, 

Rg. o ir.(pJ) (X H') 

\'
1 (JL- f' JL + (2f' f' - ilGnrr- f' P '-8

-) 
~ Ô:r' ij ax; sn im 8:r' 1) m11 i &:r;:,,., 

Deuotemos por f~k . ~kt = ~lk as componentes locais de f 1 . Então 

= rim?l 

Esta ultima fórmula implica a seguinte 

proposição 4.2.3 Seja. (U .. r') uma carta local de A1 e r uma coneiao sem torsâo para 

M com componentes locms fJ~-- Entâ.o a8 componentes locais de f 1
, Gke f:m?l sâo dadas 

por 

( ar~, · f'fJ -(f' r• +f' f' I· 8x' -t- i; mn sn 1m sm in. i 

Como estas sao as compcmentes locais de p(f) [19], onde p e o operador natural 

definido por I. Kolar em [221. De onde segue-se o 

Corolario 4.2.4 Seja r uma. conexa.o sem torsão paraM, com as notações antenores 
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temos que 

A seguir damos uma descrição de r 1 em termos de transporte paralelo estocástico. 

SeJa r uma conexão sem torsão de AI, se X 1 é um semimartmgale é conhecido que r 

determina um transporte paralelo estocástico em TA! ao longo de X 1• Px_.x, Tx,.U 

TxJl-1. De [9. lemma 11] temos que ex1ste uma única extensão afim P\.,x
1 

Tx,.\1 

T_;.,:1 M. ;\ ão é difícil mostrar que P\.,x
1 

determina o levantamento horizontal estocástlco 

de X 1 em H 2M associado com (fl)S (o prolongamento de Stratono\·ich de f 1
). 

Lembremos que a equação diferencial estocást.ica associada com o transporte par

fllelo de Dorhn -Guerra em TM (.10] tem a segumt.e expressão nas coordenadas locais 

(~.-1u·,.x~.y.i = d.,-i)-

da proposição anterior temos que 

Obtemos assim o segumt e 

Corolario 4.2.5 Seja f uma conerao sem torsão de M. Então pela correspondêncw do 

proposzçào4.1.4 [ 1 é assocwdo com o transporte paralelo de Dorhn-Guerra.. 
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