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INTRODUÇAO 

A meta de:;te trabalho é apresentar uma caracterização da famÜia dos torneios 

Hami!t.onianoi> com o menor número de 3-ciclos. 

Nesta elaboração faremos uso de ferramentas que nos possibilitem ter uma 

idéia de como um torneio se comporta nas \'izinhanças de seus vértices; para 

exemplificar \·ide [lO] t.eorema 17. É como se fosse urna máquina que fotografa a 

estrutura topológica exibindo-a através dP uma maneira combinatória, de modo 

que possamos dizer algo a mais do que anteriornwnte. Em [9] foi introduzido o 

conceito de 3-ciclos não projetados em um torneio. para se obter uma caracter­

ização gráfica de torneios simplesmente desconexos, isto é, torneios cujo grupo 

fundamental é não trivial. 

As etapas na confecção do trabalho serão as seguintes: 

L De inicio daremos uma sequência de df'finições dos conceitos básicos. 
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2. Motivação que levou ao aparK'illlent.o da teoria de homotopia 

regular de digrafos, alguns dos resultados obtidos .. e aparecimento natural do 

conceito de ciclo projetado. 

3. 1\cst.a etapa aprcs('ntaremos algumas proposições que serão utilizadas no 

teorema central (deixaremos tais proposições em parágTafo a parte com a final­

idade de não sobrecarregar a demonstração do teorema). 

4. Na quart.a parte demónstraremos o teorema que caracteriza os torneios 

com menor número de 3-ciclos. 

5. Ao término df'sta etapa tiramos como rf'sultado uma caracterização da 

famÜia B, através de uma sequéncia relacionada com cada um de seus vértices. 
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Chapter 1 

Definições 

Definição: Um torneio T é um dig:rafo. no qual cada par de vértices é unido 

por um e somente um arco. 

Quando um dado torneio contén1 um çjç)o através de cada um de seus vértices 

uma única vez damos o nome de torneio HamiltoniatJO. 

Designaremos V(T ) o conjunto V(T ) = {vi> v2, ... , vn } dos vértices do 

torneio. 

Quando dois vértices são unidos por um arco orientado de v; para vi , de-

notamo" v; - v
3 

, v, é dito ser um predff'essor de t"j e t'j um sucessor de v, 

Agora, se cada vértice de um subtorneio A é um predecessor de cada vértice ~e 

um subtorneio B, nós escreveremos A ____,. B. Os vértic.es de um subtorneio são 

chamados equivalE'ntes se e somente se para qualquer q E T, \A ou q ______, A ou 

A ______. q. 
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Os vért.i.ces de T, são particionados em subt.omeios disjuntos s( 1 l, ... , s(m) 

de vértices equivalentes (vide [10] pag. 4) e denotaremos por Rm o torneio com 

' t' I t r-I;J sUl m ver Jce:> w 1 , w2, ... , w= no qua w, __....,. WJ se e somen e se.) ............... . 

Denotamos: T., = Rm(S(1l, ... ,s(m)) e dizemos que T,.. i: uma composição 

do quocienh' Rm com as componentes 5(1), ... , s(m) . 

Definição: Um vértice v de T., é neutro se T., \ t· é Hamiltoniano. 

Definição: Seja A., (n:?: 4) um tomf'io onde V(A,) é o eonjnnt.o dos vértices 

eoconjuntodearestaséE(A., )={(v, ,vj) f j < i-1 ouj = í-1}. Este torneio é 

chamado de bineutro {not.e que tal torneio possui somente do~ \"ért.ice~~ neutros). 

Las Vergnas provou que estes A., 's são os únicos torneio~ com dois vértices 

neutros para n 2: 4 [12]. 

Definição: Um subtorneio T' de um torneio T é dito ser projetado por um 

vértice v se existir um vértice VE T \ T' tal que ou v __....,. T ou T'---+ v. Caso 

contrário é dito ser não projetado .. 

Definição: Um dclo C de Tn não projetado é minimal ,;e para cada ciclo 

C" tal que V(C') c V(C) é projetado no mÍnimo por um vé:-tice de T., 

Definição: Ciclo caract.eristico é um ciclo que possui o menor comprimento 

dentre os ciclos minimais (pode existir mais do que um ciclo minimal em um 

dado torneio). 

Damos o nome dE- caract.erÍstlca cÍclica de um. torneio L·. ao cornplimento 

de um ciclo caracterÍstico, denotando por cc(T" ). Diferenç-a ciclica de Tn é 

definida por: cd(T,., ) = n- cc(T., ), onde n é a cardinalidadE- de V(T., ). 
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Definição: 1Jm torneio onde seu coujuto de vértices f! dado por V(iJ) 

{ ob 02, ... ,a,, XI, x2, ... , Xm-1} tal que: 

L o sub torneio induzido< OJ, a2, .. , am. > coincide comAm. Am. é o torneio 

bineutro 

2. (xi,Xj) e (a,,xj) E E(O) se i> j 

3. (:z:j,0;) E E(iJ) se i :5 j será denot-ado por 82m-I 

Definição: Um torneio /3 obtido de !32m.-· I pela extração de K (O :S K :S 

m-3) dos vért.iees x2, .... Xrn-2 é chamado de t.orneio ,3-derivado. O conjunto 

de todos os torneios ,3-deri-.....<J.do denotaremos por B. O conjunto de todos os 

torneios Hamilt.onianos com o menor número de 3-ciclos representaremos por 

B. 
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Chapter 2 

Motivação 

A Teoria de Homotopia Regular de Digrafos iniciou-se com os trabalhos de D. 

C. Demaria nos anos 70. Essa teoria em sua forma mais completa é apresentada 

nos artigos [3], [4], [5], [6], [7], (8], [9], trabalhos estes que são as referências 

básica.s para tese de mestrado de Tomas Edson Barros [l]_ 

Esta teoria surgiu de uma tentativa de se encontrar uma interpretação da 

Homotopia para Grafos, partindo das informações combinatórias fornecidas ape-

nas pelos dados do Grafo "abstrato'", G = (V(G), E(G)), sem a preocupação de 

uma particular realização (por exemplo, em 'R3 ). 

Ko caso em que G é um certo torneio T, tomando um \"értice v E V(T) 
' 

fixado. um elemento seria 

{ ,. v 1 ... v,. v } onde, vértices consecutivos são adjacentes {isto é, v ~ v1 

......... --.v, --+v). A multiplicação seria dada por 
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{V VJ---Vn V} {\'li' I .. U'r \"} = {V Vt ·-Vn V Y U't··-tl!r \"} 

e a:; homotopias permitidas seriam: 

(1) v w z....., v z sempre QU<' v _____,. w .--.----; z.::::} v_____,. z, 

(2)vv'""v 

Isto levou à drfinição de aplicaçOes o-regulan•s: 

Se D = (V(D), A{D)) é um digrafo, uma aplicação do intervalo I= [0,1] em 

V(D) 

f' [0,1] - \'(D) 

é o-regular SE' r 1(a) n j- 1 (b)---'--' f/1 fõE'lllpre que a~ b. 

Com a g('neralização para ap!iC'ações o-regUlares do n-cubo !"em V(D), e a 

respectiva noção de homotopia (o--t·egular), Demaria definiu o n-ésimo grupo de 

hoinot.opia regular para um digrafo D, denotado por Q, (D.,-) 

Esta teoria t.em seu desenvolvimento coroado com o teorema: 

Teorema (Demaria): 

Q" (D,v) ='!I (] K o], v) 

onde I K D I é o poliedro associado a um complexo simplicial ,. conveniente". 

Observação: Dado um digrafo D = (V(D), A(D)), um subconjunto não 

vazio X C V(D) é testado se existe x E X tal que x - X-x. X é totalmente 

testado se para todo subconjunt.o não vazio A C X, A é testado. Os simplexos 

em K D são aquelE'.s gerados pelos subconjuntos totalmente testado de D. 

Se D é um tomeio T, os subconjuntos t.o1.almente testados são os sub torneios 

transitivos (veja [I]). 

11 



&t.e teorema de Demaria nos permite o cálculo dos gru.pos de homotopia 

regular Q" (D,v) em termos da homotopia clássica de poliedros. Com este 

nosso tratamento o poliedro realiza um complexo simplicial onde podemos ter 

n-simplexos com n > 1, sendo qut>- sua complexidade traduz a complexidade 

combinatória do digrafo em que.st.ão. Obser\'amos ainda que a realização desse 

complexo simplicial é posterior, S{'ndo que de inicio parte-se apenas dos dados 

combinatórios fornecidos pelo digrafo "abstrato". 

No caso em que o digrafo é um torneio. um 3-ciclo 

v 

/""' u w 

é candidato natural a ser um gerador de Q,., (T). 
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Contudo se existir um vértice x tal que <u, \·. w> - x ott 

X---+ <u, v, W> 

v X 

t><J u w 

observamos que <u. v, x>, <v, w, x> e <u, w, x> são todos transitivos e 

port.anto geram 2-simplexos em I Kr I, sendo que neste caso o 3-ciclo <u, v. 

w> é homotopicamente nulo. 

Ist.o levou a definição de n-ciclo projetado e não-projetado, conceitos estes 

que permitiram uma classificação de toda a classe H n dos torneios hamiltonianos 

de ordem n (veja [13]). 
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Chapter 3 

Resultados Básicos 

Proposição 3.1: Se B., E l3 é a composição: Bn R (s (l) stm)) ,-m , ... , , en ao 

cada componente s{il i = 1, 2, ... , m é transitiva. 

Demonstraç6o: Suponha que uma componente, por exemplo s(l) , não seja 

transitiva. Então em sOJ existe no minimo um 3-ciclo e Bn capaz de conter 

mais 3-ciclos do que o torneio com o mesmo quociente, o qual é obtido pela 

substituição da componente sOl com a componente transiti\·a de mesma ordem. 

Proposição 3.2: Se B" E /3, então cada m-subt.orneio hamiltoniano H,.., 

contém m-2 3-ciclos (isto é. H m E B), para cada m tal que 3 $ m $ n- L 

Demonstração: 

Suponha que um subtorneio Hamtltoniano H, .. 1 contém m >n-3 3-cidos. 

Considere o vértice v tal que H.,_ 1 = Bn \v. (Desde que v(*) está contido em 

um 3-cido, B, terá mais do que n-2 3-cidos, mas Bn E B, portanto, obtemos 
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uma con1radição). * 

Então, todos os subtorneios H n-l E 8. Agora, considerli' um sub torneio H m 

com 3:::; m :::; n-1. 

São duas as possibilidades a serem consideradas: 

I. Existe uma cadeia de subtorneios Hamiltonianos H;.,_ 1 .H~_,_ 2 •... ,H~_ 1 

tal que \/(Hm) C \/(H;.,-,- 1 ) C ... C V(H~_ 1 ) C V(Hn). 

Utilizando o mesmo argumento de (*) em cada uma da~ inclusões acima 

chegamos a: 

H~-l EB,H~-2EB .. ,HmEB 

li. Existe um subtorneio Hamilt.oniano H~(rn ::; 5 ::; n - 1) tal que entre 

H 711 eH~ existe uma cadeia de subt.orncios Hamilt.oniano assim como em {I). 

Para cada subt.orneio T~+l tal que V(H~) C V(T~+ 1 ), T~+l não é Hamiltoniano, 

isto é, H~ é conado por todos os vért.ices de 

V(Hn )\ V(H;) = {vJ, v2, .. , v.,_ 5 }. Então, Hs pode ser colocado sob a forma 

H,.,= H~_ 9 _ 1 ({vl}, ... , {vn-s},H~ ), a qual i: uma contradição pela proposição 

(3.1) 

Proposição 3.3: Seja f] um t.orneio f32m-l deri...-ado. então: 

3.3.1. Para cada x; i= l, 2, ... , m-1 de 3 existe soment.e um 3-ddo através 

de x,- ,a saber x., a;, a,+ 1 , x,-

Demonstração: 

A construção será feita por exclusão no modo de combinar a sequénda dos 

Yértices: 
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A) x1 ---+ :rJ-----. Xk onde i> j > k (hipótese) 

Para que se possa completar o 3-dclo através de x, seria nece:;sário que Xk 

---+ x,. Agora. pela construção de !3 Xk --+X i se e somente se k > i, mas por 

hipótese. i > k. Contradiçào. 
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Para obter o 3-ciclo através de x; teriamos que ak ---+X;. Da construção de 

f32m~ 1 ak ---+a, se e somente se k > i. Contradição i > j ;:::: k. 

C) x,. --->aj -->Xk onde i 2. j > k (hipótese) 

Para montar o 3-ciclo através de x; seria preciso que Xk -x,, mas isto só 

seria possh'el se k > i, o que cont.radiz a hipótese. 
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D) x, ___.ai ------+ak onde i 2: j e k = 1. 2, ... , j-2 (hipótese). 

Para obtermos o 3-dclo seria necessário que ak ----->X;. mas isto só ocorrerá 

se k >i. Agora. da hipótese ternos que i 2: j > k Port.ant.o. i> k. Contradição. 

Sabemos que j+l > j e j :-=;i. 

{*)se j<i: 

- j+l >i=? j 2: i.Contradiz (*). 

-j+l =i~ x;,aj,aj.,.I não formaria um 3-ciclo, pois ai-r-i f- x, 

- j+l<i =? x,, ai, aj+1 não formaria um 3-ciclo, pois aj.._l f- x, 
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Logo, só nos rest.a testar i = j: 

-X i ----->a;: pode ocorrer poisx j --->a; se e somente se j 2: i 

-a; ---->a;_,_t : pela construção de Am 

-ai+ 1 -·~X( pode ocorrer pois aj ____.,x; se e somente se j > i 

Portanto, existe somente um 3-ciclo através de x;. 

X; -->a; -->a,+1 ----+ x, 

Dtmonstração: 

Temos que V(~ = {a 1 .... ,a,..,_,Xt ..... x;.,_J ) onde deletamos k (O< k < 

m-3) dos vérticesx2 .... ,.'!:m-2 . 

I - Am possui m-2 3--ciclos !14] 

II -/3 tem n = 2m - 1 - k vértices, O :::; k :::; m-3 

111 - Pela proposiçiio 3.3.1, I e> Il acima temos que.,J possui 

(m - 2) + (m - 1 - k) ~ (2m - 1 - k) - 2 ~ n - 2 

n -2 3-cklos, logo f3 E B. 



Chapter 4 

O Teorema de 

Caracterização 

Teorema de' Caracterização: t:m torneio H, contém o menor número de 

3-ciclos se e somente se H n é uma das duas composiç.ões: 

l.H, =B3 (S, {a}, {b}), onde a ('omponent.e Sé transitiva e B3 é um 3-ciclo; 

2.H, =~({at}, ... ,{am},S(l}, .. ,s(m-l) ), ondej3 E B c H., é obtido de~ 

peliiS subst.ituições dos vértices x, E F (.8 ) por qualquer componente transitiva. 

Dtm onstraçõ o: 

<==) Considere primeir~, o caso em que 

H" ~Be (S, {a), {b}}, 

20 



por 1 sabemos que B3 é um 3-cido, logo temos o seguint-e diagrama: 

~ .. 
~r. 

então para cada XE S temos x. a. b. x é um 3-ddo 

Sendo S por hipótese transitiYa não existe 3-cido através de x em S. Portanto 

o número de 3-cic\os de H, é n-2, já que para cada um dos n-2 vértices de S, 

existe somente um 3-dclo.H, E B. 

Considere o segundo caso: 

Desde que para cada x;, existe em .B somente um 3-cido através de xi,a 

saber:x,., a, a,._,_ 1 , x; (Proposição 3.3.1) 

s(;) ~ a; ________,. Ui.;- I _______,. s(•) t<Cmos para cada y E S(i) um 3-ciclo através 

de y, já que em sUl não pode existir um 3-ciclo através de y, pois, s(i) é uma 

componente tnmsiti\'a. 

0 número de vértices existentes em 5 1, S 2, ... , s(=-tl é n-m, pois, H, possui 

n vértices e {at}, ... , {am} contribui com m vértic&J, logo o restante está em 

st, __ ,s(=-ll 

Então, como para cada um dos n-m vértic&J de S 1 .... , s(:m-IJ, existe somente 

um 3-ciclo at.ravé.<, dest e..s, concluÍmos que a quantidade de 3-ciclos é n-m. 

21 



Como Am possui o menor número de 3-ciclos. então existem m - k + 1 

3-ciclos, ou seja, m- 3 + 1 = m- 2. 

Portanto, o número de 3-ciclos de Hn f: a quantidade de 3-cidos de Am mais 

a quantidade de 3-ciclos devido a s(ll, ... , s{m-tl. As . ..,im m - 2 + n - m = n- 2 

=> H n E B pois em um torneio de n vértices o menor número de 3-ciclos é n- k 

+ 1 = n - 3 + 1 = n - 2. 

6) Procedimento: Indução sobre a ordem n 

Suponha que cada Br, E B é uma da,; duas composições (1), (2) e seja 

Bn~t E B. 

Considere um vértice Y de Bn~l tal que E r.= E,;~ 1\ v é Hamilt.oniano (v é 

vértice dp exatamente um 3-ciclo deBn+l ). 

Podemos supor que a ____,. b. São quatro as possibilidades de adjacências de 

v, a, b: 

la.) v ----+ a e b ----+v 

2a.) v ___,. a e v----+ b 

3a.) a___,. v e b----+ v 

4a.)a----+ v e v ----+ b 

De acordo com a hipótese de induçào Bn é uma das duas composições (1), (2). 
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I)B" ~ B3(S. {a}. {b}) 

la.) 

já que B 3 é um 3-ciclo 

Observe que a. b, v,a forma um 3-ciclo através de v em Bn,l . Além disto, 

podemos notar atra,·és do diagrama que 

<V(S) u {v}>= s· é transitiva. 

Logo a composição de BY,+l é da forma 

Veja que S' ______.{a}-- {b}-----> S' 

2a.) v -a e v ----> b 

Como exist.e exatamente um 3-ciclo que passa através de v, existe xE S tal 

que x -----+ v e v ______. S\ x, senão para l'ada y E S poderíamos construir o 3-ciclo 

v, b, y, v 
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Então v, b, x, v é o 3-ciclo at.ravé) de v. 

Notar que: 

v----.av--'--'"bv--->S\x 

x-a já que S __,.a e XE S 

b----. S\x 

S \X ----->8~ b ----> X ----> \' 

com isto, concluimos que o torneio quociente é A5 pois. estas sào as pro­

priedades satisfeitas por ele. 

Bn+' ~ A;(S \x, {a}, {b}. {x), {v)) 

3a.) a----. v e b___, v 

Devido ao fato que por v passa exatamente um 3-ciclo, temos que existe um 

xE S tal que ,. ---+X e S \ x ---+ v. 

Caso contrá1io poderÍamos construir através de cada vértice y E S o 3-ciclo 

v ___, y ---+a----. v. 

Assim sendo, v, x, a, v é o 3-ciclo através de v. 

Observar: 
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b--;---> X b----> \' 

3----t v 

Logo, o torneio quocient.e desta composição é A e>. 

B""' ~A; ({v), {x}, (a), {b}, S\x) 

4a.} a___, ,. e v ----> b 

O subtorneio induzido pelos vértice:; de S nao podem ser conados por v, 

senão existiriam no rninüno dois 3-ciclos através de \". 

Então, em V(S) existe um vértice x tal que x---+ \'e um \'értice z tal que v 

----> z. Isto nos leva a uma contradição já que podemos construir os seguinte> 

3-ciclos: 

x~v ---h- x 

v .........., z -a___, v 

Il) Bn ~ii ((a, }, 

Afirmação: 

ai· a2, ... , am. al ciclo cara.cteristico de J. 

Demonstração - Etapa 1: 
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1\ão existe XE fJ tal que x- Am , pois . .r, --->aj, se e somente St; i ;:: j. 

Fazendo j = m vemos que é impossivcl que tal exigência (i 2 m) seja sat.isfeita 

já que I $.i$. m-1. 

Não existe y E (J tal que Am ___.. y, pois.a; -xj, se e somente se. i> j. 

Admitindo que i=l, tal exigência (i> j) não se cumpre,já que 1 :=; j::; m-L 

(*) Am não é projetado por nenhum vértice de~-

Etapa 2: 

Seja aj, , ... ,ai< (**) 3::; k :S m-1, um k-ciclo em< {ai} .... , {am} >­

Tome t= mio { .il, .... jk} 

r = max { h, ... , ik } 

a) Se rfm, temos que x.,. -at V l E {ji> ... ik} 

b) Ser=metofl. temosquea 1 -xt-1 'dlE{j}, ... ,jk} 

c) Se r=m e t=l, entiio a 11 a2, ... ,a= será o único ciclo possÍvel. Porém, 

obtemos uma contradição com (**) pois aqui k=m. Logo tal situação não é 

admitida. 

(***) Em virtude dos itens a. b, c, concluÍmos que qualquer que seja o ciclo 

contido em Am, este é projetado por algum vértice de {3. 

Portant.o,a 11 a2, ... ,am,al é um ciclo minimal por(*) e (***). 

Etapa 3: 

Para que possamos retirur um dos aj e os vértices restantes cont-inuem con-

stituindo um m-1 ciclo se faz necesfiário que j= 1 ouj=m. Ao omitirmos a1, então 

a2 , ... , am será projetado por x 1 (Lembrar que. nem x 1 e nem.rm-1 podem ser 
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retirados na confet,~ão de fJ ). 

Ao omitirmos Grn· então OJ, ..• ,om-1 , será projetado por Xm-I Porém, 

para que um m-1 ciclo seje mini mal, é necessário que não sejp projetado. 

Assim sendo,a1, ... arn. é um ciclo caract.eristico de~­

Vamos considerar 3 casos: 

lo.) v -->a; V i= L 2, ... , m 

2o.)at -->v V i= L 2, ... , m 

3o.)ai, ... ,am não ê conado por\". 

lo. Caso: 

Desde que Bn-l é Hamiltoniano. exist.em j ( 1 :5 j :5 m-1 ) e xE V(Sj) tal 

que x- v, senão não seria possh·el fechar um ciclo através de todos os vértices 

de Bn+l· 
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a) j = m- 1 Suponha que j'f' m- 1 j < m- 2 

Como j+l > j, temos que aj~-l ~ x 

j+2 > j. logo a1+2 ____,. x 

Agora Y -ai V j = l, 2, ... , m por hipótese. 

Assim construÍmos dois 3-cidos atrayés de v 

x, v,aj-1 ,x ex. v,aj-c-2, x 

Portanto, chegamos a uma cont-radição, logo j = m - 1 

b) Em s(rn-l) somente existe um vértice x tal que x ---+ v Do contrário 

existiriam no mÍnimo x, z E sCm-I) tal que x___, vez- v . 

• 

O __ 
arn ___,x pois m > m- 1 

arn..__,zpoism>m-1 

logo, z -----> v ----->Um ------Jo z e 

X______. v --->am --tX são dois 3-ciclot; através de v, contradiçiio. 
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Notar que: 

X------+ak para k = 1, 2, ... , m-1 pois XE s(m- 1) e m-1 ;::: k 

Um --+X pois XE S(m-l) em·> ffi- 1 

v ~sUl j = 1, 2, ... , m-2 pela pat1.e a} 

v ~ S(m-1)\ X peJa parte a) e b) 

x--+ v ,por b) 

Considere a; =a, 'i i = 1, 2, ... , m 

s'Ul = S(j) 'i j = 1, 2, ... , m-2 

st(m-l') = S(m -l) \X 

S'(m) ={v} 

Logo, o torneio quociente de Bn+l i> um torneio 8-deri\'ado 8'. 

B - ''({ '} { ' } { ' } S'Ul s'<ml) 11-'-l- !-' al , ... , am. , arn+l , , .. , 

2o. Caso: 

a; ___, v 'i i = 1, 2, ... , m 

Bn-;-l é Hamiltoniano, logo deve existir j (I S j S m-1) e xE V(sUl) tal que. 

V--+ X. 
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c) j = 1 Suponha j:r! ) j 2: 2 

Como j 2: j temos 

x- "J 

sendo j > j-1 

x- aj-1 

Sabemos que ak ___, \' V k = 1, 2 .... , m 

Port.anto, podemos construir dois 3-ciclos através de v, a saber: x,a
1

, v,x e 

X,Gj-1, V, X 

Assim, chegamos a uma contradiç-ão: 

Portanto j = 1 
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d) Em S(ll somente existe um vértice x t.al que v ---t x 

Senão existiriam no mÍnimo x, z E sOl tal que v ---tX e v ____..,. z 

., 

Sabemos que x j ___,.a,. Ç=:} i ::; j logo 

Portanto v, x,a 1 . v e v, z, a 1 . v são dois 3-<'idos através de v, chegamos a 

uma contradição. 

Observar que: 

ak ----->X para k = 2, J, ... , m pois XE S(IJ e k > 1 

sUl------> v 'if j = 2, 3, ... , m-L pelo item (c) 

S(l)\ X________,. v, pelos itens (c) e (d) 

Considere: 

a"1 = x 

a" •+I =a, V i= 1, 2, ... , m 

S"(l) ={v} 

s"(2J = s(lJ \ x 

s"(•+ 1J = s(iJv i= 2, 3 .... , m-1 
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Com est.a caracterização notamos que o torneio quociente é um torneio {3-

derivado: 

3o. Caso: 

Considerando a E s(m-l) e w E s(lJ são os possiveis subcasos a analisar: 

(1) v- a w _______,v 

(2) v- o v~ w 

(3) Q ----+ v v; ----+ v 

(4) Q ----+ v v ~ w 

(1) v ______, Q w- v 

a __. w já que m-1 > L Assim, podemos constmir dois diferentes 3-ciclos: 

v, a, w, v através do vértice\' e um 3-ciclo contido no suht.orneio Hamiltoniano 

<v,ab ... ,am> Portant.o obtemo:; uma contradição, pois, existe um único 3-

ciClo através de Y E B n + 1 
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(2}" ~ Q v --T w 

I' I s w. 

2.1 -o-->ak V k = 1, 2, ... , m-1 pois o: E s(m-l) e m-1 2:k. Portanto, v 

·----'>a; V i= I. 2, ... , m-1 senão o 3--ciclo v, o,a1 , v podp ser coll5truido. Isto vem 

do fato de sabermos que o 3-cido através de v está contido em <v, a 1 , .. , am> 

e este é único. 

2.2 -a= ~ v, pois senão a 11 a2, ... ,am.a1 seria con&do por v. Assim sendo, 

o único 3-cielo atra\'és de\" será v,nm-l ,am, v. 

2.3 -

v 

5
(m-1] 

{m-2 
s 

Como :r, ---->X i quando i> j temos que: 
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o--> S(k) V k = 1, 2, ... , m-2 pois o: E slm-t) 

Logo v ---+ sUh; j = 1, 2, ... , m-2 

Do contrário, para cada x E sUl poderÍamos construir o 3-ciclo v, a, x, v. 

Portanto: 

(3) Q ---+v w --. \' 

• 
'm 

Desde que v é mn \'ért.ice de exatamente um 3-ciclo contido em <v,{a 1 }, ... { am}> 

temos: 

3.1 - Como w E sltl a, _____, w \:i i = 2, 3, ... , m logo a, _____, v"'/ i= 2, 3, 

... , m, senão o 3-ciclo v,a;, w, v pode ser construÍdo o qual não e~tá contido em 

<v, {at}, .. , {a,., }>. 
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3.2 -v --+ a 1 do contrário a1,a2, ... ,al?',a1 ser<Í conado por v. Com isto o 

único 3-ciclo através de v será v,aha 2, v. 

v 

(m-1 
s 

3.3- Para V i= 2, ... , m-1 temos que s(iJ ~ w pois i > I. 

Então, S(i) ___.v 'di= 2, 3, ... , m-1 senão para 

cada xE s(i) o 3-ciclo x, w, v,x poderá ser constmido. 

(4) o ---<v v -w 

v • 

4.1- Sabemos quex; ---<ai quando i 2: j 

logo s(I) __,. a1 e am---> S(m-l) pois a,---" Xj quando i> j TIO C8SO i= 
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m,j=m-1 

Desde que v é um vértice de exatamente um 3-ciclo contido em <v,a 1 , .. ,am> 

temos que v--+ a 1, caso contrário podemos construir o 3-ciclo v,W,at, v o qual 

não e.'ltá contido em <v,a 1• a 2 , ... ,arn>. 

arn--+ v senão v,am. o, v, pode ser construido. 

4.2- Existe exatamente um indice i tal que v -- a, a,_ 1 -----.v e v,a;,ai.;.I 

, v é o 3-ciclo através de v. 

4.3- v _____, sW v j = 1. 2, .... i-I 

Pelo Ítem anterior já obtemos o Índice i tal quP v, a,, a1-1. v forma o 3-cido. 

v 

., 

[i-1 I s 

a, ---+ S(j) se i > j, logo ,. ____, S(j) para 'IJ j = L 2 ... , i-1, pois, caso 

contrário podemos constnlir o 3--ciclo v,a,, x. v, para cada x E S(j) 
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4.4- s(k)- v v k = i+l, ... , m-1 

v 

s(k) - a;+l se k 2: i+ 1. 

Assim, sCk) ----+v V k = i+l, ... , m-1, do contrário podemos const.ruir o 

3-ciclo \', y,a;.q, v, para cada y E 5(kJ. 

4.5- < v U F(S(;l) > é um torneio t.ransitivo. 

Se tal torneio não fosse transitivo. entã.o existiria mn 3-ciclo através de v 

contido nele, mas isto .levaria a uma contradiçào com 4.2. Assim: 
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Chapter 5 

Conseqüência 

Corolário: t:rn tomeio Hn contém o menor número de 3-cidos se e somente se 

H n tem a sequencia de adjacência 1, 1, 2, 3, ... , n-3, n-2, n-2. 

Demonstração: 

Seja H, E B. Pelo teorema de carct.erizaç·ão H n é urna das seguintes com-

posições: 
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1- Se Hn =B3 ( S, {a}, {b} ), podemos supor que a_______, h. Como B 3 é um 

3-ciclo temos o diagrama: 

® -·· 

~L 
Note que do vértice a sai soment.E' um arco orientado od(a)= I 

Sabemos que exist.em n vértices, logo em S t.emos n-2 já quE' a rf_ S e b (/. S. 

Mas dP b os arcos orientados saem. 

Assim od(b) = n- 2 (od: grau de saida) 

Vamos analisar os elementos de S: 

Caso I V(S) I = 3 

od(y) ~ l 

Caso I V(S) I = m, m 2: 4 

Seja X}, x2, ... , Xm-b Xm os vértices de Srr, onde Sm é transitivo. 

Suponha que não exista v1 E F(Sm) t.al que t'J __..... Sm \ VJ. Então e>..istem 
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vértices x, y e z E V(S.,_ \ vt) tal que o diagrama abaixo se ~'erifica. 

X 

z 

Assim constpllmos o 3-ciclo VI, x, z, VI mas, Sm é transitivo. Contradição. 

Portanto. existe um vértice VJ E V(S,.,.) tal que v1 ~ Sm. \v. 

Considere o torneio Sm.-1 = Sm \VI . Pelo argumento precedente temos que 

existe v2 E \' (Sm.- J) tal que vz ---. Sm-l \ vz . 

RepetiJJdo sucessivamente o raciodnio chegaremos a: 

'ifi E {1, 2 .... , m-1} :lvi E V(Sm-HI) tal quE' vi~ S(m-i+l) \v; onde 

S{m-•+1) = S.,_\ { VJ, v2, ... , V;-I} 

Logo, od(t:, ) =m-iem Sm . 

Sendo H,.,= B3(S, {a}, {b}) temos que S ----<a ou seja. todos os elementos 

de S tem pelo menos grau de saÍda igual a l. 

Tomando no resultado acima m = n-2 obtemos od(v; = n-2-i para cada 

Portanto. od(vi) = n-2-i+l = n-1-i em H, para cada v, E Sn-2. Com isto 
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a sequência associada aos vért;ices deH" é: 

1, 1, 2, 3, ... , n-3. n-2, n-2. 

2 H. - "({ } { } s''' s(mc ''J - !'!.- I-' Ot 1 ... , Om 1 , •. 1 

Kós podemos ordenar V(H,) \{at,am} do seguinte modo: 

k = L 2, ... , m-1 , v < w se od(v) < od(w). Desta forma os vértices podem 

ser rotulados com t"t, vz . ... , Vn-2 de modo que od(v, ) ,_., i , para t.odo t·, E 

Para cada v E s(kJ, v é adja<"ente a a 1 e todos os predecessores nesta ordem. 

o mesmo ocorrendo com cada a,, com exceção de o;-1, substituÍdo por a,_J 

Além disto, od(a 1 ) = I (az -----;.a 1 única possibilid11de) e od(am ) = n- 2. 

então a sequência deH 11 é: 

1, l, 2, ... , n-3, n-2, n-2 

41 



Exemplificando: 

~ 

s' ,, s' ,. s' j ., J J J J J ., _j ,___J ,_J ,___J I ,_J ., _j _j ,___J ,___J I ,_J 
' ., _j • _j ,___J ,___J _j ' ., _j _j _j _j ,_J 

' ' • _j _j _j _j _j' 
' ' 

s' ,_J ' ,_Ji ' ' .-J ~ 

' s' J ,_J ..__J i 
~ ,, .-J ._j 

' ,. ,___J 

Reciprocamente: seja 1, 1, 2, ... , n-3, n-2, n-2 sequéncia associada aos vértices 

de Hn. Desde que o número de 3-ci(·los é determinado pela sua sequência, todos 

os torneios com a sequência anterior terá o mes-mo número de 3-ciclos.(Veja 

[2],Teorema 4.5) 

Observe que no torneio bineutro An od(al ) = 1 od(az ) l od(a3 ) = 2 

od(a4) = 3 ... od(an-d = n-2 od(an) = n-2. 

Logo,An possui uma sequéncia igual aquela associada Hw Sabemos queAn E 

B(possui o menor número de 3-ciclos) logo. H,. E B. 
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