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INTRODUCAO

A meta deste trabalho é apresentar uma caracterizacao da familia dos torneios

Harmniltonianos com o menor ntunero de 3-ciclos.

Nesta elaboracio faremos uso de ferramentas que nos possibilitern ter uma
idéia de como um torneio se comporia nas vizinhangas de seus vértices; para
exemplificar vide {10 teorema 17. E como se fosse uma méquina que fotografa a
estrutura topolégica exibinde-a através de uma maneira combinatéria, de modo
que possamos dizer alge a mais do que anteriermente. Em [9] foi introduzido o
conceito de 3-ciclos nao projetados em um torneio. para se obter uma caracier-
izacdo grifica de torneios simplesmente desconexos, isto é, torneios cujo grupe

fundamental é nao trivial.
As etapas na confecgao do trabalho serfo as seguintes:

1. De inicio daremos uma sequéncia de definicoes dos conceitos basicos.



2. Motivacao que levou ao aparecimento da teoria de homotopia
regular de digrafos, alguns dos resultados obtidos e aparecimento natural do

conceito de cicle projetado.

3. Nesta etapa apresentaremos algumas propesicoes que serdo utilizadas no
teorema central (deixaremes tais proposicoes em pardgrafo a parte corn a final-

idade de nio sobrecarregar a demonstragao do teorema).

4. Na quarta parte deménstrareinos ¢ teorema que caracteriza 0s torneios

com menor numero de 3-ciclos.

5. Ao término desta etapa tiramos como resultado uma caracterizacdo da

familia B, através de uma sequéncia relacionada com cada um de seus vértices.



Chapter 1

Definicoes

Defini¢ao: Um torneio T ¢ um digrafo. ne qual cada par de vértices é unido

por um e somente um arco.

Quando um dado torneio contém uﬁl ciclo através de cada um de seus vértices
uma Unica vez damos o nome de torneio Hamiltoniano.

Designaremos V(T ) o conjunte V(T ) = {v1,v2, ...,vy } dos vértices do
torneio.

Quande dois vértices sdo unidos por um arco orientade de v; para v; , de-
notamos v; —— v; , v; € dito ser um predecessor de v; € v; um sucessor de v; .
Agora, se cada vértice de urn subtorneio A é um predecessor de cada vértice de
um subtorneio B, nés escreveremos A — B. Os vértices de um subtorneio séo
chamados equivalentes se e somente se para qualquer ¢ € T, \ 4 oug — A on

A—q

=l



Os vértices de T, sdo particionados em subtorneios disjuntos S0, ..., §{™)
de vértices equivalentes (vide [10] pag. 4) e denotaremos por R,, o torneio com
m vértices wy, wy, ..., W, N0 qual w, — w; s€ e somente se §1) 5

Denotamos: Ty, = Rp(S0), ..., (™) ¢ dizemos que T,, ¢ uma composigio
do quociente R, com as componentes sy slm),

Defini¢cao: Um vértice v de T, € neutro se Ty, \ v é Hamilioniano.

Definigao: Seja A, (n> 4) um torneio onde V(4,, ) é o conjunto dos vértices
e o conjunto de arestas é E(Ay, } = {{vi ,v; ) /] < i-louj = i—1}. Este torneioé
chamado de bineutro (note que tal torneio possui somente dois vértices neutros}.
Las Vergnas provou que estes A, 's sde 0s nices torneio: com dois vértices
neutros para n > 4 {12},

Definigao: Um subtorneio T” de um torneio T é dito ser projetado por um
vertice v se existir um vértice ve T\ T’ tal queou v — T  ou T*—— v. Caso
contrério é dito ser nao projetado.

Definigao: Um ciclo C de T, nao projetade é minimal se para cada ciclo
C" tal que V{C’') C V(C) é projetado ne minime por um vértice de Ty, .

Definigao: Ciclo caracteristico é um ciclo que possui o menor comprimento
dentre os cicles minimais {pede existir mais do que um ciclo minimal em um

dade torneio).
I
Damos o nome de caracteristica ciclica de um.torneio 7, ao comprimento

de um ciclo caracteristico, denotando por cc{T,, ). Diferenca ciclica de T, é

definida por: ed(T,, ) =n - ce(T, }, onde n ¢ & cardinalidade de V(T,, ).



Definigao: Urn torneio onde seu conjuto de vértices é dade por V(5) =
{ay,a2, .., am, 21,72, ..., 2m-1} tal que:

1. o subtorneio induzido < .ﬂl , @9, ..., 0, > coincide com A,, . A,, éo tomeio
bineutro
2. (zi,z; ) ef{a,,z; ) €E(3)sei>]

3. (z;,0; ) € B(B) sei < ] sera denotade por fop,.1 .

Definigao: Um torneic 3 obtide de 82,1 pela extragio de K (0 < K <
m-3) dos vértices z3,....zm-2 é chamado de torneio 3-derivado. O conjunto
de tedos os torneios S-derivado denotaremos por B O conjunto de todos os
torneios Hamilt.oni_anos com © menor nimero de 3-ciclos representaremos por

B.



Chapter 2

Motivacao

A Teoria de Homotopia Regular de Digrafos iniciou-se com os trabalhes de D.
C. Demaria nos anos 70. Essa teoria em sua forma mais completa é apresentada
. hes artigos [3], [4]? 18], 6}, [7]. [B], [9], trabalhos estes que sdo as referéncias
bésicas para tese de mestrado de Tomas Edson Barres [1].

Esta teoria surgiu de uma tentativa de se enconirar uma interpretacao da
Homotopia para Grafos, partindo das informagées combinatérias fornecidas ape-
nas pelos dados do Grafo "abstrate™, G = (V(G), E(G)), sem a preocupagioc de
uma particular realizagio (por exemplo, em R* ).

No easo em que G é um certo torneio T, tomando um vértice v € V(T)
fixado, um elemento seria

{ v vi.v, v } onde, vértices consecutivos sao adjacentes {isto é v — v

—..— U — v). A multiplicacde seria dada por

10



{vuicug vi{vuiw, v ={ Vol un VY wLwe v}

e as homotopias permitidas seriain:

(I)vwz~vz semprequey — W —~Z =V — 2,

2)vv~v

Isto levou & definicao de aplicagdes o-regulares:

Se D = (V(D)}, A(D)) € um digrafo, uma aplicagae do intervalo I = [0,1] em
V(D)

f:[0,1] — V(D)

é o-regular se f~'(a) M f~1(b) == @ sempre que a — b.

Com a generalizacao para aplicagées o-regtilares do n-cubo /™ em V(D)}, e a
respectiva no¢do de homotopia (o-regular), Demaria definiu o n-ésimo grupo de
homotopia regular para um digrafo D, denotado por @, (D.v)

Esta Leoria tem seu desenvolvimento coroade com o teorema:

Teorema (Demaria):

@n DV) ZIL (| Kp|, v}

onde | Kp | é o poliedre associade a um complexo simplicial " conveniente”.

Observagéo: Dado um digrafe D = (V(D}, A(D)), um subconjunto nao
vazio X C V(D) é testado se existe x € X tal que x — X-x. X é totalmente
testado se para todo subconjunto nio vazio A C X, A ¢ testado. Os simplexos
em K p sto aqueles gerados pelos subconjuntos totalmente testade de D.

Se D é um torneio T, os subconjuntos totalinente testados séo os subtorneios

transitivos (veja [1]).

11



Este teorema de Demaria nos permite o célculo dos grupos de homotopia
regular Q,, (D,v) em termos da homotopia classica de poliedros. Com este
nosso tratamento o poliedro realiza um complexo simplicial onde poderﬁos ter
n-sitnplexos com n > 1, sende que sua complexidade t.r%duz a complexidade
combinatéria do digrafo em questdo. Observamos ainda que a realizacdo desse
complexo simplicial é posterior, sende que de inicio parte-se apenas dos dados
combinatérios fornecidos pelo digrafo ”abstrato”.

No caso em que o digrafe é um torneio. un 3-cicle

. - "

é candidate natural a ser um gerador de Q.. (T).

12



Contudo se existir um vértice x tal gue <u, v, w> — x oy

X — <u, V, W

.

observamos que <u. v, X>, <V, W, X> € <1, W, X> ééo todos transitives e
portanto geram 2-simplexos em | Kt |, sendo que neste caso o 3-ciclo <y, v,
w> é homotopicamente nulo.

Isto levou a defini¢do de n-cicle projetade e nao-projetado, éoﬁceitos estes
que permitiram uma classificagio de toda a classe H,, dos torneios hamiltonianos

de ordem n (veja [13]).

13



Chapter 3

Resultados Basicos

Proposicao 3.1: Se B, € 3 é a composi¢ao: By = Rm(S‘rn, .,.,S{m)), entao
cada componente $1Ji=1,2, ..., m é transitiva.

Demonstragdo: Suponha que uina componente, por exemplo S | nio seja
transitiva. Entao em'S“.} existe no minimo um 3-ciclo e B, capaz de conter
mais 3-cicles de que o torneio com ¢ mesmo queciente, o qual é obtido pela
substitui¢io da componente $(1) com a componente transitiva de mesma ordem.

Proposicao 3.2: Se B, € B, entdo cada m-subterneio hamiltoniane H.,
contém m-2 3-ciclos (iste &, H,, € B), para cada m tal que 3 < m < n-1.

Demonsiracao:

\

Suponha que um subtorneio Hamtltoniano H,..j contém m >n-3 3-ciclos.

Considere o vértice v tal que H,_; = B, \ v. (Desde que v (*) esté contido em

um 3-ciclo, By terd mais do que n-2 3-cicles, mas B, € B, portanto, obtemos

14



uma conlradicgo). *

Entdo, todos os subtorneios H,_; € B. Agora, considere um subtorneic H,,
ecom3 <m< n-l.l

880 duas as possibilidades a serem consideradas:

I Existe uma cadeia de subtorneios Hamiltonianos H;, _.H. ..., H. _,
tal que V(H,,) CV(H,, 1) C... CV(H!_ ;) C V(H,).

Utilizando o mesmo argumento de (*) em cada uma das inclusoes acima
chegamos a:

H _|€BH, ,cB ., H,chB

1. Existe um subtorneiec Hamiltoniano H.(m < s < n — 1) tal que entre
HeH, existe uma cadeia de subtorneios Hamiltoniane assim como em (I).
Para cada subtorneio T, tal que V(H) € V(T ), T.,, nao é Hamiltoniane,
isto é, H; é conado por todos os vértices de
V{H, WV{(H, )= {v1,v,...,v,_s }. Entao, H, pode ser colocado sob & forma
Ho=H, . 1({vi} . {va_s}, HL ), 8 qual é uma contradicao pela proposicao
3.1)

Proposigao 3.3: Seja,@ uin torneio Jg,, . derivado. entio:

3.3.1. Para cada z; i= 1,2, ..., m-1 de 7 existe somente um 3-ciclo através
de x, ,a saber z;, a;, 4,41, T;

Demonstragao:

A construgéo serd feita por excluséo ne mode de combinar a sequéncia dos

vértices:



A) 2y — x; — xp ondei > j > k (hipotese)

AN

Para que se possa completar o 3-ciclo através de x; seria necessario que zy
— z;. Apora. pela construcdo de § z; — &; se e somente se k > i, mas por

hipétese, i > k. Contradicao.

16



B) z; —x; —ag onde i > j, k < j (hipétese}

N\

Para obter o 3-ciclo através de z; teriamos que ar —-=2;. Da construcio de
Bam-1 e — 6, se e somente se k > §. Contradigaei > j > k.

C) z; —a; —zonde i > j > k (hipdtese)

A\

Para montar o 3-ciclo através de x; seria preciso que r; —zx,, mas isto s6

serta possivel se k > 1, o que confradiz a hipétese.

17



D) z; —a; —agondei > jek=1.2, ..., j-2 (hipétese).

AL

Para obtermos o 3-ciclo seria necessario que a;, —— =z, nas iste sé ocorrerd
sek > i. Agora, da hipétese temos quei> j > k. Portanto. i > k. Contradigo.

E) Iy =g —8j41 ondej S i

!ai
x| TS

Sabemos que j+1 > jej <i.
{*) se j<i:
-j+1 »i = i > i.Contradiz (¥).
- j4+1 =i = z;,0;,a;;7 néo formaria um 3-cicle, pois a;j,.1 # %;

- j+1<i = z;, @, a;41 nao formaria um 3-ciclo, pois aj.y # z;

18



Logo, sé nos resta testar i = j:

i+

-r; —a; pode ocorrer pOiSIJI- —qg; Se e sornente se j > i

-a; —0,,1 : pela construcao de A,

-@i4+1 —=Z;: pode ocorrer pois a; —z; se e somente se j > i

Portanto, existe somente um 3-ciclo através de z;.

T —rly —rdje] —* I

3.32:8¢ B

Demonstragao:

Temos que V(ﬁ )= {a1.....@m 21, ....Tn_1 ) onde deletamosl k(0 <k <
m-3) dos vérticeszy, ...,t;m_2 .

I- A,, possui m-2 3-ciclos (14]

-3 temn = 2£n - 1- k vértices, 0 < k¥ < m-3

1II - Pela proposigao 3.3.1, I e Il acima temos qued possui

m-2)+(m-1-¥)=0R2m-1-k}-2=n-2

n -2 3-ciclos, logo 8 € B.

19



Chapter 4

O Teorema de

Caracterizacao

Tec;remal de Caracterizagao: Ulm torneio H,, contém o menor nimero de
3-ciclos se e somente se Hy, é uma das duas composigdes:
1.H, :33(5', {a}.{b}}). onde a componente 5 é transitiva e B3 é um 3-ciclo;
2.Ha =B{a1}, ... {am}, M, ... 8"=1 ) ondeg ¢ B e.Hn é obtide de
pelas substituigdes dos vértices z; € V{8 } por qualquer componente transitiva.
Demonstragdo:
<} Considere prim;airc:, o caso em que

Ha, =B3 (S: {a}! {b})?

20



por 1 sabemnos que B3 é um 3-cicle, logo temos o seguinte diagrama:

®__..._.__.____. a

entdo para cada x€ S temos X, &, b, x & um 3-ciclo

Sendo § por hipétese transitiva nao existe 3-ciclo através de x em 5. Portanto
o nimero de 3-ciclos de H,, é n-2, ja que para cada um dos n-2 vértices de §,
existe somente um 3-ciclo H,, € B.

Considere o segundo caso:

w =A({arh o {am} SO, ., 801 )

Desde que para cada x;, existe em 5‘ somente um 3-ciclo através de r;a
saberz,, a;, €421, T: (Prop'osig.ﬁo 3.3.1)

$0 — a; — ajp1 — 89 temos para cada v € SU) um 3-ciclo através
de v, j4 que em S') nio pode existir um 3-ciclo através de y, pois, S & uma
coInponente transitiva.

O nimero de vértices existentes em S, S?, .., §tm-1) ¢ nom, pois, H, possui
n vértices e {a1},..., {am} contribul com m vértices, logo o restante estd em
51 . glm-1)

Entio, como para cada win dos n-m vértices de §1. ..., §{m~1) existe somente

um 3-ciclo através destes, concluimos que a quantidade de 3-ciclos é n-m.

21



Como A, possui o menor numero de 3-ciclos, entdo existern m - k + 1
3-ciclos, ouseja, m-3 4+ 1=m- 2.

Porlanto, o ndmero de 3-ciclos de H,, € a quantidade de 3-ciclos de A,, mais
a quantidade de 3-ciclos devido a S, ., 8™ 1) Assimm-2+n-m=n-2
= Hy, € B pois em um torneio de n vértices o menor mimere de 3-ciclos é n- k
4+1=n-34+1=n-2.

6) Procedimento: Inducao sobre a ordem n

Suponha que cada B, € B é uma das duas composigces (1), {2) e seja
Bn.1€B.

Considere um vértice v de B, tal .que B, = B;!:1\ v é Hamiltoniano (v é
vértice de exatamente um 3-cicle deBn 4 ).

Podemos supor que a — b. Sao quatro as possibilidades de adjacéncias de
v, a, b
la)v—aeb ——v
20) v—aev —s b
Ja.)a—veb-—v
4a)a —vev-—b

De acorde com a hipdtese de inducae B,, é uma das duas composigoes (1), (2).

22



) B, = Ba(S. {a}, {b})

la.)

D

j4 que By € um 3-ciclo

Observe que a, b, v,a forma um 3-ciclo através de v em B, 1 . Além disto,
podemos notar através do diagrama gque

<V(8) U {v}> = § é transitiva.

Logo a composicio de B, € da forma

By11= B3 (S, {a}, {b})

Veja que §' — {a} — {b} — &’

28y v ~—aev-—"

Sy=

r&f

Como existe exatamenie um 3-ciclo que passa através de v, existe x¢ § tal

que x — v e v — S\ %, senio para cada y € S poderiamos construir o 3-cicio
v, b,y v.

23



Entao v, b, x, v é 0 3-ciclo através de v.

Notar que:

v—av-—-->bv-— §\z

x——a jdque S—+a e Xe§

b— S\=z

S\ ~——a—sb—zx—v

cont isto, concluimos que o torneio quociente € As , pois, estas sao as pro-

priedades satisfeitas por ele.

Bayi = A5(S \I, {a}! {b} {X}r {"})

Ja)a—veb— v

Devido ao fato que por v passa exatamente um 3-ciclo, temos que existe um

xc Stalquev —xeS\z — v

Caso contrario poderi'amos construir através de cada vérticey € S o 3-ciclo
V— ¥y —a—— V.

Assim sendo, v, X, a, v é 0 3-ciclo através de v.

Observar:

S\z ~—a S\z—V

24



b—x b— v

a— v

v —x-—sa—b— S\x

Logo, o torneio quociente desta composigao é A; .

Bnr1= As ({v}, {x}, {a}, {b}. S\ =)

4a) a— vev —b

O subtorneio induzido pelos vértices de 5 nao podem ser conados por v,
sendo existiriam no minimo dois 3-ciclos através de v.

Entao, em V (8} existe um vértice x tal que x —— v e um vértice z tal gue v
~— 2. Isto nos leva a uma font.radit;éo jd que podemos construir os seguintes
3-ciclos:

X— v —b— x

V e I e——rg—— Y

ID By, =8 ({a1 }, ... {am }, SV, ..5(m-1))

Afirmacio:

21. 439, ..., am. @) ciclo caracteristico de A.

Demonstragao - Etapa 1:



Nao existe xX& Ié tal que x-— An, , pois.z, —aj, sc € somente se 1 > j.
Fazende } = m vemos que é impossivel que tal exigéncia (i > m) seja satisfeita
jAgue ]l €< m-1.

Nao existe y € 4 tal que 4,, — ¥y, pois,a; —z;, se e sornente se, i > j.
Admiﬁndo que i=1, tal exigéneia (1 > j) ndo se cumpre,jé que 1 < j < m-L

(*) A nao € projetado por nenhum vértice de 8.

Etapa 2:

Seja aj, , .,a;, ()3 <k £ m-1, um k-ciclo em < {a3}. ..., {ap} >.

Tome t=min { j1,....jx }

T = max {,..3}

a) Se r¥m, temos que &, —a; ¥ 1ie {j1, ... jx}

b) Se r=m e t£1, temos que a; —x,_ 1 V1€ {j1, ..., jx}

¢} Se r=m e t=1, entdo aj,a2, ..,a;m serd o nico ciclo possivel. Porém,
olbt.emos uma contradicde com (**) pois aqui k=m. Logo tal situacho nao é
admitida.

(***) Em virtude dos itens a. b, ¢, concluimos que qualquer que seja o ciclo
contido em A, , este é projetado por algum vértice de 3.

Portanto,ay, ez, ...,am,21 € wn ciclo minimal por (*) e (***).

Etapa 3:
1
Para que pessamos retirur um dos a; e oS vériices restantes continuem con-

stituindo um m-1 cicle se faz necessérieo que j=1 ou j=m. Ae omitirmeos a;, entao

@3, <.y £y, sera projetado por z, (Lembrar que. nem z; e nemz,,_; podem ser

26



retirados na confecio de 4 ).
Ao omitirmos am. entdo e, ...,am-1 , Serd projetado por T;,_; .- Porém,
para que umn m-1 ciclo seje minimal, é necessirio que nie seje projetado,
Assim sendo,aj, ....e,, @ um ciclo caracteristico de ,é

Vamos considerar 3 casos:

lo) v —ae; ¥i=1.2,..,m
20)e; — VVi=1.2, .., m
30.)az, ...,am nio € conado por v.

lo, Caso:
Desde que B,,.; é Haniltoniano, existem j (1 <} < m-1 } e x€ V(57) tal

que X—— v, sendo nao seria possivel fechar um ciclo através de todos os vértices

de Bﬂ+1.

27



a)j=m-1Suponhaquej¥ m-1j<m-2

LT (1)} “je2
- 5 —

s
-\-_._.-i/
fr’ jc 2
w

Comao j+1 > §, temos que ¢jz] — X

it2 > j. logo ajg — X

Agorav —a; ¥j =1, 2, ..., m por hipétese.

Assim construimos deis 3-ciclos atrayés de v

X, Vi8j-] X € X, V,a5.2, X

Portanto, chegamos a uma contradigio, logo j =m -1

b) Em 507-1) somente existe um vértice x tal que x — v. Do contrério

existiriam no minimo x, z € $™ 1 tal que x— vez — v.

am —xpolsm>m- 1

Gy — ZDpoism>m-1
logo,z — v —a,, — Z @

X—= vV ——a,, —x 580 dois J-ciclos atraves de v, contradigao.

28



Notar quer
x—ap parak = 1,2, ..., m-1 pois x¢ $™-Vem-1 >k
am —x pois x€ ${m Vem> m- 1
v — 50 = 1,2, .., m?2 pela parte a)
Vo S(m_i)\ x pela parte a) e b}
X — Vv por b)

Considere ¢} =a; ¥Vi= 1,2, ... m

f

Qm—1 =

SN =5Wvyi=12 ..m2

§im-1) — glm-1)\ 4

§1m = (v}

Logo, o torneio quociente de B, é um torneio S-derivado 3.

B = 8'({a}}, . {a ), {ahnn ), D), L, 5707

20. Caso:

a;— v V¥Vi=12, ... m

Bp.1 é Hamiltoniano, loge deve existirj {1 < 5 <m-1) e xe V(SU)) tal que

V o— X

20



¢)j= 1Suponhaj#1j>2

. G}ﬂ}:n

>2
Como j > j temos

X

sende j > j-1

X— 251

Sabemos que arp — vV k=1 2. ... m

Portanto, podemos construir dois 3-ciclos através de v, a saber: x,2;, v,x
Xaj-1 .V, X
Assim, chegamos a uma contradigio:

Portanto j = 1
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d)} Em 5} somente existe um vértice x tal que v — x

Sendo existiriam no minimo x, z € §(1) tal que v —sxev — 2

m

.|' s i

Sabemos que z; —a; &= i < j logo

s 3x — aq

Portante v, X,a;. v e v, 2, a;, v sdo dois 3-ciclos através de v, chepamos a
uma contradicao.

Observar que:

ar —x para k= 2, 3, ..., m pois Xg SUek>1

X—ag pois_xE'S“)

SV vv¥j=23, .., m1 peloitem (c}

SN x — v, pelos itens (c) e {d)

Considere:

a’] = x

@iy =e; ¥i=1,2,...,m

570 = {v}

5@ = s\ ¢

S‘,(’!.-'—IJ — S(i)v i = 2, 3, caay m_]-
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Com esta caracterizagio notames que o torneio quocientie € um torneio g-
derivado:

Bust = 7({a"1 1oy {0” par}, 7 57 (m) )

3o. Caso:

ai,asg, ...,am.a1 nac € conado por v,

Considerando o € 801} ¢ w € §{1) 550 os possiveis subcasos a analisar:
{(})v—a w—v
@)v—a v—w
(3) 0o — Vv W —V
4o —v v—w

(v —eow-—— v

a — w }d que m-1 > 1. Assim, podemos censtruir dois diferentes 3-ciclos:

v, a, W, vV através do vértice v e um 3-ciclo contido no subterneic Hamiltoniano

<v,ay, ...,8,>. Portanto obtemos uma contradigae, pois, existe um Unico 3-
[

ciclo através de v € B,y

32



2.1 -a—ar ¥k =1,2, ... m-1 pois @ € 5V e m-1 >k. Portanto, v
—sa; ¥i= 1,2 .., m-1seno o 3-ciclo v, o.a;, v pode ser construido. Isto vem
do fato de sabermos que o 3-ciclo através de v estd contido e;m VA1, ey G
e este é tnico.

2.2 -4y, — v, pois senao ay,aq, ...,am.2) seria conado por v. Assim sendo,

o finico 3-ciclo através de v serd Vodmm—1 ,0m, V.

2.3 -

Comeo z; —z; quando i > j temos gue:
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a— §® k=19 .. m2poisaecsm D
Logov — SWvj=12 .., m2
Do contrérie, para cada = € ${) poderiamos construir o 3-ciclo v, a, x, v.

Portanio:

Brs1= 8({ar}, .. {am}, 81, §(m=2) glm=1) (4}

(3)0‘——>\rw-———9v

Desde gue v é um vértice de exatamente um 3-ciclo contide em <v,{a:}, .. {am}>
Lemos:

31-Comowe S g, — wvi=2 3, ..omlogoa — v¥i=2 3
...y I, s€RA0 0 3-ciclo v,0;, w, v pode ser construido o qual néo estd contido em

<v, {ar}, .., {am }>.
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3.2 - ¥ — a; do contrario aj,ay, ...,am,ay serd conado por v. Com isto o

inico 3-ciclo através de v serd v,a;,a3, v.

33-PeraVi=2, .., m1 temos que $) — w pois i > 1.
Entdo, S — v ¥i=2, 3, ..., m-1 sendo para

cada x€ §9 o 3-ciclo x, w, v,x podera ser construido.
Brn.i= I.é({a;}», e {em}, sWy {v}, 5@ . stm-1))

A)e—vv—w

Vo

4.1 - Sabemos quer; — a; quando i > j

logo 5V — a; e ap, — §0™Y pois o, —— z; quando i > j no caso i =
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m,j=m-1

Desde que v & um vértice de exatamente um 3-ciclo contide em <v,a;, ...,am,>
temos que v — aj, caso contrario podemos construir o 3-ciclo v,w,a1, V 0 qual
nao esta contido em <v,ay, ag , ...,am>.

Qmpm — Y SENnao v,tm,, o, v, pode ser construido.

42 - Existe exatamente um indice i 1al que v —= f; 4,1 —= V € V,0;,04.]
, vV éo 3-ciclo através de v,

43-v — SDVj=12 .. il

Pelo item anterior j4 obtemos o indice i tal que v, aj, ;-1 . v forma o 3-ciclo.

L4

f.

|

a; — SUlsei> j, logo v — 8 para ¥ j= 1, 2. ., il, pois, caso

contrario podemos construir o 3-ciclo v,a;, x, v, para cada x € §(7}
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44 - 8% — v vk=itl, .. m-1

SB) s g;.y ek > i+l

Assim, §&) — v ¥k =i+1, ..., m-1, do contririo podemos construir o
3-cicle v, y,a;41 i', para cada y € S(kj.

4.5 - vy V(S(“')) > é um torneio transitivo.

Se tal torneio naoc fosse transitivo, entdo existiria um 3-ciclo através de v

contido nele, mas isto levaria a uma contradicdo com 4.2. Assim:

Bri1= 8({a1}, .., {aa}, s, . 841 g0 o}, §E-1 glm=1h
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Chapter 5

Conseqiiéncia

Corolario: Um torneio H,, contém o menor niimero de 3-ciclos se e somente se
H, tem a sequéncia de adjacéncia 1, 1, 2, 3, ..., n-3, n-2, n-2.

Demonstragao:

Seja H, € B. Pelo teoremna de carcterizacdo H, é uma das seguintes com-.

posicdes:
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1-Se H, =B3 (S, {2}, {b} ), podemos supor que a — b. Como B3 é um

3-ciclo temnos o diagrama:

O

Note que do vértice a saj somente um arco oriéntado od{a)= 1

Sabemos que existem n vértices, logo em S termmos n-2 jdquea @ Seb & 8.
Mas de b os arcos orientados saem.

Assim od(b) = n - 2 (od: grau de saida)

Vamos analisar os elementos de $:

Caso | V(S) | = 3

od(x) = 2 od(z) = 3
Caso | V(8}) |=m,m > 1
Seja z1, 22, -y Tm-1, Tm 08 Vértices de 5., onde 5, é transitive.

Suponha que nao exista v; € V7 {Sy) tal que v3 — S5 \ vy . Entdo existem
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vértices x, y € 2 € V(Sm \ v1) tal que o diagrama abaixo se verifica.

Assim const;uimos o 3-ciclo vy, x, z, vy mas, S, é transitive. Contradigao.

Portanto, existe um vértice vy € V{Sn) tal que v; — Sm \ v.

Censidere o t.cume;w Sii-1= Sm\ vy . Pelo argumento precedente temos que
existe vy € V(5,,.1) tal que vy — S N\ vy .

Repetindo sucessivamente o raciocinio chegaremos a:

vie {1, 2 .., m1} 3uy € V(Sn-ir1) tal que vy — Spn_iiyy \ v onde

Stm-i+1) = Sm \ {v1,v2, .., vi- 1}

Logo, od{v; ) = m-iem S, .

Sendo H, = B3(S, {a}, {b}} temos que § —a on seja, todos os elementos
de 5 tem pelo menos grau de saida igual a 1.

Tomando no resultado acima m = n-2 obtemos od(v; ) = n-2-i para cada
v; & Sp_oem S,a_y .

Portanto, od{v; ) = n-2-i+1 = n-1-1 em H,, para cada v; € Sp_7 . Com Isto
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a sequéncia associada aos vértices deH,, é:

1,1,2 3, .., n3d. n2 n2.

2 -Ha = 8({ar}, ..., {am}, S, ., §(m=1))

Nés podemos ordenar V(H,, ) \{a1, a,»} do seguinte modo:

5 g5, S(Q), azy .ony g{m=2) am—1, S 1) onde para cada v, w € 55 |
k=12, .., m1,v < wseod(v) < od(w). Desta forma os vértices podern
ser rotulados com v, v9....,vn—z de modo que od(v; ) == i , para todo v; €
V(Hn) \ {a1,am}.

Para cada v € $*) v é adjacente a a; e todos os predecessores nesta order,
o mesmo ocorrendo com cada a;, com excecio de a;_; , substituido por a;—j -

Além disto, od(a; ) = 1 (a2 —=a; Unica possibilidade) e od(am ) =n-2.
entdo a sequéncia deH, &

1,1, 2, ..., n3 n2 n2
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Exemplificandeo:

Sl 1 SZ 53 S‘ 1 S5

Ll

P ) (P |

N o
K e
's I P R e
s I
I Dy
K e Lo
L )

Reciprocamente: seja 1, 1, 2, ..., n-3, n-2, n-2 sequencia associada aos vértices
de H,. Desde que o niimero de 3-ciclos € determinado pela sua sequéncia, todos
os torneios com a sequénciz anterior terd o mesmo niimerc de 3-ciclos.{Veja
[2]. Teorema 4.5}

Observe que no torneio bineutre A; od(ay } = 1 ed{ez ) = 1 od(as } = 2
od(aq )= 3 .. od(an_l)lz n-2 od(s, ) = n-2. |

Logo, A, possui uma sequéncia igual aquela associada H,,. Sabemos qued,, €

B(possui o menor niimero de 3-ciclos) logo.H,. € B.
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