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INTRODUGAO GERAL

Dentre os inumeros problemas de programagac matematica,
existe uma classe que se caracterizam por possuirem variaveis
chamadas "complicantes', no sentido de que o problema torna-
se mais simples sempre que tais variaveis sao fixadas tempora-
riamente.

A partir da observacgio de que,em alguns casos, a fixagao destas va-
riaveis resultava em sub-problemas lineares, J.F. Benders [1962] publicou
em 1962 seu metode de dec.om'msiqr'lo, que foi generallzado para  probhlemas
nao linearcs por A. M, Geolfrion no inicio da década passada T19727.

Este metodo tem sc mostrado muito eficiente na solugdo de
certos problemas praticos importantes, como os problemus de lo-
calizacdo [Franga, 197971, [Luna, 19781 ¢ de controle otimo de
sistemas hidro-térmicos de geracao de energia [Geromcl & Bap-
tistella, 19801.

Existe, entretanto, uma dificuldade que impede a aplica-
cao desta técnica de decomposigao para uma gama nuito malor de
problemas. Tal dificuldade é devida a necessidade da verifi-
cacao de uma propriedade, conhecida como propricdade P [Geof-
frion, 19721 , que reduz a classe de problemas para os quails
a técnica, como proposta por (Geoffrion, pode ser utilizada.

No presente trabalho estudamos a decomposicao Benders Ge-

neralizada a partir do conceito de fungoes suponfe, que sera in-

_ix_



troduzido no capitulo 2, o qual permite a obtencac do meétodo
e de sua interpretagio geométrica de um modo mais simples.

No entanto, veremos que nem todos os problemas que pos-
suem variaveis "complicantes" sdao resollveis deste modo, dado
que a aplicabilidade do métodc depende da verificagao da ci-
tada propricdade . Para problemas ue nao verificam esta propricdade,tro-
pomos entao ohter sua salugado por wn método de tipo gradiente nrojetado,
sempre que a fungao objetivo verif{icar determinadas condicoes de diferen-
clabilidade, que serao amplanente cstudadas neste trabalho.

Apos este estudo tedrico, vamos considerar o problema de
controle otimo de centrais térmicas de geracao de energia, que
sera decomposto segunde o metodo Benders generalizado. Aqui
nosso objetivo € dar um exemplo do uso desta técnica e sobre-
tudo quantificar a sua eficiencia na solucgdao de um problema
pratico.

A obtencao do método Benders generalizado e a sua apli-
cacao na solugao de problemas de controle deste tipo, poreém,
sG ¢ possivel a partir de um estudo detalhado de alguns con-
ceitos bdsicos da teoria da dualidade, tais como a equivalen-
cia primal-dual e diferenciabilidade da fungao dual.

O presente trabalho esta assim dividido:

Capitulo 1 - Trata de conceites basicos da teoria da duabili-
dade, com énfase nas condig¢des da equivalencia pri-
mal-dual e diferenciabilidade da fungao dual.

Capitulo 2 - Neste capitulo, o método Benders generalizado &
estudado a partir do conceito de {uncoes suporte.

Para problemas que nao verificam a propriedade P,



Capitulo 3 -

Capitulo 4 -

- %1 -

propomos um método de solugdo de tipo gradiente
projetado.

A decomposicao de Benders Generalizada classica
e aplicada ao problema de controle Otimo de ge-
ragdo térmica de energia. Tambeém sdo estudados em
detalhes o problema mestre e o subproblema. Os mée-
todos de solucgao para estes problemas saoc obti-
dos considerando suas estruturas particulares.
Com o estudo desenvolvido no capitulo anterior,
sao apresentadas algumas solugoes para o proble-

ma de controle otimo estudado.



CAPTTULO 1

TEORIA DA DUALIDADE

1.1 -~ INTRODUCAO

A teoria da dualidade, quando aplicada & problemas de es-
truturas distintas, resulta em problemas, chamados problemas
duais que, de acordo com cada uma destas estruturas, podem ser
resolvidos através de basicamente, trés tipos de estratégias
(Geoffrion [1970]1, Luna [19781).

Freqlientemente a dualidade induz separabilidade,que per-
mite que se resolva um problema originalmente definido no R"
via solugao de N problemas definidos no Rni, com .§1ni =n.

i=

Qutra manipulacgdo muito usada na solugao de problemas de
grande porte & a lineariza¢dao externa, que pode ser estendida
(ver Capitulo 2) para fungles ndo convexas atraveés de aproxi-
ma¢bes nao lineares.

Nosso objetivo neste capitulo, & examinar quando a fun-
cao dual resultante do problema manipulado & difereciavel, para
que possam ser usados métodos de tipo gradiente como estraté-
gia de solugdo. Nosso interesse deve-se ao fato de que, além
dos métodos de tipo gradiente serem os mais simples de serem
implementados na obtengao da solugao de problemas de progra-
magdo matematica, o gradiente da fungao dual, quando existe,ée

-1~



muito facil de ser calculado.
Para atingirmos nosso objetivo, faremos um estudo neste
capitulo das condicdes de existéncia, equivaléncia e diferen-

ciabilidade do problema dual.

1.2 - CONCEITOS BASICOS

Consideremos inicialmente o problema abaixe, chamado pro-
bLema primal (P) :

min £f(x) s.a g(x) <0 (1)
xEX

onde X SR"™ & um conjunto compacto, f: R" _4+ R, g: rR" — R™.
Associado ao problema (P) existe um outro problema, cha-

mado probfema dual (D), relativo as restrigdes g, dado por:

max ¢ (i) (2)
320
onde
¢ (2} = min{f(x)+x"'g(x)} {3)
XEX

¢ a fungdo dual associada ao problema (P).

Devemos ainda evidenciar a fungao

L{x,x) = f(x) +Xx’g(x) (4)

chamada f4un¢ao Laghangeana que desempenha papel muito importan-
te na obtencao da solug@o otima do problema (2) e na equiva-
lencia dos problemas (1) e {2) que vamos estabelecer na pro-

xima secgao.



Segue diretamente das definicoes (3) e (4) que o dominio

de definigdo da fungdo dual &
D = {x|x20, min L(x,x) existe},
x€X

ou seja, D & um conjunto dos vetores X nao negativos para os
quais L(X,A) tem um Infimo finito sobre X.

Seguem também diretamente da definig@o de fungdo dual os
seguintes resultados, que sao facilmente estabelecidos, e que
sdao muito poderosos, conforme veremos durante o desenvolvimen-

to deste trabalho.

TEOREMA 1.1 - A fungao dual 4¢(X) =min L(x,x) & concava sobre
x€EX
qualguer subconjunto convexo de seu dominio D.

PROVA - Seja D um subconjunto convexo de D e =ejam S ELYALE

Entac para Yo€l0,1] temos

¢(all+(l-a)A2) = min L(x,ak1+(l—a)123. (5)
xeX

Desde que a funcao lagrangeana L{x,)) € obviamente linear em

A,

¢(al1+(1-a}12) = min[aL(x,A1]+(l—a]L(x,A2)]

xEX
> g min L(X,A1J+(1-a)min L(x,kz) (6)
xeX xXeX

I

ad () + (1-a)o(2,),

ou seja, a funcao dual ¢ concava.
E importante observar que se D for um conjunto convexo, 0

problema dual resulta num problema concavo sobre um conjunto



convexo e 1sto nos garante que nao existem pontos de otimo dis-

tintos do Otimo global.

TEOREMA 1.2 (Teorema Fraco da Dualidade} - Seja x€X € facti-

vel para (P) e » & factivel para (D), entdo f£(x) z¢(A).

PROVA - Seja X€D. Entao

$(A) = min{f(x)+r'g(x)}, (7)
xeX
de modo que
$(A) sLf(x) +x'g(x), ¥xEeX. {(8)

Logo, para todo x€X factivel, ou seja, tal que g(x) < 0, tem-

se ¢(x) <f(x) e o teorema esta provado.

COROLARIO 1.2.1 - Qualquer solugdo factivel de (P) & um limi-
tante superior de (D) e qualquer solucgdo factivel de (D) & um

limitante inferior de (P).

COROLARIO 1.2.2 - Se {(P) & ilimitado, entao (D) & infactivel.

Se (D) € ilimitado, entdo (P) € infactivel.

Neste pontc cabe observar que o teorema fracoc da duali-
dade, além de ser usado na obtencao de uma série de resulta-
dos importantes, derivados da teoria da dualidade,também ser-
ve eventualmente de critério de parada de algoritmos que vi-

sam a obten¢do da solugdo do problema dual.

1.3 - EQUIVALENCIA PRIMAL/DUAL

Muitos problemas de programagao matematica, inicialmente

bastante complicados do ponto de vista de solugao, tornam-se



bastante simples quando manipulados através da dualidade.En-
tretanto, nem sempre a solugdo do problema dual é equivalente
a solucao do problema primal ao qual esta associado. Isto se
deve ao fato de que pode existir um "intervalc de dualidade"
entre o valor otimo do problema (P) e o valor Gtimo do proble-
ma (D), ainda que ambos tenham solugdo. Através das definigles
e dos teoremas que seguem veremos como detectar a existencia
ou nac de tal intervalo, viabilizando assim o uso da teoria da

dualidade.

DEFINIGAO - Um ponto (x,%) com A >0 e x€X & chamado ponto de se-

La do fagrangeano L{x,A} associado ao problema (P) se

i) L(X,A) sL(x,A) para todo X€X, ou seja X minimiza L(x,2)

sobre X;

) ) (9)

ii) L(x,A) =L(x,A) para todo X 20, ou seja A maximiza L(x,})
sobre A 20.

Os pontos de sela do lagrangeano sac caracterizades no teo-

rema abaixo, que nos da condigdes necessarias e suficientes pa-

ra a existéncia de tais pontos.
TEOREMA 1.3 - Sejam A >0 e X€X. Entdo (x,A) & um ponto de se-
la de L(x,») se, e somente se,
a) X minimiza L(x,A) sobre X;
b) gi(i) <0, i=1,...,m; (10)
c) A'g(x) =0, i=1l,...,m.
PROVA - (=») A parte a) é trivial da definigao de ponto de se-

la.



Para obtermos b}, suponhamos que para algum Indice i€l =
= {i,...,m}, gi(x)> 0. Tomando APy obtemos ligi(X)>kigi[X)-

Entao

W

£(x) + jélxjgj (x) + A8, (x)
j=i

f{x) + jéIAjgj(x)+-Aigi(XJ L{x,») (11)

=i
ou seja, (i,h) nao seria ponto de maximo do lagrangeuno em re-
lagao a X,
Portanto gi(i)s 0, ¥i=1,...,m.

Para provar a parte c¢) suponhamos que gi[i)< 0. Se Ai >0

bastaria tomar (< Ki< Ai para fazer subir o wvalor de L{X,A)},
contrariando o fato de que » maximiza o lagranfeano sobre A= U,

de modo que a condigao c) deve valer.
{<=) - Seja A =0. Entao

_ m _ (b) _ (e
Fa)+ ) ag () = f(x) =
oiEl

i)

L{x,2)

(12)

i

_ m . _ -
f(x)+—i£1Aigi(xj = L(x,x),

ou seja, A maximiza L(x,A) sobre A >0, e 0 teorema esta pro-
vado.
Podemos agora evidenciar a importancia dos pontos de se-

la do lagrangeano atraves do seguinte teorema.

TEOREMA 1.4 (Suficiéncia dos pontos de scla) - Se (X,X) & um

ponto de sela de L(x,*), entao X resolve o problema primal (P).



PROVA - Desde que (X,2) & o ponto de sela, valem as condicoes
a) -c) do Teorema 1.3.
Tomando g(x) =(gi(x),-..,gm(x))',da partc a) do mesmo teo-

rema resulta

F(X)+ ng(X) < £(x) + X gl(x), VXEX. (13)

14

Pelua condigao ¢}, i'g(i)==0, de modo que

£(X) < F(x) + A gl(x), ¥XEX. (14)

Para todo ponto xEX tal que g{x) =<0, ou seja, para todo x fac-
tivel para (P) o termo X'g[Xj & ndo positivo, de modo que ob-

temos da expressao anterior que

f(x) < [(x), ¥xeX factivel.
l.ogo, X resolve o problema primal.

DEFINIGAQ - A funcdo
viy) = min{f(x)/g(x)=sy} (15)
xeX
definida em R", & chamada juncao de perturbacdo associada a (P),
onde y e o vetor de perturbacgio.

Seguem diretamentc da definicdo acima que v(0) e o valor
de f(+) na solucgdoe de (P), e se Yo, 2 Yoo entio v(yz)gv[yljdmis
se a regido factivel for "maior" o minimo sera menor,ou seja,
a fungido de perturbagao e ndo-crescente.

Alem disso, e facil verificar [Ccoffrion, 19711 que a {un-
¢do de perturbagdo, sob hipoteses de convexidade de f{+) e g(+),
¢ uma fungdo convexa. Porém, para que nao ocorra o intervalo

de dualidade, que inviabiliza o uso de métodos duais para a



obtengao da solugdo <o problema primal, € necessario que o pro-
blema (P) seja estavel [Geoffrion, 1971J]. Esta condigdo deve-
se ao fato de que, ainda que v(+) seja convexa existem casos
nos quais, por exemplo, v(y) — « para y — 0 (licura 1.1)

[Geoffrion, 19711].

v (y)

y
Iigura 1.1 - Exemplo de fungao de perturhagio para
um problema (P) nio estavel.

Felizmente, a estabilidade de (P) @& facilmente ohtida se
(P) verificar alguma das condi¢oes de regularidade [eoffrion,
19711.

Verembs a seguir que, na verdade, basta que possamos ga-
rantir a existéncia de um hiperplano suporte em v(0) para que
nao ocorra ¢ intervalo de dualidade, ou seja, para gue oS pro-
blemas primal e dual sejam equivalentes.

Devemos ainda frisar que se a funcdo v(+) nao for conve-
xa, pode ser impossivel determinar o hiperplano suporte, cujo

gradiente e exatamente o vetor das variaveis duais otimas.

TEOREMA 1.5 (Karlin, 1959)-5cjam Xﬂimn,convexo, f(-) definida

em X,convexa,e g(x) = (gl(x),...,gm(x)J' um vetor de funcgoes
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convexas definidas em X. Suponhamos que existe x€X tal que
g(x) < 0. Se x & um ponto no qual f{+)} assume scu minimo sujei-
to a g(x) <0, xEX, entdo existe um vetor de multiplicadores
Az 0 tal que [i,i) e um ponto de sela do lagrangeano.
Reciprocamente, sc (x,%) & um ponto de sela de L(x,A)},
entdo x minimiza f(+) sujeito a g(x) = 0, xEX.
Para provarmos este teoremd necessitamos do seguinte le-
ma.
LEMA 1.1 (Teorema da Separacao) [Karlin, 19591 - Sejam A e B
conjuntocs CONvexos do R™. Suponhamos que A contem pelo menos
um ponto interior e que nenhum ponto interior de A esta em B.
Entao existe um hiperplanc que separa A e B, ou seja, existe

um vetor ¢z 0 e uma constante a tal que

¥XEA

~
b
14
2

{10)
o, ¥XER.

r
a
I

PROVA [Bazaraa, 19797,

{sto pbsto, podemos passar a provar o Teorema de Karlin.

Seja (i,i), com XEX, i;eo, pontos de¢ sela do lagrangecano.
Entdo pelo Teorema 1.4 x resolve o problema primal.

Para provar a outra parte do teorema, definimos os con-

juntos
A = {[)_’,y)f}_’zfﬁx] e yzg(x), para algum x€X},

que consiste exatamente dJdo cpigralfo de v(-), e

B = {(y,y)|ys£(x), y; <0, i=1,....m}



- 10 -

(ver Figura 1.2).

v(y)

A v,v)

f/.
4 T A .
T @”\WW |

e,

e

B

B SRR

;‘§+xﬂy=:u
Figura 1.2 - Fungdo de perturbagao para (P) estavel
e hiperplano suporte em v(0).

Vejamos que valem as hipSteses do Lema 1.1:
i} Int{B) 2 obviamente;
ii) suponhamos que (;,yjelnt[B]. Entaoc y <0 e
y<£(x) = vyl zv(0) = £(x) >y = v(y}>y =
= (y,y) £ epigrafo de v =
= An Int(B) = 9.

Logo, existe um hiperplano, de coeficientes (v,v) = (0,0)

que separa A e B. Obtemos entao

[\ |

G'§'+ vy =z VviZ+v'z (17)
para todo (y,y)EA e para todo (z,z)EB.

Se alguma das componentes de {(v,v) fosse ncgativa, entdo
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a compenente correspondente de (E,z] poderia scr tomada sufi-
clientemente negativa, de modo que a desigualdade (17} nao mais
se verificaria. Portanto, {(v,v) tem todas as componentes nao
negativas.

Vejamos que v > 0.

Desde que (f(X),0)EB ¢ (f(x),g(x))EA, para todo xEX, de

(17} resulta
vIL(x) +via(x) 2 v (x) VxEX. (18)
Se v=0, entdo, por (18), obteriumos

vig(x) = 0, ¥xEX,

com pelo menos uma das componentes de v sendo positiva. FPo-
rém, por hipotese, existe xEX tal que g(x) <0, o que implica
que <v,g(x)><0. Logo, v>0,

Seja A =v/v. Entdo, de (18) obtemos

f(x) +r g(x)

[\

f(x), ¥XEX. (19)

Se x =X, obtemos X'g(x) >0. Porem, A 20 e

g(x) =0 = K'g(x) =<0,

de modo que

Atg(x) = 0. (20)
De {19) e (20) obtemos que
L(X,%) = £(X)+3'g(X) = L(x,r») = f(x)+xr'g(x), (21)

ou seja, X minimiza o lagrangeano. Como g(x) <0, Az0 c A'g(x)=

= 0, segue do Tecorema 1.3 que X maximiza o laprangeano sobre A 20,
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Logo, (X,)) & ponto de sela de L(x,1) e esta provado o teorema.

1.4 - DIFERENCIABILIDADE DA FUNQEO DUAL

Supconhamos que, dado um problema primal (P), verificamos
através dos critérios obtidos na s¢cgao anterior, que seu dual
(D) lhe & equivalente. Devemos optar entao por wn metodo de so-
lugao do problema (D), de modo a obter esta solugao da manei-
ra mais eficiente possivel, dentro das limitacdes que o pro-
blema nos impée. Dado que geralmente os métodos de otimizagao
no minimo utilizam informagbes sobre o gradiente, vamos exa-
minar  sob que condigbes podemos usar tais métodos, ou seja,
quando existe e como se obtém, neste casoc, o gradiente da fun-

gao dual. Para isto precisamos do seguinte teorema.

TEOREMA 1.6 (Danskin, 1966) - Seja

(X} = min F(z,A), (22)
Z€S
onde ¥ ¢ uma funglo de classe Cl em relagdo a variavel X e 8
¢ wn ¢conjunto ceompacto. Lintao
D w(r,d} = min d' ok {z,r) 5
* S€7(A) T B (23)

onde Z{A) ¢ o conjunto dos =z que minimizam U'(z,x) ¢ H+w(A,d)
& a derivada dericionual a direita de w(A).
PROVA (Danskin, 1966).

De possc deste resultado, vamos retomar o nroblema {1) com as hino-

teses adicionals de que I e g sao continuas em X, Tomando ¥(}) = ${A)
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funguo dual associada a ("), resulta imediatamente do tcorema acima que:
D,é(x,d) = min -Q-i%gx'hl (24)
xEX () '

Lembrando que D_¢(A,d)=~D+¢(A,—d], com (24) obtemos

D_¢{(r,d) = max  d"3L(x,r)
- XEX (1) 5 A o (25)

-

Como se D+¢{A,d] = D ¢(x,d), para todo d, entao 4¢(ir) ¢
diferenciavel, escolhendo d como sendo as dircgdes dos cixos

coordenados, temos

VH(A) = = (26)

se o lado direito de (26) for constante em X{%).
E claro que, em particular, se X(i) contiver um unico e-
lemento x*, ou seja, sc F(+) for cstritamente convexa, X(}) €

unitario, de modo que (206) se verifica, ¢ neste caso

yimin L(x,x)) = 2HELALE (27)
Xex )
Fihalmente, observando que
BL (x, ) 9 . o )
SLLGA) - (e g () = g lx), (28)

podemos resumir o0s resultados cobtidos acima no seguinte teo-
Trema.
TEOREMA 1.7 - Se X :R" & compacto ¢ f(+) ¢ g(+) sdo continuas

em X, a funcgio dual e diferencidvel num ponto A* se, e somen-



- 14 -

te se, cada gi(-) tor constante sobre X{X*). Neste caso, as de-

rivadas parciais de ¢(-) s3o dadas por

;%L = g (x), ¥XEX (A %) . (29)
ila=2a .

Finalmente, todas estas manipulagoes se justificam se a
partir de uma solugao do problema dual pudermos cvidenciar fa-

cilmente uma solugao do problema primal.

TEOREMA 1.8 - Sejam Xg]Rn,compacto, f(-) ¢ g(+) continuas em
X e A* uma solugdo do problema dual. Suponhamos que a fungdo
~dual ¢(+) € diferenciavel em A*. Entdao qualquer x*6X{)*) re-

solve o problema primatl.

PROVA - Como ¢(+) e diferenciavel em A*, valem as scguintes con-

digGes de otimalidade:

a) ar»0 = 50 = g, (x*) = 0, X*EX(A*) (30)
1 JA. N i
11X
b) A*=0 = -2 = g, (x*) < 0, XEX(1*) (31)
i A, |, S s :
i]A .
Estas condigdes significam que g(x*) < 0 e A*'g(x*) = 0,

x*€x(a*), de modo que, pelo Teorema 1.3, (x*,A*), & ponto dec se-
la do lagrangeano. Logo, pelo Teorema 1.4, x* resolve o pro-
blema primal.

Fica entdo estabelecido que, sob as hipotcses do teorema
anterior, se A* resolve o problema dual e L{(x,**)} tem um uni-
co minime sobre X no ponte x*, ou seja, se f(+} for estrita-

mente convexa, entdo x* resolve o problema primal.
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1.5 -0 METQDC DUAL CLASSICO

Retomande mais uma vez o problema (P), cuja solucgao es~-
tamos interessados em obter, suponhamos que (I') satisfaz as hi-
poteses do Teorema 1.7, ou seja, ¢(+) ¢ diferenciavel. Podemos
entdo usar um método de maxima subida, adaptado as restricdes
Az 0 para otimizar ¢{+). O procedimento, numa iteragdo gené-

rica p, serd o seguinte:
ALGORITMO 1.1
PASSO 1 - Para A :Ap' resclva o problema

min{f{x)+a'g(x)t. (32)
XEX p

Seja x(kp) a solucgdo. Va para o Passo 2.

PASSO 2 - Obtenha o valor da fungao dual e do scu gradicnte

ara A=Xx_ e x=x(x_), ou seja,
P P P )

0(h)) = L{x(h)a)
(33)

V¢(RDJ = E(X(APJJ-

Se ¢(Ap).§¥, com vy suficientemecnte grande, pare. O
problema (P) € infactivel.

Se V¢[Ap) -e 0, pare. A solucao Ap ¢ e-otima ¢ sud
solucdo primal correspondente ¢ x(hp), com valor ob-

jetivo ¢(Ap). Caso contrario, va para o Passo 3.

PASSO 3 - Defina uma nova diregao de busca sp, dada por:



¢ , se AY>0, i=1,...,m
i art k=Ap P
s = 3
5 | (343
mﬁx{o, ¢ }, se AT =0, i=1,...,m
3at | a=a p

0 novo vetor Ap+1 e dado por

A = A_to s (35)
onde o passo ap deve ser tal que
¢(Ap+1) >¢(1p)- (36)
Q passo ap pode ser obtido maximizando

h(a) = ¢(Ap+a5p), (37}

sujeito as restrigoes o, 20 e A Fagca p =p+l e volte ao

p+1 = 0.
Passo 1.

Devemos observar, quanto ao procedimento apresentado aci-
ma, que nada foi dito sobre como resolver o problema (32). O-
corre que em muitas situagdes a fungdo lagrangeano, que € oti-
mizada no Passo 1, € separavel nas varidveis x, de modo que
a solugdo de (32) pode ser obtida atraveés da solugao de N pro-

n-
.. i
blemas definidos no R ~, com

Il t~—127,
=
Ik
=

simplificando consideravelmente o trabalho computacional nes-
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ta etapa. Portanto, a solugao do problema lagrangeano depende
essencialmente da natureza do problema que desejamos resolver,
e a decisdao sobre qual mctodo devemos usar para obtermos tal
solucao deve ser tomada depois de estudarmos o problera em ques-
tao.

Os outros passos do método dual apresentado também podem,
e devem, ser modificados sempre que a natureza do problema a

ser resolvido o permitir visando um desempenho melhor do mes-

moe.

1.6 ~ CONCLUSAQ

Neste capitulo estabelecemos alguns resultados fundamen-
tais da teoria da dualidade, como equivaléncia primal-dual e
diferenciabilidade da funcgao dual. Embora a literatura sobre
estes temas seja farta, optamos por introduzir a tese através
deste capitulo, dada a grande importancia de todos os concei-
tos estabelecidos acima na obtengdo do Método Benders Genera-
lizado e também na solugdo de problemas de controle otimo de
centrais térmicas de geragdo de energia, conforme veremos nos

proximos capitulos.



CAPTITULO 2

ANALISE DE APLICABILIDADE DA DECOMPOSIGAQ
BENDERS GENERAL IZADA

2.1~ INTRODUGAD

A partir da publicacao por A. M. (coffrion [Geoffrion,
197271 da decomposigdo Benders Generalizada, varios autores de-
monstraram sua eficiéncia na solugdo de certos problemas pra-
ticos importantes, tais como os problemas de localizagao [Fran-
¢a, 19791, {Luna, 19781 e problemas de controle otimo de sis-
temas termicos de geracgao de energia (vide Capitulos 3c4) [Ge-
romel e Baptistella, 19811.

No entanto, varias dificuldades ainda existem, as quals
impedem a aplicacgdo desta técnica de decomposigdo para uma ga-
ma muito maior de problemas de programagdo matematica. A prin-
cipal delas € que os problemas em consideragdo devem possuir
necessariamente uma chamada propriedade P [Geoffrion, 19721,
que € restritiva e que traduz a necessidade destes problemas
terem uma estrutura particular.

Sem esta propriedade & tlcnica de decomposicdao Benders
Generalizada, como iniclilalmente proposta, € inteiramente in-
viabilizada, pois a técnica de solucao do '"problema mestrec'' se

mostra inoperante.
~18-
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Neste capitule, todas as hipoteses de aplicabilidade da
decomposigao Benders Generalizada serdo explicitadas e anali-
sadas em detalhes a partir do conceito de {4uncdo suponte, que se-
ra introduzido, permitindo a obtencac mais simples de certas
interpretagoes geométricas [Belloni § Geromel, 19817,

Em seguida, propomos um novo método de solugao do proble-
ma mestre, que permite resolver por esta técnica de decompo-
sigao, problemas que nao apresentam a propriedade P [Geoffrion,
1972]. Isto sera feito a partir do estudo da diferenciabili-
dade da fungao objetivo do problema mestre utilizande resul-

tados classicos fornecidos no Capitulo 1.

2.2 - CONSIDERAGOES PRELIMINARES SCBRE 0

PROBLEMA EM ESTUDO

A decomposigao Benders Ceneralizada fol proposta em [Geof-
frion, 19721 para tratar problemas de programacido matematica
assim definidos:

min  £(x,y) s.a G(x,y) = 0 (1)
xX€X,y€Y

onde X sR" é um conjunto convexo fechado, Y sr™, £ RNR™ — R
e G: RR™ — RT.

Para este problema, suponhamos que seja valida a seguin-
te hipotese:

—~ o problema (1) nao & convexo em x e y simultaneamen-

te, mas fixando y ele torna~se convexo na variavel x.

A variavel y € chamada variavel "complicante', desde que
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naoc precisam ser feitas hipdteses sobre f e G em relagio a
esta variavel para que a condigao acima seja satisfeita. Além
disso, dependendo da estrutura de cada preoblema a ser resol-
vido, podemos eventualmente obter problemas tais que,para y€EY
fixado

i) (1) pode ser separado em um certo nimero de problemas
independentes, cada um envolvendo um diferente subve-

tor x, ou
ii) (1) assume uma estrutura para a qual sio conhecidos

mctodos cficientes de solugdo.

A teécnica de decomposicao Benders Generalizada consiste
em aproveitar esta estrutura separando o problema (1) em dois
problemas interligados, a saber, um problema mestre e um sub-
problema, visando viabilizar a obtengao da solugao de (1) a-
través de uma seqliencia de manipulagoes, desde a projecao de
(1) no espago das variaveis y seguida de linearizagoes exter-
nas e relaxacgao.

Numa primeira etapa obtemos entdo um problema na varia-
vel x, fixando v. Isto € feito através da manipulagdao chamada
projecao no espago Y [Geoffrion, 19707.

Projetando (1) no espago das variaveis ‘“complicantes' vy,

obtemos:
min v(y) s.a yEYnV (2)
Yy
onde
viv) = min f{x.,y) s.a G(x,v) =0 (3)

XEN
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V = {yGRm{G(x,y) <0, para algum x€EX}. (4)

Devido a sua grande importancia nesta e nas proximas sec-

gOes, passaremos a nos referir ao membro direto da igualdade
em (3) como sendo o problema (SP), ou seja,

(SP) min f{x,y) s.a G(x,y) =0.
xEX

TEOREMA 2.1 (Projegds) - O problema (1) & infactivel ou tem
valor Otimo ilimitado se, e somente se, o mesmo vale para (2).
Se (x*,y*) € C{uimo para (1), entao y* tem que ser otimo de (2).
Se y* & dtimo em (2) e x* atinge o minimo em (3) com y=y* en-
tao (x*,y*) € otimo em (1). Se y € el—atimo em (2} e x & £,
odtimo em (SP), entdo (Xx.,y) & {€1+32)—6tim0 em (1).

PROVA - [A.M.Geoffrioni, 19701].

Fica claro que v(y) € o valor oOtimo de (1) para y fixado
e avaliar v(y) € mais facil que resolver o problema (1).

O proximo passo consiste em caracterizar o conjunto V,
definido em (4). Este conjunto consiste exatamente dos pontos
y€Y para os quais (SP) € factivel. Deste modo YnV pode ser pen-
sado come sendo a projecao da regido factivel de (1) no espa-

co das variaveis y.

TEOREMA 2.2 (Representacao de V) - Suponhamos que X =@ & con-
vexo fechado e que G & convexa em X, para cada y€Y fixado. Su-

ponhamos também que o conjunto

Zy = {z€R™|G(x,y) £z, para algum X€EX}
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¢ fechado para cada y fixado. Sob estas hipdteses, Wy€EY fi-
xado, Ix€X tal que G(x,y) <0 se, e somente se a sclugdo otima
a* de

min o s.a G(x,y) -a.e =0, (5)

XEX
o

T - . - - b e . -
onde e€ER e o vetor unitarioc, € nao positiva.

PROVA (<=} Seja ao* <0 solucdo de (5). Entdo G(x*,y) <a*- e <0

e portanto y€v.

(=») Seja y€V. Entac 3x€X tal que G(x,y) <0.Portanto g=0
e factivel para (5) e a* <0, ou seja, a solucdo a* de (5) €
ndo positiva.

Como Zy ¢ fechado e o problema (5) € convexo, seu dual
lhe € equivalente. Através deste problema dual que segue po-
demos entao caracterizar o conjunto V. De fato, o problema dual
de (5) € dado por

max min {a + 987 G(x,Yy) -a-e]} =
Az0 xeX,a

Il I

max'{min a[l -
o i

@iJ +min B'G(x,f’)} =
020 1

XEX

*
.

max min 8'G(x,y} = a
820 x€X

r
6, =1
izl t

Como y€EV se e somente se a* =0, resulta que Vy€Y, y também es-

ta em V se, e somente se,
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max min 0'G(x,y) £0
€0 x€X
onde (6)

2.3 - FUNGOES SUPORTE

DEFINICAC - Seja f(»): R" — R uma funcao continua em todos
os pontos do seu dominio. Diremos que &(+) & uma {§uncdo suporte

de £(*) no ponto xeR? se, e somente se,

£(x) =&£(x)
(7}
£(y) =€(y), ¥yeR", y »x.
Em particular, se f{+) for convexa, entao € claro que E{-)

pode ser escolhida linear e, conseqglientemente, existe para to-

do x€R® um vetor u(x]E]Rn tal que

E_(}’J = £(x) +u(x) " (y-x). (8)

1

Além disso, se f(+) for convexa e de classe C (admitir

derivadas continuas), entdo ¥xER®, u{x) é Unico e & dado por

p(x) = vf(x). (9)

Se por outro lado,f(x) nao for convexa, mas puder ser co-

locada na forma

f(x) = gth(x)), (10)

onde g(+): R" —~ R & uma funcdo convexa e h(+) R" -~ R™ & u-

ma fungdo qualquer, entao
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f(x) = glw)

w=h({x)

e temos com (8)

E(z) = glw) +u(w)'(z~w) (11}

que & valida para tode z do conjunte imagem de h{-)}.Conseqiien-

temente fazendo z =h(y) obtemos

E(y) = £(x) +u(w) 'Th{y)-h(x)71, vyeR™ (12)
onde u{w) € qualquer subgradiente de g{+) no ponto w=h(x).

Fica claro entaoc gque, Se nao nos restringirmos a procurar
fungoes suporte lineares (planos suporte),entao poderemos de-
terminar aproximag¢oes para funcgoes f£(-) ndo convexas.Este fa-
to € muito importante para a obtencdo da decomposigdoc Benders

Generalizada, como veremos na prdxima secgdo.

2.4 - UM ALGORITMO GERAL DE RELAXACAD
Seja um conjunto de p pontos ijRn, j=1,...,p. Para ca-
da x,, j=1,...,p, determinamos uma funcgao suporte Ej(x}.
Entao, temos a seguinte aproximacao de ordem p para a

funcao f(+) {ver Figura 2.1}

f(x) = fp(x) = min{a/o 2€j(x), j=1,...,p}. (13)

a

Portanto, se quisermos resolver o problema

min f(x) (14)
xXEX
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FIGURA 2.1 - Intergretacao ggométrica das fungaes suporte

gj(x) e da fungao aproximada fp(x).

n . . .
com X R , podemos adotar o procedimento abaixo, denominado re-

Laxagao [Luna, 19781, que na p-ésima iteragdo pode ser descri=-

to por

ALGORITMO 2.1

PASSO 1:

PASS0O 2:

Resolva o problema relaxado (ordem p)

min f)(x),
x€X 1
ou seja,
min {o/o =£.(x}, jJ :1,...,p}. (15)
XEX,o J

Sejam o* e x* as soiugoes.
Verifique se f/x*) -0 <e, para e 20 arbitrariamente

pequeno. Em caso afirmativo, x* & uma solucao e-Oti-
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ma de (14); caso contrario, va ac passo seguinte.

PASSO 3: Faga x =x*, determine €p+l(x*), a funcao suporte

p+l
no ponto x* ¢ volte ao passo 1, aumentando a ordem de

aproximacgao para p+l.
Devemos observar dois fatos importantes:
1) o* & uma estimativa otimista do valor otimo de (14).

De fato, da definicao de fungao suporte,

f(x);zgj(x], ¥xeX = {(x) ZHIHI{ O/Uztij{x),
g

j =l,...,p} = fp(x), ou seja f(x) 2fp{x), Vx€EX.

2) 0 algoritmo nao nos mestra como calcular as fungoes

suporte gj(-), j=1,...,p.

E claro que se f for convexa, entao (8) pode ser utili-
zada, onde u(xj) é qualquer subgradiente de f emnm xj [Lasdon,
19701. Se f(+)} nao for convexa, mas puder ser colocada na for-
ma (10), devemos estudar a possibilidade de tomarmos Ejb) como

em (12).

2.4,1 - Decomposicao Benders Generalizada

como caso particular

Pecdemos agora retomar o problema (2Z) e evidenciar sua so-
lugdo e interpretacdo geométrica como caso particular do pro-

cedimento apresentado acima.

Como v(y) em (3) & facil de ser determinada para y = Y;
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fixado, entao a solugao de {1) pode ser obtida pela solucgdo de
(2). A proposta de Geoffrion e de resolve-lo por relaxacac, de~
terminando fungoes suporte de v{y) ¢ utilizando o algoritmo apre-
sentado acima. Resta, portanto, evidenciarmos como calcular pa-
ra v(y) as fungoes suporte Ej[y) em um ponto y =yj€Y nV qual-

quer.

TEOREMA 2.3 - A funcgao v(y) definida em (3) admite em um pon-

to qualquer ijY nV a funcao suporte

Eoly) = min{f(x,y) +le(x,y)}, (16)
J x€X J

cnde AjGRr € a variavel dual Otima do problema (SP) para y =y;.
PROVA - Com as hipﬁteses de convexidade feitas sobre f e G, a
teoria da dualidade permite escrever

v(y.) = max min {f(x,y.] +A'G(x,y.)}. (17}
J A20 XEX J ]

Como por hipotese A5 € a solucao dual Otima de (SP) para
y =yj, (17) implica imediatamente que V(yj) =£j(yj). Por ou-

tro lado, temos

v(y) = max min {f(x,y) +A‘G(x,y)} >
Az x€EX
> min{f(x,y) +?\‘G(x,y)}, ¥reRY, A=0, (18)
x€X
¢ Como kj >0, (18) & vilida em particular para A :Aj' Conse-

qlientemente, com (16) temos v(y) zgj(y), vyemm, o que com {7)

prova © teorema.



- 78 -

0 algoritmo Benders CGeneralizado € entdo obtide imediata-

mente a partir do resultado do Teorema 2.3 e do Algoritmo 2.1.
[niciamos o procecsso com p =¢ = 0.

ALGORITMO 2.2

PASSO 1 - (Sub-problema) - Para yEYnV resolva

min{f(x,ﬁ)ﬂcfx,§15<0} (SP)
XX

PASSO 2 - Seja A, a solugdo dual otima de (SP}. TFaga p=p+l,

kp =X, e obtenha a fungao suporte

c (y) = mn{fu,y)-wm,m}.
P xXEX P

Calcule BS =Ep(§)==v(§) (Teorema 2.3). BS e um li-

mitante superior do valor otimo de¢ (2).

PASSO 3 - (Problema Mestrc) - Obtenha a solugdo Otima de
min {o/o 28 {y}, j-= 1,‘..,p}. (PM)
yeynv J

Seja vy, a solugao de (PM) com valor objctive o¥ ¢ fa-
ca BI =o*. Bi ¢ um limitante inferior do valor gti-
mo de (2). Se BS-BI<c¢, para ¢ positivoc arbitraria-

mente pequeno, pare. A solugdao v, ¢ otima.

PASSO 4 - Faca v =y, e resolva (SP). Deve ocorrer um dos se-

guintcs fatos:

PASSO 4A - (8P) e factivel.

Entao va para (2} e obtenha BS :Ep(§]. Se BS-RT z¢,

pare. A solucdc ¢ otima. Scnio, se BS > B85, faca BS =185 e



va para 3.

PASSO 4B - (SP) & infactivel.
Entdo aproxime melhor V por Vp introduzindo neste
ultimo a restricdo

min 6 G(x,y) <0
xex P

e va para 3.

Neste ponto cabe uma rapida discussdo sobre a convergen-
cia do procedimento apresentado acima. Ocorre que a grande im-
portancia deste método de decomposicdo deve-se exatamente ao
fato de que, nas condig¢des do problema (1), o procedimento a-
cima tem convergencia finita.

Dado que um dos objetivas deste trabalho e obter a solu-
¢ao de um problema real atraves deste método {ver Capitulos 3
e 4], optamos por apresentar apenas um dos teoremas de conver-
gencia, que trata de problemas nos quais o conjunto Y & um con-
junto discreto. No entanto, a convergéncia do método também é
finita, a menos de e>0, para conjuntos Y de cardinalidade in-

finita como, peor exemplo, conjuntos convexos [Geoffrion, 197Z1.

TEOREMA 2.4 - Nas hipoteses do problema (1) e do Teorema 2.2,
suponhamos que o conjunto Y ¢ um conjunto discreto finito. En-
tio o procedimento dado no algoritmo 2.2 termina num numero fi-

nito de passos para qualquer e20 dado.

PROVA - Seja €20 fixado arbitrariamente. A convergéncia fini-

ta & uma consequéncia direta da natureza finita de Y e do fa-
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to de que y ndo pode nunca ser repetido numa solucao de (PM),
no Passo 3. De fato, se }EV, 0 Passo (4B) gera uma restricao
para o problema mestre que impede que tal y possa ser consi-
derado novamente numa execugao posterior de (PM). Se, entre-
tanto, yeV, temos que o sub-problema & factivel, v(y) é fini-
to e a nova restrigaoc £{°) gerada no Passo (2) vai implicar na
otimalidade de y caso BS-BI <&, ou numa nova iteracdo, poreém

sem que Y seja repetido. Isto prova o teorema.

2.4.2-Analise de Aplicabilidade da Decomposicao

Benders Generalizada

0O problema inicial (1) a ser resolvido foi decomposto em
um sub-problema de facil solugao, que € convexo, dado que as
variavels y estdo temporariamente fixadas em y =yh, ¢ num pro-
blema mestre, que € dificil, sendo impossivel de ser resolvi-
do. Isto ocorre pois as fungoes

) 3
& (Y)=IHU1{ f(x,y)*'th(x,Y)J
P xE&X P
(19)

n {y)=min 9'G(x.y)
P x€x P

podem ser tais que as minimizagoes indicadas dependam de vy,
sendo, portanto, impossiveis de serem calculadas explicitamen-
te. lara contornar esta dificuldade Geoffrion [Geoffrion,1972]

propde que (1) satisfaca a seguinte propriedade.

PROPRIEDADE P - Para todo Az (0 e 8EGQ, as minimizagaoes indica-

das no calculo de Ep(y) e np(y] sdo independentes de vy.
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Devemos fazer duas observacges. A primeira ¢ que a pro-
priedade P elimina as dificuldades anteriormente citadas,per-
mitindo que esta técnica de decomposicdo seja aplicavel.No en-
tanto, analisando (19), nos parece que a classe de problemas
que admitem esta propriedade é muito reduzida. A segunda e que
Ej(-] ou nj(-J podem ser fung¢Ges sem nenhuma propriedade, tal
como convexidade, dificultando em muito a solugao do problema
mestre.

Na proxima sec¢ao vames apresentar um método de otimiza-
gao de v(y) baseado em gradiente projetado, sem no entanto ser

necessaria a verificacdo da propriedade P.

2,5~ UM ALGORITMO ALTERNATIVO — METODO DE PROJEQ!‘SO

Seja novamente o problema (1), onde faremos as hipOteses
iniciais de que f e G sdo continuamente diferenciaveis em x
e y, Y & um conjunto de restrigdes lineares e V =IR".

Propomos entao obter a solugao de (2) por um meétodo pri-

mal de gradiente projetade no qual para y = ypGY o valor da

fungao v{yp) ¢ calculado pela solugdo de (SP) e

Tpr1 7p T Tpp
onde Tp >0 €& um escalar arbitrariamente pequenc e dp ¢ a pro-
jeg¢ao ortogonal de Vv[yp) sobre Y. E claro que tal procedimen-

to s0 € valido se v{y) for uma fung2o diferenciavel para todo

vEY.



2.5.1 - Estudo da Diferenciabilidade da Funcao

Perturbagao Generalizada

A exemplo do que foil feito na secgdo 1.4 do capitulo an-
terior, vamos estabelecer as condig¢oes de diferenciabilidade
de v(y), YEY, com © auxilio do Teorema de Danskin [Danskin,
19663. Na discussdo aprescntada na referida secgao obtivemos

que dada

$(A) =min ¥{z,2),
z65

sob hipéteses de diferenciabilidade da fungao F(z,r),

T(min F(z.2)) = L2 = (20)
26 S z=2z*
onde z* ¢ o Unico elemecnto de $ que minimiza F(z,A).
Por um procedimento analogo pode-se mostrar que
Vimax F(z,n)) = 2Elza4) (21)
A N

ZES

onde z* ¢ o unico elemento de S que muxima I'(z,A).

TEOREMA Z.5

Scja y um elemento qualquer de Y. Entao se o pro-

hlema

minif[x,yHG(x,yJﬁO} (22)
XEX

admitir uma Unica soluc¢io primal x* ¢ uma unica solucdo dual

A 20, v(y) e diferenciavel e

(23)




PROVA - Como anteriormente, podemos escrever

v(y) = max min{ f(x,y)-FA'G[x,y]}
Ar0 xEX
(24

= max F(r,y).
Az0

= m , P £

tntao, como V=R, (22) e factivel ¢ A, <, podemos adicionar
em (24) a restrigdo |[A] <p, onde p € um escalar suficientemen-
te grande, sem que a solugdao Ootima seja alterada. Porém,o no-

vo conjunto e compacto, o que nos permite escrever com {21)

Vv(y)=V(max F{),y)) = ol

(25)
Az( oy

A=A,

Como X € compacCto, X* <« ¢ entdo, Com a mesma argumenta-

¢ao acima e (20) obtemos

V[min{ fF{x,y)+ ALG(X,Y)}J
xkEX

q
o)
St
il
p
*
"

(20)

IFinalmente, com (25) e (206) obtemos (23), o que prova o teo-

rema.

2.5.2-Analise de Aplicabilidade do Método de Projecao

Devemos notar que podemos impor condigoes ao problema em
estudo para que as hipoteses do teorema anterior se verifiquem.

A unicidade da solugdo primal de (22) é conseguida sc este pro-
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blema for estritamente convexo em relagdo a x. No entanto,is-
to nao ¢ suficiente para que a solucao dual seja unica, pois,
esta depende do conjunte X para cada problema cm questao. No

n .
caso em que X =R", x* ¢ ), satisfazem

pf . 3G’ -
Sha S, 0 (27)
X = xX*
e entao, sc posto [%%}=:r, que € uma condicdo de regularidade

[Geoffrion, 19701, a unicidade de x* implica na de X,.

Esta condicao para a unicidade de ), generaliza o resul-
tado obtide peor H.P.L.Luna [Luna,18791, onde sac considecrados
problemas de programacao matematica semclhantes ao problema
{22). Naquele trabalho o autor estabeclece uma condigao de uni-
cidade da solugao dual para problemas nos quais a matriz ja-
cobiana %% é independente de x e inversivel.

Por outro lado, mesmo sendo diferenciavel em relacao a vy,
a funcao v(y) geralmente nao e convexa ¢, consequentemente, a
funcao linear g(y)==v(yp) +vv(yp)'(y~yp) pode nao ser uma fun-
gao suporte de v(y) para certos pontos yPGY, inviabilizando por~
tanto a aplicagao de tccnicas de relaxagao anteriormente cstu-
dadas para g(y) linear. Em [Geoffrion, 19701 ¢ mostrado que se
(1) € convexo conjuntamente nas variaveis x e y, entido v(y)
¢ convexa. No entanto, este resultado ¢ de pouca valia no ca-

50 presente pois ndao fizemos nenhuma hipotese sobre as fungoes

de (1) em relagac as variaveis ''complicantcs” y.

2.6 - CONCLUSAQ

Neste capitulo analiSamos as condigdes de aplicabilidade
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da decomposigao Benders Generalizada. Para tanto, o algoritmo
inicialmente proposto por Geoffrion em [CGeoffrion, 1972] foi
obtido de uma nova maneira a partir da definicao de funcoes su-
porte nao lineares associadas a uma funcao dada. Este procedi-
mento permite interpretar geometricamente as varias etapas de
solugao do problema mestre.

Em seguida propomos uma nova maneira de solucao do pro-
blema mestre, que foi obtida pelo estudo da diferenciabilida-
de da fungao de perturbacao generalizada v(y), permitindo con-
siderar problemas que nao satisfagam a propriedade P exigida

em [Geoffrion, 1972].



CAPTTULO 3

APLICACAD DA DECOMPOSICAO BENDERS GENERALIZADA

NO CONTROLE OTIMO DE CENTRAIS TERMICAS

3.1 = INTRODUCAD

De posse dos resultados obtidos nos capitulos anteriores,
vamos estudar o problema de controle otimo de centrais téermi-
cas de geragao de energia. Tal problema difere essencialmente
do problema de geracaoc hidrelétrica, desde que envolve, além
do custo operacional de geracao efetiva de energia, um custo
adicional, chamado custoc de ligacao. Lste custo, conforme ve-
remos, depende do intervalo de tempo durante o qual as térmi-
cas estiverem desligadas (fora de operagao)}.

Um modelo matemidtico que descreva este problema envolve
dois tipos de variaveis de decisao: variaveis inteiras (de ti-
pe 0-1), que indicam quais as unidades que estarao gerando e-
nergia num determinado instante t, e variaveis reais que tra-
duzem a quantidade de energia a ser gerada por estas unidades
neste mesmo instante t.

Trata-se, portanto, de um problema aoc qual a técnica de
decomposigao Benders Generalizada € aplicavel, pois € um pro-
blema de programacgdoc mista envolvendo variaveis de decisio in-

teiras e reais, onde as variaveis inteiras atuam como varia-
_36_
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vels "complicantes" e, como veremos, a propriedade P se veri-
fica.

Nas pr6ximas secgoes, vamos obter este modelo e a sua de-
composigao, de acordo com o estudo feito no Capitulo 3, em um
problema mestre e um sub-problema. Também vamos explorar ac mi-
ximo as estruturas particulares destes dois problemas, visan-

do obter métodos eficientes para suas solugdes.

3.2 ‘DEFINEQEO [0 PROBLEMA EM ESTUDO

Seja um sistema térmico constituido por N unidades gera-

doras, com as seguintes caracteristicas de geracao:

Ci(s): custo de geracao de s Kw-h em Cr$

(1)
$;€s<s;: capacidades maxima e minima de
geragao em Kw-h,

para cada térmica i, 1 <i <N.

Se SE ¢ a quantidade de energia gerada pela térmica i du-

rante o intervalo de tempo [t,t+1], devemos satisfazer

) st =LY,  tero,T-11, (2)
termicas
em operagao

onde Lt representa o déficit de produgao no sistema hidrelé-
trico global, obtido pela diferenga entre a demanda e a pro-
dugdo hidraulica.

Considerando um horizonte de T pericdos e definindo a va-

riavel logica
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0, se a termica i nao esta em operagdo no
no instante t;
TP (3)

1, caso contrario,

o problema de controle Otimo das térmicas pode ser formulado

como [Turgeon, 19781, [Buntistella & Geromel, 19807
T-1 N N
min y Ci(s§3u§ + ) Wi(ng
WEA t=0 i=1 1=1
N t t
s.a 55u§ =L, t=0,1,...,T-1 (4)
. iti
1=1
cst e,
=i i i

onde A representa um conjunto que define possivels restrigdes
operacionais sobre a entrada ou saida de térmicas no sistema

[Turgeon, 1978].

3.2.1=A fungao Custo de Ligagao

Em [Turgeon, 19781, Turgeon, ao estudar este problema,a-
presenta uma solucg3do por ele obtida onde as funcoes Wi(-), i=
=1,...,N sao dadas como fungoes temporais, ou seja, o custo de
ligacao de uma usina i depende essencialmente do tempo At du-
rante o qual esta usina estava desligada (fora de operacgao).

Fazendo 2; =At,, a fungao custo de ligacao, para cada tér-

mica i, e dada por

M. (5)

Yi%i) ot
l'!

t = -
Wi(zi) = ai[l Bie

T+

onde z; 1 =(l+zE)(1~u§). A representacido grafica de (5) & da-



dada abaixo.

t
¥ (24

a.(1-B.)
1 10 z

FIGURA 3.1 - Fungac custo de ligacao

Ccorre que, se tomarmos Wi(-) como acima ¢ aplicarmos a
tecnica de decomposicdo Benders Generalizada ao problema (4),
o problema mestre resulta num problema de programagao 0-1 nao
linear com ZN'T combinagGes possiveis. Como a literatura atual
nao nos oferece um método que torna viavel a obtengaoc da so-
lugcao deste problema, optamos por resolver uma versao simpli-

ficada com as seguintes caracteristicas:

2) o custo ¥.(+) de ligagao da térmica 1 ¢ tomado na si-
tuacdo limite, ou seja, tomando o custo maximo de 1li-
gagdo de cada térmica i, que ao ZE — = resulta em o,
ou

b} o custo Wi(-) de ligacdo da térmica i & o custo me-
dio, dado por

1 T
TJO lPl (T) drt.
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Em qualquer dos casos a} oub) acima, devemos observar que

1) o custo de ligac¢ao, para cada térmica 1, resulta cons-
tante;
2) o nOmero de comblnagdes possiveis das varidveis intei-

. N
ras c¢ai para 2.

De fato, redefinindo as variaveis yu como sendo

0, se a térmica i nao esta em operacao Yt€[0,T-11;
TP (6)
1, caso contrario,
tomando T, COmo sendo o custo em Cruzeiros da quantidade de
combustiIvel necessaria para elevar a temperatura da térmica i,
desligada no periodo anterior, até um valor nccessario para a
geracao efetiva desta térmica, e indicando seu estado (ligada

ou ndo) no periodo anterior por ﬁi, temos a tabela

b i Vs Guy)
0 0 0
0 1 . (7)
1
1 0 0
1 1 t
que fornece
Vol o= ﬂi(l—ﬁijui, org) »

onde . é definido segundo o0s casos a) gub) anteriormente des-

critos.

s.fSEEi},Com (8)

Finalmente, definindo o conjunto Sj = {g :
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podemos reescrever (4) na forma

'Ii i ]%J ¢ N
min C.(sdu: + ) ¥.(u.)
t=0 i=1 * Pt oi=1 Fd
N t t
s.a ) s;u. zL-, t=0,1,...,T-1 (9)
i=1 * !
t
ueh, SiES , 1 =1, ,N

Este problema néo € convexc nas duas variaveis conjunta-
mente. Entretanto, a solug¢doc otima glebal serd obtida num na-

mero finito de passos, conforme veremos na proxima Secgao.

3.3 - APLICACAC DA TECNICA DE DECOMPOSICAQ BENDERS

GENERAL|ZADA AO PROBLEMA DAS USINAS TERMICAS

Para resolvermos (9) pelo método Benders Generalizado ne-
cessitamos da hipOtese de convexidade das funcoes C,(s), l=ic
<N, conforme vimos no Capitulo 2. Além disso, € importante fri-
sar mais uma vez que o problema (9) € de programacac mixta,com
2™ combinagdes possiveis das varidveis inteiras e com N-T va-
ridveis contInuas.

Iniciamos entao o processo de¢ decomposigac do problema
(9), de acordo com ¢ estudo desenvolvido no capitulo anterior,
através da projegdo deste problema no espago das variaveis .
O problema abaixo, assim obtido, para Mo 1=1,...,N, fixado ¢ factivel,
¢ um problema de otimo despacho de carga para as térmicuas, para as
quals uy =1, que, conforme veremos, & de facil solucdo, além

de ser equivalente ao problema (9), que desejamos resolver:



N
min ) Wi(ui) +v(u), (10)
LEANY 1i=1
onde v(+), para b= (b ..o ty)’ € dada por

T-1 N

v(y) = min _E Ci(sgjui
Szes’ t=0 i=1
' (11)
N
~t . t - 1
s.a 'E siMy =L7, t=0,1,...,T-1
1=1

¢ V. ¢ o conjunto que deve garantirque, para todo pev, de-

vemos ter ao menos uma solucdo factivel para o problema (11)

(ver Teorema 2.2, da representacao do conjunto V).
Felizmente, neste caso, € fdcil ver que o conjunto V &

dado por

t VtEtU,T~lj}. (12)

_E S . 21

No entanto, e sabido que, no horizonte de otimizagao uti-
zado, & grande a probabilidade que uma usina saia fora de o-
peracac devido a alguma contingencia. Assim sendo, & necessa-
rio que as outras usinas em operag¢ao possam suprir a carga to-
tal do sistema.

Esta restrigao adicional pode ser facilmente introduzida

neste modelo, se redefinirmos o conjunto V em (12) como

V = {ui

Prosseguindo, devemos agora evidenciar as fungoes supor-

N
] 5.u- max (S.u;}=L", tGEO,T—lJ}. (13)

+ 11N

BIRIIGTRCA (V0
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te para a fungao definida em (11), para que possamos resolver
o problema (10) por linearizacao externa.

Seja At 0 prego da energia gerada num intervalo de tempo
[t,t+1] em Cr$/Kw-h. Entao, conforme o Teorema 2.3, o proble-

ma (11) sendo convexo & equivalente 2a

T-1 N
v(y) = max min § [{[ci(s‘i‘)-xts’icju.m%t}, (14)
Az0 t t=0 i=1 1
s,€5.
1 1
onde A =(AO,A;,...,AT_1J‘.

Ainda sob as hipoteses do mesmo teorema, suponhamos que
para um dado u{, i=1,...,N, o problema max-min 1indicadc em
(14) foi resolvido, obtendo-se a solugdo Otima correspondente

AE, t=0,1,...,T-1, do prego da energia. Entao,

v
—
I 3 1
=
p—t—,

v (1) min [C.(sg)—lzsiju.+A§Lt}
t=0'i=1 ¢ t *
5.€5.,
1 1 (15J
N
> izlaiui +h*,
onde a} e b* sao dados jor
T-1
ar = E min [C.(s?]—l&s?], i=1,...,N
i 20 ¢ i~Ti i
§.€5,
ot (16)
T-1
b* = § ALLE,
t=0

Obtivemos entao, como desejavamos, uma linearizacdo ex-

terna da funcao v(u) na qual as suas fungoes suporte Ejﬁﬂ sao
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dadas por

A = ] atu, +b*, 31,2, (17)

com a} e b* definidos em (16].

Estes coeficientes, al e b*, das fungoes suporte gj('),
3=1,2,..., sao obviamente independentes de u, de modo que va-
le a propriedade P, discutida na secgao 2.4.2 do capitulo an-

terior.

A partir destes resultados, podemos entao resolver o pro-
blema (10) pelo seguinte proccdimento computacional, que con-
siste exatamente da aplicagao da tecnica de relaxacac (Algo-

ritmo 2.1), neste problema especifico.
ALCGORITMO 3.1

PASSO 1 - Seja u¥, i=1,...,N uma politica de ligacao facti-
vel (u*€AnV) qualquer conhecida.
Forme o conjunto I ={i/u; =1} e resolva o problema

de Otimo despacho:

(18)

Sejam §:, i€l, t€[0,T-17 e Ay, t€{0,T-1], as solu-

¢des primais e duais Otimas.



PASSO 2 - Calcule os coeficientes

PASSC 3 -

T-1
a¥ = ¥  min {C.(SF)—Atst} i=1,...,N
. t=0 ¢ ot
SiGSi
(19)
T-1
b* = § atpt,
t=0
e obtenha o valor
N ‘ N
Bs = v(ut) + L v < { Lapthe T o)
i=1 1 i1 i=1 t 4

Faga p =1, a? =a;, i=1,...,N, bP =p*,

BS & um limitante superior do valor otimo de (9).
Determine a solugao Gtima do problema
N
mlnr{‘z Wi(ui)+0(u)},
HEARVI1=1
onde (21)
N .
o(p) = max { N aiui +bJ}.
1<i=p ‘i=l

Seja u;, i=1,...,N esta solugao. Faga

1§ o~ 2

BI =

2 v i) ra(um). (22)
1

1 1

BI & um limitante inferior do valor Otimo de (9). Se
BS -BI cse (e sendo um real positivo suficientemente

pequenc), pare. A solugdo & Otima. Caso contrario,
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redefina o conjunto I e va ao passo seguinte.

PASSO 4 - Resolva o problema (18) e obtenha os parametros em
(18) para o novo conjunto I, Se,
. N
BS(= ) ay+h*s Y ¥.(u¥)) -B1 <e pare.
i€l i=1 bt
A solucao ¢ Gtima. Caso contrario, faca p=ptl, a? =
= a*, i=1,...,N, bP =b*., Se BS >B5 faca BS = B% o

-

volte ao Passo 3.

Este procedimento terad convergencia finita, pois o nume-
ro de variaveis ldgicas lactiveis é no miximo 2N e, portanto,
finito (ver Teorema 2.4). Assim, ainda que tais vetores sejam
gerados exaustivamente, o processo acaba em no maximo ZN exe-~
cugoes do problema mestre. Conforme veremos no nroximo capi-
tulo, onde serac apresentadas alguma solugoes para o problema
que estamos estudando, todas as solugdes Otimas ali apresen-
tadas foram obtidas atraves de no maximo 5 iteracoes entre »ro-
blema mestre ¢ sub-problema. Isto & conscqlicncia do uso de
func¢oes suporte na solucao do problema mestre. De fato, cada
nova fungao suporte, juntamente com as anteriores, alem de sim-
plismente determinar uma nova solucgio, mais proxima da solu-
¢do Otima, do problema mestre, faz com que crande nimerc de va-
riaveis 1ogicas sejam excluidas definitivumente do espaco das
combinac¢oes possiveis, pois cada funcdo suporte determina um
corte neste espago. Assim, ao excluirmos uma variavel p,esta-

mos, na verdade, excluindo uma parte do conjunto destas varia-

vels.
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Alem disso, para qualquer fixacdo destas variaveis u pe-
lo problema mestre (21}, o problema (9) resulta em wn proble-

ma convexo (18) a ser resolvido.

3.3.1 -0 Metodo de Solugao do Sub~problema

Suponhamos que o problema (21) foi resolvido para j =1,,.
..,p, obtendo-se como solucao u;, i=1,...,N. Entao, a partir
desta solugao, devemos gerar uma nova linearizacao que,Con as
p anteriores, aproxime melhor o problema (10), que desejamos
resolver,

Para tanto devemos calculur os coeficientes a; e b*. Con-
forme vimos acima, estes coeficientes sdo obtidos a partir da
solugao dual do problema (18).

Vejamos entdo, como podemos obter a solugao deste proble-
ma (e conseqlientemente a¥ e b*) através do método dual, para
que possamos aproveltar melhor as particularidades 1inerentes
ao problema em estudo.

Em primeiroc lugar, devemos salientar que € 1icito tentar-
mos resolver (18) através da obtencgde do seu preblema dual as-
sociado, pois trata-sz de um problema convexo e a condicao de
regularidade de Slater e facilmente comprovada, ou seja, a e-
quivaléncia primal/dual estubeclecida no Capitulo 1 ¢ verifi-
cada neste caso.

Temos entao que i, € solucdo de

max ¢(A) (Z23)
Az0
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1

para A =(A0,A ,...,Aq_l)', onde ¢(*) € a funcdo dual associa-

da ao problema de despachootimo de carga (18}, que & definida

por
T-1
$(x) = ) @(r7), (24)
t=0
onde
o(x 5y = lil min [C. (s&)-atstaur 41t (25)
L . Gy Si) A Si Ui D P i

SFGS.
i 1

Observames que, para At fixado, o valor da funcgdo &(+) €
facilmente obtido, pois as solugoes dos problemas indicados em

(25) sao
st - max{U,min{g.,g?}}, (26)
1 i
onde §E e a solugao da cquagao

dCi(s]

t
AR = AL, (27)

Suponhamos ainda que as funcoes Ci(s), i=1,...,N sejam
estritamente convexas ¢ crescentes. Dado que 0s$ conjuntos Si’
i=1,...,N sac compactos, a convexidade estrita das fungaoes
Ci(-) resulta, conforme o Teorema 1.7, na cxistencia do gra-
diente da funcgdo dual. Portanto, a funcao 4(-} € diferencia-
vel, e seu gradiente pode ser obtido atraves da diferenciacao

das fungoes &(«):



3 t=0,1,-oo,T'—1, (28)

que serao usados para a obtengdo da solugao 6tima A, de (23).

Para obtermos o método de solucac de (18), devemos ainda

- } (29)
s=35,
i

entao, em (26) temos QE =§i, para todo i tal que My =1,

observar que para todo u€v, se

At > max

Ui:1

dci(s)
S

Analogamente, se

£ dCi(s)
A < m{? —as _ [30)
p. =1 $=5.
1 —1
c.(s)]
iv® f
.'lfr
i
¥
dc.
: 1(5)
; ds ~t
' 5=§ .
1
T
'
T
:
¥
T
1
1
T
: 1
i []
T 1
7 '
yam :
’/ t '
- T [
e | A 1 T
PR ' |
P 1. [ |
/ 1 T
L) T 1
¥ 1 1 —_
rd [ - = ’
5. : S, ]

|
=
-
[

- ~ ) ~t
FIGURA 3.2 — Fungao custo de geracac e sua derivada mo ponto S
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entao, em (26) temos 55 *§, para todo 1 tal que M =1.
A interpretacgdo geometrica destes fatos pode ser vista na
Figura 3.Z.

Portanto, a solugao do problema (23) &€ equivalente a So-

lugao de
T-1 t
;0 max _¢(A ), (31)
t= igAtsA
onde
_ dCi[S] }
N
Hi™ SEE5)
i i
(52)
_ dci(S)
A= Jn%; S ra— -
p.=1 §=5.
1 1

Finalmente, devemos observar que as [ungdes ¢(+) sdo con-
cavas (Teorema 1.1), diferenciaveis e definidas c¢m conjuntos
compactos. Visande aproveitar ao maximo estas informagdes,pa-
ra através delas obter um método de solugdo do problema (18),
vamos considerar uma aproximacao quadratica para as funcoes

$(+), ou seja,

w(x) = ax® +bx +c. (33)

Neste caso, a condicdo necessaria e sufficiente para que um pon-

-

to X, seja ponto de maximo ¢ dado por

=2 =0, (34)



ou seja,

__ b
Ae = - o (35)

Para Al, kz pertencentes ao dominio de &(-), temos:

do s

5 = 2ah, +b (36)
A:Al

dd 4. =

H = chkz +b {J?J
AZKZ

Subtraindo a equacgao (37) de (36), obtemos

de do _
T - I = Za(kl—kz) =
h"hl A=l2
dé _de
dn dx
A=h1 A=A2
=3 2a = . (38)
MoT A

Alem disso, multiplicando a equacgac (36) por A, € a equa-

¢do {37) por A, e subtraindo as equagoes resultantes, obtemos

1

dd

ae o .
Ay qn M oax = (pmA)b =
A, A=),
e 4o
Ao T A I
— b = - T (39)
- A

Podemos entao, substituindo (38) e (39) em (35) obter o valor i, Gue

¢ dado por:



do _ QE
Ay T M
A=) A=)
A, = L . (40)
4o _ ds
dx dX
A=hy A=h,

Ocorre que, nossas funcgoes ¢(+) nao sao quadraticas, mas

~ t o )
sdo concavas e os A, t~=0,...,7T-1 devem scr tais que gshtg

=1

K

com A e A como em (32). A diferenciabilidade de tais fungbes
¢(+) aliadas a estas observagoes nos permite, a partir da ex-
pressao (40) obter um método de internolacio quudratica paru
aproximar A, ., tomando 1 ¢ X com pontns inicials. Nossa opgio

por este método ¢ devida a dois fatos basicos:

1} as informagoes sobre o comportamento das funcoes ¢(*)
(concavidade, cxistencia de limites inferior e supe-
rior para »t e diferenciabilidade) sdo aproveitadas ao
maximo ;

2) o calculo de X, envolve apenas a obtengao do gradien-

te das fungoes ¢(¢) e algumas opcracocs elementares.

Podemos agora descrcver em detalhes ous passos do Algorit-
mo 3.1, referentes a obtencao da solugdo do sub-problema e dos
coeficientes a; e b* das func¢oes suporte Ej(-] como segue. I-
nicialmente, seja Wi i=1,...,N uma politica de ligagao fac-
tivel (Rf€ANV) qualquer conhecida. Forme o conjunto

i = {i]ui=l},

faca t =0 e calcule ) e % como cm (32).

ALGORITMO 3.2

PASSO 1 - Faga t =t+1l. Se t>T va para 5. Senao faga k = 1,
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Ak =X, Ay =i e va para 2.

PASS0O 2 - Calcule

;4o _ do
Mo TIx ‘e ax|
A A
- 2k k
Ry = ' (41)
do _ do
o) Il
Ak A
e va para 3.
PASSO 3 - Se %% _ = U facga kE =Xk e va para 4. Senao seja
Ak
1, se‘%~ ) > 0
Ak
Ty = ﬁ (42)
ad
0, se T < 0
M
e faga
Mg T TR (1T Ay
(43)
Mg = (mmddg v oy
Faga Kk =Kk+1 e va para 2.
PASSO 4 - Para 1€I, calcule
(44)

-t L= =ti ),
5. = max{O,mln{si,si}}



onde §§ & dado por

dc. (s)
i _ .t
TS|t e (45)
771
e 05 coeficientes
T-1
a¥ = § min 1C,(s5)-atst]
1 t50 ¢ 1-71 1
© 8 _€5,
1 1 (46)
T-1
b = § oAbt
t=0
¢ va para 1.
PASSC 5 - Obtenha o valor dce
N , y N
BS = vip*) + ) w.(p¥) = { Y AELRE L ) volur) . (47)
ier v g

1=1

A convergencia deste método & garantida, pois numa ite-
racao genérica Kk temos AEG[Ek’ik]C{%k—l’ik-]J’ sendo  que Ay

- : t
e Ay convergem quadraticamente para i, quando K—+a.

3.3.2 -0 Método de Solugao do Problema Mestre

Na secgao 3.2.1 deste caplitulo, optamos por simplificar
nosso modele tomando as fungoes custo de ligacao Vo), 1=1,
..,N como indcpendentes do tempo. Deste modo, alem de obter-
mos fungoes custo de ligagao constantes para t =0,...,7T-1, o
- ] -G e T s el NT _ N
numero de solugoes possiveils caiu de 2 para 2 .

Nos exemplos reais resolvidos, que sao apresentados no
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proximo capitule, N =10, ou seja, existem 1024 solugdes pos-

siveis para o problemu mestre.

Verificamos entdo que podiamos neste caso obter a solu-
¢ao deste problema gerando os vetores u através de enumeracgao
explicita. Isto se deve ao fato de que, como ja [risamos an-
teriormente, a cada execugao do problema mestre, 0s vctores p
testados nas execugoes anteriores nao fazem mais parte do con-
junto de solugdes possiveis, ou secja, a cada iteragdo do pro-
blema mestre diminui o espaco de solucgles viaveis.

0 algoritmo que segue consiste da descrigdo detalhada dos
passos do algoritmo 3.1 referentes a solugao do problema mes-

tre.
ALGORITMO 3.3

PASSO 1 - Faga ., =1, i=1,...,N, o(u) =-», Bl =+o e va para

24

=

PASSO 2 ~ Se } S.u.>L°, ¥t=0,...,T-1, vd para 5.

i=]
Senao faga i =N e va para 3.

PASSO 3 - Se wy =1 faca:
1) »; =04
2) se 3i, i=1,...,N, tal que p; =1, va para 2.
Senao faga u* =y e volte ao programa prin-
cipal.
Senao, va para 4.

PASSO 4 - Faga p; =1, 1=1i-1 e va para 3.

PASSO 5 - Para todo My i=1,...,N tal que My =1, calcule
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S1 = Za;ui + b, (48)
1
Se 51 >o(u), fagca o(u) =S1 e calcule
S2 = J¥;(ny) +o(u). (49)
1

Se S2 <BI, faga BI =S2, n=yu, i =N e va para 3.

Sendo faga i =N e va para 3.

Podemos agora mostrar a estrutura do algoritmo 3.1 atra-
vés da Figura 3.3, onde procuramos evidcenciar a interdependen-
cia dos calculos referentes ao sub-problema ¢ o problema mes-

tre,

min {ci(sgj—atsﬁ}, iel
Les
1

o0

i |
: N i
; min { ) v, (u,) +o(uJ} ' Problema mestre
L opeanvii=g t )
T R |
u I L
T 13— i 4
1 i
| : t . |
| max ¢(r"), t=0,1,..,,T-1 !
: A:é?\t;'xi :
i |
¢ § ]
i t t I Sub-problema
I A 53 } P
1 |
I 1
| f
| |
1 §
1 1
i I
1 1
1 |
| |

FIGURA 3.3 -Estrutura do Algoritme 3.1

3.4 - CONCLUSAD

Neste capitulo, a tecnica de decomposicao Benders Gene-
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ralizada foi aplicsda ao problema de controle otimo de usinas
termicas. Além disso, obtivemos as solugdes detalhadas para o
problema mestre e o sub-problema, aproveitando todas as carac-
teristicas que sdo proprias ao modelo, visando maior eficien-
cia computacional na obtencao de solugoes de problemas reais,

como 0s descritos no proximo capitulo.



CAPITULO 4

UMA APLICAGAG NUMERICA NUM SISTEMA TERMICO REAL

4,1~ INTRODUCAOQ

0 objetivo deste capltulo e apresentar alguns resultados
obtidos computacionalmente para o problema de controle &timo
de usinas teérmicas, apresentado no capitulo anterior.

Tedos os estudos desenvolvidos naquele capitulo foram u-
sados para a ohteng¢do de tais resultados, dentre os guais dis-
cutiremos detalhadamente dois casos que ilustram claramente a
grande eficiéncia computacional do métode Benders Ceneraliza-
do na obtengac de solugoes para este problema.

Devemos salientar que esta eficiéncia deveu-sc cm grande
parte ao método usado na obtencdo da solugio do sub-problema,
ou seja, no aproveitamento total de todas as particularidades
inerentes ao problema dual, evidenciadas ¢ exploradas ao maxi-

mo na construgac do Algoritmo 3.3.

4.2 - DADOS RELATIVOS AQ SISTEMA CONSIDERABO

As solugfes que mostraremos nas proximas secgoes, para o
problema de controle otime de centrais 1érmicas, foram obti-
das atraves de um programa cm linguagem Fortran. O computador

usado em todas as execugocs fol o PDP10 da Unicamp.
-58-



Tal programa foi obtido a partir dos Algoritmos 3.1, 3.2
e 3.3 apresentados no Capitulo 3. Assim, o pwgrama princdpal
consiste exatamente no método Benders Generalizado, programa-
do em linguagem computacional e adaptado as caracteristicas par-
ticulares do problema em questao. Os dados de entrada,bem co-
mo os resultados obtidos ao final da execugdo,também sao for-
necidos pelo programa principal.

As solugoes do sub-problema e do problema mestre sao ob-
tidos em duas sub-rotinas, denominadas respectivamente de TERM
e MESTRE, encontram-se listadas em Apendice juntamente com o
programa principal.

Todos os dados usados nos testes que seguem foram obtidos
em [Turgeon, 19781. Conforme ainda o Capitulo 3, a fungao de
custo de geracao, para cada térmica i, i =1,...,N & estrita-

mente crescente e convexa, dada pela quadratica

t

t - . . b2 .
Cilsg) = agy va; sy va;sisy), (D)

cujos coeficlentes aij sa0 alocados na matriz A{10x3) da Ta-
bela 4.1. O nimero de linhas desta matriz correspondc obvia-
mente ao numero de usinas a serem otimizadas em todos os tes-

tes, ou seja, N =10.

0 vetor CL{i), i =1.....10, da Tabela 4.1, contém o0s cus-
tos de ligagao L dados pela cquagao (8) do Caplitulo 3, de
cada tlérmlca 1. Bstes custos podem ser alocados deste modo
desde que os estamos tomando constantces cm relagao ao tempo,

conforme ficou estabelecido na sccgao 3.2.1 do rcferido capil-
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tulo.

TABELA 4.1 - Dados de entrada do sistema

Unidade SINF SSuP | A(l,1) | A(4,2) A(1,3) cL(1)
1 15,0 60,0 15,0 | 1,%000 ! 0,00510 85,000
2 20,0 80,0 25,0 | 1,5000 | 0,00396 | 101,000
3 30,0 | 100,0 49,0 | 1,3500 : 0,00393 | 114,000
b 25,0 | 120,0 32,0 | 1,4000 | 0,00382 94,000
5 50,0 | 150,0 29,0 | 1,5400 | 0,00212 | 113,000
6 75,0 | 280,0 72,0 | 1,3500 ¢ 0,00261 | 176,000
7 250,0 | 520,0 105,0 | 1,3954 | 0,00127 | 267,000
8 50,0 | 150,0 | 100,0 | 1,3285 ! 0,00135 | 282,000
g 120,0 | 320,0 ¢+ 49,0 | 1,2643 | 0,00289 | 187,000
10 75,0 | 200,0 | 82,0 i 1,2136 j 0,00148 | 227,000

No caso da Tabela 4.1, para cada térmica i, 1 = 1,...,10

o custo de ligacdo ¢ dado por

PR (2)
No entanto, foram ainda efetuados tostes nos quais, e -
ra cada termica 1, 1 0= 1,...,10.
o1 -y, t
) 1 1.
PR {tzoai(l B.e J}, (3)

ou seja, o custo de ligagio da térmica i, i=1,...,10,para to-
dos os instantes de tempo t, t€[0,T-1] € sempre igual o scu
custo maximo (expressao (2)), ou sempre igual @0 seu custo mé-
dio (expressao (3)).

A mesma tabela tamhém fornece os limites 5, € §i, i=1,..
.,10, ou seja, as capacidades minimas ¢ maximas de geracido em

Kw-h de cada térmica i, alocados respectivamente nos vetores



SINF(i) e SSUP(i).

Conforme ja salisntamos acima, em todos os testes rea-
lizados, o nameroc de térmicas € de N =10, sendo que o tempo €
discretizado em T =24 periodos (operacao diaria com discreti-

zagdo horaria).
k.3 ~ AS SOLUGOES OBTIDAS

As solugoes, quc upresentaremos agora em detalhes, foram
obtidas tomando como custo de ligagdo para cada térmica i, i=

= 1,...,10,
T. = ., (4)

e o conjunto V, que garante que para gV o sub-problema tem

solucao factivel, e dado por

, t=0,...,T—1}. (5)

4.3.1 - CASO 1

Neste caso tomamos T =24, e com os dados de entrada for-
necidos pela Tabela 4.1, obtivemos as solugoes que constam da

Tabela 4.3, com tempo total dc¢ CPU de 3,40s.



TABELA 4.2 - Solugcao termica otima — Caso |

s

T 52 53 S4 S5 Sé S7 58 S3 S10
I 60,0 80,0 | 100,0 | 120,0 | 150,0 0,0 | 504,6 0,0 | 244, 4% | 200,0
2 60,0 80,0 | tog,0 | 120,0 | 150,0 0,0 | Lhjy 1 0,0  217,9 | 200,0
3 60,0 80,0 { 100,0 | 120,0 | 150,0 0,0 { 393,% 0,0 | 195,6 | 200,0
4 60,0 80,0 | 100,0 | 120,0 | 150,0 0,0 | 383,7 0,0 | 191,3 | 200,0
5 60,0 80,0 | 100,0 | 120,0 | 150,0 0,0 | 374,0 0,0 J 187,0 | 200,0
6 60,0 80,0 | 100,0 { 120,0 } 150,0 0,0 | 403,9 0,0 { 200,2 { 200,0
7 60,0 80,06 § 100,0 } 120,0 | 150,0 0,0 | 4441 0,0 | 217,% | 200,0
8 60,0 80,0 | 100,0 ! 120,0 | 150,0 0,0 | 403,39 0,0 | 200,2 ! 200,0

60,0 80,0 | 100,0 { 120,06 ) 150,0 0,0 | 374,0 0,0 | 187,0 | 200,0
60,0 80,0 | 1o00,0 | 117,6 { 150,0 0,0 | 355,5 0,0 t 178,9 | 200,0
60,0 80,0 { 100,0 | 109,1 150,0 0,0 | 3301 0,0 | 167,7 | 200,0
60,0 80,0 | 100,0 | 106,3 | 150,0 0,0 | 321,6 0,0 | 164,0 | 200,0
60,0 80,0 | 100,80 | 101,2 | 149,3 0,0 | 306,2 0,0 | 157,2 | 200,0
60,0 80,0t 100,0 990 | 1453 0,0 | 299,5 0,0 ; 154,3 | 200,0
60,0 80,0 | 100,0 97,0 | 141,8 0,0 | 293,6 0,0 [ 151,7 | 200,0
60,0 77,7 | 97,41 93,6 | 135,7 0,0 | 283,4 0,0 | 147,2 | 200,0
60,0 74,6 94,3 90,4 1 129,9 0,0 | 273,8 0,0 { 143,0 | 200,0
60,0 71,5 91,1 87,2 | 124,2 0,0 | 264,2 0,0 { 138,8 : 200,0
60,0 66,8 86,4 82,3 | 115,3 0,0 | 250,0 0,0 | 132,3 | 200,0
60,0 64,4 84,0 79,9 1 110,9 0,0 | 250,0 6,0 | 129,0 | 200,0
60,0 62,3 81,8 77,7 | 106,9 0,0 | 250,0 0,0 | 126,1 | 200,0
60,0 69,9 89,5 85,6 | 121,2 0,0 | 259,2 0,0 | 136,6 | 200,0
60,0 76,2 95,9 92,1 132,9 0,0 | 278,8 0,0 | 45,2 | 200,0
60,0 80,0 § 100,08 1 20,0 | 150,0 0,0 | 504,6 0,0 § 2444 | 200,0

29 -
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TABELA 4.3 - Soluczo oOtima do problema Mestre - Caso 1
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Estas solugoes foram obtidas apds 4 iteragdes ontre pro-
blema mestre e sub-problema. 0s valores obtidos a cada itera-
¢ao para BS =LIM.SUP. e BI =LIM.INF., até a convergeéncia, fo-

ram ©s seguintes:

TABELA 4.4 - Convergencia do Metodo — Caso 1

Ndmero de |lteragoes Mestre/Sub-problema

lteracoes | Lim. Sup. Lim. Inf.
! 61999,12 59373,67
2 61018,75 60328,72
3 60914, 31 60655 ,36
b 60736,97 60736,97
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Estes resultados podem ser interpretados geometricamente

no grafico abaixo.

+
61999, 12-
BS
T
1 —
60736,97 : L
t e 1
' - [ T
T 1 J
R T ;
/, : BI : T
- 1 t 1
’ 1 1 1
4 1 T '
- ' ] '
nd ' 1 1
. t 1 t
. T ! 1
. T ] t
59373,674 ' ' '
: : 4
) y '
1 ' L
T ) ' ' .
b [ [ T +
1 2 3 4 (Iter)

FIGURA 4.1 - Convergencia do Metodo — Caso 1

4.3.2 ~-CASO 2

Neste exemplc o tempo tambem e discretizado em T =24 pe-
riodos, as fungoes custo de ligacdo e o conjunto V s3o oS mes-
mos do caso anterior. Porem, desta vez resolvemos o problema
em duas etapas. Primeiramente foi resolvido o problema de con-
trole otimo para os 12 primeiros perlcdos de tempo,semprc com
os dados da Tabela 4.1. Verificou-se ao final da execugao que
apenas uma das 10 usinas permancccu desligada nestes 12 perio-
dos de tempo lniciais, conforme pode ser visto nas tabelas a-

baixo.



TABELA 4.5- Solucdo térmica otima — Caso 2 - 12 parte

T DEM 51 S2 53 Sh 55 56 57 58 59 $10
1 1 1459,0 | 60,0 86,0 | 100,0 | 120,0 ! 150,0 | 190,0 | 372,6 0,0 186,4 { 200,0
2 | '372,0 | 60,0 80,0 | 100,0 { 110,0 } 50,0 | 170,5 | 332,6 0,0 168,9 | 200,0
3| 1299,0 | 60,0 80,0 | 100,0 99,7 | 146,7 | 155,5 | 301,8 ¢,0 155,3 | 200,0
4 | 1285,0 | 60,0 80,0 | 100,0 98,1 | 143,7 | 153,2 | 296,9 0,0 153,1 | 200,0
5| 1271,0 | 60,0 80,0 | 100,0 96,5 | 140,8 | 150,8 | 292,0 0,0 161,0 | 200,0
6 | 1314,0 | 60,0 80,0 | 100,0 | 101,5 | 149,8 | 158,1 | 307,0 ¢,0 157,6 | 200,0
7 { 1372,0 | 60,0 86,0 | 100,08 | 310,0 | 150,0 | 170,5 | 332,6 0,0 168,9 | 200,0
8 ! 1314,0 | 60,0 80,0 | 100,0 | 101,5 | 149,8 | 158,1 | 307,0 0,0 157,6 | 200,0
9 1 1271,0 | 60,0 80,0 | 100,0 96,5 | 140,8 | 150,8 | 292,0 0,0 151,0 | 200,0
10 | 1242,0 | 60,0 77,7 97,4 93,7 | 135,7 | 146,7 | 283,5 0,0 147,3 | 200,0
11 | 1197,0 | 60,0 73,6 93,2 89,4 | 128,0 | 140,4 | 270,7 0,0 141,6 | 200,0
12 | 1182,0 ¢ 60,0 72,2 91,9 88,0 { 125,5 | 138,3 { 266,4 0,0 139,7 | 200,0

- Sg -
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0 tempo de CPU baixou neste caso para 3,l4s.

TABELA 4.6 -Solugdo Gtima do problema Mestre — Caso 2 - 12 parte

i 1 i 1 1 1 i i 0 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
3 1 1 i 1 1 i 1 0 1 1
k 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
5 i 1 1 1 i 1 1 0 1 1
6 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
7 1 1 1 1 1 i 1 0 i [
8 1 1 1 1 1 i ! 0 1 1
9 ] 1 1 1 1 1 1 ] 1 1
10 1 1 1 ] 1 1 1 0 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
12 1 1 i 1 1 1 1 0 i 1

As solucdes acima porém demandaram 5 iteracgdes entre pro-
blema mestre e sub-problema e os valores obtidos para BS e BI

até a convergencia foram os seguintes:

TABELA 4.7 - Convergdncia do Método — Caso 2 - 12 parte

Numerco de |teragoes Mestre/Sub~problema

| teragoes | Lim. Sup. { Lim. Sup.

34196,65 32981,19

1
2 33920,95 33414,05
3 33726,62 33633,17
b 33692,64 33683,85
5 33692,64 33692,65
Na PFigoera 4. 2, mostramos a interpretacao geometrica

deste resultado.

Para obtermos a solucdo 6tima para os 12 instantes de tem-

po restantes, partimos da observagao de que, no resultado ob-
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tido acima, apenas uma das 10 termicas permaneceu desligada.
Portanto, para t =13, e nos instantes seguintes, até t=24 ndo
precisamos considerar os custos de ligagao das demais térmi-
cas, desde que ja sabemos que elas estarao ligadas, de modo
que seus custos de ligacao s sao todos nulos (ver equacgao 8
do Capitulo 3). O resultado que segue fol obtido @ partir dos

dados da Tabela 4.1 na qual foi feita a seguinte alteragao:

4
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FIGURA 4.2 - Convergencia do Método — Caso 2 - 12 parte



TABELA 4.8 - Solucdo térmica 6tima — Caso 2 - 22

parte

T DEM S 52 53 sh 55 S6 s7 58 59 510

13 1154, 0 60,0 80,0 ] 100,0 | 101,2 | 149,3 0,0 306,2 0,0 157,2 | 20,0
4 ) 1138,0 { 60,0 | 80,0 | 100,0 | 99,0 | 45,3 | 0,0 | 299,5 | 0,0 | 154,3 | 200,0
15 | 1124,0 60,0 80,0 | 100,0 97,0 | 141,8 0,0 293,6 0,0 151,7 { 200,0
16 1 1095,0 60,0 | 77,7 | 97,4 | 93,6 | 135,7 0,0 283,4 | 0,0 147,2 | 200,0
17 | 1066,0 60,0 74,6 94,3 90,4 | 129,9 0,0 273,8 0,0 143,0 | 200,0
18 | 1037,0 60,0 71,5 91,1 87,2 1 124,2 0,0 264%,2 0,0 138,8 | 200,0
19 | 993,0 | 60,0 66,8 | B6,4 | 82,3 | 115,3 | 0,0 250,0 | 0,0 132,3 | 200,0
20 1 978,0 | 59,8 | ek,4 | 84,0 79,9 | 110,9 | 0,0 | 250,0 | ©,0 | 129,0 | 200,0
21 963,0 58,2 62,3 81,8 77.7 | 106,9 0,0 250,0 0,0 126,1 | 200,0
22 | 1022,0 60,0 63,9 89,5 85,6 | 121,2 0,0 259,2 0,0 136,6 | 200,0
23 | 1081,0 60,0 76,2 85,9 | 92,1 | 132,9 0,0 278,8 0,0 145,2 | 200,0
24 1 1459,0 60,0 80,0 | 100,0 | 120,0 { 150,0 0,0 504,6 0,0 244 4 | 200,0

- 89



Deste modo, aproveitamos as informacoes obtidas
meira etapa do procedimento e o resultado que segue

obtido com apenas 2,81s de CPU,

i

=282, 1

8

(6)
na pri-
pode ser

(Tabelas 4.8, 4.9 e 4.10).

TABELA 4.9 - Solugao Otima do problema Mestre - Caso 2 - 22 parte
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Estas solugdes foram obtidas apos 4 iteragdes entre pro-

blema mestre e sub~-problema. Neste caso, os valores obtidos pa-

ra BS e

BI sao;

TABELA 4.10 - Convergdncia do Método — Caso 2 - 22 parte

Ndmero de ltera¢oes Mestre/Sub-problema

iteracoes | Lim. Sup. | Lim. Inf.
1 28084,47 26392,48
2 27097,80 26982,16
3 27097,80 27008,04
4 2704k ,32 | 2704432

Geometricamente, obtivemos o seguinte desempenho:
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FIGURA 4.3 - Convergéncia do Método — Caso 2 - 22 parte

4.3.3 -Qutros Testes Realizados

Nos dois casos apresentades acima censideramos oS custos
de ligacao Ty Ty, i=1,...,10, ou seja, o custo maximo de 1li-
gacao de cada termica i, e o conjunto V =V, dado pela expres-
sao (5).

No entanto, foram realizados outros testes,nos moldes dos ca-
sos anteriores, alterando ora a fungao custo de ligacac, ora
o conjunto V, ou ambos. Assim, ao invés de tomarmos os custos
maximos de ligacdo, fizemos alguns testes considerando os cus-

tos médios de ligagdo, dados pela expressdo (3). Igualmente o
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conjunto V fol alterado em alguns testes para

19
'zlsiui -  max {giui} aLt, tE'.[O,T—lJ}. {(7)
1= 1<i<10

vy, = {“i

A restrigao adicional introduzida no conjunto V,dado por
V,, conforme vimos no Capitulo 3, € devida a probabilidade que
uma usina saia fora de operagdo por alguma contingéncia, no ho-
rizonte de otimizagao utilizado. A introdugao desta restrigao,
evidentemente, onera o custo de geracgao de energia, desde que
deste modo estamos operando com folga na demanda. Entretanto,
esta parece ser a melhor escolha para contornarmos © problema

dentre ocutras alternativas possiveis (ver Turgecon, 1978).

TABELA 4,11 - Performance do ''‘Benders'' nos casos resolvidos
Tempo Custo | teragoes CPU Total

Teste (Periodos) v ' de Mestre/ (Seq)

Ligacao Sub-problema PDP/10

1 24 v, maximo 4 3,49

2 12 vy max imo 5 3,14

3 12 vy maximo 4 2,81

i 24 v, maximo 1 1,63

5 12 Vz maximo 1 1,14

6 12 Vz zero i 1,09

7 24 V1 medio 4 3,35

8 12 V1 medio 5 3,23

9 12 Vi medio L 2,69

10 24 v, medio i 1,53

LA 12 Uz médio 1 1,20

12 12 \!2 zero ] 1,34

Fazendo todas as combinagles possiveils entre Vi, V, € as
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expressoes (2) e (3) para os custos de ligacdo obtivemos os re-
sultados que estao resumidos na Tabela 4.11 {que inclui os ca-
sos descritos nas sub-secgoes anteriores), na qual evidencia-
mos ¢ numero de iteracoes entre problema mestre e sub-proble-
ma até a obtencao da convergéncia e o tempo total em segundos

de CPU gasto em cada teste.

E importante observar, quanto a Tabela 4.11, que os tes-
tes 2 e 3 correspondem ao caso 2 descrito anteriormente e que
os testes 5 e 6, 8 ¢ 9, 11 e 12 foram feitos de maneira ana-
loga.

Devemos ainda observar que, conforme o Algoritmo 3.1, o
programa principal deve ser inicilalizado com uma politica de
ligacdo factivel. Optamos entao por inicializar o vetor p to-
mando, em todas os testes, My =1, i=1,...,N.

Ocorre que, tanto no teste 5 como no teste 11, tal solu-
¢do se revelou Otima na primeira iteracdo (ver Tabela 4.11).
Tais testes, conforme salientamos acima, correspondem a pri-
meira parte de testes analogos ao Caso 2 descrito em 4. 3. 2.
Assim, em ambos o0s casos, para obtermos as solugO0es COYTespon-
dentes aos 12 intervalos de tempo restantes, (problemas 6 e 12)
os custos de ligacdo foram zerados, dado que tinhamos a infor-

magdo de que todas as térmicas estavam ligadas nos 12 inter-

valos de tempo anteriores (equacgao 8, Capitulo 3).

4.4 - CONCLUSAO

Neste capitulo mostramos, atraveés de uma sé€rie de testes
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computacionais, ¢ notavel desempenho do método Benders Gene-
ralizado na obtengao de solugoes de problemas que,aléem de ad-
mitirem nimero muito grande de combinacdes possiveis das va-
riaveis, possuem centenas de restrigles operacionais.

Este desempenho & extrecmamente importante diante do fato
de que as solugoes do problema mestre foram obtidas a partir
de simples comparagao entre o valor da funcgao objetivo em ca-
da ponto factivel, com o melhor valor obtido até entdo. E cla-
10 que tal procedimento foi possivel de ser implementado pois
¢ namero de_variéveis inteiras consideradas fol relativamente
pequeno {N =10).

Na Tabela 4.12, calculamos o desempenho meédio do algorit-

mo relativo ao problema em estudo.

TABELA 4.12 - Desempenho médio do Metodo de Benders

Numero de variaveis inteiras (Problema Mestre). . . 10
Nimero de variaveis continuas (Sub-problema). . . . 240
Numero de restricoes. . . . . « + « « . - « . . . . 528
Nimero médio de iteragoes Mestre/Sub-problema. . . 2 %
Tempc total medio de €PU. . . . . . . . « + « o .« . 7,225

Os tempos totais de CPU verificados em cada teste,que re-
sultaram na média obtida na Tabela 4.12, s& foram possiveis de-
vido ao método utilizado para a solugao do sub-problema. Isto
fica mais evidente se compararmos estes resultados com uma ex-
perieéncia anterior, reali-ada com problemas das mesmas dimen-
soes, na qual foram gasios 20s de CPU num computador IBM-370/

168 [Geromel § Baptistella, 19831].
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Alem disso, e importante salientar mais uma vez que o pro-
blema resolvido ndo & originalmente um problema convexo e, no

entanto, obtivemos em todos os casos a solugao otima global.

Portanto, o método de Benders Generalizado, quando apli-
cavel, além de viabilizar a obtengao da solugdo otima global
de problemas que na sua forma original ndo sao resoluveis por
métodos diretos, nem tampouco saoc convexos, € um metodo que se

mostrou muito eficiente do ponto de vista computacional.



CONCLUSAO GERAL

Neste trabalho estudamos a decomposicaoc Benders Genera-
lizada visando dois aspectos: primeiramente tratamos de obter
este método atraveés do conceito de fungbes suporte,seguida da
analise da sua aplicabilidade. Desta analise resultou um nove
método de solugao para problemas que nao satisfacam a proprie-

dade P.

0 segundo aspecto de nosso interesse refere-se a aplica-
cao efetiva deste método ao problema de controle otimo de ge-
racao termica de energia. Para tanto, foi feito um estudo de-
talhado deste problema e de sua decomposicao (Capitulo 3), do
qual foi obtido o programa em linguagem Fortan {ver Apendice),
usado na obtencio dos resultados apresentados no Capitulo 4.
Tais resultados ilustram a grande cficiencia numérica deste me-
todo. De fato, problemas de grande dimensao, seja devido ao nu-
mero de varidveis como ao nimerc de restrigdes, puderam ser re-
solvidos através de um numero muito pequeno de iteragoes ¢ pou-

cos segundos de CPU.

Com este trabalho mostramos, portanto, que a decomposi-
cao Benders Generalizada, além de ser um metodo de facil obten-
cdo € também muitc eficiente do ponto de vista de convergen-

cia e gasto computacional.
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