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INTRODUCAD

NHo campo da Fisica-Matemftica existe uma série de
equacdes a derivadas parcials envelvendo o Laplaciano. Dentre
estas equactes podemos citar: a squacio de onda,. a egquaclo de
Helmholiz, & equaclo de Laplace, & eguaclo de difusia, a
equacie de Polsson e a equaclo de Schridinger,

Uma vez que, em andlise, a equacBo de onda ¢ a equacio de
difusioe, poden ser reduzidas b equaclo de Helmholiz, separando
& parle temporal, e a equaslo de Polsson pode ser reduzida X
equacio de Laplace por ums nmudanea de varidvelis, somente trée
dazs equacdes acima menclonadas T edueramn tm Lratamento
diferenciado, a saber: a equaclio de Helmholiz, a equacle de
Laplace & a equaclo de Schrdinger.

Destas trés equaches podemos ainda, a partir da equacio
de Schridinger, que descreve una particula num  campo  de
potencial, reduzi-~la b egquaglo de Helmholtiz, bastande para tal
considerar o potencial nulo ¢ a energla sende uma conztante,
Tomande esta constante nula, reduzimos a equacko de Helmholiz
A equacio de Laplace. portanto o estudo do operador de Laplace
Joga um papel fundamental noe estude das equacdhes @ derlvadas
parcials emergentes =m indmeros problemas imporlanies  da
Fisica~Matemdlica.

0 método cléssicoe para resolver uma equaclco a derivadas
parcialz lineares & o mélodo de separacBo de waridvels, também
chamade ndlodo de Fourder. A equacldc a derivadas parclals
em N varidveis independentes & levada a n sguaches
difersnclals ordinrias. Enlic, o estudo da separabilidade &
imnportante uma ver gque, esm muitos sistemas de ocoordenadas
tal processo ¢ impossivel, mesmo para a equaclio de Laplace. Ha
presente dissertacio disculiremes apenas squagdes a derlvadas
parcials de gegunda ordem, lineares e com Lrés varldvelsg

i ndependantes,



¢ estudo da separabilidade de uma egquacldo a derivadas
parclials fol Lema para varios auleres, dentre estes podenos
citar Eiﬁenhartfﬁqua na década de trinta mostrou gue existem
sopente onre zistemas de coordsnadaz noe  espago  euclideano
iridimensional, para os quals a equaclc de Helmholiz £
completamente separével ; Robertison discutiu as condiches de
separabllidade para a equacio de Schr8dinger e, na década de
ol nguent.a Moonwﬁpanc@rmkﬁacutiram am condl oHes Dara 2
separabilidade das equagdes de Helmholtz ¢ de lLaplace. Todos

estes estudos extBo baseasdos no cléssico trabalho desenvol vidoe
i4)

por StBckel
Destacamns  ainda O trabalho= der Moamwgpenaﬁrﬂwe
Lavinsnn"Bagertwﬁedhaffar“ﬂag quais, independentensnie,

diseutiram a separabllidade da equaclo de Laplace de modos
diversos ¢ encontraram resul tados também diversos. O confrontio
entre estes resul tados ancontra—se 38xm trabral ho el
nmanwﬁpanaerw{, Na década de sessenta Makarov ~ Emorodinsk -
Vaiiav&Wintarnitzm?emupararam os resultados de Elsenhart™,
quande do estudo da separabilidade da equacio de Schrédinger
em termos Jde dolis operadores quadrdtices no monsnte lipser. B,
finalmente, Bay@rwxalningwﬁillar“» discutiram o problema en
termos de Lédonicaz de Teoria de Grupo.

A presente dissertaclo Lem como objetive discutir estes
onze sistemas de coordenadas para os guals a eguaclo de
Helmholtz € completamente separfvel e, em consequéncia a
separabilidade da sequaclo de Laplace, bem como apresentar a
forma mais geral para o potencial a fim de gque a equaclo de
Sohriddinger seja,. ainda, completamente separfvel, & partir des
propriedades da chamada matriz de Stickel. Para estes onze
sistenas de coordenadas apresentames as respectivas equacfes
dgiferenciais ordinsrias bem como suas soluches ¢ a Torma mals

geral para o potencial.



Ezta dissertacBo estd disposta do seguinte modo: Mo
primeliro capitulo discutem-se as coordenadas curvilineas e a
partir desias escreve-se a forma mals geral para o operador de
Laplace; no segundoe capitulo, discute-ze a separabilidade das
equacdes de Helmholiz e de Laplace, a partir do méteodo de
separacio de varlaveis, usando a matriz e Sldckel,
apresentande as egquacdes difersncialg ordindriag; no capitule
trés discute-se, em detalhes, a equacBo de Helmholiz em
coordenadas esféricas; no capitule guatro, apressnbta-se a
Torma mals geral para o potencial a fim de que a equaclBo de
Schrddinger seja complelamenie separével; no capitule cinco
discutinos, em delalhes, o zistema de coordenadas parabdlicas,
resol vendoe a equaclo de Schridinger para o =feito Blark., HNo
capltule seis apresentamos, a2 equagBo de Helmholiz, an
sguacdes separadas, as respectivas scelucdes e a formae mals
geral para o poetenclal nos outros noYe sistenas che
coordenadas, No apdndice, disculimoes - maneira em gue 8o
obiidos o onze sistemas de coordenadas para o8 quals 2
squacic de Helmholtiz & completamente separivel, «, finalmente,

apresentamos as concluzdes.



1. COORDENADAS CURVILINEAS

Em todos o problemas que emergemn do contexto da fisica-
matemdtica, a wescolba do sistema de coordenadas & fator
preponderante no gque concerne seu Lratamenio . A correta
gscalbha do sistema de coordenadas - simetria do problemsa -
acarreta uma grande simplificacio.

Entre esses problemas coilamos: para uma particulsa
quiantica confinada em wuma caixa devenmos usar coordenadas
retangulares . para um ico condutor ao longs de um el
carregando corrente , ondas eldtromagnélics num gula de  ondag
co-axial , usamos coordenades cllindricas ., para uma esferas num
capo eldirico uniforme , as coordenadas devem ser esféricas
descreavencs © campo gravitaclional terrestire usande coordenadas
esfercidais , eta. .,

Como Lrabalharemncs com oubros sistemas de cooordenadas
nosse objetive neste capitulo € exprimir o operador de Laplace
tridimensional em coordenadas curvilineas, com esse propdésito
discutiremos: itransformacioe de coordenadas vat.ores
wnitdrion » elamento de comprimentis de arco @ o laplaclians om

coordenadas curvilineas
TRANSFORMACAD DE COORDENADAS

Selam as coordenadas (3, ¥,2) de um ponto qualguer do 2

expressas en funclic doe Cui.uz.uaﬁ de mode que @

¥ = xﬁui,uz.ugb ¥ o= y{un,uz.u33 o= zCuituz.ugﬁ Ci.42

Suponhanos que as equaches (1.1 possam ser resolvidas

Gando U U, u, em funclo de 3, v,2 , isto &

u = uiCx.y.zD u,= ugix,y,z) Uy ug(x;y;zb 1.8



As funcées (3.10 e (1.22 sio conslderadas univocas
com deridvadas continuas, num certo dominic, de modo que hi
uma Gnica correspondénclia entre (x,v.2) 2 Cui.uz,ugﬁ . Eszta
hipdtese pode ndo ser verificada em certos ponlos & entlc hi
necessidade de consideracdes especiaia“at

Dado um ponte P de coordenadas retangulares Cx,y,2D
podenss, com 38 equacdss (1,20 associd~lo a um conjuntos dnlco
de coordenadas Cui.uz,uab chanadas coordenadas curviliness de
. Os sistemas (1.10 ou (1.28) definem uma transformacio de

voordenadas.

COORDEMHADAS CURVILINEAS ORTOGONAIS

As superficies u = ¢ , u = ¢ , 4y = ¢ , onde ¢, & & o
] 1 z 2 2 9 % 3 3

s#30 constantes , chamam-zse superficies coordenadas e cortam-gse
acs pares em ourvas chamadas curvas coordenadas |

Se as superficies se interceptam em Engulos retos o
sistena de coordenadas curvilineas &€ dito ortogonal

As curvas coordenadas s U, U, de um sistems curvilineo
sdo andlogas acs elxoes coordenados %, yv,2 de um mistems

retlangul ar

VETORES UNITARIOS

Beja r =~ xi + yvi + zk o velor posiclo de um ponto P,
Dve €1.103 podenos sscerever r = r(ui,uz.uan
Um vetor tangente & curva u en F (para a qual u, e u sio

constantes) é g% v loge um vetor tangente unitérico nessa
i

direcio &



3G
@ = 1
¢ I o
E %Y
4+
o alnda:
& ar _oar dr
5%; = ;§§~! s & cotsl der ando hx” §§; Lemos;y ﬁﬁ;“ hiei

Analogamenle, se @, @ © s&o o5 velores {fangesnies

unitidrios as curvas ue u en P, respectivamente, tomos:

ar e
3G " D%y @ 35 " Py,
2 a
_ Lo o
onde hﬁw F ] hgw w3
2 @
Logo,com:

= i 4 + -
r x(ui,da.uaﬁi yﬁua,uz,ug) 3 zCug.uz us}k

Lemos:
ar _ % By &z
FoF e twK
-1 3 i k]
Fr ¢ z ay 2 2 2-} 3.8

h = ! ! = { . + jveloal

cE L UE) (&) (%) ]

Ameim:

_oder L ax Y. foy y°, ez Y7 Ci, 3
o e | L) &) &)

As  guantidades hi.ha,ha wlo chamadas fatores de
proparcicnalidade. Oz vetores undtérios B € € Lém o sentido

do ¢erescimentc de U el respectivamenle,



fig & velores uniilrios e, €, 8 ro ponto P

Assim, em cada ponto F de um sistema de coordenadas
curvilineas existe um conjunto de velores unitérics @ O B
tangenles As curvas coordenadas (fig.1). Este conjuntc £
andlogo aos vetores i, .k unitérios, do sistema de coordenadas
retangulares, mas difere deste pelo fale de poder nmudar de
direcloe de ponte para ponto,

Logo, podemos representar um velor A em fungdo dos velores

Bésicos unitérios e & B, dia segulinte forma:

ELEMENTO DE COMPRIMENTO DE ARCO
A partir de r = rCu’,uz,usD » Lermes:

_ 8r ar ar =
cip = Eaidui-* %zdua + %gdus = hiduiei-ﬁ hzduzaa«b hadugeg

A diferencial do comprimento de arco das, & dada por:
ds®= dr.dr, portantos

ds®= Ch du e +h du e +h du e J.Ch du & +h du & +h du e
i % 4 2 2z 2z 3 58 8 4 4 &2 2 sz 2% "m '3 3



Para sistemas ortogonais temos a .8 =& onds !
Lo

v
$ =1 se i=}) , éﬁm O se i #& § , portante :

*3

dsf= 1 duf+ B dufe B ad®
4 2 2 2 B a

.40

omo estamos interessados em exprimir o operador de

Laplace wem coordenadas curvilineas e ?3¢ = PV

L o

divergente do gradiente), vamos primeiro exprimir o gradisnlie

(V82 e depols o divergente (V. A ,onde A = V.

EXPRESSAC PARA O GRADIENTE (¥

Seja ¢ = u ,u 4D uma fungido escalar. Facamos

_ Ve = f561+ f29a+ faﬁa
once fyfgx} sBcs funedes s seren determinadas. Com:

or &r & -
dr o= 5§;ﬁui+ 3§¥uua+ ﬁﬁgdua“ h;duu&1+ hzﬁuaeg+ haﬁuaas

teamos
dg = V¢ L = hifldux+ hzfzduz+ hﬂfadua

U

= 22 29 o3¢
dg = “@ﬁidus*w éuzduz+ adus

Identificands C1.8) com (1.73, Lomos

- 2P . 9 .
f;” du du, fz Ju du, fa %Gfua
s 2 C1.E0
1 ap 1 8¢ 1 ap
Loge, V¢ = Ei 3§$$s+ Ez 3§%Gz+ Ha gﬁgﬁa

EXPRESSAD PARA O DIVERGEMTE DIV A = T (A

Seja A = Ae+Ae +A e uma fungdo vetorial das
i 4 2 2 BB

curviliness ortogonals,

{1.83

£1.89

€1.72

ooordenadas



Conslderando ¢ = g Lemos ?uim mi-;m @ analogamente
1

1 1
V9T TR % s TR %
&2}( 93 61
Fazendo ?uzx V:.:sw T = -
E P & 8

Lemos @ = hzhs( "?uzx %33 . anal ogamente:

e = h h {%Pu » Yud

2 i 8 8 1

o= hgh‘ﬁ?uix Vual’!
Assim

¥ . CAe 2 = ¥ .{AHh h (Vo X Vy DD

3 4 i 2 B i )
Comop ¥ .0g¢f0= 9 A + ¢ W .A Lenos;
v '(‘&sea} = Wﬁihahs).f?uax 'a?us} + :ﬁxihzhav .(?uax ?uaﬁ
ﬂ"?{Aihaha) S M

pois 9 .C?uax ﬁ?ua) =

Faorfanto
o

- 4 1 a
\'2 ‘C&ieiﬁ = ?CAihﬁhB:} ."W*};';*K*:* = W m-‘(:éghzhﬁ)

Analogamente
¥ .{Ael =
2 2

¥ .C{Ae =
3 8

Entic, como,
div A= ¥ A =T CAe d + % . CAe 3 + % . (A a3 ., Lemos para
4 4 2 2 ® B

o di vergente:

" i a & o
@iv A = pin (35 CARG 35 CANRD ¢ AR
i &2 B L} 2 B
Ci.%2



EXPRESSAQ PARA O LAPLACIANO (9°¢ >

U . 1 @ i o¢
A partir de v,¢hwmei+v£ga+ﬁwm%
1 1 2 2 8 B
Fazendo-se A = ¥ .¢ , Lemos :
1 & 1 dp i ag
A = A = A o=
'l Si 36; 2 Sa 3%# ) Rs 5&%
Como ¥ . A=V . ¥ = ﬁﬁé » Ltemos
Py =l [g__{hzha gﬁ}_*gw[hsha gﬁ}@ {hzhx g@“g}
hihzha @u1 hs ﬁui 3u2 ha &uz 3”3 h3 @ﬁg)
Logo © laplaciano de ¢ é dade por
2
o = 1 zg_[hshzhs &@3 €1.10D
B ohohe & 39, <h >

Una oulra maneira de escrever o laplacians & usando em
vez dos fatores de proporcicnalidade €h;$3, o coeficientes

m&lricos 9 definidos por :
5; = memem n———
Lj Bu’ fu

v

Em sistemas ortogonals Lonos:

10



& dr _ idr - 2 -
gi(i, = %‘% Ni""‘ m" Qkuﬂi’ - {h‘(} 3 i = 1*2}3 Ciciij
ar Or dr _
g‘,j e W".g{iﬂj = 3{3" M !‘&}‘j! @‘tsﬁs el ’O y BE .i #5} ‘:1;12}
oom
gag gsz gxa z 2 2
g FL 9y, P Das = Chij < hg) ‘ ha:) Yy 22 Yaa €1.13
aq gaz gﬁa
e hhhb . bem somo
is2 1.2 i3
g ) hxhzha gl - hihahg Cgp _ hihghﬁ
2 2 2
gsx Chs3 gza (th gas {hgﬁ

gﬁ sfio chanados coeflicientes métricos,

EntBc, a expressic para o laplaciano toma a seguinte forms

12 12 1%

Po el [0 [ seye (5 e y0 fﬁfmﬁﬁg
QQDijz 5”1 gsg 8ui 3“a Yoz auaz 8”3 Yan &ua 4

oy ainda, na forms compacta:

) 172
Cg2
. 1 Pe b fe “
Vot 0 & [ % ] Ch.idd
Lo (o1 i i i

11



2, CONDICOES DE SEPARABILIDADE PARA AS EQUACTES DE
HELMHOLTZ E DE LAPLACE

O propésitc deste capltule & apresentar conedl ¢Ses
neceonsdriass ¢ suficientes para a gepsrabllidade das squasdes
da Helmholtz Cﬁ3p+kapw03 s de Laplace ivzﬁmﬁﬁ Lridimen-
sionals.

Definiremos a matriz de Stickel, que tem um papel
importante na separabilidade,

Come, na majoria dos problemas pr&bicon, ulllizam-se
sistemas de coordenadas cilindricos ou rolacionals, apresentla-
remos o3 cosflicientes métricos nestes sistemas ¢ mostraremos
que as condicBes de separablilidade sho simplificadas.

DefinicBo: Se a suposicdo ¢ wif{uéhlfiugﬁ.... ce VU

n 13
e =T U'C ud

5 F

parmite a separacde da equacio diferencial parcial em n
equacdes diferencials ordindrias, a equacis $ dita

simplesnentes separdvel,

ulcu 3. U%u .. ... UCu 2
4 2 ™

Dofinicio: S¢ a suposicdoe p =

B CU s puveenens U oD
S & T

permite a separaclo da equasdo diferencial parcial em n
equacles diferenciais ordindrias o R#0 s equacBo & dits
R~geparduvel.

iz



R-separacdo da eqguacdo de Laplace fol estudada por

C o Meumann' *?7 18623, Wangerin'?® 1,785, Darboux''?’ cimem
Bcher **7 C1.8010
R-separasio da wguaclo de Helmholtz {of guiludacda

B €1.9592), & outros.

Ressaltamos, sniretanto, gue essltanoes interessados  om

por Domina Eberle $pancer(

separsgio simples o daqul para frente ests palavra, simplesn,

serd omitida.

A~ SEPARABILIDADE DA EQUACAQ DE HELMHOLTZ

Teorems 2.1t As condicdes necessériass e suliclentes para qgue

& oqguacBo de Helmholtz, para a funcio o = p(ui,ua,uaﬁ, £
espage  suslideano tridimensional, com um sistena de
courdenadas ortogonals,. seja separdvel sfo gue o8 coslicisnies

métricos satisfacam as equacdes:

FoT M
+ 4
(g}xxz s
= =,nf§u9
=4
onde S & o detsrminante da matrizs de Stickel (8] = I@ij{x§33,

M“, i=1,2,3 sie oz cofatorss dos elemenices da primeira

coluna da matriz (8] e fi ¢ funcio guande muito de ", sendo:

¢ Cud = et e |14 fﬁ“f
VoA ?iauib 8&5 Ui aﬁi i dui

i3



Prova: A equacBo de Helmholtiz CPprkPp=0> & dada

372

3 Ced
1 ?e& { & ] 2
e D I+l e + kg = 0
g L 9 3%1
Sendo
g,‘J = Q s i#}
a b
9., = {hi} i=1,2,3 oL o

g = gz:' Fu2" Y

Se p = @(ui.uzpuaﬁ pode ser escriitoc come o produtlos
; 3
p = U"{usD.U‘Z(uz).U Cud

substituindo na sgquaclo (2,12, oblemos:

1.2 52
i EUZUQ 3 {Cg} aut } . DU a {Cgl‘:
gt ? Ns. 9., a'ai Wz 9.,
172
gl ]
+ yry® g;ﬁ [w% H + kP U = 0
B Yau &
{g)ixz
maltiplicendoe por: | ——s Leomes:
U iy
B3 i-2
1 Cgn i
§ ‘ F; § au + ka cant”® = o
s % %‘ * ] Ei??
L5y [} i i i

i4

por:

{a.12

2.

.

32

43



Wl

CgJl
Una condiclo necesséria para separabillidade ¢ gue T P
i
&3, (2, 4] PpOSSA Ser eXpresso como o produlo:
.ngsxz
.- = fi(uii . FSCUZ,uab
14
cgasxz
5 = f"ai ug) . F'ati u_e ua) e, B
z2
qgaifa
= Lyl . FCu ,uld
Paa 5 B I

Se gsta condiclo & satisfeitia a eg.(2.42 toma a seguinte forma

F F

" 3”; i 3“; 2 3“' z 3“;

U

ou &inda,

=
F 1

y < {f% i’%} r P Cgt? 2.8
U

As derivadas parciais desaparesceram mas & equacio ainda

28td na Torma separivel por causa da presenca de ? @ {g}gxz

Az gquantidades ngizz

de coordenadas o s8o inteiramente independentes das condigdes

de contorno,

i3

s d {f dU‘} Fa 4 { dUz} a gﬂ[f d{}a}+k£g31xa o

nio

F‘L €@ f& sio caracteristicas oo  sistema



Por outro ladwm, U depende do sistema de ocoordenadas o
das constantes de sepsraclo m1w=kz. ok, ] o, as gquais =io
determinadas pelas condi¢les de contorno.

Come as funcdSes envolvidas dependem dJde Sa B O
diferenciande a eq.(2.82 con respeito a A » o= 1,2,3, itemnos

as Lrés egquacdes:

®
F i
& L} i oo [fi,du]}+c 4oz _
s T e g2 = 0
mai L Ut % du,

S
it
o

a \
DESIE
3&)&3 Y TS r::lui, ioedu,

- .
%sizs U:‘ %’:{i[ i gg}] - ©

Pa primelira egquasio:
s
& 3 4 qu ¢ [1 d au®
Fy 5{?&{ Ut Bi?i[fx BTI‘H *F §6§’$E z du {fz 3‘3’}} *

& 1 4 U 472
* P 3&'5{{}9 558[1\3 Eﬁl’x’ﬂ*tgﬁ = 0

g



Multiplicando por (~1) 8 considerands, por convenidncias

-t a [1 d (. au*y’
.92 T PTGy Fa o oav 1T do
i % 4L L 4> 4

- 2. n
- 4 a 1 d 1 U™

¢ Cur = S P
25 2 rz(uzﬁ 3'&1 y* du, U2 auzh
"~ 3 =
~1 @ i d 3 L 19

$ Ly o= Bl SPGu i
8t B faﬁuﬂlk e?e‘;‘ii LB dug . 9 gugh

Lemog:

: - 1,2
fi?iéuc uil‘;\ “+ f‘zF'aaémﬂC us) + i‘aF’a»ﬁNC UED = (gl

Analogamente para a segunda o terceira equaches:

£ F ¢ Cud +fFo Cul + P g (ud =0

.- 2 [1 d du* -
sendo @090 T FIUT 3&3[‘“{;{“ &i[j‘i aaﬂ e 1Es

£F @ (ud +fF g Cud+fF g Cud =0

L -1 a [1 d ay’ ;
sende ¢ CH2 = FETy *@*&ﬂ[‘;}“ afafi{f} a‘a‘ﬂ to= 1,83

Assin:

f“?‘éﬁiuih + fapa¢aicu3> + f‘aF‘aqﬁmCuah = g

. Ca. 7
fip‘iqﬁmi ui:) + f zegﬁzg{ uz} *+ fspaqt’sz( uab = £

B
L

)
fsps"z"mcusj * fan¢aa€u23 * fsps¢39{us"

17



cndde

. -1 @ [1 d aut
PN = Fius Eaj[mr, a‘{;&[ﬁ g;;j] (2.8

i U

Temos um mistema de Lrész equacdes nas  incdgnitas t‘,F‘i,
*
i =1.8.8

Para resolvé-io, usaremos o determinante de St3ckel:

$$ iC u*) ¢1z{ uiD :Pm{ uiﬁ
@31( uz} x}‘zm( Uaj qu(: uai} (2.8

émtf ugi’l éaai usli 9683( ua)

e B & 0, o sistema (2,72 tem solugio

b W

Cgo ¢'2; ‘p':u.
¢ éza ‘?}aa ‘sz
rf ¥ 0 ‘#3& ”g’ﬁs Cg2 (¢aa¢aaw¢zﬁész)
4 £ = -]
= RN
{g}xxa
f:.,?i = s Mu

onds ﬁ“ & o cofator de @u ne determinante de Stickel, e &

funcliao de u & ua, mas nio de ui.

Analogamente:

<g>1/3

L Fa ™ 4 Mo
onde M, = qﬁﬁzéf“ - ¢m¢as & o cofator de ‘%s’ e & {fungio de

U ey mas nio de ..
3 i -]

ig



F =

fa 8 ES Mas

onde M = ‘bméza - @0, ¢ © cofator de ¢, @9 fungdo de
U U mas naoc de u_,

E 2 3

Cu ainda:

A2

Ca. 100

onde Mu & o cofator de @u no determinante de Stickel, e Mﬁ

nan & funcio de u.
%

Comparando as squacdes (2.8 com (2,100, temos:

1o 2.8
Cg> Cgd .
3 = & M“ » portanto: gu = g
1% 'y
B -5
Anal ogament.e; Yoo = "N < Yo = W
24 : 34
- LD "
Portanto: g, = M N i =1,2.3 a.11o
14

a qual ¢ a primeira condicido de separabilidade

Também, das equacdes (2.100, temos:

f;Fs fzpz fapa gl (e 185

e

14 MZ:& Maa =

i

a qual somente é possivel se:

18



{g:}&/z

g = fi(ulb . fQCuﬁj . fsﬁus} C2.130

a qual constitul a segunda condicio de separabilidade

Hostramos qgue as oq. (2,112 . 2,132 mEC condl gfes
necessarias.

Falta mosirar que estas condi¢den sBo também suficientes.
Das eg. (2,112 e L2.13

g“ = W g = f& fz f"s ,» Lo

e LI ¢ S » Substitulnde ne eqg, (2, 40, Lemos;
o LIS

Vi img

ﬁgi 1 dUS
12 8  as du } F e e {f .7 mm-} +
Py 12 2L 8 2 8 2i d”a

i
& 419 # P
G {rsrsrn Mo gﬁa] PR TS 2 0

ua

Lembrande que M nio & funcdo de Moa 1= 1,8,28, temos:

fafo M a (. avty, Tufs m o . ary
s il 111 + du z du z du
U 4 i U 2 2
£ r 8
s 2 M, d odiJ 2 .
- o CA ) R AR L
U @ &
Multiplicande por m?m?iymgu e usande (2,110, coblemocs:
iz 9

20



2
f‘il} 9, o f‘aU gaz z ®
+ ! d f¢ au’ + k% =0
P aﬁa ] aﬁﬁ
8" Fgy
_ Y .
ou ainda: E 1£ %{E [ fi gg} + k% = 0 £, 143
ey f UWg i %
* L
onde k? = o

Por outro lado, usando & propriedade de ortogonalidade cque

relaciona os él@m@ntm& de determinante de Stickel e zeus

TR Ty i 8
qﬁi& Hﬂ. + &m I.‘i‘z:l. * ¢8£ M&z =3
¢£2 Mii + éaz %21 + ¢32 %m = O
‘ﬁga Mii * @an Mas * ¢as Mﬂs =0

2 F: | 3
M M M,
%
¢i$ g" 1 ad 1 # .E ¢iz g" i = 0 L] gﬁtS S“ = 0
L4 LK 1 vy

g, ugando a eg. (2,112

5 ¢'u. < ¢i.z : ¢’La
Sty She Lo L SR Lo
T Ky 9, Ly 9o, (.18

133 1 LA i
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de modio gue podemos esSCreaver!:

B @ )
vi
B TR
i i, 3. . Z .
TRy L -3

4.

LA

& .
&, 3

ML B E 2 - c2. 187
L* 3

1% 1%

Substituinde na eg. (2.142, obtemos:

1 d dut 1 d au®
s Ut agii%i aﬁx] * g U2 362{%3 HGZ] *

EPPR 22 &
. 1 al au? + ¢ii . ¢zx . $aa N
dgu (s du 1 g o g
gssfaus ] 44 23 B8
, o {¢ Lz, ¢ 22 ¢ B2 } + o €¢ 18 ¢ 28 ¢ ge ] = 0
# 9ys Y22 Yo ¥ PP Y22 Yan

9 r oyt 9
* : { : 2 { 323] * u&¢3i * a§¢ aﬁéé ]
gza fauz o, 2 2 22 )
@
3 { i d { cﬂ)) } -
+ f + o oo o B =
Yas fSUs aua 8 Eus 17 a4 2" Bz 8 o

oy ainda,

[t | . .

a . ]
i i o du"] E }
e B2 4 e g Cud = O
E 9., [ f"‘i}" du‘[ A 1§ . J {’&r.j 1

a2



Esta equacio 06 & salisfeita em geral se cada colchete 6 zsro

i
A g‘ﬁ {ri %]4» t Ea‘ . Cu> =0
i i W C2.A7

A sguasdco de Helmholtz fel reduzidas a trés WOUAGOSS
diferenciails ordinarias, portanto as esguacdes (2,117 e (28.132
s3o suficientes para separagio.

As equasdes separadas s3o dadas por (8,172,

B SEPARABILIDADE DA EQUACAC DE LAPLACE

A erquacio de Laplace pode ser considerada como uma forma
degenerada da sguacio de Helmholiz com k? = 0, ent3o poderia~
mos supor que as condicdes para separablllidade fossem as  mes-
mas da egquacio de Helmholtz., A difsrenca entre os dois casos
consiste na troca de equacdes ndo homogéneas para homogéneas .

resul tande condicies menos exigontes de separabillldade.

Tooremas Sv204As condicdes necessirias o suficientes para
separabllidade da equacho de Laplace tridimensional com  um

sistemna de coordenadas ortogonal, o ¢ = w(ui,uz,ua} sho 1

=3



gﬁi i

cgrt? .

S ::a} M
94 [t“ el b

Prowva:

Procedendo como na secio anterior,. a equacio de Laplace (Vo =QD

& dada por:
B 172
1 2 gm{‘:g:’ gg] .o C2.18)
Cgd /2 L O, 94 au,

Suponde  p = LﬂCuiﬁ . UzCuab . UsCuaﬁ

Uma condicBo necessiria e suficiente para ssparsbilidade & que

cad 12
o,

i

poEsa ser exprassce come o produlo dado pelas sguacles

C2.8) . % esta condiclo & satisfelta a wg.(8,18) sa Lorna:

d_fp au (2.1
du {3

13 %

i
Lol
oyt
.

A eguacio ainda ndo estd na forma sepsravel por <ausa da

presenca de Fi. .

Hferenciands a8 3.2, 182 com respsito a o, & o tenocs duas

equacdes:

w4



s
g"}
%ﬁ%
Fmﬁ
|-
El
=
-]
g2
—
#
o

Considerando, come anteriormente, ¢'tj definide pola ocuacic
(2.82. oblemes duas equacdes homogéneas, com itrés Incdgnitas
FEF,. 1 =1,2,3

L.

sti '@sac ua:’} * szz '@'zzc uz) + faFa @92{ 1,13:)

#
)

4
f*Fs ¢;a€u13 + faFg ¢§3Cuzﬁ fapa ¢ha€u33

#
o

oty alnda:

fF = -fF ¢22 -~ F ¢az
i 4 z 2 3%“ 8 3 @
: iz iz
- b ¢
faF; = f\zpz ¢2a _ fan ‘&33
49 Fx-

identificando e reasrranjando Lemnos:

e & @$3¢32 - ¢39¢12 - H21
=S T

29 42 B

Anal ogamente:

£5



f F 5 f F 0]
£ 4 " 13 o 1 % - i%
o] f
e & 21 & 8 B4
ITsta &:
£ P M.
f’F’ = 1,0 =1,2,3 Ca, 200

T |

Mas, das egquaces (2.8, temos:

i if
Asmim uma condicio necessiria para separabllidade & :

g. . M‘ﬁ
b EJ Ca, BLd
9 P4

Também das eq. (2,202, Lemos:

f1F f F f F

s, 22 . BB
M M
14 #4 23
3
que somenie ¢ satisfeits se cada termo d igual a [} i}(ué)
LES
Isto & FF = ¢f M
FF 172 8 ai
r = £ff M
z 2 12 B 24
f = f ff H
) 172 8 Bt

a0



Das squactes (2,82

<g31/2
i
Temos:
cgrt® 9 ca. 220
e T I foun M. i =1,8,32
gi,i Lo L ! L4

gque constituli a segunda condicdo necessaria para &

separabilidace,

Para mostrar qgue as equascoes (2.2810 & (2,220 si&s sulicientes
procedencs ahaimgam@nt@ A secdo A e chegamos &3 mesmas

squacHes separadas (e, C2.173 con a = o3,

Como na maioria dos problemas sio ulilizados szistemas de
coordenadas cilindricos ou rotacionals, mostramos gue nesses

casos as condicedes de separabilidade sfo simplificadas,

C- SISTEMAS DE COORDENADAT

Un dos madis convenientes caminhos de construlr sistemas
de coordenadas ¢ por transformacdo do plance complexo, usando
uma transformaclce analitics.

A Puncio resultante & entio Lranzladada ou rodada para

construir uma tripla familia ortogonal de superficies.

=27



Sejam: w= a4+ iy e 2 =x+iy e transformemos a
familia de linhas Cu=cte ¢ vz=oled por meio de uma funclo
arbitriria:

2z = FlWwD (2. 230

onde & ¢ uma Tuncfio analitica.
A parte real e a parte imagindria slo separadas dande

origen a duas equacdes:

Ko £1Cu,v§ C2.240
¥y = fzfu,vﬁ
Estas equacdes representam { no plano complers =z 3 uma

familia de curvas u=cte , as gualsz intercepism orlogonalmente

a familia dé curvas v = clte,

Agoras formamos sistemas de coordenadas para cada funclo

ﬁklum sistema cilindrico ¢ um ou dois sistemas rotacionals,

O sistema cilindrico 6u1,uz,u§) & formado {ransladando a
familia de curvas u = acte, u, = cte do plane 2 na diregio
perpendicular ao grifico, formande assim duas familiaz de
superficies cilindricas ortogenals, cujas diretrizes sdo as
YT van uiﬁcte, uzmcte, A terceira familia de superficlies
coordanadas congiste de plance paralelos z=cte, © elxo
coordsnade que € paralelo b geratriz dos cilindros é chamado
elxe 2,

D sistema cilindrico ¢ representado pelas equacdes:

X = &iiuipuz)

<z, 280
y = gQCui,uaﬁ
A ¥

E
wnde E* e s&o ag funcdes da eq. (2. 240,

As superficies coordenadas s3oc uo= cte com { = 1,2,8,

25



Como exemplo, considere a transformacio:

1 2
T T e W onde 2 = x + 4Ly & 9w = u+ i ow lLemnos:

1 2 2
K B g (4 W

> b {iﬁu,vb

¥ = 4 vom taiu,v)

Az curvas u=cle 2 v=cle (parabeolas) estic represeniadas
na fig.2

2

fig 2 Porfbolas z = -mz-w w

O sistema cilindrico gerade pela transformagio z = ; W

# obtido transladande as pardbolas da fig. 2 na direcic

perpendicul ar ao grifico, denominado sistema de coordenadas
cilindrico~parabdlicas Cu,w,23, reproesentado Y- 3 fig. 3,

definido pelas squacles:

PERY:



= - <
kS g Cu ¥ D Q% u< w
¥ 2 ¥ - L v { ®
z = Z - 4w L oW

¥ 30

fig 3 ooordenadoes oill ndrico-porabBlices tu,v.z}

Se rodarmos as curvas u = cle, u_= cte do planc 2z em
torne do edxo ¥, oblemos © sistema de coordenadas rotacional
(“5’“3PW 2.

Para representi-lo devemos observar dque ac rodarmss a
curva W = cte, representada na fig. 4, en torno de elxs ¥y, a
abscissa do ponto P :{éi,fzﬁ permanece constante, O sixe v, gue
originalmente era o gixo de rotaclo, recebe agora o nome de

eixo z, @ denotamocs por y o Angulo em Lorne desse el xo,

30



fig 4 Qurva u = cle
A rotacBo da curva u = ¢le em Lorne do eixe v, produz a

superficie da fig. B

fig 3 muperflcie geradu pela roleCico da curve u = ohe

em tormo de elne v

As coordenadsas de um ponto P sobre a superficie sio

¥ o= é'& TOSY ¥ = &'* Bany z o= Ea

Generalizande, representamos © sistemse de coordenadas
rolacional fui,msz,w) gerado pela rolaclo das curvas :..33{:{,@,

uamcta em torno do elxo v pelas equacdes:

31



x = §1CU1’U23G05W
Yy = EiCu‘,uz)sanw (2. 280
z = £

2

Be rodarmos agora, a curva U = cie da fig 4 em torne do
elxo x, cbservamos que 52, a ordenada do  ponto, P} pornanece
constants. Analogamente, © eixo X, gue originalmente era o
eixo de rotagde, recebe © nome de eixc z e denoltamos por y o
Angulo em torno desse elwxo,

A rotacho da curva u = cte da fig 4, em Lorng do eixe x,

gera a supsriicle representads na fig &

INAS

fig o auperfi&:im gerodo pslo rotocis da curve u = clhe
am torne do eiss X
Az coordenadas de um ponto P sobre a superficie sio:
= = S = =
x = £ cop y =&, ¥ )
Generalizando, repressntamos © sistema de coordsnadas
rotacional Cui,ua.y), gerado pela rotaglo das  curvas uiﬁct@,

uazcta em Lorne do elxo xR, pelas equaches:

32



x
it

{ziu,vﬁ COSY
faiu.v) sSenY {2,872

A fiﬁu.vﬁ

<
!

Como sxemplo, apresentamos a transformacBo:

z = a conh w onde = o= 3+ Ly o w =7 o+ 14
dando origem a dois sistemas de coordenadas rotacionais:

Sleslema de coordenadas esflercidais alongadas e achaladas.

A partir da equagio 2 = a cosh w, lemnos:

zifn,el
vy = & Senh 7 sond e‘,’zCn,Q)

Az curvas 1 = cle, B = clte e2Lio representadas na fig 7

#

® = & cosh B cosd

4

fig 7 Zlipeea e hipdrbolas 2 = o cosh v

Rodande as curvas 7n=cte, &sgle em torne do elxo o,

obtencs elipsdides e hiperboldides de «duas folhas que sbo

superficies coordenadas do Sistems de coordenadns esfercoldals
alongadas (,.8,30 da fig B, dado pelas egquacdes:

® = a senhn cosd® cosy Q= n < ow
¥y = a senhn cosé seny O %8 4 w
z = a coshn send O %y A< 2n

23



fig 8 Coordenadox safercidois slongoados .83
Rodando as curvas n = cte, 8 = cle da flg 7 om torno do
eixe y, oblemos elipsdides e hiperboldides de uma folha, gue
sdo superficies coordenadas do  Sistema ge  Coordenadas
ssfercidais achatadas L8y, representads na fig W, dado
pelas equacdes:

®» = a coshn cos@ cosy Q=2 nd»
¥ = & Scoshn o seny 08586 < w
T = a senhrn send O % w < én

fig » Goordenadus Esfsrowdois achatados 0,650
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Teorema (2.3t para qualquer sistema de coordenada
cilindricoe (2,807 oblido dirstamente da sguaclo z~FCw, 9, *©

gmlsgo iguaisg, & o mesmo do sistema plance original 2. 242

angquanto Yyu™ 1.

Prova: Como & & uma funcido analitica as equagdes de

Cauchy-Riemann se aplicam .,

or, - o %, . oL,
du, 9y, o, du, ce.ee
- -] =2 -
>z, - 7z, T, . L
au> du du au® 3u du
1 3 Z 2 = i

As derivadas parcials de -f‘ & 52 de todas as ordens
existem ¢ slo funcdes continuas de uoo® u, segue que  as

derivadas mistas s8¢ iguals, adicionando-se Lemos:

z 2
651 agi

au® +au3 = ©
i 2
C2. 29
a*y ot
3 ¥ s =z O I = 1,2
aui auz
o
3r 2 ar_ \° o ar
() (2= () (57
1 E 3 2 H]
2 2 4 =
(w ) () (52 ) (= 2. 30

38



05 coeficienies métricos sio dados pelas equacies:

_ [ox 2 2 2 2
rg“ [&-{} + {%j + {ﬁﬁj i = 1.,28,3 2.3

L0

Para os sistemas cilindricos 2q,.(2.828), os coelficientes
nétricos assumem b simples forma:

A 2

I 7 ( ;gi ] * { géi } Y22 © ( ﬁﬁi } TlwT ) e 7R

i |

Das eqg.{S, 200, Lemos gu = gzz

Teorema (2.4 para qualguer sistema rotacional (2,287 ou
(2,872 oblide diretamentie da egquaclo z2=F(wo , 9,
iguaisz @ oz mesmos da transformagdo plana »q.(2.242. O

¢ d,, o

terceiroc coeficliente gm’érgampre igusl aoc guadrado de ums das

funedes planas originais {2, 240,
Prova:Para o sistema rotacional dado pelas eqg.C2. 262,

Lames:

o (5 ) (32 )
Gy = [ ga:g cos P }]2+ { m;fi sonl )r"* {g% F

=65
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By

Y9 = %4

Das eq,. (2,303, temos: 9y = Y,
Analogamente para o sitemas rolacionais dados pelas
@3, (2. 270, oblemnos:

ﬁbserva@&oz algumas vezes & convenlente meodificar wum
sistema de coordenadas oblidoe diretamenie de uma transformagio
complexa 2 = Flwd,

A varidvel u pode ser substituida, se desejado, por uma
funcio de u, & a varidvel v, por uma funglo de v.

Estas transformecdes nio afeltam a oriogonalidade mem a
separabd lidade,

Em geral, entretanto, elas alteram os cosiiclentes

mitricos, de modo que ¢ * g .

a7



D~ MATRIZES EQUIVALENTES DE STACKEL

A matriz [@HCuéii cujos elsmentos correspondsm  aqueles
do determinante de St¥ckel & chamada matriz de Stickel,
Evidentemenie nic existe ume correspomd@ncia wm & um entre
matriz de St8ckel o sistema de coordenacdda e ¢ isto gque vamos
considerar agora.

Puaz matrizes de Blickel sio squivalenies se as razdes:

s

M,
4

glo iguais o, portanto, os coeficientes méiricos g, sio

o mesmnos para cada malriz,
Duas matrizes de Stickel sio squivalentes se uma pode ser

obtida da outra por umax ou mals das seguintes operaces:

127roca da i-dsima o j-ésima colunas 1. = 2,3,

2)MultiplicacBo de cada elemento da J-ésime coluna por
uma constante diferente de zero.

B hdiclic de cada elepento na i-désima coluna ac
correspondente elementc na j-dsima coluna {,j = 2,3,

Note que as operacdes sobre linha ndo siko permilidas e
Lambdm que a primeira coluna ocupa um lugar privileglado e

ndo deve ser allerads,

£~ MATRIZ DE STACKEL E CONDICOES DE SEPARABILIDADE EM
SISTEMAS DE COORDENADAS CILINDRICOS

Nogs sistemas cilindricos as superficies coordenadsas sdo
constituidas de duas familias de cilindros mutuamente oriogonals

mais uma Tamilia de planos paralelos.



Ha segio € vimozx que o8 coeficientes médtricos dependem

somente <de duas coordenadas om wver de Lrds,

i
it

Cu 02
14 Yea Y My

Faz = Faa" Yyt Yy’

#
T

Qas

Una Lroca de varidvels permiite escrever

g, = g = gl ®

i1 22

As condigBes de separabilidade da equacio de Hslmbholtiz

Lor nam-ae!

. S =
g“ = 933 Sl 7 = 7 C&2.1113
i3 24
s 1 = S C&3, 31340
Ya0 M
B4
Cg)x/a g,,
o = (S = fji:u*:hf‘af.fuz} Ce. 1312
onde S & dado por:
@i 1( ugD gamc 02) ¢m€ uaj
5 o= @21(: uafi @zgc uzﬁ ¢33C uzl}
xpmi ui) ¢33C uaii {&MC uﬁ)
De £2.11140 &8 = Msa" # Lomando @iiﬁqﬁzin(} = éﬁiwi y  desde

gque os coellicientes mélricos ndo contém u, s A terceira linha

de S deve conter apenas constantes.
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Usando as operacles permitidas da secdo D, podemos
colocar & matriz de Stickel na forma equlvalente:

12 ¢i

R2 éza
1

? CE. 320

5 B

Q
{81 ={ O
1

¢ ]

Ainda mals, das squagbes (2.111), Ltewos:
M“ﬁuzjmﬁm{ui)m cle, portanto, %3“ - ﬁz a2 o determinante
associadoe & matriz de Stickel para gualquer sistema ds

coordenadas cllindrico pode ser escrilo coms

o -3 ¢;3
= | - L2, 330
o= 1 qé% = £ qfamCui) + @zaﬁuﬁf}l
b LA

Além digso, B%* = k%i = 1 ,de modo gue podemos @Screver !
f‘ffzwl nas eguacbes (2,131 e a Unica condiclo Para
separabilidade & que 9,, PPSSA Ser @xpressc Como & sSoma

g,, ¥ ¢

. =S = - 1g Cud + ¢ (ul]

az

Resultade este que pode Ser expresso no seguinte teooroma:

Toorema S.85 ¢ A condicBo necessdéris @« suflicients DA &

separabilidade da equacdo de Helmholiz, num espace euclideanc

Lridimensional com um sistema cilindriceo or togonal de

coordenadas p=pl E L 2’ i g“wwt @igc ui} *q&ms: uz) 1 an

equactes separadas sio:
i .

SLARETY § o B = O

du% L% v

onde © determinante de Stickel & dade pela equacdo (2.33),
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Para =meparabilidade da sguaclec de Laplace usamos o
mesmy determinante de Stickel = o Leorema (2.8 o oblomos s

condi ¢ho! M

_ _ BL
S0 % Hap T H L %a‘:us) * éza{uz}z

E )

F~ MATRIZ DE STACKEL E CONDICOES DE SEPARABILIDADE EM
SISTEMAS DE COORDENADAS ROTACIONALS

Nos sistemas de coordenadas rolacionals, podemos gscrever
e coeficlentes ndiricos como:
gitﬂua,uaia = gazﬁui,uzn Gog = 939{:”3’“33
EntBo a tercelira linha do delsrminante de Stickel devws conter

apenas constantes.
Uspndo as oq.52.1102 o (2,15, Lemos:

e L 1 = 3 - =
i4 22 Mii Hzi
. B
Ton H
pi
Cg:)ifa

= f1{u13 . fzcuzD

Usando as operagdes permitidas da seclo D podemos colocar

o determinante de Blickel na forma
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e 43“42'433 + c&zi{umD Ca. 342

Da eq.C2.112, para separabilidade da squacio de Helmholiz

9, = S = E@isCu*D + ¢MCu233 L2, 380

Alnda mais, das wg. (2,113, tLemos:

g
>

44

= - U g Cud + ¢ Cudl 2, 260

&, das »g. (2. 13

g =0 £Cud . fcudl ? C2. 273
3 i e @& 2

Expressancs osses resyl tados no seguinte {eocrema:

Teorema 2.081 As condicdss necessarias e sulficientes para
separabil idade da equagdo de Helmboltiz num sspago suclidiano
tridimensicnal com um sistema de coordenadas rotecional e

=l sy s U D s8e  dadas pelaz eguacdes CE. 380, (I EB@E;
C2.372 ¢ o determinante de Stickel & dadoe pela eqg, (2, 342,

Considerands a equacds de Laplace, em sistemas de
coprdenadas rotacionais, o determinante de Sitickel ¢ o mesmo
da eg.{2.342 & as vg. (2,210 » (2.220 dio:
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Mai
ii -

=~ [ Cu D + h C1g3]
. Hi& L8 & e T2

3.2
2

T g T < fﬂ. fa)

No prdxime capitulo apresentarencs. come exenplo, o
sistema de coordenadas esféricas, o8 coeficientes mélricos. a
matriz de Stlckel, a expressio do Laplaclianc, a separacio da
equasic de Helmholiz, az eoquacdes ordinarias chtidas da

separacio, bem comd zuas solucdes,
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3. COORDENADAS ESFERICAS

Neste capitulo apresentameos o© =smistema de coordenadas
esféricas, detalhando os cosficientes métricos, o procedimento
para obter a matriz de Blickel, as esgquagdes ordindrias cbhbildas
da separaclo, bom como suas solucdes.

Come um exsmplo apresentamos a sguacdo de propagacio de

ondas.

COORDEMADAS ESFERICAS (r,0,yD

O sistems de coordenadsas esféricas & U siastenn
rotaclional gerado pela Lranzsformache:

W
2 =9 onde = = X 4+ iy @ w o= oy o+ i, Lemos:

3
R & COoRv

Lt
Y om o8 Benv
Tomando-ge; roE e & 8 = v, defllnimnos:
u o =r O=fr < w
u, = O£ 6 = n (3.13
u, o=y O % w4 En
Tenos as seguintes relagcOes com (X,¥,Z07
® = r send cosy
¥ = r send seny 3, 20
2 =T cogé

44



As superficies coordenadas sio:

2 z F 2
X+ w4 2T o= g Cesferas, r = oted

z
Cosd =

2
Cx®a y2+ z%3*

{cones circulares, com eixo 2 a vértice
g = cted

y
Y9 ¥ S g

Csemi -planos passande pelo eixo polar =, w =

T e e R =

L. 744

Er o e

fig 10 Coordenodos Feféricas «8,yn
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Para deitsrminarmos o5 coeficisnles métricos usamos A

wq.C1.100, ou seja:
2

Vi

- Os
g—-*i?a&"ﬁ'
*

Come, em courdenadas ssfdricas . 5 & dado por:

s = 1 senP cosy i + r sen® cosy J + r cosd k , Lemos:

g? = gsend cosy i + send seny j + cosf k . assim:
o 2 2 2 2 2
| T sen g cos yw + sen & cory + cos € , portanto,

%g-m r o oos® cosy 1 4+ r o cosd eoaswy § 4+ r o sent k , assim
P
&

& - 2 E & &
= r® zcos®9 cos w o+ r" cos & sen yw + r sen £ logo:

Y22
Anal ogamenle:
id

Iy
B 2 ® 2 2 2 2
!3§{ = r° gsen" & gen"w + r’ sen & cos y ,portanio

Syn — r? sen®e
Resumi ndo,
g =1, g - rz , g " rz sanze 3. 37

aa
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Usande a eg.01.13), ou sejia:

g = Qs gzz' gng y substituinde o valores da eqg. (3. 32,

oblenos:

(g31£3 = r? son @ £3. 42

Caloulamos as 's, substituinds on valores szncontrados

e3. 03,30 e (3.4 nas eq. (2,50, assim

[ Ps-
Cgo
Dhex § = fiCu*3 ,F;ﬁua,ua} » Lomos

r® sen® = £ (r> . FL8.y2 ,entlo

2

F Cr2 = p
i
(gnzxz
Diex SUNNIURBEDP . K S o S T BN S Y E » Lertriose ;
9,2 2 R 2 1° s

Beng = fziaﬁ szCr,w) . wntdon

facaa = eand

ArR
Cga
Ewn umgwmw* £ fSCuB) .nguS.UZD s Lomos
e
1 ] »
W = fs‘:v«’) .F'B(r*,&) i@ntg{)u
fﬁﬁwj = 1
RBegunl ndo,
s 2 = =
fsfr} = o, fz($3 sens fQCwD i
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Calculamos © determinante de SLickesl, utilizando &

e L2, 132, na qual intreduzimos as oq.(3. 42> o (2. 85, assim:

(g)ilz roosend
=" fifzfa ) +? seno o dege
" (3,82

i}

Os cofatores sio determinados através das 29.¢(2,112, na
gual introduzimos as eq.(2.62 ¢ (3,33, assim

M % e = 1

1% gii

M om e = 3 <37
a4 gzz rz

M o R £ 1
#4 gas rz senza

Para determinarmos o slementos ¢H der uma matriz e

Stickel, usamcs o seguinte procedimento:

Lome M“ﬂ 1, temos a possibillidade:

¢£1 ¢$3 ¢$$
(st = | ¢ 1 ¢,
6 O 1

Ba
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» temos a possibllidade:

£
Q2
S
R
i
5 |-
")

¢ ~1.1v7 @

i% i3
(s1 = | ¢ 1 ¢,
b, © 1
Como }'fmx " ! » Ltemos a possibllidade:
r" send
#, 3" o
(81 = | @ 1 -1 s Sen e
F2
& ol 1

De r,buf. rR.M“ o gi?gg(ﬁ)-Mm + %1‘3 w).Mm = 5, Lemnos:

$ Cro %iw;*cwﬁ; + p, S [1<r¢sen®e3) = 1

Podenos escol her:

‘g’ﬁ“i * '¢3$m0 * ¢mm0

Logo, escrevenos a mabriz de Stickel como:

1 -2 0

0 1 -i-men’s (3.87

Q O i

(5]

#
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Obltemos a expressic para o

laplaciano  substiiulnds
©q.£1.147 as eq

3.1, eq.C3.80 e oq. {3, 4),

2 E W
Assim, de: ‘?3& & — E a mg) k'
* : i-2 Ay 3 g.,
Cgd VESE % L i i

Temss:

ot [ 2] - o )+ e 2]

Logo, a expressio para o laplaciano é:

Vw2, 2 29, 1 2%, N9 e, 1 o7
o ® T ar -2 ag? 2 r2oen’a apt
C4a, 90

Para separarmogs a equagio de Helmholtiz Cvzf,t»-!vkzg#mm, sends
P=dCr, 0,90, usames as 9. (2,172, e subsidtulnos as eq. (3.1

&
{3, 8 bem como o8 elenentos da matriz de Stickel dados por
3. 82 .
De (2,173, temos:
2
1 d du* i.E _
F du [fa. aﬁ'} * U( & ¢’i.j 4 = 1.2.3
ES 3 ) =4
onde a=k® e U =R, UPeaed . U mWy
Azngim para 1 = 1, tsmos:
1 d z dR ~1
Wza‘?[*‘ 3‘5"}*[%*% { z}““%‘-"}‘“(’
r r
L3100
2 o
dii’*ad?é*{ka_ Q]Ra{)
2 r dr #
dr r
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Para i=28. tomos:

o
3 e | el 8
Send - a5 1¥ it + o rcumemermo— . .
pr 5 sand a8 az 3 & 0 ,logo
won &
2 ot
98 eotge € o - —2 Yo=0 C3. 113
2 otz - p
e seon &

Para 1=3, tLemos:

ooy o= G L3183

S ®, = p Cptld e a. = g
A primeira equacio toma a forma:

d R =
dr

4

cuia soluclio é:

BCry = r % A JCkrd + B Y CkeD D

gt A/ ~{pt i L)
gue & uma equacio de Bessel:
2
2 8
S ¢ i d¥ z i
2z v oar ¢t [ k- 2 } £ =9
odr r

cuja solucio é&:

dR _
N { k™ - 2 ] R=0

XCr2 = A J$ikr) + B Jwaﬁkrj ou XCrd = A Jnikr} + V;(kr}

fazendo & transformacio:

X =Re¥? | s =p + 1.2
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A segunda eguacio, torna-se:

2 €
é—% + colgs gg + [ k* - ] © = 0
da Ben @
cuja soluclio &:
eer = A p2<c¢ga3 + B x§chse>

gque # a equaclo de Legendre:

2 4
(2%~ 13 2 4z 82 [p@p’ri} «-MW} 2 =0,
2 dz 2
dz e - 1
cuja scolucBo & dada por:
ZLzE3 = A ?2 tzl + B 2: Cz2 , fazendo z = cosd
Se peqsio inteiros, p=n . g = m ., a sclucio &:
ZLed = A P:(23+B Q:Q 22, onde P:Cz.’) o Q’:Cz:asaa as funcdes

associadas Jde Legendre,

A Lerceira egquacio:

2
d ¥ + qz ¥ = O, cuja solugio &;

dwz
Wya = A senlqgyd + B costqgyd
Comoe exemplo, considerames a egquagio deo ondas @
coordenadas ssféricas:
2
2 e €213
Ve = 2 P
& .

onde ¢ = pls, LD
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Separamos o fator tempo fazendo:

eCs, 10 = @¢lxd, TOLD

Isso conduz as equagdes:

2

9T o n®T C3.14D
at®
9%s = A ¢ €3, 18

Ha maioria dos casos, estamos interessados eom soclucdes que
variem harmonlcamentes com o Lempo, de manelra gque:

=] wi W

TCLD = @ ,onde k = ~>— , sendo A = ~k~

E escrevemos come soluclo possivel, a expressio:

pLS,LD = ¢ (8D, e it

Permitir ou ndco qus w tome wvalores arbitririos depende
das condlgdes de contorne impostas sobre ¢sz) este problema
sera resclvide pelo estude da egquacdco de Helmholiz {§ﬁ+kz¢3mﬁ

No sistema esférico, usando a expressio para o laplacianoc dada

pela eq. (3. 90, sendo ¢lr.8,y9), Lemos:

& z 2

&8 & c ot a

Pt .2 e, 1 TP 0OME a1 P k%p =0
3@2 roar ?z 393 rz a2 rz senze 6@2

As eguacdes separadas s3o dadas pelas oq.(3.100, (3.110 e
£3.127

Também, exige-se geralmente que ¢r .8,y seja periddica em y,

isso conduyz ao resul tado gue en:
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aty
e + @ ¥ = 0, a constante de separacio o, = qz COMm
dy

g = 0,1,2,3,...

fs Tungdes Wyd serio Lrigonoméiricas o exponencials

COmpl exas

A equacido para &) torna-se entio:
2
@ e, [ N }
+ cotgf o o - @ = QO
€at |

2

de® * sen’g@
Fazendo a mudanca de varidvel x = cos@ , y(xb = 862
transformanes esia squacio em
z. 2
., d¥ dy q
L R B -+ o=t { o - ] y = O, qus & conhecida

# E¥ % 2
eda i-x

come eguacio associada de Legendre

Torna~se uma eguaciso de valores caracteristicos para a,
se exigirmes que a scolucko sefa finita nos pontos singulares
x =1 e == ~1.

Transladamos a origem para ®x = 1 @ introduzimos uma nova
variével independente z = 1-x

A sgquaclo diferencial se transforma em:

a®y dy q°
z {28-23 ;;K + 2 (l-zD as *t { N T FTEES ] y = O,

Tentando uma série de Frobend us:
o

_ E a zM*®
ylz) = 2]

¥y
A substituicio fornece as raizes da equacle indicial que serio
5 = i(qfﬁb, considerandes q um intelro ndoc megativo, pois
soment.e qs aparece nha equacdo, apenas a ralz g2 seré

aceitdvel.
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Assim ylzd = zh.uCz)  onde uCzd & uma funcldo analitica » nfo
se anula quandes 2z = o, concl ul moes oA as funcdes

caracteristicas devemn ser da forma:

yixD = 12072000 , onde £ é analitica e nioc se anula om

Transladando a origem para »x = -1, intreduzinde uma nova

varidvel z = 1+x , analogamente Lemos:

ylwd = Ci+x)q’zgcx3 » ende glx) & analitica o ndo se anula em

wx = -1

Consequentementie a solucio aceitdvel para y(xD deve ser
da forma: |
¥y = C1-x"3Y2000 em que ulxO deve ser analitica em todo o
planc complexo.
¥$x& ndo pode bter culras singularidades excelo quando x = i1 ]

#

possivel nente x o0

A equaclo diferencial satisfeita por ulxd &:

4
c1ex®y 98 L aeaqetds gﬂ + Co - - gdu =0
d}{s 4 2

uma s@rie de Frobenius {(sm tornoe da origemd

o
Trd @
[HAR T I E B, ® , conduz b férmula de recorrdncis:
HED

nEn~13 + 2{g+idn ~ o+ glg+ld
B . = 2 &
ne Cn+ld (@3

5 série para ulxd divergiri em [x] = 1, & nio ser gue seja uma

série finita, isso acontece quando
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nip+ld 4+ BCg+idn - o, * qeg+lld = O , isto &:
o, = {qrmaig+ntlld, o gque significa que:
o 4 da forma pOp+ll onde p € um nimero inteiro nfo mesnor que
n, & série terminard apds © termo de ordem (p-q).
As solucdes wWxD s3co polindmios em x, sua forms explicita

pode ser obtida pela férmula de recorréncia,

Verifica~-se gue sio miltiplos das derivadas dos

polinomios de Legendre Pfﬁ&.

U D = L
k1]

Isso conduz 3s fungdes caracteristicas da, supaag So

assoclads de Legendre sob a forma:

9
p oo = %" E g9 P <0 O£ g 2 p
g
que s8¢ conhecidas como as fungdes associadas de Legendre (de

primeira espécied

Coma, de inicio x = cos® , Lemos:
eI = A P:Csmse)

& soluclo aceitivel.

A sguacdo radial tem a forma:

2 plp+ll

d R 2 R 2
r - { k™ -
dr

P } B =0
r

com p * 0.1,8.3:4,...

Se fizermos a substituic8o x = k r y(x2 = Rir) sesta equacio

se reduzirid a:



Z
o2 a4y dy 2
+ BxX a};{* + [ ox - ;:st-i-i) 1 ¥ o= O

de

As  soluctes desta eguacBo sBo conhecidas COmo fungdes
wulfdéricas de Bessel e de MHeumann, de ordem . reprssentadas
respecli vamente por jp(x? -1 anxB,A razdo destes nomes £ que

ums substitulceZo:

yixd = wﬁgééjg « reduz nossa squacio A forma:
O
] 2
éig & mim éu 4 i -~ mif:iifiw gy = O
dnc® ® dx 2
by 3

com p = 0,1,28,3...

cpue & reconhecida como a equacic diferencial de Bessel de

aordem p+l 2. Segue-se gue as solusles da equacloe diferencial

eriginal podem ser escritas na forma

J

<
“{pvisRY
4%
x

peis2 + 0
1-2 2
>

yisd = C

g se a funclo esférica de Bessel jp(xﬂ for definida como sendo
una selucio finila quando x = 0, segue-se Jque deve ser um
miltiplo dg quaa{x}' 0 fator iz proporaeional i dade &
escolhido come sendo (n20 *Cabaixo explicaremncs)  de mansira
gue:
3,00 = (o ‘fﬁdpﬂﬂc )

A relagdo jp(xﬁ com as funcdes de Besssl nos permite expressar
jp(xb am termos de jﬂ(xﬂ, assaim:

U i d Y _
Jp(:x} =M {*" *""';E"' 3;&'} \joﬁx} {p = {};l;gpg,-.‘)

Esta férmula define de maneira dnica, todas as funcdes jp, LR
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vezr escolhida jQ‘ NHossa equacBo quando p = O &:

a®y  , dy
st aR Yy <9
dx

Resol vendo esta squaglo vemos que senX-X » cosx sdoc sclugcles

¥ costume definir:

Senx

Jaﬁxj = S

2 a comparagcdo com Jp* aﬂxﬁ mostra qus:

F Ve

z(xﬁ

- 12
‘jt)cx) = { s:?,:‘z{ } Jp/

o gus axplica o fator CnfabLﬁg mencionade anles.

Az funcdes esléricas de Heumann anx) nio

gemal hantemente & partir de nQCxD. por meloc de
- 1 4 7
l"lp( wa o= }Cp (‘“ """gz“"‘ ari ] nn( P

com p = 1,8,3....

£ costume definir

823
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4. SEPARARILIDADE DA EQUACAD DE SCHRODIMGER E
FORMA MAIS GERAL PARA O POTENCIAL

Neste capitulo mostramos que a forma mals geral para o
polencial a fim de que ) equacio de Schrddinger
(?zp + k2(EWV3@ = Q) tridimensional, onde k e E sic constantes
e ¥ = Vﬁuv¢%.u33, seja separdvel &:

8 v Cu.d
v :E_,_mw.._

Lad ik

Teorema 4.1¢ As condicSes necessiriaz ¢ gsulicientes para que a
equacdc de Schriddinger seja separivel sio que os coeficientes

metricos iga} e o potencial (V) satisfasam as equacdes:

I
ght - ia
% |
kW i |
‘9 . on flup
= izA
v Cu.d
v = § et}
iz 4% gli

onde § é o determinante de Stickel dado pela &g, (2,82

Frova: Em analagia.ao tecrema 2.1, considersmos a equacio de
Schr &dil nger ng + k2CEmH3w = O i eSpaco suclidianc

tridimensional.
Hum sistema de coordenacdias curvilineas oriogonsis

Qui,uzaus3 cnde p 0= p(ui.uz,us) ') ¥ = V{ui,uz,ua),
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equacio de Schradingsr & dada por:

]
(g} azi {

Suponda @ ﬂiﬁﬁﬁﬁhlﬁﬁuéL{fCu;L substituinde na eg.04.10

Lemos:

Cga* %ae
%:w] + kHE - Wy = 0 €410

3 e .
1 & U 2 12 " {4.80
wEs U i i i
Ura condlc¢do necessdria para separabllidade & que:
{g}izz
5 v o1 o= 1,2,3,... satisfagam as eq. (2. 5D
1
out.ra cwndi¢§a & que:
)
v Cu, 2
Viu ,u .u 3 = . G C4.30
4 2 8 . .,
URLF 3 v L
se estas condicdes sio salisfeitas a equacdo (4,20 fica:
3 3
F, w oy 2
i x:i au* « KB cg VP ki pnt? E L SN
& & H’" . Y. .
i=s U iR g Vi
C4. 42
Derivando a ¢g.¢4.4) em relaclc a o, i=1,2,3,...,0nde

aiwkzﬁ, sbtemos as ¢q.C2, 72, onde ¢ﬁ & & s8c o3 mesmes dados
pelazs eq.(2. 83 e (2,80, respscilivamente, congsequentenente

obhiemos as mesmas condiocdes:

E Y ] ]
- S C4. B " RO C4,80
9 M * = imd *

i1
Mostramos., entio, que as condicdes (4,32, (4.8) o (4.8 gio

necessirias.
Para provar que sfio suficientes, das 2q9.(4.80 e (4.6,



Lamos:

R i1 ca.7d
g, | Ll

Substituindoe as eq. (4,723 v C4.3) em (4. 22

a . k3
g M, AU e p S-—-kzifff‘ M. v =0
b ot aui dut i 2 L 4 2 8 i1

L

Lembrande que M rio @ funcio de U . Lemos:

54
fzfa”u o P au? . f:tfanzs o P au® .
U 3&'1 i dui e a‘az. 2 8?32
f r M 2
+M§m{f ﬁg}a»kzgfrf S~k £ r -
u? du9 ] dua £ % a i"% 8

e + ;o4 2 o= 0
My v Moy V2 Moy Ya

#, umando a egq. 4. B2, temos:

a . 8
L ¥,
2 - gﬁ[ﬁgﬁ»] +k*£‘:mk‘§ =0 C4. 8
s g U i i iz Wi
Lk 1
e, usando a eq. {2,182, escrevemos:
8 - B #
N ?. P
L2E = o = a E T o, E iz o E i3
&y 9 g F e 9

Substitulinds em (4,80, temos:

4
1 { 1 ol € cji}] 2 }
el 1 e B N SRR SR - N SO - S SR S 4Rl U B
= figx dui 1 dui 1744 2z T2 2 T i



gmz » £ U 2
@

- 3 .
1 i d { dUt} 2
+ £ @« P o P+ P~ kv =0
ey L faua aus s d a 1 T e 2 Taz 2 Top =3

o ainda,
B

2 .
E 1 [ 1 o { du“} 2 2 ]
o= 1vi f + o @ Lud 4+ kSCudl = 0O
By Hy riU‘ u Ly du gy 4 oW vl

Esta squacdo sd ¢ salizsfella se cada colchetles & zero,

imbo &:

, a
1 d U 2.
f‘i‘u i i =1

i=1,2,3, ou seja, a equacBo de Schridinger fol separada em
Lrés eguactes diferencliais ordindrias., &z eqguacdes geparadas

sio dadas pela equacio acima.

No préaxima capitule discutinos o sistemns de ocoordenadas
parabdélicas e resclvemos, come exenploe, & aquasia e

Schridinger para © efeite Stark.
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5. COORDENADAS PARABOLICAS

Heate caplitule spremsentames o slatema de

parabélicas, detalhando os coeficlentes métricos,

de laplaciane, as eguacdes ordindriag obtidas da

conrdoenadas

& expressio

separacio,

bem coms suas aolugles & a forma mals geral para o polenclal a

fim de que & equaciio de Scehrddinger zeja separével.

discutlinmes o

Como exemple da  equacdo de Schrédinger,

efelto Stark%séﬂ

COORDENADAS PARABSLICAS Chds 2
O gistena de coordenadas parabdlicaz & um

coordenadas rotacional gerado pela transformacio

onde 2 = x Y ly e W=y -+ ip

Tonando-se:

u T H 0 < pu< w
u, =¥ O£ < w
u o= O F w4 2n

tenos as seguintes relacdes com Ux.y,23

%
i

L v cony
Y OF Wow seny
1.2 Cuem 3

]
#

83

slistena de

=

1 =2

grnef

2

(8,13

€8, 27



Az superficies ceoordenadas s3o:

X y?’ = yzi ;.zz — DT

(parabeldides de revoluglo cfncaves para clma, u4 = cled
x4 yz = v %+ arl

{paraboldlides de revoluclo cfncavos para balwo, v = cted

¥
tow =

{seml~ planos, ¥ = cted

¥ - const -0
T
/, v
4 g
? 2z \\ “n

fig is Uoordenadoas ParabSlicas a0y

G



Ugande as »q.01.103, delermni namnos o coeficlientes

métricos. Como em coordenadas parabdlicas , r & dado peor:

rmpvcaswi+pv5&nw3+~%-(;ﬁ-—-pzbk, temos:

%mucoswi+vs&n¥;j+yk, assim
ari* 2 2 2 2 2 2
5;}*@1) cos y + B ogsen’y + 0 = 0 4+ T, portanto
2 2
- &
9, H v
Também:

%-wycmﬁwi*ysenijvk

3:*2

ol ° ;.12 coazw + yz Eenzw + ¥ o= pzz + 2 » portanto:
2 2

Ipp " H * ¥

Anal ogamente:

%mmpvgenwi + U ocosy

l% = u®? men®y + U cos®y = 7 U7, portante:
Tug = H
Resunl ndo:
- = g 2 = 2 2
gumgzz HoFow 'QS& Mov

B5ES
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Substituindo a eq. (8. 3) na =q.{1.13), obtemos:
(gnwz « ¢ 3.22 + %y 4w C85, 42
Calculamos as £'s , substituindo os valores enconirados
nas o¢.(8.3) e eq.(5.42 nas eq.(2.83, assim:
cgjifz

D Tm fiﬁuiﬁ‘szCuzpua}

M ou= fiﬁpb‘Fin,wﬂ, entio:

P‘Cyb = u
£~
Cgl
D = P Cu . F Cuy ,u 2
I 2 "2 2 7s" "a
U w o= faqu.FaCN,wﬁ » entio:
fﬁﬁu) =
anifa
De e 2 O BLF Qo0 D
g, a8 8 4 2
2 2
LU E D e f CL.F Cuyed . entio:
Mo Y B
fsCy.iD =k
Resuni ndo,
fiCyﬁ = 4 ’ fZCvD = . fanj = i 8.8
Caleulamos o determinante de Stlckesl, utilizando &

. (2. 133, na qual introduzimos as eg.(8.40 e eq. (B .83, assim:

&5



Oz cofalores sio determinades através das eq.(28.112. na

gual introduzines as eq. (B.3) e eq. UB. 8, assim:

i4 g“
- _— {5, 72
24 g,.
= = = 1
B Deg
Considerando os cofatores dados pelas eq.(8.7), podemos
gscraver a matriz de BLickel como:
na -4 P
(€1 = { 1 1 1. ¢B. 8>

Uhtemos a expressdo para o laplaciano substituinde na

e, (1,140 as eq. (8.1, oq.{8, 3 e eq.(B 42:

a $-2 g
2 Cgd 3¢ o
Assinm de: ?3¢ = 4272 2_ { 90 Egbﬁ
Temos:
= 1 & & 2 ¢ 2 il
e = TR Yo YT { Eﬁ[ MY }+ 35[ H ]+ Eﬁ[ # )]

Loge, a expressio para o laplacianc &:

2 2 2
@WME“’ AN "“*}.., 1 7
Cy2+ L2y @yz YY) v ¥ Ju u b2 awz

(8. ey



Para separarmos a equaclo de Helmboltz 99+k®¢=0. onde

T4 & dado pela eq. (5. 93, e ¢ = ¢lu, v, ¥), usamos as eq. (217D,
e substitulmos as oq. (6.10 e wg. (5.8 bem come of elementos da

matriz de Stickel dados pela eg. (5.8
Da eq.C(2.173, temos:
. :. a
1 4 di] i _
+ a*&.[‘l . ] )
% 1 154
whode cxi*-—? k¥ @ ut o= MO LD ’ Ut = NCLD . U? = L
= 1, bLemos:

2 , o
d¥, L [k*,u’«-az- : } M =0 (5100
o G du y

Fara 1 = 2, temos:

1::![: dN}-&-{kzuzdva«- -]
2 =

wode |V de 5
2 o
‘3“+__§§_§§+Ek%’+am :]Nzo CB. 11D
duz 15
Para i = 3, tLenmos:
a%w
e g P o= QO C8.120
F a
chy

Be



z 2
= o o= o o o=
2 “ [} p

A eq. {5,100 toma a forma:

2 p
dM+m§md%+[kzu2qu—m]MmO

i g o
cuia ol Ucho &

M o= A Jka,iqpb + B J_p(k,iqyl‘: oL

M =

A Jnfk.iqy) “+ B Yﬁ(kpiqp:}

pois € uma equacico de onda de Bessel:

i

2y - . P
f:isud_i gﬁ+[k222+qgm ]E 0
d;zz =z il

cula moluclo é:

i

& Al Ckygezd + B J Ckog,2d - 3
P L (8, 130

i

=

A Jan,q.zD + B Ywan.q;zb

fazende a mudanca de wveridvel z = fpy , ZLz2=M{ud

A eg. (8,113 toma a {forma:

1 di 2 2 2 P -
z_“’“‘fﬁ“a’;“‘”{“"’ v d ”“‘"‘]“”0

cufa soluclo &;

N = A Jp(k;qv) + B Jﬁptkpf{v) » Gl
N = A Jnik,qpb + B Y_an.qv}

pois é a equaclo de onda de Bessel, cuja solucio ¢ dada
pela eq. (8,132
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A wg. CE.12) toma a forma:

dfe
e + pt W= 0
dy
euja solucia dé:
¥ o= A sen py + B cos py

Determinamos a forma mals geral para o potencial (VD na

equagdc de Schridinger, usando a eq. (4. 3D, na gual
introduzimos as eq.(8.1) e eq.(B, 3.
Azssim, de:
e v.(u, D
A% mE SO, » Lemos:
B Y94
viiy) v {1 vanﬁ
V = et 4 : z * ——— 8. 142
g+ oW [T RV Hop

A equacds de  Schridinger [03¢+k2(EwV)w03, onde )
& dade pela eq. (8.9, com o potencial dades por (5140, pode
mer separada em trés equacdes difesrenciais ordindrias , usando
a eq. (4.8,

As equacdes separsdas slio;

1 d oM -5 z “a 2 -
Taﬁiym}+{ksy S - — ]M+k v M = 0
(8. 1%
1 d i 2 z & #
mm[pm]+[kgy ‘o - “]r»z+kvs:v3r4=-0
1 1 gl 2 v 2
€8, 16D
d* .
m2¢astrf+k vgw) = {5,170
A
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Como exenplo da  equaclo de Schridinger . apresentamos o
efaite Stark (desloecaments dos nivels de energia gque resuita
guando um dtomo ¢ colocade na presenca de um campo eléirico

external.

A presenca de um campo eldirico externo Eﬁ.na direcio do
elxo positive z, adiciona um Lernmo — o Eo Zz 3 wneglia potencial
na equacio de onda de Schrddinger, Para o Atomo de hidrogénlo,
Leamos:

2 4
~h 2 ) _

2
2 2 o -
e s [ ® 4 eE z+FE } b =0

Tdentificande com a equaglo de SohrBdinger:

Pp + kKX CE — VO = O , Lemos:
k% = Em CE. AR
h%
4
- = i + @ B o=
r 0

i

Usando a3 eq. (5.8, temos:

2 # -4

roo= x * yg ot o m%m Cpa + vy, por tanto:

o m%w sz + %> - == "%_ Cpa - 2%
&S‘.’sim;
ae? e £ _Cp’— v 4 e+ e BE_Cuf— »®
- ¥ = - + =
y2+ w? 2 2 Cyz+ 2?3
‘ 2 9E0y4 el *
-V = { e = + 5 ]
y2+ V Ll i
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Logo:

v O =~ (e eE utsed 5. 193
v.ewd = ef wto2 CB. 2O
® L~
ngwﬁ = {8.2143
Introduzinde a 2¢. (5. 210 na . (8.17)., = considerandn
cono anteriormente, o, = pz s Lemos:
d ¥ ,
=~ + p¥ =0 , cuja sol uclo &
a¥

Wyl = A cos py + B sen py

Introduzindo a . (8,187 e a e.(58.19) na eq.(8.15) e,

2 2
consi der ando o, F g e o = po, Lemos:

2 2 mek D
dM+ i gﬁ*[amﬁmyz_‘, 4;21: + : 2—46‘“ 2~—q2}}4m€}
du’® Mo h* b b 7

Introduzinds a eg. (8. 180 e a egq.(5.200 na q.C(8.162 e,

conslderando a, = :;2 e o = pz » Lemos:
4 mel pz
d%\{*lg}i‘*[gmﬁ o 2o o4 +q2}1~{:(§
dp® v ¥ h 2 he v?

' 2
Para resolvermos esta equaglio, tomamos ¢ = M, logo:

AN dN dx R 0t 7? an

dv  dx dv edx

d*N _ d 20 any _ d 2 o aN Y ax
dva"&’ﬁ ax T odx dx j dir
d*N _ ax d®N 2 aN

du® dx* dx

7e



e, subsiitul nde temos:

2 mex jad 2
dxaif:+4§§+[amilx“ 20 & -%«q}ﬂm(}
s h h
P z
z meF; il s
x §m§ " g; + (vﬁgg»x - w—mwgw - + ] N =0
dx 2h 4h 43¢ 4
Considerando £, = 0, uma vez que para Eﬁﬁﬁ precisamos de
teoria de perturhaﬁ&a“w, temos:
2 2 2
4N i dN mE P 4 _
et a T %t No=0
sz Zh 4x 4%
Fagamos  agora: NOxo = x™, B¢y, onde o serd escolhide

convenl entemnente

ggmaxag+xa$'r—" 1™ o w78 4 B, onde S‘m’gﬁg

2
d E: = o Md“iCa xﬂéS S i T xm ] xﬂzg + e s tgrs gt
3

z 2 2
&Nx}{a {S"-}- 2 S"+MS] ., onde S”xdg

2 2 z
i b4 e

Substituindg 2 cancel ando xﬁ

2 2
2 P q
Srea B gy BT8R o, X g Al S""{mg - * }:
X 32 o % P2 P A
Escol hendo o~ p2/4 = 0 , a = pa ., temos:
2
P+l o
Si¢+ S;+ {IRE’ + ]3”0
. 2n” 4
Uma outra mudanca do Lipo:
S =e P10, ende 7 serd escolhido conveni entemente
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Escol hendo o — pafﬁ = 0 , o = pa, Lenos:

Pl

$£i+

q
g [CEE ]Smm
&h 43

Uma outra moadanca do Lipos

R

SO =g TCx2, onde [F serd  escolhido convenlientemente

St~ e 4 e oL T v T

«{;}w"%

Sex g el p T+ Ty v e ™R pa e T

st= e R T g T FPd D

Substituinde e elininande o termo exponencial Lemos

A pHt . -3 . | q®
B B T + = [8 T+T]+[ mE2+ }ng
: Zh 4%
Agora, escolhemos:
{;2
— + £ = 0 ,portante. # = YERED e <o
he h
P+l qz 380 p+1 D
Trr e 3 T4 T+ { - . ] T =0
qt  EprLd
x T**+ Cptiid T'+ [ o }’rﬁo
fazenda [ = L
é«w = dt fé.m = [3‘ d £ = ﬁz éf;
dwx  dwx 4t dt A ai?
N a’  ACpHLd
—ﬁ——ﬁz'l"”d- Cp+i—t23 T+ { T - = ] = 0
| g pH
LT Cprl-td TTH (4&’" < }T”G
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1t

TC X3 Lstﬁxb
sGo = e Pemo

NCxd = wP72 o r72 Li(ﬁk}

N{ 20

i

K4
pP &2 Pepo

Eesol vemos a equacio (85,18, para MU analogamente A
anterior, nmudando apenas a constante de zeparacio.

No prédximo capitulo apresentamos os oulros nove sistemas
de coordenadas para o8 gquals a equacBo de Helmholtz &
separdvel, bem como a forma mais geral do potencial a2 fim de

gque a egquacio de Schridinger seja ainda separivel.

e



8. SISTEMAS SEPARAVEIS

Heste capfitule apresentamos et O Ristemnam de
coordenadazs, classificados por Elsenhari, que demonsirou sercesm
os unicos (ver apéndicel em que a equaglo de Helmholiz
tridimensional pode ser resolvida por separagdo de variévels,

Para cada um desses sistensas, apresentanos O
coeficientes métrices. a matriz de Stickel. a expreasis do
Laplaciano. a separacio da equagio de Helmholtz, as equacdes
ordindrias obtidas e suas solugdes, a2 forma mails geral para o
potencial a fim de que & equaclo de Schriddinger Seja
separidvel. E. finalmente expressamos © poltenclal, em sua forma
mais geral, quande possivel, em coordenadas carlesianas.

O onze zistemas de coordenadas, deduzidos por Eisenhart
2o ‘

Cilindricos:
1. Coordenadag retangul ares (X y.z2D
2. Coordenadas cilindrico -~ circuylares (r,yp,22
2. Coordonadas cilindrico « alipticas Cn,w,20

4. Coordenadas cllindrico -~ parabédlicas Cu,.», 22

Rotacional s:
5. Coordenadas esféricas (r, 8,y
B, Coordenadas esferoldals alongadas (0.8,
7. Coordenadas esfercidals achatadas (n,&,y)
8. Courdenadas parabdlicas Cu, v, 30

Geral s
G, Couvrdenadas odnicas (r,8,22
10, Coordenadas elipsoldals (n,.8,20
11, Coordenadas Parabolaldais T, A0
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SIETEMAS CILINDRICOS

O alxo de simetria ¢ Lomado como o elwxe 2,

1. CGORDENADAS RETANGULARES Cx,y,2d

Eaxte sistema & utilizado., por exemplo, dquande estudamos o

problema de uma particula quintica confinada em uma caixa <18

Tonando-ge:

Uiﬁx - m A X4 @
u, =¥ - @ L ¥ <
m o w0y € B 4

As  supsrficies coordenadas sBa  plancs mutuamentie

ortogenal g

% = cte
y o= ate
z = cte
Y E-fonm . opone
M»“NM/;;"MW
Fromed - ——
! ] !
) ol :
%;——\/4’\/;‘

fig 2 Goordsnadas Retanguloreas is,y.m

7



Os coeficientes métricos s8o caleulados a partir

agl2. 20 e as 'z 280 determinadas pela eg. (2 83, entio:

Gyg " 922" Upe © 1
Cgf)“a -1
fiﬂ fz = fg = 1

O delerminante de Stickel & dado pela eq. (& 130, 1logo:
S =1
Os cofatores sio obtldos da eq.(2.113
M =M = Mﬂm i

A matriz de Stickel gcdez;er escrita como:
G -4 4
81 = } O 1 O
1 Q 1

A expreszio pars o Laplaciane € dada pela eqg.Ci.140

s gy 8%
v ¢> = + + _2 L3 ¢ = @CK.}’;ZD
syt =

Separacio da eguacio de Helmholtz (P + k% = O
Az equacdes separadas slo dadas pela eq. (2,173, lsto &

B

1 d dut %,E -
£ ‘&6_[%36‘]*““ . mj.;p_hjm{) 4 1.2.2
N |8 1N i=1
onde o = kK* e U'sm X , U= veyd R
Bubstituindo., temos:
2
dX (o + ad% =0
2 2z a
ox
2
dY b o Y =0
dyz
a®z

s



Se o T p 2 o = q s Lemos
x
X P e g X =0
K4
dx
cuja soluclo &:
-2 W] -3 Yo 3
KCxd = A e @ 5 + B e s a0
2
d” Y + pz Y =0

dy2

cuja solucio &

YCy¥D = A men py + B cos py

§M§ + k¥ g2 = 0
dz
cuja solucBo &
Ttzd = A senlCk™ g5 %21 + B cosick® g %1
Se o, ® - pz =) T qz y Lemos:
2 3
§m§ + (p*+ g X =0
dx
cuia soluclo &
2. 452

KOs = A senlCpi+ g% %) + B coslcpi+ g %ha

= O

cuja solucBo & Y(y) = A e + B &

%4-(:1(-—;;3;&0

dz
cuija soluclo é:

172 R, 4.2

z1l + B coslCk*~ I - |

#

ZCzd = A senl{k*— p®

e



3]
&
o
i
b+

#
o

2 ]
12
< ® Q) ,» com solucfo: X(sed = A + Bux
dxc® '
a’y
— O » com 2ol uslo: YCyd = A + By
dy

&y
42 + kg o= 0 » com soluclao: 2022 = A sentkz2) + B coatkzd

AH forma mals geral para o potenclal na equagclo de
Schrédinger [¥g + kKCE ~ V) ¢ = O é&:

Vo= V*CM) + arz(yD + vg(:zil

BO



2. COORDENADAS CILINDRICO - CIRCULARES (r,w, 2D

Usamos este siastema, por exmple, ne cazo de um flo

€
condutor ac longs de um eixo carregado de corrente AP ondas

eletromagnéticas num gula de ondas co-axial ‘*%'e cavidade de

ressonfncla cilindrica®®®

Tomando—se:

. I Q€ r < ®
uz = O % w i 2n
Ua = ~ & 2 £

Temos as relaces com (x,y,2):

N O® P OCORY
¥O= T Seny
z = 2

As superficies coordenadas slo:

x + yz = p? Ceilindros eirculares, r = cted

—

tg w2 wx  Cseni-~plancs contendo o elxe 2z, y = clel

z = ¢lbe (plancs paralelos ao planc xoyl

fig 18 CQoordenadas Cilindrice - circulares o,y.=m

21



Qe coeflclientes métricos =Bo;

Py~ Y59 T 1 * Fp2 ° T
Cg)gfa R
f‘zﬂfxﬁi ,fimr

Oz cofatores sio:

- - - 2
“n}fimni » Mﬂwi/’r

A matriz de Stickel pode ser eserita coms:

S s
(s = | o 1 0
100 1

A expressio para o laplaclano &;

s &y . % , e 3%y 5= o ;
I o + » = I".U\‘.z
ar® r ar o2 3’6’2 22
Separacfo da equacio de Helmholiz (V3¢ + k2¢ = 03, As
egquactes separadas slo dadas pela eq. (2,170, sendo:

a =2, U=rery ., Ulswyw ., U= a2

Temos, entio:
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—— kA o= 0
el :
0 .
e Lk I A ¢
B
dz
2 Ed
R {32 = P o g:qa = g N Lenns:
2
2 P
d i dR 2
o A S el -
dr? v ar { i g } R = 0 (Equaclc de Besgeld

cuja scluglio & dada por:

R(r2 = A JPCiq:‘) + B J“PCiqr‘B
ou ., se p & intelro

BR(r2 = A JnCiqr:} + B YmnCiqr)

2

¥ 2
e 4 D Y = O, com solucdo:
d¥*
Wyl = A sen (pyd + B cos (pyd
atz 2
——‘g: + Ck* o+ g 2 2 = 0, com solucdo:
elz

E 2 - V-

ZCxd = A senlCk®™ g®* %21 « B costck®™ g®* %23

Se o = 0 & o = ::;2. Lemos:

s A e e e 0 R w0, com s0luclo:
RCr2 = A Jg(iqr) + B ‘{ﬁ{:iqu’!

Pols & obtida da equacio:

d4*x 1 daX 2 .
2 Ml +g° X =0 , cuja sclucdo &
X = A J Cpo + B Yvax) com a substituiclo:r = = ir
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my o=

na edquacico de Sohreddinger.,

4" F

e = ¢, com soluclo;
iy

Wyl = A+ By

a®z

+ k5 qzb Z =90 , com soluclo:

d=

A sen[Ck¥+ qabixzzl + B cos[Ck*+ qz)’/zzj

t’ia = O * t&mo&:
2
ﬁmw + ~£¢ gﬁ = 4, com solucBo:
ar? r ™
Rir2 = A+ B lnr
d*
m— = 0, com ol ucio:
ap?
Wy = A+ By, com soluglo:
dzz 2
— + kT Z = 0, con solucio:
iz
223 = A menlkeld + B cosCkzd

Da eq.C4.3) obtemos a forma mals geral para o
assim:
V o= V‘Cl"‘:) - vqu) + ngzD

Sabende que:

2
.

2, .2 2
N+ y s r , expressamnos o potencial

coordenadas cartesl anas:

Vi, ¥, 2

2, 472

= v;(xg+ ¥ + v;(yxx}f€x2+ ygb + Vgizj

B4

potencial

@



3. COORDENADAS CILIMDRICO-ELIPTICAS Cripezd

Ezste sistema foil utilizado por Bonsignori e Salvint

na andlise do problemse metemdtico do campo de potencial para

fibras cilindrico-elipticas de comprimento infinito.

Tomando-se:
U = O % n < w
. LY O % w < &n
w2 L R

temos as seguintes relacdes com (x,y.z22:

% = a coshyy cosw
¥ = a senhy seny

£ " OZ

bAs muperficies coordenadas slo:

X 2
[ a coshm ] *

(T;—nﬂﬁ*]z”

Cedilindros elipticos, n = ated
» 2 ¥ 2
[ a cosy ] * { a seny }

{eilindrog hiperbdlicos, w = cted

H
-

z = cta

(planos paraleles aoc plante xoyd

2 1e3



fig 14 Cocrdencdas Clllndrico-eliplicns 3.z
05 coeflclientes métricos sfoc caloculades a partir da

eq.{2.83, ¢ as {'s sio determinadas pela eq. (2.5, logo:

= g = a2Ccmﬁh2n - c0$2w3 ' g, .= 1

g 2 59

i3

Cg}’fz = azCaaahgﬁ - caszw 3

¢ determlnante de Stickel & oblido da eq.(2.130
E = 32(cosh2n - coszw b
Oz cofatores sio dados pela eq. (2,110

- - o * 2 - #
Mii M21 i M31 a Coosh™n oom gl
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A matriz de

o -t _az
sy =1 o 1 a?
10

A expressio para o Laplaciano é

i

StHckel pode ser escrita como:

cashzn

2
cos” Y
1

dada pela eg.{1.142

a*e ae "¢

V4 = [

a2C¢0$h2n - coszwD

Usando a eq.{2.173, separancs a
¥ + k% ¢ = 03, ende:
v o= HOw .

o=k .

Az equactes separadas s3o:

u* = gy

Z

an® *wa] Bz

equacio de Helmholtz

N

202D

g "B tenos:

com ol ucio:

A cem(in,mqb + B famCin,~q3

— Co + o as ¢0$h2n3 H=0
2 k4 L]
dy
d®w ,
+ (o 4+ o a cos gl W= 0
2 2
dy
20y
42 sk v ad z =0
F) [}
dz
A2
Be q = a -y e A o= oA,
A primeira eqguagBo tomsa o formae:
a*u
— CA + 2¢q cosh @2 H = 0 ,
dn
Hipe =
ol
Hin) =

a7

A aemCin.~q3 + B g&mCiﬁs”q)



pols & obtida da equaclo:

X, 4 1, 1 ax , 1 g Ba TN
2 2 f % x ~ 1 dx 4 ©Cx ~ 12 ]

cufa solugla &:
XCud = A e&mﬁx,mqb + B f‘amﬁx,»qb
oL
XCxd = A gemix.ﬂqb + B gemCx,—qj
com a substitulcdor x = tashzn.
A segunda equaclic toma a forma:
a®y
——— R+ B cos By ¥

" O com soluclo:
el

i

Wyd = Ace Ciy.~qd) + B fe Ciy, -
w24 4
Tl = A saamtiw.*-q?) + B gem&:iw,mqj
polis é& obtida da equaclo para X, com a substituicfo:
¥ = coagw

A terceira equagic toma a forma:

2 4g
d ? + (kP 4 -~ 2 Z =0
dz a
cufa soclugio &
2 4o AR 4q L1-2
2=y = A san[(k + m} 2] + B cas[{k2+ - ] z]
a® A
E—E -a—-;%;n-w- = w...g:-_w »
S5e g = oA -7 ) A o, + Ay =g v Lemos:
a’H
- {x ~ 2q cosh 240 H = 0 ,com soluclda:
dn
HCyo = A aem{in.qb + B femiiﬁ.q}
ou
H(npy = A semﬁiﬁ,qj + B gem{in,qb

pois é obbtida da equaclo para X, fazendo x = ccshzn.
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2

d" g

—— O - Py casiwﬁ ¥ = 0 Cequacic de Mathieud
av’

com sol uclo:

Ty = A cam{w,q) + B fe-mc’w.q)

WLl

PWyd = A Sem{fw,qb + B germa.qD

pois ¢ obtida da equacBo para X, fazendo x = cos?y .

2 4
§_§ + [ * . 5 ] 2= 0, com solucio:
iz a
43 I'vs 401 12
2zl = A sen {[kz—- ] z]«i-BcaS [[kz—— ] z]
a® a®
Se o o= o o= O, Lemos:
2 2
4%y
. 8 » com o solucor HOp2 = A+ B w
dy
4%
— O y Com solugdo: W) = A+ By
dy
2”9
éwﬁ + k% 2 =0 y o solugfo:
z
oz :

=D = A senikzl + B cosfCkzd

Usando a eq.(4.32, determinamos a forma mails geral para o
potencial na equaglo de Schrédinger £?3¢ + kK ¢CE -~ W ¢ = O}
viCnD + vzcwb

Yiney.2d = + v {23
a2€5enhzn + $en2wﬂ 3

Expressancs e patenclal B coordenadas
cartesianas, usando:
genhan = A+ B ' genzw = ~f + B . Oncle:
A= Clroza®ids yi- a®y, B = A%y aa®t?

E -]

Ve, y, 23 = [at A+« y?a®t [v,CA + BY + v C~A + BD] + v (2)

Ba



4. COORDENADAS CILINDRICO -~ PARABSLICAS Cuer, 2D

Usadoe, por eaxemplo, na anilize do processo de
espalhanento de eldtrons relativistices P um ceanlro
di spersor e slmetrla asmoci ada he coor denadaa

225

cilindrico-parabdlicas ™.

Tomando-gea:

u o= H 0L u4
u2 = L - K 1 £ o
u3 =z - A 2L m

temos as relacdes com (X,¥.23:

x = 172 (f — 05
IR Y
? o= R

As superficlies coordenadas sio:

yz = yg sz — &% 3

{eilindros parabdlicos, 4 = cted

y2 = u¥ u® v 20

{elilindros parabdliceos, ¥ =cteld

» = cla

Cplanos paralelos ao planc xoyd

G0



fig 4% Coordenadas Cilindrico-Parabdlicas L.

Os coeficientes mélricos sdc calculados a partir

eq.{a&. 2%, e as s sio delerminadas pela eq. (2.8

p:4 4
Fyg = Hpp T H v * gsaﬁj‘
{g:)i/i ﬂp2+p2
fi = f‘z = f‘s w g

a1

da



A matriz de Stickel pode ser egcrita comno:

2

0o ~1 -~u
ts1 = Lo 1 -
1 o 1

A expressido para o laplaciane é dada pela eq.01.14D

1 s %9 3%

z z[ " 2}4 2
P /7 & 8z

Usando a eq. (2.172, ssparames a egquaclo de Helmholbiz,

s

onde aixk » U‘ﬁMCpD . U = NCw ' u* = 2=
73
M—»Ca + o ;.zzi'tM:{}
2 4 3
dps
2
AN L ta -~ a B H =0
z 2 |
el
2.
dZ i’ radZ=0
2 £
dz
R 2
Se o, =g Cp + 122 = caamq/a@

A primeira equacio toma a forma:

di

dps
cuja soluclo &:

MO = A WOCp.iqu + B wﬂ{:p,ith

* 2
a®u
Sm[q2Cp+1/33+mW}b§m0

B



pols & obtida da equacio:

a®x 2
___é.«;»({:»i«mx]Xmﬁ,cujasoluc&mé:
clw

XD = A waip.qxj + B wﬂc;:a.qxi)

sendo: 2

. &
€ =q° Cp + 1720 e D=~ —

fazendo a mudanca de varigvel: x = {u.

A segunda equaclc toma a forma;

2 2
g

4

a*n

duz

cuja soluclBo &:

+ [qzﬁip + 183 -~ o~ ] H = O Cequaclio de Weber)

NCw) = A Wmﬁp,qmb + B woip,qm}
A Lercelra equacio toma a forma:
a*z 2 2
-—-w-z-‘?(ik + g 43 2= 0
dz

cuja solucio &:

4.2 43
-

T = A senil k¥+ quib z} + B comi] k2¢q2f43

Se a, = - qfCp + 4.8 e oy = g® 4
2
dZM 2 9
e e Eq Cp + 123 "'"I"] M = O Ceg. de Weberd
dg;a

com solugio:

MO = A wﬁCpaqu + B WQCp.qy:!

z
N z 9 -
«-[q(p»&ix’ab*i-mz—w]l‘i"@

com solucio:

NCpd = A waﬁp.iqvﬁ + B wﬂﬁp.iqu

a3



2o
<, ¢ K* e qgu’di} Z =0, cuja soluclo &

de?

&

ZC2) = A senlC k2« qzx'ébi‘fzz} + B coslC k%4 qzﬂw zl

» 2
B ozz O & cxs |
daﬁ 2 2
— + g u M =0 , com solucKo:
dut

MO = 1P A Joquteed + B J_ Cantoad

z
d 3:,. + quz N =0 , com soluclo:

Newd = 7 0 A Jicap*mn + B JM!quaz’BD
e b gyt o= O, com solucho:
T2y = 2% ¢ A J1qug/23 + B Jwiquzr“ab

A forma mals geral para o potencial na eqgquaclioe de

Schriddinger & obtida da eq.C4.32,asaim:

viC FTR Vz( »

Vi 12,23 = 5 5 + vg(iz)
Bt W

Lembrando gue:

2,372

2 x+Cy2->¢3

K

]

z 2,42
vzmw:rc-%{:y - 3¢

axpressancs o potenclal en coordenadas cartesianas:

R R S S— {vi{x + CyF= 3Pt v, C=h y*~x*33‘”3}+ v, (2D

2yt %D

24



SISTEMAS ROTACIOHAIS

. COORDENADAS ESFEROQIDALS ALONGADAS Cre By

Lo usadas no tratamento de problemas de dols centros, por

axenpls © fon da moldoula de hidrogénio &

prétons o8 gquals pensamos fixes nos pontos

2 emn problemas de ezferdides condutores ou
dos na presenca de um campo elétrico’ t??
Tomando-se:
Moo= 7 O
= 8 O
z
T £

um  sistema de dols

focals  um elétron,

disl &tricos

in

7Y w
&= n

£ ¢ < 8n

A

temos as seguintes relacdes com (X, y,22:

a senhn send cosy

X
U

a senhn send cosy

N
I

a coshn coss

Az superficies coordenadas sio:

2 2
*® b 4
+ +

2
prid

2 2 2 z 2
a®senh n a senh™n a“coshy

(esferdides alongadas, n = cled

2 2 2

L3 Y ed
+ +

2 2 2 2 2
a*sen®s a men 8 a coz" 8

Chiperboldides de duas folhas € = clel

¥
tg w = — Csemi~planos, w = cled

o5

coloca—



Nemit

fig 46 Opordencdas Esfercidois Alongados 0,8,y

s conficientes mélricos s50 caleculados a

partir da
edq. (2. 22 , usamos também o egq. (2. 82 para determinar as '
g,, T 9, © a*csenh®n + sen®s) . Dyy = a®senh®n szen®s
(g) 172 -

azCaenhan + sen®ed genhy seng

f; = senhn fz = smend

. fa =

O determinante de Stickel &

caleulads a
2q.C28.130:

pariir da

S = azﬂﬁenhzn + sen'®) = 32Cca$hzn - cos e

6



Os cofatores slo dados pela eq. (2.110

2 @
senh n + sen” &
= M = g . M =
1 24 k2 |

sanhzn sen’®

A matriz de Stickel pode ser escrita como:

azsanhzn -1 —ifsanhan
18) = | a®sen®s 1 ~1./senh®n
o) 0 1

Obtemos o sypresslo para o laplacians usando a eq.(1.14D

2 2
. 3¢ a %y a4
vﬂé = 5 Y 3 { P + cotghy & e + cotgl —-]
a’tsenh®n + sen®e L gy n o ge a9
2
& ¢
" 1
a? aenhzn sen @ 8@2

Separac8o da equacBo de HelmholtzC¥g + k% = O
As equacdes separadas s8o oblidas da eq.(2.170, sendo:

o, = k2, Ut=Hm , U =seey , U = Wy
a® dH 2 2
—— o cobgyy —— <k*a*senh L agfaenh wH = 0
dn 4n
d*e @ 2
= + cotge = + (k*a"sen®® + o - a_ssen®ede = 0
d6® de ®
d* @
m¥+&3*¥m{)
dy

o7



S o = plp+l D o oom o y Lemos:

A primeira equacBo toma a lormas

2 ]
émg + cabdgn gﬁ + [kzagganhan S = 5 5 B S ————— ] H =0
dn 7

que & a equacio de onda de L.egendramm,

d*z
dz

cuja seluclo &

Cz¥e 1

s 2 2. 2 “
+328§+[RQCZ“,i}“p(p+i:}“T;]zm

202y = A ﬁ:i(ka,z) + B :fzi"ka.zh
substituinde 2 = coshy ., logo:

HCwd = A m:cka.coshna + B $2Cka,caahn}

A segunda equaclo toma o forma:
2

2 1
ﬂ_g + colg® a@ . [kzaasaanzé + plp+ld - ] @ =0

de e sen®s
gque ¢ a egquaclio de onda de Legendre

substituinde 2 = cosd, logo:

BEEY = A mECka.coaaz + B xECka.coaan

A tercelira sguaclo Ltoma a forma:
4y .
m— + q° ¥ =0
iy
cuja solucdo &

w2 = A senCayd + B cosCgyl
A forma mals geral para o potencial na egquacio
EBchridinger & dada pela eqg. (4. 3D
v$Cn3 + vziﬁb VSCwﬁ

Vin, 8,93 = 5 5 5 +
a” Csenh ™ n + sen &) a? $enh2r} sen®s

ug

]

e



e, en coordenadas cartesianas, com:

aenhzn @ B + B » sen’® = -A + B s Obiclers
2 2 3 4 yﬂ 12
A = Cr™= a™d , BN[A2+ }
2 2
=@ a
ro= x4+ y2+ 2* = ateos®s + 3enh2n3
Lemos:
v_Cysxd
Vo= wi;w { vea + B vc-A s B)“’*] P
sa B X F Y

B



7. COORDENADAS ESFEROIDAIS ACHATADAS Cn,. 8,y

Este sistema ol usado para descraver o Campe
gravitacional terrestre por J.P. Vinti®*! Nos probl smazx de
esferdides condulores ou dielédtricos num campo alétrico
uni forme™™

Tomando—Se:

U= w O X< m
u, = & O &8 4 n
= W O % w < &n

i

temos as seguintes relacles com Cx,y 22

*x = a coshn sen8 cozy

a coshy sené seny

5
#

z = a senhn cosé

As superficies coordenadas sio:

2 2 -
> Y b
+ + = 1
2

z k4 z 2 4
a” ecosh ™ n a cosh ™ n a"senh™n

Canfeordldes achatadoes, n = cted

2 2 2
x ¥ z
+ - = ]

2 z 2 2 2 2
a sen & a sen & a “vosTe

Chiperboldide de uma folha, 8 = cted

Yy

to v = o

Csemi-planos, @ = ated

100



fig 17 Coordenados Esfercidais Achatadas o)6.y0

On coaficientes méiricos sioc ecalceulades a partir da

eg. (2. 22, 2 © valor das {'s sio dadors pela eq.(2.8)

- e e 2. _ 2 = a? z_ 2
9., © Yap a tcosh w sen &) Dg a cosh n sen @
cad*?® = a’Ceosh®y - sen®@) coshy sens
f: = coshn . fz = send |, fs = @

O determinante de St3ckel & oblido da eq. (3. 130

5 = agficmhgv} - sen@) = agfisenhzr} + cos ey

i1



05 cofatores sdo determinados pela oq.(2.112

2 =]
cosh™n -~ sen &8

1 sz =1 . Moy ™ 2 2
* e cogsh™ n sen &

A matriz de Slickel pode ser escrita come:

azcoﬂhgn -4 1/cm$hgn
(5] = | -a’sen’s 1 ~irssen’e
O O 1

A expressio para o laplacliang ¢ dada pela eq. (1. 142

; a*¢ 8 8¢ ap
?£¢ = 5 5 Py { g taghy ~—— + e aeotagd — ]
a Ceosh ™ n — sen” 82 &n an 8e aa

z
1 ¢

2 4 Z &
a cosh ™ n sen g gy

+

A =weparacic da eguacdo de Helmholtz & dada pela
e, {2,172, sendo:;

a =k . Ut =Hop L U s eced U7 = ay
Z . &8
‘EL_}; + tLghn gﬂ - {kgazco&:hzn L 2 } H =20
dyy i cozh™ 1
2 ol
d @ + cobgs gg + {wkzaaaénzé + az - WMwmgmw } & o= 0
ag? sen &
a% ¥
=+ oy W o= O
dye
e a, = plp+l D =3 o, = qa
A primeirs equaglio Lorna-se:
2
2 “
4. H + Lghy il + {kzaacaﬁzn - plpHld 4 — j H = 0O
. edyy z
dyy cosh 7

10z



que & a equacloc de onda de Legendre. dada na  sociko
anterior substituinde & & 1 senhyp. logo:
HOn) = A y;’;c:tka,mmmn:z + B ;e;’_::ika‘imnm;)

A segunda equaglo torna-se:

x
2 , q
-‘i-g + cotgf ‘g}g + [~k232$9n28 + pCply - a— } & = O
d& mern &

que ¢ A equasie de onda  de Legendre. substifuindo
z = cos@., assim

ey = A PgCika,cmsa) + B xicika,aossﬁ

A terceira equaglio torna-se:
Z

e g = O » cuja moluclo &:

dzp’z

Y ) = A menlagyd + B costgy)

A forma mais geral para o potencial & dada pela eq. (4. 33

v O+ szﬁﬁ MRS 2
Vip. 8,y = 4 5 5 + - ; =
a®Ccosh n ~ sen 82 a“cosh n sen 8

Em coordenadas cartesianas, comt

& &

cosh™n = A + B, cos"® = ~A + B, onde:
2 2 L2 102
e ()
aaz a
toermenm
Vix, ¥, 81 = m...._w:.l.._ﬁw., {v CA + E’th P 173:31’,2] .
2
2a R
v Oy
Mohy

103



SISTEMAS GRERALS

0. COORDENADAS CONICAS Cr.8,d

Este sigstema fol usade para descrever as aulo

funecdes do momento angular de um rotor assimétrico™ )

Tomando~se:

u‘ = 0% r 4 m
u, = 8 b2z g &
Y o< A% p?

E:

Ltemos as relacdes com (x,y,22:

X
1

z [r 83 }2
(%%~

2 r¥ce®~ p¥ice®- A%
bice®- u*>

2 rice® - p¥ace®- A%

e~ by

onde ™ 85 A% o

Az superficlies coordenadas sfo:
e y3+ 22 w p2

Ceosferas, r = clal

2 2 2
® b z

a* 82— p? e?- a®

Leones elipticosn, & = cted

104



fig 18 Coordenadas clricas (v, 8, 4)

Oz comficientes métricos 80 calculadeas a partir da eg. {2.23,

2 an
f's slo determinadas pela eq. (3.8, loge:

rFce® - 2%y r2ca®- 1%
Dis oy T =

¥ g -
cg*- p¥ce®~ g% a3

chi- a%ace®- A%

. r¥cg®- 2%
{g}:/z -

[¢a%~ b¥rce®- 8%3¢b®- a%rcc®- a¥yy 77

, = (ot piice®- 531YE r o=

= (ebe 2¥ce® A%y 42

O determinante de Stickel & oblido da eq. (2,130

108



2 2z

87 — A

ca¥e pace®- 8%rcpi- A¥rce®- A%

Us cofatores s8o dados pela eg.(28.112

i 1

M=8 , M = M =
rfepf- A%ce®- A% a r2c8%- pPace®- 5%

A matriz de Stickel pode ser escrita como:

i s O .
2
{:SJ = O z 23 2 z 2 mi
cg%. piace®~ 8% ce®- p*rce®- &%
o - * 1
ch— A®yce®~ A%y Chf~ a%rce®- A%

Obtemos a expresslo para o laplaciano a partir da eq. (1,140

2 2
3 g g &
P = e 4 o 4 1 [c:@zw bEace®- 8% e
ar® T oo r2ce?- A%y ae*
z 2 2 a¢ 2 4 2 2 a ¢2 2 - 2 3¢
~@ 1287 b+ ™31 — + b®- AT~ AT — 4 ety m]
as an an

Separacio da equagdo de Helmhoeltlz

An equacdes separadas sfo obtidaz da eq . C2.17), considerando:

a = k* , U = RCrd , U = &ad . U= Len
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d"R 2 dR 2 z -
;;;‘*““;:”ar*[k rz]""“ﬂ
2
ce®~ b%rce?- g% 9 f ~ 8 t26° P %1 € 4 o6t %29 = 0
de da 2
b wHee?- aH 9—;121 N T G P R a) L =0
7N dr ?
Fe o, = p Cp+lD ] *, = g Cpee 323. Lemos:
A primeira equaglao toma a fforma:
2 plp+il
2 o odr 2
dr r
e js soluche &é&:
T
RCrD = r A JP+112€krD + B J*@mdfszrj
pois & a squacio de Bessel:
a%x 1 dR dX 2 s -
z P dr ar [ Yooy ] X =0
edr r
cuja solucldo é:
HrD = A Jsfkr3 + B J_g(kr)
apds a mudanga de varidvel: X=R r'”"?e tomando-se s=prel S
A segunda equaclic toma a forma:
2
ce®- pv¥ice®*- 9@% + 8 1267~ b2+ ¢®1 Y€ L [pcpatr8® gobts ¢®) 8=0
d& a1

{Equacio de Lamd) cuja solugdo &

ey = A f:ca:a + B 3‘:&28)

Uma vez gue & um caso particular da equacBo:
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2 -
2. _ — Ch™+ ¢ 2qg ~ plp+id
4’z 1 [1+ 1 o 4 ]d;;;_‘_ilt ]zmc)

gz ? z z - Iy Z ~- dz 2Lz ~ DILZE — ©3

com sol uclo: 2zd = 4 J?:Cztfzb + B 3’2(2‘/23 » substituinde 2 = &*

A Lercelra equacio:
2

- pPaca?- &5 ﬁ% + n tarntnts ™ g%—:_ - [ptp+122%- geb®s 2B L =0
cix

tem solugcio:

LCAD = A .Jﬂ:cm + B ﬁzcm

2
dR, B dR 1% -0

2 r

» com solucdo:

ol dr
BCrd = _._;I?;,_, [A senCkr) + B cosCkrd]
pois € obtida da sguacio:
da“ 2
‘: + k2 =0 |, Zr) = A senlkr) + B costkr)
i

il

com a substituicle: & = R »

Ent8o, para as outras duas equaches temos:

1.2 iz
d z E 2 2 d@ _ o] 2,2 2, et -
com sol ucdHes:
ey = A+ Bsnt] -2 , B LEAY = A + B st -2 R
b e b o
pois ambas sio oblbtidas da squaclo:
2o -
d< . o, 2Lz = A+ B 2 » substituinde: 7 = an o S n~§w ]
dz? i b P

Usando a oq.(4. 33, oblemogs a forma mals geral para o potencial na

equagcio de Schridinger.

i0a



P-4

v can cei- prce®- e% v 03 thi- 2 Face®- AP
VCr, @, = v rd + z - . PR
cg®~ % ce*- A%
Ou ainda, usando a notaclo de Eisenhart @
¥ o= oM odpny Cx kD an €x k')
a P z
y = %, sn C}{‘.kB dry Cxa,k 3
z = x on Cx k) aon {(x k™2
) 1 z
onde k e k* satisfarem a relacBc: k¥+ k°% = 1
Usando as relacdes: snz-!» c:n2 =1 , dn®+ kzsna =1 , dn® - kzcnz = g
obbemnos:
kzcnzt‘:x“k:l = A 4+ B, k*zanng.k‘:} = -4 4+ B, Xg = r2 s ondes:
A= Ao kB3 - k% s e et
er 2 2 2
2 kY k*T 2%, 1-2
B = (A * 2 ]
¥
2 daf o potencial 6 dado por:
Vo [v cCA+ED P Ey .k o+ ngC—A«kEBD‘fz)fk’] + v LrD

2B
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10, COORDENADAS ELIPSOIDAIR Cr @ A2

Este sistema Lem sido usado em MecBnica, teorlia do potencial,

eletrodinimica e hidrmdin&mdaaf27}
Tomando—se:
u =0 c® < nz < w
, = B ¢ 8% ¢ f
u, = A o = a% ¢ p?
Ltemos as relacdes com X, ¥,.=23
2 a8 A 2
< = =]
cp?- pPrce®- c®acp®- 2%

bE e~ B

tp®- e®oce®-e%rce®- A%

c* ¢o®- %
onde ¥ > > 62> B> A¥F v 0

Az superficies coordenadas slo:

2 y2 22
+ + P T = 1
S P S e
(elipsdides, n = cted
% ' . 22
+ * 2 7 !
e 8’ 5° c?- @
(hiperbolélides de uma folha, 8 = oled
2 2 2
¥ ¥ 4
_ - = 1
X BE - 32 N

Chiperboldlides de duas folhas, X = cled

110



Aot

fig o Coordenadar Elipscideia 8.0

g coeficientes mélricoz sfdo valouladns a partir da . (2. 8282,e  as
f's s8c delerminadas pela eq. (2.5, logmw
cn®- e%rcn®- 1% e’ 2®xn®- 6%

9, 7 _ , 9o, =
14 Cp%- B2Cn®- % 22

ce*— p¥ice®- 6%

cn®- A%ce®- A%

Ch®e 2 %3ce®- A%

2_ R 2 _ |2 z_ 2
wr Cn™= 8720y~ X70Cg x5

gl 2 1472

[Cp%~ BYCH® - e®ace®~ bPace®- %acr®- 2 ¥ace®- 0%
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£,o= Len'= By - ™Y L e = 1ce®- pPrce®- #%1YE

£, = e ABce® A v?

O determinante de Stickel € dado pela eq.(2.13):

Cn'- 8%3¢n?- 2%ee®- 1%

¥ - O~ e®rce®- pFace®- e%rni- APt 0%

Gs eofatores sdo obtidos da eq. (2,113

ce®~ 2%
Hsz = 2 z 2 2 z Z 2 2
ce®- Byt B¥acr®- AFfice?- A%

Cn® - 25
sz = A 2 2 2 2 2 2 2
- BpPaen®- ®aeb®- r¥yce®- 2%

an~ 8%
- 5 1 = 2

n¥- Byt~ efrce®- cfrce?- %

A matriz de Stickel pode ser escrita como:

2 2

- n 1 7 "
Cnt- BT~ &® cn¥- BEacn*- % tp?- BPacn?- %
g -1 ~5%
(53 = 2 & 4 2 2 4 & 2 2 z z2 z
8- piice®- 8% ce®- p¥ice®- 8% ce?- p*rce?- 8%
»2 1 »z
L b - APyt A cbi- 2¥yce?- A% Cpte APyce®- 2%y

iz



A expressado para o laplaciano ¢ obtida da eq. (1,140

2_ 2 2__ 2.t 2
$2¢ } [ bTn e a2l 3 { {{nz_ bzﬂﬂnaw a?y1%72 ad ]*
Cn’- e%¢n®~ A% ¥ ¥
z z B_ . 402
. [Cg™~ b "dCe 8721 P [ [ce?- b23ce®- g2yyt? igf ]+
cn*- e%rcn~ A% % 9e
(cb®- A*ace®- aAFy1*7®
+ R,

P { [Cb%e AE3Cp? n2yyt2 99 ‘j

I ar

(- A%yt~ 2%

Separacio da equacic de Helmholt=z.
As equaches separadas sio obtidas da eq. (2.17), considerando:

o = k2, U sHop ., UV =eey . U= LI
2
¢nP- BB~ &y @ S + o lan?- b2 By WL 2 an’+ o) H =0
dn cdn
2
ca®- pPrce?- 6% f:i—-gf - @ t26% (b 1 L - et 06’ a1 0 = 0
d& g
F4
b aABHee®- A% 9@% e x [zt e o1 Ly B wxZh el L =6
dn dn 2 #
2 x
= a, = —plp+ll =] Ay = 9 Ch™+ <™
A primelira equaclio toma a forma:
2
cnt - wacpt- c""}‘ii--g v pien?- b+ 231 B okt tepcprianZeqipiee® 1 H=0
dn dn

com solucio:

HOnD = A f‘iik,ni + B wﬁw.m

pois & a equacico de onda de Lamé??,
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2-#
d i - é [ i 1 + i ] a2 i [
ta b A b z — e oz

(b*+ c?3q ~prp+idz+k®z?
2 Co— b¥Cz~ ¢®) ]
com soluclo:

T2y = A yzcsc,zm; + B y;::sc,z‘”")
apds a substitulclo z%= n.

Analogamente para a segunda e tercelira equactes:

2
co~ b*ce®- e®82 1o 1267 b+ ®1 2 4Pt ppr1d 8P agebP e DT 820
de e

com solucio:

&aey = A y:csc.a:w + B &’2(14.8}

pois ¢ a squacdo de onda de Lamé, com a substituliclo z = a’.

2

A% - pPaca?- 54 i“’ +n 1A% —cp 1 L Bt e pri oA b e 1 L=0
e e

com solucfo:

LEXD = A ;f’:ck;m + B y:cse,m

pois & a equacic de Lamé, com a substitulglo z = r*

A forma mais geral para o potencial na equagla de Schréddinger

whitida da eg. (4. 33, logo:

vscmcn“'m p*0n% - v edCe®~ p*rce®- e
-+ +

Vi3 8. 00 2 7 2 2 P 2 2 7
Cn ~ 8720y — 7D ™~ A"0Cn"~ &7

2

vacwcbz-« N TR

+

cn?- a%ice®~ 1%

O

é

Neste cazo, ndo & possivel obler uma expressic para ¢ potencial em

o)
fungio das coordenadas cartesianas,
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11. COORDEFNADAS PARABOLOIDALIS Cra 1, A

Em Maxwell™! discute-se a densidade superficial de um
paraboldide num campo infinito, (incluinde o case da linha
reta infinita em uma direclod, e mosira-se que ola &

inversamente proporcional aoc guadrado da dist8ncia entre os

focos.

Tomahdo—se:

, M B w
., = ¥ O 4w 4o
m oA c < A < b

temos as relacdes com (xX,y,.23:

0? = “f:‘E“f»%*Eﬁ” ¢ u~b2C o0 C b=l
cy3 = T%E‘j‘“ C-eDCe-pd CAme)

zEpd AN -b -
onde 4> b 2> N> a > B> 0
Az superficies coordenadas sfo:
3 ¥

B * TS = o ACE - D

{paraboldides slipticos ¢dnecavos para cima, g = cied

bas Y
e, = A4z — 123
b - o o~

Cparaboldides elipticos cdncavos para baixo, v = cled

2 3
- = 40z ~ AD

Cparaboléide hiperbdlico. A = clel
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5,

fig 20 coordenadas FParaboloidala ¢LWAY

Us coeficlientes métiricos sBo calculados a partir dao eq.(2.20, & o
valor das I's si3o dados pela =q.(2.8),1logo:
Cid = wICL - XD
Feg T Cpt —~ DI - ¢

Cat = WICA = D
Doz Lh — e -~ w2

Ch = 20U = A
Haa T TR RSN ITES

Cp o= 3¢y ~ AUk — 3

Cp*? =
[Cu - BIC - e3¢k ~ udle ~ (b - A¥Ce - ADIY72
fi = Cp - b:)sfch o ayte?
£, = ¢b - Wt e~ R
£.o= b =~ e - 02
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D delerminante de Stickel ¢é oblido da eq. (2,133

Ca o~ 22Cu = RICA =~ L3
Cpe o~ BI3CH ~ c3Ch — w3 = wd{h ~ XICK ~ ¢l

O cofatores sio determinados pela eqg. (2,110

Ch -~ 1)
Mo = TTETTTDTCE TTESCE RSSO
Cp o~ W
M = T TBYOISEYCE TSR IS
T - w3

My = T = BSTL = &5¢B < i5Ce =TT
A malriz de Stickel pode ser escriia como:

2

¢ ¥ ~1 L ,.
Cr-ba el Cu—paC e Cu~prl~cl
uz -1 L
(83 = CBuICe—p3 Th-o3Ce—u3 Chpit ey
32 1 -7
| TB-ASCA-co VTG ) CBZXSTRTET ™

A expressio para o laplaclano & obtida da eq, (1.142

PprkﬁijZCg“chixz ff 1 +

Ca-piIl el wisz
v2¢x . .?._...
Cp—pi T A3 o 7]
(o~ {1l a2 2
[ Cu~pICA~1) ] s
a

12 i23¢
[&bwu) Ryt £ ] +

{ b= BCn-ay 2 9P ]

an

Cb=AJCA~eD qarz g
+ Frunsaser
[ CH—AdCR-w2 ] iy

A zeparagfo da equagio de Helmholtiz ¢ dada pela eq. (2, 173, sendo:

af = k JUY = MO U = NCwD u? = LA
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2
Cu-bdcpmed LM 0 otep - beed) Hw 0B 4 ap - a1 M =0
Fq Z k- ]
i cipt
d*N 1 dN 2 2
{h= o~ e LB =~ Ch4ed] e % [k 4 aw ~ ] H =0
2 P z a
clp e
4?1, 1 dL 2 2
Cb=A3Ce-Ad Sl - e [2X = Cb+ed] 22— (kA 4 ah - 0 L= 0
e e, “
e o, = Ch+ely @ o = ~plp+l D
A primeira equacido toma a forma:
2
Cu-baCpu-cd M, mém-rag wcpred) W kB - pepttd - glbeedl M = O
cps =t
gque ¢ a equagio de onda de Baer, cuja soluclo &
MCLD = A $:Ck.p3 + zszk.ub
Analogaments para NCwd e LOAD , temos:
2
Co-bdCr-cd SN 4 Lra - cbredT M o4 (k%? - peptld - qCb+edl N = O
a? @ d
i jE
com ol ucio:
NCwD = A $2Ck.v} + 82Ck.v3
2
ea-paca-ed Sk 4 L e - cbeedd B o+ [k - peptld - qlbredl L = O
an? & dh

com sol Uclo:
LCAY = A $2{k.x> + B gz Ck,AD

A forma mals geral para o potencial € dada pela eg.(4.30
Cpbd € =) Ch-p3la-pd ChB~A20h~¢D
Cpm1 ) C A2 * Vz‘:m Cp=~pICA~p) * VSCKD CA~wIC p—AD

W, A2 = v‘(yb

Também neste caso, ndo & possivel expressar o polencial

ey
en Ltermos das coordenadazs cartesianas ...
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APENDIT CE
EISTEMAS SEPARAVELIS DE STACKEL

Em 1801 Stickel'*’ mostrou como determinar as quantidades
I& na equacico de Hamilton « Jacobi
1 dp 2 z
ZH? [ﬁxi] + k2 CE - Vp = O

i i

a fim de que a soluglo fosse completamente separivel na forma

soma [ X onde X, & funcieo somente de * .

Em 1803 Stickel ‘*’mostreu que guande a forma diferencial

quadratica E HY dx? assim determinada, # tomada como a métrica
i
Riemanniana de um espago Vn . as equacdes das geodésicas de Vn

admitem (n~13 primelras Iintegrais quadréticas independentes

além da forma Fundamental.

2

Em 1927 Robertson’?’mostrou gue para uma equacio da forma

dp
EH,%[% 2]+k*ca~—v:ag>mo
: R H &

admitir uma solugle em forma de produto [j Xi. onde Xi & Tungio

- z ¢
apenas de X+ BS funcdes HL devem ser da forma de Stickel e

2 £ D
Y om b
H?
comng no case da equacdo de Hamllton -~ Jacobl., Neste caso,

existe uma condicio adlcional:
H

g =0 mgw%ij- onde ¢ & o determinante das funcdes de Stickel
LT

pﬁ & ¥ ¢ funclo quando muito de * -

ilg



Fm 1984 Fisenhart'?’

Uma condigdo necessiria e suficlente para que a forma

mostrou gues

guadritica fundamental de Vn possa ser dada na forma de
Stickel & que as equacies daz geoddsicas admitam On-12

primeiras integrals quadréticas independentes; que as raflzes

das equacdes caracteristicas | au -~ O gu | = 0 para cada uma
destas integrals sejam simples; que 1 'p? ~p?|#0 8 gue o
campo de vetores determlnado por € an - Py QHD k; =

seja normal e ser o mesmo campo de vetores para todas as

integrais primeiras.

Uma condicdo necessaria o suficlente para que

ds?® = e H® ¢Cdx 3% + e H® cax ¥ + ..... + e H® Cdxd*
i £ 3 2 2 2 2] y ™

esteja na Fforma de Stickel 4 que as eguscdes

in Hf 3 1ln Hf 3 1n H®

wEe e e = © Ca. 12
LO i i
#'ln HY  aln HY  8ln HY  ain H dln Hj din H? aln H
- + + e
&x}@xk 3xj 3xk 3xj 5xk 8xk axk
La.83
swiam satisfeilas.
Hy
A condiclo ¢ = 11 w§:?§:5 & egulvalente iz equaches
R = 0 ¢i#d, num dado sistema de coordenadas, sendo Rq as

1}
componentes do tensor de Ricol.

Eisenhart'’ determinou todos os tipos de formas reais

£im de gque ¢ suapaco, com a forma Fundamental:
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de® = H® dsf + 1 &’ ¢+ HY ax®
i 4 2 4 k2 ] 2

seja suclidiano, & mostrou QUQ eles satisfazem a condigio:

M
q;}m LU R ——

wiCxLB
e encontrou gue, 2m cada caso, as superficies coordenadas
580 obtidas das superficles quidricas confocais, incluindo os
cazos onde uma ou mais familias consistem de planos.

Estas formazs o as relagdes entre ot coordenadas

cartesianas e as coordenadas x 28c mostradas a segulr.
L

SISTEMAS DE STACKEL NO ESPACO EUCLIDIANO

As componentes do tensor de Riemann formado com respeita

A forma quaﬁréticama)

3]

ds = ei}f Cdxgz =380 dadas por

e H? Fin H®* 8 1n H' 3 1n H?
R = i i [ = (" i oo
Hik % Wjaxk ij 3Kk
2lnH d1nH a1n H® 8 1n H?
- ‘ i X ) ca.m
Fr T F F% .
i k k b

qua2, em conséquencia de (a.22 pode ser escrilo como:

2 2
3 e, H,z 81!1“&
aw  dx

= t i
] k

Rji.i.k ";i"" Ca, 43

iz1



La. B3

Lkl
ain H, dlnH 2 H,
. 1
jtij_eiH;[ r?xj * F%, ¥ 3 [ln“ﬁj]*
in 54‘“; dln H, @ H.
+ o H { + — [ln } +
i a’xf o, ax, H,
Hf H®  #in H, 8lnH,
+ o o8 e Ca. B2
kZﬂ.j; io§ k H: 33(": 3}(k
D €, 12, Lemos:
2 2
d in Ht = O
o dhe 2
i i H
i
do gque segue gue:
2 _ 2 2 2 Ca. 7?2
HO = 24 9 Hy = ey 9y

onde pﬁ & independente de xje pﬁ de x . Substitulndo

"
Ca. 12, temos:

el Tu é independente de xja Tﬁ Lt Y

«m

Ca. &8

Igualandm a zero o lado direlte de Ca.43, temos em

conseqguéncla de Ca. 22
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5xj8xk =0
dln H,  dln H, din H  dln Hj din H dln H
vy Fi 3% I Y ¥ - ¥ &
3 % 1 ke k d

onde L, .k # 2

Substituindoe Ca. 72 ¢ Ca,8) em Ca. 8D, Lemos:

mji

= L + 2 s %
&cj Tij rﬁ wj‘__c * xJ.‘J
ér L
—_— = +
Fve {Tij 'rjiJ wijixi.ij

Diferencliando estas equacBes em relaglo a x

respectivamente, lemos:

M“ + = W.‘j + =
46’)4:L w‘n wk‘] a){’ w‘)\. w‘aj
ot alnda:
aln o Al o

1 L

sendo o = o + Olj onde mt' @ o s3o funcdes de

3
respect] vamente

De Ca. 110 e (a. 120 segue:
T+ v, = Ca b o oo
i B i 7
onde w ¢ independente de x e de xj

Em consequéncia deste resultade ¢ de (a,. 73, temos:
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Ca., &
=0 Ca.l10l
Ca.il1o
Ca. 123
& =

o, -] b4
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HY = X, q1 Co,. * o3 Ci = 1,2,....m0 Ca. 133

onde aij & funclo gquando nuilto de x e aj’; quando muito de xj

Estas expressdes satisfazem (a.l) e para que (a. 100 seja

satisfelta devemos ter:

*

o* o
Pk

Lo,
£

- A . L + -t ot -+ =
i ki w‘ii‘o' Lo Q:Lk:) e .a}kCcy“ oD O

ki ki ki ij jk

Ca.142
aonde (') denclta derdivada. Permutande os Iindices ciclicamente,
Lemos:

- MIC G- - N B - A A0% - - T - S AR -
i} i Wk 1% T 1 Fi i ki

4 b]
kj X kj i et %y 7O

o @’ Lo, v o3 = gl oot Lo oo, ) — ot
Wk jk T4 i3 kj

AT Jkofﬁﬁry, + o 3 =0

k ki ik

Ca. 18D

Igualande a zero o determinante assoclado a sstas equacdes

Lhemos:
et ot o vt ot o! =0 La.i1860

o
i §k ki b ki ik
Uma vez gue nenhum dos termos da expressio acima € zero, segue

uer . S ¢ uma constante. Col ocando on}, = aij o, onde
ij L1 i

k

a,, % uma constante e o anvol va, guando multo, 3 . As
k-

canstantes devem satiafazer a relaclo:

+ = .
ai;? ajk aki aji akj a’i.k G Ca.17d
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Az equacdes (a,14) e (a.18) sdo salisfeitas em consequéncia da
equacio acima.

Logoe, temos:

Se colocarmos:
o T A A o o = & oA &
1 PRV _ ¥ P 7
@, inbtraduzindoe em (a.172, tenos:
a o +a. o =a_ a_ a Co - o
1] i ) i gk ki L J

2 o fator constants pode ser incorporacdo em Xi. Tomando:

a . = « a5 = 1 temos de (a.17:
L} 1
B B TR R, 70
Se, agora. colocamos: AL 9 T TR 9 Lemos:
£3 > - o -
A At g 90 T Aate T o
: [ . = N L “+ = M_ ~ o
Lomando am 1 aik 1 Entio ajkaj akjo'k ajkCch crk:}
o assima, = - & =31 , Ltemos:
i kj
H =X 1 Co ~ o) Ca. 18D
i (LA i }
JE &

Consideremns os casos que podem aparecer quando algum dos

#'s & constante., Suponbamos que aﬁ=aﬁ. onde aﬁ é

constante., Da primelra equagdo de (a.153, segue que;
= oa, OU ¢, % a . o8 a5 sendo congstantes.
ik kj kj
a segunda egquaclo de (a. 18D & satisleita,

K
-
%

ou o

*
ik
restando somente (a.140,..que & sallsfeita nos sSeguintes casos:
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Cid o, = &, o, = a, = =
it i Tk ke Ciid oy = a, o = e

; - Ca.i182)
Ciiin a*h ”aki dkj “akj

A dltima segue de (1) quando | & k sdo trocados,

e o e o, nAo 30 constantes, escrevemos (a.14) na forma;

)18 ki
"'{: , a“jk
+ - + - + =
i akj O’l; . C @ aik) P Caji. aijj O Ca. 203
t Ji
Dizle tomos:
+ N - . + L. = o+
o'” ai_i g ﬁ;k o aki. axk o Ccvk =l

onde b, ¢, d s8c constantes. Dagud a}.ﬂ b e a';’:_t‘-”« d o’
*

de modoe que podemos cplocar:

*ﬂ’ji = aj,t O'j-, wjk = ajk C}'j v 0ki. = aki D‘k » (?kj = akj ﬁk

Ent3o de (a. 200, temos a condiclc (a.17). Assim temos trés

Lipos distintos:

L S L SO Y (o S | ., = & Ca.812
i £ it it ik ik ik ik
@ = A & & a &, T A f+3 = Ca.
¥ i it it ik e ki %k 227
&= 4 - o R oa o o, m oA & = A g
33 i a’xk uk ji o ik ik} ki ki k
“ei T %% Ca.23)

Nos dois primeiros casos o3 a’s sfo arbitrérics e no Gliimo
caso deve satisfazer (a.17)0.

Quando akjﬁakj
Ca.194412 ou

& {rijuau temos de (a.l4) e Ca. 1% o caso

* * - + e
gji.c o:jk akj:} ofj kC aji aijj o
Se o, = a , ¢ = a_ , temos (.23 trocando os indices 1.].
i A b1 ik
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Por outro lado temos o Lipo:
L S - o, Foa, . . o B
L kj kj i A x zkakz Ca. 247
a.  a =-a_ a =0
Paran = 3, § =3, J =28, k = 1, Lemos de (a.13) ¢ Ca.810:

H: = x 1 Co,. *+ 00 =X _Co +odCo +o 2
is a 84 18 az 23

o
Z1 21

3 84

o 4
]
H
ke
H
i
4
g
o
£
i
-
-]
.
i)
[y

HY = X qiCe, +e 3 =X Co + o3 Co,_+ o 3
) 2j Ja z 21 12 za az

escal hendo a, = a = 0, Lemos:

H

2
H X e o ® g = , onde X o =
z 2 42 29 12 L 2z 28

2 — -
Hi = x* jgiccrs} + 0’313 2 )(1 Cafm + aﬁi:’ Com + om)

escol hendos 2 = 5 = (O, temos:
8% 24

Portanto, as ceordenadas podem ser escolhidas de modo gue:

- 2 z
W =1 H, = o, H, = ¥, Ca.25)

once P, T ¥, sl funeles quands multo de x

Fara o© caso (a.24) podemos esaolber aijﬁakjr:(), entic de

Ca.13), para { =&, J =1, k = 3, para uma convenlente escolha
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de coordenadas, Lemos:

2 2

Hi m 1 Hz = )(5a o*sc %a + aaz) H; L )(3 afifo'za * o
onde e, ¢ funclco quando muito de ) Lo, 280
Quando o, & constante, para { =1, j =2, k = 3, temos o caso
Ca. 220,
Para o caso (a,.2832, podemos escolher ai,j =a. = O, para:

i =8, 3 =1, k = &, temos:

H2 L Hz -m o e o H2 = o ey La. 272
i a £ 3 2 i 8

onde & = 1 o & = -1, subentendendo gue zy‘ @ 0*3 sio positivos.
Finalmente diretce de (a.418), tenos o caso:

H = X ¢, - %) Cx - %) Civjok =1, 2,8 . Lsjuk £
11 H 5 i i k
Ca.,=8)

Para as funcdes gque aparecem em {a.25,28.27,238)., tftemos de

Ca.8) tomando todos oz e's iguals b unldade, as condicdes:

2 2 z 2 2 2
4 P d1n Hi’ . 3 n Hi a in H,L . dln Hj an H_j .
Hz axz e?xj m-cj Hz Hz c?xk &ck
i i i k
2 z 2 2
i 2 d°1ln HY 2in Hj a in Hj _
-+ ) + - 0 Ci *Jnk #3
yZ v i ox, u®
i i i La. 280

Em consequéncla Lemos:

Uma condig¢lo necessiria e suficiente para que a equaclo:
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oy
z H & H 2
+ - = E
A { . ] kK*CE - Vip = O com Ho= H H_...H_
1 t H %
1
seja soldvel por separacBo de varidwvels para o = 3, & gue o

H's esteljam em uma das formas (a. 283 ,.(a.2868),Ca, 272 .0a. 283,

Fassemos agora a discubtdr os varios tipos:

Tipos 1

t Senddo i

pomo o3 w4+ b
¥ %

onde a.
Tomamos:
Ci.128e

{1.83%5e

Neste caso,

Temos as COORDENADAS CILINDRICO - CIRCULARES (pag. BLD

=,

=

LI

o &0,

hod

=1, J = 8 e k =%, temos de (a, 253

po= o x4+ od

d 3o c;nﬁtant;s.
0, b =1, P, = i
d=1, tLemos as COORDENADAS RETAMGULARES (pag. 773
W = 1 €4 = 1.8,3
escolhemos a = O, b =1,
' = 4 =1 H? = x
I -4 a 1

as transformacdes de coordenadas zio:

M Cem XK Y o= M seh M Z = X
1 A i 2

k2 ]

W2

Tipos 2:Na discuss3c das formas Ca.286) consideramos primeire o

CRSO o
az

£
H; =

#

Para i

[

FPara i

i
&

S oa

€213 a

1

1,
=,

constante, a qual Lomamos igual a zero. Logo:

3
J

HZ
z

i

H

I - o wy
= @ Cxil) Ha =g C}{i) 3 {szD
2.3 (k = 2,3) Ltemos: ¢ = a X, + ks
3 em {a. 287, Lemos:

32w

— + 32 W= O

&

A

temos Ltipo 1. S¢ a & O, podemos Lomar:

i

b

3

iz



2 2 2
HY = 1 HY = H = % =men” =
1 2 1 3 4 )

obtenos as COORDEMADAS ESFERICAS C(pag. 440

Se  nem o,y hEm o . ¢ constante, podenos escol her as
coordenadas de modo gque:
H? = 1 HY = X o (x = %7 H2 = X o Cx o~ w3
t 2 2 4 2 a ] 3 4 2 3
Para 1 = 1. J = 2,3 em Ca. 290, tLemos: o = Ca x, SV

Fara 1 = 2, j = 3, cbhbtemos:

1 1 o 1 ’m m£m1 ¥ . 2, . .
& [*5{:» “’5{:] sz :1{33[ {“““x ] [3{ ] ] da ,,.xz 3{3} £

2 2
Diferenciande com relaclo a xg, Leipos:

+
-

X X X

[&ﬂ% [1 ]'+ Ex = % [1.]“-— 1227 - % 2%= 0
k] 2 2 o
2z b2 ) 2

Diferenciande novamente em relaclo a x;

i LI 3 _ - 2
[‘"‘*R‘;‘] = 242

Consequant emente:
A= - 4a’ s v o 4+ dx ve = FOxD
Kg @ 2 2 2

zubstituindoe na segunda equacio acima, temos:

{_aw} =12 a° % -~ 2 e x - d
X 3
3
. , 1
. da primeira, temos: - = - fo;}
a
Exizstem dolis casos a serem considerados: a = O o a # O
Tomando a = £, b = 1 @& no segunds caso a = 41, b = 0, Ltemoz  as
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duas formas:

z 2 2 ) 2 2 2
St Hs =1 H, = h?€x2§ H, = fﬁxaj
il = ¢ xf + d x +e
2 . Cx — 2 - xf €xa~ xa}
< = = =
wa Hp =1 H, S Hy TS
2 2
k) 2
fCx 3 = -4 %] + ¢ K +dx + e
i i i i
e na equaglo () assumlimos e fUx) tem duas ralzes
distintas, podemoz escrever: fOx) = 4 G~ a 30, onde a » O, e
x2> a > * » @ , ent3c as expressdes para Hz & H; 8o
posi bl vas,
S col ooarmos:
- a _ 1 a1 R )
e e cosh oF Xy 5 m & COS &5

Lemos, substituinde a por a®

£2.2) ds® = dxi + m%r-az Cecosh BF - cos 20 Cdf° + dyp™

a trapnzfornacio de coordenadas &:

® =X vy = a cosh £ cosyp z = a zmenh ¥ sen n

gque s8c as COORDEMADAS CILINDRICO - ELIPTICAS (pag. 852

Nenhum caso real existe guando as rafzes de ) = O =zdo
iguais, nem guando (x3 & conztante.
No case o = O, podemos tomar fx) = 4 X e x, LI & B xa.Se
gseol hemos:

2
o= F Xy =70 . Lemos:

2.3 ds® = d® o+ ¥ e nf3 cdr? + dn®y
& a bransformacio de coordenadas -
1 2

Z
= T e s b =
4 xi Y 5 cE by z & n
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Lemos as COORDEMADAS CILINDRICO - PARABSLICAS Cpag. 200

e na edgquacio (NN Lomarmos:

sl = 4 Ca-xCh-x3Cc=-x2 com a » b > o onds

a-b 2 bBec 12 K 10 ? =g
bz Rl o A~
*, = oa + Chmal Sﬁsz,k} x, = © + Ch-c3 SnzCn.k‘B

onde sn @ ¢ uma Funciio eliptica, a forma (%K) fica:

2.4 ds° = dxf + xf (k¥ en’cr. .k + k*? en®tn,k’21 cdE®s dn®

a transformaciio de coordenadas +&:
S dnd¥ kI snln.k’D Y= %, snCF, k3 dcdnlrn. k2
SRS enClE. kDY antn k™)

tenos as COORDEMADAS CONICAS (pag. 104D

Pode ser smostrado gque se duas das rafzes de f{x2 = O s3o

iguais. ou todas =8c iguai=zn, nlo hid solucio real.

Tipos 3tConsiderande agora (a 272, substituinde em (a.2B) para

P =431, i = 2, Lemos:
9;2 o w;z o1 ?
Cx) 2o’ ' - i + & o i - + 52 = 0
It o 2 o 2 oy
i 1 o a
3
Ui ferenciande com relacdo a xa, Loesmess s
. z 2
= o Za 1
£ ~
= - + ~ = O , apliol
& 2 ¥ ¥
1 o FY B
1
2 R
a;’ 0; e .
= - = o ’ [ ] I - O
o - o )
% & 2

onde ¢ & vonstante,
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DRa segunda igualdade acima Lemos:
2
(o) o'"= ~ c o+ do , onde d % oonntante,
Dhe Cm3, Lemos:

2 2
{M%I}a;mc61+d@ai

Estas axpressdes salisfazem (a.88), para i = 1, 1 = 2, » i = &
b= 3. mem imposiclo de gqualsquer condicdes sobre o e d.
Considerande o case ¢ = O, o que soments & possivel
quando & = 1 & d » O, de modo gque as coordenadas =8c reals,
Obtemes: Co3*% = 1 car®® »x 4 rp
i 2 i i

Fsoaol hendo as coordenadas convenientemente, Lemos:

2 2 2 2 2 z 2
CEID H = H" = s + x H =« x
£ A P & 2 + @
Sendo a transformacico de coordenadas:
¥oE MM COR M ¥ o= X X, men X
£ b+ ] bt % o &
1 z 2
PR Sy o VS O
* & 2 o

que sio as COORDENADAS PARABSLICAR (pag. 830

Quando ¢ & O, podemos considerar ¢ » 0 ¢ o substitulmos por.

-4
e o d o d
de

Tomando ¢ = 1 e subsiitulnde @ @ o, por -

4 4

o+

(%%, temos que d > O @ a soluglo de (%) @ (wxx) &

2 z .
e = senh Lo x4+ B o = men Lo x4+ o
t3 [l 3 [
Ezxcol bends convenientemente as coordenadas:
2 ) z 2 2
3.8 H = H = & (senh X+ sen X 3
1 -] ) 3
2 2 z 2
H™W = a menh X sen X
2 4 ]

a transformacio de coordenadas &
W= A SG‘Dh o Sen M ey A - } Sﬂhh po Ser M merly
% ) Y g 1 e 2
¥ o= a cosh xi Coebn 3 xa

gue sdo as COORDENADAS ESFEROIDAIE ALCGHGADAL (pag. B850
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Quando e = -1, oblemos analogamente:
z 2 z 2 2
£2.22 H = H = a” (menh” % + cor™ =D
1 5 i 2
2 3 S 2
H = a cosh x sen” =
2 i 8

a bLransformacio de coordenadas &
®x = a zoosh X sen X cos x Y = & cosh x sen ¥ 5en
% o 2 F L P
Tow B o menh MO oos M
i 3

que s8o as COORDEMADAS ESFEROIDAIS ACHATADAS (pag. 100D

Tipo 4t Considerando finalmente (a.28) supondo gus:
:r:i} :;e:z> X, substi byl ndo R Ca. 2 Par A i=1, =g,

obtemos a egquacio

¢ 3 1 Cx~x32c>{~x) 1 " B, m % J 3
¥ . + — z b= - S O N R
X 2 X = 3 4
2 L3 = 3 0 1 #
# i
O o o :)z nym Xa) _-1' - ,__. uﬁ 43 Mz’m w {3
B 1 ' T - M i
Z i 2 2

Uiferenciandoe com relagio a X obtemos um polindmio do
terosiro grau sm x, Cada um dos seus cosficientess deve

. 2
desaparecer. lgualando a fero o coeficiente do de o tamom:

2 i > i * i
o) Cx‘w xzi) [“ﬁw] + 4Cx1 sz}[ ¥ ] + 3 5 B
2 2 2
i * 1
- — - e 22 ¥
+ E:C:v.:a xzil [‘Wk ] 5 ¥

1 1

Diferenciandoe com relagio a xa duas vezes., Lpmos:
1 LI I ]
[""}E‘““] = Q , @ consegquentementes:
3

i ) - )
{ HEIRD ———— @ ¥+ ;M oa X 4+ ;o= Pl
}{2 a2 = 2 =z B z
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Subsititulnde em (H%), enconitams:

1
X

= fo}J e de (M%), Lemnmos: —m ® foqD
i 3 "

Fatas expressdes satizfarem az condicdes Ca. 280

Guando ae:ﬁ) om (wnx) @ as rafizes de D=0 sic distintas

ERO VRS
FOWS = 4o =~ 2303 — 330y ~ =3
onde a > £ > ¥y e Lemos:
2 Cxiﬂ- xj,'.}(ix"- }{ki}
™ - L -
4,12 H_\ foL3 Ci.4.k &0

A% equacfes de transfornacio de coordenadas sio:

Tt — 3 2Co — 3 D20y~ w2
1 2 A

e R ¥ vy
- cp - }{13(;’? - leﬁ{ﬁ - xab
¥y F T B T Y
2. Ly - }r:‘f){-;v - >=:2)Cy - xal!

Cp - oty — (3

8
gque 8o asn COORDEMNADAS ELIPSCGIDALS Cpag. 1102

Fode ser mostrado gque nio hi possibllidade de rafzes duplas

onde o 2 *, a8 X, R S

ou triplas de i) = ¢ dando soluglo real para Ca. 80,

Quando aﬁ = O, @n {EEX), oSclravenos:

FOx = 4Ca - x3{h ~ 23, Heste caso, lLemos:

Cor = 3 30w ~ w3
1 1 3

k
4.3 H f{:x;_:)

i

. foi‘?) = 4La - xi}Cb - xti’»

Ci,3.k 20
SUPOROS: X R = I *, ol > *y
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Ar eyuasdes de transflormacbeo de soordenadas sio

¥ oF X v o - oa o~ by Ca — 3 30a — x 30a — A 3
4 p-] 3 1 z 2

wE o = Yo F EETTTES

b - o b -~ » 2(b - x 2
L' i 2 3

“ Ca - by

gue a0 as COORDEMADRAR PARABQLOIDATES Cpag. 1182

Hio existe solucds real gquando as ralzes a, b s8oc lguais e

também quando a, = a = O e quando a, = 0.

Em todos ssses onze sistemas,. as superficiss coordenadazn
sz

sAc cblidas das superficies quidricas confocals
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CONCLUSOES

Um sistema de coordenadas pode ser “construide”, sm
principioc, de medo arkbitrario, conveni ente ou TS mes
privilegiado. Desta infinidade de sistemss de coordenadas ao
mencs om sessents deles,. a eguasio de lLaplace & Re-separdvsl
bem como em dezesselw tal squacdo & simplesmente separivel.

Mestes trabalhe discutimos B SgquUaK o e Laplace
tridimensional pum espage euclidiane como sendoe um  caso
degensrade da eguacio de Helmholtz, que & simplesnentie
separavel eom apenas onze sistemas de coordenadas, s quais
foram classificados por Eisenhart.

Para a resolucdco das eguacdes uldlizamos o mdlodo ds
separacio de varidveis gque consiste, esssencialmente, de gquatro
alapas:

a) Transformar a eguacico difsrencial parcial no sistema de
coordenadas apropriado 3 simetria do problema om guestio;

b)Y Beparar ssta equaclo diferencial parcial em trés sguagies
diferenciais ordinirias;

c} Resclver estas trés equacdes diferencials ordinariss;

d) Construir a dnicae soluclio gque satisfaca as condigdes d
contorno usando as solucdes particulares obtidas no item
anterior.

Na presente dissertagdo nos conceniramos apenas nos Lrés
primeiros ltens, ou seja: para cada um dos onze sistenas de
coordenadas, justificamos a necessidade da escolha de um deles
stravés de wumsa breve citagdo, bem come apresentames as
condicfes de separabilidade para as equagcdes de Laplace ¢ de
Helmholiz @ a forma mails geral para o potencial a fim de que a
sauacio de Schridinger continue sendoe ainda simplesmente

separavel ., utilizando o determinante de Stickel,
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Alnda mais, para cada um destes onze siztemss cde
coordenadas, apresentames as relacles com  as  coordenadas
cartesianas, a malriz de Stickel, as equacdes separadaz com
suas respsctivas solucdes e, gquando possivel o potencial
associade A equagic de ZSchridinger dadoe em termoes das

coordaenadas cartesianas.
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Al GUNS SfMBOLOS USADOS NO TREXTO
Jp . funclo de Bessel de 12 eapécie
¥ o funcio de Bessel de &% espdcle
?z:func&ea generaliradas de lLegendre de 12 espdcie
32 cfuncies generallzadas de Legendre de 27 espécle
Li rpolindmios de Laguerre associados
e ., e , ge . we funcdes de Mathleuy
W . funcho de ¥eber

¥? i rfuncio generalizada de Lamé

#% . funglo generalizada de Lamé de 22 espéoie
2! i funclo de Baer

2 funcle de Baer
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