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INTRODUÇÃO 

No campo da Fisica-Ma~emãlica existe uma s4rie de 

equações a derivadas parciais envolV&ndo o Laplaciano. Dentre 

estas equações podemos citar: a equação de onda. a equaç~o de 

Helmholtz. a equação de Laplace. a equação de difusão. a 

equação de Poisson e a equac~o de SchrBdinger. 

Uma vez que. em análise. a equação de onda e a equação de 

di~usão, podem ser redu2idas à equação de Helmhol~z. separando 

a parte ~emporal, e a equacão de Poisson pode ser reduzida à 

equaçKo de Laplace por uma mudança de vari&veis. somente tr&s 

das equac5es acima mencionadas requerem um tratamento 

diferenciado, a saber: a equaclo de Helmholtz, a equação de 

Laplace e a equação de SchrOdinger. 

Destas tr3s equacêes podemos ainda, a partir da equação 

de SchrBdinger. que descreve un~ particula num campo de 

po~encial. reduzi-la à equação de Helmhol~z. bastando para ~al 

considerar o potencial nulo e a energia sendo uma conslan~e. 

Tomando esla conslan~e nula. reduzimos a equaç&o de Helmhol~z 

~ equação de Laplace~ portanto o estudo do operador de Laplace 

joga um papel ~undamenlal no es~udo das equaç5~s a dorivadaa 

parciais emergentes em inúmeros problemas importantes da 

Física-Matemática. 

O método cl~ssico p~ra resolver uma equação a de~ivadas 

parciaim linearés 4 o método de separação de variáveis, também 

chamado método de Fourier. A equac§o a derivadas parciais 

em n variáveis independen~es é levada a n equaç&es 

di~erenciais ordinárias. Então. o &s~udo da separabilidade é 

important& uma vez que~ em muilos sistemas d~ coordenadas 

tal processo é impossível. mesmo para a equação de Laplace. Na 

presente dissertação discutiremos apenas equaçõos a de~ivadas 

parciais de segunda ordem. lineares e com lP&s variáveis 

independentes. 
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O estudo da separ-abilidade de uma aquacão a derivadas 

parciais foi t$ma para vários autores. den~re estas podemos 

"' citar Eisenhart- que na década de trinta mostrou que exist.""m 

soment.e onze sist.emas de coordenadas no espaço euclideano 

t.ridimet'lsional. para os quais a equacão de Helmholtz é 

complat.amente se.par&vel; Robert.son(2 )discut.iu as condições de 

separabilidade para a equação de Schrtldinger e. na década de 

cinquenta 
.. , 

Moon-Spencer discut.iram as condições para 

separabilidade das equaç&es de Helmholtz e de Laplace. Todos 

estes estudos est~o bas&ados no clássico trabalho d$senvolvido 

por Stlckel ~•). 

Destacamos ainda os trabalhes 

"" Levinson-Boger~-Redheffer os quais. 

de Moon-Spencer <!>>e 

independen~emente. 

discut-iram .a s•parabilida.dé da gquaçi.o de Laplace de wodom 

diversos e encontraram resultados t.-ambltm diversos. O confront-o 

est..es result.ados encon.t..ra-se num de 
<?> Moon-Spencer . Na década de sessenta Makarav 

t-rabalho 

Smorodinsk 

Vali av-Wi nt-orni t_,z'8)recuper aram os resultados de Ei senhar t (.U. 

quando do esLudo da separabilidade da equacão de SchrBdlnger 
em termos de dois opéradorog quadráticos no moment-o linear. E. 

''" finalmEmt.e, Boyer-Kalnins-Miller discutiram o problema em 

l•rmos de t-écnicas da Teoria de Grupo. 

A presente dissert..aç§o tem como objetivo discutir estes 

onze sislemas de coordenadas para os quais a equação d~ 

HelmholLz é comple~amenLe separável ... em consequência a 

separabilidade da equacao de Laplace. bem como apresen~ar a 

~orma mais geral para o potencial a fim de que a equaçKo de 

Schr~inger seja. ainda, completamen~e separ&vol, a par~ir das 

propriêdades da chamada matriz de Slãckel. Para ês~es ofiZê 

sis~omas de coordenadas apresentamos as respec~ivas equações 

diferenciais ordinárias bem como suas soluções e a forma mais 

geral para o poLencial. 



EsLa dissér~acao est' disposta do segu1nlo modo: No 

primeiro capitulo discutem-se as coordenadas curvilíneas e a 

partir dliil'sd .. -as escr•ve-se a forma mais goral para o operador d• 

Laplace; no segundo capitulo. discute-se a separabilidade das 

equações de Helmholtz e de Laplace. a parLir do método d• 

separação de variáveis. usando a matriz de StXckel. 
apresentando as equac3es diferenciais ordinárias; no capítulo 

tr~Í?s discu-te-se. em detalhes, a equação de H<A-lmholt.:z. em 

coordenadas es~~ricas; no capítulo quatro. apras&n~a-s& a 

forma mais geral para o potencial a fim da que a equação de 

Schr<:kU.nger seja completarnent..e sepat'ável; no cap.f l.ulo cinco 

discutimos~ em de~alhes, o sistema de coordenadas parabólicas~ 

resolvendo a equação de Schrtldinger para o efeito Stark. No 

capitulo seis apresentamos, a. equaclo dê H~dmholt..:z, as 

GqUãCÕê9 soparadas. as respectivas soluoões e 

geral para o potencial nos outros nove 

a fot"ma frl4hiiil 

sistemas de 

coordenadas. No ap3ndice, discut..imos a maneira $ffl que sKo 

obtidos os onze sistemas de coordenadas para os quais a 

equaçKo de He1mho1tz é complet..am&nte separável. e, rinalment..e~ 

apresen~amos as conclusões. 
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l.COORDENADA$ CURVILíNEAS 

Em todos os problemas que emergem do contexto da física

ma~emática. a escolha do sistema de coordenadas á fa~or 

p~eponderante no que concerne seu tratamento 

escolha do sistema de coor danadas - si nw~~>tr· i a do pt' obl ema 

acarreta uma grande simpl!ficacão. 

Ent.r-& esseg problemas cil-amos: para uma pa.rt.icula 

quântica con:finada em uma caixa devemos usar coordenadas 

r-ol-angulares • para um ~io condut.or ao longo de um ai~ 

carregando corrente • ondas al~tromagn6tics num guia de ondas 

co-axial usamos cocrdenad0s cil!ndricas • para uma esfera num 

capo elétrico uniforme * as coordenadas devam ser esféricas 

descrevemos o campo gravitacional terrestre usando coorde-nadas 

esferoidais e'lc ... 

Como trabalharemos com outros sistemas de coordenadas 

nosso obje~ivo nes~e capiLulo é exprimir o operador de Laplace 

~ridimens!onal &m coordenadas curvilíneas. com esse prop6si~o 

discut..iremos: t..rans~ormação d& coordenadas 

unit..ários • olémen~o de comprimen~o do arco é o laplaciano Qm 

coordenadas curvilíneas 

TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 

Sejam as coordenadas Cx,y,z) de um ponte qualquer de ~ 3 

êxprossag om runç~o d~ Cu
1
.u

2
,u

9
) do modo quQ 

x=xCu.u,u) • • • z = :zCu ,u .u) C1.1) ' . . 
Suponhamos que as equacões C1.1) possam ser resolvidas 

dando u ,u ,u em função de x,y,z ~ islo é 
' 2 • 

u = u Cx.y.z) 
1 ' 

u "" u Cx.y.z) 
2 2 

4 
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As funç5es C1.1) e C1.2J consideradas unfvocas 

com derivadas continuas. num certo domínio. 

uma ón!ca correspondência entre Cx~y.z) e 

hipótese pode n~o ser veriricada om certos 

necessidade de ccnsi der ac5es especiais H. o~ 

de modo que hA 

Cu .u .u ) Esta 
• 2 • 

pontos Q ent~o há 

Dado um ponto P de coordenadas retangulares Cx.y~z) 

podemos. com as equações C1.2) associá-lo a um cofljunto único 

de coordenadas Cu .u .u ) chamadas coordQnadas curvilíneas de 
• 2 • 

P. Os sistemas (1.1) ou (1.2) definem uma transformação de 

coordonad.as. 

COORDENADAS CURVILíNEAS ORTOGONAIS 

As superricies u = c • u = c • u = c • onde c ~ c
2 

e c
3 1122.99 1 

sao constantes t chamam-se super~!cies coordenadas e ccrtam-so 

aos pares em curvas chamadas curvas coordenadas . 

Se as superf!cies se in~ercep~am em ângulos r&Los o 

sistema de coordenadas curvílineas ~ dito ortogonal 

As curvas coordenadas u
1

• u
2

• u
3 

dQ um sis~ama curvilin&e 

sKo análogas aos eixos coordênados x,y,z de um sis~er~ 

retangular . 

VETORES UNITÁRIOS 

Seja r = xi + yj + zk o ve~or posição da um pon~o P. 

OG (1.1) podemos ~scrover r = r(u 1 ~u 2 .u 8 ) 

Um vetor tangente ~ curva u em P Cpara a 
Qr ' constantes) ~ ãü • logo um vetor tangent~ 

' direção é : 

qual u
2 

e 

unitár'io 



ou ainda: 

.. = 
1 

h& 
i • 

Analogamente. .. e-
9 

são os vet.r::.n---es t.angenles 

P~ rGspéctivamgnte. lsmos: 

8r 
Qü =h e • • • 

onde 

Logo.com: 

r = x<:u ~u .-u )i + y(u ,u .u ) j + z(u~ .u
2
.u

3
)k 

~ 2 a t a a ~ 

temos: 

[ ( <lx)"+ 
Tu 

' 
( ~y+ (~.r] 

Assim: 

h
1

,h
2

,h
9 

são chamadas 

vetores unitários e .e .e 

As quant.idades 

proporcionalidade. Os ' . . 
do crescimento de u 1 ~u 2 ~u 8 respectivament.e. 

6 

(1. 3) 

fatores de 

têm o senti do 



.. _....:..,:-::-----
.... cu 

Assim, em cada pont.o P de um sist-ema de coordenadas 

curvilíneas exist.e um conjunt.o de 

Langentes ~s curvas coordenadas 

vet-ores unitários e • e ~ e 
' 2 • 

Cfig.1). Este conjunto é 

análogo aos vet.or~s i.j.k unit.ários, do sist.ema de coordenadas 

ret.angulares. mas di~ere deste pelo fato de poder 

direç4o de pont.o para pont.o. 

mudar de 

Logo, podemos representar um vetor A em f't,mção dos vetor-es 

b4sicos unit.~rios e
1

• e
2

• e
3

, da seguinte rorma: 

ELEMENTO DE COMPRIMENTO DE ARCO 

dr 8r 
= Dü du + 

' ' 
8r 

+Edu • • 
A diferencial do comprimento de arco ds. ~ dada por: 

ds2 = dr. dr. port.anto 

ds 2 = Ch du e +h du e +h du e ).(h du e +h du e +h du e) 
1 1 i 2 z 2 a a s t 1 t 2 2 2 a a a 
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Para sist-~&mas 

se i==j 

ortogonais temos 

• 6 .. = o '"' i # j ,, 
$ .• e.= 6 .. onde 

\, J 1. J 

port.ant.o 

C1. 4-) 

Como est-amos interessados em exprimir o operador de 

c o 

divergente do gradient$)~ vamos primeiro exprimir o gradient-e 

CV~) e depois o divergente CV.A) ,onde A= V~. 

EXPRESSÃO PARA O GRADIENTE C ?<f>J 

Seja~= 4Ku
1
.u

2
.u

8
) uma função escalar. Façamos 

v~ ~ r e + r e + r e 
1 ~ 2 2 a a 

onde r .f ,f são ' . . funcões a sorem determinadas. Como: 

dr=/Jrdu+ 
IN, ' 

temos 

'!!:. du = 
IN o • 

= h f du + h f du + h f du 
t t t 2 2 a a u a 

~ du + ~4> du + ~ du 
v~ 1 uU Z v~ 8 ' . . 

Ident-ificando C1.6J com C1.7). temos 

Logo. 

f'
2
= IJ<f> du 

i1U • • 
1 

tÇ 

EXPRESSÃO PARA O DIVERGENTE DIV A = "' . A 

Seja A 

curvilíneas 

= A e +A e +A e 
1 ã 2 2 & 9 

or t.ogonai s. 

uma função vetorial das 

(1, 6) 

(1. 7) 

coordenadas 



C:onsid~rando 1> = u • 
1 

1 
~ Ei't' 

1 

analogall'l$n"l-e 

Fazendo 

Assim 

'lu • 1 ., " • • • 
e X e 

'lu X 'lu • • 

" = i 

2 
= • h h • 

e = h h CVu X Vu ) z :.l 8 :9 1 

e
9
= h

3
h

4
C7u

1
x "Vu2'_) 

• 

'if\J """ • 
1 
h~ 198 

• .. • = 
~ 

'l .CAe J • 'I .CAh h C'lu X 'lu)) 
st :tza 1 a 

Como 'I . C ,PAJ • '1</> • A + ,p 'l . A ,temos: 

7 .CA
1

e
1

) = V<A:~.h 3 h 8 ).CVu 2 x Vu
9

) + A
1

h
2

h
8

"'1 .CVu
2

x Vu
8

) 

• 'ICA h h ) 
1 2 8 

pois v .(~uzx vu.) =o 
Portanto : 

'lCAhhJ 
1 • • 

Analog:am~nt.a 

Então. como. 

"• 

"• 

1 !u CA h h) 
2 

z 1 a hih2h0 

-;::--;
1
:--.::- ! . C A h h ) hhh V'-1 9.21 

1 2 • 

divA= V .A= 7 .CA
1

e
4

) +V .CA~e 2 ) +V .(A
8

e
3

) • temos para 

o di verg:ent.e: 

divA • 1 
h h h ••• [

!u CA h h J + 
1 i 2 8 

!u CA h h ) 
2 

2 t a 

g 

+ :., CA h h )] 
3 

9 t a 

(1. 9) 



EXPRESSÃO PARA O LAPLACIANO CT</> ) 

A part.ir d& 
1 = .,-;-; 

Fazendo-s9 A= V·?, ~emos 

A = • 
Como 

A = • 
1 iJ</> 
tÇ~ • 

7 • A = 7 • V</> = T</> , l&mos 

Logo o laplaciano de ~ é dado por : 

• h h h 
1 ""(••• hhh L.~ • 

t :2 9 n=i n Ch ) 
n 

~) 
n 

(1.10) 

Uma ou-t.ra maneira de escrever o la.placiano é- usando em 

vez dos fa~ores de proporcionalidade Ch;s), os coeficientes 
' 

métricos g,. definidos por : ,, 

Em sistemas ortogonais temos: 

10 
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com 

g = 

Cg)t/2 = 

(g) i/2 

l1r l1r ~~Jzei..e\. (h ). 9\\, ~ <Jü• <Jü. = = 
' • ' 

IJr iJr 

I~ I ·1~1 gí.j = <Jü•Tu = 9' .• e, 
' J 

' J ' l 

~~ .. ~~ .. g .. 

"" "'•• "•• = (h )2 c h). c h ). 

' • • 
g., "'·· ~~ .. 
hhh ' b$m como ••• 

h h h ' . . (g) 1/Z 

--= 
h h h • • • 

g, _ são chamados coeficientes mét.ricos. ,, 

• 

= 

= 

i = 1 .2~3 (1.11) 

o ' 
,.., i # j (1.12) 

9 u 9 z:t g89 

(g) l/2 

--= 

(1.13) 

h h h ' . . 
Ch ) 2 

• 

Entã.o. a exprçssão para o lapla.ciano t.oma a segqJnt.e forma 

v'.p = 1 
Cg)t/2 

ou ainda. na forma compact.a: 

1 
a Cg) 1/2 

í ~. [ --;;:-g ,-, -
Í.""i 

( 1 . Á 4) 
c g) i/2 

11 



2. CONDIÇÕES DE SEPARABILIDADE PARA A.S EQUAÇÕES DE 

HELMHOLTZ E DE LAPLACE 

O propósito des~e 

n&e9ssárias e suricien~es 

de Helmhol~z <v2p+k 2 p=O) 

si ona..i s. 

capitulo á apresentar 

para a aeparabilidade das 

e de Laplace cv2p=0) 

condições 

eqvações 

t.ridimen-

Definiremos a matriz de Stãckel, que tem um papél 

importante na separabilidade, 
Como. na maioria. dos problemas prátic-z-·::J.t ut..ilizam-'i\'!• 

si st.emas de c,oof'denadas cilíndricos ou rot.aci onai s. apf'\9sent.a

remos os coeficientes métricos nestes sistemas e mostraremos 

que as condições de separabilidade são simplificadas. 

p = tr'cu ), u"cu ) ... • • 
n • 

'P .. nu~<u.) 
i.=i \. 

. .. u"cu ) 
n 

permite a separação da equação diferencial parcial em n 

equações diferenciais ordinárias, a équacão é dita 

simplesment6 separável. 

1 2 n U Cu ),U Cu) ...... U Cu) 
- -----'~----~·~----------~n~-Derinição: Se a suposição ~ = 

RCu.u, ........ u) 
1 > n 

permite a separac~o da equação diferencial parcial em n 

equações diferenciais ordiná~ias e R~O a equação é dita 

R-separá:ve t • 

12 



R-separação da Qquação de Laplacê ~oi Gstudada por 
Cli) i:Uf.) <t!P 

C. N•um.a.nn C 1 , 960::D • Wanger in < 1 • 976) , Dar br>UX < 1 9?6) 

Bõchertt•) C1.9Q1) 

R-separação da equaç&o dq Helmholtz roi est-udada 
'.) por Domina Eb&rle Spencer C1.Q62). e outros. 

Ressaltamos, en~retanto, qu~ estamos int$r&ssados em 

Séparaç~o simple$ e daqui para frente esta palavra, 

será omitida. 

simples, 

A- SEPARABILIDADE DA EQUAÇÃO DE HELMHOLTZ 

Teorema 2.1tAs condições necessárias e 

a &quac~o d9 Helmholtz, para a funcao 

espaço euclideano t.r i dimensional , 

suricienlos para 

com 

rp(u ,u .u ). ' . . 
um sist.oma 

num 

d<> 

coordenadas ortogonais, seja separável sio que os coericientes 

métricos satisfaçam as equações: 

(g)i/2 9 

S = n f'. Cu.) 
í..=i " " 

onde S 6 o de~srminante da ma;t.riz d" SUickel [SJ = ('P .. CY.)l, 

" ' 
I{ ' i=1,a.a s.lo os co:fator-<&s dos elemQnlos da pr-im<&ira ,, 
coluna da ma~riz tSl " f. 6 .função quando mui t.,o d<& u .• sG>ndo: 

' ' 
-1 Q [ 1 d [ .;u') ) .p.,<Y.) = {. êY ã.i, du. ft du . ,, ' ) u' ' ' J ' ' 

13 



Prova: A equação de Helmholtz por: 

• c g) 1/2 
1 l :u ( ~J + kz., = o (2.1) 

(g) 1/2 gi.l. \.=1 \. 

S•ndo: 

g,j = o se i"' j 

9u, =- Ch. ). 1=1.2.3 c a. 2) ' 

(2. 3) 

substi~uindo na equação C2,1), obtemos: 

1 
( u"u" ~.( 

(g) 1/Z 
dU

1 

)·u'u"~( 
(g)S./2 du" )· Cg):i/a g" au 

912 
au 

' • • 
Cg) trz 

~: )] + u•u• !... ( + k 2 u'ifu• = o 
8u• 9 aa 

mul~iplicando por: 

• 
1 

1 
(2, 4) 

u' 

14 



Uma condicKo necessária para separabilidade é que 

eq.C8.4) possa ser expresso como o produ~o: 

(g)i/Z 

= f (U) . F Cu • u ) 
g,. . ' ' • • 

Cg)t/2 

= r <u) . F (u ,u) 
g •• • • . ' . 

Cg) trz 

= f Cu ) . F
8
<:u

1
.u

2
) 

"'•• • • 

(g)l/2 

g, 
" 

(2. 5) 

Se es~a condição é sa~isfei~a a eq.C8.4) Loma a saguin~e rorma 

F, 

u' 

ou ainda. 

• 
l ... ~JU') 

du . 
' 

(2. 6) 

As derivadas parciais desapareceram mas a equação ainda não 
1/2 

es~á na forma separável por causa da pres~nca de F. e <g) . 

As quantidades 

de coordenadas e slo 

de conter no. 

' 
i/2 

(g) F, e f. são caract.e.r1sticas do sistema 
' ' inteiramente independentes das condiç&qs 

16 



Por- outro ladQ, u" depende do sistema d9 coord&nadas • 

das constanLes do separacOCo ~ 1 =k
2

~ ~ 2 é Qa as quais são 

deLerminadas pelas condiç5es de contorno. 

Como as func5es onvolvidas dGpendem 

diferenciando a eq.C2.6) com respeito a 

as tr~s equações: 

• 

"'· . ' 

F'. dV'}] :".lt. ' ~J 
f. + (g)JrZ 
' v' du. 

' 

• F. dV')] 
:"J~. ' ~ (f o = 

v' du, i. du. 
' ' 

• F. dV')] ~.l~. ' ~J f. o du, = 
u' ' ' 

Da primeira equação: 

F 11 [ 1 d (r dU')] + 
i &ii ui du1 1 dut 

= 

+F • 
a [..1_ ~ (r dU")] + c )'" 
Q.i Vs du a du g = o ' . . 
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Multiplicando por C-1) e considerando. por convani$ncia: 

-1 
?' Cu ) 

• i 

- 1 
f Cu 5 • • 

1.1 [ 1 
Qõi • ui. 

f,F,<f>,,Cu,) + f' F tf,. (u) + !' F+ Cu) = (g)t/Z aaat a aaat a 

Analogamen~a para a segunda a ~erceira equações: 

f 
j, F' t </>12 c" ) + f't.l'a?,hzacu=) + f'aFart-fHtcua) = o • 

sendo tP~.,a Cu~) 
-1 1.1 [-1 d (r dU')] = :r,cu.5 Q.ia u" d\J" \. du. 
' ' ' 

f' tPt<Pta Cu) +f F<!> Cu ) + f F </> Cu ) = o • 2 2 28 • a a sa a 

s&ndo </>. Cu.) 
-1 

1.1 [2...... ~ (r dU')] = f.t:u.5 au" 8õt8 ut dui. i. 
1 = 1,2,3 ,. ' 

' ' 

Assim: 

(2. 7) 

f' F</> Cu) + f F 4> Cu ) + f 1' 4> Cu ) = O 
iiUI t 2229 2 9999 8 
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onde 

cz. 9) 

Temos um sistema de tr3s equac6es nas incógnitas 

i = 1 • a. a 
Para resolv3-1o. usaremos o doterminante de St~ckGl: 

<{> Cu) •• • 

r, F .• 
' ' 

s = (2.9) 

<{> Cu) •• • 
Se S #o, o sistema C2.7) tem solucão 

Cg:):l/3 + .. + •• 
o <~> •• <~> •• 
o <~> •• <~> •• 

c )í/2C<{> .p <{> .p ) 
f F g x2 aa- zs &2 
• • = = 

onde Mu é o cofat.or da epu. no det.qrminante de St&ckel. e é 

.função de u
2 

e u 9 ~ mas não de u
1

• 

Analogamente: 

(g) :l/Z 

f" a F 2 = S Ma:i 

onde M
2

t = t:P
82

rp•
8 

- tf>,
2

tf'
88 

é o cofat.or dEt <Pa1.' e 9 função de 

u
9 

e u
1 

mas não de u
2

• 
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Cg) 1/Z: 

s 
onde M = ""' "" - "" "" é o cofator de "" • a é função de at "'1..2 't' za .,.,. zz,.,.. :ta .,... a:~. 

ua u mas não de u
9

• 
' z 

Ou ainda.: 

M \..t • i = 1,2.3 
(2.10) 

onda M. é o cofat.or de f$!. no determinante da SLãckel ~ e M, 
ti ~1 \i 

não· é !'unção de u. 
' 

Comparando as equações (2.6) com C2.10). lemos: 

'" (g) 

= 

AAalogament..e: 

Por t.ant.o: 

= 

port.ant.o: gu 

s 
Mu " g •• 

' 

s = ~ .. 
s = ~ •• 
i = 1 '2. 3 

a qual é a primeira condição de separabilidade 

Também. das equações C8.10), temos: 

f' F ' . = 

a qual somente é possível se: 

19 
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Cg) t/Z 
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= :r Cu) 
1 1 

f Cu) • t: Cu) 
a ~ a u 

(2.13) 

a qual constitui a segunda condição de S$parabilidade 

Mbs~ramos que as sq. 

nec-essárias. 

C2.1D C2.13) são condições 

Falt.a mostrar que est..as cond:(çÕEJ<S slo ta.!'flbém suficientes. 

Das eq. (2.11) e <2.13) 

• t-omos: 

, substituindo na eq.C2.4)~ t.,.qmos; 

1 ' 11 (f f f M dU ) ãü t :z a u du
1 u' ' 

+ 1 

u• 

dU
0

) du + 

• 
k"' f' f' f' s: "" • • • o 

• 
d [f dU ) + 
du • du 

' ' 

r r ' . 
u• 

M d ( f du'J + :u aü z du 
• • 

+ 

Multiplicando por 
1 

f f f !: ' . . e usando (2.11). ob~emos: 

20 



1 d (f dU
1

) 1 d ( f dv') du + au. au. + 
r v' aü1 .. "• r v• • 

1 g1.f. :z '9z.z 

1 d (f • 
+ *!) + k

2 = o 
r v• du

8 
a 

a gaa • 

• dU') ou ainda: ,t, 1 d (f + k 2 ... o (2.14) 

' dut t du. f' u g,. ' ' " 
ond<G~ k' = "• 
Por out.ro lado. usando a propriedade dl!f ortogonali~r'\de que 

rolaciona os elementos do determinante de Stãckel e seus 

menor os: 

• 
Mi..t 

.l4>" 1 = s 
'"' 

"· usando .. eq • 

• 
4-\,1, I 1 = 
9u. 

rf>u M.u. + f/Jat Mat + f>fu. Mat = S 

tPu M:u. + ~2z MZJ + r/Ja:z Mat = O 

1/!t.& MH + f/>29 MIU + ,Paa Mtu. = O 

• M. • Mti 
. l4>'" " o 2 4>, • ' = s s 
\=.f. \.::Oi 

C2.1D 

• .P,_2 • 
""\.& 

.~ o 1 = 
gi.i. gi.\. ... 

21 
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da modo que podemos escrever: 

• <P;, i 
• 

1>i.z 
• 

t/>i.a J + J. + 1 " = "' "' "' • ' gi.i. • gi.i. • g,. 
" 

Subst-i-tuindo na eq. (2.14). obt.emos: 

! ' 1 d ( dU
2

) d [f' dU ) + 
f' u' du

1 
~ au-s. 

9 :zzfz 
u• aüz f z au2 + 

gii 1 

1 • ( "'u "' .. <~>., J + + <:!.._ (r dU ) + "' + + 
r u• du

9 
a dv

9 • 9,. ~~ .. g •• 
9a9 a 

l-"· "' .. "' .. ) + l-'"· <~> .. 
+ "' .. 

+ "' -+ " • 9., g •• g •• • 9,. ~~ .. g •• 

[ / u' 
' 

+ ! [ 1 

~~ .. r u• • 

1 [ 1 
+ 

g •• r u• • 
ou ainda~ 

• 
'~. ~" [-r-=

1

'-u.,.-' 
' 

d ( dU') -rdu, i. du 
' 

aa 

• 

(2.16) 

) = o 



Esla Gquação só é satisfeita em geral se cada colchete@ zqro 

dU') • 
1 ~(r u' </>}U) o - + l'" = 
f 

du, \. du i j .. j J ' ' <2.17) ' ' 
i = 1 ~2. 3 

A equação de H*lmhol~z foi reduzida a três equações 

diferenciais ordinárias, portanto as equações (2,11) e (8.13) 

slo suficientes para s0paração. 

As equações separadas são dadas por C2.17), 

B- SEPARABILIDADE DA EQUAÇÃO DE LAPLACE 

A aquaçgo d9 Laplace pode ser considerada como uma forma 

degenerada da equação de Helmholtz com k 2 = O, então poderia-

mos supor que as condiç5es para separabilidade foss&m as mes-

mas da equação de Helmhol~z. A diferença *nlre os dois casos 

consis~a na troca de equações não homog~neas para homogêneas 

resul~ando condições menos exigen~es de sepa~abilidad$. 

Teorema 2.2sAs condições necessárias e suficientes para 

separabilidade da eqoaclo da Laplace tridimensional com um 

sistema de coordenadas or~ogonal, a?= ?(u*,u
2
.ua) são: 
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= 

Prova: 

Procedendo como na secâo anterior. a equação da Laplaca CVp =0) 

é dada por: 

Supondo 

1 

Cg) t/2 

r> = u'cu ) • 

(2.1 8) 

Uma condição necessária e sufician~s para separabilidade é que 

( g) 1,/2: 

g~i. 
possa ser expresso como o produLo dado pelas equações 

C2.6).Se es~a condição é sa~isfei~a a eq.C2.18) se lorna: 

• 
I 

F. 
' 

u' 
'!_ (r du, l. 

' 
dU

1 
) = 0 du. 

' 

(2.19) 

A equação ainda não es~á na forma separáv@l por causa da 

presença de F 
' 

Diferenciando a aq.C2.19) com respeiLo a a
2 

9 ~a temos 

equações: 
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F' 

' 

" [ 1 d (r du''J + F 
""' ut du t du 

2 

• • • 

" ( 1 d (r dU
2

) 
""' u2 du 2 du + • 2 • 

Considerando. como antEtriorment.e. 'f;! .. deJ'in1do paJa equação ,, 
C2.S). obLemos duas equações homogên~as, com t.r~s incógni~as 

f',F'_. i =' 1 ~2,3 
' . 

ou ainda: 

f' F = - f F <~> .. 
' ' •• ~;; 

r F = fzFz 4>,. 
' • 1>,. 

-

identificando e rearranjando tamost 

Anal ogament.&: 

f F' • • 
f'9F'9;: 

- f' F "'·· • • 1>,. 

"' .. :f F' 
4>,. • • 



Isto é: 

f)' 
J J = 
rr 

' ' 

M 
j' 

M. 
' ' 

i,j = 1 ,2,3 

A$sim uma condição n0cessária para S9parabilidads é 

Também das eq. (2.20). lemos: 

• 

Isto ét f F = r, r r M 
' ' • • H 

r F = r f r M • 2 • • • .. 
f F = f r f M • • • • • •• 

26 
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Das ~quações <2.6) 

(g):l/2 

= rn fCu)] k... ~ ~ 

qo~ constitui a 

sE>par abi 1 idade. 

segunda 

(2. 22) 
i = 1.2,3 

condição Ol&CEI'S:Sár i a para 

Para mostrar que as equaçoas (8.81) e (2.82) são suficientes 

procedemos analogamente à seção A e chegamos às mesmas 

Gquações separadas Ceq.C2.17) com~~= O), 

Como na maioria dos problemas são utilizados sistamas d$ 

coordenadas cilíndricos ou rot.aciona.is, mostramos que nessas 

casos as condições do soparabilidade sao simpli~icadas. 

C- SISTEMAS DE COORDENADAS 

Um dos mais convenientes caminhos do construir sis~emas 

de coordenadas á por transformação do plano compl~xo, usando 

uma t.ransrormaçao analítica. 

A função resultante é então transladada ou rodada para 

construir uma tripla família ortogonal de supG~rici9s. 

27 



Se-jam: w = u + i v a z = x + i y e transformemos a 

fanúlia de linhQs Cu=cto o v~cto) por meio do uma função 

arbitrária: 

z = !I'Cw) cz. 23) 

ondo ~ 4 ~ma função analítica. 

A parte real e a parte imaginária são s~paradas dando 

origem a duas equaç5est 

x = !
1
Cu,v) 

y = ~.<u,v) 

c a. 24) 

Est.as equações representam C no plano compl &:Y'ç) z J uma 

f'amflia de curvas u=ct• , as quais int..ercep•--~m ort.ogonlill.lm~nte 

a família de curvas v = ct.e. 

Agora forn~mos sis~emas de coord9nadas para cada runçao 

~: um sistema cilindrico e um ou dois sistemas ro~acionais. 

O sistema citlndrico Cu 1 ~u 2 ,u 9 ) é ~ormado transladando a 

família de curvas u
1

= cte. u
2

= cte do plano z na direção 

perpendicular ao gráfico, rormando assim dvas famfli~s d& 

superfícies cilfndricas 

curvas u 1 =ct.e~ u
2

=cte. 
coordenadas eonsis~e 

ort-ogonais, 

A terceira 

cujas diretrizes sao as 

familia de superrfcies 

coordenado que é paralelo 

e-ixo z. 

planos paralelos z=ct.e. 

à gera~riz dos cilindros 

o e!:xo 

chamado 

O sisLema cilíndrico é represen~ado pelas equações: 

onde ~e~ s~oas ' . 

x = 1:
1
Cu

1
,u:? 

y=~Cu,u) 
2 • • 

As superfícies coordenadas são u. 
' 

as 

c a. 26) 

= cte- com i =1.2,3. 



Como ~xemplot considere a ~ransformação: 

• w onde z = " + i y w = u + i v .~emos; 

1 
X=~ { Cu,v) • 

As curvas u=cte e v=cte Cparábolas) estão representadas 

na f'ig.2 

' • 
z 

y 

O sistema cilindrico gerado pela t~ansrormação z 1 
= --a-

6 obtido transladando as parábolas da fig.2 na direção 

perpendicular ao grãf'ico. denominado sistema <hi:t coot·denadas 

cilindrico-parabólicas 

definido pelas equações: 

(u,v.z), r1 9. a. 



1 Cu 2 

" • -a -
y = 1.1 v 

z = z 

Se rodarmos as curvas 

~orno do eixo y. ob~emos o 

Cu ~u ~'f). ' . 

v•) o ,; u < "' 
-oo < y < "' 
-oo < z < 00 

u = c~e u = cte do plano z em ' . . 
sistema de coordenadas roLacional 

Para representá-lo devemos observar que ao rodarmos a 

curva u = cte~ representada na f'ig. 4, em torno do ~i.lti.Xo y. a 

abscissa do ponto P =Cl; .t;) permanece constante. O eixo y. qtJe ' . 
originalmente era o eixo de ro~acãot recebe agora o nome de 

el xo z ~ e denotamos por Y' o ãngul o em t..or rto desse -eixo. 

30 



r 1.t 

fi.g 4 CUTVQ U "" e\e 

A rol.açllo da curva tJ :;: ctê en\ torno do oix.o y. 

svper~íeie da fig.6 

produz a 

As coordenadas d& um ponto P sobrq a superfície s~o: 

X = ~ COSlp • 
Generalizando. 

ro-tacional Cu • t~ , lf) • • 
representamos o sistema 

gerado pela ro~ação das 

u
2
=ct& $m ~orno do eixo y pelas equações: 

31 
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" = t; Cu ,u )cosVJ 
< < • 

y = I[ Cu .u )sEtOY' 
< < • 

(2. 26) 

z = ~. 

Se rodarmos agora. a curva u = cte da fig 4 em t-orno do 

ponto • p per-manece eixo x~ observamos que ~a· 

constante. Analogamente, o 

.a ordenada do 

eixo x. que o r· i gi nal mflltnt-e e r a o 

eixo de rotaç&o, recebe o nome de eixo z e denotamos por ~ o 

ângulo em torno desse eixo. 

A rotação da curva u = cte da fig 4. em torno do eixo x. 

gera a superrície represen~ada na f!g 6 

f\.g ~ :S:uperf.Í ci.e g1nc.da. pel.a. rolw;ã.o do, çurvo. u = de 

em !.orno do eixo x 

As coordenadas de um ponto P sobre a 

x=~ COlf • 
superf'ície são: 

z = ~1 

Generalizando, r~presentamos o sistema de coordenadas 

rotacional Cu ,u ,~), gerado pela rotaçKo das curvas ' . 
u

2
=ct& em torno do eixo x. pelas equações: 
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X :::: ~ Cu~v) COSYJ • 
y = ~ 2 Cu.v) sen~ cz. 2:7) 

z "" ~ 1 cu.v) 

Como ~xemplo. apr.sentamos a transrormação: 

z = a cosh w onde z = x + i y 

dando origem a dois sistemas de coordenadas rotacionais; 

Sistema de coordenadas esferoidais alongadas e achatadas. 

A partir da equação z = a cosh w, temos: 

X = " c os h 1) cose = ~.(1),!1) 

y = " s~mh 1) st<m9 = ~.(1),1[1) 
As curvas r) = ct..e~ e = cte estão representadas na :fig 7 

Rodando as curvas ~=cte~ e=cte em torno do eixo x. 

obtemos elips6ides e hiperbol6ides de duas ~olhas que slo 

superfícies coordenadas do Sistema de coordenad~s esferoidais 

alongadas <~~9.~) da fiQ e. dado 

x = a senh~ cose cosYJ 

y = a senh~ cos9 sen~ 

z = a cosh~ senS 

:3:3 

pelas equações: 

o " 1) < 00 

o " e < ., 
o s lf < Zn 



' • • ·-• 

I ;,\l/i; ,.. ...... if-~ .. . j:l f f"' ' t ,fl\'1' '" ' ' ' .. \..""r ·)i'· 
·' -~ I 

• 
I "·-r r-· _,, 
í '" • ..--'"7-- , ~\' 

-~~ 
~~ 

'··' ~~-
• ~ >I :~ _,, 

'I,,' 

' <-/ 

•·· 

hg 8 Cocrd&no.da.s eeJeroidaüs alongadcu!- Oj,B,lpl 

Rodando as curvas ~ = c~e. e = c~e da ~ig 7 em ~orno do 

eixo y~ ob~emos ~lipsóides e hiperbol6ides de uma 

são superfícies coordenadas do d<> 

!'olha, que 

C:oord~&nadas 

esferoidais acha~adas Cn,G,~), repr$s&ntado na fig Q, 

pelas qqua.ç5E;s: 

dado 

X = a C0Sh1( cose COSlf' o :S '1 < 00 

y = a COShYj cose sen1p o ;!; e < 00 

z = a senh-q sene o ;!; V' < 2n 

' ..... ... 
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Teorema <2~3)1 para qualquer sistema de coordenada 

cilíndrico CZ.26J obtido dir~tamente da equação z=~Cw), gs
1 

e 

g são iguais. e o mesmo do sistema plano original C2. 24) •• 
enquanto g

33
= 1. 

Prova: Como ~ á uma funcão analítica as aquacõas de 

Cauchy-Riemann se aplicam • 

IJ~' = 
il{ • IJ{ 

' = 
IJ{ 2 

IJu IJu <lu IJu 

' • 2 1 

IJ"{ 
' = 

... { 
• 

... { 
' = 

112{ 
• 

1Ju2 IJu IJu /Ju. IJu IJu • ' • • • ' 
As derivadas parciais d" {' " {. de todas as 

existem e s~o runc5es continuas de u .;. u • segue ' . 
adicionando-se ternos: derivadas mistas são iguais. 

a•{ ~~·~ ' + ' o = 
/Ju. /Ju. 

' • 

~~·~. 112~. 
' ' o + -- = 

IJu' ~~u• 
i = 1 .a 

' • 
" 

~~~' 
2 

11{ 2 • 11{ • 11{' • 
( ) + [ ) = ( • ) + ( ) = 

IJu IJu IJu IJu 
' ' • • 

11{' • 11{' • 8{ 2 
~~~. • 

[ ) + ( ) = ( • ) + ( ) = iiU iiU ""- iiU 
' • • ' 
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Os coericien~es m4Lricos são dados pelas equações: 

(2, 31) 

Para os sist$mas cilindricos eq.C3.Z6). os coeficientes 
métricos assumem a simples forma: 

g ~ 1 •• 

Teorema CZ.4)t para qualquer sist$ma rotacional C2.26) ou 

(2. 27) obt..ido dire-t.a.morrl-$ da $-quaçlo z=-"Cw) , g
11 

e g
22 

sKo 

iguais e os mesmos da transformação plana eq.C2.84). O 

terceiro coefichmt.t9 g
39 

é sempre igual ao quadrado de uma das 

tunç5es planas originais (2.24). 

Prova:Para o sis~ema ro~acional dado pelas eq.C8.26). 

t.emos: 

- ["~. ]" ("~. )' - <lu- + 7FJ 
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Das eq.C2.30). t-emos: n = g >:!lu 22 

Analogamen~e para os si~emas ro~acionais dados pelas 

eq.C2.G7), ob~omos: 

= e• • 

Observação: algumas vezes é conveniente modificar um 

sistema de coordenadas obt-ido diret-am~nt-e de uma transCormação 

complexa z = ~(w). 

A variável u pod* ser substituída, Sé dos9jado. 

função de u. e a variável v, por uma função de v. 

por uma 

Estas t-rans~ormações não a~etam a ortogonalidado nem a 

se par abi 1 i da de. 

Em geral, entretantoy elas alteram os 

métricos, de modo que 0 ""- g . 
U. Z2 
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D- MATRIZES EQUIVALENTES DE STACKEL 

A matriz [t/>, .Cu.)J cujos elementos cor respondem aqueles 
1.,) \. 

do determinan~e de St:..Kckel é chamada ma~riz de S~~ckel. 

Eviden~emen~e não existe uma correspomdência um a um entre 

matriz de Stãckel e sistema de coordenada e é isto que vamos 

considerar agora. 

Duas matrizes de Stãckel são equivalentes se as razõ*s: 

são iguais 9, portanto. os coeficient.es métricos gl.\ 

os mesmos para cada ma~riz. 

Duas matrizes d• SL~ckel sao qquivalqn~es se uma pode sor 

obtida da outra por uma ou mais das seguintes op&raçõas! 

i)Troca da i-ésima a j-ésima colunas i.j = 8,3. 

2)Multiplicaclo de cada elemento da j-~sima coluna por 

uma constante diferente de zero. 

3).Adiç!\o d<> cada elEJment.o na i -ésima coluna ao 

correspondent-e element-o na j-ésima coluna i.j = 8.3. 

No~• que as operações sobre linha não são permi lidas " 
t.ambém que a primeira coluna ocupa Ym 1 ugar- privilegiado " 

E- MATRIZ DE STACKEL E CONDIÇÕES DE SEPARABILIDADE EM 

SISTEMAS DE COORDENADAS CILÍNDRICOS 

Nos sistemas cilíndricos as superricies coordenadas são 

cons~ituidas de duas ram!lias de cilindros mutuamante ortogonais 

mais uma família de planos paralelos. 



Na seção C vimos que- os coef'ic.ienLes métricos dependem 

somen~e de duas coordenadas em vez d$ ~r~s. 

= g Cu • u ) 
u ;t lll 

g = 1 •• 

As condições de saparabilidade da equação da Hglmholtz 

tornam-sel 

onde S é dado por: 

s s 
g" = g •• = -,;r- = -,;r-

H .. 
1 

s 
g •• = = -,;r-.. 

(g) 1/2 g .. 
s = -s- = f(u).f'Cu) 

.i t 2 z 

~ucu,_J ,Pu<ua) </>ts(ua) 

4> Cu) .p Cu) ,P
29

Cu
2

) 
Z:l 2 22 Z 

.[)e (2.11.ii) S = M
91

, e tomando ~u=~ 21 =0 e 

que os coeficientes métricos não cont'm u
9 

, a 

de S deve conter apenas constantes. 
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Usando as oper acõas per mi Li das da seção D. podemos 

colocar a matriz de S~ãckel na rorma equivalen~e: 

C2. 32) 

Ainda mais. das equações C2.11i). t..G>mos: 

M Cu )~M Cu)= cte, 
U.2: 2!1 Portant..o, "" = - ..~. e o determinante 

'Y 2:2 \"' 12 

associado à malriz de St~ckel para qualquer sist..ema de 

coordenadas cil!ndrico pode ser $Scrito como: 

s = 
o -1 " .... 
o 1 "'23 
1 o 1 

(2. 33) 

Além disso. Mu = 

f =f =1 nas equac5•s 

M
21 

= 1 , de modo que podemos esc r e ver : 

• 2 
C8.13i) e a única condição para 

separabilidad& ~ que g possa ser expresso como a soma 
1t 

Result..ado est..e que pode ser expresso no seguint..e t..eorema: 

para 

separabilidade da equação de Helmholt..z. num espaço euclideano 

tridimensional com um sistema 

coordenadas p=pCu
1

• u
2

• u
11
? 

equações separadas são: 
dUi. 

-au. 
' 

é: 

• 
+ u' l ,., 

cilíndrico ortogonal 

gu =-[ rf>,s.< u? +rJ; zac u.~? J 

"'· 4> .. = o J ,, 

onde o determinante de Stãckel é dado pela equação (2.33). 
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Para separabilidada da aquação d~ Laplace usamos o 

mesmo de~ermlnanLe de S~Kckel e o ~eor9ma C2.2) e ob~omoa a 

condição: 

F- MATRIZ DE STACKEL E CONDIÇÕES DE SEPARABILIDADE EM 
SISTEMAS DE COORDENADAS ROTACIONAIS 

Mos sistemas de coordenadas rolacionais. podemos ~scraver 

os coeficientes métricos como: 

g Cu , u ) =- g Cu • u ) 
.t .t .t 2 221 1 2 

EnLão a Lerceira linha do de~~rminan~e de S~ãck&l deve con~er 

apenas constantes. 

Usando as eq. CZ.11) e (8.13) • l-emos: 

(g) 1/2i 

s 

s 
=~r

H 

= s 
IÇ 

Usando as operações permitidas da seção D podamos colocar 

o determinante de Stãckel na forma : 
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.p ZJ. 1 

o o 
"" 1'u<u1) + tj>:u.(uz) (2, 34) 

Da eq.C2.11)~ para separabilidade da equação de Holmhol~z 

= s = 

Ainda mais. das eq.C2.11), temos: 

e. das eq.C2.13): 

• g = [ f Cu) . f Cu )J 
aa 1 1 2 2 

c a. ::re) 

c a. :'!6) 

(2. 37) 

Expressamos esses resullados no saguinle teorema: 

Teorema 2.63 As condições necessárias e suricientes para 

separabilidade da equaç~o de Helmhol~z num 9Spaço euclidiano 

tridimensional com um sistema de coordenadas ro~acional e 

f>=p( u ~ u ~ u ) são dadas pelas e-quações ' . . 
C2.37) e o determinan~e de Stãckel é dado 

(2. 36). 

pela eq. c a. 34). 

Considerando a equação de Laplace, e-m sist...G~mas de 

coordenadas rotacionais. o delerminante de Stãckal ' o mesmo 

da eq.CZ.34) e as eq. C2.Z1) e C2.2Z) dlo' 
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= g = c r, •• 

No próximo capitulo apresenl.aremos, como exemplo. o 

sistema de coordenadas esf~ricas, os coeficientes métricos. a 

malriz de SLKckel~ a expressão do Laplaciano~ a separaç~o da 

equaeKo de H&lmholtz. as equações ordinárias obtidas da 

separaç~o~ bem como suas soluções. 
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3.COORDENADAS ESFÉRICAS 

Neste- capit-t.llo apresentamos o sistema da coord-e-nadas 

es~éricas. de~alhando os coe~icien~es métricos. o procedimenLo 

para obter a matriz de Stãckel. as equaç5es ordinárias obtidas 

da separação. bem como suas soluções. 

Como um exemplo apresentamos a equação de propagação de 

ondas. 

COORDENADAS ESFÉRICAS Cr,G,~) 

O sis~ema de coordenadas $Sféricas 

rotacional gorado pela transíormaçao: 

Tomando-se: r 

u = 
' 

" = • 
u = • 

u 
~ .. 

r 

e 
~ 

.. 
X ""' e'-' COSV 

y = e'"' s&nv 

.. e 

o " r o " e 
o " V' 

x = r sane cos1p 

y = r sen9 sen\1' 

z = r cose 

44 

w = u + 1v. temos: 

= v, do .f i ni mos; 

< <X> 

" 11 

< 2n 

C3.D 

(3.2) 



As sup~rf!cias coordenadas s~o: 

2 2 2 2 
x + y + z = r <~sroras. r = c~e) 

z 
cose = 

Cconas circulares. 
9 :::: cte) 

y 

X 

com eixo z a vértice na origem~ 

(semi-planos passando pelo eixo polar z. ~ = c~o) 
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Para det~r~inarmos os coe~ici&ntes métricos u~a~ a 

eq.C1.10), ou seja: 

~ = 
10'\.i 8s I' Qü'" 

' 

Como. em coordenadas es~áricas • s ~ dado por: 

s = r sane cosw i + r sane cos~ j + r cose k • tsmos: 

Também: 

i1s 
~ = r ~osG cos~ i + r cos9 coa~ j + r senO k assim: 

sen 2 9 .logo: 

Anal ogament.eo: 

Qs 
~ = -r sen@ sen~ i + r sene cos~ j ,então: 

Resumindo. 

= 1 • = r
2 

sen
28 

(3. 3) 

46 



Usando a eq.C1.13). ou seja: 

obt..emos: 

(3. 4) 

Calculamos as r•s~ substi~uindo os valoros oncontrados nas 

eq.(3.3) e C3.4) nas eq.C2,6)~ assim: 

(g)i/:2 

= f'(u) .F Cu ,u) ~temos: 
!.:l i29 

r 2 sane = f
1
CrJ , F

1
C$.YJ) .então: 

f Cr) 
' 

• = r 

(g).t./2 ... 
f' 

2 
C 9) == senO 

Cg) .t./2 

1 
senê 

Resumindo. 

f
1
Cr) = r 2 

= r
2
cu

2
) .F Cu ~u l • • • 

=f' Cu) .F Cu .u) .t-E~rmos: a a a ~ .2 

= f
3

Clf) .F
8

Cr,G) 

f 
2
C9) = senG 
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Calculamos o d~~erminan~e de SLãckel. u~ilizando a 

eq.(2.13), na qual introduzimos ~s eq.C3.4) 9 C3.5). assim: 

Cg) 1/Z • sene r 
s = = = 1 logo: 

f f f 2 ' 
' 2 • r se-ne 

C3.6) 

s = 1 

Os cofatores são d~terminados através das aq.(2,11), na 
qual introduzimos as eq.C3.6) e (3.3). assim: 

M 
s 

1 = = .. g" 

M s 1 (3. 7) = ---- = •• g .. • r 

M 
s 1 = = . , g •• • s•nae r 

Para d&t.erminarmos os elementos if; .. de uma matriz de ,, 
Stackel, usamos o seguinte procedimento: 

Como M = 1 , lemos a possibilidade: .. 

[SJ = 

rpu Í's.a 1>1.& 

"'·· 1 "'·· 
"' •• o 1 

49 



Como M = 
2i 

1 
~ temos a possibilidade: 

Como M = •• 

fSl = 

1 

r
2 

SEmG 

[SJ 

Podemos escolher : 

4> = 1 

" • ~ = o ...... 

1 

.p 9.t o 1 

, temos a possibilidade: 

4> = o • • 
Logo~ esc1~evemos a mat.ri:z de St-l\ckl9'1 como: 

[ 
1 • o 

] 
-1/r 

[SJ = o 1 -1/sen2e 

o o 1 
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Oblsmos 
eq. (1.14) as 

a expro~são para 
eq.C3.1), eq.C3.3) 

Assim. de: 

Temos: 

o laplaciano 
e e>q. C3. 4) . 

• f ):l/2 

[ I~. l~11" 

Logo. a expréssão para o laplaciano é! 

-- 1 a•q, 
-+ r 

subst.it.uindo 

~J] 

a•q, 
IJ>p. 

C3.\1) 

Para separarmos a equação de Helmholtz C~~+k 2
~=0), sendo 

~=f(r.e~~)~ usamos as eq.C2.17), e subs~iLu1mcs as eq.C3.1) e 

(3.6) bem como os elemenLos da maLriz de Slãck$1 dados por 

(3. 9) 

De CZ.17), temos: 

• 
1 d (r dU') + u' l oi> . . .i = 1 • 2~ 3 dü. "'· -r:- dü. ' J ,, 

' ' ' J= t. 

onde c<= k' .. u' = RCr) v' = a<'" • u• =«I") • 
Assim para i = 1 • Lemos: 

1 d [ • dR 
] + [ + OI ( -1 

) + o] R = o ar r dr OI "• • ' 2 • r r 

(3.10) 

d 2 R z dR ( k. -
C< 

) R • o + ar + = 
dr 2 r • r 
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Para i=2. temos: 

1 
sen9 

Para i =3. t.&mosl 

d 
(~~ + "'.'1' =O ,logo 

d'l' • 
ct''l' 

·f.. OI • lp o = 
d>p. • 

Se et = p C p+i) e 01 = q 2 

• • 
A primeira equação toma a forma: 

dr
2 

cuja solução á: 

2 
r ~ + ( ka -

"• J ---"-;:--- e = O , 1 ogo 
sen2

$ 

"'• ) e = o C3.1D 

(3. 12) 

pCp+1) 
] R= O 

RCr) lA J Ckr) + B J Ckr) J 
p+i/Z 

que é uma equação da Bess&l: 

d 2 X + 
dr

2 

1 
r 

dX 
dr 

cuja solução á: 

.. • 
) X = O 

XCr) = A J
19
Ckr) + B J_

9
Ckr) 

~azendo a transformaç~O! 

ou 

X = R rt/Z 
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XC r) = A J Ckr) + V CkrJ 
" n 

• s = p + 1/2 



A segunda equação~ ~orna-se: 

d
2 e + cotg9 

d!l
2 

cuja solução é: 

que 6 a equação de Legendre: 

-- - pCp+D -dZ [ 
dz 

cuja solução 4 dada por: 

sen 2 e 

2 z - 1 

Z<z) = A .:Pq (z) + B ):/'- (z) • f'azendo z = cos9 
p p 

] e = o 

Se p e q são inteiros, p = n • q = m • a solução~: 

associadas de Legendre. 

A terceira equação: 

d.'l< 

dy.' 
+ q 2 

~ = o. cuja solução 6: 

« lp) = A sen( qyt) + B c os( qVJ) 

Como exemplo. consideramos a aquaçKo de 

coordenadas esf'ér!cas: 

onde p = .,C s. t.) 

1 

c• 

62 

ondas 

(3,13) 



,cs.u = .pc_s). TCD 

Isso conduz às equações: 

o2 T = À. c
2 

T (3.14) 
oi-" 

v•4> = À 4> C3.16) 

Na maioria dos casos. es~amos in~erassados em soluções que 

variem harmonicamente com o Lempo~ de maneira que: 

TCD 
-iwt = .. ,onde k = w 

c 
• sendo X 

E escrevemos como solução possivel. a expr~ssão: 
-iwl''>cs.t) = +.cs).e 

PermiLir ou não que w tome valores arbitrários depende 

das condições de contorno impostas sobre ~k(s) este problema 

será resolvido pelo estudo da equação de Helmholtz (q2+k
2
~)=0 

No sist0ma esférico. usando a expressão para o laplaciano dada 

pela eq.C3.Q), sendo ~r.G.~). temos: 

+ 
a 
r 

1 

• r 
+ 

cot.ge 
--:;-- 84> + 

2 ile 
r • r 

il"4> 
+ k

2 4> = o 
sen

2 G Qtp2 

1 

As equações separadas são dadas pelas eq.C3.10). C3.11) e 

(3. 12) 

Também. exige-se g0ralmente que 4Kr,e~~) seja periódica em~· 

isso conduz ao resul~ado q~e em: 
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+ CA 1JI ::: Ú • • a constante 

g = 0,1 ,2,3 .... 

As f'unçÕ$s li<'lf') ser&o 

complexas 

t.rlgonom4t.ricas 

A ~quação para 6(6) torna-s$ ~ntão: 

ct'a 
+ cotg6 

de 2 
.. r 

l 
C<• sen2 6 

Fazendo a mudança de variável x = cose 

transformamos esta equação em 

com 

o" exponenciais 

) ® = o 

2 dzy dy 
C1-x) -- - 2x = 

dx• ox + [ c.. - J y = O • qu& 6 conhecida 

como equaçgo associada de 

Torna-se uma oquação de valores caract.eyrfst.icos para 

se exigirmos que a solução seja finita nos pontos singulares 

X = 1 e X = -1. 

Transladamos a origem para x = 1 e introduzimos uma nova 

variável independente z = 1-x 

A equacão direrencial se transforma em: 

z <2-z) 
dz 2 

+ 2 
dy [ Ci-z) - + 
dz 

Tentando uma série de Frobenius: 

yCz) 
n+o z 

O, 

A substituição fornece as raizes da equação indicial que serão 

s = !cq/2?. considerando q um inteiro não negativo. pois 

somente q 2 aparece na equação. apenas a raiz q/2 será 

aceitável. 
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Assim y(z) = z 8 .u(z) onde u(z) é uma função anali~ica e não 

se anula quando 2 = O, conclui mos quo as funcões 

carac~eris~icas devem ser da rorma: 

yC x) = C 1-x) q/:Zf( x) , onde f( x) 6 anal i t.i c a e não se anula em 

X= 1. 

Transladando a origem para x = -1, in~roduzindo uma nova 

variável z = 1+x , analogamente temos: 

y( x) = < 1 +x) q/:Z gC x) • onde gC x.) é anal i ti c a. e não se anula em 

X = -1 

Consequen~ement.e a solução aceitáY*l para y(x) deve ser 

da forma: 

yCx) = Cl-x2
)q/

2 u(x) em que u(x) deve ser ana.l.íticll!. em ~odo o 

plano complexo. 
~ 

y(x) nlo pode te~ outras singularidades exceto quando x = -1 e 

possivelmente x ~ o;. 

A equação diferencial satisfeita por uCx) 4~ 

ct'u 
C1-x2) - 2Cq+1 );x: 

dx2 

du 
dx • + C01 - q - q )u = O • 

uma série de Probenius Cem torno da origemJ 

., 
u(x) = l an x:n+o 

n=o 
• conduz à f6rmula de recorrancia! 

nCn-1) + 2Cq+1)n -

Cn+1) Cn+Z) 

"' • + qCq+l) 

" n 

a série para u(x) divergirá em jxj = 1~ a não ser que seja uma 

série fini~a. isso acon~ec& quando 
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nCn+1) + 8Cq+1Jn - 01 + qCq+1J = O ~ isto á: • 
~ 2 = Cq+n)Cq+n+l)~ o que significa que: 

~. é da forma pCp+1) onde p é um nUmero inteiro n~o monor que 

n, a série terminará. ap6s o t.er-mo de ordem <p-q). 

As soluc5es uCx) sio polinômios em Xt sua forma explícita 

pode ser obtida pela fórmula de recorrência. 

Verifica-se que sio 

polinomios de Legendre PLCx). 

múl t.iplos das derivadas dos 

uC::V = p (X) 

' 
Isso conduz às funç5es características 

associada de Legendre sob a forma: 

• p (X) = <1-x•)•'" d• P (X) 
p - p 

dx• 

da equação 

que s&o conhecidas como as funções associadas de Legendre Cde 

primeira Gspácie) 

Como, de inÍcio X "" cos8 • temos: 

ec 9) = A P"< cosE>) 
p 

9 solução aceitável. 

A equação radial tem a formal 

2 
r 

pCp+i) 
--=--)R=O r• 

Se fizermos a substituição x = k r yCxJ = RCr) esta equação 

se reduzirá a: 



pCp+D J y = O 

As soluções desta equação são conhGcidas como .funções 

es~~ricas de Bessel e de Neumann. de ordem p. represen~adas 

respect..i vamente por j (x) e n (:x). A razão destes nomes É! que 
p p 

uma substituição: 

uCx) 

(;x:) .t/2 
• reduz nossa equação à forma: 

dx2 

1 

" 
du + [ 1 _ 
dx 

com p = 0~1.8,3 ... 

x• 
] u = o 

que é reconhecida como a equação diferencial de Bessel de 

ordem p~1/2. Segue-s& que as solucõ&S da equaçKo diferencial 

original podem ser escritas na forma 

J (x) 
-<p+:l/2) 

e se a função esf$rica de Bessel j (x) ror de.finida como sendo 
p 

uma solução fini~a quando x = o. segue-se que deve ser um 

múltiplo de J (x). o rator de proporcionalidade é 

escolhido como :::~o Cn/2) 1
,....

2 Cabaixo explicaremos),do maneira 

que: 

A relação j C >O com as f'uncões de Bessel nos permi t.e expressar 
p 

jPC:x) em Lermos d& j
0

CxJ. assim: 

j (x) = x•(- _1 __ d )PJ (x) 
p x ax o 

Cp = 0,1,2,3, ... ) 

Esta .fórmula define dr& maneira única. todas as funç&es j • uma , 
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vaz escolhida j . Nossa equação quando p = o ... 
o 

d•y a dy 
+ dx + y ""' o • 

dx • X 

Resolvendo esta equação vemos que senx/x 9 cosX/x são soluções 

É cos~ume defini~: 

j (x) = 
o 

senx 
X 

e a comparação com J CxJ most.ra quo-: 
p+i/2 

As funções esféricas de 

É cost.ume derinir 

vz 
C OS :X: 

Neumann 

1 
X 

= - (~) X 
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4. SEPARABILIDADE DA EQUAÇÃO DE SCHRoDINGER E 
FORMA MAIS GERAL PI>RA O POTENCIAL 

Nes~e capítulo mos~ramos qu& a rorma mais geral para o 

de que equação de Schrodinger po~encial a fim 

CTp + k 2 CE-Y:lp = 0) tridimensionalt onde k e E são constantes 

e V= VCu ,u .u ), seja separ-á.Vêl é: 
' z • 

Teorema 4.11 As condlçÕ&s necessárias e suficientes para que a 

equaç~o de Schr8dinger seja separAvel são que os coericientes 

mét-ricos Cg .. ) e o potencial (V) sat.isf'açam as equaçÕ&s: 
" 

s 
-r-

" • 
n 

\. .. 1 

onde Sé o determinante de Stãckel dado pela eq.C8.9) 

Prova: Em analogia ao teorema 

SchrOdinger Tp + k 2 CE-Y:lp 

tridimensional. 

8.1, consideremos a equação de 

euclidiano 

Num sistema de 

cu.u.u) 
' z • 

onde p = 

= o 

coordenadas 

.,Cu .u ,u) 
1 • • 
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no espaço 

curvilineas ort-ogonais 

v = V(u .u .u ) • 
i z • a 



1 
Cg) t/2 

Supondo p = 

t.emos: 

tfcu ). u"cu ). u•cu ), 
' 2 • 

subst.it.ulndo na 

Uma condição necessária para separabilidade é qu~: 

(g) i/2 

satisfaçam as eq.C2.6) 

se estas condições são sat.is~eit.as a equação C4.2) rica: 

u' 

(4. 4) 

C4.D 

eq. C4.D 

C4. 2) 

(4. 3) 

= o 

Derivando a eq.C4.4) em rolaclo a Ol,. 

' 
1=1.2:.3 •.•.• onde 

~ =k 2E obtemos as éq. c a. 7). onde 1>., e S sã.o 
i • \.j 

os mesmos dados 

pelas eq.C2.S) e C2.Q). respectivamente, 

obtemos as mesmas condições: 

(g) 1/2 • 
gi.i. 

C4. 6) " 

Mostramos. ent.ão. que as condicões C4.3). C4.6) e (4.6) são 

necessárias. 

Para provar que são suficientes, das eq.C4.6) a (4.6)~ 
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lemos: 

c g) i/2 • 
n r ---- = ' 9 i. i i-=1 

Substituindo as eq.C4,7) e C4,3) em C4.2): 

il (fff M. au 12s \.1 

' 

9 

k 2 \f f f 
i~i 1 2: 9 

Lembrando queM, não á runção deu .• temos: 
~ ' 

r r M 
+ 1 2 :!:Lil 

u• 

dU') au + 
1 

o, usando a oq.C4.6). tomos: 

• 
1 1 

u' g . r 
" ' 

"· usando " eq. C2.15). escrevemos: 

• 
f/;\.1 

• 
k

2
E ",L I = "' = - + " ' gi.i. 2 

t =1 

Subst.i tuindo em C4. 9). temes: 

~ J-r-1
!-u.,-'

' 

d ( dU') 
du

1 
fi dü

1 

4>i2 

gi.\. 
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v 
' 

g . 
" 

• rpi 3 
+ I " • gii. 

(4. 7) 

M. v.=O ,. ' 

= o (4. 8) 



1 [ 1 d (r du") 
"'21 + t?22 -+ .p - k

2
v ] + +- du

2 
2 dt.l

2 
+ C< " " g .. r u• ' 2 • •• • • 

1 [ 1 d ( dU') 
4>8t + r/> 82 + </> - k

2
v )=o + aü3 f 9 Ou9 + " "' "• g •• r u• ' 2 •• • • 

ou ainda. 

• dU') • 
l 1 [ 1 

~.(r, +j~i </> .. cu.) + k2 v.Cu.)] o 
du\. "'J 

: 

9\.\, f t.l " ' ' ' \.=1 ' ' 

EsLa equação só 4 sa~isfeiLa se cada colchete á zqro. 

isto 6: 

</> .. + k
2
v. = O 

" ' 
C4. g) 

1=1,2,3. ou seja. a equaçKo de SchrBdinger foi separada em 

~rês equações direrenciais ordinárias. As equações separadas 

são dadas pela equação acima. 

No próximo capítulo discuLimos o sisten~ de coordenadas 

parabólicas e resolvemos~ como exemplo. 

SchrOdinger para o efeito Stark. 
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5. COORDENADAS PARABÓLICAS 

parabólicas, de~alhando os coeficienLes méLricos. a expressão 

do laplaciano, as equações ordinárias ob~idas da separaç&o. 

hem come suas soluções e a ~orma mais geral para c po~encial a 

fim de que a equação de SchrBdinger seja separável. 

Como exemplo da equacão de SchrBdinger. discutimos o 
efeito St..ark'~!5,J.6t 

COORDENADAS PARABÓLICAS 

O sis~ema de coordenadas parabólicas é um 

coordenadas roLacional gerado pela transfor~cão 

onde z = x + iy e w = M + iv 

Tomando-se: 
u = 1-' o !- 1-' < 00 • 
u. = v o s v < "' 
u = V' o ;f V' < 2n • 

lemos as seguintes relações com Cx.y,z) 

X = J.1. V COSIJI 

sen1p 

• (IJ -
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sist.erna de 
1 2 

z = ~· 

C6.D 

(6. 2) 



As superr!cies coordenadas s~o: 

x 2 + y 2 = 1-./r.c 1-12 
- 2z) 

(parabolóides de revolucão c&ncavos para cima, ~ = ele) 
2 2 2 2 

X + y = V ( V + 2:z.) 

(parabolóides de revolucão cencavos para baixo. v = ele) 

y 

X 

Csami- planos. ~ = ele) 
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Usando as eq.C1.10), det-er-minamos os coeficientes 

r 6 dado por: 

r = ~ v cos~ i + ~ v sen~ j + 
1 • • -a Cp - v) lt , Lemos: 

~ = v cos~p i + v senlp j + JJ k ~ assim: 

1:::1·= • • 2 2 + 2 v cos lp + ... sen VJ I' 

• gu = I' + v 2 

Também: 

ltr 
cosnp i + p senlfl j - -u k o;; " I' 

l!:l" = • 2 2 2 • I' cos VJ + I' sen VI + " 
2 • 

"·· = I' + " 

Analogamente: 

ltr '"5ijl t - 1.4 v sentp i + u v cosVJ j 

Resumindo: 

g - g = ,~2 + v:t 
.U-22,... 
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2 + = I' 

2 + = I' 

v• • por-tanto: 

• por'Lant..o: " ' 

port.ant..o: 

(5. 3) 



SubsL1luiodo a eq.C5.3) na eq.(1.13). obtemos: 

(6. 4) 

Calculamos as f"s • substituindo os valores encontrados 

nas eq. C5. 3) e eq. (6. 4) nas eq. C2. 6). assim: 

De 

Resumindo+ 

Cg) :t/2 

--:;:;-- = f/u,). F.Cu
2

,u•) 
9,. 

I.J. v= f'/J.l.).Fi<v.~.p)~ ent-Ko: 

f(p)=p • 

J.J v= fz.'v).F
2

Cf,J.,lf) • então: 

f
2
(v) ::::v 

( g) 1/2 

f C v) = v 
2 

f CyD = 1 • (5. 5) 

Calculamos o dete~minant-e de St-ãckél. utilizando a 

eq.C2.13J. na qual introduzimos as eq.(6.4) e eq.C6.6). assim: 
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Os cofat.ores s~o determinados at.r-avés das eq. C2.1D, na 

qual i ntrcduzimos as eq. (6. 3) e eq. C6. 6), assim: 

M s 
1 • = 

1i g" 

M • s .. g •• 
= 1 

(6. 7) 

M 
s 

1 = = .. 9, • 

Considerando os cor atores dados pelas eq.C5.7), podemos 

escr-evo&r a mat.r-i:il de St-Kckel como: 

[$] = C6.ED 

o o 

Obtemos a express~o para o laplaciano substituindo na 

eq.C1.14) as eq.C6.1), eq.C6.3) e eq.C6.4), 

"""' = 

"""' 
= 

Assim de: 

Temos: 

1 
( /.J2 + v 2 )~-JV 

1 
Cg) 1/2Drp 1 

gi i- 8uJ 

[ " ( ""' ) " ( ""' ) " ( õii 1-'V õii + õJV 1-'V õJV + 7iVi 

Logo, a express.Ko par-a o laplaciano ,fi, 

1 
a•q, 

1 ""' 
a•q, 

1 ""' ] + L~-~· 
+ 

õii + + ;;;; 
CJ./+ v"J ... ov• v 
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J.J.2+va 

""' )] ;;;; ""' 

1 
11"4> 

2 • 

""'" I' v 

(6. Q) 



Para separarmos a equaçg_o de Hel mhol t:z flzr/>+k 2 ~=0. onde 

'1
2 4> á dado pe-la eq.C5.9). e 4J = t/J(J,J..v.ljl). usamos as eq.C2.17J. 

a subst..lt.uimos as oq.C6.1) o eq.C6.6) bem como os element..os da 

matriz de Sl~ckel dados pela eq. C6.B) 

Da eq.CZ.17), lemos' 

....!..... 9__ [ f 
f. du. ~ 

' ' 
ctu' ] 
du. 

' 
i = 1.2,3 

onde oo= k. 
"' tf = MC J.I) u" = NCvJ • u" = 'li('!') • 

Assim~ para 1 = 1 • lemos: 

1 d 
[J.l~~) ( k2J,J.2 "' ) • M o - dJ.I 

+ "'• -- = J.l 2 J.l 

d 2 M 1 dM [ k21J2 - " ) • M o (5.1 O) + dJ.l + " - = 
d/-12 /-1 2 2 

/-1 

Para i = 2. temos: 

1 d (" ~) ( " ) + k2v2 + • N o a;; " = v • 2 v 

d 2 N l dN + ( k2v2 
C( 

) • N o (5.11) + + "' = 
dv2 .... dv 2 • v 

Para i = 3, témos: 

d 2 W 
+ a. w =o C!3.1Z) 

d'!'. • 
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.. " = p• • 
A eq.C5.10) t.oma a fof'ma: 

cuja sol ucão é: 

• p 

..,• ) M = O 

M =A J Ck,iq!J) + B J Ck,iq!J) ou 
p -p 

M = A J Ck,iq!J) + B Y (k,iq!J) 
" n 

pois é uma equação de onda de Bessel: 

2 
dz 

cuja sol uç~o ~: 

1 -z 
dZ [ k• 2 + • az+ z q 

7. =A J (k.q.z) -+ B J Ck.q.z) 
p -p 

Z =A ,J Ck.q,.:z) + B V Ck.q.z) 
n -n 

,ou 

ra2endo a mudança de variável z = ip • ZCz)=MC~) 

A aq. (6.11) t.oma a r-or ma: 

1 --
" 

cuja sol uça.o é: 

+ q• 
• p 

..,• ) N = O 

N =A J Ck,qv) + B J Ck,qv) ,ou 
p -p 

N =A J Ck,qv) + B y Ck,qv) 
n -n 

C6. 13) 

pois~ a equação de onda de Bessel. cuja solução é dada 

pe-la eq. C6.13) 
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A •q.C6.12) loma a Forma: 

d''l' 

cuja sol uç:Ko 4: 

___, + p2 "' = o 
ctvl 

~ = A sen p~ + B cos p~ 

Determinamos a ~arma mais geral para o potencial (V) na 

equação de Schr~dinger, usando a eq.C4.3), na qual 

introduzimos as eq.C6.1) e eq.C6.3). 

Assim~ de: 

• temos: 

v t{p) v Cv) v
9

Cyt) 

v + • + = " .... 2 IJ2+ 2 2 2 v v 

" 
v 

(6.14) 

A equação dê SchrBdinger [ <f'o;t>+k 2 CE--\I) =Ol, ondé '9
2 

>jy 

~dado pela eq.C6.9), com o potencial dado por (6.14). pode 

se~ separada em tr3s equacões diFerenciais ordin~rias • usando 

a eq.C-4.9). 

As oquàc3es soparadas são: 

1 d ( dM) ( k2E f.J2 - " J M + k
2 ... • v

1
CJ.DM = O --

diJ " diJ "' " 
2 2 

" (6.15) 

1 d (v ~~ ) ( "' ) + k
2

E 
2 

+ " • N + k2 
v (v) N =O 

dv 
v v 2 2 2 

v 
C6.1eD 

ct"'l' 
- + ~· + k 

2 li 1p) o C5. 17J "' v = 
d'l'' • 
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Como exemplo da equac~o de Schrõdinger.apresen~amos o 

ereilo Slark Cdoslocamênlo dos nivéis do onorgi~ quo rosulta 

quando um átomo á colocado na pr·esenca de um campo elétrico 

ext.erno). 

A presenca de um campo elétrico externo E .na d1reçKo do 
o 

a!xo positivo 2, adiciona um ~ermo -e E
0 

z à enegia po~enc!a1 

na equacão de onda de Schrtldinger'.Par-a o átomo de hidrogênio, 

t-emos: 

-n• • 
zm v•q, - _!_q, 

p -e E., 
z "' 

= E 

"' 
2m [ • 

E ) v•q, + e + .. F.., + if> =O -- z 
h. p 

Ident.if'icando com " equação de SchréSdlngGr: 

"'""' + 
k 2 CE - v )f/> = o • l&mcs: 

k. 2m (6.18) = 
h' 

• -v .. 
+ e 8 = -- z 

r o 

Usando as eq.C5.3). temos: 

2 2 2 2 ;.;:: _;._ c ,• + .. •) r=x+y+z=.,..,..., por l-ant..o: 

r = 

Assim, 
2 

2 .. E (I' 

-V 2e o = + 
1'2+ • 2 " 

- v = 1 
( 2e

2 
+ 

. " 
- v2:) 
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1 
z = 13 • • CJ..J -v ) 

= 
4 e•+ 

eE0 v" ) 
2 

.. 
8 

• E o c~' -
c f.J2 + .,•) 

v•) 



Logo: 

v CyD = O • 

(5.19) 

C !S. 20J 

CELZ1J 

Introduzindo a eq.C6.?.1) na eq.C6.17). e considerando 

como anterj ormente, a. = p 2 

• temos: 

cuja sol uclo é: 

« -yD = A c os P\U + B sen P\Y 

InLrodu2indo a eq.C5.18) e a eq.C6.19) na eq.C6.15) e~ 

1 
!.1 

dM + ( ZmE_ J.Jz + 
a;:; h. 

t.emos: 

4me 2 

+ 
h. 

Introduzindo a eq. C6. 1 B) e a eq. (5. 20) 

considerando q• 2 t-emos: C< = .. C< = p 
2 • 

me E d 2 N 1 dN ( 2mE + • o ,• + dv " dv 2 " h 2 r.• 

na eq. C6.16) 

2 
p 

+ q2) N = 
2 

" 
Para resolvermos esta equação~ t-omamos v2 = x. logo: 

dN dN dx 
dv = d>ê dv = 

d 2 N d ( 2 = dv dv
2 

8 (X) 1/2 dN 

(X) ã/ll! 

2 dN 
dx 

dx 

dN ) 
dx = d ( a cx)•,....a dN ) dx 

dx dx dv 

... 

o 



e,subsli~u1ndo Lemos: 

d 2 N me E • 
4x + 4 dN + ( ZmE p 

+ q') 
dx2 dx X-

h2 

me F. d 2N dH (-!2 X 

o 
X -+ dx + 

dx
2 

4h
2 

Considerando E0 = O, un~ vez 
1.17} teoria de pe~turbacão , temos: 

+-1_dN 1 (~ 
x dx i?.h2 

o x• N o ~ 

n• X 

• 2 

2 
p q 

] X + N =O 
4x 4 

quoe par a E ··0 precisamos 
o 

+ 
q• 

) N = O 
4x 

de 

Façamos agora: 

conveniênlen~nte 

NcxJ " x .S(X), escolhido 

dN ax= • onde S'= dS 
dx 

d 2 N <:<-i _, 
+ s·) " -2 .x-*s·+ s• ~) = OI X (a X S + X C- "' " s + " dx • 

d 2 N a ( s·, + Za S'+ 
2 " - "' 

dx 

S''+ 

; X 
2 X 2 

X 

"' Subst..i~uindo e cancelando x: 

2<> 
2 

S'+ "' "' s + " s + 
X 2 2 

" X 

Escolhendo 2 p2./4 Ct- = o • " ; 

p+! 
S''+----- S'+ [~ 

X 2h2 

Uma outra mudança do li po: 

s ) d 2 S 
onde s• • = • 

dx 2 

1 S'+(~ 
p' q• 

+ -)=o X h. 4x 
2 

4x 

p/2 t.emos: 

4x 
} s = o +-

escolhido convenientemente 
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Escolhendo • Cl- p2/4 ~o • " = p/2 • lemos: 

p+1 • 
(mE + 

q 

) s· ~ + S'+ s = o 
X ah2 4x 

Un~ out.ra mudança do tipo: 

escolhido convenientemente 

S'*= e-{Jx.r'":t. CT''- ~ T•+ (t/4 T) 

Su.bst-it.uindo e 

(l" 
T'~~ T#+ ~ T + 

eliminando o t.ermo exponencial í.-êmos 

" 
[-: T+T')+[ 

p+1 

Agora. escolhemos: 

(l' mE _'l =ãiiiE: -r + = o .port..ant.o. (i = 
r.• h 

p+1 • (l/2(p+1) 

( :X T' ~- (i T'+ -T"+ 

" " • (l(p+1) 

( 
q 

) T X T''+ (p+1-{lx) T' + -r 2 

f'azendo (lx = t 

d dt d 
(i 

d d. 
(i. d' 

dx =- dx dt = aí:" = -
dx

2 dt2 

• (j(p+1J 
~ (!' T''+ Cp+1-t)(j T'+ ( 

q 

-r z 
• p+1 

( ~(i - ) t T' '+ Cp+1-U T' + T 
2 
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= 

• 
+ -q-) T 

4x 

• E < o 

) T = o 

o 

) T = o 

= o 

= o 



TCx) • LPC{lx) 
n 

NCv) 

Resolvemos a equação C6.16), para MC~) analogamen~e à 

anler1or. mudando apenas a consta~~e de separação. 

No próximo cap!~ulo ap~Asen~amos os ou~ros nove sisLemas 

de coordenadas para os quais a equacão de Helmhollz é 

s&parável, bem como a forma mais geral do potencial a fim de 

que a équacXo de SchrBdinger seja ainda separável. 
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G.SISTEMAS SEPARÁVEIS 

NéQ~é cap!~ulo apresen~amos os on2o gistomag do 

coordenadas. classificados por Eisenhar~. que demons~rou serem 

os únicos <ver apêndice) em que a equação de H&lmhol~z 

tridimensional pode ser resolvida por separação de variáveis. 

Para cada um desses os 

coeficien~es métricos. a matriz de St~ckel. 

apresen~amos 

a express~o do 

Laplaciano. a separacão da equação de Helmholtz. as equac5es 

ordinárias obtidas e suas soluções. a forma mais geral para o 

potencial a fim de que a equac~o de SchrBdinger seja 

separável. E. finalmente expressamos o po~encial. em sua forma 

mais geral. quando possível. em coordenadas cartesianas. 

s&o: 

Os onze sistemas de coordenadas. deduzidos por Eisenhart 

Cilindricos: 

!.Coordenadas relangulares Cx.y.z) 

2.Cocrdenadas cilíndrico- circulares Cr.~.z) 

3.Coordonadas cilíndrico- elip~icas Cn.~.z) 

4.Cocrdenadas cilfndrico- parabólicas Cp.v,z) 

Ro~acionais: 

B.Coordenadas es~éricas Cr,9.~) 

ô.Coordenadas esferoidais alongadas ()).8.~) 

?.Coordenadas es~eroidais acha~adas Cn.B.~) 

S.Coordenadas parabólicas C~.v.~) 

Gerais: 

9. Coordanadas cênicas (r,6.Ã) 

10.Coordenadas elipsoidais Cn.6,Ã) 

11.Coordenadas Parabolcidàis C~.v.À) 
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SISTEMAS CILíNDRICOS 

O eixo de simeLrla é lomado como o eixo z. 

i. COORDENADAS RETANGULARES 

Este sistema é utilizado. po~ exemplo. quando estudamos o 

problema de uma particula quãntica con~inada em uma caixa (tB) 

Tomando-se: 

u 

u 

u 

As superfícies 

ortogonais 

• 
2 

• 

= " 00 

= v - "' 
= z 00 

coor-denadas 

X = ct.é 

y = c te 

" = ct.e 

1 

J-- -+---+--1-
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< X < 00 

< y < 00 

< z < ., 

sll.o planos mutuamente 

l· W'" • - tOf' ... 



Os cceficianles métricos são calculados a partir da 

aqC2.2) é as ~·s s~o determinadas pela éq.C2.6). en~~o: 

onde 

91:1 = g22= 9'9:9 ==- 1 

r =f =-r. =1 • 2 

O determinante de Stãckel é dado pela eq.C2.13),lcgo: 

s = 1 

Os cofatores sao obtidos da eq.C2.11) 

I<!=M=M=! 
H i.i 91 

A matriz de st.ackel pode ser escrita como: 

r~ 
-1 

-~] tSJ = 1 

o 

A axpréss5.o para o Laplaciano é dada pela eq.C1.14) 

7 .p•= 
a'.p a• 4> a•.p 

+ + 4> = <f>Cx,y,:z) 
{Jx. i1Y' iJ:z' 

Separac~o da equacão de Helmholtz C~~ + k
2
~ = 0) 

As equações separadas são dadas pela eq.C2.17). isto~: 

• • 
_1_ !!._ ( r ctu' ) + u' '\ "'· 4> . = o 
f. du. i. du. .l J l.J 

\. \. \. J"' 1 

• i =" 1. 2. 3 

.:<= k' e tf= XC>U if= YCy) 
' 

if=ZCz) 

Substit.uindo. tE!!mos: 

d
2

X C a + CJ.a) X o = 
dx 

2 2 

d 2 Y + " y = o 
dy' 2 

d 2 Z 
+ Ck' + " )Z = o --

dz 
2 • 
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Se 2 

"• = p 

cuja sol ucão ,, 
XCx) 

cuja sol ucão é: 

cuja sol ucão é: 

• temes: 

d 2 X • q') X o - Cp + = 
dx 

2 

• 2"-/2 • 2 :f./2: 

: A e'P + q ' " + B .. -<p + q ' 

d2 Y 2 + p y = o 
dy• 

YCy) = A sefi py + B cos py 

ZC:z) 
2 2 i/2 2 2 1/2 ·- A sentCk + q) zl + S cos[(k + q) zl 

e • temos: 

cuja solução é: 

XCx) = A sen(Cp2+ q 2
)s/

2xJ + J3 cos[Cp2+ q 2
)t/

2xJ 

d 2 Y 

dy• 
p• y = o 

cuja solucão é: YCy) = A ePY + B ePY 

cuja sol uç:ão á: 

ZCz) 2 21/2 2 21/2 = A sen(Ck- p) zl + B cos[(k - p) z] 
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Se " 2 

dx2 

= o 

= o 

• com solução: XCx) % A + B:x: 

• cem sol ucão: YCy) • A + By 
éy 
dy• 

d'-
L. + k 2 2 =:: 0 ~ cem sol ucão: Z(z) = A senCkz) + B cosCkz) 

dz 2 

A f'orma mais 

Schr8dinger tv"~ + 

geral para 
2 

k CE - V) ~ = 
o pot..encial 

o é: 

V = v
1
Cx) + v Cy) • v Cz) 

2 • 

BO 

na equac.l.o de 



2.COORDENADAS CILÍNDRICO- CIRCULARES Cr.~.z) 

Usamos esle sisl&m.a~ por éXmplo. no caso dé um flo 

condutor ao lchgo de um eixo carregado de corrente/ tP! ondas 

eletromagnéticas num guia de ondas co-axia1( 20 )e cavidade de 

ressonância cilindricaittl~ 

Tomando-se: 

u = ~ 
' u = ~ 2 

u = z • 
Ternos as relações com (x:,y.:z): 

:x: = r cosw 

y = r sen'lf' 

z = 2 

O~r<oo 

o,;~<Zn 

-oo. 5: z < ro 

As superfícies coordenadas sKo: 

x 2 
+ y2 = r 2 (cilindros circulares. r = cte) 

(semi-plAnos conlendo o eixo z. ~ = cte) 

z ~ cte Cplanos paralelos ao plano xoy) 

I 
I 
~ ,. .. , 

I. 
____ j 

fi.g: tll Coo:rdtrna.daa Ci.lÍ T1drico - Cit-cutQ.Tes ü:,'1p;z.J 
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Os coeficient.es m~tricos são: 

gu = ~~ .. = 1 • g22 = r• 

Cg)'...-a = r 

r- = r = 
2 • 1 • r = r 

' 

O de~erminan~e da Stãckel é: 

s = 1 

Os cofatores são: 

A malr!2 d~ SlKckel pode ser escrita como: 

[ 

O -1/r
2 

-1 ] 

[Sl = O 1 O 

1 o 1 

A expressão para o laplaciano é: 

1 
r 

1 

r• .</> = '/l{r.>f.Z) 

Separação da equação de Helmholtz (~f + k
2
~ = 0). As 

equacões separadas são dadas pela eq.<G.17). sendo: 

"' ' 
u'= RCr) 

1 
r 

u"= 2X z) 

ea 



d.'l' 
+ " "' = o 

d>P2 2 

d27 
(k • .. + + a) z = o 

dz • • 
Se ct2 = p2 

d 2 R -+ 

.. 
1 dR 

temos: 

O CEquacão de Bessel) 
de 2 

euja solução 6 dada por! 

Rü) = A J Ciqe) + B J Ciqc) 
p -p 

cu • se p é inLeiro 

RCc) = A J Ciqr) + B Y Ciqc) 
n -n 

d'>P 

ci>l<" 
+ p 2 ~ = o , com solucão: 

« VJ) = A sen C pyü + B c os C ptp) 

d
2

Z + Ck2 + q 2 ) Z =O • com solucão: 
dz 2 

:ZC:z) = A sen[Ck 2 + q 2
J$/

2 zl + B cos[Ck 2 + q 2 )!i/2:zl 

Se " • = o e • temos: " = q • • 
d 2 R 1 dR q• R =o sclucão: -- + - de • com 
dr 2 ... 

RCr) = A J
0
Ciqe) + B Y.,Ciqr) 

Pois é obtida da equação: 

d 2 X 1 dX - + + q 2 X = O cuja solução é: 
dx2 x dx 

XCxJ = A J
0

CqxJ + B Y
0

CqxJ com a substituicKo: x = ir 
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= o com sol ução: 

d 2 Z + Ck 2 + q 2
) Z -= O 

dz
2 

com solução: 

ZCz) = A sen(Ck 2 + q 2
)J./

2:zJ + B cos(Ck 2 + q 2
) i/

2 zJ 

Se " = "' = o • lemos: 
2 • 

d 2 R + 1 dR o com sol ucão: dr = • 
dr • r 

RCr) = A + B ln r 

ct">~< 

= o 
ct'i" 

• com solucãa: 

'i< 'I') = A + B 'I' • com solução: 

ct 2 z + k' z o com sol ucã.o: = • 
dz • 
ZCz) = A senCkz) + B cos(kz) 

Da eq.C4.3) ob~emos a ro~ma mais geral para o po~encial 

na &quacKo de Schr~dinger. assim: 

Sabendo que: em 

coordenadas car~esianas: 

VCx.y.z) 
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3. COORDENADAS CI Lf NDRI CO-ELf PTI CAS 

Est.e s1.st...ema foi utilizado por Bonsignori e Sal vi ni t%t> 

na análise do problema malem&t...ico do campo de pot...êncial para 

fibras cilíndrlco-elípt...!cas de compriment...o infinito. 

Tomando-se: 

u = " o 5 ,., < "' 1 

u = 'I' o s; '11 < Zn • 
u = z _., < :z < ., • 

lemos as seguintes relac~es com Cx.y.z): 

As supe-r.ficies 

( " 

x = a coshn cos~ 

y = a senhn sen~ 

z = z 

coordenadas s3.o: 

X )\ ( 
y 

coshn a senhr, 

C cilindros el! pt.i c os • ,., 
X 

( a COS'If )\ (a :enV' 

f = 
= ele) 

r= 1 

1 

(cilindros h1perb6licost ~ = cte) 

(planos paralelos ao plano xoy) 
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fi..g 14 Coo:rdonodo.a CUÍ ndri.eo-•li p1.i.ct111 (Y}~lp.z) 

Os coe~lcienles mé~~icos sKo calculados a par~i~ da 

eq.C2.2). e as r~s são dete~minadas pela eq.CZ.5), logo! 

• • • gii = 922 = a (cosh n - cos ~) g = 1 •• 

O de~e~núnanle de Slãckel é obtido da eq.C2.13) 

S = a 2Ccosh2n - cos
2
~ ) 

Os cofalores sKo dados pela eq.C2.11) 

M
31 

= a 2Ccosh2n - cos 2 ~) M = M = 1 
1.1 21 
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A matriz de StXckel pode ser escrita como: 

tSl 

-1 

1 

o 

2 -a ... cos~ 2

r) ] 

cos lp 

1 

A expressão para o Laplaciano é dada pela eq.C1.14) 

1 
+ 

tJ•.p 
) +-

{Jz2 • 2 2 
a Ccosh n - cos ~.p) 

Usando a eq.C2.17), separamos a equação de Helmholtz 

CV
2
~ + k2 

~ = 0). onde: 

u" = ZCz) 

As equações separadas são: 

d
2

H 
Cot • cosh 2

n) H o + "'• .. = 
dr) 

2 • 
ct">~< 

2 + (e< + "'• a cos
2

vD "' = o 
d>p • • 

d27 
Ck' .. + + "'•) z = o 

dz 
2 

2 

Se a 
q = C< -r e • À = c:t + Cl 

2 • 
, temos: 

A primaira ~quaçao toma a ~orma: 

d 2 H - C\. + 2q cosh 21)) H = O , com sol ucão: 
dr). 

HC ry) =A ce <in,-q) + B re Ciry,-q) m m 
ou 

A se Ci~.-q) + B ge Cin.-q) m m 
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pois é obtida da equacãc' 

1 
2- L!_+ 

l " 
- -;:;-:01-r ) dX + 
x-1 dx ( 

4qx - CZq + f-) 

x<x - 1 

cuja sol ucã.o é: 

X<x) =A cemcx.-q) +a f:'emcx.-q) 

ou 

com a substitui:~: : ~ :::~ :~.-q) 
A segunda equac&o ~oma a f:'orma: 

d'>l' 
--- + (À + 2q cos ê~) ~ = O , com solução: 
d>I<" 

\l<VJ) ""A cem(ilp.-q) + B femCiYJ,-q) 

ou 

se (!w.-q) .. + B gem(i!f.-q) >l<lf') "" A 

pois é obtida 
2 

da equacã.o para X, com a substituicãc: 

X = COS lp 

A lerceira equaç&o ~orna a forma: 

d"7 4q 
__::: + Ck 2 + ) - = o 
dz

2 2 ~· 
a 

cuja solucão é: 

sen [(k 2
+ 

4q r·z] cos[(k 2
+ :: r·z] Z(z) =A + B 

a• 

Se " q = -a • 4"" " • temos: 

(À - 2q cosh 2~) H = O .com solução: 

HC >J) =A ce Ci~,q) + B fe Ci~,q) 
m m 

ou 

HCn) =A semCiQ,q) + B gemCi~,q) 

pois é obtida da equacão para X. fazendo x = cosh2n. 

as 



2 + (À - 2q cos tp) IJt = o 
d'i"' 

(equação de Mathieu) 

.Z(z) 

com sol ucão: 

ou 

i<y;) = A se Ctp.q) + B ge CVJ.q) m m 
2 pois é obtida da equação para X, fazendo x = cos y; 

d z• 4q 
-+ [ k

2 
--. ) z :::::: o • com solução: 

dz
2 a 

[( k. :: r·z ] + B cos ([ k' -
4q 

= A sen 
2 a 

Se " = "' = o ternos: • • 
d 2 H o = 
dn 

2 
• com sol ucão: HC TJ) = A + B ·ry 

d2'il 
= o 

d"' • 
• com sol ucão: « ip) = A + B VJ 

O • com solução~ 

Z(z) = A san(kz) + B cosCkz) 

r·z] 

Usando a eq.C4.3)~ delerminamos a ~orma mais geral para o 

potencial na equação de Schr5dinger [~~ + k 2 CE - V) ~ = OJ 

Expressamos o 

cartesianas~ usando: 

senh
2 r; = A + B 

polencial 

2 
sen lJ! = -A + B 

89 

em coordenadas 

, onde: 



4.COORD8NADAS CILíNDRICO- PARABÓLICAS 

Usado, por exemplo. na análise 

espalhament-o d& elét..rons relat.ivist!cos 

dispérsor com sime~ria associada 
(2::0 cilindrico-parab6licas . 

Tomando-se: 

u • I' 1 

u = L> 
2 

u = :z • 

o 
-oo 

-oo 

-Lemos as relações com Cx.y.z): 

! I' 

< L> 

( z 

X = 1/2 (J .. ? - z}) 

y = 1-1 v 

As superfícies coordenadas são: 

(cilindros parabólicos. ~ = c~e) 

(cilindros parabólicos. v =ct..e) 

z = ele 

Cplanos paralelos ao plano xoy) 

90 
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00 

00 

00 

do 

por 

às 

processo de 

um 

coordenadas 



Os coeficientes métricos são calculados a parLir da 

eq.C2.2), a as r•s são determinadas pela eq.C2.6) 

Cg)
.t/2 2. 2 = 1-1 + v 

r • = 1 

Os co~atores são dados pela eq.C2.11) 

91 
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A mat~iz de St~ckêl pode ser escrita como: 

[SJ = [ ~ 
-1 

1 

o 

-~: ] -v 

1 

A êxpressão para o laplaciano ~dada pela eq.C1.14) 

1 

Usando a eq.C2.17)~ separamos a equaclo de Helmholtz~ 

onde = k
2 

''t u" = NCv) 

Cot + ct tl') M -= O 
2 • 

d 2 N + c "'• - "' 
,•, N = o 

dv 
2 • 

d
2

Z + Ck 2 + <>..) z = o -· 
dz • 

Se a
2 

= q 2 Cp + 1.J""2) e ct
3 

= q 2 /4 

A primeira equaçKo ~orna a rorma: 

d 2 M 

d~· 

cuja sol uc~o é! 

ti' = ZCz) 

] M = O 

MC~) = A W 0 Cp,iq~) + B W 0 Cp,iq~) 

gz 



pois é obtida da equacão: 

ct 2 x 
+ [ C + D x 2 J X = O • cuja solução é: 

dx2 

sendo: 

a D; 

fazendo a mudança de variável: x = iJ.,J. 

A segunda equacão loma a forma: 

+ 1/2) - O Cequacão de Weber) 

cuja soluçi.o é: 

A terceira equação -toma a !'onna: 

d
2

Z --- + Ck 2 + q 2 /4) Z =O 
dz2 

cuja sol uç.lo é: 

ZC:z) =A SEm[( k 2 + q 2 /4)fL/ 2
zJ + B cos(C k 2+q2/4.)v2zl 

Se ot2 = e 

q 2 Cp + 1/2) - M =O Ceq.de Weber) 

com solução: 

2 

d
2

N [ 2 -- q Cp 
dv

2 +~-]N=O 
com sal uc~o: 
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Se 

O • cuja sol uç3.o é: 

Col2: "" o .. 
d 2 M + q 2

~J
2 

M = O 
df-J. 

com sol uç~O! 

MCIJ) = 1-..l:t/a: [ A J
1

Cq1-J2 ,...'2) + B .J_
1
CqJ]/2) J 

NCv) = v 1/ 2 [ A J
1
Cqv2/2) + B J_..,Cqv2,,t:D 

d 2 Z +- q 2 z 2 z = O • com sol uc,lo: 
dz

2 

A ro~ma mais geral para o potencial na equação da 

Schr6dinger é ob~ida da eq.C4.3),assim: 

VC~J.v.z) = 
v i CJ.i) + v2Cv) 

J.J2 + 112 

Lembrando que~ 

+ C 2 2)1/2 
X y -X 

expressamos o potencial em coordenadas cartesianas: 

vcx.y.z) = 1 
[ 

2 2:l/2 221/2] v1.'X + Cy- x )) + v 2C-x+(y -:>e)) + 
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SISTEMAS ROTACIONAIS 

O.COORDENADAS ESFEROIDAIS ALONGADAS 

São usadas no tra~amen~o de problemas de dois cen~rcs, por 

&X$mplo o !on da molécula da hidrog~nio ~ um sis~ama de dois 

pr6~ons os quais pensamos fixes nos pontos focais e um elétron. 

e em problemas dê esteróides condu~ores ou diel~Lr!cos coloca

dos na presença de um campo el*tricotts? 

Tomando-se: 

u = 'l o " ' u = e o 5 • 
u. = 'I' o 5 

lemos as seguintes relacões com Cx,y.z): 

x :::;: a senhn sene cosnp 

y = a sonhn sen8 cos~ 

z = a coshn cose 

As superficies coordenadas são: 

a 2 senh2
r, 

Cesfer6ides 

2 
X 

+ 

• • a senh n 

alongadas. 

• y 

'l 

+ 

+ 

= ele) 

• z 

z z 

a 2 sen2 e a
2
sen

2 e a
2
cos

2 e 

'l 

e 
'I' 

( hi per bol61 des de duas !'olhas e = 

y 

< 00 

5 " 
< Zn 

= 1 

= 1 

ct.e) 

lg 'I' = 
" 

<semi-planos, 1f = c te) 
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: .. , . ..,. 

fig tiS Coordonc.daii~ó Eaferoidcí• Atongo.daa <T),$,VJ> 

Os coeficientes m~tricos são calculados a par~ir da 

eq. C;Z. 2) 

Cg) t/2 = 2 2 2 a Csenh TJ + sen G) senhn sane 

f
2 

= sene 

O deLernUnante de Stãckel é calculado a partir da 

eq. c a. 13)' 

2 2 2 
a Ccosh T) - cos $) 

Q6 



Os cofatcres ~ão dados pela eq.C2.11) 

M = M = 1 
u 21 

M = .. senh 11 n + sen 2 e 
---::------

senh2n sen2G 

A ma~riz de S~ackel pode se~ escrita como: 

r 
a

2
senh 2

1) -1 

[SJ = a 2sen 2 8 1 

o o 

-1 /senh:n ] 

-1/senh r, 

1 

Obtemos a exp~essão para o laplaciano usando a eq.(1.14) 

1 
2 2 • a Csenh n + sen 8) 

+ 1 

Separaç~o da equac~o de Helmhol~z(~~ + k
2
~ = 0) 

As equações separadas são oblidas da eq.CZ.17). sendo: 

d
2

€l 
+ cot..ge d€l 

Ck 2a 2sen2e 2 o + + C( - o. /sen 8)9 = 
dt>2 d$ 2 • 

d'>l' 
+ " "' = o 

dl" 
2 • 
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Se ot =- pCp+1) 
2 

e Ol = q
2 

• t.emcs: 
9 

A primeira equacKo t.oma a for-ma: 

d
2

H dH [ • 2 • -- + cot.gl) ~ + k a senh n -
dnz. un 

pCp+D -

que é a equação de onda de Legen.dr-e129
). 

q• 

---=--] H= O 
senh

2 n 

q' 
2 

Cz - d·-1) ~ + a:z 
dz

2 dZ r··· az + k a Cz - 1) - pCp+D - -.-z-=-2 --1- ] Z = O 

cuja sol ucão é: 

subsliLuindo z = coshn logo: 

HC)1) = A .'Pq(ka.cosh'))) + B J::'q(ka,coshr,) 
p p 

A segunda equacgo loma a forma: 

dE> [ 2 2 2 + cotge de + k a sen e + pCp+1) -

que é a equac~o de onda de Legendre 

subsLit.uindo z =cose. logo: 

A lerceira equaç~o t.oma a forma: 

d2>1' 
2 --+q >1'=0 

dyl 

cuja sol uc:ão 6: 

• 
-q-:c

2
- ] e = o 

san e 

~(-tp) = A sen( qlp) + B c os( q;p) 

A rorma mais geral para c polencial na equacão de 

Schr~dinger é dada pela eq.C4.3) 

VCn.G,y;) = 
vi(ry) + v2($) 

+ 
a 2 Csenh2n + sen2 8) 

llB 

a
2 

senh
2 r, sen

2 e 



e. em coo~danadas cartesianas. com: 

senh 2:'1} • A + B sen
2

€J = -A + B 

x•+ 
C r • a•) 

(A• -A = B = + 
2a • a 

• • • = a Ccos e + senh n) 

temos: 

v = 1 

2a
2

B 

gg 

• y 

• 

ond&: 

)t/2 

v Cy/x) • 



?.COORDENADAS ESFEROIDAIS ACHATADAS Cr).S,lf) 

Es~e sistema roi usado para descrever o campo 

gravitacional terrestre por J.P. Vi nt.i (2 ": Nos problemas de 

&sf'eróidês condutores ou di&l4Lricos num campo 

uniforme 
(.iQ} . 

Tomando-s:a: 

u = 11 o ,; 11 < 00 
1 

u = "' o $ "' < " 2 

u = '11 o s '11 < an 
" 

Lemos as seguin~es relações com Cx*y,z): 

As superfícies 

2 
X 

x = a coshn sen& cos~ 

y = a cosh~ sen9 s&o~ 

z = ;::, senhry cose 

coordenadas sKo: 

• y 
+ + 

• z 

a• cosh
2

't) a 2 cosh 2 n a
2
senh

2 n 

C éSf'er 6i d&s achat.ados~ 11 = c "L&) 

x• y• z' 

= 

+ ----= 1 
a 2 sen2 9 a 2 sen2 9 a 2 cos 2 e 

Chiperbol6ide de uma folha. e = ct..e) 

y 
tg '11 = 

X 

Csemi-planos. ~ = cte) 
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Os coericien~es mé~ricos sAo calculados a par~ir da 

eq.CG.êa. e o valo~ das r•s s~o dados pela 6q.C2.6) 

2 2 2 
9u = 9

22 
= a Ccosh Y) - sen 8) • 

2 2 2 
g = a cosh n, sen e •• 

f' 
1 

= coshn f
2 

= sen9 

o de~9rminan~e de s~~ckel Q ob~ido da eq.(2.13) 

• 2 2 
a Csenh YJ + cos 8) 
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0$ cofalores são de~ernUnados pela eq.CZ.ll) 

h 2. 2e cos n ·- sen 

2 2 
cosh r; s:en e 

A ma.lriz de SUickel pode ser >2<scr· .i ta como: 

[ 
2 2 -1 2 

] 
a cos:h n 1 /cos.h n 

[ SJ 2 2 
1 -1/sen 2·e = -a sen e 

o o 1 

A exp!"'e-ssãc pal'.a " 1 apl aci a.n.o é dada pela eq.C1.14J 

"'"' 
j [ 

a•<t> iJ,P a•,p !Jj> 

J = + tghn + + colge 
a 2 Cct...,sh 2

1) - sen2 8) iJr/ iJY'} ae• ae 

+ 1 
2 2 2 ~,2 a cosh f} sen e vy-

A -separ-.aç~o da e-quação de Hel mhol t.z é dada pela 

eq.C2.17). Se!)dO: 

"' = ,. u' = HCrP if = €lC8) u" = «'f) 
' 
d 2 H dH [ 2 2 2 

c; 

) • H + tghn êfi) + k a cosh n - C< + ------ = o 
2 2 2 

dl) cosh r, 

ct 2 e dEJ " ] cotg6' ( 2 2 2 • e o + de + -k a sen e + " = 
cte 2 2 sen2 e 

d 2 W 
+ C< \1< = o 

d'l' 
2 9 

Se pCp+1) 2 

"' = e "' = q 
2 • 

A primei1·a equo\çl'\t .. ") Lo!'J:Ja-·s:e: 
2 

d 2 H dH ( 2 2 2 
q 

) + tghn 
Ó)) 

+ k a cos TJ - pCp+D + H = o 
2 2 

dlJ cos:h ry 

1 oa 



qu~ B a equação de onda dG Legendre, dada na seção 

an'ler i or subs~ituindo z ~ 1 senhry~ logo: 

"' A :PqCika.isenhry) + B XqCika.isonhJ?) 
p p 

A segunda equação loJ·na-se: 

de + 
de -k a sen 8 

( 
2 2 2 

2 
q 

+ pC p+D - ----: 
2 

sen e 

que é a Gquação de onda ds Legendro-, 

z = cose. assim: 

= A .:PqCika.cos$) 
p 

A tBrcei r a equação Lor·na-se: 

dz'i< 
2 +q lJlo::::O 

dlf?. 
, cuja solução é: 

) "' = o 

subslituindo 

f\ forma mais ger-al para o polencial á dada pela eq.C4.3) 

v c ry) + v (9) v c 'j') 
a • z + ·------------

z 2 z a Ccosh ry - sen $) 

Em coar denudas c ar t.E!'si a nas, com: 

2 
cosh Yf = A + B • 

2 
cos e ·- -A + B • 

A = 

temos: 

VCx,y.z) -~ 

+ 

2 2 
r - a 

2 
2a 

J ( v
1

CA + B)
1

/
2 + 

2a
2

B 

v Cy/x) • 
2 2 

X+ y 
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SISTEMAS GERAIS 

Q.COORDENADAS CÔNICAS Cr.8.)1.) 

Esta sistema foi usado para descreV$l' as auto 

.funcões do momento angular de um rotor assi mét.r I co< 25 ~ 

Tomando-se: 

u = r os r < ., 
' e b2~ e'< 2 

u = c • 
u = À 05 À'< b' • 

temos as relações com Cx,y.z): 

onde c
2> e"> À., 

As super-fi eles 

2 =[ r e À 12 
X b c J 
• r 2 ce2

- b 2
JCb

2
-y = 

b
2

Cc
2

- b.) 

2 2( 2 b2:)( 2 r c - c -z = 
c 2 Cc 2

- b") 

o 
coordenadas sã.o: 

x.'l+ y2+ z? = r2 

(esferas. r = c~e) 

+ 
e• 2 e• c -

À.) 

À.) 

= o 

Ccones elip~icos. e = eLe) 

+ 
2 '2 c - h 

=o 

(cones elipticos. À = cte) 
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9--, 

H.g 18 CoordGoT"Ja.do.ii côni.eas {r, 8 , A ) 

Os coe~icien~es mét~icos são calculados a partir da oq.C2.2). e as 

f~s são determinadas pela eq.C2.5)~ logo: 

= 1 • 

.1/2 Cg) = 

O de~erminante de Stãckel é obtido da eq.C2.13) 

106 



s = 

Os cofatores são dados pela eq.C8.11J 

M = S 
" 

• M = 
21 

1 M = 
31 

A matriz de SUickel pode ser escrita como: 

1 -1/r 2 

e 2 

[ Sl = o 
C$2- b2)(c2- e•J ce 2

-

o -À· 

Cb
2

- À 2)(c2- À.) Cbz-

1 

o 
-1 

b 2 )(c?- e•J 
1 

/\.
2
)(c 

2 À.) -

Obtemos a expressão para o laplaciano a partir da eq.C1.14) 

+ 2 -+ 
r 

2 2 2 -e r 2e -cb + c J J 

1 

Separação da equação de Helmholtz 

+ 

~~equações separadas são obtidas da eq.C2.17). considerando: 

"' 1 
tf = RCrJ 
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d'R 2 dR (k'-
a 

) + 2 R o di" + = 
dr • ,. • r 

ce 2
- b2JCc2- 612) ct•e - e [292

- Cb2 + c2) J cte 2 
+ c~ e- (l(g;J e 

cte• di!J 
2 

Cb
2

- ) • .")Cc2
- À2

) 
d L 

+ À [2À
2

- Cb2
- c

2
)J 

dL 2 " ) L (a À -
dÀ

2 
dÀ • • 

Se o:
2 

= p Cp+1) e ot
9 

= q Cb2 + c
2
). t.emos: 

A primeira equação ~orna a ~orma: 

pCp+D 

cuja sol uç~o é: 

RCr) = r -v.2 A J Ckr) + B J (kr) 
pU/2 -tp+i/2) 

pois é a equação de Bessel: 

cuja sol uci.o é: 

1 dR dX + [ k• _ 
-r- di" ar ] X = O 

XCrJ = A J Ckr) + B J CkrJ s -s 

após a mudança de variável: 

= o 

= o 

A segunda equacão t.oma a forma: 

2 
ce2- b.zJCG:t- c2J !:!_~+e [282- Cb2+ c.zJJ de- CpCp+1)G2- qCb2+ c.z)J e=o 

d8
2 

d$ 
CEquac~o de Lamé) cuja solução á: 

ece) = A y•ce) + B w•ce) 
p p 

Uma vez que é um caso particular da equacão: 
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1 
z 

A ~erceira equação: 

l&m sol uc!lo: 

LCÃ) = A YqCÃ) + B ~CÃ) 
p p 

dZ az+ 
2 • 

[ 

Cb + c )q - pCp+1) 

z(z - b)(z - c) 

• subs~iluindo z = e2 

O • com sol uç:ã.o: 

RCr) = 1 [A senCkr) + B cosCkr)J 
r 

pois é obtida da equacão: 

com a subslituição: Z = R r . 

ZCr) = A senCkr) + B cos(kr) 

En~Ko. para as cu~ras duas equacões ~amos: 

dE> ) dª' = O e 

1/2 

À 2) J dL ) = O a;;: 

com sol ucões: 

€>(8) = A + -•( B sn b 
c ) 

pois ambas são oblidas da equação: 

d ·... 
dz

2 
= o ZCz) = A + B z 

""-A+Bsn- 1
( 

substituindo: 

À 

b 
b 
c 

·+) 

} 

Usando a eq. C4. 3). obtemos a for· ma mais geral para o pot...enc1al na 

equação de SchrOdinger. 
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v ce) ce2
- b2)Ccz- e•) v (},_) Cb

2
- À2)(c2- À2) 

VCr,e,À) v C r) + 2 + • = • c e•- c') ce 2
- À') 

Ou ainda. usando notação de Eisenh«llr-t (26) 
a 

X = X dn • Cx • k) • sn (X
2
.k') 

y = " sn • Cx • k) • dn Cx 2 ~k·) 

z = X cn Cx
1

, k) cn Cx
2
.k') • 

onde k e k' satisf'azem a rel acã.o: k"+ k'" = 1 

Usando relações~ sn2 + 2 
1 dn2 + k

2 sn 
2 

1 dn
2

-
2 2 k'' as cn = = k cn = 

obtemos: 

x
9 

= r 2 
• onde: 

A = 1 r k2x2 k. 2y2 + Ck
2

- k• 2 )z 2 J -
2r 2 

k' k'2 2 

( A• + " r/· B = 2 

' 

" dai o pot.encial é dado por: 
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10.COORDENADAS ELIPSOIDAIS 

Este sistema tem sido usado em Mecânica. teo~ia do potencial. 

elelrodin~núca e hidrodinãmica! 27
) 

Tomando-se: 

• < • < u = >) c >) 00 

' e b2 < e• < 2 
u = c 

2 

u = À o 5 )..2 < b2 

• 
temos as relações com Cx,y,z) 

2 [l)eÀr 
X = b c 

(l) 2 b2)(82- c2)Cb2- )..') -
2 y = 

b2 C c 2 - b2) 

(l) 2 • 2 2 • i\') - c )(c -e )(c -
2 z = 

c• C c • b') -

onde n" > c• > e• > b' > )... > o 

As superf"fcies coordenadas são: 

2 • 2 

" y z 
+ + = 1 

2 2 b. 2 2 l) >) - >) - c 

<elipsóides. >) = c te) 

• y• z" X 

+ + = 1 
e• ez- b2 • e• c -

Chiperbol6ides de uma folha. e = ct.e) 

• • • X y z 
= 1 

;,' b·- )... 2 )... c -

C hi per bol ói des de duas f' olhas. À = c te) 
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: 

y 

H.g i !i) Coordenacla.a Etip~aoidaia 0).8.:\ 1 

Os coeficien~es métricos são calculados a partir da eq.C2.2),e as 

J:'s são determinadas pela eq. c a. !'D. 1 ogo: 

• e•)cl') 2 t..•) c e•- ~..·)('I) 2 e•) cn - - -
9,. = 9 •• = 2 

b
2

)C'I) 
2 c') c e•- b2)Cc2- e•) c 'I) - -

2 cn - À2)(82- t..•) 

g •• = 
Cbz- Ã.2:)Cc 2 t..') -
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[Sl = 

O deLernúnanLe de Stãckel é dado pela eq.C2.13J: 

s = 

Os cofatores s~o oblidos da ~q.CZ.i1) 

ce2- >-.2) 

A mat..riz de- St.!ickel pode ser escrila 
2 1 Y) 

C r, 
2 

b
2

)C Y) 
2 c•) (Y) 

2 b 2JCr/-- - -

-e• -1 

(62- b
2
)Cc 

2 e•) (62- b
2

JCc 
2 - -

k" 1 

(b2- À 
2 JCc 

2 À.) Cb
2

- À2)(c2--

112 

como: 

c•) (Y) 
2 -

e•) ce2
-

'!) Cb
2

-

2 
Y) 

b2)()'}2_ c•) 

-e• 
b2)(c2- e•) 

À2 

X2)(c2- À 2) 



A expressão para o laplaciano é obtida da eq.C1.14) 

2 bz)Cn2- c2) 1 :t/2 [c>? - a [ rcn 2
- b 2 )Cr/- c 2 )J:u2: "i> 

<li> = "Tri "Tri ] + 2 $2)(yt2_ ,_., c Y) -

rce•- b2)Cc2- 82)] :t/2 
iJ [ rce2_ bz)Ccz- 8 z, 1 ;.,.,:z iJi> 

]· + 
2 82)Cr,2- ,_., ãe ae 

(Y) -

((b2- À 2)Cc2- À2)J1/2 
{! [ (Cb2- 'A. :z)Cc2- À 2) 1 :t/2 iJi> 

] + • "•)(e•- À.) ifl, ffj; 
()) -

Separacão da equação de Helmhollz. 

As equações separadas são ob-tidas da eq.(2.17), considerando! 

tf' = LC !\) 

2 b 2 )Cr?- c•) d 2 H • Cb2
- c2) J dH tkzn"+ a n 2 + <>,l H o c,., - + T) [ 2)) - + = 

d)) • dn 
2 

ce2
- b 2 )Cc2

- 8 2
) 

d2® - e [282
- Cb2

+ c
2
)J 

dE> [k 2 8 4 + o. e2+ 
" l e o - - = 

de2 de • • 

Cbz- À ~Cc 2 - >..?) d 2 L + )\ [2.;\.2- Cb2+ C2) J dL + r k 2 x. 4 + OI >.,2+ " l L o - = 
d!\2 dÃ • • 

Se a
2 

= -pCp+1) 

A pr-ime-lr-a equacão tema a f'orma: 

2 2 • c Y) - b )()) -
2 

c2)d H+ nC2·,/- Cb2+ c2)J dH +[kzr/l-pCp+1)"1?2+qCbz+cz)J H=O 
dnz d"l? 

com solução: 

HC )}) = A YqCk • ry) + B 3"'qCk. 1)) 
p p 

(29} pois é a equacão de onda de Lamé : 
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2 2 . 2 2 

[ 

Cb + c )q -pCp+i)z+k z ] 
+ 1 [ -a 

1 1 
+ 

z -
1 

2 z - c 
] dZ 

dz 
+ ~ --------~----~~--- Z=O 

z Cz- b 2 )(z- c 2
) 

com sol uc.io: 

ZC:z) = A J'qCk .zu2
) 

p 

Analogamente para a segunda e terceira equações: 

cem sol ucão: 

de +r k2e•-pc p+De2 +qCb2+c2
) J 

de 

pois é a equação de onda de Lamé. com a substi~uicão z = 8 2 
• 

ê=O 

• 
CX2

- b 2 )Cil. 2
- c 2 )~ +Ã. [2Ã 2 -Cb2 + c 2 )J dL +[k 2 /\.''-pCp+1)Ã2 +qCb2 +c2)J L=O 

dÃ 2 dÀ 
com sol ucão: 

LCÃ) =A .Y'qCk~X) + B s:'qCk,Ã) 
p p 

pois é a equação da Lamé. com a substituição z = Ã.
2 

A ~orma mais geral para o potencial na equaç~o de SchrOdinger é 

oblida da eq.C4.3)~ logo: 

+ + 

+ 

Neste caso. não é possivel obter uma expressão para o potencial em 

funcão 
(2d} 

das coordenadas cartesianas. 

114 



11. COORDENADAS PARABOLOIDA1S 

{i!)} 
Em Maxwell • discu~e-se a densidade super~icial de um 

parabolóide num 

ret.,a inf'init.a 

campo inf'init.o. (incluindo o caso da 

em uma direção). e moslra-se que 

linha 

ala é 

inversamente proporcional ao quadrado da distância entre os 

focos. 

Tomando-se: 

u = I' b < I' < 00 • 
u = " o ( " < c • 
u = À c < À < b • 

temos as relações com Cx,y,z): 

Cx)2 4 
c~.~-bJC b-~.~)c b-À) = Cb-c) 

cy3 
4 C ~J-c)C c-v)(Ã.-c) = Cb c) 

z = J.l + " + À b - ç 

onde M > b > À > c > v > O 

A$ super~fcies coordenada~ são: 

+ c 
::: - 4Cz - JJ) 

(parabolóides elipticos côncavos para cima. JJ = cte) 

x• 

b - v 
+ = 4Cz - v) 

c - " 

(parabolóides alipticos côncavos para baixo. v =ela) 

= 4Cz - /\) 
c 

(parabolóide hiperbólico. À = cte) 
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li.g 20 Coord•n<:l.<i<a Pa.ra.bol.oí.da.l• if.J,V,À) }, 

Os coeficien~es méLricos são calculados a parLir da eq.C2.2), e o 

valor das f"s são dados pela eq.C2.6).logo: 

CJ-1 - v)CJJ - Ã.) 

g H = (I-' - b)(/-l Ô 

Cf-i v)CÃ. - v) 

g22 = (b - v5(c - v) 

CX. - v)Cf.J - À.) 

gsa = (b X50\ - c) 

Cf.J - v)Cf.J - Ã.)(À - v) 

[(!-' - b)C!-1 - c)(b - v)(c - v)Cb - 1\)(c - 1\)J uz 

~ Cb )*""2c )v• ... 
2

= -v c-v 
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O determinante da S~ãckel é obtido da eq.C2.13) 

C~ - v)C~ - À)CÀ - v) 

s = 
c~ - b)C~ - c)Cb v)Cc - v)Cb - Ã)(J... - cJ 

Os cof'at...ore-s são dãt.arminados pe-la eq. C2.11) 

(À - L>) 

M = êb v)êc v)(b Dê c À) H - - - -
c~ - ),.) 

M., = (~ b)(~ c)Cb :o o: c) - - -
c~ - c) 

M = (~ b)(~ c)Cb v) C' c v) .. - - -

A mat...riz d .. St.3cke1 pode ser ascrit.a como: 

• ~ -1 ~ 

cwb)ê~-c) (~ b)(~-c) (~-b)(~-c) 

2 v -1 v 
[SJ = Cb-v)Cc-v) Cb-v)(c v) Cb v) Cc-v) 

-À· 1 -À 

Cb-X)0:-c5 Cb-XSCX-c5 Cb X5CX-c5 

A expressão para o laplaciano é ob~ida da eq.C1.14) 

[ 
Cb-v)(c-v) ]t/2 iJ ""' + (cb-v) 1

/
2 Cc-v) 1

/
2 ôv] + 

C J-1-V) C À. -v) iJv 

[ 
Cb-1\.)CÃ.-c) r· 8 

[ Cb-X)
1

...-
2
CX-c)

1
/

2 :~] + 
c~-À)()..-v) iJÀ 

A separação da equação de Helmholtz é dada pela 

U2 = NCv) cl=k ,lf=MC~) 

eq. (2, 17), 

U
9 = LCÀ) • 
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( IJ-bJ( IJ-C) d 2 M + 1 [ ê!IJ - Cb+c) J dM + [k2f.J2 + " J M o a- "'•~-' 
- = 

d!J 2 
d!J • 

Cb-v)Cc-v) 
d.i'l 1 [8v - Cb+c) J di'l (k2v2 + 

" J 1'1 o + -a + a v - = 
dv • dv • 9 

Cb-À)Cc-X) d 2 L 1 [ê!À - Cb+c)J dL [k2À2 + "'" - "' J L o a- - = 
d>.." d),. 2 • 

Se "' = Cb+c)q e "' = -pCp+i) • • 
A primeira equação toma a forma: 

dM 2 2 [ê!!J - Cb+c)J + [k 1J - pCp+D - qCb+cJJ M = O 
d!J 

que á a equação de onda de Baer. cuja solução é: 

Analog:amGnt.lliil' para NCv) e LCÃ).t-&mos: 

d 2 N Cv-b)(v-c) --- + 
dv2 

com sol ucão: 

[2v - Cb+c)J dN + [k 2 v2 
- pCp+lJ - qCb+cJJ 1'1 =O 

dv 

NCvJ = A $qCk,vJ + ~qCk,vJ 

d 2 L C)..-bJC>..-cJ --- + 
d>-.' 

com solução: 

1 
-a 

p p 

dL 2 2 [2)..- Cb+c)J + [k >-. - pCp+lJ - qCb+~)J L= O 
d),. 

LC>..J =A $qCk,>..J + 8 ~q Ck,>..J 
p p 

A rorma mais geral para o po~encial é dada pela eq.C4.3) 

CIJ-b)C!J-c) Cb-vJCc-vJ Cb->..JC>..-cJ 
VC!J.>>,ÀJ = v 1 (1J) (!J-v)(IJ-À) + v 2 CvJ (!J-v)()..-v) + v3 C>..J C>..-v)C!J-À) 

Tamb~m neste caso. nlo é possfvel expressar o potencial 

em termos das coordenadas cart..esianasc~~~ 
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APftNDICE 

SISTEMAS SEPARÁVEIS DE STACKEL 

Em 1991 S~~ckel ' 4
) most~ou como determinar as quantidades 

H. na equacão de Hami 1 ton - J acobi 
' 

1 

Hz 
i 

-- + k2 
( 

/Jp ]' 
Dx. 

CE - VJp = O 

l ' 

a fim de que a solução fosse completamente separável na forma 

soma E X onde X .& funç,jio somente de :x. 
' ' ' 

(4} 
Em 1893 StKckel mostrou que quando a rcrma direrencial 

quadrática E H~ dx~ assim determinada, á tomada como a métrica 
' ' i 

Riemanniana de um espaço Vn , as equações das geodésicas de Vn 

admitem Cn-1) primeiras integrais quadráticas independentes 

além da f'orm.a fundament.al. 

Em 19Z7 Robertson' 2 )mostrou que para uma equação da forma 

admit.ir uma. solução em forma de produto n X,, onde X, é runcão 
' ' 

apenas de xl, as funcões H~ devem ser da forma de Stãckel e 

f(x) 

H• 
i 

' 

como no caso da equação de Hami 1 ton 

existe uma condic3o adicional: 
H 

Jacobi. Neste caso, 

" = n '/1. Cx.) 
onde ~ ~ o determinante das runcões de St~ckel 

' ' 
p. _ & Yl- é f'uncão quando mui to de x, 

LJ L L 
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F-m 1934 F.lsenha~~(i> mostrou que: 

Uma condição necessária e suficiente para que a fc~ma 

quad~ática fundamental de Vn possa ser dada na fornm da 

St...!kkel é que as equaç6es das geodésicas admi t.am C n.-1) 

primeiras integrais quadrAt.icas independentes; que as raizes 

das equações caraclerist.icas I a .. -,, 
destas integrais sejam simpleso que 

campo de vetores delerminado por C a .. ,, 

= O para 

-p"j#O 
' 

cada uma 

e que o 

= o 

saja normal e ser o mesmo campo de valores para todas as 

integrais primeiras. 

Uma condiç~o necessária e 
2 2 2 2 ds = e

1 
H

1 
Cdx

1
) + e

2 
H

2 

• iJ ln H. 

Jx. 
' 

' 

suficJ enle para 
2 Cdx

2
) + ..... + 

a'
2

1 n H• iJl n H~ iJl n H~ 111 n H" iJln H~ 
' ' ' ' ' + 

i1x. ""• 
+ 

"" ,""k "" ""k ' ' 

sejam satisfeitas. 

Ca.1) 

iJln H~ <11 n H" 
' k 

=O 

""• ""k 
(a. 2) 

A condicão P = n VJ. Cx. 5 
é equivalente às equacões 

' ' 

R .. = O Ct.#j). num dado sistema de coordenadas. 

" component...es do ~ensor de Ricci. 

sendo R. ,, 

'" Eisenhar~ determinou Lodos os Lipos de rormas reais a 

fim de que o espaço. com a forma fundamental: 
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seja euclidiano. e mos~~ou que eles sa~israzem a condiclo: 

e encon~~ou que~ em cada caso, as supe~ffcies coordenadas 

são obtidas das superficies quádricas confocais, incluindo os 

cases onde uma ou mais fanúlias consistem de planos. 

Estas formas e as relac~es entre as cocrdo&nadas 

cartesianas e as coordenadas xi s~o mostradas a seguir. 

SISTEMAS DE STACKEL NO ESPAÇO EUCLIDIANO 

As componen~es do tensor de Riemann formado com respeito 
(,28) 

à forma quadrática 

H• 
e. 

' i 
4 

n 

8 8 ln H~ 
-,.:-;--.:c-'~ + 

bx.jdxk 

ô ln H2 

' 

Bx. 
J 

{J 1 n H2 

J 

s~o dadas por 

itxk 

a ln H2 

' 

que. em consêquencia de Ca.2) pode ser escrito como: 

3 
0 2 ln H2 

i 

ax Jaxk 
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C a. 4) 



R = 
i.jkl 

o Ca.6) 

( 
8 2 1 n H, hln H. IJ 

( ln 
H 

) R" • ' ' ' = e. R + + 
JU.J ' ' ""~ 

/Jx, IJx' Ir" 
' ) J 

J 

[ 
8 2 ln H' /Jln H, IJ 

( ln 
H, 

) 2 J J J + e. H. + + 
J J itx~ 

/Jx, ;;;;, T 
' ' ' ' 

H' H" 111 n H llln H, 
+ ' J ' J C a. 6) ~ e.e.ek 

JXk âxk k (i ,j} " J H' 
k 

De Ca.1) t temos: 

IJ. 
ln 

H' 
' o = itx, IJx' H~ ' J 
J 

do que segue que: 

H' • e" H~ = 2 e,, C a. 7) 
= '\j f) ji. ' 

,, J " 
onde ,:\j é independent..e de X e JPji. de '"' Subst..it.u:indo em 

j ' 
Ca.1), -Lemos: 

C a. 9) 

ondo T. . ó i r1depondon t.o de x,. e T .. de x, 
~J ~ • 

Igualando a 2ero o lado direit-o de Ca.4), Lemos em 

consequência de Ca.2): 
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Dln H. 
' <hi. 

J 

ill n H. 
' 

onde Ci.j~k #) 

iJxjiJxk 
= o 

illn H. illn H. 
' J 

<hi. 
J 

illn H. 
' 

Subs~i~uindo Ca.7) e (a,SO em Ca.QJ. ~emos: 

Di f'erenci ando est.as equacões 

respectivamente, ~emos: 

ou ainda: 

~jl 
+ 

\Vji. lpi.j ;;x-
' 

Dln CA 

VJji. = hX' 

' 

= o 

em relação 

ityli j 
+ 

ilx. 
J 

dln Hk 

<hi. 
J 

a ><. 
' 

lpji ~\.j 

Dln o 

<hi 

= 

(a. Q) 

=O Ca.10) 

C a. 11) 

Ca.18) 

" a X. 
J 

o 

sendo et = at. + et. onde a. e o:. si\o f'uncõ0s de x. e :x. 
~ J ~ J ~ J 

respec~ivament.e 

De (a.11) e (a.12).segue: 

r .. + '< .. 
tJ j\. 

= Cet. 
' 

onda w .. é independente de x. e de x. 
LJ ~ J 

w .. 

" 

Em consequência dest.e resultado e de Ca.7), temos: 
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H
2 =- X. n Co .. + 0' .. ) 
l, 1, j(#\.) t.J j\. 

Ci = 1 .2 •...• n) Ca.13) 

ondo a .. 4 .funçl.o quando mui "lo dê >1:
1 

e et .. quando mui t.o de x. 
l.J .. J\. J 

Est.as express5es sa"lisCazem (a.1) 

sat.isfeila devemos ~er: 

e para que Ca.10) 

Ca.14) 

seja 

onde C •) denot..a derivada. Permut.ando os índices ciclicament..e~ 

t.emos: 

• • (c; + O' ) - 0'- O'" CO' + et ) = O 
O'kjO'i.k i.j ji. i.j H jk kj 

...... ..,~ c + - ) • -· c- + ) 
"'i.k"' jk 0 q '""ji. - 0 ik"' ji '"'jk 0

kj 
.............. c- - ) = o 
.... jk ... i.j "'ki. + '"'i.k 

C a. 16) 

Igualando a zero o determinante associado a est.as equações 

t..emos: 

O'• o-• a• +O'• o-• O'~ =O 
i.j jk ki. ji. kj i.k 

Ca.16) 

Uma vez que nenhum dos t..ermcs da expressão acima é zero. segue 

Q uma const.ant.e. Colocando 0' .. ..:. a .. 0', onde 
t.J t.J t. 

a .. t&- uma const.ant.o e a. envolvo, quando mui t.o • x.. 
~ L L 

constantes devem satisfazer a relacão: 

=o Ca.17) 
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As equac5es Ca.14) e Ca.16) são sa~isfei~as em consequência da 

equação acima. 

Logo. t.emos: 

Se colocarmos: 

0', = 
' 

H
2 = X. n C a . .o·. 
\. \. j ( #Ü l.J \. 

e. introduzindo em Ca.17), temos: 

ai.j O'i. + aji. cj = aij ajk aki(Ô'L ~? 

e o fa~or constante pode ser incorporado 

ai..j = - aji \'= 1 • temos de (a.17): 

= o 

em X .• Tomando: 
' 

Se. agora. colocamos: ah O'lc = - ai.k O'lc • t.emos: 

akí. O'k + .aik a~ = ~\.é().~ - ô-)o,? 

é assim ajk = - akj = 1 • t.emos: 

Ca.18) 

Consideremos os casos que podem aparecer quando algum dos 

a•s é const.ant.e. Suponhamos que o . . =a ..• 
l.J l.J 

onde 

constanle. Da primeira equacão de Ca.15). segue que: 

ou ui.k = ai.k ou ukj = akj' os a•s sendo constantes. 

a .. 

" 
é 

Se c:rik =aik" a segunda equacão de Ca.16) é sat1sfei ta, 

restando somente Ca.14) •. que é satisfeita nos seguintes casos: 
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(i) "'' = a, O'jk = ajk CiD <Y, = a,, O' h = aki.. ,. JC ,. JC 

Ciii) <>'h = aki. O'k j "' akj 
Ca.lQ) 

A úl~ima segue de(!) quando j e k são trocados. 

Se oj;. e aki não são constantes, escrevemos <a.14) na forma: 

(>" "'' 
O'jk + 

O'kj 
21. ( + aik) - _i.!:. CO',. + a,_) = o ' O'k. 0 1ci \. CY' ,. ., 

j L 
C a, ZO) 

Dist.o t.emos: 

CY, + a, = b (c;ik - C) . O'ki.. + a.ik = d c ""kj + c) ., ., 
onde b, c, d são constantes. Daqui at .. = b a' a• = d O'~j JC jk ki 
de modo que podemos colocar: 

"',, = a, 0', O'jk = ajk d', O'ki. = aki "k . O'kj = akj "k ,. JC J J 

Ent.ão de Ca.20). temos a condicão Ca.17). 

t..ipos dist.inlos: 

Assim temos três 

"' = a,, "' = a, 
O'i.k = ai.k O' j k = ajk (a. 21) ., " JC JC 

Q, = a,, 0', = a, O'i.k = alk O'ki. = aki. C a. 22) ., ,, )C ,. 

" = a,, 
O'i.k = ai..k "" = a .. 0', O' jk = a 'kO'. O'ki = ak i.. O'k 

'J 
,, ,, 

J' J J J 

'\._j = ak,iO'k C a. 23) 

Nos dois primeiros casos os a"s são arbitrários e no último 

caso deve sat.israzer Ca.17). 

Quando uktakj 

Ca.19iii) ou: 

0', .=a .. 
l.J LJ 

t..emos de (a, 14) Ca.16) o caso 

O'• Co +a._) =O 'k " ' J JL LJ 

Se -.;y - a a, .• = a
1
,. lemos (a. 22) trocando os .índices i .j. ji - ji.. . . 
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Por outro lado temos o tipo: 

a .. = a .. 
\.) q C a. 24) 

" .. akj - ajk .... =O 
1' 'J 

Para " = 3, i = 3. j = 2. k = 1 • lemos de Ca.13) e <a. 21), 

H2 = x. n c 0"9j + 0'. ) = X (a + "' ) c" .. + o ) • ,. • • • 10 23 
j#9 

a = .. O' = a "' = a " = a 
92 92 23 23 3i .. •• 21 

escolhendo a = a = o ' temos: •• •• 
H' = X " "' = o = '11, • onde X C! = 1 • • •• • • •• • •• 

H• = X n ca2. + O'j2) = X (ct + O' ) Co + o ) • • jN2 J • •• .. •• • • 
escolh<e!ndo a = "•• 21 

= o ' temos: 

H" = X "' a = o = "'• onde X a = 1 
2 2 i2 23 12 ' 2 20 

H• = X .L\ Cctj + ". ) = X Co + "' ) <o + a ) 
1 • )1 • 12 .. •• Oi 

' 
escolhendo "•• = a = O, t.emos: •• 

H• = X " O' = 1 
' 1 12 .. 

Port.ant..o. as coordenadas podem ser escolhidas de modo que: 

= 1 H
2 

• tp H
2 = lf Ca.25) 

2 i 9 i 

onde p
1 

e lp
1 

são func6es quando mui to de x
1 

Para o caso Ca.Z4) podemos 

Ca.13), para i = 2, j = 1. k = 

escolher a.,""ak.=O. anU'io de 
'J J 

3~ para uma conveniente escolha 
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de coordenadas, temos: 

H2 •1 H2 X C ) = .... ,C' +ct 
i 2 23 92 

onde 0'
1 

é t'uncão quando mui to de x
1 

(a, 26) 

Quando c
1 

é constante. para i = 1. j = 2. k = 3. temos o caso 
(a. 22). 

Para o caso C a. 83). podemos escolher ai.j = aik = O . para: 

i = 2:. j = 1. k = 3. Lemos: 

w.w. H' = O' • • 2 ' 
C a. 27) 

onde e= 1 ou e= -1. subentendendo que a
1 

e q
3 
s~o positivos. 

Finalmen~e direto de Ca.19), temos o caso: 

Ci,j.k = 1, 2.3. i.j.k 11) 

(a. 28) 

?ara as runções que aparecem em (a.26.26~27.28). temos de 

Ca.6) tomando todos os e~s iguais à unidade, as condições: 

1 ( 2 a
21n H~ llln H2 

11 ln H' 

) 1 
111 n H2 

111 n H
2 

' + ' ' + J J 

H' llx~ 
&<. "" . H~ Hz -ilXk ""k J ' J J J k 

1 [2 i1
2 ln H~ llln H• {J 

ln H~ 

) J J --'- o C i, j, k #) + + 

"" q;;:- = 
H~ ""' ' ' H' 

C a. 29) ' ' ' 
Em consequ&ncia temos: 

Uma condicão necessária e suficiente para que a equação: 
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' ' ' 
J + k

2 
CE - V)p = O com H = H 

' 
H. 

2 
.H 

sejA solúvel por- sep.aracão de variáveis para n = 3, á quf!' os 

H's es'Lejam em uma das f'ormas (a.26),(a.26J,Ca.27).Ca.2B). 

Passemos agora a discutir os vários lipos: 

Tipos 1 : Sendo i = 1, j = 2 e k =3. temos de Ca.25): 

f~ =ax +b 
' ' onde a. b, c, d são constan'Les. 

Tomamos: a=O, b=1. tp
1

=1 

C1.1)Se c=O d=1. 'Lemos as COORDENADAS RETANGULARES Cpag.77) 

H2 =1 C1=1,2,3) 

' 
C1.2)$e c# O. escolhemos a= O. b = 1. 

H
2 = H

2 = 1 
• 2 

Neste caso, as transformac5es de 

H
2 = X . ' 

coordenadas são: 

Temos as 

X = X COS X ' . 
COORDENADAS CILÍNDRICO - CIRCULARES 

Z = X • 
Cpag.81) 

Tipos 2:Na discussão das .formas Ca.26J consideramos primeiro o 

caso a
92 

= cons'Lante, a qual tomamos igual "" zero. Logo: 

Para i = 1. j = 2,3 

Para i = 2. j = 3 em 

S<> " = o Lê mos t.ipo 

(2.1) " ~ 1 b = o 

= rlcx ) • 
Ck = 2,3) temos: 'P 

Ca.29), temos: 

a• 'I' 
2 + " 'I' ~ o 

ax• 
2 

1. s .. " 11 o. pode-mos 
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'-·lcx) 
' 2 

= a X + b 
' 

t...omar: 



2 
X 

' 
2 

x, 

oblemos as COORDENADAS ESFÉ~ICAS Cpag.44) 

2 
sen 

Se nem a nem " é COI"l.Slanle. podemos escolher 
23 32 

cool' deJiadas de modo que: 

H2 = 1 H2 = X <Y Cx X) H2 = X a Cx X) 
1 2 2 1 2 9 3 3 

Para i ""1. j = 2.3 em Ca.29)~ lemos: O' = Ca 
1 

Para i = 2. j = 3. obtemos: 

Di.ferenciando com r-elação a 

( H'+ (+)' + Cx9 
2 • 

X ' 9 

X) 
2 

lemos: 

(+)"-
2 

Dif'er-enciando novament-e em relação a :x: : 
3 

[ 
1 ) .. • 2 
X~ =-24a 

Consequenlemenle: 

' 2 

+ b)2. x, 

1 
)( = 4 a

2 2 
X 

2 
+ c x' 

2 
+ e = fCx) 

2 
2 

subst.it.uíndo na segunda equacão acima. lemos: 

(+)' = 
3 

e. da pl~imeira. temos: 

- 2 c 

fCx) • 

X 
3 

- d 

9 

as 

Exist.em dois casos a se-rem considerados: a = O e a # O. 

Tomando a= O, b = 1 e no segundo caso a= 1. b =O. temos as 
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duas formas: 
X - X X - X 

C>O H' 1 H2-= 2 • H' • 2 = -?i:õ:<) • ((y ) • • • • • 
:fCx.) 2 + d + = c X. X " ' ' ' 

• Cx ) • Cx ) X - X X - X 
(MM) H• = 1 H" • 2 9 H> ' • • = f(x -• 2 ) 9 fCx ) 

2 2 

fCx ) 4 • + = - X. c x• + d X. + e 
' ' ' ' 

Se na equação (M) assumimos que f(x) tem duas r·aizes 

d.ist.intas. podemos escf'eve-r: :f(.x) = 4 Cx
2

- a x), onde a > o. 
Hz e 

2 
x>a>x > 

2 • 
o então as expressões paPa 

posi li vas. 

Se coloca.rmos: 

a cosh 2P, 

temos. substituindo a poP 2 
a ' 

1 = """"2 a cos 2·r; 

2 2 C2. 2) ds = dx + 
1 2 2 2 
~ a Ccosh 2F, - cos 2rJ) Cd{ + dry) 

' a transformação de coor-denadas é: 

X ::: X 

' 
y = a cosh F, coS1? 

qu& são as COORDENADAS CILÍNDRICO 

z = a senh F. sen .,., 

ELfPTICAS Cpag.86) 

H' • 
e 

são 

Nenhum caso real exisle quando as raizes de í(x) = O são 

iguais. nem quando f(x) é constante. 

No caso c -= O. podemos lomar fCx) = 4 x e x 2 > 
escolhemos: 

(2. 3) ds • 

= y2 
X ' 2 

= dx
2 + 

" a L r ansf'or ma c .lo 

X = X 
i 

t-emos: 

C{' + .) n, Cd~
2 + dr/) 

d<> coordenadas .,, 
1 c r,2 )).) y = 2 - z 
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l"'mo!'i. rt!" COORDFNAPA'S Cl L:Í NDRJ CO - PARARÓLl C,AS C pag. QO) 

Sê na equação C**) t..omarmos: 

f(x) = 4 Ca-x)Cb-xJCc-x) com a > b > c onde 

a-b 
.a,-c 

b-c 
a-c 

- k'2 

x =a+ Cb-a) sn 2 C~.k) x =c+ Cb-c) snzCry,k') 
• • 

ondG sn 9 é uma runcão allptica, a f'orma C**) fica: 

d ?. ~tk' ::;:.: X + X 
' . 

~ t.ransf'ormação do coordenadas G: 

x = x dnCF,.k) sn(<t.k") y =:X snCF,.k) dnCr~.k') • • • 
7 ·.::c x cnCt:.k) çn(l).k") 

' temos as COORDENADAS CÔNlC.A$ Cpag.J04) 

Pode ser mc>slrado que s;a duas das raízes de f'(x) = O são 

i gu .. ü s. ou t.odas ~ão iguais, não há !;ol ução real . 

Tipos 3tConsiderando agora Ca.27), ~ubsLiLuindo am Ca.29) para 

i = 1. j = 2, t.enK"'>s: 

o" • 
" • 

Dif'eTenciando com relação a xa' Lemos: 

2 

2 

" .. 
• 

"' • 
o·• , 
• 

"' • 
-

onde c é constant.a. 

" .. 
• 
• O' 

' 

" 
• 2 

' --• " • 
= c 
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ç' • 

• 
• " ' 

= o 

" • 

, então: 

- c a' • 

= o 



Da !"'-egunda igualdade acima Lemos: 

Eslas 

c 0' • + d O' • 

c M-*11i) o-• 2
-- c a 2 

+ d 
" O' • ' . 

sali:>"õfazr&m (a.2Q). para i _,;:;; 1 j ~ 3, e i 

j ... 3. s:Gm .imposição do quaisquer condições sobre c e d. 

= 2 

Cc,nsiderando o caso c = O. o qua somant->l* é. possi vel 

quando a = 1 e d > o. de modo qua RS coordar'ladas são raaJ $;, 

Obt.emos: c 0',) ;l/2' 

' 

Escolhendo as coordenadas 

C3.1) H
2 = H2 = x 2 

+ x
2 

~ ~ J a 

Cd)J./:1! x. 

' 

H2 = x
2 

2 ' 

2 
X • 

S«'~ndo a lransf'ormaç:ão de coor-denadas: 

X - X X c os X y X X 

' • • ' a 

1 Cx z x') •· = 2 ' • 
que são as COORDF.NADAS PARABÓLICAS Cpag. 63J 

san X • 

Quando c # O, podamos consi dsrnr c > o " o s ubs t...i t. u1 mos por. 

4c 
2 

Tomando c 

Escolhendo 

(3, 2) Hz = 
• 

= 

" ' 

1 "' d 
' " subslit.uindo O' " O' por " 

= senh
2
Cc x + bJ • 

• 2 = a Csenh x + 

2 
sanh x 

' 
' 

sen x • 

1 3 
4c 

2 

"' • 
• = san Cc x + 

coordenadas: 

sen 2 x ) 
• 

• 

a transformação da coordBnadas é: 

O' d 
3 

4c 

x = a s.s.nh x sen x 
' . 

z = a cosh x cos x 

COS X 
2 

y = a sanh x san x 
' 3 

• • 
que são as COORDENADAS E:SFEROI DAIS ALONGADA.:> C pa.g. 9!3) 
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Quando e = -1 , 

C3. 3J l-1'
2 

::::: H
2 

' ' 

obLemo~ analogamenLe: 
2 • • = a (ser)h x + cos. 

' 
2 2 z 2 

H - a co:;o;h x '"~n x 
2 i :a 

a lr-ans.form.~ção de coordenada..s é: 

X) 

• 

X :e= a COSh X SGn X COS X 
' • 2 

y :::: a cosh x sen x sen x 
i ~ 2 

" "" R senh x cos x ' . 
que são as COORDENADAS ESFEROIDAIS ACHATADAS Cpag.100) 

Tipo 41 Com;idarando finalmente C a. 29) supondo que: 

x > x > x subst.i tu indo 
' 2 3 

oblemo~ a equação: 

1 
--x-• 

+ ·----'---- [c x a
(x - x ) 2 

2 • 

em C a. 29) para 

+ Cx -
> 

x)(l }'-( a -y-
z 

2Cx -x ) 
• z 

X - X 
' 2 

. , H:)] " o 

Dif'erenciando com relação a X ' • um pol i nôrni o 

te>rcei r o grau 

desaparecer. 

<>m x • 
Igualando 

Cada um 

ri zero o 

dos SGUS 

2 x, 
• 

•(1 )'' (1 )' Cx
1

- x
2

) x- -+ 4Cx
1

- x
2

) --x- + 5 

2 2 

+ 2Cx
1

- x
2

) (+)~- 6 

' 
Di.f'eranciando com rtüação a x duas v.ezes, lemos: • 

H-l • 
" 

1 --x- + 
2 

a 
o 

• X + 
2 

2 a )( 
' 2 

+ a x z 2 + " • -· f( X ) 
z 

134 

j=2, 

do 



Substituindo em c~uo, encontramos: 

1 --;r- = r-c x
1

) e de C ~uo. temes: 

' 

1 x; ~ 

F.sta.s expressões saU sfaz>C'm as condiçi:Ses (a. 29) 

f(x) , 

Quando a ~o em C•••) e as raizes de rCx)=O são dis~intas 
o 

escrevemos: 

ICxJ :::: 4Ca - x)C/1 - x)(y - x) 

onde OI. > f1 > r· e temos: 

(4.1) 
Cx.

' 
X _)Cx_-

J ' 
rcx.) 

' 
(j ,j,k 1/) 

As equações de translormacão de coordenadas são: 

C (i - X )((i - X )((i - X) 
2 ' 2 • y = C (i - wc(l y) 

Cy - X )(y - X )(y - x,) 
2 • 2 

z = Cy - cDCy - (i) 

ondec-~.>x >(i>x >y>x 
• 2 • 

que são as- COORDENADAS ELI P$01 DAIS C pag. 11 0) 

Pode se-r mostrado que não há possibilidade de ra.fzes dupla~ 

ou ·Lr.iplas de- f(x) =O dando soluc~o real para Ca.ê:Q). 

Quando a
0 

= O, em C***) .eS';cl~evemos: 

f(x) = 4Ca - x)(b - x). Nesl-e caso, Lemos: 

Cx_- X .)Cx - x,) 
(4, 8) H' ' J ' fCx.) 4Ca x.)Cb x) = = - -

' f(:x:,) ' ' ' 
' Ci,j.k/r) 

supomos: X > b > X ) a > X • 2 9 
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As ~:~quaçõ~:s de t-ransf'ormacão da coord~nadas sao: 

X-

X + X + X -
1 -z a 

Cb - X )(b 
• 

(a 

a - b 

X )Cb • 
- b) 

z 
y 

X ) 
3 

Ca-xJCa 
• 

Cb 

qun são as COORDENADAS PARABOLOIDAIS Cpag.115) 

x )(a , 
- a) 

- X ) 
a 

b :São iguais e 

lantbém quando a 
" 

=· O ~ quando a 
2 

= o. 
Em 'Lodos esses onze sislEl'mas. as ~uperf'1ciG>s coor-d~nttdas 

são ob-Li das das s\.sperf'.ície:s quádricas conf'ocais~
29

>. 
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CONCLUSÕES 

Um sisl.erma 

pr-incípio, de 

d~ coord~nadas pode 

modo arbitrário. 

ser "const.1· ui do". 

convenient-e ou mesmo 

privilegiado. 09s~a in~inidade de sistemas de coordenadas ao 

menos em sessenta deles. a equação de Laplace 6 R-separável 

bem como em dezessete t.al equação é 

Nasle l.rabalho discut.imos 

simplesmanl.e separável. 

a equação der Laplace 

tridimensional num espaço euclidiano como sendo •xm caso 

degenerado da equação de Halmholtz~ que á simplesmente 
separável em apenas onze sistemas de coordenadas, 

foram classificados por Eisenharl.. 

rs quais 

Para a resolução das equações utilizamos o mél.odo de 

separação da variáveis que consisl.a, essencialmente. de quatro 

et-apas: 

a) Transformar a equação diferencial parcial no sistema da 

coordenadas apropriado à simQ'lria do problç;.rna sm quG:st.ão; 

b) Separar esta equação di~erGncial parcial em tr9s equações 

di:faranciais ordinárias; 

c) Resolver estas 'lrtâ-s equações di:ferenciais ordinárias; 

d) Construir a única soluç~o quo sat.is~aça as condições da 

contorno usando as soluções particulares obtidas no item 

antsrior. 

Na presente dissertação nos concentramos apenas nos três 

primeiros itens. ou seja: para cada um dos onze sistemas da 

coordenadas. just.i~icamos a necessidade da escolha da um delas 

atrav$s de uma breve citação. bem como apresentamos as 

condições de soparabi.lidad.at para as equações de Laplace "' de 

Helmholtz e a forma mais geral pa~a o potencial a fim de que a 

equação de SchrOdingor continue sendo ainda simplesmenLe 

SGparável. utilizando o dete~minante d~ Stãcke1. 
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Ainda 

coordenadas, 

cartesianas, 

mais, para cada u:m dost.as onze 

aprasen~amos as relações com 

a matriz de Stackal, as equações 

d" 

suas respécl.ivas soluçÕas 

associado à equação de 

coordenadas cartesianas. 

e, quando 

SchrOdinger 

as coord€tnadas 

separadas com 

o pot.enci al possível 

dado em termos das 
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' Al.GUNS SIMROLOS USADOS NO TF.XTO 

Jp função de Bessel de 1~ espécie 

Yn :função de Ress.el de?.~ e~pécie 

c e 

:funções generali7.ad.a5 de Legendre de 1g. espécie 

a :funçZies generalizada:S de Legendre de?,,- espécie 

:polinômios de Laguer r e as~oc.i a do~ 

r e • ~e funções de M.""it-hi eu 
m m 

ge 
m m 

w, f'uncão de Weber 

yq :função 
p 

gener-alizada de Lamé 

a 
função generali7.ada de l.amé de 2.« espécie 

: funcãü de Baer 

:função de Bae-r 
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