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CAP{TULO 1
INTRODUGAO

Um processo pontual é um modelo mateméatico de pontos distribuidos
pleatoriamente em algum espago, freqiientemente utilizado para
descrever fendmenos fisicos ou biolégicos caracterizados por eventos
flue ocorrem de forma acidental no tempo ou no espago. Os pontos podem
representar tempos de ocorréncia de eventos (como falha ou troca de
equipamentos, chegadas de pacientes a uma‘ unidade de pronto socorro ou

qle clientes a uma loja) ou localizagSes de objetos, por exemplo.

Como se vé, os modelos de processos pontuais podem ser utilizados

na descrigdo e estudo de muitos fenémenos em diversas 4reas. Para tal,
Iasta que seqiiéncias de tempos (cada tempo -correspondendo A ocorréncia
de algum evento) constituam os dados observados, e é este o caso em
muitos problemas de teoria de comunicagdes, pesquisa operacional,
medicina nuclear, neurofisiologia, biologia, geografia, meteorologia,
fisica, etc. Note que "tempo" aqui pode ser substituido por

localizagdo".

Em um modelo de processo pontual, o objeto de estudo &,
g}eralmente, a taxa ou intensidade com que um evento ocorre. A
intensidade resume, em um dado instante, o potencial para geragdo de

Um evento no futuro préximo, dada a observagio do passado (incluindo




O registro completo de todos os tempos de ocorréncia
pnteriores).Sendo assim, um modelo estatistico para um processo
pontual deve incluir uma especificagio de como a intensidade depende
do tempo, j& que o desenvolvimento de um tal processo é governado pelo

seu "processo de intensidade" { Alt) , t 20 } , onde o valor A(t)dt

pode ser interpretado como sendo a probabilidade de que um evento

pcorra no intervalo [t,t+dt] , condicionada a tudo que ocorreu até o

nstante anterior a t.

As suposi¢Ses sobre a intensidade determinam a classificago do
problema de sua estimagido em dois casos distintos. No caso

paramétrico, a intensidade tem sua forma funcional especificada exceto

por um nimero finito. de\ valores 91,...,9m. Se isto ndo ocorrer a
Ltensidade ¢ considerada um parametro de dimens3o infinita, e
temos, entdo, um problema de estimagfio n3o paramétrica. Neste caso,
geralmente sdo feitas apenas suposigdes de ordem qualitativa sobre a

fungdo intensidade, como: continuidade, simetria, etc.

O exemplo a seguir ilustra a aplicabilidade dos modelos de

processos pontuais.

Exemplo 1.1:

Considere n pacientes que sofrem de determinada doenca letal

]endo acompanhados em um hospital a partir do instante em que a doenga

| diagnosticada até a morte do paciente ou até uma data limite de




observag8o. Seja N(t) o numero de mortes ocorridas no intervalo [O,t].
Entdo, a intensidade do processo pode ser expressa por A(t) = a(t)Y(t)

onde «(t) & tal que a probabilidade de um determinado paciente vir a
falecer no intervalo [t,t+dt] , dado que ele esteja vivo até o
instante imediatamente anterior a t, & dada por «t)dt, e Y(t)
representa o nUmero de pacientes vivos até o instante imediatamente
anterior a t. Aqui foi suposto que a fungdo «(t) é idéntica para todos
ps pacientes (i.e., a populagédo é t;omogénea). Quando a intensidade tem
B forma acima ela dita multiplicativa (formalmente A(t) = a(t)Y(t),
onde « é uma funcdo deterministica desconhecida e Y ¢é um processo

estocastico previsivel, definido no capitulo 3).

Na verdade, a teoria e os exemplos aqui expostos dizem respeito a
processos  pontuais univariados. Sua generalizagdo, o0s processos
pontuais multivariados (i. e., processos N = (Nl,...,Nk), onde Ni ,
para 1 = 1,2,...,k , s#3o processos pontuais univariados) englobam
muitos modelos de processos estocasticos conhecidos, como processos de
nascimento e morte (introduzido por Feller (1939)), cadeias de Markov
em tempo continuo, processos de Poisson e modelos para. andlise de

sobrevivéncia.

A maneira como um processo pontual é observado pode variar quanto
po intervalo de observagdo ( [0,0) ou [0,T], no caso de uma censura
rimples pelo tempo), nGmero de trajetérias (uma ou mais) e

continuidade ou ndo da observagdo (feita em todo o intervalo ou apenas




nos instantes 0,t,2t,...). O estudo de propriedades assintSticas pode,
entdo, ser feito considerando t ® Ou n o . Neste trabalho,
observamos n trajetérias de um processo de Poisson nZo homogéneo
(i.e., quando a intensidade A é deterministica) no intervalo .[0,1]

(geradas por simulagfio) e fazemos n variavel.

Em muitos casos praticos, como por exemplo, na analise de tempos
de falha censurados que surgem em problemas de engenharia, os métodos
paramétricos tém encontrado larga yutilizac;éo. Entre os autores que
empregam métodos paramétricos, os primeiros trabalhos abordavam a

estimagdo dos parametros de um processo de nascimento e morte, como

Kendall (1949), Moran (1951,1953), Anscombe (1953),. Darwin (1956) e,

mais recentemente, Keiding (1975), que consideram processos onde as

laxas de nascimento (A) e morte (p) sfio constantes. Wolff (1963)
jup6e um modelo onde A e pu dependem da diferenga entre o nimero de
1ascimentos e de mortes de acordo com uma relagZo funcional que pode
:er descrita em termos de um nGmero finito de parametros

hdependentes.

Halperin (1952) e Epstein e Sobel (1953) deram importantes
¢ontribuicdes com seus estudos sobre estimagio de maxima
verossimilhanga para modelos paramétricos de analise de sobrevivéncia

¢om dados censurados.

Para um processo de Poisson n3o homogéneo, Kutoyants (1979)




estudou a estimag8io da fungio intensidade quando esta depende de um
parametro real unidimensional, i. e , A(t) = A(t,8), te [0,T],

@ € 8 ¢ R. O autor aponta, ainda, propriedades assintéticas para

grandes intervalos de observagdo e d4 exemplos. Antes deste trabalho,
MacLean (1974) considerou o caso em que

r m
At) = exp[ Zoamt ]

m=

onde al,...,ar sdo constantes.

Mais recentemente, alguns autores abordaram a estimagdo de
processos pontuais gerais, como Borgan (1984) (que obteve propriedades
e um estimador de méxima verossimilhanga para tempos de falha sob
liferentes padrdes de censura dos dados, com resultados aplicaveis a
analise de modelos de cadeias de Markov em tempo contfnuo), e

svensson(1990).

Os trabalhos mencionados acima tratam da estimagiio paramétrica da

funcdo intensidade de processos pontuais. Ha situagdes, no entanto,

}nde se torna dificil. encontrar uma justificativa para a utilizag8io de
Im modelo paramétrico de 'processo pontual (como, por exemplo,
aplicagdes em bioestatistca). Neste caso, utiliza-se o enf oque ndo
Paramétrico para estimagdo, abordado primeiramente por Kaplan e Meyer
(1958), que propuseram seu conhecido estimador de produto limite para
3 proporgdo P(t) de elementos da populagdo cujo tempo de vida excede

t.




Nelson (1969,1972) e Altshuler(1970) propuseram o estimador
empirico cumulativo da intensidade, mais tarde generalizado por Aalen
(1978), e que é conhecido como estimador de Nelson-Aalen. Através da
suavizag8o dos incrementos desse estirﬁador, Ramlau-Hansen (1983 a, b)
obteve um estimador para a fungdio intensidade de um processo pontual
(aspectos  praticos da utilizagido do estimador proposto  por
Ramlau-Hansen foram estudados for Crestana (1991), para o caso de um

processo de Poisson ndo homogéneo).

Cox (1972) prop6s um modelo semi-paramétrico de regressdo para
dados de sobrevivéncia censurados, no qual a intensidade do processo é
dada pelo produto entre um termo paramétrico € um ndo paramétrico.
U1Andersen e Gill (1982) estudaram tal modelo, que & muito utilizado em

pesquisas na area de bioestatistica.

Aalen (1978) também deu importante contribuicio na 4rea de
estimag@o ndo paramétrica de processos pontuais, mostrando comb a
leoria de processos de contagem multivariados serve como estrutura
geral na qual tanto dados sobre tempos de falha censurados quanto
pbservagdes censuradas de cadeias de Markov nZo homogéneas podem ser
analisados. Neste ' trabalho, o autor propds, ainda, o modelo de
intensidade multiplicativa exposto no exemplo 1.1, ilustrando sua
ytilizag8o para dados sobre sobrevivéncia, cadeias de Markov e

ﬁnrocessos de nascimento e morte.




Entre os trabalhos envolvendo modelos de cadeias de Markov,
podemos citar, ainda, Aalen e Johansen (1978), Fleming(1978a,b) e

Aalen et al. (1980).

Neste trabalho, estudaremos os aspectos praticos de um método
para obteng3o de estimadores de maxima verossimilhanga da fungdo
ntensidade de um modelo particular de processo pontual: o processo de
Poisson n3o homogéneo. Tal método, conhecido como método de "sieves",
foi proposto por Grenander (1981). Na verdade, trata-se de um método
de estimaciio bastante genérico para a solugdo de problemas ndo
paramétricos, e sua utilizagdo neste trabalho é apenas uma de suas
muitas aplicagBes possiveis (Geman e Hwang (1982) ddo exemplos

yariados de sua aplicaqéo).\

O capitulo 2 contém uma descrigdo pormenorizada do método de
'sieves” e alguns resultados sobre existéncia e consisténcia de
pstimadores obtidos através de sua aplicacdo. O capitulo seguinte traz
Er'esultados sobre a teoria de processos pontuais e particulariza tais
resultados para um processo de Poisson n3o homogéneo, além de
ﬁescrever este tipo de processo. No capftulo 4 s83o abordados os
aspectos praticos da aplicagio do método, através da descrigio das
pstimativas para algumas fungdes intensidades utilizadas para geragéo

de trajetérias por simulagdo.




Capitulo 2

O Método de "Sieves"

Neste capltulo, descreveremos o que vem a ser um experimento
e¢statistico abstrato. Posteriormente, o método de "sieves", proposto
por Grenander (1981), ser4 descrito e alguns resultados sobre
¢xisténcia e consisténcia de estimadores de maxima verossimilhanga

gbtidos por este método serdo apresentados.
2.1 - Experimento Estatistico Abstrato

Um experimento estatistico consiste de um espago de observagdes
@, uma c-algebra ¥ de subconjuntos de Q’, e uma familia de medidas

de probabilidade { Pe , 0 € @ }, definidas no espago mensuravel

(2',%’). 8 é chamado de espago paramétrico.

As observagles constituem a base de um experimento estatistico, e
: . n . .

gstas podem ser valores numéricos, vetores em R, trajetérias de
processos estocasticos, etc, como veremos em alguns exemplos.

Exemplo 2.1:

Quando nossa observagdo X é o valor de uma varidvel aleatoéria,

temos Q’=R, ¥ =B(R) (c-algebra de Borel de R), e { Pe , 8 €8 } como

gsendo a classe das possiveis distribuigdes de probabilidade da




variavel aleatéria X.

Exemplo 2.2:

Quando observamos n variaveis aleatérias Xl,...,. Xn, temos Q’=IR".
5F’=:B(IR") (c-algebra de Borel de IR"), e { Pe , 8 €@ } como sendo a

classe das possiveis distribuigdes conjuntas de probabilidade das

variadveis aleatérias Xn""’ X .
n

Exemplo 2.3:

Se nossa observagdo é uma trajetéria de um processo estocastico

4

1 X(t), teT }, temos: Q’=iR1r (espaco das fungdes x:T — R), F'=¢(F)

\

(o-algebra gerada pela <classe & dos conjuntos cilindricos

E(t st B) = { x:(x(t )., %(t ) € B } , Be BR"), e

Yy

1 Pe , 0 € 8 } f‘epresenta a classe das possiveis medidas de

.

probabilidade associadas ao processo { X(t), t e 1!’}.

A diversidade de espagos de observacdes ot;tida nos exemplos
acima nos mostra a necessidade de definirmos cada observagdo X como
gendo um "elemento aleatério" definido em um espa(;o' de probabilidade
ﬁﬂ.?,P) e tomando valores em (Q’,?’,Px), onde PX(A) = P(X € A) , para
qualquer A € ¥'. Portanto, X ¢é wuma fungio #/% -mensuravel (i.e.,

{w : X(w) € B } € ¥, para qualquer B € ¥ ).

.




A caracteristica béasica de um elemento aleatério X ¢é sua
dgistribuigdo de probabilidade associada Px, definida acima. Nos
problemas praticos, no entanto, tudo o0 que se sabe sobre tal
distribuicio é que ela pertence a uma determinada classe de

distribuicdes P. O interesse do estatistico & fazer inferéncias sobre v
X

, baseado na observagfio X, trabalhando com o espago de valores

ﬁQ’,?’) e com a familia de distribuicdes de probabilidade P. O espago
le probabilidade (Q,¥,P) onde a observacdo X estd definida, tem um
1apel auxiliar e pode ser construido de diferentes maneiras. Por
:xemplo, fazendo Q = Q', ¥ ='9‘, P =Px e definindo X de tal forma que
X(w) = w. Claramente, X & um elemento aleatério com valores em Q' e
distribuigédo PX definida em (Q',%’). Quando o experimento é

donstruido dessa f orma: diz-se que ele é gerado pela observagdo X.

A familia de distribuiges P pode sempre ser parametrizada por

meio da escolha adequada de um parametro, e representada na forma

?={Pe,eee}.

Além disso, P deve ser tal que duas de suas distribuigSes de

pgrobabilidade P6 e Pe distintas, definidas em ¥’, correspondam a
1 2

distintos elementos 91 e 92 de © , respectivamente, e vice-versa.
Rortanto, qualquer inferéncia estatistica feita sobre as

distribuigdes { P 6 € 6 } é equivalente aquela feita com relagdo

e »

dos valores dos parametros 6 € ©.

Quando em um experimento estatistico existe uma medida pu

10




¢-finita, definida em (Q’,%’) tal que'l-"e « u, para qualquer 8 € 8
(i.e., P & absolutamente continua com relagdo a medida u), dizemos
que o experimento é dominado. Neste caso, em conseqiiéncia do teorema
de Radon-Nikodym (ver Bartle (1966) ou Royden (1968), p. ex.), existem
densidades” relativas a p para cada valor de 6, i.e.,

dPe
p(w,e) = dp (w).

¢ para todo A € ¥,

Po(A) = J p(w,0)u(dw) = J p(6)dp .
A A

A medida dominante p pode ser escolh_ida de diversas maneiras, mas
para o prop6sito da investigagdo estatistica, tal escolha ¢é
irrelevante, ja que, se Hoe B forem duas medidas dominantes
aiistintas, as densidades pl(w,e) e pz(w,e) diferiro apenas por um

fator multiplicativo independente de 6, pois

dP, du

du
_ 1 - 2
(e, +1) @) = p(28) d(u, +n.) @) = py(06) d(k, +u,) (©@)-

O experimento g = { Q;, 9;, { F’le , 8 €8 } } é dito ser uma

projecdo do experimento € = { Q, ¥, { F‘e , 6 € 8 } } se ' e ¥

fbuderem ser escritos na forma Q' = Q; X Q; , ¥ = 9’; @ ?; (o-algebra

ﬁproduto), e, além disso, para todo Al € ?l ) P16(A1) = PB(Al x 92).

1




Quando trabalharmos com uma famfilia { el, 1€N } de experimentos

gstatisticos (por exemplo, quanto temos n observagSes de um
experimento el), devemos assumir que todos os experimentos gl sdo
brojecdes de um experimento comum €. Por exemplo, sejam €, 1 € N, os
experimentos gerados pelas observagdes X‘. e £ o experimento gerado

pelo sistema de observagdes { Xl , 1 € N } Neste caso, todos os

experimentos g sdo projegles de €.

O experimento € = { Q, F, { ‘Pe , 8 €80 } } é chamado "produto”

dos experimentos g = { Q;, ?i;, { F‘le , 8 € © } } , i=l,...,n, se Q =

&ﬁ’ XX Q , ¥ =% 0. F eP_ =P _ x.xP Claramente, todos
1 n 1 n ()

10 n@"
¢s experimentos € sdo projegdes de &£. Se o experimento £ é gerado
por uma observagdo Xl » entdo o experimento € ¢é gerado por n

Q?bservaqées independentes Xl,..., Xn.

Quando consideramos um experimento estatistico onde © tem
dimens3o infinita, (i.e., quando @6 € 8 ¢ um parametro de dimens3o
infinita) a  técnica convencional utilizada para obtengdio  de
Jstimadores de maxima  verossimilhanga, geralmente, apresenta
problemas, como ocorre no exemplo a seguir.

&xemplo 2.4:

Seja Xl,...,Xn uma amostra i.i.d. de wuma distribuicdo

absolutamente continua, cuja densidade fo é 'totalmente desconhecida,

12




ol seja,

8={f:lR R*:Jmf(x)dx=1}.

L
0 estimador de méaxima verossimilhanga f de fo maximiza

LX) = 1 £(X)),
i=1

t
onde X = (X,....X ) .
- 1 n
Como nenhuma suposig8o foi feita sobre a forma funcional da densidade
fo‘ podemos fazer com que ela assuma valores cada vez maiores em

vizinhangas cada vez menores dos pontos Xl, N ,Xn de tal forma que

+00
f(x)dx = 1. Obviamente, L(X,f) é ndo limitada quando utilizamos.
—m

tal procedimento, ou seja, ndio ¢é possivel encontrar uma densidade
hY

qhe maximize L(X,f).

Este exemplo mostra a necessidade de métodos alternativos de
dgstimagdo quando 8 possui dimensdo infinita. Para o problema
dspecifico de estimac8o n3o-paramétrica de densidades, ver Tapia e
Thompson (1978). Para problemas mais gerais, o método descrito neste
trabalho (método de "sieves", | proposto  por Grenander (1981)) é uma
alternativa e foi proposto por Grenander (1981).

2.2 - Descricdo do Método de "Sieves"

0 método de "sieves" & mais uma técnica ndo paramétrica, proposta

para solucionar problemas como o descrito no exemplo apresentado, e

13




sua idéia basica consiste em realizar o processo de otimizago (em
nosso caso, maximizar a fungdo de verossimilhanga) considerando como
espago paramétrico um subconjunto do espago de parAmetros 6
jerdadeiro, e repetindo o processo para subcoﬁjuntos cada vez menos

restritos de 8, conforme o tamanho da amostra cresga.

O que obtemos, entdo, ¢ uma seqiiéncia de estimadores. A definig8io
da seqiléncia de subcon juntos- (que vem a ser o "sieve") ndo pode, no
entanto, ser feita livremente. Ela deve ser tal que, para cada
subcon junto Sm do espago paramétrico 8, exista um estimador de méaxima
verossimilhanga. Além disso, qualquer que seja o verdadeiro parametro
-] o € 6, ele deve poder ser tdo aproximado quanto se queira pela

geqiiéncia de estimadores de maxima verossimilhanga obtidos em cada

gubconjunto Sm do espago de parametros ©. E natural que se exija

i 4
portanto, que m'ijxsm seja denso em ©.

Exemplos de utilizagdo deste método podem ser encontrados em

Geman e Hwang (1982), Nguyen e Pham (1982) e Mckeague (1986).

Geman e Hwang (1982) estabeleceram alguns resultados sobre
cfonsisténcia dos estimadores obtidos por este método, seguindo uma
idéia proposta por Wald (1949), que demonstrou a consisténcia dos
gstimadores de maxima verossimilhanga baseado na lei forte dos grandes
fumeros e em uma desigualdade envolvendo as entropias das

distribui¢bes de probabilidade (informagdo de Kullback-Leibler),

14




observando ndo ser necessario que o espago paramétrico tenha dimensio

finita.

Sendo f(x,8) a densidade da variavel aleatéria X e 6 um elemento

do espago paramétrico,

H(e,,0) = Eeo[ln f(X,e)]

é a entropia formal da distribuigdo de probabilidade da variavel
3leatéria X, onde 90 designa o verdadeiro valor do parimetro. Para uma
jmostra Xl,...,Xn,i.i.d., seja

Y = ln[f(Xi,e)].

Temos, entdo, que
5 _ 1 1 o
) Y = — In[L(X,0)] = — T In[f(X .0)],
t=1

ande L ¢ a fungdo de verossimilhanga. Como

ELY,] = H(o,.6)

H(®,,0) < H(®_,8,)

(ver Rényi (1966), p. ex.), se maximizarmos L(X,8) e utilizarmos a lei
forte dos grandes numeros, espera-se que o valor de 6 obtido
gproxime-se daquele que maximiza H(eo,e), ou seja, do verdadeiro

parametro 8,-

A seguir ¢é descrita a notagdo, bem como algumas suposigSes

necessarias para exposicdo dos resultados obtidos por Geman e Hwang

(1982).

1S




Dado um experimento estatistico abstrato { Q’,?",{ F'e , 0 €8 } }

dominado por uma medida o-finita p, p(w,0) designara a derivada de

dp
Radon-Nikodym d“—e(w) e 60 o verdadeiro parametro.

Para 8 € S ,
m

B_(8.€) = { B:BesS_, dep)<e }

onde d(.,.) é uma métrica de 8.

dP,
Eg(8) = Jg@e = Jgau—du .

Para qualquer fungdo real estendida g em © e qualquer B c 8,

g[B] = sup g(B).
BeB

IM; = { 6eS :L(u6)= Ln[g.sm] }

@ o conjunto de estimadores de  maxima verossimilhanga, onde:

Q.

P

e
L (w,0) = —(
n\2 ldu

i

n=] s

wl) e

-
il

(w

l,...,w ) representa a amostra.
n

A = { ©:0¢€S_, H(®,0) = H[eo,sm] }
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representa o conjunto de entropia maxima em Sm.

Para Cm < 8, Cm - 8, quando m —» o, significa que sup d{6,a) -»0,
ae€C
m

quando m -» o,

* »*
A medida produto Pe X Pe X... em (Q ,¥ ), serad designada por P,
0 0 . .

» »
gnde Q = 'x ’x... e F ¢é o completamento de ¥F'® ¥'e... (c-algebra

Qerada por retangulos Alx Azx... onde Al € ¥) com relagdo a P.

O primeiro resultado obtido por Geman e Hwang (também apresentado
ejm Grenander (1981)) trata da existéncia de uma seqiiéncia m para a

qual o conjunto de maxima verossimilhanga Mm € consistente.
n

Teorema 2.1:

Suponha que um sieve {Sm} seja escolhido de tal forma que:
1) para todo m € N, todo 6 € Sm e todo € > O,
p[w,Bm(e,e)] é ¥F’-mensuravel;

2) para todom € N e todo 8 € Sm,

El:ir(r)l p[w,Bm(e,e)] = p(w,0)

H-quase certamente, i.e., p{(w,0) é semicontinua superior em 6, para 0

é¢ S ;

m

17




3) para todo m € N e todo 0 € Sm , existe & > 0 tal que

»Eeo[ln p[w.Bm(e,e)]] < o

4) Sm é compacto para todo m € N;
S5) A > 6_, quando m -» o.
m 0

Entdo, para todos n,m € N, N;(Q) é ndo vazio P-quase certamente,

¢ para toda seqiiéncia m que cresca de forma suficientemente lenta,

mo~8, P-quase certamente.

Qbs.: Como, em geral, H(eo,em)-—H(eo.eo) implica 8 — 8, quando

m -»o, se o sieve {Sm} for escolhido de tal forma que exista em € Sm

d¢om H(eo,em) —-H(Oo,eo), entdo Am-—> eo. A condicdo 5 garante, ent3o,

que o sieve {Sm} é denso em ©.

memonstraqéo:

As condigdes 2 e 3 implicam que H(eo,e) e Ln(t_o_,e) sdo

. . n
demicontinuas superiores em 6, 6 € Sm. Como Sm é compacto, Am e IMm sdo
dompactos e n3o vazios, jA& que uma fungdo semicontinua superior
definida em um conjunto compacto assume seu maximo.

Primeiramente mostraremos que, quando n, definido de tal forma

n =min{| k: m zm
mo { k 0}

18




n

em

—— . —-—l
B (A ,l/m) = { 8:0e5S ,d6A)<— } ,

onde d(6,A ) = inf d(6,a).
m
o€ Am

A condigdo 5, eritéo, completa a demonstracgio.

Tome

6 € S \B (A ,1/m)
m m- m

c>0

ubl que
H(eo,em) - H[eo,sm] < -c

q fixe o € [Am. Para todo & suficientemente pequeno,

Eeo[ ln(p[w,Bm(e,e)]] ] - Eeo[ ln[p[w,am]] ] <{-c.
L?sando este resultado, temos que

%{.ln[Ln[g.Bm(e,e)]] - ln[Ln(Q,am)] }
ol ireot) [

19
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n ) f n
s A In} 1 p[w B (e,e)] = In| 1 p(w,x )
n 1=1 1" m J 1=1 ' m

- %‘i[ ln[p[wl,B;(e»s)]: - In [p(w,.am)]]

[ fono) | - [pron) ]

P-q.c., quando n —» .

Portanto,

P-quase certamente, quando n é suficientemente grande (n pode depender

de w).

Para todo @ € S \B (A ,1/m), podemos tomar ¢, > 0 e £, > O tais
m m m e e

que, com probabilidade 1, a desigualdade acima seja valida para n

ande. As bolas B (6,e_) cobrem o conjunto compacto S \B (A ,1/m), de
! m (2] m m' m

al forma que podemos encontrar um conjunto finito OT,....OP tal que

m

A

m m _
Bm(ek,ek)}. k-l,...,pm, cobre Sm\Bm(Am,l/m). Entdo, com

¢ = min {ce },
k=1, .. P k

temos, com probabilidade 1,

20




m m
Ln [_“3' Bm(ek’ek)]
sup { e
k=l....,pm L lo. «
n 'f-’ m

-nc

para todo n € N suficientemente grande.

Portanto, para todo m € N, existe Gm tal que, sempre que n = Gm,

L [w,B (e’“,e"‘)]
nf{— m" k k 1
sup : 2 1 L —,

2

k=1,... m
! P L [w,a ]
nl\— m

Finalmente, para qualquer seqiiéncia {nm} tal que n_ = Gm,

p}ara todo m € N,

n
{MmSB(A ,1/m) i.o.}
m m m

< sup _— = 1 i.o.
8 €S \B (A ,1/m) Ln{i"-’“m]

m m
Ln[Q'Bm(ek’ek)]
s sup z 1 j.o.
K=1,..00p L [w,a ]
n m

@ este ultimo conjunto possui probabilidade zero, pelo lema de

Torel-Cantelli. [}
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m

Este teorema fornece condigdes para que um sieve produza

identificagdo de uma tal seqiléncia.

Teorema 2.2:

estimadores consistentes. No entanto, nenhuma informagio sobre o quio
rapido n_ (ou o quio lento mn) deve tender a infinito pode ser

extrafda de seu enunciado. O teorema a seguir fornece um meio para a

Suponha um sieve {Sm} tal que as condigGes sejam satisfeitas.

1) para todos m,n € N, M; é ndo vazio P-quase certamente;

2) se, para alguma seqiiéncia em € Sm,

H(Bo,em) - H(eo’eo) »

gntdo

e »0;
m (4]

3) existe uma seqiléncia em € Sm tal que
H(e,,6_) —H(6,6,).

Para cada 8 > O e cada m , seja

D = { 0 €S _:H(,0) s H®O,6 ) -3 }

nde {em} é a seqiiéncia da condigdo 3. Dados ¢ conjuntos 01""’

tais que p[.,Ok] seja ¥’ -mensuravel para cada k, seja

OL em



o]
P, = sxl:p. ::g Eeo exp{tin m .

Considere uma seqiiéncia m — o, e suponha que para cada 8 > O
seja possivel encontrar OT,...,O'Z em Sm. m € N, tais que:
m

tm _
4D < ulé'x 0,

5) p[.,O':] é F'-mensuravel ;

n
IMm -6, P-quase certamente.
n

Obs.l: £ de se esperar que P <1, j& que, se Ok é pequeno e existe

£

Igum 6 e Ok n Dm , entdo a fungdo
plw,Okl
o(t) = Ee exp{ tin
0 P w,am)

qatisfaz ¢0)=1-¢

‘ ¢'(0) = Eeo[ ln[p[w,ok]] ] - H(Bo.em) ~
~ H(6,0) - H(6,8 ) s -3.

Note, ainda, que conjuntos 01,...,0£ implicam p,, menor, mas tm maior.
m
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Dbs.2: A métrica d a ser escolhida para o espago paramétrico ©, e em

lermos da qual & expressa a consisténcia dos estimadores, geralmente é

sugerida pela condigdo 2. Ela deve ser tal que

H(e .6 ) —>H(6,.6)) = d(6 .6 )>0.

Demonstragio:

Fixemos 8 > 0. O que queremos é mostrar que

P[Dmnm:l:#zi.o.]:O, )

ﬁois, isto implica, com probabilidade 1, que

“inf H[eo,e] = H[eo,e ] -3
0 eM ™
mn

para todo n suficientemente grande. Como 8 é arbitrario e
H(e,,6_) =H(e,6,)
pela condigdo 3,

lim inf inf H(eo,e) z H(GO,BO)
n-»=o 06cM"
"

P-quase certamente.
Como H(e ,8) = H(e,.8,),

lim sup | H(6_,0) - H(® ,80 ) | = O P-quase certamente. (2)
n 0 0’0
n»o 0e€M
m
n
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Fixemos € > 0, e para cada n, escolhamos « € INI:l tal que
n

d(eo ’ an) d(eo ’ 9)
> sup n - &.
1+ d(eo,an) 0 € le 1+ d(eo,e)

n

A condig@o 2, combinada com o resultado (2), implica que

d(eo,an) -»0 P-quase certamente.

Portanto,

d(eo,e)
lim sup sup —————— s g P-quase certamente.
0c M; 1 +d(e,,0)

n
Como & ¢ arbitrario,

Mm — 90 P-quase certamente.
n

Consequentemente, é suficiente provar o resultado (1).

Fixemos n e m. Ent3o,

s { sup L (w,0) 2L (0,6 )}
GEDmn n m

A .
s U sup P(w,0)| =
k=1 { 0 eo0" [ll_-..ll ! ] IE

1
k

P(w,;,0 ) }




¢

s kl=J-1 { lglp(wl,o':) = ‘Elp(wl.em) } :

Limitamos, ent8o, a probabilidade deste wltimo conjunto,
designada por n.

¢

n s l‘Z:P{ llz[lp[w‘,o':] > lIi;lp(ml,em)}

z 1
i 1=1
L n
m A
< Z Ee exp{t In .
0

k=1
para quaisquer tl, vee ,tk ndo negativos. Como tl, cony tk sdo
grbitrarios, n = tm(pm)", e (1) segue do lema de Borel-Cantelli. ]

Obviamente o teorema n#o fornece nenhuma regra simples para o
ddlculo de m . A etapa mais diffcil na aplicagio do método esta no

estabelecimento de condigSes especificas para cada exemplo.
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Capftulo 3

Aplicagdo do Método de "Sieves" ao Problema de Estimagfo da Funcio

Intensidade de Processos de Poisson Nio Homogéneos

Como os aspectos praticos da aplicagdo do método de "sieves" tém

§ido pouco estudados, nos restringiremos apenas ac mais simples dos

rocessos pontuais onde o método faz sentido, o processo de Poisson.

;estg capitulo, algumas definigBes da teoria de processos pontuais
ier‘io expostos e particularizados para o caso de um processo de
boisson n3o homogéneo. Feito isto, o experimento estatistico com o
qual estamos trabalhando sera especificado. Além disso, descreveremos

ds "sieves" utilizados para estimagdo da fungdo intensidade.
3.1 - Processos Pontuais

Antes de darmos a definicido de processo pontual, os conceitos
nela envolvidos serdo expostos. O primeiro deles diz respeito a um
tipo especial de processo estocastico, chamado martingale. A teoria
gobre este tipo de processo é a estrututa matematica sobre a qual a
nogdo de intensidade ¢ formalizada, e sua utilizagdio em processos

pontuais tornou-se usual a partir do trabalho de Brémaud (1972).

lﬁefinic;éo 3.1:

Seja (,¥,P) um espago de probabilidade completo (i.e., ¥ contém
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todos os subconjuntos de conjuntos de Q de probabilidade zero) ,
{ ¥ o tz0 } uma familia crescente de sub-o-4lgebras de ¥ (i.e., 9t é

o—-algebra e ?t S ¥, para todo t = 0, onde 97' S i’r’t » para s < t). Tal

famflia é denominada filtragem. Ent3o, M = { M(t),t=zo0 } é um
martingale se as duas condi¢Ses abaixo forem satisfeitas:

1) M(t) ¢é ?t-mensurével (i.e., M(t) & uma variavel aleatéria com
relagdo & o-algebra 9t) e integravel ( E(IM(t)]) < @ ), para todo

t 20 ;

2) Para0 ss<t ,E[ M(t) | ?s ] = M(s) , P-quase certamente.

No item (2) acima, se o sinal de igualdade for substituido pelo
sinal s , M serd chamada de supermartingale; e se for substituido pelo
sinal =2 , M sera chamada de submartingale.

X

Quando consideramos 91 = 'S‘t

= o'{ X(s) , s € [0,t] } , a filtragem

? também chamada de histéria interna do processo X = { X(t) ,t=zo0 }

Outro conceito envolvido na defini¢do de um processo pontual é o

de tempo de Markov.

Pefinicio 3.2:

Seja (Q,%#,P) um espago de probabilidade completo e { 9t »t 20 }

yma filtragem. A varidvel aleatéria T = T(w) que assume valores em




[0,0] é chamada de tempo de Markov relativo A filtragem { ?t ,t 20 }

se, para todo t = O , tivermos
{w:t(w)st}egt.

Com estes conceitos em mente, podemos, agora, definir o que vem a

Ser um processo pontual.

PDefinicdo 3.3:

Seja (Q,¥,P) um espago de probabilidade completo, { S‘t ,tz0 }

ima filtragem continua a direita (i.e., St = ﬂ 3') tal que ¥ o contém
s>t

lodos os conjuntos de probabilidade zero de Q. Um processo pontual &

ima seqiléncia T = { T .M z ] } de tempos de Markov com relagio a
'iltragem { 3‘t ,t2z0 } » que satisfaz:

1) T >0 (P-quase certamente) ;

2) T <=t (P-quase certamente) , se T < o ;
n n+l n .

3) T =T (P-quase certamente) , se T =w.

n+l

Um processo pontual T = {‘tn., nz l} é completamente

¢aracterizado pelo processo de contagem N = { N(t),t=zo0 } ,” onde:

N(E) = T o)) t20,
n=1 n
qu seja,
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n, sete[t,t )

N(t)= n n+l
+0,setzT
[+ ]

paran2 0, onde T = limt .
[} n
n—-» o

Aqui, consideraremos apenas os casos em que T, = o

Como fica claro na definicdo acima, N = { N(t) ,t= 0 } é um

processo estocastico que pode ser definido como sendo a contagem do

nimero de ocorréncias do evento sob estudo no intervalo [0,t].

Na verdade, muitas vezes { N(t) ,t=0 } também costuma ser
chamado de processo pontual, j4 que o estudo da seqiliéncia

'I‘ = { T .02 1 } e do processo N = { N(t),t=zo0 } sdo equivalentes

{moen}-{s, =)

phra todo n e N e todo t =2 O, ou seja, & possivel reconstruir um

pois

processo pontual a partir de seu processo de contagem associado, e

vice-versa.
Convém salientar que as trajetérias destes processos sdo P-quase

certamente continuas a direita, possuem limites a esquerda e sio

fungdes escada com saltos de magnitude 1.
!
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Note, ainda, que N é um submartingale, pois N(t), t = 0, é ndo
decrescente P-quase certamente e N(s) ¢é 9:'-mensur‘ével, e portanto,

temos que E[ N(t) | F 1= El N(s) | F 1= N(s)-
A seguir, sio dados alguns exemplos de processos pontuais.

Exemplo 3.1:
N(t) = 1[T'm)(t) , t=z0, onde T & tempo de Markov com

B(t > 0) = 1. Neste caso, 'l:l =T, e ‘tn = o, para n z 2. Aqui,

podemos considerar a filtragem na qual 9‘t = 0‘{ N(s) ,sst }

Exemplo 3.2:

Processo de Poisson n = { n(t) ,tz0 } , com parametro A , isto

, um processo com incrementos estacionéarios independentes (também

ito homogéneo, pois a distribuigdo de probabilidade de n(t) - un(s)

jepende apenas de t - s) tal que n(0) = 0 e

o[ A=9)] [ 1-6)18

(o) - wts) = ) = L sst, k=012 .
k!

Este é um processo pontual com respeito a filtragem na qual

Ft=9’:=a~{n(s).sst},t=0.

-y
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xemplo 3.3:

Seja N = { N(t),t=o0 } um processo pontual, e ¢ um tempo de

Markov com respeito a F = { ?t ,t 20 } O processo { N(tac), t = O}

& um processo pontual, onde:

N(tAc) = z 17 ) ®

n>=1

{‘t ,seT =0,
TO‘_ n n

n
©,setT >0 .
n

Definido o que vem a ser um processo pontual, podemos, agora,
N

' gxpor um resultado bastante importante sobre tais processos, o teorema

da decomposigdo de Doob-Meyer. Antes de enuncid-lo, no entanto, os

donceitos nele envolvidos serdo expostos.

Definicdo 3.4:

Um submartingale M = { M(t) , t = 0} com respeito a filtragem

4 ?i"t ,tz0 } é continuo a direita se suas trajetérias M(t,w), w € Q,
430 continuas a direita (P-quase certamente), e se a famlilia

4 ?t ,t20 } , € contfnua 3a direita.
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o

efinigdo 3.5:
Um conjunto de variaveis aleatérias { 5« r:a e U } é dito ser

uniformemente integréavel se

lim sup J | |§a|dP=O,
X >0 ael (|£a|>x)

Q

1 equivalentemente,

sup  E(|€,]) < w

ae U

lim  sup J |§,|dP =0, paraV A e ¥ .
P(A)»O xe U A

Definicdo 3.6:

Um (sub, super) martingale M = { M(t),t=0 } com respeito a

-

jltragem { ?t , t 20 }, com trajetérias M(t,w), w € R, continuas a

ireita, pertence a classe D se a familia de variAdveis aleatérias

\
} Mt) , T e7T } ,onde 7 ¢é o conjunto de tempos de Markov T com

o |

elagio & mesma filtragem para os quais P(t € w) = 1, é uniformemente

o

ntegravel.

| |

efinicdo 3.7:

O processo estocastico A = { A(t) ,t =0 } é dito ser crescente

se as varidveis A(t) s@o 9t-mensuraveis , A(0) = 0 e A(s) = A(t)

33




(P-quase certamente), para s s t. Tal processo é dito ser previsivel
se a fungdo A : [0,0) x @ R & W(?t)—mensuravel. onde W(?it) é a
a-algebra de subconjuntos de (0,0) x Q gerada pelos retangulos da
da forma (s.t]xG;Ossst,Ge?',e(O}xG,Ge?o. Tal

processo é dito ser integravel se E[A(t)] { @ , para todo t > O.

Para efeitos praticos, um processo previsivel pode ser

considerado como sendo adaptado a { ?t , t 20 } (i.e., A(t) &

ﬁt-mensuravel. para todo t = O ) e continuo & esquerda.

Teorema 3.1 (decomposigdo de Doob-Meyer):

Seja X = { X(t) , t = 0} um submartingale com respeito a

S‘t ,t 20 } contfnuo a direita e pertencente a classe D. Entfo
iste um processo crescente previsivel integravel A = { A(t), t =z 0 }
aptado a { ?t ,tZz20 } tal que X(t) - A(t) = M(t), onde

{ M(t) ,tz0 } é um martingale continuo 2 direita uniformemente

ntegravel. Esta decomposicdo € unica (a menos de  processos

o

ndistinglliveis, i.e., processos tais que P{ X(t) = Y(t) ) =1, para

o

[md

pdo t = 0 ).

Pode ser mostrado que submartingales positivos (como por exemplo,

processos de contagem) s8o de classe D.
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Exemplo 3.4:

Seja N = { N(t) ,t=z0 } um processo deterministico com

N

-~

t) = 1[1,w)(t) e ?t = { {.Q , @ } ,t20 } Na decomposigdo do

teorema acima, temos M(t) = O , A(t) = N(t).

Exemplo 3.5:

Seja M = { n(t) ,t =20 } um processo de Poisson com
parametro A > 0. O processo { n(t) - At ,t =0 } é¢ uma martingale
coam respeito a { 91: ,t=0 } Portanto, M(t) = n(t) - At e A(t) = At

na decomposigdo do teorema. De fato,
E[M(t) | ?':] = E[u(t)-m | y:'] =

= E[u(t)-n(s)+n(s)-ht+7&s-As|9‘:‘] =

= A(t-s) + n(s) - A(t-s) - As =" m(s) - As = M(s),

pois m possui incrementos independentes, n(s) é ?ﬁ—'mensurével e A €
coi:nstante. A(t) = At é integravel e previsivel (At é deterministica).
A demonstragdo de que m(t) - At pertence a classe’'D n§§ ¢ dificil e
ppde ser feita por um processo analogo ao utilizado para o caso de um

processo de Poisson ndo homogéneo, na segdo 3.2.2.
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templo 3.6:

Seja IT = { n(t) ,tz0 } um processo de Poisson com parametro
>0, 1:l=inf{t20:n(t)=1}eﬁ={;(t),t=0}com

n(t) = n(tArl).

rste caso, a decomposi¢do tem a forma

a(t) = [ n(tat ) - A(t/\t-l)] + A(tAT)

O processo crescente previsivel A = { A(t) ,t 20 } que aparece

nbs teoremas e exemplos acima, é chamado de compensador do processo

:ntualN={N(t),t=0}. \

2 - Processo de Poisson Ndo Homogéneo

efinig¢do 3.8:

Um processo de Poisson n&o homogéneo é um processo pontual

N(t),tz0 } , definido em um espago de probabilidades (2,%,P) que

datisfaz as seguintes condigdes:

1)P[N(0)=0]=1;

2) { N(t),t=z0 } possui incrementos independentes;
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3) P[ N(t+h) - N(t) = 1 | 9':_]= A(t)h + o(h); e
4) P[ N(t+h) - N(t) = 2 | 9':_]= o(h),

onde A é a fungdo intensidade do processo e

?:_ = o(N(s) : s <t).

Note que, se tomarmos A(t) = A, { N(t) , 9": ,tz0 } passa a ser

um processo de Poisson homogéneo.

A condicdo 2 significa que N(b) - N(a) e N(d) - N(c) (para a <b
e ¢ < d) s3o variaveis aleatérias independentes se os intervalos (a,b]
e (c,d] forem disjuntos, ou ainda, que N(t) - N(s) ¢é independente de

??:‘ = cr{ N(u) : uss } , i.e., P(AnB) = P(A)P(B) , V A € o(N(t)-N(s)),

s<t,ev3e?;':.

JA a condigio 4 significa que a probabilidade de ocorrerem pelo
menos 2 eventos simultaneamente é zero, i.e., N(t) - N(t-) = O ou 1

(por este motivo N ¢é dito ser simples).

Os processos de Poisson s3o caracterizados, também, por possuirem
intensidades  deterministicas, i.e., num modelo de | intensidade
multiplicativa, onde A(t,w) = a(t)Y(t,w), o fato de Y(t,w) = 1, para
V w € R, é equivalente ao processo pontual ser um processo de Poisson

(ver Jacod e Shiryaev (1987), p. ex.).
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A seguir, sdo dados alguns resultados sobre processos de Poisson

ndo homogéneos.

Proposigdo 3.1:

Um processo de Poisson ndo homogéneo é tal que

exp[ - I:A(u)du ] [ ‘[:A(u)du ]k

P[ N(t) - N(s) = k ] = -~ , k=0l

e 0ssst.

Demonstragdo:
Como a fungdio geratriz de probabilidade de uma variavel aleatéria
inteira ndo negativa determina unicamente a distribuicio de

probabilidade desta variavel, vamos calcular E[ z“m-m')], |z| =L

Seja y(z,t) = E[z"m]. Como N possui incrementos independentes,

temos

Wztrh) = E[z““"“’] - E[z““*h""‘t’*"m]

N(t+h)—N(t)]

= W[z

Como conseqliencia da  definigdo de fungdo geratriz de

probabilidade,
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H E,}mum-u&)] -1 } = _111,{ p[ N(t+h) - N(t) = 0 ] -1 } +

. z—t‘;-P[N(t+h)¥N(t)=1] -

n

ne~1 8

2" P( N(t+h) - N(t) = n ]
2

As condigles 3 e 4 da definigdio 3.8 implicam que

h-—»0

lim {—;—P(N(t+h)—N(t)=o] —1} = @),

lim ‘rlr p[ N(t+h) - N(t) = 1 ) = At) e

h -0
©
. n 1
lim Zz —h-P(N(t+h)—N(t)=n] = 0,
h—»0 n=2

pela condicdo 4 e porque |z| = 1.

Conseqilentemente, temos que

lim ‘rlx_{ E[z"“*“""“’; - 1} = A1) + ZA(t) = (z-DA(L).

h -0

Como y(zt+h) = w(z,t){ EFZN(””_N“)] -1 } +¥(z,t) temos

¥(z,t+h) - ¥(z,t) 1

= Wat) — { E[ZN(t'!-h)-N(t)] -1 } .
h h
oy(z,t)
=

= Y(z,t)(z-1)A(t) , para |z} <1, t> 0.
at

Sob a condigdo inicial ¥(z,0) = 1, a solugdo da equagio

ﬁdif erencial acima é dada por:
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t
¥(z,t) = exp [(z-l)J A(u)du] .
Jo

Para 0 < s ¢ t,

E[z"m—ms’] = %:Z—.t:_ = exp [(z—l)‘rh(u)du ]
z,s s

Portanto,

t

N - NGs) ~ P J

A(u)du ] . =

Uma demonstragdo alternativa pode ser encontrada em Ross (1983).

Proposicio 3.2:

Seja N = { N(t) ,t=zo0 } um processo de Poisson nfo homogéneo

com funcéo intensidade A. Ent3o o processo N = { N(Z(t)) ,t=z0 } é

um processo de Poisson homogéneo com f ungdo intensidade A = 1, onde:

t

Z(t) = inf‘{ v:Av) D>t } e A(t) = J A(s)ds.

0

Demonstrag3o:

E[ ﬁ(t+s) - ﬁ(t) | ﬁ(u) ,ust ] =

= E[ M@t - NE) | Nz L u s ] -
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- E[ N(Z(t+s)) - N(Z(t))] = AZ(t+s)) - AZ(Y) =

=A[inf‘{v:l\(v)>t+s}]—A[inf{v:A(v))t}] =t+s-~-t=s,

pois Z € uma fungiio ndo decrescente, { N(t) , t 2z 0 } possui

incrementos independentes e A é uma f ung¢do continua. |

Proposigdo 3.3:
Sejam 0 < T1<- T2< ... 0s sucessivos tempos de ocorréncia de
saltos de um phocesso de Poisson ndo homogéneo com fungdo intensidade

A. Ent8o, para qualquer n,

P[ T - Tn ) s | T1=t1""’Tn=tn ] = exp[ - [ A(tn+s) - A(t;‘)] ] ,

n+l

i.e., o tempo transcorrido entre dois saltos consecutivos possui

densidade dada por
t

n+l
T s .Tn(xnﬂltl""’tn) - A(tml) exP[ - J; A(u)du ] ,

n«'-lI 1
n

fx

Demonstracgio:

O evento A = { A(Tml) > A(Tn+ s) } estd contido no evento

{ Tnﬂ- Tn >s } » que, por sua vez, estd contido no evento
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B = { A(Tnn) = A(Tn+ s) } Entdo,

>s|T=t,...,T=t] s
n+l 1 1 n n

P[A|T=t,...,T=t ] s P[x
1 1 n n

s P[B| T=t,..,T=t [.
1 1 n n

Os valores tl,...,tn determinam A(tl),..../\(tn). Portanto, pela
proposi¢do anterior, A(tml) - A(tn) ¢ independente de tl,...tn, e

possui distribuicdo exponencial com parametro 1. Entdo,

P[A|T=t,...,T=t) =
1 1 n n

P{ MT,) - MT) > AT+ s) - AT) | T=t,..T=t } =

exp[ - [ At + s) - A(tn)J ] = P[ B | T =t,....T =t ] ,

pois P[ Y=t ] = P[ YOt ] para qualquer variéw}el aleatéria Y com

distribui¢do exponencial. ]

Proposicio 3.4:
Condicionados a N(1) = n, os tempos de ocorréncia dos eventos,
i.e., 0 < T1< < Tns 1, sdo distribuidos como n estatisticas de

ordem de uma amostra aleatéria de n observagdes da densidade

A(t)
Jh(s)ds

0

» 0 =ts=s1]1Ou seja,
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n! ["‘[ A(tl)
1=1

[ J:A(s)ds ]n .

T INm(tl,....tnl N(1)=n) =
1 n
O0<Ct<. Ct=s],

1 n

Demonstracéo:

Sejam X =T -T eX =
n+l n+l n 1

fx R (tnltl""’tn-l) fx |x(t2lt1) fx (tx) =
n' 1 q-l 2! 1

?L(tn)exp[ - f:"-la(s)ds ] A(tl)exp[ - J.:; A(s)ds ]:

n t
[l];[lh(tl)Jexp[ - IO“ A(s)ds ] , para O < t1< .. Ct.

n

le.....Tn,N(l)(tl""'tn’n) =

P[ N(1) = n | T1=t1'“"Tn=tn ] lean(tl,...,tn) =

P( T. > T =t,...,T =t ] I

T yoeesT (tl""'t
1 n

) =

n

= exp[ - ﬁn A(s)ds ] [lﬁlh(tl)] exp[ - f:" A(s)ds ] -
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= [l;jlh(tl)] exp[ - J.; A(s)ds ] .

‘Portanto,
frl,. . ..Tn.N(l)(tx"“ ,tn,n)
f (t,..t |n) = =
Tl....,TnIN(l) 1 n P[N(1) =n ]
n
{
n.lILA(tl)
= — » para O < t1< . < tsL =

[ I;A(s)ds ]n

Exemplos de aplicagdes de processos de Poisson podem ser
encontrados em Cox e Lewis (1966), Lewis (1972), Lewis e Shedler

(1976a), Steinijans (1976) e Reyment (1976).
3.2.1 - Descrigio do Experimento Estatistico

As trajetérias de um processo pontual sdo fungBes escada com
saltos de magnitude 1, continuas a direita com limite a esquerda em
cada ponto t € [0,0). Podemos, entdo, tomar como espago de observagdes

| Q' o espaco

D[O,1] = {g:[o,l] —>R : g é contfnua & direita ¢/ limites a esquerda}.

§Claramente, este espago contém muitos elementos além das trajetérias
de um processo pontual. No entanto, sua adogdo como espago de

observages €& util por sua estrutura de espago métrico, descrita a
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seguir.

Nosso espago mensuravel serd dado por [ D[o,1] , B(D[O,1]) ],
ondeB(D[0,1]) ¢ a o-algebra de Borel de D[0,1], i.e., a o-albegra
gerada pelos conjuntos abertos do espago D[0,1], segundo a métrica de

Skorohod, dada pela expressdo:

d (x,y) = inf [ sup | x(t) - y(h(t)) | + sup | t - A(t) | ] ,
he H L telo,1] t€f0,1]

onde
H = { h:[0,1] — [0,1] : h(0) = O, h(l) = 1, h é continua e

estritamente crescente }

Parthasarathy (1967) e Billingsley(1968), por exemplo, descrevem
detalhadamente tal métrica, que torna o espago D[0,1] separavel, ao

~ contrario da métrica uniforme

dxy) = sup | x(t) - y(t) |.
te(0,1)

Observe que, para duas trajetérias w e w’ € D[0,1], que contenham

0 mesmo numero de saltos, temos que

d (0,0') = max { | =, -7 | } ,

i=1,...,N(1,w

onde T, e 1:; representam o i-ésimo salto dentro das trajetérias w e
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’

w', respectivamente.

A o-algebra B(D[O,1]) coincide com aquela gerada pelos conjuntos’

cilindricos

I(t,....t ) = { x € @:(x(t)),....x(t )) € B, B € B(R"™) }

(ver Shiryayev (1984)).

Neste espago mensurével, definimos as medidas de probabilidade

PA' A € 8, de tal forma que
PA('A) = PA{ w: N(.,0) € A } » A € B(D[O,1]) ,

onde { N(t) ,t=0 } tem A como sua fungdo intensidade.

Nosso experimento estatistico sera considerado como sendo o

- "produto” dos experimentos € = { Q. ¥, { Py»2€8 } } » 1 e,

onde Ql = D[o,1] , 3‘l = B(D[O,1]) e Pm = PA’

Aqui, adotaremos como espago paramétrico um subconjunto do espago

i Lz([O,l],dt) , l.e., o espago formado pelas fungSes f:[0,1] - R que

1
satisfazem J [f(t)]zdt < w.
o
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8= { A: A el ([01)dt), inf A(t)>O0,
t€l0,1]

sup A(t) (= }

tel(o,1]

A razdo para se definir ©- desta forma reside no fato de
Lz([O,l],dt) ser um espago de Hilbert, o que possibilita a defini¢io

de diferentes "sieves" a partir de diferentes bases deste espaco.

3.2.2 - Decomposicdo de Doob-Meyer para um Processo

de Poisson nio Homogéneo

Como ja vimos, { N(t) ,t =0 } é um submartingale. Podemos,

entdo, obter a decomposicio de Doob-Meyer para o processo de

jPoisson ndo homogéneo. Neste caso, N(t)

: t
- M(t) = N(t) - J

A(s)ds é uma martingale continua a direita e
o :

= M(t) + A(t), onde

' uniformemente integravel. De fato,

E[ M(t) | 9"] = E[ N(t) - Jth(u)du | Sf'] =

0

- E[nw-ne e ] v g[ve 1, ] . ra@du -

0

0 0

= Jth(u)du + N(s) - th(u)du = N(s) - J’A(u)du = M(s)
0

pois A é deterministica.
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Além disso, pela prépria definigdo do espago Q', as trajetérias

de M(t) sdo contfnuas a direita.

A filtragem { 9t »t 20 } é continua a direita em decorréncia do

seguinte lema (ver Liptser e Shiryayev (1978)).

Lema 3.1:
Seja um espago de eventos elementares Q tal que, para todo t 2z O
e todo w € Q, existe w' € Q tal que N(s,0') = N(tAs,w), para todo

s > 0. Entd3o, a familia de o-4lgebras { 9': , t 2°0 } é continua a
direita.

5

Claramente, Q' = D[0,1] satisfaz a condi¢do deste lema.

t
Note, ainda, que N(t) - Ih(s)ds é uniformemente integravel.
o

Definindo

C = { | N(t) - JtA(s)ds | > x } ,

0

| temos

t
sup J | N(t) - I A(s)ds |dPA
C

t€(0,1] 0

t
N(t)dP A(s)ds|dP
< t;:r’)” [ch (t) A + Ic [Io (s) S] A]

x
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t
s sup L: N(t)dPA + sup l] A(s)ds]PA(Cx)‘ .

telo, 1] tefo,11%jo
Como

lim J N(t)dPA = 0, para todo t € [0,1],
C

X —p 00

pois E[N(t)] < @ ,para todo t € [0,1], e Cx -» @ , quando x - o, entdo

lim sup J N(t)dPA = 0.
x -»o t€[0,1] JC

Além disso,

lim sup [Jth(s)ds]Ph(Cx) = [th(s)ds] lim PA(Cx) = 0.

x-» ® t€[(0,11%]0 (] X —» ©

t
A(t) = Jk(s)ds é, entdo, o compensador do processo de Poisson nio
0

homogéneo (ja que, para este tipo de processo, A(t) é deterministico

e, portanto, previsivel).
3.2.3 - Derivada de Radon-Nikodym

O que nos interessa, de fato, é a obtengdo de estimadores de
méxima verossimilhanga para .a fung8o A(t). Devemos, portanto,
determinar a fungdo que desejamos maximizar. Como nosso espago de
observagles ¢ um espago abstrato, n3o temos nenhuma medida que seja
diretamente equivalente a4 medida de Lebesgue em R". Neste caso,

adota-se a derivada de Radon-Nikodym como fungdo de verossimilhanga
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caso tenhamos uma medida dominante em nosso experimento. Como foi
visto no capitulo anterior, a escolha da medida dominante é
irrelevante para a obtencSio do estimador de méaxima verossimilhanga

(caso haja mais de uma medida nesta condig&o).

Sabe-se que, para qualquer processo de Poisson com funcio
intensidade A, PA « Pl, onde P1 é a medida de probabilidade induzida

sobre [ D[O,1] , B(D[O,1]) ] pelas fungdes amostrais de um processo de

" Poisson homogéneo com A = 1 (ver Karr (1987), p. ex.).

dpP
Pelo teorema de Radon-Nikodym existe, ent3o, p(w,A) = @A(w) tal
: 1

que PA(A) = J p(A)dPl , para todo A € F = B(D[Opl])°
A

Proposicdo 3.5:

Para um processo de Poisson, temos

0 0

dPA 1 1
p(w,A) = W(w) = exp[ J In[A(t)]dN(t,w) + J [1 - a(t))dt ]
1

Uma maneira ndo rigorosa de se chegar a esta expressdo é a

L ]
seguinte: fixada uma trajetéria w cujos pontos de salto sejam

, onde

tl,....tk. calculemos o quociente
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N(L,w) = k }

e TJ ¢ a varidvel aleatéria que designa o j-ésimo salto de cada

trajetéria w.

1 .
€ deve ser tal que € < i[ l_lmm k{ tl tl_l ,y 1 - tk } ]

Temos, entdo,

dORECERECCE RO RY
(CE R RO PR R R I

P[ N(1) - N[t;+ ﬁ] =0 =

t -€/n [ e/m T t +&/n
= exp| - - A(s)ds | exp| - A(s)ds A(s)ds
L Ut ]

-£/n t -€/n
1 1

[ J\z—e/n ] i J‘tk+e/n ] J‘tk+e/n
exp| - A(s)ds | ... exp| - A(s)ds A(s)ds
t +e/n t —€/n t -&/n :
1 - k 4 7%
1
exp —J A(s)ds =
tk+e/n

1 K +€/n
= exp| - J A(s)ds 1] r ! A(s)ds .
o =1 Jt-e/n

Fazendo A = 1, temos
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P, [An] e"l[:Il(Ze/n).

Portanto,

. P)\(An) 1 k . 1. [t*rem
lim m—)=exp -1 [1 - A(s)lds n lim MJ A(s)ds | =

I=1 n =0 tl—eln

-

= expl| - Jl[l - R(S)]ds ] ]lf[ A'(tl) =
i=1

0

0

= exp[ z In )L(tl) + r[l - A(s)]ds ] =
1=1

1

= exp[ Jlln[k(t)]dN(t,w') + J

[1-2a(s))ds | .
] ]

Este procedimento guarda uma certa analogia com o que é adotado
por Grenander (1981), que utiliza um resultado conhecido como teorema
da convergéncia da raz3o de verossimilhanga, apresentado inicialmente

em Grenander (1950).
3.2.4 - Métrica Adotada para o Espago de Parametros ©.

A métrica natural a ser adotada é a métrica de ILZ([O,I],dt), dada

- por:

ara) = I -all, = / [HEXCEEYCIRTS
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No capftulo anterior, foi dito que a condigdo 2 do teorema 2.2
"sugere" uma métrica para ©. Para um processo de Poisson nfo

homogéneo, a entropia formal é dada por (ver Karr (1987)):

H(AO,A) = E[ln{p(w.h)]] =

1 1

= EA [ In[A(t)]dN(t,w) +J
o -

0 ]

[1 - A(t)}dt ] =

.

1

- [ 1= A(s) + A (S)In[A(s)] ]ds.

0

Portanto, lim [H(AO,AO) - H(Ao,Am)] =0 =

m - ©

m >0 JO

» lim Jl[ [ Xm(s) - Ao(s) ] + Ao(s)ln[ho(s)/hm(s)] ]ds = 0 »
> Am(s) - Ao(s) + Ao(s)ln[ho(s)/hm(s)] - 0

para quase todo s € [0,1], pois
Am(s) - Ao(s) + Ao(s)ln[ho(s)/lm(s)] z 0 »
> | A (s) - A (s) | - 0
para quase todo s € [0,1] =

» km=inf{M:Leb{t:|Am(t)-?\°(t)|>M}=0}-—> 0 =
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- £| A () - A () |at < k: -0 =» “~7‘m -2, "2 - 0.

3.2.5 - Escolha do "Sieve".

Como definido anteriormente, o método de "sieves" consiste na

]
obtengdo de uma seqiléncia {Sm} de subconjuntos de @ com mulsm denso em

8. No caso de um processo de Poisson ndo homogéneo com espago de
parametros 8, queremos estimar A € ©. Para isso, consideraremos aqui
dois ‘"sieves" diferentes: o ‘"sieve" de histograma e o ‘"sieve" de
Fourier. Antes de descrevé-los, no entanto, convém justificar a
necessidade da utilizagdo de um método alternativo para a obtencdio dos

estimadores de méaxima verossimilhanca de A.

Se possuirmos uma amostra i.i.d. de tamanho n de nosso espaco ',

teremos

1

‘ n dP n 1
Ln(A;Q) =1 -——A(wl) = [Jexp [ ln[A(t)]dN(t,wl) + J [1 - A(t)]dt} =

1=1 dPl 1=1 0 0

r

n 1 1
= [ exp ZInD&(tl J)] + J [1 - A(t)]de |.
=1 J=1 ’ o

i

onde 1:lJ representa o instante do j-ésimo salto dentro da i-ésima

trajetéria e r, designa o numero de saltos da i-ésima trajetéria,

l.e., r, = N(l,wl).
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Observe que, se fizermos A(t) assumir valores cada vez maiores
1

nos pontos T de tal forma que J(l - A(t))dt permanega constante,
’ ]

teremos Ln(A;_(g) tdo grande quanto se queira, e conseqilentemente, n3o
conseguiremos encontrar um elemento Ao € 8 que maximize Ln(l;g), ou

seja, torna-se necessiria a utilizagio de um método alternativo para a

estimacdo de Ao.
3.2.5.1 ~ Sieve de Histograma.

No "sieve" de histograma, temos
m A

S = { g : [0,1]] =R : para todo t € [0,1], g(t) = Zek 11_ (t) } ,
k=1 k

m

' onde Tk =[ (k-1)/m , k/m ), k = L....m-1 e Tm = [(m-1)/m , 1].

Para aplicag8o do método de "sieves", o que devemos fazer, entdo,

| é obter, para cada Sm. um elemento Am € Sm (o que equivale a obter um

~

vetor gm ) que maximize

o)+ 2o - o)

n 1
= ln[ n exp Jlln[h(t)]dN [t,wl] + '[ [l - A_(t)]dtJ ]
i=1 4] 0

55



n l‘

Z Zln[h(t )] +n J [1 - A(t)]dt

1=1 =1

-1 im[ Lot ) | o [0 D)

Neste caso, podemos encontrar o vetor gm que maximiza 2n [gm ;w]

analiticamente, calculando o vetor de primeiras derivadas e a matriz

de segundas derivadas (matriz Hessiana) de £ [G H ] com relagdo a 0 .
n{—m — -m

6.‘£n _O_m'w] n ot m
- B2
88 _ 151 y=1 80 [ ln[ k;em,drm’ [ 'J] ] ] m
( )
nor 1 m,s(tl,j)
= -
B 12=:1 sz m
z m, k m.k ,j)
822 [A_e_m’w] 3 afn(g ,(0) n l‘l ( 1Tm"( l]) 11- . ( l“)W
o0 00 o6 | o0 =-Z,,z, m 2 | ?
s v v s zem k1T (1-" J)
L L =1 7" “m,k )
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azzn[e ;_] . n( bz, ) | |

~—m

= ——— = diag| -
ae ae_ 12=:1 le m 2
L kZ em,k1'l'm k(Tl.J) J

, 1ss=m |.

Como a matriz Hessiana ¢ negativa definida (¢ uma matriz diagonal

-

com elementos negativos na diagonal principal) o vetor gm que

satisfizer

8¢ (8,9

, 1 =s=m

"
=)

ae

m,s

maximizard a fungdo Zn[gm;g] (ver Lima (1981)).

ae 1=1 j=1

mL_JlSm é denso em 8, pela seguinte  proposigdo (ver

Royden(1968),p.244).
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Proposigdo 3.6:
Seja f € Lp(u) » | = p = w. Entdo, dado € > 0, existe uma fungio

simples ¢, nula fora de um conjunto de medida finita, tal que

5= el <o

lp(p) = { F:Q-R: J I£1Pdp < o }, fungées simples s3o aquelas

que assumem apenas um numero finito de valores e "" designa a norma
P

do espago Il.p(u).

Karr (1987) obteve um importante resultado sobre a consisténcia

do estimador de A obtido utilizando-se o "sieve" de histograma.

Teorema 3.2:

Se mn(dimenséo_ do elemento Sm do "sieve") & escolhido de tal
-]

forma que Z[m: /nz] { o, entdo ” in - ?«0 "1 — 0 PA -quase
n=1 0

certamente, onde ""1 designa a métrica do espago ll.l([O,l],dt).

4
Isto implica que devemos ter m < ¥ n para que

" in - Ao "l —- 0 PA -quase certamente.
]

Um aspecto importante na utilizagdo do "sieve" de histograma é

sua simplicidade computacional.
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. 3.2.5.2 - "Sieve" de Fourier

Como ja foi dito, a inspiragio para a construgio do "sieve" de
Fourier se origina da estrutura matematica do espago Il.z([O,l],dt). A
construgdo deste "sieve" ¢ feita tomando Sm como um subconjunto do
espago vetorial gerado pelos primeiros m elementos de um sistema

completo ortonormal de ILZ([O,I],dt), i.e., um sistema { e, k e N }
tal que

0, se 1#)

¢, (t)o (t)dt = { :

1, se i=)

1

pppp = J

0

e onde (z,pl) = 0, para todo i € N, implica z = 0.
Tal sistema é também conhecido como base de Il.z([O,l],dt), e cada
elemento de Lz([O,l],dt) pode ser expresso como combinagdo linear dos

elementos do sistema { qpk ,keN } , l.e.,
1

A(t) = Z 8¢ (t).onde 8 = Ap> = J A(t)e (t)dt ,
k=1 0

sdo chamados de coeficientes de Fourier do elemento A com respeito ao

| sistema{wk,kelN}.
Observe que, para qualquer A € ﬂ.z([O,l],dt), temos

o«
1
2 _ 2 _ 2
A -kzlek = L(A(t) )dt ¢» » 6 >0, quando k »w .
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Definimos, entfo,

m
= . = 1
Sm-{kee.l(t)— Zekgok(t),-—c—sk(t)scm},
k=1 m
onde C 2@ tdo rapido quanto se queira, e
gol(t) =1,te[0l];
\/Z cos(2knt) , k par
v (1) = . (1)

\/; sen(2(k-1)nt) , k impar

)
Para mostrar que mUlSm é denso em 6, devemos mostrar que, dado

€ > 0, existe m € N tal que

m
0
" kzle:wk ~ 2 "z <e

| To
| L < Velot)=sc
com P kzl kq)k mo.

m
o
Como a série de Fourier de fungdes continuas converge

uniformemente e, além disso, para qualquer fungfio f € le([O,l],dt),

existe uma fungdo continua £ € ILz([O,l],dt) tal que " f-£& "2 <e
(ver Royden (1968), p.118), podemos tomar £ e m tais que:
1) §(t) > 0, para todo t € [0,1] ;

2) sup | A (t) - &(t) | <3
telo,1]

N 12 - &, <oz
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m
0
L ]
4) sup | ) 6o (t) -&(t) | <35;
telo,1) RZI KTk

mo .
>) " kglekq)k - £ "z <es2;

1 .
onde: & = - inf Ao(t) e { 9: , kel } sdo os coeficientes de

t€lo,1]
Fourier da fungdo £.
Temos, entdo,

m
0
sup | ZG‘go (t)-a(t) | <28 = inf A (t) ,
k' k 0 ()
t€10,11 k=1 t€[0,11

pela definicdo de métrica uniforme (ver segdio 3.2.1), ou seja,

m

0 »
0 < kzlekgok(t) (w,

para todo t € [O,1].

Além disso,

m
ot <
" z . llz &
k=1

pela desigualdade triangular.

Mostraremos, a seguir, que o "sieve" de Fourier satisfaz as

condigdes do Teorema 2.1.

Para mostrarmos que, para todo m € N, todo 0 € Sm e todo € > 0,
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p[w.Bm(e.e)] = sup p(w,0)
6 € B (2,¢)
m
é ¥ -mensuravel, ¢ suficiente mostrar que

N(1,w)

{ w : p(w,0) = z ln[?\(t])] > X } € ¥, para todo x € R,

=1
1 .

pois a fungdo exponencial é continua, [I- A(t)]Jdt ¢é constante (por
0

A ser deterministica) e

{ w: sup p(w,0) > x } = U { w: p(w,0) > x }
0 € Bm(A,e) 0-€ Bm(l,e)
Como a fungdo logaritmica ¢ uma fungdo continua e 0 € Sm também é
continua, se w for tal que

N(1,Ww)

) Info(z )] > x,

J=1
entdo existe €, > 0 tal que

N(1,w)

ln[h(tj - ew)] > x.
J=1

Consequentemente, para todo w’ tal que
ds(w,w) e w0’
temos

N(1,0)

p(w’,8) = Infe(T’)] > x
ks

(note que, se €, < 1, @' possui o mesmo nimero de saltos que w).

Portanto,
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{w:p(w,ﬁ))x}

¢ um subconjunto aberto de D[0,1], o mesmo ocorrendo com

{ w: sup p(w,0) > x }
6 e Bm(h,e)

A condigdo (1) do teorema 2.1 &, entdo, satisfeita.

A condigdo 2 serd automaticamente satisfeita se provarmos que
p(w,A) é contfnua em A (isto implica a semicontinuidade superior).

Novamente, como a fungfio exponencial & continua, é suficiente mostrar

1 1
que J [1 - A(t)]dt e Jln[h(t)]dN(t,w) sdo contfnuas em A para cada
o 0

trajetéria w.

n m

Seja {An , N € IN} uma seqliéncia tal que A €S e
2 -2}, ~02es.
n 2 m
(n)

m
2
Ia, -2, =kzl(ek Yo )",

onde
m

m
= (n) -
A = Yoo (t) e at)= }op/(t)
k=1 k=1
e ¢ k=l1,...,m, sdo dadas pela expressdo (1).

(n) e,k=1,...m,

Temos, entdo, que "An ~ A "2—> 0 > ek «

quando n -, i.e., An(t) - A(t), para todo.t € [0O,1].

Como —%— s 6(t) s c »te [0,1] , para todo 8 € Sm, pelo Teorema
m
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da Convergéncia Dominada

1 1 1
lim [ [t -2 ()t = J [1 - lim An(t)]dt = J [1 - A(t)]dt.

n > Jo 0 n s> 0

Considere, agora, w fixo e tal que N(l,w) < w. Temos, entdo, que

% <oa(t) s c. 2 ln[—(l:—] = In[e(t)] = ln[cm] >

m

> | In[e(t)] | = Infc 1 =

1
> J‘ | In[a_(1)] |dN(t,@) = N(Lw)Infc ],

0

tomando ¢ > 1.
m
Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e

continuidade da fungd@o logaritmica

lim Jlln[hn(t)]m(t,w) = J ' lim In[A_(t)JdN(t,w) =

n->ojO O n —w»o

1
= J In[A(t)]dAN(t, ).

0

Isto completa a demonstragio para a condigdo (2).

A limitagio —— < 8(t) sc_, t € [0,1]] e 0 €S_, implica que
m

Jlln[e(t)]dN(t,w) s N(l,w)ln[cm]

0

e que

! 1
J[l—e(t)]dt s 1- .

0 m
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Portanto,

1

In[p(w,0)] = rln[e(t)]dN(t,w) + J[l - 6(t)ldt =

0o 0

1
< N(l,w)ln[cm] + 1- —E; ,

para todo w € Q' tal que N(l,w) < o.

Conseqilentemente,

e [ofbno] ] <o

pois P[N(1) = o] = O.

Precisamos, agora, provar que Sm é compacto.

Como os espagos ILP sdo completos (teorema de Riesz-Fischer) e
toda seqiiéncia (Al) convergente, onde Al € Sm, converge para elementos

de Sm, temos que Sm é completo. De fato,

1 1 R
T = Al(t) s cm > T < lim Al(t) = Cm 3>
m m i»00

m

1 . 1 .

—_ s —_— s

> lim el’kwk(t) c. o < z qpk(t)llm el'k c =
m k=1 1>0 m k=1 {00

m
1
> w s Z ekqak(t) < cm .
m k=1

onde 8 =limeo .
k 1,k
{»00

Além disso, Sm é totalmente limitado (i.e., dado £ > 0, existe
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uma colegdo finita de esferas de raio € que cobre Sm) pois seu

diametro é finito.

diam Sm =  sup d(?\l,)lz) = (Al - Az,hl - A2> =
A ,A €S
1" 2 m
1 2 1 1 )2
= [ 2@ -a,n)]d s [cm - —é—] dt < w.
0 0 m

Portanto, por uma Proposicdo (Royden (1968), p.164) Sm é

compacto, ou seja, satisfaz a condi¢cdo 4 do teorema 2.1.

Finalmente, a condigdo S.

Como

H(Ao.)\n) = .EAO[ ln[ p(w,?\n)] ] {

Infp(w,2 )] = N(Le)n[e ] + 1-——,

para A € S , entdo
n m

nlimm EAO[ ln[ p(wA ) ] ] = EAO[ nlim ln[ p(w,A ) ] ] =

o)

g [[wen]].

pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela continuidade da fungfo
logaritmica e de p(w,A), ou seja, H(AO,A) é contfnua em A.

00
Como US & denso em © e {S } é crescente, existe A € S tal
m=1 m m m m
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que " Am - Ao. "2—» 0, quando m - ». Portanto,

sup H(AO,A) - H(?\o,ko) » quando m —» ®
A € Sm :

Am—o )\0, quando m —» o,

Mostramos, entdo, que para o "sieve" de Fourier existe uma
seqiiéncia m para a qual o conjunto de estimadores de maxima
n

verossimilhanga M ¢ consistente, i.e., lim P( d(lMI: ,AO) >e ) =0,
mn n — 0 n

para todo € > 0. Para a determinacdo da seqiléncia m seria necessario
utilizar o teorema 2.2. No entanto, sua aplicagdo ndo é simples,
segundo os préprios autores. Por este motivo, utilizamos diferentes

seqiiéncias m para os exemplos simulados.
n
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CAPITULO 4
ASPECTOS PRATICOS NA APLICAGAO DO METODO DE "SIEVES"
4.1 - Algoritmo para Simulagdo de Processos de Poisson Nio Homogéneos

O algoritmo utilizado para simulagdo de um processo de Poisson
ndo homogéneo foi o método da transformagdo da escala de tempo, que se

baseia numa conseqiiéncia da proposicdo 3.2:

Os pontos t1’t2"" sdo pontos de salto de um processo de Poisson
com E[N(t)] = A(t) se e somente A(t1)’ A(tz),... sdo pontos de salto

de um processo de Poisson com fungdo intensidade A = 1.

Com este resultado é possivel, entdo, gerar n trajetérias de um
processo de Poisson com fungdo intensidade A(t) , t = O, observadas no
intervalo [0,1] , através do seguinte algoritmo:

1) faga i = 1;

2) faga s = O;

3) gere um numero aleatério u com distribuigdo U[O,1];

4) faga y = -log(u);

5) faga s = s + y;
6) se s > A(l), fagai =i+ L;
se i = n, v4 para 2;

se i > n, v para 7;
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se s s A(1l), grave i e Z(s) = inf‘{ v Av)D s };

7) fim;

Obviamente, o processo de obtengdo de Z(t‘) a partir de A nem
sempre ¢ operacionalmente facil ou mesmo possivel, sendo necessario
fazer uso de processos numéricos de inversdo nos casos em que n3o seja
possivel obter facilmente uma expressdo para Z(t). Esta solugdo, no

entanto, tornaria o processo extremamente lento.

Para contornar esse tipo de problema, Lewis e Shedler (1979)

sugerem um procedimento bastante simples, baseado no seguinte

Teorema 4.1:
Considere um processo de Poisson ndo homogéneo { N’(t) ,t 20 }

com fungdo intensidade A'(t), tal que o nimero de pontos N'(to) em um

intervalo fixo (O,to] possui distribuicido de Poisson com parametro

»

p; = A‘(to) - A'(O). Sejam t:,t',...,t os pontos do processo

*

2 N ()
no intervalo (O,to]. Suponha que para 0 s t = t, A(t) = h.(t). Para
i=1,2,...,n delete o ponto de salto t: com probabilidade
1 - A(t:)/h'(t:). Os pontos de salto restantes determinam uma

trajetéria de um processo de Poisson nd3o homogéneo { N(t) ,t=0 }

com fungdo intensidade A no intervalo (O,to].
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A demonstragdo encontra-se em Lewis e Shedler (1979).

Obviamente, A' deve ser escolhida de tal forma que o caAlculo de

Z(t:), i =1,..,n, seja facil.

O algoritmo consiste, portanto, nos seguintes passos:

‘ *
1) Gere uma trajetéria de um processo de Poisson { N(t),t=zo0 }

com fungdo intensidade A*(t) num intervalo fixo (O,to], segundo o
algoritmo descrito anteriormente. Se o nimero de pontos gerados n' for
igual a zero, pare; ndo had nenhum ponto de salto na trajetéria.

2) Denote os pontos (ordenados) por t:,t:,...,t:. Faga i =1 e
k = 0.

3) Gere u uniformemente distribuido entre O e 1.

Seu S A(L)A(L), fagak=k+let =t.
4) Faga i =i + 1. SeiSn', va para 3.

»
5) Se i > n, retorne tl,tz,...,tk, e também k.

Estes pontos determinam uma trajetéria de um processo de Poisson

{ N(t), t = 0 } com fungdo intensidade A(t) , t = O, observada no

intervalo (O,to].
O problema de geragdo de trajetérias de processos de Poisson ndo

homogéneos jA foi abordado em diversos trabalhos, como Gilchrist

(1976), Lewis e Shedler (1976b,1977) e Patrow (1977), por exemplo.
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4.2 - Procedimentos Praticos para Obtengdo das Estimativas

das Funcgdes intensidade A.

Obtidas as trajetérias de um processo de Poisson com a fungdo
intensidade desejada, procedeu-se a etapa seguinte: a estimagdo da
fungdo intensidade com base na amostra, para cada um dos dois "sieves"

descritos no capitulo anterior.

Como ja foi visto, este procedimento é equivalente a estimar os
m

n n
vetores @ = (91,....9m2 » onde A(t) =k219k¢k(t)-

n

Para o "sieve" de histograma é necessario, apenas, calcular o

vetor

(o et )
m ,1 m ,m
n n n

onde

Tm . foi definido no capitulo anterior.
n’

No caso do "sieve" de Fourier, ndo é possivel encontrar o vetor

e € S que maximize &£ [9 ,w] analiticamente; ¢é necessaria a
—mn m n{—m —

utilizagdo de um método iterativo que nos leve a encontrar um vetor

proximo da solugdo real do problema. O método utilizado foi o de
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Newton-Raphson (ver Jenrich e Schluchter (1986)), onde a cada passo,

temos 8™ = o!7 - (1/2)VH_1(9(P))S(6(”), g'" designando o vetor
—m —m —m —m -m
obtido no r-ésimo passo do processo, S o vetor de primeiras derivadas

(r)

e H a matriz Hessiana (calculados no ponto gm

). O numero inteiro v é

ajustado para se obter a convergéncia do processo.

m
(0) n s s

Para escolha de um ponto © € R para iniciar o processo

-m

iterativo, foi adotado o procedimento de se calcular Zn[_e_m,g] para

m
alguns pontos gm € R ", escolthendo-se como gn(nm aquele onde .93“ [gm,g]

apresente o maior valor.

A

Como regra de parada, adota~-se normalmente o fato de

e(x'-*l) _ 9(r)

—m -—m

e(r)

—m

onde 8 é um valor positivo préximo de zero (aqui adotamos & = 0.001 ).
Quando Sm for composto por fungdes positivas que sejam

combinagdes lineares dos primeiros m elementos de uma base de

le([O,l],dt), ¢ possivel generalizar o célculo de

" l‘l mn mn 1
Zn[gm,g] = Z len[kzlekgok('ru)] - n + nkZleJowk(t)dt ,
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n
construindo-se uma matriz A de dimensdo [ hX r.x mn] da seguinte forma:
1=1

t
obtido o vetor de tempos de salto Tl = [1:l l,...,‘tl r'] de cada
1] ] l

t
trajetéria i, i € {1,2,...,n}, constroi-se um vetor T = [TT:,...,T:‘]

e, a partir dele, a matriz A, onde a , = gov('t:l J), e o j-ésimo salto

dentro da i-ésima trajetéria determina a linha u da matriz.

A partir dessa matriz, o calculo de Zn[gm,g] para cada vetor gm
no processo iterabivo pode ser feito através de operagdes matriciais

entre a matriz A, o vetor gm e o vetor an= (bk),
n

k=1,...,m , onde
n

1
bk = J q)k(t)dt. De fato,
o

t
_ r)_ (r)
“en(-gmn’—] - A-e-m n + ngm B

n n n
A utilizagBo deste procedimento facilita, também, o calculo do vetor

de primeiras derivadas e da matriz Hessiana, necessarios na aplicagdo

do método de Newton-Raphson, e que s3o dados pelas expressdes abaixo.
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azn(gm ,9) nor

n - q’u(Tl.J) .
a6 m
mn.u =1 j=1 n
Z%‘Pu(‘l.ﬁ
k=1
2
7 o) oo er e )
= - u- 1, v: 1]
ae a - Z Z m 2
mn,u mn,v i=1 j=1 n
kzlek‘ok(tl .j)

Isto pode ser observado nos programas em anexo (Apéndice II),
elaborados utilizando-se o médulo de calculo matricial CM do pacote

estatistico SOC (ver NTIA (1989)).

As fungdes intensidade simuladas foram as seguintes:

2¢%, t e [0,1] ;

1) A (t)

15”2

2) A(t) , t € [0,1] ;
7, sete[0,1/2)

3) Aa(t) = { ;
5,sete[l/21]

4) A4(t) =2+ 8t,te[0l];
2 , se t € [0,1/4)

5) As(t) =4 16t - 2, set e [1/4,3/4) ;
10 , se t € [3/4,1]

6) Ab(t) = 6 + sen(4nt) , t € [0,1] .
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A definigdo da dimensi3o dos subconjuntos Sm de cada "sieve" foi
feita tomando m = [ne], para € = 1/2, 1/3 e 1/4. A escolha destes
valores baseou-se em sugestdes da literatura (MacKeague (1986) e
Karr(1987)), j& que os resultados de Geman e Hwéng (1982) para o

calculo de m , segundo os préprios autores, sio de dificil aplicagao.

Por problemas de limitagdo da capacidade computacional, os
tamanhos de amostra para os quais realizou-se a simulagdo variaram de
acordo com o valor de €. Para € = 1/2, fizemos n = 10, 25 e 50; para
€ = 1/3, fizemos n = 10, 25, 50 = 100; e finalmente, para € = 1/4,

utilizamos n = 25, 50, 100 e 200.
4.3 - Analise dos resultados.

Os graficos (anexo II) mostram, simultaneamente, as fungles
intensidade e aquelas obtidas utilizando-se cada um dos "sieves", para

alguns tamanhos de amostra e cada valor de €.

Os graficos mostram que, para o ‘"sieve" de Fourier, as
estimativas da fungdo intensidade real sdo mais confidveis para
valores de t distantes dos extremos O e 1. Isto ocorre porque, para
A €8S, temos A (0) = A (1), e, obviamente, a fungdo A_real pode ser
m m m m 0
tal que AO(O) # Ao(l). No entanto, nota-se que, para valores ndo muito

proximos de O e 1, a estimativa obtida aproxima razoavelmente a fungdo

real, principalmente para dimensdes de S maiores que 2 e intensidades
m



continuas. Quando a intensidade é constante em intervalos de uma
particdo de [0,1], o "sieve" de Fourier parece ndo fornecer bons
resultados, provavelmente porque seria necessario uma dimensdo maior

para que a aproximagdo fosse razoavel.

Quanto ao "sieve" de histograma, as estimativas obtidas mostram
que este tipo de ‘“sieve" fornece bons resultados para fungdes
constantes em subintervalos de [0,1], desde que cada elemento da
particdo de [0,1] onde a fungdo é constante seja igual A unifo de

alguns intervalos Tm = [(s-1)/m,s/m). Caso contrario, o ‘"sieve" de
s

histograma fornece apenas uma visualizagdo da tendéncia da intensidade
real, o mesmo ocorrendo para funcdes que ndo sejam constantes em

subintervalos de [O,1].

4.4 - Sugestdes

Além de um estudo mais detalhado dos "sieves" de histograma e de
Fourier (o que compreenderia a realizagdo de simulagSes para tamanhos
de amostra maiores em computadores de grande porte e para um ndmero
maior de fungles intensidade) poder-se-ia estudar o comportamento de
"sieves" formados por outras bases de ILz([O,l],dt), como aquelas
formadas pelas funcdes de Haar (ver Paley (1932) e Walsh (1923)), de

Walsh ( ver Walsh (1923) e Fine (1949)).

Outra possibilidade ¢é o estudo de “sieves" que ndo sejam
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. subconjuntos de subespacos vetoriais gerados por subconjuntos de bases

do espago le([O,l],dt).
A observagdo dos graficos das estimativas obtidas pelo "sieve" de

histograma sugere, ainda, que se estude o poligono de freqiléncias

obtido a partir do histograma como estimador da fungdo intensidade.
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~ Apéndice I

A.1 - Se f é uma fungdo mensuravel limitada em [0,1], entdo

- lim "f“p = "f“m = ess sup f(t) = inf { M:Leb{t: f(t)>M}=0 }
P @

A2 - Uma fungdo f é semicontinua superior se, para V y, f(y) # » e

f(y) = lim f(x) = lim sup f(x).

X —ay X —»y

A.3 - Seja M(t) uma (P,f’?t)—martingale e ¢ : R—» R uma fungdo convexa
tal que, para ¥V t = 0, E[ | o(M(t)) | ] < ». Ent3o, $(M(t)) é uma

(P,#, )-martingale, pois E[ o(M(1)) | ¥ ] z¢[ E[ M(t) | 9'] ] =

P(M(s))-
A.4 - Uma (P,fr’t)—martingale ¢ de quadrado integravel se for tal que

tS:po E[ [M(t)]%-l < .

A.5 - Um processo pontual N é um processo de Poisson ndo homogéneo se

e somente se seu compensador é deterministico.

A.6 - Assumindo que E(N(1)) < o, existe uma martingale de quadrado

t

integravel { M(t) , S‘t, tz0 } tal que N(t) = Jl(s)ds + M(t) ,
0
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t
t € [0,1]. AM(t)) = Jl(s)ds é o compensador de M’ e & chamado
o

ide "variagdo previsivel”" de M.

A.7 - Propriedades de tempos de Markov:

1) qualquer nimero a em [0,o] ¢ um tempo de Markov para qualquer
filtragem F;

2) se T é um tempo de Markov, e a € [0,0], entdo T + a é um
tempo de Markov;

3) se T e S sdo tempos de Markov, entdo S A T = inf(S,T) e
S v T = sup(S,T) sdo tempos de Markov;

4) se T é um tempo de Markov, entdo para qualquer a € [0,x) ,
TAa é ?a—mensur‘ével;

5) se X é um processo estocastico adaptado a ?f’t, continuo a
direita ou a esquerda, e C € um numero real, entdo T é tempo

inf{t | X(t) =C}),se{..}=o

de Markov, onde T =
+00 , caso contrario.
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- Apéndice II

. Gréaficos
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Apéndice III

Programas
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Programa para geragdo da amostra de trajetérias de um processo de

Poisson ndo homogéneo

/* E gerado o arquivo SOC "amostra" contendo o nimero da trajetéria e

os pontos de salto de cada uma delas */

/* célculo de Z(s) = inf{ v: A(v) > s } */
func lambdai()
{
se (&1 <= 1/2) { return(&1/2); }
se ((&1 > 1/2) && (&1 <= 7/2)) { return(sqrt(&1/8-3/64)+1/8); }
se (& > 7/2) { return((&1+4)/10); } .
}
assuma semente=339694001;
i=l; s=0; t=1l; ns=l; n=10;
enquanto ( i <= n ) { \
u = criarnd(1,1);
y=-log(1-u);
S = Sty;
se ((s>=A(1) ) (

i = i+l; s=0;

}
cc {
se ( ns == 1) {
amostra = {i Pk
}
cc {
amostra = {amostra,i p);
}
ns = ns + 1;
}

}

grave amostra;
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Programa para calculo do ponto inicial para o processo iterativo

amostra = leia "amostra";

/* o arquivo SOC amostra contém os pontos de cada uma das n
trajetérias da amostra */

n=10; m=int(n#(1/3)); t=1; pi=3.141592654;

/* a matriz a e o vetor b s3o construidos tal qual especificado no

capitulo 4 */

a=( cos(O*pi*amostral,2]/t)
sqrt(2)/t*cos(2*pi*amostral,21/t) };

b=(1,0};

1=0;

thetaO=vdiag(ident(m));
theta=thetaO;
contl=l;
enquanto (contl<=3) {
thetaO[l,] = 2 + (contl - 1) * 3;
cont2=l;
enquanto (cont2<=3) {
thetaO[2,]= -1.0 + cont2 - 1;
exec "posit.prg";
se (sinal == -1) {10=0;}
cc {l0=soma(log(a*thetaO)) + n*t - n*b’*thetaO;}
se (10>=l) {I=10; theta=thetaO; }
cont2=cont2+1;
}
contl=contl+l;
}

imprime | theta;

107



Programa para testar se a fungdo intensidade estA contida nos limites

do subconjunto do "sieve"

/* se para algum dos ‘’nlamb’ pontos do intervalo [0,1] tivermos
A(nlamb) < I/cm ou A(nlamb) > c entdo o valor da variavel
'sinal’ ser4 igual a -1 (+l caso contrario).
nlamb=100;
sinal=1;
contp=1;
enquanto (contp <= nlamb) {
lambda = thetaO[l,]
+ thetaO[2, ]*sqrt(2)/t*cos(2*pi*contp/nlamb) ;
se ((lambda < 0.001) ii(lambda > 1000)) {
sinal=-1;
contp=nlamb+l;
}

cc { contp=contp+l; }
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Programa para calculo dos coeficientes para o "sieve" de histograma

/* o vetor ’'thetah’ contém as estimativas dos coeficientes para o

"sieve" de histograma calculadas conforme indicado no capftulo 4 */
~ amostra = leia "amostra";
k = I; n=10; t=1;
m = int(n#(1/3));
enquanto (k <= m ) {

se (k == 1)

{ thetah = {I/m O0}; }

cc {thetah = { thetah,{k/m O}};}
k = k+l; }
v=1
enquanto (v <= m ) {

r=1

enquanto ( r <= nlin(amostra) ) {

se ((amostralr,2] > ((v-1)/m))} && (amostralr,2] <= (v/m)))
{ thetah[v,2] = thetahlv,2] + 1; }

r = r+l;}
v = v+l;}
imprime thetah $;
thetah(,2] = thetahl,2]*m/(n*t);

imprime thetah $;
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Programa para calculo dos coeficientes para o "sieve" de Fourier

n=10; m=int(n#(1/3)); t=1; v=1; maximo=20; tol=0.001; iter=0; rp=l;
pi=3.141592654; ’
/* o arquivo amostra contém os pontos de cada trajetéria */
amostra = leia "amostra";
/* a matriz a e o vetor b sd3o construidos conforme especificado no
capitulo 4 */ |
={ cos(O*pi*amostral,2]/t)
sqrt(2)/t*cos(2*pi*amostral,21/t) };
b={1,0};
/* o vetor 'theta’ contém o valor inicial para o processo iterativo */
theta={ 5, -1 };
/* 1 designa o logaritmo da fung3o de verossimilhanga */
/* rp designa a regra de parada (0.001 em nosso caso) */
/* iter é o nimero maximo de iteragdes permitido */
/* s é o vetor de primeiras derivadas */
/* h é a matriz Hessiana */
I=soma(log(a*theta)) + n*t - n*b’*theta;
mataux=theta’;
tab={iter mataux rp l};
enquanto ((rp > tol) && (iter < maximo)) {
s=vdiag(ident(m));
k=1;
enquanto (k<=m) {
s[k,]=soma(al,k]/!(a*theta))-n*blk,];
k=k+1;
}
h=ident(m);
i=l;
enquanto (i<=m) {
J=i
enquanto (j<=m) {
hli, jl=-somal((al,i]*!al, j1)/!((a*theta)#2));
hlj,il=hli, j1;
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=itk
}
i=i+];
}
iter=iter+l;
vi=v;
enquanto (v1<=20) {
thetaO=theta-((1/2)#v1)*inv(h)*s;
exec "posit.prg";
se (sinal == -1} vl=vi+l; v=vl; }
cc { 10=soma(log(a*theta0)) + n*t - n*b’*thetal; }
se (10 > 1) {
rp=sqrt(squad(thetaO-theta))/sqrt(squad(theta)); .
theta=thetaO;
1=10;
mataux=theta’; .

tab={tab,iter mataux rp l};

vl=2l;
}
cc { vl=vl+l; v=vl; }
}
}
se ((sinal == -1) ii (v > 20)) { iter = maximo + 1; }

imprime tab $ ("iter.,thetal,theta2,theta3,r.p.,veros.");
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