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i. 

INTRODUÇÃO 

A Teoria da Informação teve origem na termodinâmica estatls 

ca, mais precisamente na Engenharia de Comunicação. 

Hartley (1928), um importante precursor, definiu uma medi

da de informação, que é um caso particular da entropia, definida 

por Shannon {1948). Simultaneamente e independente de Shannon ' 
Wiener (1948) obteve o mesmo resultado para a entropia. 

-Por esta razao, os mesmos sao considerados os precursores 

mais importantes no desenvolvimento da Teoria da Informação. 

Fisher (1948) definiu uma medida de quantidade de informa 

çao, contida nos dados, sobre um parâmetro desconhecido, que -e 

usada em Inferência Estatistica, na estimação de parâmetros. Es

ta medida foi o ponto inicial da introdução da Teoria da Informa 

ção, na Estatística Matemática. 

Muitos resultados obtidos no desenvolvimento da Teoria da 

Informação são dados por Ash (1965), Rényi (1970), Kullback (1959). 

As aplicaçõeS que inicialmente se situavam no campo da Teo-

ria da Comunicação, são, hoje, encontradas em muitas outras áreas, 

abrangendo desde a EStatística até a Psicologia, ver Kullback 

(1959), Attneave (1959), Thei1 (1967). 

Dada a grande variedade de medidas, na Teoria da Informação, 



ii. 

e do vasto campo de aplicações das mesmas, fizemos um estudo so

bre uma destas medidas, denominada Afinidade. Nosso trabalhocans 

ta de uma parte teórica, onde definimos propriedades e teoremas, 

para duas ou mais distribuições discretas; e, urna parte aplicad~ 

onde usamos dados reais de consumo de energia elétrica, nas cap~ 

tais administrativas, do Estado de são Paulo, e ainda apresenta

mos outras aplicações possíveis. 

O primeiro capitulo foi divido em duas secçoes. Na primeira, 

apresentamos definição e propriedades da medida de Afinidade en

tre k (k > 2) distribuições discretas; e na segunda apresenta

mos definição e propriedades da Afinidade entre duas distribui

ções discretas, sendo que, neste caso omitimos as demonstrações, 

por serem análogas às encontradas na-secção anterior. 

No segundo capitulo, damos uma definição axiomática para a 

medida em questão, considerando, aqui também, o caso de k (k > 2) 

distribuiçÕ~s discretas e o caso em que ternos apenas duas. 

Apresentamos os resultados para o caso em que temos apenas 

duas distribuições discretas, separadamente do geral, porque são 

estes resultados que usamos na parte prática. 

No capitulo seguinte mostramos uma das possíveis aplicações 

práticas da Afinidade, usando, para tal, o consumo de energia e

létrica pelas diversas classes, nas regiÕes administrativas do 

Estado de são Paulo. Medindo a Afinidade em nove anos consecuti-
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vos, podemos observar, através da tendência, se está havendo al

guma mudança dentro das classe. 

No Último capítulo enumeramos uma série de outros resulta

dos e aplicações que envolvem a medida de Afinidade. 



CAPITULO I 

DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES 

Neste primeiro capítulo, definiremos e estabeleceremos pro-

priedades para a Medida de Afinidade, entre distribuições discre

tas, levando em consideração o número de populações envolvidas. 

A Afinidade foi estudada por Matusita ( (1954), (1955), (1957)), 

juntamente com uma outra medida, a distância. Mais informações s~ 

bre os resultados de afinidade e outras medidas relacionadas po-

dem ser encontradas no livro de Mathai e Rathie (1975). 

1.1 -AFINIDADE ENTRE VARIAS POPULAÇÕES 

1.1.1 -DEFINIÇÃO 

Sejam 
n 
E pJ.

1
. = 1, p .. >O, 

] 1-i=l 

j = l, .•• ,k e i= l, ..• ,n; k distribuições discretas. A Afinida 

de entre as distribuições P 1 , ..• ,Pk, denotada por Pn,k' é defini 

da por: 

= 
n 
E 

i=l 

k 
[ TI 

j=1 

1.1.2 - PROPRIEDADES 

p .. ]1/k 
]1 

k > 2 

Apresentaremos nesta secçao, as principais propriedades da 

medida de Afinidade entre k distribuiçÕes (k > 2). 



i) RECURSIVIDADE 

sejam 

J = 1, •.. ,k e 

(1.1.2) 

onde: 

(1.1. 3) 

Pj: (pjl'"""'Pjn) , j = l, ... k; 

E p .. =1, j =l, ... ,k. 
i=l J~ 

V n > 2, 
2 

"· i=1 

Pzz Pk1 

Pz1+Pzz'···'pk1+pk2 

p .. >o , j=l, ... ,k 
J~ 

2 k 1/k k 2 1/k k 2 1/k 

2 

i=l, ... ,n; 

{ " [ 'IT p .. ] - [ 'IT ( "p .. )] l[ 'IT ( "p .. )] 
= --~i~=~1~~j_=~1~J-~--------~j~=~1~i,_=~1~J-~------~J~·=~1~i~=~1~J_~ ______ __ 

PROVA: 

2 

" 
k 1/k 

[ rr p.i] 
i=1 j=1 J 



= 
n k 1/k 
E[Tip .. ] 

i=1 j=1 ) 1 

k 2 . 
-{[TI ( Ep .. )] 1/k+ 

j=1 i=1 ) 1 

n k 
E (TI p .. )1/k) = 

i=3 j=1 ) 1 

= 
2 k 
E [ TI p' .]1/k 

i=1 j=1 ) 1 

k 2 
[TI (E p .. )]1/k = 
j=l i=l ] 1 

2 k k 2 k 2 

= _{;i~~;1_[JL·:~1~P-j_i_J_1/_k _____ [~j~:;1~(1~·~~1~P-j_i_l_J_1/_k_)~[j=:;1_(1~·-~E1~p~J-·i_)_J_1_/k--
2 k 
E [TI p.,]1/k 

1=1 j=1 ) 1 

2 k 
E [ TI 

1=1 j=1 
p .. ]1/k 
)1 

k 2 1/k 
[TI(Ep .. )] 

j=1 i=1 ) 1 

2 

p22 pkl 
p21 +p22 =·-· 'pk1 +pk2' 

IJ n > 2 , E p .. >O, j=l, ... ,k 
i=l Jl. 

Portanto, temos (1.1.2). 

ii ) SIMETRIA 

• 

A medida de Afinidade Pn,k é simétrica em k-uplas 

{pli' P2i' .. arPki} , i= 1,2, ... ,n. Ou seja, 

3 
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= Pn k (pla '· • · ,pla: :p2a '· · · ,p2 : · • · :pk' '· · • ,pk · ) 
' 1 · n 1 an al an 

onde {a1 , .•. ,a
0

} é uma permutação arbitrária de {l, •.. ,n}. 

iii) SIMETRIA EM DISTRIBUIÇÃO 

Seja 

Pn,k é simétrica em distribuição, ou seja, Pn,k(P1 : P2: ... :Pk)= 

=p0 ,k(Pa
1

= Pa
2

: .•. : P~) , onde {a1 , a 2 , .•• ,ak} é uma permutação 

arbitrária de {1,2, •.. ,k}. 

iv) MAXIMIZAÇÃO 

j=l, ••• ,k e 

tas. 

n 
E p .. = 1, j = l, ••. ,k; k distribuições discre

i=l J~ 

Se P1 = P2 = ••• = Pk, então a Afinidade entre estas k dis 

tribuições é máxima, ou seja, = 1. 

< Pn,k(pll'"""'Pln: Pll'"""'Pln: •.. : Pll'"""'Pln) = 1 " 



V) NÃO-NEGATIVIDADE 

Sejam Pj = (pj 1 , .... ,pjn)' j = l, ... ,k, tal que pji=O, i=l, ... ,n 

n 

5 

. 
' 

j = l, •.. ,k e Lp .. =l,j=l, ..• ,k,k 
i=l )~ 

distribuiçÕes discretas~ 

Então: 

vi) ESTRUTURA 

Seja ,j=l, ... ,k, 

n 

tal que pj. >O, i=l, ••• ,n, 
~-

j=l, ... ,k e E p .. = 1, j = l, •.. ,k 
i=l J~ 

ou ainda: 

onde 

n 
= l: 

i=l 

k 
= ( TI 

j=l 

k 
( TI 
j=l 

= (p .. ) 1/k 
J~ 

k 1/k 
TI (p • •) 

j=l J~ 



vii) EXPANSIBILIDADE 

Sejam P. = (p. 1 , ... ,p. ,O}, j=l, ... ,k, tais que 
J J Jn 

j=l, ... ,k e pji > O, i= l, ... ,n , j = l, ... ,k. 

vi i i ) NULIDJ\DE; 

n 

r PJ· i 
i=l 

= l 

Sejam P. = (p.
1

, ... ,p. ), j=l, .•. ,k, tais que 
J J Jn 

n 
r 

i=l 
= l 

j = l, .•. ,k e i= l, ... ,n, j = l, ... ,k. 

{l.l.ll) Pn,k(pll'"""'Pln:p2l'"""'P2n: ... :pkl'"""'Pkn) =O, 

k 
pre que Tr = o , i = 1, . ... ,n. 

j=l 

ix) CONTINUIDADE 

n 

6 

' 

' 

sem-

Sejam P. = (p. 
1

, ... , p . ) , j = 1, ... , k, tais que 
J J Jn 

L p .. =1, 
i=l Jl.. 

j=l, .. o ,k e p .. >O, i= l, •.. ,n, 
Jl. -

j=l, ... ,k. 

A Afinidade entre aS distribuições P
1

, .•• ,Pk é uma função 

continua em suas kn variáveis. 

x) ADITIVIDADE FORTE 

Sejam p ~t) 
J 

(t) (t) 
= (P.

1 
, ••• ,P. ) 

J Jmt 
, j=l, ... ,k e J!.=l, •.. ,n, 



tais que p ( t) = 1 . = 
ji I J l, ... ,k, R.=l, ... ,n e 

i= l, ... ,m.Q., j = l, ... ,k e R.= l, ... ,n. E sejam 

P 
( t) 
ji > o 

7 

' 

P. = (p.
1

, ... ,p. ), j=l, ... ,k, tais que 
J J Jn 

n 
E 

~=1 

pjR. = 1, j=l, ... ,k e 

P·n >O, j = l, ... ,k, 
J• -

Então: 

.Q.=l, .•. ,n. 

(1) (1) (2) (2) 
(1.1. 12 lP n (pllPll , ••. ,p11P1rn

1
'P12P11 , •.• ,p12P1rn

2
•···• 

E rnt 
~=1 

(n) (n) 
Plnpll , ... ,plnplrn 

n 

(2) (n) (n) 
p22p2 , ..• ,p2 p21 , •.. ,p2 p2 p< 1 > 

rn2 n n rnn: ... :pkl kl , .. •' 

= 
n k 
E ( n 

~=1 j=1 

w (~) 
Pkl , ... ,Pkm ) 

~ 

PROVA: 

<n <n 
p (P11 ' ' " " 'P1 

rn.Q. m.Q. 

Lado esquerdo de (1.1.12) = 

(~) (~) 
: P21 , ... ,P2m 

~ 

+ • • • + 

. . 
•••• o 



k 
= [ w 

j=1 

+ ..• + 

n 
= E 

1=1 

k 
[ w 
j=1 

k 
[ w 
j=1 

n k 
= E [ 1f 

1=1 j=1 

. . . . . . 

xi) PRODUTO 

J 1/k 
mrt 

{ E [ Pjn 
i=l 

J 1/k { 
mt 

• E Pjt 
i=l 

Sejam P. = (p.
1

, ••• ,p. ) 
J J Jn 

tais que 

p .. > o, i 
J1 -

Então: 

n 
L p .. = 1 = 

i=l J:L 

= l, ... ,n e 

8 

k 
PJ~)]1/k} n = 

j=1 

k 
[ w 
j=1 

PJi)J1/k} 

e 

m 
E 

1=1 

QJ. = (q.1, ... ,q. ), j = l,=, ... ,k ,-
] Jm 

qj9.. , para j = l, ... ,k 

) Q 1 i = l, ... ,m, para j=l, ... ,k. 



PROVA: 

Lado esquerdo de (1.1.13) = 

k 
= ( TI 

j=1 

k 
o o • + [ 1T 

j=1 

k 
+ ... + ( TI 

j=1 
1/k 

p.1q. J 
J Jffi 

k 
+ .•• + [ 1T 

j=1 

k 
+ ••• + [ 1T 

j=1 

k 
+ .. o+ [ 'IT 

j=1 

9 

k l/k m k 
= ( TI p.

1
J (E (TI 

j=1 J t=1 j=1 
q ) 1/kl 
jt 

k 
+ [ n 

j=1 

1/k m k 1/k 
p.

2
J (E (TI q.t) ]+ ... + 

J t=1 j=1 "J 

k 1/k m k · 1/k 
+[TIPJ·nl [E(TI.q.t) l 

J=1 t=1 j=1 J 

n k 1/k 
=[E(TIPJ·i) l 

i=1 j=1 

m k 1/k 
[ ); ( TI ~t) j = 
t=1 j=1 



xii) NORMALIZAÇÃO 

Se 1 1 = (2 , 2 l, 1 = 1,2, ..• ,k-2 ; 

então: 

(1.1.14) . . ..... 1 1 1 3 3 1 
2 1 2 .= 4 I 4: 4 f 4) 

1.2 - AFINIDADE ENTRE DUAS POPULAÇÕES 

1.2.1 - DEFINIÇÃO 

-eretas, ou seja, os p, I S e os q. t s sao 
~ ~ 

n n 
E pi ~ 1 ~ E qi e pi > o qi > o i ' - ' i=l 1=1 

,, 

, k > 2 • 

numeras tais 

~ l, ... ,n. 

A Afinidade entre as distribuições P e Q , denotada por 

P é definida por: n,2 

10 

que 

Vemos claramente que Dn, 2 é caso espacial de Pn,k' para k = 2. 

1.2.2 - PROPRIEDADES 

Nesta secçao enunciaremos as principais propriedades da Afi

nidade entre duas distribu~ções, sem as provas, pois são análogas 

às feitas para o caso em que temos várias populações. 



i) RECURSIVIDADE 

Sejam e 

11 

n n 
L p.=l= L q., 

i=l l i=l ~ 

Pi ~O , qi ~O, i= l, ••• ,n, duas distribuições discretas. Então: 

onde: 

(1.2.3) 

Esta propriedade facilita bastante no cálculo da Afinidade, quan-

do consideramos a união de dois eventos mutuamente exclusivos. 

ii) SIMETRIA 

A medida de Afinidade Pn,Z é simétrica em pares {p1 , q 1 } , 

i= l, .•• ,n. Ou seja: 

(l.Z.- 4 ) p 2(pl, ••• ,p :ql, ••• ,q) = p 2(p , ••• ,p : q , ••• ,q: ), 
n, n n n, a 1 an a 1 ·an 

onde {a1 , ••. ,an} é uma permutação arbitrária de {l, .•. ,n}. 

iii) SIMETRIA EM DISTRIBUIÇÃO 

Sejam P = (p1 , ... ,pn) e Q = (q1 , •• ,qn) duas distribuiçÕes 
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n n 
discretas, ou seja, E pi = 1 = E q

1
, p

1 
> O, q

1 
> O ,i=l, ... ,n. 

i=l i=l 

Então: 

(1. 2 • 5 > p 2(pl, .•. ,p :ql, .•. ,q) = p 2(ql, ••• ,q :pl, ••• ,p ). n, n n n, n n 

Ou, ·-em outra notação: 

P 
2 

(P:Q) = p 
2 

(Q:P) , onde n, n, 

p 2(P:Q) = p 2(p1, ••. ,p n, n, n 

iv) MAXIMIZAÇÃO 

Sejam 

p. >O , q. >O , i= l, ... ,n. 
~- ~-

ql, ... ,qn) · 

n n 
E p. = l = E qi, 

i=l ~ i=l 

Se p = Q, então a Afinidade entre P e Q é máxima, ou seja, 

Pn,2 = 1. 

v) NÃO-NEGATIVIDAOE 

n n 
Sejam P = (p

1
, ••• ,p) e Q = (q

1
, ••• ,q) tais que E p. =1= l: q., 

· n n 1=1 ~ i=l 1 

p, ) Ü I q, ) o I i= 1 1 ooo 1 flo 
J.: - J. -

vi) ESTRUTURA 

p. > O , q. > O , i = 1, ••• ,n. 
1.- J.-

n 
E p, = 1 = 

i=l J. 



(1. 2 · 8 ' p 2(pl'''''p :ql, .•. ,q) = n, n n 

Ou ainda: 

= (p,q.)1/2 
~ ~ 

vii) EXPANSIBILIDADE 

n 
E 

i=l 

n 
E 

i=l 

13 

n n 
Sejam P = (p1 , ... ,pn,O)..eQ= (q

1
, ... ,qn,O),tais que 

p. >O , q~ ~O, i= l, ... ,n. 

Ep.=l= Eq. e 
i=l ~ i=l ~ 

~ - ~ 

(1. 2 · 10 ) Pn+l (pl, ... ,pn,O: ql, ... ,qn,O)= Pn,2(pl, ... ,pn:ql""''l:n) 

viii) NULIDADE 

p. > O , q. > O 1 i = 1, •.• , n . Então; 
J_- J_-

i= l, ... ,n 

ix) CONTINUIDADE 

n n 
Ep.=l=E 

i=l l. 1=1 

O , sempre que = o 

n n 

' 

Ep.=l= Eq., 
i=l 1 i=l l 

P1 >O , q 1 ~O, i= l, ... ,n. 

A Afinidade entre as distribuições p e Q, p 
2

(P: Q) ' n, 
uma função contínua em cada uma das suas 2n variáveis. 

é 
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x) ADITIVIDADE FORTE 

n n 
Seja: P = (pl, ... ,pn) e Q = (q1 , ... ,qn), tais que 

p. >O, q. >O , j = l, ..• ,n. 

E p.~1~ E q., 
j~1 J j~1 J 

J - J -

E seja: 

p(j) >0 
i 

Então: 

e i=l, ... ,rnj 

(j) (j) 
= (Ql , ... ,Qm. ), 

J 

j ~ 1, ... , n ' 
, j = l, ... ,n. 

(1.2.12) 
(1) (1) (n) (n) 

P( + ) 2 (p1Pl , ... ,p1P , •.. ,p P1 , ... ,p p : 
m1 .. . +mn , m1 n n mn 

~ 

n 1/2 
E (p.q.) 

j~1 J J 

xi) PRODUTO 

tais que 
m 
E p. ~ 1 ~ 

i=l l 

(j) (j). (j) (j) 
P(m.},2(Pl , ... ,Pm. · 0 1 , ... ,a;,_,). 

J J J 

n 
E 

j~l 

n 
E 

j~1 

p. > o , -

r1 > O , i= l, ... ,m ; q. >o, sJ. >o , j = l, ... ,n. 
J -

Então: 

' 



= P 2(p1, ••. ,p : r1, ... ,r) · P 2(q1, ... ,q : 51'"""' 5 ) m, m m n, n n 

xii) NORMALIZAÇÃO 

Se e 3 1 
Q = <4, 4> , então 

1 3 
4'4 

= (]_) 1/2 
4 

15 



CAPITULO II 

FUNDAMENTO AXIOMÁTICO 

Vimos no capítulo anterior, as definições e uma série de pr~ 

priedades da Afinidade, tanto para o caso em que temos duas popu-

lações, como para o caso em que temos mais de duas. Agora, daremos 

uma caracterização axiomática para esta medida: ou seja, daremos 

uma definição axiomática, através de um teorema, baseado em três 

das propriedades, usando-as corno postulados, em cada caso conside 

rado. 

Este teorema nos permitirá afirmar se urna função arbitrária, 

satisfazendo três particulares postulados, é a medida que estamos 

estudando. Aqui, tornaremos como postulados as propriedades de Re

cursividade, Simetria e Norrnalizaçãow Mas, um outro conjunto de 

propriedades convenientes, pode ser tornado como um conjunto de po~ 

tulados, para o teorema. 

Na primeira secção deste capítulo, trataremos do caso em que 

temos vária~ distribuições e na segunda enfocaremos o caso em que 

temos somente duas. 

2.1 - DEFINIÇÃO AXIOMÁTICA DE AFINIDADE ENTRE VÁRIAS DISTRIBUIÇÕES 

com a definição axiomática que daremos aqui, poderemos dizer 

se uma função arbitrária, satisfazendo um dado conjunto de postu-

lados é unicamente determinada como a medida de Afinidade. 

Daremos esta caracterização pelo teorema seguinte: 

TEOREMA: 

Sejam Pj = (p.
1

, ••• ,p.), j = 1-, ••• ,'k, com 
J Jn 
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n 
j = 1, ... ,k e l: PJ· i = 1 ' 

i=l 
j = 1, •.. ,k; k distribuiçÕes dis 

eretas. 

Seja Pn,k (pll' · · · ,pln: P21' · · · ,p2n : · · · · Pkl' · · · ,pkn)' para 

n > 2, uma função arbitrária dos p's. 

Então, Pn,k é unicamente determinada por: 

p = n,k. 

n 
l: 

i=l 

k 
[ n 
j=1 

p .. ]1/k 
J1 

se satisfizer os seguintes postulados: 

(1) RECURSIVIDADE 

P2l Pn 

P21+P22 ' P21+P22 
. . 
••• o • 

2 k 
p .. ]1/k 

k 2 
{ l: [ 7f - [ j:1 <i:lpji)]l/k} J1 

= i=l j=1 

2 k 
p .. ]1/k l: [ n 

i=1 j=1 J1 

2 

) ' onde 

k 2 1/k 
[ n ( l: p .. )] 
j=1 i=l Jl. 

v n > 2 ' l: pji > o ' j=l, ... ,k 
i=l 
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( 2 ) SIMETRIA 

P é simétrica em k up1as {p } · 1 2 3 · 3 I k - li I ' " ' I pki r ~ = 1 1 ; OU SeJa: 

onde 

{a1 , a 2 , a 3} é uma permutação arbitrária de {1,2,3}. 

( 3) NORMALIZAÇÃO 

Seja: Pi 1 1 
= {z , z>, i = 1,2, .•• ,k-2 

então: 

1 1 . 1 1 
P2,k(2'2 "2'2 

PROVA 

. . 
• o ••• 

1 1 
2'2 

1 3 
4'4 ,k=2,3, .•• 

Para esta demonstração, vamos precisar de alguns resultados, 

obtidos pelos lemas seguintes: 

LEMMA 2.1.1 - Seja 

para todo 

Então: 

X. E [ 0 1 1] r j = 1 1 2 1 • o , 1 k, 
J 

xj E [ o, 1] , j = 1, 2, ••. ,k. 



PROVA: 

Usando o Postulado (2) , temos: 

Pelo Postulado (1), a equação (2.1.3) pode ser escrita como: 

+ 

k 
[ 1T 

j=l 

k 
[ 1T (1-x.-u.) 11/k 
j=1 J J 

1-x -u 2 2 
l-u : · · · : 1-u ' 

2 k 

k 1/k k 1/k k 1/k k 1/k 
{[ 1T (1-x.-u.)] + [ 1T xJ.] - [ 1T (1-u.)] } [ 1T (1-u.)] 

J J . 1 J ·--1 J j=1 j=1~ __ _..!.==-'------='------

k 1/k 
[ n (1-x.-u.)] + 
j=l J J 

k 
[ 1T 

j=l 
x.]1/k 

J 
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• 



1-x
1
-u

1 
x

1 
Pz,k ( l-u

1 
'1 u

1 

Portanto 

(2ol.5) 

l-x2-u2 x 2 1-xk-uk 
l-u

2 
'l-u

2
: ... : 1-uk 

1-x -u 2 2 
l-u ' 

2 

Usando (2o1o1) em (2o1o5), obtemos: 

x1 x2 "k 1-x -u 
=f( 1 1, 

1-u1 

1-x -u 1-~ -u 2 2 K k (2ol.6) f (-l ' -1--, ... ,-1--) 
-ul -u2 -~ 

l , ... , 1 ) 
-u2 -~ 

De onde obtemos (2.1.2). 

Logo, o Lema 2.1.1. está provado. 

-LEMA 2.1.2: f(x1 ,x2 , .•. ,~) satisfaz a equaçao funcional: 

20 

k 1/k k 1/k k 1/k k 1/k 
{[TI uo] +[TI (1-xo-uo)] -[TI (l-x.)] Jt TI (1-xo)] 

j=1 J j=1 J J j=1 J j=1 J 
( 2 ol. 7) f '"l'" o o ·"k) + -=----J:""-~---_L"'-----'='~--

[ ~ u.] 1/k + [ ~ (1-x.-u.)] 1/k 
j=1 J j=1 J J 

~ Uz ~ 
o f(-1-, -1- ,000' -1-) = f(u1'ooo,u) + -"'_ -"z -"k K 



+ 

e 

k 
{[~x.]1/k 

'=1 J 

x2 

k 
+ [ ~ ( 1-x. -uj) ] 1/k 

'=1 J 

k 
[ ~ 

j=1 
x.] 1/k + 

J 

x1 
f(-1--, -u 

1 l-u ' · · · ' 2 ' 

- [ k 1/k 
~ (1-u.)] } 

'=1 J 

[ ~ ( 1-x. -u . ) ] 1/k 
j=1 J J 

E [O, l] 

j = 1,=, •.• ,k. 

PROVA: 

Pelo Postulado ( 2) _, temos: 

Aplicando o Postulado (1) em (2.1.8), obtemos 

+ 

k 1/k k 1/k 
{[ ~ x.] + [ ~ (1-x.-u.)] 

j=1 J j=l J J 
- [ k 1/k 

~(l-u.)] } 
'=l J 

k 
[ ~ 

j=1 
x.]1/k + 

J 

k 1/k 
[ ~ (1-x.-u.)] 
j=l J J 
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k 
~ (1-u.)] 1/k 

'=1 J 

k 1/k 
~ (1-u.)] 

'=1 J 

1-x -u 
l 1. 

l-u
1 

~ 
l-u ' 

k 

1-~-~ 

1-~ ) = 
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k 1/k k 1/k k 1/k k 1/k 
{[ TI u .I + [ '1f ( 1-x. -u. ) I - [ TI ( 1-x. ) I } [ TI ( 1-x. ) I 

+ --~j==~1 __ J _______ j~=~1~ ___ J ___ J ________ J~·=~1~--~J _______ lL'-~1~.--~J ____ __ 

. k 
( TI 

j=1 
u.l1/k + 

J 

k 1/k 
[ '1f (1-x.-u.)l 
j=1 J J 

Usando (2.1.2) em (2.1.9) , obtemos (2.1.7) 

Logo o Lema 2.1.2. está provado. 

LEMA 2.1.3 

(2.1.10) 

xj E [ O, 11 , 

PROVA: 

k 
= [ TI 

j=1 
x.l1/k + 

J 

j= 1, ••. ,k. 

k 
[ TI ( 1-x. ) I 1/k 

j=1 J 

Fazendo uj =O , j = l,=, ... ,k , em (2.1.7), obtemos: 

+ 

k k 
- 1 ( TI 

'=1 
x.l1/k+[ 

J 
TI ( 1-x.) 11/k 

'=1 J 

k 
[ TI 

j=1 
x.ll/k + 

J 

k 
[ TI ( 1-x. ) 11/k 
j=l J 

• 



Substituindo (.2 .1.10) em ( 2 .1.141. obtemos 

k 
~ [ TI 

j~1 

k 
[ TI (1-p. )]1/k + 
j~1 Jn 

k 1/k k 1/k k 1/k k 1/k 
1 ([Tir.(.

1
)J +[Tip .. ] -[Tir .. ] }[Tir .. ] 

n- j=1 J ~- j~1 J~ j~1 J~ j~1 J~ 
+ E ----~-------------~~------~-~------~~--------- • 

w k 1/k k 1/k 
[TI r.(. 1 )1 + [TI o .. ] 

k p .. 
' { [ TI ( J~ 

j~1 rji 

j~1 J ~- j=1 'J~ 

k k 
1/k 

[Tir.,_1 )J + 
j=1 J n 

n-1 
E 

1~2 

1/k 
[ TI r. ,._

1
)1 + 

j=1 J ~ 

n-1 
+ E 

1=2 

n 
l: 

i=2 

n 
~ E 

i=2 

k 
[ TI 

j=1 

k 1/k 
[Tip .. ] + 
j~1 J~ 

k 
1/k [Tip .. ] + 

j~1 J~ 

n-1 
l: 

i=2 

k 
[ TI 

j=1 

n-1 
E 

i=1 

k 1/k 
[ TI r .. ] 
j~1 J~ 

n-1 
E 

i~2 

k 
[ TI 

j=1 

k 
[ TI 

j=1 
~ 

23 



Portanto: 

(2.1.12) f(O,O,. .. ,O) = l 
k 

[ ~ 

j=l 
x.]l/k + 

J 

k 
[ ~ ( 1-x. ) ] 1/k 
j=l J 

Fazendo e 

(2.1.12), pelo Postulado (3), temos: 

(2.1.13) f(O,O, ••• ,O) = 1. 

De (2.1.12) e (2.1.13), obtemos (2.1.10). 

Logo, o Lema 2.1.3. está provado. 

CONTINUAÇÃO DA PROVA DO TEOREMA: 

Usando o Postulado (1), sucessivamente, e fazendo 
i 

rji = ~~l pj~ ' j = 1, 2 , ... , k , temos: 

k l)k k l)k k l)k k l)k 
([~r.('-l)l +[~p .. ] -[~r .. ] }[~rj.] n-1 

+ E 
i=2 

j=l J , j=l J> j=l J' j=l ~ 

- p='l""i"-• f ( 
r li 

k 
( TI 
j=l 

I o o o I 

k 
[ ~ 

j=l 
] 1/k 

Pji 

24 



Logo, 

O que prova o teorema. 

n 

" i==l 

k 
[ ~ 

j=1 
p .. ]1/k 

J1 
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2.2. DEFINIÇÃO AXIOMÁTICA DE AFINIDADE ENTRE DUAS DISTRIBUIÇÕES. 

Nesta secção daremos uma definição axiomática para a medida 

de Afinidade entre duas distribuições, sem demonstrarmos o teore

ma, pois este é um caso especial do teorema da secção anterior. 

TEOREMA: 

q. > o , i 
1 -

discretas. 

= l, ••. ,n e 
n 

" pi i=l 
= 1 = 

n 
I q. , duas distribuiç~ 

i=l 1 . 

Seja Pn,Z (p1 , ••• ,pn : q 1 , ••• ,qn) , para n > 2, uma função 

arbitrária dos p's e dos q's. 

Então, Pn,Z é unicamente determinada por: 

n 
L (p.q.) 

. 1 1 1 1= 

se satisfizer os seguintes postulados: 

(1) RECURSIVIDADE 

1/2 
' 
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+ _[_( P:..l±..q-'l~l-l_l2_+_(_::p..f2_::q"'-2 _l 1_1_2 ___ ( P:._l!o__+_::P..fz_l _l;_z_(__:q:.,cl_+g.::,z,_l_l_l_z_l __:( P:..!l~+.:_P!!..z :_) l_;_z:_(_.:g!_l +:_g:~z~l-l-/2 • 

P1 P2 
Pz,z(pl+p2 , pl+Pz 

(2) SIMETRIA 

q2 
q +q ) para n > 2 , 

l 2 

p
3

,
2 

é simétrica em pares {pi,qi} , i = 1,2,3 ; ou seja ; 

onde {a
1

, a
2

, a
3

} e uma permutação arbitrária de {1,2,3}. 

( 3) NORMALIZAÇÃO 

3 1) = (-43)1/2 • 
4' 4 

' 



CAPÍTULO III 

APLICAÇÃO 

O objetivo deste capitulo é o de ilustrar, com um exemplo 

prático, uma das possíveis aplicações da Medida de Afinidade. 

Através deste exemplo e de outros apresentados no Capitulo 

IV, veremos como utilizar a Afinidade para mostrar a 11 proxirnida

de11 de populações, ou o comportamento de grupos, quanto a urna de 

terminada característica, ao longo do tempo.· 

Estudaremos, aqui, o comportamento de 5 grupos classificados 

como: Residencial, Comercial, Industrial e Demais Classes, quan

to ao consumo de energia elétrica no periodo de 1970 a 1978. 

3.1 - DADOS E MEDIDAS DE AFINIDADE 

Os dados utilizados foram obtidos de uma publicação da Co-

ordenadoria de Análise de Dados (1978), 

SEADE. 

atua~ente Fundação 

Os mesmos se referem ao consumo de energia elétrica por~ 

se, nas diversas Regiões Administrativas do Estado de são Paulo, 

no período de 1970 a 1~78. 

Para alcançar o nosso objetivo, o da análise, devemos ter 

os dados numa sequência de anos, separadamente, o que possibilita 

melhor estudo da tendência. Assim sendo, obtivemos um conjunto 
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de tabelas, sendo duas para cada ano estudado. 

A primeira tabela, para um dado ano, nos dá o consumo de 

energia elétrica por ctasse, em valor absoluto, e entre parênte

ses, as proporções de consumo em cada região para uma dada elas-

se, 

Na segunda tabela, obtemos uma matriz da medida de Afinidade, 

sempre calculada entre duas classes. Por exemplo, considerando o 

ano de 1970, a Afinidade entre as classes Residencial e Comerci

al é igual a 0,99565; e entre Residencial e Industrial é 0,98968; 

e assim por diante, comO pode ser visto nas tabelas de números 

I a XVIII, referentes aos anos de 1970 a 1978, respectivamente.· 



TABELA I - ESTADO DE SÃO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS 

CONSUMO DE ENERGIA EL~TRICA POR CLASSE - 1970 

REGIÕES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL DEMAIS 

CLASSES (1) 

Grande são Paulo 22173E1,. 1496340. 5JJ9070. 4~i6'J. 91403(1,. (0,.6427) (0.69M7) (o.ol31) ( 0.')212) (o.stsa) 

Litoral 223!::1'b. 1799 1Hl,. 729291. 3992. 9)746. 0,.061'9 0.0840 0.08)7 0,.07.11 o. f)529 

Vale do Paraiba 9!1091. 5800~. 33R9H,. .15f.io),. 5(Jt1J6. 
0.02'J4 0,.07.71 0.1)]99 o.otaa 0.0335 

Soro c aba IOB'Jó2,. 47665. 515516. 10310. 77803,. (l,.')]l6 o.onJ 0,.0592 0.051\6 0.'1139 

Campinas 3)1)555. 145551. 1101357. 7St)52. 194961. ú.095él o.ototJO 0.126b o. 397) o. u o o 
Ribeirão Preto 179t!J7. 75790. 24A2YS,. )51)08. 147?.07,. 

0,.0519 o.oJ52 0.011)5 0.1A53 O,.ORH 

Bauru 6B7 ·1. 2912'1. "119078. 16042. 59276. o.Ot'J7 0-..0136 0.0137 O,.(')H'l-9 0.0335 

S.José R. Preto 76236. 36753. 48356. 9452. 613AO,. 0,.0221 0.0169 O.OU56 o.osoo 0.0346 

Araçatuba .4566':i. 202!1(1. 130931. 9366. )5991. o. 1>t 32 O.fl'JC4S 0.0150 0.0496 0.0?03 

Presidente Prudente 451:12 'J. 2491~. S62b2. 1í6RO. 4HA)f.
0 o.ot n o.ott6 (),.0065 o .. o .15 ·1- o. 0271, 

Marília So214. 21losw. 800'27. 14975. 79410. o. '1163 0.0131 0 .. 0092 0.0787 0.,0448 

Total do Estado l419')q 3. 21414Bií. 8709120. 18~914. 1772076. 

FONTE: CESP 

"' 
(1) Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços <O 

Públicos Interdepartamental e Tração Elétrica. 
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TABELAIII- ESTADO DE SÃO PAULO- REGIÕES ADMINISTRATIVAS

CONSUMO DE ENERGIA ELeTRICA POR CLASSE - 1971 

REGIÕES 

Grande São Paulo 

Litoral 

Vale do Paraiba 

Sorocaba 

Campinas 

Ribeirão Preto 

Bauru 

S.José R. Preto 

Araçatuba 

Presidente Prudente 

Marília 

Total do Estado 

FONTE: CESP 

RES. 

24651JI),. 
O.'.d75 

2•JJ74L),. 
(),.Jo51 

11t2HS. 
o. ')2')2 

lltl'l!:l:... 
0.1)J•l7 

JS•H<;I'J. 
D,.IVl 13 

19212">. 
ú. )'):Jo 

SOJ59,. 
o.;) 1 J:.? 

495.22. 
o.ouo 

C.!•2J9., 
o. Jl~a 

C\)MERC. 

1700)1:,~. 

0,.7fJ92 

ll'lfl7~?. 

0,.•)'1H7 

5Al17. 
O.OHJ 

5394.l,. 
o.ons 

162ú·J5,. 
0,.(16"/6 

Rt57r. 
IJ,.{I )4() 

2229ü,. 
0,.009] 

26829. 
(1,.0112 

2397424. 

INDUSTR. 

,6005757. 
o.&uot 

931l0RJ,. 
0.0819 

406709,. 
o.CI40t 

7ól247. 
0.0751 

1314726. 
0.1296 

274118 .. 
0.0270 

130560. 
o.Ot2Q 

52267,. 
0.0052 

140040. 
0.0116 

591329. 
0,.0tl58 

78561. 
0,.0017 

1')14099]. 

RURAL 

4468. 
0.02U3 

45J5,. 
0.0206 

86340,. 
0,.3931 

)RJ;~O'). 

0.1767 

1fi{J54. 
O,.Ofl22 

10766. 
0.0490 

10578,. 
0.0482 

A 4 I 9 • 
o.o3B3 

17755. 
o.oaoa 

219640. 

DEMAIS 

C!LASSES ( 1) 

96.1"lb3. 
{j. 4975 

95307. 
0.0492 

68244. 
0.1)352 

119054~ 

0.0615 

219961. 
0.1136 

65397. 
0.0338 

69431. 
0.035] 

38166. 
0.0139 

81632. 
0.0421 

1936~tl7. 

{1) Incluem: IluminaçãO PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços 

PÚblicos Interdepartamental e Tração Elétrica. 
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TABELA V - ESTADO DE SÃO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA EL~TRICA POR CLASSE - 1972 

REGIÕES 

Grande São Paulo 

Litoral 

Vale do Paraiba 

Soro c aba 

Campinas 

Ribeirão Preto 

Bauru 

S.José R. Preto 

Araçatuba 

Presidente Prudente 

Marília 

Total do Estado 

FONTE: CESP 

RES. 

2679275. 
o.·J510 

21>2flu1. 
O.')t.Jt.J 

1221<7. 
Q,.o1297 

JS719Q. 
o.~J9·l2 

2•J6299. 
0.')51)1 

85'.171,. 
0.020~ 

52103,. 

v.•H27 

53227. 
o.•Jt2'1 

&315'). 
Í) 0 1) f 5) 

1115744. 

COMERe. 

1B10tlfiQ. 
0,.7q72 

61412.; 
0,.0)40 

6547:_),. 
0,.0256 

179847. 
o.o1n2 

902:n. 
0.0.152 

2]804,. 

O,.OO!J) 

.357<)4. 
0.0140 

INDUSTR. 

6R65JJ9. 
0.59'H 

970289. 
0.0817 

503200. 
0.0439 

A2166t. 
0.0720 

1471631. 
0.1290 

Jt31ta. 
0.0274 

144079. 
0.0126 

6'5525. 
0,.0057 

153410. 
o.ot 34 

56014. 
o. 0(J 49 

79301. 
0.0069 

11452871. 

RURAL 

5359. 
0.0209 

R10t. 
o. 0317 

20699. 
0.0809 

98592. 
0,.3855 

435SO,. 
0.1703 

1q259. 
0.0753 

1?74r). 
o.o498 

117t17. 

0.0461 

1R821. 
. 0,.0736 

255757. 

DEMAIS 

CLASSES (l) 

100?<;90. 
0.4SH 

121455. 
o.oss2 

1175f:>7. 
O.tJ533 

39129-l. 
0.1772 

11J0257. 
O.OBlJ 

702H. 
O.OJlfl 

757.2Q. 
o.OHt 

41?4b. 

.O.Olíl7 

49144. 
t).!);J24 

2207619. 

{1) Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços 

PÚblicos Interdepartamental e Tração PÚblicã. 
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TABELA VII - ESTADO DE SÃO PAULO . REGIÕES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA EL~TRICA POR CLASSE - 1973 

REGIÕES 

Grande São Paulo 

Litoral 

Vale do Paraiba 

Sorocaba 

Campinas 

Ribeirão Preto 

Bauru 

s. José do R. Preto 

Araçatuba 

Presidente Prudente 

Marília 

Total do Estado 

FONTE: CESP 

RES , COMERC, 

290062ij. 2009BOO. 
0.64~6 0.7014 

B5742. 2070R9. 
0.06]7 0.0723 

116312. 
<),r)_} ')4 

1HlB. 
v.:nu 

4.:!Y'JB. 
J,').J58 

22'172'~. 
1J,051'l 

,JJ'Hl. 
O.OldS 

95tiJ}, 
'.1,0213 

57573. 
0.012B 

5'019•H. 
0.0134 

ótl01')._ 
•J.Ol!:i2 

742 o t .. 
0.0259 

205366. 
o.o7t7 

105062. 
0.0~1)7 

41l2•W. 
0.0140 

51263. 
o.ot79 

20Rt5. 
0.,0094 

334n7. 
0.0117 

411fd. 
O.OlH 

INDUSTR. 

.1882968. 
0.5950 

11B15B3. 
0.0.!192 

861065. 
O.ObSO 

1767962. 
0.1334 

379&40. 
0.1)297 

169172. 
0.,012R 

6911)),. 
0.0052· 

127020. 
0 .. 0096 

86B46. 
0.0066 

73626. 
0,.0056 

t 324tl531). 

RURAL 

10276. 
0,.0343 

5770. 
0,.0191 

11099. 
o.ri37o 

263?7. 
o.oB7B 

112976. 
0.37tiB 

49447. 
0.,1649 

21 Jb9. 
o.u713 

l~IJ)il. 

0.0501 

141fl4. 
0.0473 

121 n. 
0.,0407 

2t1B3. 
0.0707 

299802. 

DEMAIS 

CLASSES (l) 

1111669. 
0.4569 

1291)59. 
o.o53J 

95321J. 
0.03~1 

137565. 
O.OSbS 

421242. 
o.17ll 

201)~67. 

O.OB25 

16327. 
0.03l4 

02644. 
0.,0340 

53592. 
o.ono 

Bl!l47ll. 
o.o3b4 

2433323. 

(1) Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviço 

PÚblicos Interdepartamental e Tração PÚblica. 
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TABELA IX - ESTADO DE SÀO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENERGIA ELllTRICA POR CLASSE - 1974 

DEMAIS 
REGIÕES RES. COMERC. INDUST. RURAL CLASSES 

Grande são Paulo 
31')6626,. 22034'H• !l8]9Q05. 11696. 1225719. 

O.fiHB 0.&955 o.G02S 0.0339 0.4466 

Litoral 308754. 234514. 1320513. 5922. 144843. 
•J.'J~.23 o.074l) 0.09<)1) 0.0172 0 0 1J52f; 

Vale do Paraiba l541B. 83714. 767254. 11.50~. 99177. 
1loOHt 0.0264 0.0523 o.()BJ 0,.03&2 

Sorocaba 156.111. 919hS. 854918. 21)5)3. 141fltot. o.·nts 0.0259 o.osaJ o.r!l:t56 0. 1)517 

Campinas 48017'). 227434. 203770B. 131372. 47.195~ • 
. 'l.•J'I70 0.0718 O. t3B9 0,.301,5 0.1727 

Ribeirão Preto 256-l H. 1204~3. 397A29. 5fl779. 2151b6. 
'J.~I517 O.OJfHl 0.0271 0.171)3 o.o7f:l4 

Bauru ')1)1'l2. 4521]. 175558. 24131. FJbf,7ú. 
(i • Oli.JJ o.ot4J 0. 1H20 V.'J6<J9 0.0316 

são José R. Preto 10')1))1). 5595~. 74291. 17305. . 9639'). 
o.ono o.ot77 0 .. 0051 0,.05i)1 0.0351 

Araçatuba 
(,3VH. 2?177. 57216. 15450. 89014. 
<). 'J1 '21 0.01}'12 O.OOJ9 o.rJ44B 0.032'5 

Presidente Prudente 6611U. 365flO. 7238!.1. 130Q5. Bt1t. 
ü.Ot34 o.ous 0.0019 0,.0403 o.ú28R 

Marí.lia 75iJ.f9. 49b61. 75391. 2352"1. 92242. 
O.fJl'.i} 0.0157 o.oost 0.0682 O.OJlb 

Total do Estado i9571tJ1. 3168269. 1116720/:il. HSlt'l. 2144546. 

FONTE: CESP 

(1) Incluem: Iluminação Pública, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviço 

Públicos Interdepartamental e Tração PÚblica. 
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TABELA XI - ESTADO DE SÃO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS 

CONSUMO DE ENERGIA ELllTRICA POR CLASSE . 1975 

REGIÕES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL DEMAIS 
CLASSES (1) 

Grande são Paulo )4'J1l61. 239~240. f'.:l2657BO. 1158(,. 13(JS750. 
v.u'il!t t'.6'JJ.1 0.59')3 0.0324 0.461:14 

Litoral JJ7251. 25J7AO. 1534086. 6445. Pi0762. 
{.I.Ob22 o.o7.32 0. 11992 o.rH67 0.0506 

Vale do Paraiba 1741B. 10d1bL. 86()649. 1?707. 105175. 
Q.'ll2t 0,.02~9 O.'J557 o.o327 n.oJ54 

Sorocaba 1721117. 919?tJ. 62~H9. 34\l.Jl. 119022. 
o.u H 7 o.o2t~S o.q•..:n o.nnet 0.0503 

Campinas 5H2R7. 2S1R77. 122297:). H725<1. 455')0'5. 
o. 'J'J71 0.0727 0.1439 ().3194 O.lS;?q 

Ribeirão Preto 277'Ju1. 132151. 438206. 69JIH. 23g817. 
o.ostt o.o1~1 o.nrn o.t7!HI o.oRns 

Bauru 9q577. 507 JS. 203239. 267fiO. Q'2t12. 
().? un 0.(1\46 o.Ol3t IJ.I)690 o. OJ(J() 

s. José R. Preto l227H6 0 630fU., B01JO. 20502. Dt~53. 
o.-d26 (J.01EI2 0.0052 0.,'1529 o.=H17 

Araçatuba 66'1l7. n~<>'S. 60416. 11304. ~t'l?4. 
'J.'Hll o.o:J91 0.01J3g o.o·H6 0.,()27'5 

Presidente Prudente 
73J2?. 39911:1. 114094. 1'5'J12. R4253. 
o.ot)b 0.0115 o.0oss o.o-a1 o.o2R3 

Marí.lia 
lló)7~l. 4<J42/l 0 'f10J76. 24975. Q255B. 
0.0119 o.ot4l 0.0052 0.,06•14 o.o.Ht 

Total do Estado 51261.16. 3464917-. 1545985]. )98105. 2979631. 

FONTE: CESP 

(1) Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços w 
"' 

PÚblicos Interdepartamental e Tração Pública. 
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~ABELA XII 

MEDlOA DE 
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TABELA XIII -ESTADO DE SÃO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA EL~RICA POR CLASSE - 1976 

FONTE: CESP 

REGIÕES 

Grande São Paulo 

Litoral 

Vale do Paraiba 

Sorocaba 

Campinas 

Ribeirão Preto 

Bauru 

S.José R. Preto 

Araçatuba 

RES. 

3855916,: 
O.t.i]'.)J 

J72:Ha .. 
l),.,)ulH 

l'Jlf>7l. 
O,.iJJH 

6'J1335. 
') .. :)11 J7 

Jló2~d. 

'J.()524 

11211)],. 
0,. 1,11 'lO 

l~Ull'-i~ 
J,..l.!J2 

71'.111. 
J.U119 

'Presidente Prudente IJO":lH,. 

o.U1J1 

Marllia 

Total do Estado 6031194,. 

COMERC. 

2539H5. 
0,.6916 

26161}1,. 
0,.0702 

!116fl4,. 
0.0.100 

107961:.; 
O,.Ql7b 

15<1JLt. 
(l,.Q414 

58-467,. 
o.ot~7 

366115 .. 
o.oo9a 

43912,. 
0.0118 

37253112. 

INDUSTR. 

10166041. 
o.SR:ll 

17195211. 
o.lOf)l 

105165fl. 
O.Ob02 

740755. 
0 .. 0424 

26431)92. 
0.1511 

52'Hl29 • 
0.0.103 

24'1626. 
o.ouo 

9.J916. 
0.0054 

70001. 
0.01),}1) 

87709. 
Q,.•FlSO 

8911 ?. 
0.0051 

17465274. 

RURAL 

14236. 
0,.0341 

71.13w 
0.0171 

1?598. 
o.r,lo'l 

3fl643. 
0,.0921 

151131~ 

1). 3625 

30231 ~ 
1).1)725 

27.20'J. 
O.USH 

1R,}27. 
0 0 1}4·12 

27401). 
o.o657 

416070. 

DEMAIS 

CLASSES (l) 

151l71 19. 
0.'111'60 

165'129. 
o. •)')Qij 

111 115?.. 
0. 11J49 

16'}.723. 
o.•J4'1A 

251493. 
0.0771) 

14Q3'5S. 
0.0457 

7 ij 20 1 • 
0.1123<] 

7JtiJS. 
n.o:ns 

3265727. 

(1) Incluem: Iluminação Pública, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços 

PÚblicos Interdepartamental e Tração Elétrica. 
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TABELA XV - ESTADO DE SÃO PAULO - REGIÕES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA ELeTRICA POR CLASSE - 1977 

REGIÕES 

Grande São Paulo 

Litoral 

Vale do Paraiba 

Sorocaba 

Campinas 

Ribeirão Preto 

Bauru 

s. José R. Preto 

Araçatuba 

Presidente Prudente 

Marília 

Total do Estado 

FONTE: CESP 

RES. 

H'J9ó6J. 
0.6Vl8 

435138. 
·J.ilú32 

22711>),. 
O.'Jl.)O 

69501.)., 
[). '"1995 

159<J01j. 
0,.'}52) 

I2!JGOt. 
o.·.H75 

l~dt11: 
oj 0

1J2.3J 

fJ 224') .. 
r; .. ''11 [,1 

91':i62,. 
0,.0133 

t 1J.3Ba. 
0.!)150 

6Banoa. 

COMERC. 

2496!191 .. 
0.66~1) 

258515., 
O,.Of11J1 

107353,. 
o.n7H7 

6)'l1f,. 
0,.()170 

8J9'H,. 
0,.0:.'!2:5 

419 H,. 
0,.0112 

4R075,. 
0.0129 

57922,. 
0,.0155 

3739515. 

INDUSTR. 

10725·155. 
o.~s'H 

1969163 .. 
0.1026 

116A50J,. 
0.0609 

10561'172. 
o.osst 

3009':1~5. 

o.t56'l 

59';1599. 
0.0311 

27122-1. 
0.01 H 

10411137. 
O.•JOSS 

9nn1. 
0.0051 

94')59. 
0,.0052 

1918.1173. 

RURAL 

16566. 
0,.0345 

7839. 
O,.OltiJ 

45716. 
0,.0953 

166503. 
0.3172 

OBHO. 
'1.1814 

3.H16. 
0.(1695 

26515. 
0.0553 

2221)&. 
1).0463 

3Jf)48. 
o.o&aq 

47951]. 

DEMAIS 

174Q491. 
0.5{115 

11:12360. 
o.U523 

1231)70. 
O.OJSJ 

167663;, 
o.rJ4H1 

51J5fJ69. 
0.1419 

261~it>0 0 
0.0759 

BQ702. 
0.0257 

11Jt13. 
0.0410 

71477. 
0.0205 

1073110. 
0.0308 

34138633. 

(1} Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes PÚblicos, Empresas de Serviços 

PÚblicos Inderdepartarnental e Tração Elétrica. 

... 
w 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

o 

= 

c 

o 

ou 

o 

o 

" 

••• * • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • * * ••• • 
" o • • • • • • • • • • • • • • "' .... • • • • • • • • = • • • • • • • 

• • • 

• 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

* * * * • * * * * • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

o 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

o 
z 

••• 

o 
u 

.. . .. .. 
• 

-" .. 
~ 

u 
:Ol 
o 
H 

" " 

• • • • • • • • • • • • • • 

• 

• * * * • • • • • • • • • • • • • • • 
"' * * * • • • • • • • • • • • • • 

o 
o 

= • 

• • • • • • • • • • 

" . '. 

• • • • • • • • • • • • • • 

o 
u 

• • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

• •• 

.. 

• .. * • "' • • • • • • • • • • • • • • 

., 
< 

'" 

• ....... * ••••••••• • • • * • • • • • • * • • • • • * • • * *-•o•o•o• *·'""*"'*ll"'•e-• 
•-•~•>D•o• •x•-c•e•c• •o-•o-•:x:•c• . .. . .. . . . . "' * * • • .... • • • • * • .. * • • • * • • • • .. • .. * • ................... _ .. ., .. . . .. 
• * • • * .. • * • • 
• * .. * • •.:;o•o-•o•o• 
·~·('o>·C·V"· •o..-••o•-c• •o:.•e•-::--•o• 
*<.C•t-•o•a:• • .. • • * • * • • . . . - . . 
* • • * • * • "' • • • • • * * • • • * * 
"'***"'******""**** * • * * * • • • • * • • • • * * * • • .. * """'"'*:::•c-•e• >&<:!'*O*N*O'I* 
1<0!$'0$~•-.o• 

* t- • ~ * o * \C • 

"'"'*o*'*'*"'* *••······ .- • .... * • * 
* • * * * • • * • • • * * • * . . , . . 
********•········ • • • • * * • • • • 
• * *· * * . * • * * • •o.-,..,•a-•-• 
•o•~*"'*,.,* •o•.r•o• • 
40*f**"'OO*fr>* •e•o-•.o•CJ>* • • * • • • • .. • 
* ""' * • * .. • "' ~ ... * • * • • • • * • • • • * • ... • .... ,., ................. . 
• • * "' • • • * • • • • • • • * * • • * • o • ~ * ~ * ~ * * N $ ~ '* ~ * o 11 •cr-•-•IJ1'*t-* *C"*<l!>•-n•q>• 
·~·'::l"*t-*7* "' . . . . . . * • .. • • 
* .. * * • . "" . . . • • • • • * * * • • ······••:e•••····· • • • • • ., • * • . . ..:;: "' . 
• ..::1 • .-.:: • • 
• • • • • • • • • 

.:: . . . 
•.::t:•~l• . ~ . ~ "' . :') . :::: . 

o 

" 
• • • • • 

H 

. ~ . 
• " * • • • • • • "' ..- * • 

"' o 
"' u 

• • • • • • • • • • • • • • "' .... • • .... * • • . ........ . ... . . .. ............ * ....... * 

44 



TliBELA XVII - ESTliDO DE SÃO PliULO - REGIÕES liDMINISTRliTIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA EL~TRICA POR CLASSE - 1978 

REGIÕES RES. ÇOMERC. 'lNDUSTR. 

Grande São Paulo ·11 )') ) 4'1 .. 2637BB. 11442t.Hd. 
o. 'd2l Q.f)'j1] o.SJú7 

Litoral 46b•lto. 251904. 721315-1. 
:l.'.'JIJ2] o.o•)2J 0.10.3!:1 

Vale do Paraiba 2:.i4~J51. 11SOM) 0 124B04J. 
•J. 11]1 o 0.,0?.92 0.0595 

Sorocaba 250)21. 115t:W. 1&92171. 
t).,(I)J4 0.,01H5 0.07'11 

Campinas 787136. 3A96QU., 3351771. 
J.,l:l'SO o.OQft4 0.1572 

Ribeirão Preto 3~6:lúJ., i90074. &71\197. 
U.,ll•l7u o.oH2 0.,1)]15 

Bauru IH\54. 7'iH6. 30973':i. 
().'117·1 o.oth7 0.0H5 

S.JoSé R. Preto l'Jl•\45. 97515. 107741. 
a. 11 :.~ 12 o.o·lat o.~o5t 

Araçatuba 92720. 491111. 8206). 
•).'J124 o. f) l 1 9 0.•)0]!1 

Presidente Prudente 1166~7. 5.HH. 94742. 
fJ.I115b 0.0132 0.1)014 

Marília 115l"l2. b51~1.. 107490. 
1.),.1)154 O.OibJ 0.')05(1 

Total do Estado 749516-'). 404395&. 21320079. 

FONTE: CESP 

DEMAIS 
·RURliL 

'CLASSES (1) 

20994. 2191'121~. 

o.•H72 o.S4fl5 

9047 .. 20'5345. 
0.•)160 o. 0514 

H1A6. 1JIJI)ih,. · 
0.1201 O.,O.Hfl 

55901. 177 J<_Jn., 
O.,i)qgo il.O'l'\4 

1Ail79J. 370/'il. 
0.33.15 0 0 1)92R 

10231:17. JS7R4q., 
o.tatJ fJ.,0R'16 

40323. 1 051JS i. 
o.v7t4 .o. (1763 

Jf.,716. 142?.7_7. 
O,.;)f>St o.u356 

2t>?.H. 11"lq13. 
0.()4[,5 0.0295 

2!11\l. 65127. 
o.onR 0.0164 

'i021'11. 12300ij. 
O.fJ714 0.0301:1 

554518. 39<:J3367. 

(1) Incluem: Iluminação PÚblica, Poderes Públicos, Empresas de Serviços 

PÚblicos Interdepartamenta~ e Tração Pública. 
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3.2 - GRÁFICOS E INTERPRETAÇÃO 

A part'ir das medidas calculadas, apresentadas nas matrizes 

da secçao anterior, podemos ordenar os grupos de acordo com o 

consumo. 

Em todos os anos, o consumo de energia elétrica é máximo p~ 

ra a classe Industrial; o que pode ser visto observando-se as pr2 

porções. Fixando esta e usando as medidas de Afinidades, as ela~ 

ses podem ser ordenadas como se segue: Industrial; Residencial ; 

Comercial; Demais Classes e Rural. 

Esta ordenação é obtida da seguinte maneira: fixamos o gru-

po que apresenta maior proporção e em seguida consideramos as 

classes em ordem decrescente de Afinidade, em relação à fixada. 

Por exemplo, para o ano de 1970, a Afinidade entre os gru

pos Industrial e Residencial é igual a 0.98968; a Afinidade en

tre Industrial e Comercial é de 0.98653, etc ... , obtendo a ordem 

acima. 

Esta mesma ordem podemos observar através do gráfico, em que 

plotamos as Afinidades das outras classes em relação à Industri

al, Gráfico IV. 

Dentre as classes· consideradas, somente a Rural se mantém 

bastante afastada das demais, como podemos observar, pelos gráf! 

cos, numerados de I a V, apresentados a seguir. 
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GRÂFICO !I 

__ ...... Residencial 
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• \ ! I 
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Corno conclusão geral, podemos dizer que nao há mudanças,nes 

te periodo de 9 anos por nós estudado; ou seja, a ordem quanto ao 

consumo de energia elétrica por classe, nas RegiÕes Administrati 

vas do Estado de São Paulo, se manteve. 



CAP1TULO IV 

OUTROS RESULTADOS E APLICAÇÕES DA MEDIDADE DE AFINIDADE 

A Afinidade mede a "proximidade" entre distribuições, ou 

seja, é uma medida que representa a discrepância entre distribui 

ções, logo podemos usá-la como medida de discriminação. Assim 

sendo, pode ser largamente aplicável, principalmente em Inferên-

cia. 

Geometricamente, a Afinidade pode ser interpretada como o 

• Q . p ( 1/2 cosseno do angulo entre os pontos P e . Ou seJa, se p , ..• , 
' 1/2 1/2 

Q(q1 , ••• ,'<n) representam pontos únicos, em urna hi-

peresfera, então o cosseno do ângulo entre os dois vetores cor-

responde à Afinidade, logo c os 8 = p (P: Q) • 
.n 

l/2 l/2 
P(pl '" "Pn ) 

1/2 1/2 
Q(q1 , ••• ,qn) 

Podemos ainda observar que, a distância entre os oontos P 

e Q é a Distância Matusita, que é definida por: 

dn(P:Q) = 
n 

" i=l 

Esta medida pode ser escrita, também, como: 
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d (P:Q) = [2(1 - ~(p.q.)l/211/2 
n i=l l l 

dn(P:Q) = [ 2 (l - pn(P:Q))]l/2 

Ou sejam a Distância Matusita pode ser dada em função de A-

finidade. 

Bhattacharyya (1945-46) define uma medida de diverência, en 

tre duas distribuições (p
1

, •.• ,pn) e (q1 , ... ,qn), como sendo o 

quadrado do ângulo entre os pontos l/2 l/2 
(pl ' .. • 'Pn ) e 

l/2 l/2 (ql , ••. ,qn ) ; e, mostra que o cosseno deste ângulo é~ por 

n l/2 
E (p.q.) • 

i=l l 1. 

Em vários desenvolvimentos teóricos ou aplicados, a Afinida 

de e usada juntamente com a distância de Matusita. 

Matusita ((1954), (1955), (1967)) mostra corno podemos usar a 

Distância, e consequentemente a Afinidade, em problemas de esti

maçao de parâmetros, desconhecidos, de urna determinada distribu± 

çao. 

Ainda sobre estimação de parâmetros, suficiência e outros 

problemas na área de I_nferência, podemos encontrar outros resul-

tados, que foram obtidos por Matusita ( (1961), (1971)) e Kudo (1970). 

Em problemas de Classificação, Matusita (1957), estabeleceu 

regras de decisão, usando a Afinidade, para o caso em que são da-

das duas variáveis aleatórias independentes, X , Y, e deseja-se 
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saber se urna terceira variável .aleatória Z, tem distribuição i

gual à de X ou igual à de Y, desde que uma delas seja válida. 

Os desenvolvimentos foram feitos para 2 casos: quando se tem vá

rias observações e quando se tem apenas uma observação. E a re

gra de decisão estabelecida, pode ser extendida, facilmente, pa

ra várias variáveis. Ainda em ajuste de curvas, usando a Afinida 

de, podemos encontrar outros resultados obtidos por Matusita(l955). 

Regras de decisão, para problemas de independência, podem 

ser encontradas em Matusita e Akaike (1956). 

Alguns resultados, para a medida de Afinidade entre distri

buições contínuas, foram apresentados por Matusita ( (1961), (1967)). 

Na área de Análise Multivariada, vários resultados foram ob 

tidos por Matusita ( (1957), (1966), (1967)). 

Mathai e· Rathie (1972) apresentam dois tipos de caracteriz~ 

çao da Afinidade e da Distância, entre duas populações discretas. 

Mostram, ainda, a possibilidade de ·caracterizações análogas, pa

ra outras medidas, como a distência de Bhattacharyya, ver Adke 

(1958) e Bhattacharyya (1945-46); a invariância de Jeffreys, ver 

Adke (1958) e Jeffreys (1961); a discrepância de Pearson ver 

Adke (1958), e a medida âe dispersão generalizada de Mathai, ver 

Mathai (1967), 

Uma caracterização feita por Mathai e Rathie (1972), se as

semelha bastante a que apresentamos no Capitulo II, diferencian

do, apenas, no postulado de recursividade. 
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Toussaint (l974P)apresenta uma série de resultados para a 

Afinidade entre várias distribuições. 

Kaufman e Mathai (1973), também apresentam uma caracteriza

çao axiomática, para a Medida de Afinidade entre várias distri -

buições. O teorema apresentado nesta caracterização, se baseia 

em um conjunto de quatro axiomas: Recursividade, Simetria, Norm~ 

lização e Continuidade. Este Último axioma se faz necessário, de 

vida a maneira como é apresentada a Recursividade. 

Na área de aplicações, em dados numéricos, George e Mathai 

(1974) estudaram, através do número de nascidos vivos, em cadq. 

grupo religioso, a tendência do comportamento dos grupos, em va

rias cidades de ~erala, sudoeste da India. Este estudo foi feito 

usando tanto a Afinidade como a Distância. 

A Afinidade, juntamente com outras medidas de Informação ' 
foi utilizada na seleção das variáveis independentes, mais rele

vantes, para a construção de modelos de previsão da área planta

da e de previsão da produção por hectare de soja, milho e trigo, 

na região de Ijuí, no Estado do Rio Grande do Sul, ver Rathie e 

outros (1979). 

Lazo e Rathie (19.79) utilizaram a Distância Matusita e a 

Afinidade, em dados de casamentos, na grande São Paulo, de 1931 

a 1974, para medir o grau de i.l!tegração, no Brasil, de quatro 

grupos de imigrantes: espanhóis, italianos, japoneses e portugu~ 

ses. 
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Os trabalhos citados nos dão urna idéia das possíveis aplica

çoes, em outras áreas, diferentes das já mencionadas, possibili

tando análises e conclusões, em qualquer outro campo de pesquisa. 
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