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INTRODUGAO

A Teoria da Informagao teve origem na termodinamica estatis

ca, mais precisamente na Engenharia de Comunicacgao.

Hartley (1928), um importante precursor, definiu uma medi-
da de informagao, gque € um caso particular da entropia, definida
por Shannon (1948). Simultaneamente e independente de Shannon ,

Wiener (1948) cbteve o mesmo resultado para a entropia.

Por esta razio, oS mesmos sao considerados os precursores

mais importantes no desenvolvimento da Teoria da Informagao.

Fisher (1948) definiu uma medida de quantidade de informa -
gao, contida nos dados, sobre um parametro desconhecido, gue é
usada em Inferencia Estatistica, na estimagéo de parametros. Es-
ta medida foi o ponto inicial da introdugac da Teoria da Informa

¢do, na Estatistica Matematica.

Muitos resultados obhtidos no desenvolvimento da Tecoria da

Informagdo sao dados por Ash (1965), Réenyi (1970), Kullback (1959).

As aplicagées gue inicialmente se situavam no campo da Teo—
ria da Comunicagdo, sao, hoje, encontradas em muitas outras &areas,
abrangendo desde a Estatistica até a Psicologia, ver Kullback

{(1959), Attneave (1959), Theil {1967).

Dada a grande variedade de medidas, na Tecoria da Informagao,
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e do vasto campo de aplicagaes das mesmas, fizemos um estudo so-
bre uma destas medidas, denominada Afinidade. Nosso trabalho cong
ta de uma parte te6rica,.onde definimos propriedades e teoremaé,
para duas ou mais distribuigCes discretas; e, uma parte aplicada,
onde usamos dadoé reais de consumc de energia elétrica, nas capi
tais administrativas, do Estado de Sac Paulc, e ainda apresenta-

mos outras aplicagoes possiveis.

O primeiro capitulo foi divide emlduas secgoes. Na primeira,
apresentamos definigéo e propriedades da medida de Afinidade en-
tre k (k > 2} distribuicoes discretas; e na segunda apresenta —
mos definicao e propriedades da Afinidade entre duas distribui —
¢Oes discretas, sendo gue, neste caso omitimeos as demonstragoes,

por serem analogas as encontradas na secgao anterior.

No segundo capitulo, damos uma definigao axiomdtica para a
medida em questio, considerando, agqui também, o caso de k (k > 2)

distribuicoes discretas e o caso em gue temos apenas duas.

Apresentamos os resultados para O ¢aso em gue temos  apenas
duas distribui¢bes discretas, separadamente do geral, porgue Sao

estes resultados gue usamos na parte pratica.

No capitulo seguinte mostramos uma das possiveis aplicagdes
praticas da Afinidade, usando, para tal, o consumo de energia e-
letrica pelas diversas classes, nas regides administrativas do

Estado de S3ao Paulo. Medindo a Afinidade em nove anos consecuti-



vos, podemos observar, através da tendéncia, se estd havendo al-

guma mudancga dentro das classe.

No @ltimo capitulo enumeramos uma série de outros resulta —

dos e aplicagoes que envolvem a medida de Afinidade.



CAPITULO I

DEFINICOES E PROPRIEDADES

Neste primeiro capitulo, definiremos e estabeleceremos pro-
priedades para a Medida de Afinidade, entre distribui¢des discre-
tas, levando em consideragao o numero de populacoes envolvidas.

A Afinidade foli estudada por Matusita ((1954} (1955)},(1957)},
juntamente com uma outra medida, a distancia. Mais informagces so
bre os resultados de afinidade e cutras medidas relacionadas po-

dem ser encontradas no livro de Mathal e Rathie (1975).

1.1 - AFINIDADE ENTRE VARIAS POPULACOES

1.1.1 - DEFINICAQO
‘ n
Sejam Pj = (pjl,...,pjn), 3=1,...,k, iil pji = 1, pji_zo,
j=1l,...,k e i=1,...,n; k distribuicoes discretas. A Afinida

de entre as distribuicdes Pl""'Pk' denotada por Py k! e defini
I

da por:
(1.1.1) Pn,k = pn,k(pll"'"'pln : pZ]_""’pZn:"':pkl'”"Hm) =
n k
= I [ 7 p, 117K ; k> 2

i=1 4=1 3%
1.1.2 - PROPRIEDADES

Apresentaremos nesta secg¢ao, as principais propriedades da

medida de Afinidade entre k distribuigoes (k > 2).



i} RECURSIVIDADE

Se-anl P- = L3 F ey . r i = F Y ; .-| r i= - . » H
J j - (pJl p._) i=1 k _pjlio i=1, ,n;
3 =1,...,k e I p.., =1, 49=1,...,k.
i=1 It ’

T RP /Py TPy ePyy e E P P,

o P11 P12 Py P2 . P P2,
, - , ..... ’ '
2,k "Py1tP1o" P11tP1o  PaytPay” Pp1thy; Pr1*Px2 "Px1*Pk)
2
Vyn»>2, I p.; >0, 3=1l,...,k .
i=1 J*
onde:
(1-103) . K(pllfplz . pzl!pzz:.-.:'Pkerkz)
2 k kK 2 k2
{2 [ mp J_]l/k -0l n (¢ p.i)]l/k}[ m (% p-i)ll/k
i=1 j=1J =1 i=1 J =1 i=1 3
2 k
DA p-ill/k
i=l j=1 3
PROVA:
Op,k(PypreesrP1p#Payre=srPppi-eiiPyyr-eerPpy) =

— Dn—l'k(pll+p1.2'p13' - aa 'P]_r]_:p21+.922 ,P23' '] ,pzk: ' :p]{l+pj{2 'Pk3’ . '%) =



n k k 2 ‘ n k
= 1 Lrp 1 -t (rp 11 )%y =
i=1 j=1 j=1 i=1 It i=3 j=1

2 x ' kK 2
=z Irp Y% -7 (e, k-
i=1 j=1 4 j=1 i=1 I
2 k k 2 k 2
(z tr o Y- (s M e (Ep, 1VE
i=1 j=1 j=1 i=1 J% j=1 i=1 3% .
2k
T P-.ll/k
i=1 j=1 J%
2k
A I p.ill/k
. __di=1 j=1
k2
[ @ ( Z p.i)]l/k
§=1 i=1 3

= K . . -
(Py1sPypiPy ePpgte e 3Py rPyy)

P11 P12 Pa1 P2 P 3" )

.p ( - ! - ’ H -
2% PyytPyp" P1ytP1a PotPay Po1tPyo Pr1tPrar PyitPyo

Yn>2, I p., >0, j=1,...,k

i=l

Portanto, temos (1.1.2).

ii) SIMETRIA

A medida de Afinidade o .- € simétrica em k-uplas
r

{pli’.pZi""'Pki} s 1=1,2,...,n. Ou seja,



(10104) {Jn'k(Pll:- .. ppln:p21;- o.. ;pzno. . :pkl, . v ppkn)

= pn,k(p]_a ’-..‘;planﬁpzal;-..'pza :...:pka\. y.-orPka,

1

onde {a,,....,a } & uma permutagao arbitrdria de {1,...,n}.

iii) SIMETRIA EM DISTRIBUICEO

Seja
(1.1.5) pn,k(Pllf;"'plp:pZI""'p2n:';':pkl""’pkn) =
= pn,k(Pl : Pé:...: Pk).
Pn .k & simétrica em distribuicaoc, ou seja, pn,k(P1: Pyi...1P )=
=pn,k(P31= Paz:...: Pak) , onde {al, az,...,ak} & uma Qermutagao

arbitraria de {1,2,...,k}.

iv) MAXIMIZACAO

Sejam Pj = (le’ij""’pjn) y J=1,...,k%k, pji > 0, i=l;...,n ;
j=1l,...,k e _E Pji =1, 3 ='l;,..,k; k distribuigoes discre~
tas. - '

Se Py =Py, = ... =P entao a Afinidade entre estas k dis

tribuigoes & maxima, ou seja, oLk = 1.
’ r

(1-1.6) pn'k(Pll!o L) l’pln:pz_l!t L) ;pzn- L) -.:pkl’- - ;pkn) i

S P,k (PyyrertePrn FPyyre P Fesed Py



v) NAC-NEGATIVIDADE

S j P. = - rE— N F) .=l'-a-’ r . — | = - . ;
ejam P, (p]l :Pjn) 3 k, tal que Py 0, i=1,...,n

n

3 =1l,s..,k € 1,3 =1,...,k , k distribui¢des discretas.

1=1" 31
Entao:

(1.1.7) pn,k(pll"'"pln:p2l'°'"pZn:°":pkl"'"Pkn) > 0.

vi) ESTRUTURA

Seja P (le"' 'pjn) r J=1,...,k, tal que pjijzo, i=l,...,n,
n

j= l'--.]’k e Z p.. =l' j =l’lll’k.
i=1 J*

(l. 108) pn'k (pl]-;- . a ,Pln:pzl;- .8 rpzn:c ) :pkl, “-n 'Pkn)

f(pli'pZi’...'pki) r Oﬂde

|
[ e s

i=1

k k
_ 1/k 1/k
F(PqstPyireeesP ) = 7 p.. 1" = m (p;.)
11721 ki §=1 Ji j=1 J1
ou ainda:
(1-1.9) pn'k(Pll,. o;pln:le'- o;pzn:--.-pkl, ’pkn) =

- 1/k
onde fj(pi) = (pji) .



vii) EXPANSIBILIDADE

n
Sejam P, = carevesPL_0), 3=1,...,k, i ., = 1
J 3 (le Pin ), 3 k, tais que iil pji 1

j=l'|..'k e pjiio’ i=lf0l-fn, j=l'0..'k.

(L.1.10) »p 0: 0}

ntl,k Pryree s 1P r 0Py re e Poy s 0t eeuiPyyve Py

pn,k(pll""'pln=921'""pZn:"':pkl""'pkn}'

viii) NULIDADE.

n

Sejam P, = (pjl,...,pjn), j=1l,...,k, tais que . L

=1 ’
J i=

pji

j=ly--o’k e pji>0 r i=l'¢o-'n’ j=1,.uo'ko

(1.1.11) pn'k(pll'...'Pln:pzl'...'Pzn:--.:pkl'..-’Pkn) = 0, Sem™

k
pre gue ™ pji =0 ,1i=1,...,0.
j=1 -

ix) CONTINUIDADE

n
Sejam 'Pj = (le""'pjn) r 3 =1,...,k, tais que iilpji==l,

j=lr-..;k e Pji 3 0 r i = 1,...;n r j = l;nn.;k L

A Afinidade entre as distribuicgoes Pireee,P & uma fungao

continua em swas kn variaveis.

x). ADITIVIDADE FORTE

Sejam P;R) = (p!¥ p L)y

Jl Py Jm‘g‘ ¥ j=l'..l;k a 2.=1;..7,n e



0

ok

m
2 .
tais que I Pgi) =1, jJ =1, ke B = 1l,...,n (i) >
i=1 J - | i 2
i=1, (Mo 4 ] lyvesy,k e &£ =1,...,n. E sejam
. ’ n
P] = (ler ern)r ]=1;--o;k; tais que 'Q’El Pjg = 1! J=l,.-
pjﬂ,iO' j =lf. fkf 2=l;-.|'no
Entao:
_ (1) (l) (2) (2)
=1 ¥
(n) . (n) (1) (l) (2)
P1nP11 "“'plnplmn p2:1.’_"21 reeesPyy P 2ml'P22 21 1t
(2) (n) (n)
p ."’P P ’.‘I’p P . (1)
22 2m2 2n 21 2n th ..... pkl Ky '"ce?
(1) (2) (2) (n) {n)
Py1F kml’pkz k1 ""'pk2Pkm2”"’pknPkl res s P Prn )
- T r VWKL, ) p(1) L p(0) L)
2=1 j=1 jL 2 ll lm2 21 2m£
(2) (%)
Pkl F 'Pkmg) -
PROVA:
Lado esquerdo de (1.,1.12) =
_ (1) (1) . o(1),1/%. (1} (1)
= 1Py P17 PpiPpy » - P Pky ] Taeud [pll m, 21P2m1
(1) 1/k
P (2) (2) (2) l/k
k1l km] +[p12 11 P22 21...k2Pkl]- + e.. +

e



(2) (2) (2),1/k - L (n) (n)
* {plZlez p22P2m2'_“p1~:291~:mz]_ *eert [Py Py Py Pay oo
(n)y1/k (n) (n) (n);1/k _
Pknpkl ] teeed [plnle P2nP2m "'pknPkm ] -
‘ n n n
X mok K m,oox |
=0v p V%0 LY ap VR s [ 2R
j=1 i=1 3=1 = i=1 §=1
k Mk
TORIRS B W A O T B 350 el B
j= Jn i=1 j:l J
: m
n k ) k '
= ¥ [ fp.E]l/k {-Z [ = Pgi)]l/k}
g=1 §=1 J i=1 j=1
n k
_ 1k | (%) () . (%) (2) .
= 2'51 [jil pjf,} me;k(Pll ,..a;leR . P21 '.'.'szg‘ *
, o) (2)
.t BT ,...,Pkm1 ) .

xi) PRODUTO

Sejam Pj = (le:-.-lpjn) e Q:] = (qjlr---rqjm)a i=Ll=,...,k,

tais que

_E P., = ; = E qjg-* para J = l,...,k ;

51 2 i “» qj2 >0, 2 =1,e0.,m , para j=1,...,k.



(1.1.13) o k(P19 1Py 9yprPy9y g7 e e = Py e oo ey

Pin9117 " Pin9im # Pp19pqres ¢G99y Pppdyyreeny

Poooms e rPondpgre v vyt - 3P g ree e
Pr1%m’ Pr2%%17 " Pro%m’ " * " "Prn%k1’ " * * Prnkm)
= Qn'k(pll; .o ;pln:pzl; a“aa ,pzn: .o :pkl' e 'Pkn)

» Dm'k (qll’ L ’qlm:qzlf L 'qzm: L B :qkl’ - ... ’qkm) L]

PROVA:

Lado esquerdo de (1.1.13) =

k k

: 1/k
+ooo+ [ 1 pLag. ] teeotlom

k
[jzl P3195)

y 1/k 1k

, P29

k
1/% e

J=1

k
+...+[ 7
i=1

k 117K 1/k

Pj2qjm

-
+
=

Pindy1l Pin?im

I

k m k-

k m k
Y1751 — 3 1t (roa MM
j=1 0 g=1 §=1

=[.2 {7 p,,
i=1 j=1 3% =1 3=1 =l

+

pn;k(pll""'plh S PppreccsPy ferst pkl""’Pkn)
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pm,k(qll""'qlm:qZI""'q2m=°":qkl""'qkm)'

Xii) NORMALIZAGAO

= 2 - - _,1 3 _ 3 1
Se P, =(5,5,1=21,2,...,k=2 ; B _; = (3,3 e P_= (G
entao:
1, 11,1 3. 31 3,k
(1.1.14) pz'k(2 rF et .57 = (P y k> 2.

1.2 - AFINIDADE ENTRE DUAS POPULAGCOES

1.2.1 - DEFINIGCAO

Sejam P = (pl,...,pn)' e Q= (ay,...,q,) duas distribuigdes dis
cretas, ou seja, 0s pi's e 0s qi‘s sao nimeros tais qﬁe
n n

L p.=1= ¥ qgq. e p, >0 ,4qg. >0, 1=1,...,n.

i=] * i=1 1 1 1

A Afinidade entre as distribuigoes P e Q, denotada por

pn,Z e definida por:

(1.2.1) = ( : g, ) = T y1/2
e Pn,2 = Pn,2 PyreswsPy & Gyee-v0dyt = im1 P9y *

Vemos claramente que ¢ € caso espacial de P, k+ Para k = 2.
A !

n,2
1.2.2 - PROPRIEDADES

Nesta secg@o enunciaremos as principais propriedades da Afi-

nidade entre duas distribuigdes, sem as provas, pois sao analogas

ds feitas para o caso em que temos varias populagoes.
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i) RECURSIVIDADE

n n
Sejam P = (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn) tais que I p;=1= I q,,
_ i=1 i=1
p; >0 ,49; >0, 4 =1,...,n, duas distribuigOes discretas.Entdo:

(1.2.2) Dn,Z(pl"'"pn=q1""’qn) = pn_ltz(pl-? Dy sPyres P

. ql + q2:q3:---rqn) + K(p]_;pz :qquz) .

) (pl Py 9 9y
2:2°pytP, "Py TR, "q;ta, "qpta,

) .

¥ n>2, pl-+p2 >0 e ql-qu >0 , onde:

)1/2+( 1/2 1/2 1/2&q-bq2)1/2

Pyd,) 2 (py+p,)
y1/2

lpyay 9yt

1/2

] (pl+p2)

(1.2.3) K{pl,pzqu,qu'

P19y T (ppdy)

Esta propriedade facilita bastante no calculo da Afinidade, guan-

-do consideramos a uniao de dois eventos mutuamente exclusivos.

ii) SIMETRIA

A medida de Afinidade p_ & simétrica em pares '{pi: qi} :
y

2

i=1...,n. Ou seja:

(1.2-4) pnrz(pl;.un'pn:ql;.ab;qn) - pnrztpal n

onde {al,...,an} & uma permutagéo'arbitréria de {1,....,n}.

iii) SIMETRIA EM DISTRIBUICAO

Sejam P = (pj,...,p ) e Q = (ql,..,qn) duas distribuicgdes



discretas, ou seja,

neais
N
Il
=
I

i
Entao:
(1-2-5) pnfz(pl;-.-'pn:ql,-.-,qn) = pn'z(qlp.nt'qn:pl;n..;p )-
Ou, ~em outra notacao:

Dnlz(P:Q) = Dn,Z(Q:P) , onde

pn,z(PzQ) = pnfz(pl’...rpn H ql'tnqun) "

iv) MAXIMIZAGAO
Sejam P = (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn) tais que
>0 ,1i-= l;...,m,

Se P = Q, entao a Afinidade entre P e Q & maxima, ou seja,

(1.2.6} pn,2(pl""Pn:ql""’qn) < pn(pl,...;pn:pl,...,pn) =1

v) NAO-NEGATIVIDADE

n n

Sejam P = (pl,...,pn) e Q= (ql;...,qn) tais que E pi=l=.-2_ qr
i=1 i=1l
pi z U I qi i 0 I i = 1,0.-'nll
(1.2.7) o, o(PyreeesPy #dyreeesqy) > 0.
vi) ESTRUTURA
_ n n
Sejam P’*(Pr““’pn) e Q==(qlu--,qn), tais gue Elpi =1= 1 q;.
| i= i=1

jo

130'qi30;i=l;-.arna



_ n _
(1.2.8) pn,Z(pl""'pn:ql""’qn) = iil f(pi,qi} , onde
£ip;,qy) = (piqi)l/2
QOu ainda:
n
{(1.2.9) pn(pl,.....pn : ql,...,qn) = iil f(pi)f(qi), onde f(p) =p

vii) EXPANSIBILIDADE

Il
v
1l
H
il
[ e
fls}

Sejam P = (pl""'Pn'o)“e Q= (ql,...,qn,O),tais que

pizofqizopj.:l,o..'nl

(L.2.10) P el (pl,.. .,pn,O S .,qn,0)= pn’z(pl,...,pn:ql,...,qn)

viii) NULIDADE

([ =

n
Sejam P = (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn)', tais que p; =1= I

p; 20, qiio r 1 =1,.,..,n. Entao:

(1.2.11) pn,2(pl""’pn=q1"'-"qn) = 0 , sempre gque p,q; =0

i=1l,...,n.

ix) CONTINUIDADE

Sejam P = (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn), tais que Py

1 i

et
]
1_.|
]

[ s |
i

i 1

p ) 0 r qi > 0 I i = l;..o[n.
A Afinidade entre as distribuicoes P e Q, Py 5 (P20Q) »
!

uma fung¢do continua em cada uma das suas 2n variaveis.

13

1/2

{Dt
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x) ADITIVIDADE FORTE

n n
Lp.=1= 1 dg.,
j= I:—

Seja: P = (Pl""fpn) e Q==(ql,...,qn),tais gue

Pjiof quo r j=l(.'o,n.

E seja:

{3} _ {3) (3} (3) _ (3) (3}
P = (pl yane,P m_) e Q = (0] pee e QO Y.
-.mj ] m _ J
ij=1,...,n, tais que z Péj) =1= I Qij),
. i=] i=1

j=l;.n-,n

-

P:.EJ)};O e QJ.(_J)EO , 1 = l.-aumj P A IS

Entao:

(1) o (1) (n) p(n),

{(1.2.12) p ' Ap,P fesesD ree~sP P ree P
(m1+...+mn),2 11 1 my nl nom,

(1) (1) | (n}) (n), _
qu:L ,...,quml ,...,anl ,...,anmn ) =

n . . . ‘
=z (quj) p(mj)'chl peee BTt Q0T 00,0 )

j= . ;| 3

xi) PRODUTO

Sejam.P==(pl,...,pm).;Q==(ql,...,qn) ;R==(rl,...,rm);s=(sl,“.,snL
m m n n

tais que : p,=1= ¢ r,, ¥ 9@,=1= ¥ s, i p; >0 ’
i=1 * i=1 *  j=1 4 3=1 .
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d

(1.2.13) pm’z (qul, L ;plqn,pqufn P ’pzqnl’- .= ,pmqlf'- = lpm n:

r.s

]_ 1;-.-;rlsn; r.s .-o]r

2S1¢ an""’ rmsl,...,rmsn)

- pmrz(pl;-..,pm:rl;.-.;rm) 'pn,Z(ql'."'qn:sl"'.fsn)

xii) NORMALIZAGCAO

Se P = (!4'-, -2-) e Q= (%, %) ‘ entio
13,3 1 o 3,1/
(1.2.14) 02'2( 17 H 1 :4) (4) .



Ca~PITULO II

FUNDAMENTO AXIOMATICO

Vimos no capitulo anterior, as definigdes e uma série de pro
priedades da Afinidade, tanto para o caso em que temos duas popu-~
la¢oes, como para O CasO em que temos mais de duas. Agora, daremos
uma caracterizagao axiomatica para esta medida; ou seja, daremos
uma definigao axiomatica, através de um teorema, baseado em trés
das propriedades, usando-as comec postulados, em cada caso conside
rado.

Este teorema nos permitird afirmar se uma fungao arbitraria,
satisfazendo trés particulares postulados, € a medida gue estamos
estudando. Aqui, tomaremos como postulados as propriedades de Re-
cursividade, Simetria e Normalizagﬁo, Mas, um outro conjunto de
Propriedades convenientes, pode ser tomado como um conjuntéckapog
tulados, para o teorema.

Na primeira secgéo deste qapitulo, trataremos do caso em que
temos varias distribuigbes e na segunda enfocaremos o caso em gue

temos scmente duas.

2.1 -~ DEFINIGAO AXIOMATICA DE AFINIDADE ENTRE VARIAS DISTRIBUICOES

Com a definicdo axiomdtica que daremos aqui, poderemos dizer
se uma fungao arbitrdria, satisfazendo um dado conjunto de postu-
lados & unicamente determinada como a medida de Afinidade.

Daremos esta caracterizacgao pelo teorema seguinte:

TEOREMA :

Sejam Pj = (pjl,...,pjn) , 3 = 1}...;k., com Ps; 2 0, i=l,...,n;
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n
i = 1,0..4k e L pji =1, 3=1,...,k;i k distribuigdes dis
i=1
cretas.
Seja pn,k(pll""’pln':p21""’p2n ..l pkl""’pkn)f para

n > 2, uma fungdo arbitrdria dos p's.

Entao, p & unicamente determinada por:

n,k

n k
1/k
P = I [r p.,]
n,k. i=1 j=1 Ji

se satisfizer os seguintes postulados:

(1) RECURSIVIDADE

pn,k(pll""'pln FPypreerPyy fee e tB et P ) =

= -1,k Pr1tP12rPy3re o= 1P Py 1Py s Ppgr e s e rPy e s Py ¥R Py gre e

P11 P12
) + RK(P1q1Py5iPoqrPosfessiDyqrPo) 0, 1 (= , .
kn 11°P127P21 P20+ *Px1 Py} P2 ke (5 Hp " B P,

Pa1 Pz Pea Py )
? e s = Il
P21%Py2  Py1tPos Pri*Pra  Py1Pya

, onde

R(py1sPyy ¢ PyyrPyyiees Pr17Px2p)

2 k
'_[E [ = Pj
i=l  4g=1

( £ p..)l TEm (2 p..

q1/k
* 1 4=1 I . 9=1 i=1 J*

haw

2 ' 'k 2
e L/k )1 1/%

13w

2
'L p..]l/k
i= )=

1 j=1

Yn>2, L p.. > 0, j=1,...,k
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(2) SIMETRIA

P53 x & simétrica em k-uplas {pli,...,pki}, i =1,2,3; ou seja:

P,k (P1yrPyprPy3iPy 1 PyyrPyg®essiPyq rPyyrPy )

= P (p P P 1p P P taeetP /P ' P Y . onde
3,k lal 1a2 1a3 2a1 2a2 2a3 kal ka2 kaq

{a;r a,, a3} & uma permutagdo arbitrdria de {1,2,3}.

(3) NORMALIZACAO

_ 1 3 31

)]’ i=1,2;--.,k_2 H P '4-

| =

o -~ (x
Seja: Pi = (2, k-1 '

entao:

1.....L1 1L,
2-.--- 2;2 - L I

%, x = 2,3,

'
=
afio
S
p—_
|

(2‘. .:!::..]:
22 27

P2,k

PROVA

Para esta demonstragao, vamos precisar de alguns resultados,

obtidos pelos lemas seguintes:

LEMMA 2.1.1 - Seja

(2.1.1) f(xl,xz,..f,xk) =_02,k(xl’1-x1= xz,l-xz;...:xk,l—xk),
- para todo xj € [0, , 3 =1,2,...,k.

Entao:

Y

{2.1.2) f(xl,xz,...,xk) f(lﬂxl. l—xz,...,l-xk) para todo

ij[O,l] ’ j=l,2f|--3ko
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PROVA:

Usando o Postulado (2) , temos:

(2.1.3) P3, k(xl (1= xl—-ul,ul:xz,l—xz—uz,u2: .o :xk,l—'xk-uk,uk) =

R e A RA IR SRl YL SPLPERERES S Wl WS SN

Pelo Postulado (1), a eguagao (2.1.3) pode ser escrita como:

(2 1. 4) Dz k(l ulrull u2 2----;l_ukruk) +
X k K K
fIr Y% 41 @xe-u1 ¥ - {7 a-un1 V% 7 (a1 7
. j=1 J 4=1 J 1] =1 J 1=1 ]
X k
[ 2% 41 ¢ (1os.-uy1 kK
j=1 j=1 J ]
Xp  l=xqmuy o Xy lexy-u, X l=xu
PR pecrll TR T T-u " 7 1-ug ) =
= 0y k(lu ul.l—uz, uz....:l-uk, uk)-i-
k X K K
e L R e R E I A N RSB e
. _3=1 3=1 3=1 j=1 ,
X | K
[ m (l-x.—u.)]l/k+[ T X.]l/k
j=1 J ) 3=1 J
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s N W St S S SOt i "y
2,k l-u uy l—ul l—u2 l-u2 l--uk l--uk
Portanto
(2.1.5) p, | (ot ,l-xl-ul- "2 ,1—x2—u2:.”: "k ,l_xk_uk)
| 2,k l-ul 1--ul l-u2 l-u2 l-uk l—uk
-, (l-xl—ul xl .l xz—-u2 x2 l—xk—uk xk )
2,k 1-u l-—u1 l—u2 l--u2 1-uk 1-—uk

Usando (2.1.1) em (2.1.5), obtemos:

(2.1.6) £(q xl ,lfz _fhw f(l ?f uy 'l-xz—uz 1-ik-u
o Ty Uy ) “Uy

PR

De onde obtemos (2.1.2).

Logo, o Lema 2.1.1. estd provado.

LEMA 2.1.2: f{xl,xz,...,xk) satisfaz a equagao funcional:

k
{ ™ u. ]1/k+[ T (1~x ~u; )] /k—[ T {(1=x. )llfkﬂ v (1—x )]1*/k
j=1 3 =1 . _§=1 3=1

(2.1.7) f(xl,...,xk') +

[ = ulljk-+[ 7 {

ﬂJJ]l/k
j=1 =1 J

1-s.

oo Y U

g T T

) = f(ulr'--ruk) +
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k k k )  k
{0 lelfk Y g (l-xj—uj)]l/k 0 e 1 Y®y on -u VK
+ =1 j=1 - j=1 J =1 -
k k
[ = x.]l/k + [ = (l—x.-u.)]l/k
j=1 J j=1 J ]
X X
1 2 *x
- £ ’ Pery ' s 8 . € [0,
(l-ul l—u2 1—uk) xj uJ 0,1]

PROVA:

Pelo Postulado (2), temos:

.(2.1.8) p3’k(x1, l—xl—ul, Ups Xy, l—xzﬂuz,uz:...:xk,l—xk—uk,uk) =

= pS,k(ul’ l—xl—ul,xl: U,/ l-xz—uz,xzz...: Uy s l-xk—uk,xk)

Aplicando ¢ Postulado (1} em (2.1.8), obtemos

(2.1.9) szk(l—ul, u, 2 l—uz, Uptennt 1—uk, uk) +

K K X
(I xj]l/k+[ ™ (l—xj-uj)]l/k - (l—uj)]l/k

3=1 3= j=1

k

Y Low
=1

(l-uj)J

1/k

+
k . k
T x.}l/k + [ 7 (l-x.-u.)]l/k
=1 J j=1 J ]

.....
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= 1 X - l_ [ T N 1 r +
Ok (Ixyr ¥y 2 1mxy. %, Xper Xy
k ‘ X k k . 1/k
Hr w4 o (l-xj—u.)]l/k-[ Q-2 )15 7 (1-x)))
L 3=11 3=1 3 i=1 3 4=1 3
N k
[ « u.]l/k + { = (l-:-:.-u.)]l/k
j=1 3 =1 3 3
. (1 e e U T T TR l_xk_uk)
2,k l—xl l—xl l—x2 l—x2 l—xk l-xk
Usando (2.1.2) em (2.1.9) , obtemos (2.1.7)
Logo o Lema 2.1.2. esta provado.
LEMA 2.1.3 . .
k k
(2.1.10)  £(xy,%y,..e,x) = [ 1 x Y% 4 [0 @-x)V*
172 . J - J
j=1 J=1
x; €00,1] . 3= 1.k
PROVA:
Fazendo u. =0, j =1,=,...,k , em {(2.1.7), obtemos:

J

{(2.1.11) f(xl,x .,xk) + 0 = £(0,0,...,0) +

oo
k k ' _
[ :-:j]l/k + [ (l—xj)]l/k -1
..—_l '=l
E J k J k . f(.xl;xzf---,x]{)I
[ 5 Y% + [ r (1-x1Y/K
=1 =1



Substituindo (2.1.10) em (2.1.14), obtemos

(2.1.15) o

n-1
+ Z
i=2

{["rr

k

[ =

j=1

k

{['nr

j"‘l

pjn]

)]1/]{'+'[TF

1/k

=1

k

+ [ m (l—pjn)]

j=1

n,k P117%*-1P1p *PoyrecesPy, t o

1/k +

=1 1

:pklfnn

k k
le] Lk - = r..]l/k}[ ) r.._]l/k

=t 7

=1

k

k

[ 'rr

L5 (1=1)

117k

+[Tr'o

3=1 ]l

k p..
(S VR g -y VR -
- "

jl

[ 7 p,

J

n=-1
z
i=2

k
[ =
J

]l/k

(=1 ID

+ [

ji

oL MK

5=1

k

n-1
z
i=2

jilrj(n'l’]

[

1/k

k
T r..l
=1

Il=—

1l
z

i=2

VK

k
[ mr
j=1

jdd

-1y}

1/k

- fpkn
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Portanto:

| - B 1
(2.1.12) f(0,0,...,O) - k 'f(Xl.err-.-;)ﬁ{)

[ 7 0% &1 7 (1-x.)] /%
j=1 j=1

n==

= x. .. .= =1, =1
Fazendo X) T Xy Seen= X 5 =30 X 4 2

{(2.1.12), pelo Postulado (3), temos:

H
=

(2.1.13) £(0,0,...,0)

De (2.1.12) e (2.1.13), obtemos (2.1.10).

Logo, o Lema 2.1.3. estd provado.

CONTINUAGAC DA PROVA DO TEOREMA:

Usando o Postulado (1), sucessivamente, e fazendo

i
r.. = I P ' j=1,2,...,k , temos:
Jji 9=1 JjL
{(2.1.14) pn,k(Pll""'pln :p2l""'P2n:"':pkl"'f’pkn) =

= f(pln" P2n""'Pkn) +

X X
Tk 1/ 1/ 1/k
. n;l {[ T rJ(l 1)] [lepjll [le r]ll } [321 rj ! -
i=2 k X
1/k 1/k
SANESTEE 1)1 NEAAR ST
._f(pli- , Pry , pki)
T1i Tai  TRi
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Logo,
n k

" - - - — l/k
pn'k(Pllfo-.fplnvpzl;.o.ppzn-oonna(lycbay%) - Z [ Tf pji]

i=l Jj=1
0 gque prova © teprema.

2.2. DEFINICAO AXIOMATICA DE AFINIDADE ENTRE DUAS DISTRIBUICOES.

Nesta secgao daremos uma definicao axiomética para a medida
de Afinidade entre duas distribuicdes, sem demonstrarmos o teore-

ma, pois este & um caso especial do teorema da secgao anterior.

TEOREMA ;
Sejam P = (pl'-o.fpn) e Q = (qlfﬂblfqn)f tais que Pizo'
n n ~
9 >0, i=1...,n e .E P; = 1= .E Qi duas distribuigmﬂ
i=1 i=1
discretas.

Seja pn,z(pl,...,pn ! Qyse-.sq) , pPara n > 2, wma funcao

arbitraria dos p's e dos q's..

-

Entao, Pn. 2 & unicamente determinada por:
r

i

e

Pn,2(ByreerPy t Gyreenidy) = T

se satisfizer os seguintes postulados:

{1) RECURSIVIDADE

On,2 (PyresesPy i dyreeerdy) = Py o (Py¥PyrPyree e Py Gy ¥y ey )+
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1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
. [(pyay) ™ “+(p,@,) ™ "= (p+p,) T +a,) ™ Tl (pytpy) ™ 7 gy tay)
1/2 1/2
()2 + (a0
P P q q
. 1 2 4D 2
2,2'5%0, ' By¥p, | 4%, ' ara, PR M2 2o

pl + Py > 0 . ql 4 q2 ? 0.

(2) SIMETRIA

0 & simétrica em pares {p,,d9,) , i =1,2,3 ; ou seja ;
3,2 i’ i : .

P 4 {Prs Py Pyt 9., dyrdy) = p (p, » P, » P, 9 g, .a. )
3,21 r2 183 17 %21 33 3,2 a; a, aq al’ a, ' a, '

onde {al, ans a3} & uma permutacao arbitrdria de {1,2,3}.

(3) NORMALIZAGAO

1 3.3 1, _ (3,1/2
92,2(4r‘5-"ir '4_)_'(4)



cAPITULO IIIX

APLICAGCAQD

O objetivo deste capitulo @ o de ilustrar, com um exemplo

pratico, uma das possiveis aplicacoes da Medida de Afinidade.

Através deste exemplo e de outros apresentados no Capitulo
IV, veremos como utilizar a Afinidade para mostrar a "proximida-
de" de populagoes, ou o comportamento de grupos, gquanto a uma de

terminada caracteristica, ao longo do tempo.

‘Estudaremos, aqui, o comportamento de 5 grupos classificados
como: Residencial, Comercial, Industrial e Demails Classes, quan—

to ao consumo de energia elétrica no periodo de 1970 a 1978.

3.1 - DADOS E MEDIDAS DE AFINIDADE

Os dados utilizados foram obtidos de uma publicagao da Co-
ordenadoria de Analise de Dados (1978), atualmente  Fundacgao

Os mesmos se referem ao consumo de energia elé&trica por clas-

se, nas diversas Regiaes Administrativas do Estado de Sao Paulo,

no periodo de 1970 a 1978.

Para alcangar o nosso objetivo, o da analise, devemos ter
os dados numa sequéncia de anos, separadamente, ¢ gue possibilita

melhor estudo da tendéncia. Assim sendo, obtivemos um conjunto
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de tabelas, sendo duas para cada ano estudado.

A primeira tabela, para um dado ano, nos da o consumo de
energia elétrica por classe, em valor absoluto, e entre parénte-
ses, as propdrgBes de consumo em cada regiao para uma dada clas-
se,

Na segunda tabela, obtemos uma matriz da medida de Afinidade,
sempre calculada entre duas classes. Por exemplo, considerando o
ano de 1970, a Afinidade entre as classes Residencial e Comerci-
al & igual a 0,99565; e entre Residencial e Industrial & (,98968;
e assim por diante, como pode ser visto nas tabelas de  niimeros

I a XVIII, referentes aos anos de 1970 a 1978, respectivamente, -



TABELA I - ESTADO DE SA0 PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1970 .

_ DEMAIS
REGIBES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL
: S ) : o CLASSES (1)
' L~ L 2217321, 1496340 5339070 56" : a
Grande Sao Paulo 2 . 4569 ARRELD
e (0.6427) (0.6967) (0.6131) (0.0242) (v.5158%)
Litoral ' 223890, 179990, 729291, 3992, 93746
60,0649 0.0840 0.0837 0,0211% 0.9529
Vale do Paraiba 98091, 58009, - 338937. 3560, 59436,
- 0.0234, 0.0271 0.0399 0.0188 . 0.0335
Sorocaba 108762, 47665, 515516. 103186, 77803,
0.7316 0.0223 (.0592 0.0546 0,n439
Campinas 330555, 145552, 1102357, 159572« 194967,
0.0958 0,0680 0.1266 0,3973 0.1100
0.9519 G.0352 0.0285% 0.1853 0,0831
. Bauru 67371, 29121, ‘119078, 16042, 59276,
06,0197 90,0136 0.91237 0.0849 - 0.0335
S.José R. Preto 76236, 36253, 48356, 9452, 61380,
_ 0.0228 t.0169 0.,0056 0.0500 0.0346
Aracgatuba 45665, - 20240, 130931, 9366, 35991,
| - 0.,9132 G.00uS 0.0150 00,0196 0.0203
Presidente Prudente 45829, 24918, §6262, 6680,  44RIA,
,0133 0.0116 0.0065 0.0354 0,0276
. S6274, 28054 go0n27
Marilla R - A - 14875. 79410-
0,2163 0,0131 0.0092 - 0.0787 0.0448

FONTE: CESP

(1) Incluem: Iluminagao Pliblica, Poderes Publicos, Empresas de Servigos

Publicos Interdepartamental e Tragao Elétrica.

62
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CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1971

TABELA III - ESTADO DE SAO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -

- Total do Estado

DEMAIS
REGIOES RES. COMERC., INDUSTR. RURAL
GLASSES (1)
. 2465195, 1700368 6085757 ' '
- . | . 4468, 963563,
Grande Sao Paulo 0.5475 0.7092 0.6001 0.0203 0349;5
. . 247140, 19'979’) H300R1 4535 . 3
o . . - - . - 95307
Litoral 0.7651 0.,3787 0.0819 0.0206 0.0495
RS, :
Vale do Paraiba 131023 58177, 106704, 5017, 68244,
. 2 ﬁ.ozqa U.0401 0.1228 0,.9352
116985 53943 761247 ;
00307 0,0722% 0.,0751 0.06748 0,U615
- ] 3591909, 1620495 1314726 86340 21
¢ o 35, . . 9941
Campinas 0,013 0.0h876 D.1296 0,3931 0.1133'
, - 1927245, ° R157% 274118 ; 6
p 2 : . . 3rRB09, 166633,
Ribeirao Preto 0.9590 B, 0340 0.0270 0.,1767 0.0860
T291 be- 31892 130560
Bauru ) - - 18054- 65397'
0.9192 0,0133 0.0129 06,0822 00,0338
- BL418, 40554 52267
S.Jose R. Preto . - . 10766, 68431,
0,5%214 a,0169 0.0052 0.0499 00,0353
Aracatuba ‘30358, 22290, 148040, 10579, 38466,
% DL0132 D.0NY3 0.9146 00,0482 0.0199
0,0130 09,0112 0.N058 0,0383 0,0260
Marilia 6023d, 30909, 18561, 17755, A1632,
_ 84,5158 0,0129 0.0077 06,0808 0.6421
307303, 23974724, 17140893, 219640, 1936947,

FONTE: CESP

(1) Incluems: Iluminagéé Publica, Poderes Publicos,

Piblicos Interdepartamental e Tragao Elétrica.

Empresas de Servicos

I3
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TABELA V - ESTADO DE SAO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENFRGIA ELETRICA POR CLASSE - 1972 .
DEMAIS
REGIQES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL
CLASSES (1)
= 2679275, 1810869, 6H65339, 2%, 1002590,
Grande Sao Paulo 0.u510 0.7172 0.59924 0.0275 fH.4541
262804, 184440, 970289, 5358, 1214955,
Litoral 80,7639 0.0720 0.0847 0.0209 De0552
122127, . 61412, 503200. R101. 76170,
Vale do Paraiba #.1297 0.0240 " 0.0439 0.0317 29,0345
125759, 65472, R24661., 20699, 117567,
. Sorocaba 60,0306 0,0256 0.0720 0,0809 0.0533
3187499, 179847, 1477634, 98592, 391294,
Campinas U922 P.0702 - 0.1290 0.3855 0,17172
o 206299, 90222, 313418, 43550, 180257,
Ribeirao Preto 95,9501 0.,0352 0.0274 0.1703 0.00817
' To421, 34746, 144079, 19259, 70281,
Bauru 0,9487 0.0136 0.0126 0.0753 0.0318
o 85977, 44835, 65525, 12740, 75229,
S.Jose R. Preto 06,3209 0.0175 0.0057 0.0498 0.0341
Aracatuba 52403, 23804, 153410, 11797. 41746,
J,N427 00,0003 C0.0134 0.0461 D.0tR7
Presidente Prudente 53227, 29143, 56014, 9823, 49444,
0,129 0.n114 0.0049 D.u344 G.0224
Marilia 63159, 357%4, 79304, 18824, 91546,
90,0153 0.0140 0.0069 .0.0736 00,0370
1115744, 2560544, 11452071, 255757, 2207619,

Total do Estado

FONTE: CESP

Piiblicos Interdepartamental e Tragao Piblica.

(1) Incluem: Iluminagdo POblica, Poderes Piblicos, Empresas de Servigos
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TABELA VII - ESTADO DE SAQO PAULC . REGIOES ADMINISTRATIVAS -

CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1973

DEMALS
i S. - T ]
REGIJOES RE COMERC INDUSTR RURAL CLASSES (1)
- 900628, 2009800, 7882968 10276,
rande Sao Paulo 2 7. . . 0 . 11115669,
Gra a 3.6366 0.7014 0.5950 0.0343 0.4569
Litoral ' 235742, 207089, 1181583, 5720, 129459,
D.0b37 0,0723 0.0492 0.0191 0,05313
: 0.H174 0.,0744 0.0490 0.0370 0,035
Sorocaba 139174, 74201, B61065. 26327. 137565,
U, 0311 0.0259 0.0650 0,0878 00,0565
Campinas 429933, 205366, 1767862, 112976, 421242,
347458 0.0717 0.1334 0.3768 U 1731
Ribeirdo Preto 229729, 505062, 379640, 49447, 200867,
1,051 6.0357 0.7287 0.1649 0.0B25
Bauru 33741, 40200, 169172, 21369, 76327,
0,0135 0.0140 0.0128 0.0713 0.,0314
" . 95513, 51263, 69403, 5030 82644
S. Jose do R. Preto : 15030, 2F
3.0213 0.0179 0.0052 0,050 0.0340
Aracatuba 57573, 26815, 127020, 14194, 45960,
Arag 6.0128 6.0094 0.0096 0.0473 0.0189
Presidente Prudente 3%747%. 33401, 86846, 12192, 535972,
0.0134 0.0117 0.0066 0.0407 60,0220
Marilia oH0T ) 41163, 73626, 21163, Be470,
2.9152 0.0143 0.0056 0.0707 0,0364
Total do Estado 1485332, 2865449, 13244530, 299802, 2433323,
FONTE: CESP
(1) Incluem: Iluminagao Publica, Poderes Piblicos, Empresas de Servico

Piblicos Interdepartamental e Tragao Publica.
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PABELA IX - ESTADO DE SA0 PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1974 ,

AES DEMAIS
REGIOE RES. COMERC, INDUST. RURAL
CLASSES (1)
- . 3196623, 2203493, Ag139905, 11696, . 1225749
Grande Sao Paulo 8.64%8 0.69%5 0.6025 0.0339 0.4466
) . 348754, 234524, 1320513, 5922, 144243
Litoral 2.0623 0.0749 0.0900 0.0172 0.0528
. 154173, © B3774 767254 508
o Paraiba ; L. Sl 11508, 99477,
Vale do Par 1,031 09,0264 0.0523 0.0333 0.0362
1563114 81965 854914 | 3
Sorocaba Sile . - 29533, 1418461,
! 349315 0.0259 0.0583 D.NASE . 0,517
Campinas 430779, 227434, 20377083, 133372, 4735589,
2.9970 0.0718 0.138% 0.3865 0.1727
Ribeirao Preto 256333, 120483, 397829, 58779, 215166,
. ¢,0517 0.03H0 0.9271 D.1703 D.07H4
Bauru _ 20132, 452213, 175558, 24131, R6HT0,
G.0183 0.0143 0.0120 3.9699 0.0316
" 8ao José R. Preto 169079, 55955, 74291, 173058, 96195,
: G.5220 6.0177 0.0051 80,0501 0.0351
¢3035, 29177, 57226, 15450, 89074
Aragatuba ‘ d.127 0.0092 . 0.0039 0.0448 0.6325
, 66411, 36500, 72398, 13895, - 7911%.
Presidente Prudente ", 3 0.0115 0,004 0.0403 0.0288
. 15849, 49661, 75391, 23521, 922472,
Marilia 0.0153 0.0157 0.0051 0.0682 0,0336
Total do Estado 4957734, 3168269, 14672881, 345112, 2744546,

FONTE: CESP
(1) Incluem: Iluminag¢ac Piblica, Poderes Publicos, Empresas de Servico

Piiblicos Interdepartamental e Tragao Piiblica.
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TABELA XI - ESTADO DE SAO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE . 1975 .

DEMAIS

REGIOES RES. COMERC., INDUSTR. RURAL CLASSES (1)

3491161, 2394924n, 265780, 12506, 1395750,

Grande Sao Paulo 5o 34 0.6924 0.5933 0.0324 0.4684
Litoral 3317252, 253700, 15340446, 6495, 150762,
‘ 0.0622 0.0732 0.75972 0.0167 0.0506
Vale do Paraiba 174173, 100162,  B60649. 12707, 105475,
0.1321 0,02%9 0.0557 0.0327 n,0354
Sorocaba ' 172167, 91926, 528479, 34183, 1498322,
0.0317 0.0205 0.0497 0.0AB1 0.,0503
: . 530237, C2S1RT7. 2222973, 147250, 455505,
Ca“_*Pmas 60,9977 0.0727 0.1438 n.3794 0.1529
. 277%01, 132151 439206 69183 239817
Ribeirao Preto M - . i ' .
0.2511 Q.03IN G.1293 ) 00,1788 . N,080%
Bauru 99577, 507135, 203239, 267THO. 92112,
- 0,018 0.0146 D.0131 0.0690 0.0300
S. José R. Preto 122746, 63083, 807390. 20502, 131653,
- 0.7226 0.0182 0.0052 0.1529 D, 1347
66347, 3585, 60434, 17304, A1724
Aragatuba 53,7123 0,004 . 0.0039 0,446 0.N27%
73975, 19979, 04G94, 15942, 84253,
Presidente Prudente 20,0138 G.0115 " 0.7055 0.0411 0, 0283
Mt BaT91, 49421, AN3IT6. 24975, 92558,
arilia 0.0119 00,0143 0.0052 0.0614 0,031

Total do Estado 5426416, - 3464917, 15459853, 3158105, 297963%,

FONTE: CESP

(1) Incluem: Iluminagaoc Publica, Poderes Publicos, Empresas de Servicos

Piblicos Interdepartamental e Tracgdo Publica.
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TABELA XIII -~ ESTADO DE SAO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA PQR CLASSE — 1976 .

DEMAIS
REGIBES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL  w1accpc (1)

. 38559462 2539395, 10165041, 14235, 1587119,

" Grande Sao Paulo 0.5323 0,.6816 0.5821 0.0341 0. AH60
_ . 172913, 261661, 1748528, 7113. 145929,
Litoral JedulR 0,67072 0.1001 0.017% 0.0508
195987, 111663, 10516549, - 192598, 114957,

Vale do Paraiba 9,9325 0.0300 0,602 0.0302 0.1349
1943573, 102962 730755, ECITER 162723,

Sorcocaba 0.9321 0.0276 0.0424 B.0927 0.9498
. 601335, 207999, 2643092, 151131, 437974,
Campinas 3.0927 0.0773 0.1513 09,3625 0.1494
. 316259, 154313, 529829, 76254 251493,
Ribeirao Preto 9,0524 0.0414 0.0303 0.1R29 0.0770
Bauru 112193, ' 58467, 244626, 30231, 96495,
_ G,01%6 0.0157 0.0140 0.0725 0,0297
S.José R. Preto 140135, 74329, 93916, 22200, 149355,
’ J.3232 Q.0200 ' 0.0054 0. U533 D,N457
Araqatuba 421, Ib6405, Ton001. 1R427, TH201,
J.U119 0093 00040 d,0442 D.1239

‘Presidente Prudente yu334, 43912, 87769, 14537, © 73635,
: 0.0134 0.0118 0.9050 0.0447 0,0225

I ’ '

Marilia 90484, S414b, 9117, 27400, ga 401,
92,0150 0.G145% 0.0051 0,0657 0.0301

Total do Estado  gg314a4, 3725382, 17465274, 4168790, 3265727,

FONTE: CESP

(1) Incluem: Iluminagao Piblica, Poderes Piliblicos, Empresas de Servigos

Piblicos Interdepartamental e Tracaoc Elétrica.
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'TABELA XV - ESTADO DE SAO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1977 .

— . DEMAIS
REGIDES RES. COMERC. INDUSTR. RURAL . ccoo (1)
Grande S3o Paulo 3399663, 2486891,  10725355. 16566, 1749491,
0.6398 0.6650 0.55%1 0.034% 0.5015
Litoral . 435138, 25851%,  1969163. 7839, 1821360,
3.0032 0,06Y1 0.1026 0.0163 0,0523
Vale do Paraiba 227163, 109366, 11468503, 16191, 123070,
0.7330 0,0292 0.0699 0.0338 0,2353
Sorocaba 223387, 107353, 1056872 48716 )
L] M - 16766 .
0.0324 0,0207 0.0551 0.0953 0.0431
Campinas 6850142, 310449 30097485 166502
v, L1 . 505069
02,9995 90,0830 0.1569 0.3472 0.1448
Ribeirao Preto _ 3592@5. 178768, . 599599, 8s418, 264660,
9,523 0,0459 0.0313 0,1844% 0,0759
_ 129691, 63416 2714224
' Bauru | | . . . . 33316, BO707,
_ 0.317% 0.0170 0.0143 0.0695 09,0257
S. José& R. Preto 199117, 83997, 104887, 26515, 143143,
9,0231 0.0225 0.7055 0.0553 0,0410
Aracatuba a2249, 41833, 78803, 22205, 84408
¢ | G119 0.0112 . g.00%1 D.n463 0.0242
Presidente Prudente 91562. 48075, 96921, 23195. 71477,
G.0D133 0.0129 0.0051 0,0484 0.0205
Marilia 153133, . 57922, 94958, 33048, 1073490
0.0150 0.0155 0.0052 . 0.0639 0.0308

Total do Estado 6887303, 3739515, 19183473, 479511, 3488633

FONTE: CESP

(1) Incluem: Iluminagﬁo Publica, Poderes Piblicos, Empresas de Servicos

PUblicos Inderdepartamental e Tragao Elé&trica.
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TABELA XVII - ESTADOC DE SAQO PAULO - REGIOES ADMINISTRATIVAS -
' CONSUMO DE ENERGIA ELETRICA POR CLASSE - 1978 ,

DEMAIS
. ES RES. MERC . INDUSTR.  RURAL .
REGIO | €O CLASSES (1)
: - 1739344, 2637873, 11442063, 20994, 21902758,
Grande Sao Paulo G.5323 0,6523 0.5367 0.0372 0,5465
, ‘ 466610, 251904, 2213153, 9047, 205345,
Litoral 3,562) 3.0623 0.1038 N.0160 D.0514
, 254951 . 118063, 1248043, 16186. 138076, -
Vale do Paraiba 2.1310 0.0292 0.0585 6,0287 0,0316
sorocaba 250721 . 1151130, 1692177, 55901, 177390,
TR R F- 0.0285 D.07%4 00,3990 .00444
Campinas 737136, 389690, 31351774, 188293, 370751,
141950 0.,0964 0.1572 0.3313% 0.0928
Ribeirdo Preto 356900, 190674, 6571097, 102367, 357849,
S.04T0 0.0472 D.5315 0.1813 N.0896
Bauru 134454, 75796, 309735. 40323. 1050514,
179 0.01h7 0.0145% 0.u714 ND,07263
8.José R, Preto 191145, 97515, 107744, 36776, 142217,
0.0212 0.,0241 0.0051 0.2651 0,0356
Aracatuba 92720, 48146, 82063, 26234, 117913,
5.0124 0.H119 0.7D38 0.0465 040295
. 116657, 534313, 347472, 20113, 55421,
Presidente Prudente 6.0156 0.0132 G.N044 0.0498 0,0164
‘. 115322, 657372, 107490, 40244, 123008,
Marilia 0.0154 0.0163 0.0050 0.0714 0.,0308
7495169, 4053956, 564518,

Total do Estado

3993367,

FONTE: CESP
(1) Incluem: Iluminagao Publica, Pode:es Piablicos, Empresas de Servigos

Piblicos Interdepartamental e Tragao Piblica.
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3.2 - GRAFICOS E INTERPRETAGAO

A partir das medidas calculadas, apresentadas nas matrizes
da seccao anterior, podemos ordenar os grupos de acordo com o

consumo.

Em todos os anos, o consumo de energia elétrica & maximo pa
ra a classe Industrial; o que pode ser visto observando-se as pro
porgoes. Fixando esta e usando as medidas de Afinidades, as clas

seg podem ser ordenadas como se segue: Industrial; Residencial ;

Comercial; Demais Classes e Rural.

Esta ordenacao & cobtida da seguinte maneira: fixamos o gru4
po gue apresenta maior proporgao e em seguida consideramos as
classes em ordem decrescente de Afinidade, em relagao a fixada.

Por exemplo, para o ano de 1970, a Afinidade entre os gru-
pos Industrial e Residencial & igual a 0.98968; a Afinidade en-

tre Industrial e Comercial & de 0.98653, etc..., obtendo a ordem

acima.

Esta mesma ordem podemos observar atraves do grafico, em gque
plotamos as Afinidades das outras classes em relagao a Industri-

al, Grafico IV,

Dentre as classes consideradas, somente a Rural se mantém
bastante afastada das demais, como podemos observar, pelos gréf;

cog, numerados de I a V, apresentados a seguir.
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GREAFICO ™V
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Como conclusac geral, podemos dizer que nao hd mudancgas, nes
te periodo de 9 anos por nos estudado; ou seja, a ordem quanto ao
consumo de energia elétrica por classe, nas Regices Administrati

vas do Estado de Sao Paulo, se manteve.



CAPITULO IV

QUTROS RESULTADOS E APLICAQOES DA MEDIDADE DE AFINIDADE

A Afinidade mede a "proximidade" entre distribuigoes, ou
seja, © uma medida que representa a discrepancia entre distribui
¢bes, logo podemos usad-la como medida de discriminagao. Assim

sendo, pode ser largamente aplicavel, principalmente em Inferén-

cia.
Geometricamente, a Afinidade pode ser interpretada como o
cosseno do angulo entre os pontos P e Q. Ou seja, se P(pl/z,..q
r
pi/z) e Q(qi/z,..., l/2) representam pontos (nicos, em uma hi-

peresfera, entdao o cosseno do angulo entre os dois vetores cor-
responde & Afinidade, logo cosB = p, (P:0).
1/2 1/2
P(pl reeea Py )

Q(qi/z,.;.,qi/z)

Podemos ainda cbservar que, a distancia entre os pontos P

e Q & a Dista@ncia Matusita, que & definida por:

4, Q) = [ T (p1/% - /2412

Esta medida pode ser escrita, também, como:
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n
. = _ e 1/2:1/2
d (P:Q) = [2(1 - I(p,q;)"""]

i=1

Q) = :0))]1 /2
a,(P:Q) =[2(1 ~ p_(P:0))]

Ou sejam a Distancia Matusita pode ser dada em fungao de A-

finidade,

Bhattachéryya (1945-46) define uma medida de diveréncia, en

tre duas distribuicoes (pl,...,pn) e (dy,..+,q, ), como sendo ©
guadrado do angulo entre os pontos - (p%/z,...,pi/z) e
dq  reees9y ) ; e, mostra que o cosseno deste angulo € dado por
n
1/2
i=1

Em varios desenvolvimentos tedricos ou aplicados, a2 Afinida

de & usada juntamente com a distlncia de Matusita.

Matusita ((1954), (1955),(1967)) mostra como podemos usar a
Distancia, e consequentemente a Afinidade, em problemas de esti-
magao de parametros, desconhecidos, de uma determinada distribui
gao.

Ainda sobre estimagac de parametros, suficiénecia e outros
problemas na area de Inferéncia; podemos encontrar outros resul-

tados, gue foram obtidos por Matusita ((1961),(1971) e Kudo (1970).

Em problemas de classificagaoc, Matusita (1957), estabeleceu
regras de decisio, usando a Afinidade, para o caso em gue sac da-

das duas variaveis aleatdbrias independentes, X, Y, e deseja-se
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saber se uma terceira variivel aleatdria %, tem distribuicae i-
gual 4 de X ou igual & de Y, desde gque uma delas seja vilida.
Os desenvolvimentos foram feitos para 2 casos: guando se tem va-
rias observagoes e guando se tem apenas uma observagao. E a re-
gra de decisao estabelecida, pode ser extendida, facilmente, pa-
ra varias varidveis. Ainda em ajuste de curvas, usando a Afinida

de, podemos encontrar outros resultados obtidos por Matusita({1955).

Regras de decisio, para problemas de independéncia, podem

ser encontradas em Matusita e Akaike (1956).

Alguns resultados, para a medida de Afinidade entre distri-

buigbes continuas, foram apresentados por Matusita ((1961),(1967)).

Na area de Analise Multivariada, varios resultados foram ob

tidos por Matusita ({1957}, (1966), (1967)).

Mathai e Rathie (1972) apresentam dois tipos de caracteriéa
¢do da Afinidade e da Disténcia,'entre'duas populacoes discretas.
Mostram, ainda, a possibilidade de'caracterizagaes an&dlogas, pa-
ra outras medidas, como a distencia de Bhattacharyya, ver Adke
(1958) e Bhattacharyya (1945-46); a invaridncia de Jeffreys, ver
Adke (1958) e Jeffreys (1961); a discrepancia de Pearson , ver
Adke (1958}, e a medida de disperséo generalizada de Mathai, ver
Mathai (1967)}. ‘

Uma caracterizagao feita por Mathai e Rathie (1972), se as-
semelha bastante a gue apresentamos no Capitulo II, diferencian-

do, apenas, no postulado de recursividade.
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Toussaint (1974b)apreseﬁta uma série de resultados para a

Afinidade entre varias distribuigdes.

Kaufman e Mathai (1973), tambeém apresentam uma caracteriza-
cao axiomética, para a Medida de Afinidade entre varias distri —
buigdes. O teorema apresentado nesta caracterizag¢aoc, se  baseia
em um conjunto de quatro axiomas: Recursividade, Simetria, Norma
lizacdo e Continuidade. Este Gltimo axioma se faz necessirio, de

vido a maneira como @ apresentada a Recursividade.

Na area de aplicacgoes, em dados numéricos, George e Mathai
(1974) estudaram, através do numero de nascidos vivos, em cada
grupo religioso, a tendéncia do comportamento dos grupos, em va-
rias cidades de Kérala,'sudoéste_da India., Este estudo foi feito

usando tanto a Afinidade como a Distancia.

.. A Afinidade,;jgntémente com outras medidas de Informagao
foi utilizada na selegao das variaveis ihdependentes, mais rele-
vantes, para a construcdo de modelos de previsao da Area planta-
da e de previsao da produgao por hectare de soja, milho e trigo,'
na regiio de Ijui, no Estado do Rio Grande do Sul, ver Rathie e

outres (19279).

Lazo e Rathie (1979) utilizaram a Distdncia Matusita e a
Afinidade, em dados de casamentos, na grande Sao Paulo, de 1931
a 1974, para medir © grau de ;ntegragéo, no Brasil, de quatro
grupos de imigrantes: espanhdis, italianos, japoneses e portugue

ses.
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Os trabalhos citados nos dao uma idéia das possiveis aplica-
¢Oes, em outras Areas, diferentes das j3 mencionadas, possibili-

tando andlises e conclusdes, em qualquer outro.campo de pesquisa.



59

REFERENCIA

- ADKE, S.R. - (1958) ~ A Note on Distance Between Two Popﬁia—

tions, Sankhya, 19, 195 - 200,

- ASH, R. - (1965) - Information Theory, John Wiley & Sons, Inc.,

New York.
- ATTNEAVE, F. — {1969) - Applications of Information Theory to

Psychology, Henry Holi and Company, New York.

- BHATTACHARYYA, A. - (1945-46)} - On a Measure of Divergence Be-

tween Two Multinational Population, Sankhya, 7, 401 - 406.

~ COORDENADORIA DE ANALISE DE DADOS - (1978) ~ Boletim de Dados
Conjunturais - vol. 1, n? 4, out/dez - Goveano do Esta
do de Sac Paufo - Secretaria de Economia e Planejamen-

Io.

- FISHER, R.A. - (1948) - Statistical Methods for Research Work-

ers, 10th Edition, 0L{ivern-Boyd Ltd., Edimburg - London.

- GEORGE, A. e MATHAI, A.M. - (1974} - Applications of the Con-
cepts of Affinity and Distance to Population Problens,

J. Biosocial Scienaces, 6, 347 = 356,

- HARTLEY; R,V.L. - (1928) - Transmission of Information, Bell

System Tech. J., 7, 535 - 563.

- JEFFREYS, H. - {(1961) - Theory of.Probability, ind ed., Oxgond

at the Clarenden Press.



60

KAUFMAN, H. e MATHAI, A.M. - (1973) - An Axiomatic Foundation

for a Multivariate of Affinity among a Number of Dis-
tributions, Journal o4 Multivardiate Analysis, 3, 236 -

242,

KUDO, H. - (1970) - On a Approximation to a Sufficient Statis-

tics Imcluding a Concept of Asymtotic Sufficiency,Jout.
Faculty of Science, Univ. of Tehyo, Section 1, 17, 273-

290,

KULLBACK, S. = (1959) - Information Theory and Statistics,Jchn

Wiley, New Yonrk.

LAZO, A.V. e RATHIE, P.N, - (1379) - Medidas de Informagao: Al

MATHAT,

MATHAT,

MATHAI,

gumas Aplicacdes Praticas, MImeo. Apresentado na X2
Conferéncia Internacional de Biometria, 6-10 de Agosto,

1979, Guaruia, SP.

A.M. - (1967) - bispersion Theory, EéZadZéIica , 95,

271 - 284.

A.M. e RATHIE, P.N. - (1972) - Characterization of Ma-
tusita's Measure of Affinity, Ann. Inst. Statist.Math.,

24, 473 - 483,

A.M, e RATHIE, P.N. - (1975) - Basic Concepts in Infor-
mation Theory and Statistics, Axiomatic Foundation and

Applications, Wiley, New VYork.



ol

MATUSITA, K. - (1954} - On the Estimation by the Minimum Dis-

tance Method, Ann. Inst. Statist, Math., 5, 59 -65,.

MATUSITA, K. - (1955) ~ Decision Rules Based on the Distance,
for Problem of Fit, Two Samples and Estimation, Ann.

Maih., Statist., 26, 631 - 640,

MATUSITA, K. - (1957) - Decision Rule , Based on the Distance,
for the Classification Problem. Ann. 1Insft. Statisf.

Math., 8, 67 =77.

MATUSITA, K. - (196l1l) - Interval Estimation Based on the No-
tion of Affinity, Bulff. Intennational Statisit. Inst.,

38, 241 - 244.

MATUSITA, K, - {1966) -~ A Distance and Related Statistics in
Multivariate Analysis (Ed. by P.R: Krishnaiah), Aca-

demic Press, New York, 187 -200.

MATUSITA, K. = (1971) - Some Properties of Affinity and Appli-

cations, Ann. Inst. Statist. Math., 23, 137 - 155,

MATUSITA, K. e AKAIKE, M. - (1956) - Decision Rules, Based on
the Distance, for the Problems of Independence, Inva-

riance and Two Samples, Ann. Inst. Statisi. Math., 7, 67-80.

RATHIE, P.N. e OUTROS - (1979) - Modelos para Previsao de Sa-
fra de Soja, Trigo e Milho na Regido da COTRIJUI (R.G.

S.) - COTEDEC - Undicamp,



62

RENYI, A. - (1970) - Probability Theory, Noath Holfand Publish-

ing Company, Amsterdam, London.

SHANNON, C.E. - (1948} - A Mathematical Theory of Communica-

tion, Bellf System Tech. J., 27, 379 -423, 623 - 656.

THEIL, M. - (1967} - Economics and Information Theory, Nornth
Holland Publishing Company, Amsterdam e Randy McNally

& Company, Chicago.

TOUSSAINT, G.T. - (1974b) - Some Properties of Matusita's Mea~-
sure of Affinity of Several Distributions, Ann. Tnsf.

Statist. Math., (?), 389 -394,

WIENER, N. - (1948) - Cybernetics or Control and Communication
in the Animal and the Machine, Act., Sc4. Induai.; Nz,

1053, Heamann et Cie, Pardis.



