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RESUMO

Nesta Tese apresentamos dois resultados, basicamente: (1) A construgio, em R®, de uma métrica g, com
curvatura de Ricci ndo negativa Ricy > 0, tal que a variedade aberta (R®, g) possui Fronteiras Ideais de diferentes
dimensoes (diferindo, neste apecto, das variedades com curvatura seccional K > 0); (2) Estudamos uma classe
de variedades Riemannianas abertas e pontuadas (M™,0,g) cuja curvatura minimal radial K™" > —k(d(o, .)),
onde k é uma fungio nfo negativa de decaimento quadratico e dys{.,.) é a funcdo disténcia em M™ induzida da
métrica Riemanniana. Reescrevemos os Teoremas de Comparacao de Rauch, Bishop-Gromov e Toponogov para
esta classe de variedades, comparando-as com variedades M”, rotacionalmente simétricas (difeomorfas ac espago
Euclideano) de curvatura —k(t), ao invés de formas espaciais, como ¢ tradicional. Como consequéncia do Teorema
de Comparagao de Rauch, mostramos a existéncia de uma contraggo métrica, ® : M7, — M™, e aplicamos tal
resultado fundamental, na demonstracio de um Lema de Empacotamento, provando em seguida um Teorema de
Existéncia e Unicidade dos Cones Tangentes no Infinito desta classe de variedades, o que mostra que tal classe
deve possuir uma estrutura muito mais rigida que a classe das variedades com Ric 2> 0.
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ABSTRACT

In this Thesis we present two results, basically: (1) The construction on R, of a metric g, of nonnegative Ricci
curvature Ricy > 0, such that the open manifold (R®, g) has Ideal Boundaries of different dimensions (differing,
in this sense, from the manifolds of nonnegative sectional curvature K > 0); (2) We study a class of pointed open
Riemannian manifolds (M™, 0, g) whose minimal radial curvature K™" > —k(dys(0,.)), where k is a nonnegative
function of quadratic decay and dps(.,.) is the distance function on M™ induced by the Riemannian metric. We
have rewritten the Rauch, Bishop-Gromov and Toponogov Comparison Theorems for this class of manifolds,
comparing them with manifolds M, , rotationally symmetric (diffeomorphic to the Euclidean space) of curvature
—k(t), instead of space forms, as it is usual. As a consequence of Rauch Comparison Theorem, we have shown
the existence of a metric contraction, ® : M?, — M™, and then we applied such fundamental result, in the proof
of a Packing Lemma, and subsequently Existence and Uniqueness Theorem for Tangent Cones at Infinity for this

class of manifolds, what shows that such class must have a much more rigid structure then the class of manifolds
with Ric > 0.



INTRODUCAO

0.1. Lista de simbolos

Para fixarmos as notagbes, apresentamos a seguir uma lista dos principais simbolos utilizados nesta Tese. A
referéncia bésica é o livro Geometria Riemanniana de M. P. do Carmo [dC].

1. M™: variedade diferencidvel de dimensao n (nesta Tese, todas as variedades consideradas sio completas e
conexas);

2. T,M: espago tangente a p em M™;

3. TM: fibrado tangente de M™;

4. TN+: fibrado normal da subvariedade N C M;

5. Z(v,w): angulo entre v e w € T, M;

6. (M™,g): variedade Riemanniana munida de tensor métrico g. Também denotaremos o tensor métrico por
(-? ->;

7. {jv|| := +/{v,v): norma do vetor v € T, M,

8. dur(p,q): distancia entre dois pontos p, ¢ € (M™,g) induzida pela métrica. Quando um ponto p estiver
fixado escreveremos simplesmente 7p(.) ao invés de dur(p,.);

9. B(z,t)={y € M"l dpr(z,y) < t}: bola aberta de centro em z e raio &;

10. B{z,t) = {y € M"] da(z,y) < t}: bola fechada de centro em z e raio ;

11. 8(z,t) ou Sy(z) = {y € M™| dp(z,y) = t}: esfera de centro em z e raio ;

12. B(z,t;9): bola aberta de raio 7 e centro x, na métrica g;

13. S(z,t; g): esfera de raio r e centro z, na métrica g;

14. By {(z,t): bola em M™, centrada em « e com raio ¢

15. L{¢): comprimento de uma curva ¢;

16. 8X: fronteira de X;

17. diam(N) = sup, ey drm(p,q): didmetro de um subconjunto N de M™ (pode, eventualmente, ser infinto);

18. rad(N) = infpen sup,ey dar(p, g): raio de um subconjunto N de M™;

19. injyn: ralo de injetividade de um subconjunto N de M™;

20. Vol(N): volume Riemanniano de um subconjunto mensurédvel N de M™;

21. (X,z): onde X é um conjunto (variedade ou espago métrico, nas nossas aplicagdes) e z € X é um ponto
fixado de X, serd chamado de conjunto pontuado (resp. variedade pontuada, ou espago métrico pontuado);

22. (M™,p,g): n-variedade Riemanniana pontuada, com ponto base p e forma métrica g;

23. (M™,p,g,k): variedade Riemanniana com curvatura minimal radial assintoticamente ndo negativa;

24. C>(M): espago dos campos vetoriais (infinitamente) diferencidveis sobre M™;

25. [X,Y] = XY — Y X: colchete dos campos vetoriais, X, Y7;

26. V: conexao Riemanniana de (M™,g);

27. R: tensor de curvatura de M, dado por R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ~Vx y1Z com X,Y,Z € C*(M);

28. Ku(z,y): curvatura seccional de M™, no ponto p € M™, segundo o plano gerado por z, y € T,M;

29. riep(.,.) ou ric(.,.): tensor de Ricci de M™;

30. Ricps(.) ou Ric(.): curvatura de Ricci de M™;

31. K™": curvatura minimal radial com ponto base o

32. A: operador de Laplace-Beltrami (Laplaciano) de M™;

33. [v1...v,]|: determinante de vy,... ,v, € T,M;

34. Cp: "cut locus” do ponto p € M™;

35. AU B: uniao disjunta dos conjuntos A e B;

36. A(a,b,c): tridngulo de vértices a, b e ¢ (no caso de a, b e ¢ serem pontos de M™);



37. O, B,4): tridngulo de lados «, B, v (se &, 3, v forem segmentos geodésicos definindo um tridngulo em
M™);

38. Ky > w: para todo ponto p de M™ e todo 2-plano o C T,M tem-se Kpr(0) > £ (k € R um ndmero real
fixo);

39. M™ é aberta: se é conexa, completa e ndo compacta;

40. M7 é uma forma espacial: se é uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional constante
k. Particularmente, estaremos interessados nos representantes simplesmente conexos S*(k), R™ e H"(x) (respec-
tivamente: a n-esfera de curvatura x > 0, o n-espago Euclidiano e o espaco hiperbélico de curvatura « < 0);



0.2. Idéias gerais acerca da pesquisa em Geometria Riemanniana Global

O objetivo central da Geometria Riemanniana Global é uma descrigdo das relagbes entre os invariantes locais
e globais geométricos, e invariantes topoldgicos das variedades Riemannianas. Entre os invariantes geométricos
locais malis importantes, nés encontramos as curvaturas seccional e Ricci. Invariantes globais geométricos séo:
diametro, volume, crescimento do volume, raio de injetividade, etc. Finalmente, alguns importantes invariantes
topolégicos sdo os grupos de homologia e homotopia, classes de homeomorfismo, difeomorfismo, ete. Esquemati-
camente, podemos dividir os principais resultados da Geometria Riemanniana Global em trés classes:

a. Teoremas de reconhecimento - basicamente os Teoremas de Esfera; quando as condigdes geométricas definem
a variedade Riemanniana completamente, do ponto de vista geométrico ou topoldgico.

b. Teoremas de estrutura - quando as condigdes geometricas implicam propriedades métricas e principalmente
topoldgicas.

¢. Teoremas de finitude ou compacidade - mostram a existéncia de apenas um nimero finito de tipos topolégicos
das variedades Riemannianas satisfazendo a certas propriedades geométricas pré-estabelecidas.

Geralmente, as condigdes geométricas incluem restricoes (desigualdades) sobre a curvatura seccional ou de
Ricci. E claro que os resultados correspondentes com a curvatura seccional s3o muito mais restritivos que os
correspondentes resultados sobre as variedades com restrigdes sobre a curvatura de Ricci. Comparemos alguns
resultados classicos deste tipo:

0.2.1. Resultados para variedades com restrigio sobre a curvatura seccional.
a.1l. Teoremas de reconhecimento (de esfera)

a.1.1. (Berger-Klingenberg, [B], [K]) Seja M™ uma n-variedade Riemanniana simplesmente conexa, 1/4 <
Ky <1, entdo M™ é homeomorfa a S™.

a.1.2. (Gromoll-Calabi-Sugimoto-Shiohama-Karcher-Ruh, [Gl], [KSS], [Ru]) Existe 6 > 0 tal que se M™ é uma
n-variedade Riemanniana, completa, simplesmente conexa satisfazendo § < Kjpr < 1, entao M™ é difeomorfa a
S™,

a.1.3. (Toponogov, [T1]) Se M™ satisfaz Kpr > 1 e diam(M) = w, entdo M™ e isométrica a S™.

a.1.4. (Grove-Shiohama, [GS]) Seja M™ com Ky > 1 e diam(M) > 7 /2, entdo M™ é homeomorfa a S™.

b.1. Teoremas de estrutura

b.1.1. (Cartan-Hadamard, [dC] ) Se K < 0, entdo o recobrimento universal de M™, M, é difeomorfo a R™.

b.1.2. {Cheeger-Gromoll, [CG1]) Se M™ é uma variedade aberta, com Ky > 0, entdo possui uma subvariedade
S totalmente geodésica tal que M é difeomorfa ao espaco fibrado normal de $ em M. § é chamada de "alma”
de M.

b.1.3. (Toponogov, [T2]} M™ com Kjs > 0 é isométrica ao produto direto M = N x R, se M admite uma reta
lC M.

b.1.4. (Greene-Wu, [GW2]) Dada (M™, p) uma variedade aberta, com ponto de base p, Kar > 0 e decrescimento
(decaimento) quadratico no infinito: para qualquer -sequéncia {g,} com p,, := dar(p, ¢,) — o0 e qualquer 2-plano
0n C Ty, M temos lim K ps(0)p2 = 0 quando p, — 00, entdo M™ ¢ isométrica a R™.

b.1.5. (Marenich, [Mr4]) Seja (M™,p), uma variedade aberta com ponto base p, satisfazendo Ky > 0 e
lim K ps(0,) = 0, se p, — o0 onde 0, € p, sao como em (b.1.4) acima, entdo o recobrimento universal de M™, M
é difeomorfo a R™.



c.l. Teoremas de finitude

c.1.1. (Grove-Petersen, [GrP]) dados um inteiro n > 2, reais positivos d, V e & um ndmero real, a colegao
das n-variedades fechadas que admitem métricas satisfazendo diam{M) < D, Vol{M) > V e Kjr > & contém
somente um numero finito dos tipos de homotopia.

c.1.2. (Gromov, [G1]) dados um inteiro n > 2, ndimeros reais d > 0, xk ¢ um corpo qualquer F, se diam(M) < d
e K > K, entdo a soma dos niimeros de Betti de M, 3_ b;(M,F) < const(n, k.d?).

d.1. Teoremas de compacidade

d.1.1. (Gromov, [GLP]) Dados um inteiro 7 > 2, reais D > 0, s, entao a classe das variedades n-dimensionais,
compactas, satisfazendo diam(M) < D, Vol(M) > V e curvatura seccional |Ks| < 5%, com relagio & topologia
de Lipischitz, é relativamente compacta na classe das variedades C1®, para todo a € (0, 1), n-dimensionais, com
métricas C°.

0.2.2. Resultados para variedades com restrigido sobre a curvatura de Ricci.

a.2. Teoremas de reconhecimento

a.2.1. (Shiohama, [S]) Sejam dados um inteiro n > 2 e reais v > 0, k. Entdo existe uma constante § =
6(m, k,v) > 0 tal que se M™ é uma variedade com Ricyr > (n— 1), Ky > —k2, Vol(M) > v e diam(M) > 7 —§
implica que M™ é homeomorfa a S™ (sem a restrigio Kps > —k?, existem contra-exemplos devidos a Anderson e
Otsu, [An], [O]).

a.2.2. (Cheng, [Cg]) Seja M™ tal que Ricpr > (n— 1) e diam(M) = 7, entdo M™ é isométrica a S™.

b.2. Teoremas de estrutura

b.2.1. (Bonnet-Myers,[Grl]) Dada uma variedade Riemanniana M™, com Ricps > (n—1), entdo diam(M) <«
e o grupo fundamental 7, (M) é finito.

b.2.2. (Lohkamp, [Lo])) Dada variedade M™, com n > 3 admite uma métrica g com —c(n) < Ricg) < ¢(n).

b.2.3. (Cheeger-Gromoll, [CG2])) M, uma variedade aberta com Ricps > 0, é isométrica ao produto N x R,
se M admite uma reta.

b.2.4. {Colding, [Co]) Se Ricpyr > 0, e o cone tangente no infinito Teo (M) for isométrico a R™, entdo M™ &
isométrica a R

b.2.5. (do Carmo-Xia, [dCX]) Dados @ > 0, ig > 0 e n € N, n > 2. Entao existe ¢ = &(n, a,1g) tal que para
toda n-variedade com Ricyr 2> 0, injy > i, apr > e

Vol(B(p,r))

£ 7
(0.2) o am < oy para algum p € M™ e todo r > 0

tem-se que M™ é difeomorfa a R™ (onde apr = lim,y—.oc VOI(B(p, 7))/ wnr™).
c.2. Teoremas de finitude

c.2.1.1. (Sha-Yang, [SY]) Dados mimeros inteiros positivos n, m > 2 e N, a soma conexa L := (™ x
S™Y# .. #(S™ x 8"} de N termos admite uma métrica com Ric > 0.

c.2.1.2. A variedade aberta ¥ definida pela soma conexa de R™*™ com a soma conexa de infinitos termos
8™ x 8™ T := R™I4(8™ x S™)# ... #(S™ x S™)# ..., admite métrica com Ricy > 0

¢.2.2. {Anderson-Cheeger, [AC])) O conjunto ngv := {M™ variedade compacta, com Ricyr > H, Vol(M) <
V, injy > do} tem um nimero finito de tipos de difeomorfismos (i.e., classes néo difeomorfas).



d.2. Teoremas de compacidade

d.2.1. (Anderson, [An2]) Dados reais positivos A, 49, D e um inteiro n > 2, o espago M(n, A, i, D) =
{M™ com |Ricy| < A, inj M) > o, diam < D} é compacto na topologia C1*.

0.3. Principais resultados da Tese

Seguindo a "filosofia” dos resultados acima, o primeiro resultado que apresentaremos, mostra que os dados
geométricos: (a) dimensdo da variedade e (b) curvatura de Ricci ndo negativa, néo garantem que a dimenséo da
fronteira ideal (dado geométrico global) pode ser determinada de maneira tnica (em [P] prova-se que as fronteiras
ideais de uma variedade satisfazendo (a) e (b) nao necessitam ser isométricas - como acontece quando se impde
que a curvatura seccional é > 0 -, mas nada se afirma sobre a dimensdo das fronteiras ideais). Mais precisamente:

0.3.A. Teorema.

Existe uma métrica g, no espago Euclidiano 8-dimensional R®, tal que (R®,g) é uma variedade com curvatura
Ricci nao negativa e com fronteiras ideais de diferentes dimensdes. Para alguma sequéncia s; — oo temos
R3(00){s;} = S%, enquanto para outra r, — co vale que R®(co){r,,} = {pt}.

Por outro lado, dados geométricos que impdem condigbes como curvatura minimal radial ndo negativa ou
curvatura minimal radial assintoticamente nao negativa, apesar de ndo serem tao restritivos como curvatura
seccional nao negativa {porém sao mais restritivos que curvatura de Ricci ndo negativa), permitem-nos demonstrar
uma série de resultados de rigidez, e inclusive existéncia e unicidade das fronteiras ideais.

0.3.B. Definigao.

Dizemos que uma variedade Riemanniana pontuada (M™ o0,g) possui curvatura minimal radial assintotica-
mente nao negativa se existe uma fungdo ndo negativa k : [0,00) — [0,00) tal que suas curvaturas minimais
radiais K™" satisfazem

(0.3.1) K™"™(p) > —k(dps(o0,p)) e /Ooo sk(s) ds < oo

para qualquer ponto p € M™. Denotamos uma variedade satisfazendo a propriedade acima por (M™,0,9,k), ou
também, dizemos que M™ é uma variedade CRANN.

Para o estudo destas variedades é interessante considerarmos espagos de comparagéo convenientes: superficies
rotacionalmente simétricas M2, = (R?,0,ds? = di® + Jp(t)2d¢?) (onde (t,) so coordenadas polares em R?, e
Jx, é a solucdo da equagao: JI — kJy = O satisfazendo Ji(0) = 0 e J.(0) = 1).

A condicao integral sobre a curvatura permite-nos introduzir nimeros importantes (os quais podem ser vistos
como invariantes globais da variedade) definidos por by(k) == 3~ tk(t) dt e by (k) = [~ u(t) dt, onde u é soluggo
da equacio de Ricatti: v/ = u? — k.

E, conforme anunciamos, vale um Teorema de Comparacao de Toponogov para elas, que estudaremos no
Capitulo 2: '

0.3.C. Teorema (Teorema de comparacio de Toponogov generalizado, ou TCTG).
Seja (M™, 0,g,k) uma variedade com curvatura minimal radial assintoticamente nio negativa (CRANN). Sob

as hipdteses:

(H1) A(o,py1,p2) é um triangulo geodésico (generalizado) em (M™,0,g);



(H2) em cada ponto p € M™ as curvaturas minimais radiais sao limitadas inferiormente por —k(dp(0,p)) <0,
onde k : [0,00) — [0,00) é uma fungéo continua monétona e nio negativa satisfazendo [y tk(t) dt < oo;

H3) o polo © de M2, seré um dos vértices do trizngulo de comparacdo /N3, Py, .
k 1:P2

entdo valem as seguintes conclusées:

de superficie totalmente geodésica em M", delimitada pelos lados do tridngulo, e de curvatura —k(t) nos pontos
distando t de po.

(a) se l; = 1; para todos os lados, entdo 4p; > £P;, parai = 1,2 . E se £p; = £P,, entdo existe uma parte

(b) selog =1lo, l1 =11, e £p2 < £Ps, entdo Iy < Is.

(c) dada uma dobradiga (hinge) (71,72,0) em M™, onde § = £(¥(0),7(0)) entdo existe dobradica em M2,
(75,75, 8) com L(y) = L() = s, i = 1,2 e tal que

(0.3.2) dar(71(lh), 2(k2)) < dei(Fi(l), 72 (l2))

onde d_i(.,.) é a fungdo distancia em M?2,. No caso de valer a igualdade, na desigualdade acima, entdo existe
uma parte de superficie totalinente geodésica, S, limitada por -;, y2 € uma geodésica minimal ligando v;{l;) a
~2(l2)) tal que em cada pontop € S a curvatura vale —k{dp(0,p)).

Como consequéncias do TCTG

0.3.D. Teorema.
Sob as mesmas hipéteses do teorema anterior (TCTG), e assumindo que a geodésica que conecta py a Do,
7 : [0,l] — M"™ é minimizante, valem as seguintes propriedades

(a) dar(0,70(t)) = d—x(?,5,(t)) para cada t € [0,1].

(b) (Convexidade de Alexandrov) Seja 8, o &ngulo em o do tridngulo de comparacdo A(3,%s,Y,) em M2,
correspondendo a A(o0,01(s),02(t)) em M™. Entdo 8, é uma fungdo mondtona ndo crescente em s, t.

Seguem também os resultados

0.3.E. Teorema.

Toda variedade CRANN, (M™,0,g,k), possui no maximo um niimero finito de fins, em particular, o conjunto
de pontos criticos da funcao distancia de o, dys{0,.) é limitado e consequentemente, M™ é finitamente conexa.
Podemos estimar o nitmero de fins de M™:

(0.3.3) #{fins F de M™} < 2™t exp((n — 1)b1(k))
onde by (k) é o invariante definido na observacdo que segue a Definicao 0.3.B (cf. também Lema 2.C.6-(b)).
0.3.F. Teorema.

Seja (M™,0,9,k) variedade CRANN. Entio, existe wm niimero € > 0 tal que se bo(k) < &, entao M™ tem no
méximo dois fins.



0.3.G. Teorema.
Nas mesmas hipéteses do Teorema 0.3.F., dado 6 > 0, existe um niimero ¢ > 0 tal que se bo(k) < ¢, e se 0
crescimento de volume Euclidiano satisfaz
: Vol(B 1
(0.3.4) on = lim LB S L
reco Wt 2

onde w,, é o volume da bola unitaria em R™, entdo M™ é difeomorfa a R™.

0.3.H. Teorema.
Para cada variedade (M™,0,g,k) existe um tinico cone assintético.

0.4. Ferramentas Basicas

Apresentaremos agora, as principais teorias, técnicas e nomenclaturas utilizadas para o desenvolvimento desta
Tese. Comegamos primeiramente com 0s

0.4.A. Teoremas de Comparacao.

A principal idéia que envolve a Teoria de Comparagio, é a de sermos capazes de estimar quantidades geométricas
basicas como fun¢des da distancia, fungbes do volume, ete, para variedades Riemannianas gerais, sujeitas a
restrigbes sobre sua curvatura, em termos das correspondentes quantidades, para formas espaciais - as quais
possuem uma geometria muito mais simples de modo que podemos, com mais facilidade, calcular as desejadas
quantidades. Entre os Teoremas de Comparacio, talvez o mais conhecido, seja o

0.4.A.1. Teorema de Comparagao de Rauch, [Grl].
Sejam M™tk M duas variedades Riemannianas, c : [0,] - M™+* & :[0,]] — M duas geodésicas com

mesma velocidade (i.e. ||¢'(t)]| = ||&'(¢t)|], qualquer que seja t ), ¢ ndo tem pontos conjugados a ¢(0) ao longo de
¢, e as curvaturas seccionais de M™**, M" restritas a ¢, € satisfazem:
(0.4.1) Ku(v,d (1) 2 K5(T,2 (¢))

quaisquer que sgjam v € Ty M, T € Ta(t)-.M_
SejamY,Y dois campos de Jacobi ao longo de c e € respectivamente, tais que Y (0) = a.¢'(0), Y(0) = 0.2 (0),
(Y'(0),¢(0)) = (¥'(0),2(0)), e |[Y"(0)]) = | ¥ (0)]|. Entéo

(0.4.2) IYml<iy@ll, o<t
Além disso, se para algum to € (0,1, tem-se |[Y (to)]| = [|Y(t0)l, entdo Kp(v, (t)) = K37(7,€ (t)) para todos

te [O, to], v € Tc(t)M € "i}.t € TE(t)M
Para enunciar o Teorema de Comparagéo de Toponogov, necessitamos da seguinte
0.4.A.2. Definigao, [Grl].

Um triéngulo geodésico L(v1,72,7v3) em uma variedade Riemanniana M™ é uma configuracao de trés geodésicas
normais v; : [0,1;] = M™ (que sio os lados do tridngulo) tais que

(0.4.2) : Yi(ls) = %+1(0) ,
(0.4.3) Li+lipr 2 lige

onde os indices estio sendo tomados médulo 3. Os pontos p; = 7;.2(0) sdo chamados de vértices do tridngulo e
a; = L{~%41(lis1), %+2(0)) os Gngulos correspondentes.

Uma dobradica (hinge) (71,72, @) em uma variedade Riemanniana é uma configuragao de duas geodésicas
normais 7; : [0,1;] — M™ que partem do ponto p = 71 (0) = v2(0) formando af um angulo a = £(%(0),%2(0))
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0.4.A.3. Teorema de Comparagdo de Toponogov, {Gri].

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional Kas > K

(a) Seja A(71,%v2,7v3) um tridngulo geodésico em M™. Suponhamos que 7, Y3 sejam minimais e, se kK > 0,
suponhamos que L(y2) = l2 < x/\/k. Entao existe um tridngulo geodésico A(F1,%2,%3) (chamado de tridngulo
de comparagdo) em M? (espago de comparag@o), tal que

{0.4.4) L(v;) =L(%) para i=1,2,3
e B R
(0.4.4") & <o, G3 < a3
7.
o Yz fg,’ n .
3 .(2'

Tf. 3\ ~

(b) Seja (71,72, ) uma dobradica em M™. Supomhamos que 7, é minimal, e se £ > 0, suponhamos L(7;) <
7/\/r. Seja (31,%, @) uma dobradica (a é chamado de éngulo de comparagdo) em M? tal que L(v;) = L(%;) = [;
parai=1,2. Entao

(0.4.5) d(71(l)y72(l2)) < de(F1(lh), F2(le)) -

Qutro teorema de comparagao, fundamental, quando se estd estudando variedades Riemannianas com curvatura
de Ricei limitada inferiormente € o .
0.4.A.4 Teorema de Comparacao de Bishop-Gromov, ([Grl}]).
Seja M™ uma n-variedade Riemanrniana completa, com curvatura Ricas > (n — 1)k.
(2) Para quaisquer p € M. 5 € i e vetores unitdrios v € T,M, 7 € TsM7, a fungdo
det(d exp, tv)
0.4.6 1) = e B2
( ) @) det(d exp;t7)
€ uma fungdo mondtona nao crescente.
(b) A desigualdade abaixo - chamada de desigualdade de Bishop-Gromov
(0.47) ;rol(B(g,'r)) > Vol(B(p, R))
‘ Vol(B(p,r)) ~ Vol(B(p, R))

é valida para todo 0 <7 < R.

'm outro Teorema de Comparacédo importante, devido a Cheeger é o Teorema de Comparacio dos Laplacianos.
Antes precisamos de uma defini¢io:
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0.4.A.5. Definigao, [C2].
Uma barreira superior para uma fungio continua f em um ponto xg, é uma funcao C?, g, definida em uma
vizinhanca de g, tal que g > f e g{zo) = f(zo)-

0.4.A..6. Definic¢ao, [C2].

Dizemos que L f(zo) < a (e & (—f(xo)) > —a) no sentido de barreira se para todo € > 0, existe uma barreira
superior fr,. para f em xo com

(0.4.8) Afme<a+e.

0.4.A.7. Teorema de Comparacio dos Laplacianos [C2].
Seja M™ wma variedade Riemanniana completa, com

(0.4.9) Ricy > (n—1)H .

(a) Se f(r) satisfaz f' > 0, entdo no sentido de barreira,

(0‘13) Af(’l‘(.’l:)) < A-Hf(r) lr:r(m)-

onde r(z) = dist(p, ), para um p fixo, e Ay é o Laplaciano na forma espacial (simplesmente conexa) Mp
(b) Se f(r) satisfaz f’ < 0, ent&o no sentido de barreira,

(0.4.10) Af(r(z)) > DEf(T)r=r)-

A razio de havermos definido barreira superior, é para fazer o teorema acima ser valido inclusive nos pontos
z pertencentes ao cut locus de p, onde a fungdo distancia deixa de ser diferencidvel.

0.4.B. Teoria de convergéncia de Gromov-Hausdorfl -principais propriedades .

Este conceito de fundamental importancia em recentes trabalhos de Geometria Riemanniana Global fol definido
por M. Gromov por volta de 1980, em seu trabalho ” Groups of polynomial growth and expanding maps”, [G2],
onde estende a cldssica distdncia de Hausdorfl para o que, atualmente, chamamos de distancia de Gromov-
HausdorfT entre espagos métricos abstratos. Dois espagos métricos préximos, nesta métrica, ndo necessariamente
sao topologicamente semelhantes. Por outro lado, muito do que se tem feito é encontrar hipdteses geométricas
e topoldgicas naturais que garantam que espag¢os préximos devem ser topologicamente parecidos. Assim, este
conceito pode ser usado para mostrar como restrigdes geométricas em espagos métricos dao origem a restrigdes
topolégicas, o que tem permitido a obtengo de resultados expressivos em Geometria.

0.4.B.1. Distancia de Gromov-Hausdorff .

Seja X um espaco métrico com métrica dX, e A, B € X, dois subconjuntos de X. A distdncia de Hausdorff
entre estes subconjuntos é definida como

0.4.11 di (4, B) := inf supd*(a,b) + inf supd*(a,b
( ) 7 (4, B) inf sup (a,0) + iof sup (a,b)
ou, equivalentemente, se denotamos por T.(4) = {z € X| d¥X(z, A) < ¢} & e-vizinhanca de A, entdo

(0.4.12) d¥(A,B) :=inf {¢ | T:(A) D B e T.(B) D A}
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Esta “métrica” é apenas uma pseudo-métrica ji que df(4, B) = 0 implica apenas que 4 = B. Contudo nés
obtemos uma métrica se nos restringimos a subconjuntos fechados (em particular, compactos) de X. Apesar
deste conceito nao ser recente {podemos encontrar trabalhos relativos a este assunto datando das décadas de 40
e 50 -confronte, por exemplo [Be], [Bo]), muito do que foi feito apenas recentemente vem sendo redescoberto por
gedmetras interessados no uso da distancia de (Gromov-) Hausdorfl em Geometria. Uma das razdes para tal
interesse, decorre do fato que. ao invés de considerarmos variedades Riemannianas “individualmente”, pode ser
de grande ajuda ver estas como parte de uma colecio maior de variedades (ou espagos métricos).

Sejam agora, X, Y. Z espagos métricoseix z: X = Z , iy z : Y > Z imersoes isométricas de X e Y em Z,
respectivamente. A distdncia de Gromov-Hausdorff entre X e Y. dgy (X, Y), é o infimo entre todas tais imersdes.
em todos os possiveis espacos métricos. Z, da distancia de Hausdorff entre ix z(X) e iy z(Y), iLe.

(0.4.13) deg(X.Y) :=1%f( Jinf  d4(X,Y))

:X.ZaY.

acima, estamos identificando X, Y com suas imagens isométricas.
Alguns exemplos ((Grl]) ajudam compreender melhor:

0.4.B.2 Exemplo trivial 1.

(0.4.14) dex([0,1,QN[0,1]) =0

0.4.B.3. Exemplo trivial 2. Seja A = {a1, a2,a3} com métrica d(a;,a;) = 1 para i % j e seja B = {b} um
ponto. Para todos os mergulhos isométricos f : A —R", g : B — R”" temos

(0.4.15) d&" (£(A),9(B)) > %

no entanto,

(0.4.16) den(A,B) =

N

A importancia deste conceito mora ndo tanto no fato de que temos uma fun¢éo distancia. mas em que temos
uma forma de medir quando espacos métiricos se assemelham. A definicdo seguinte, equivalente a acima. parece
-mais natural:

0.4.B.4 Definicao.
der(X,Y) < ¢ se existe uma métrica em X I1'Y estendendo as métricas em X eY e tal que X € T.(Y),
Y e T.(X).

O espaco ambiente Z agora desapareceu e a questao é encontrar métricas na unido disjunta de X e Y tal que
X e Y parecem estar préximos um do outro.
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No caso de espagos métricos compactos X. Y se dgy(X.Y) = 0 entdo estes sao isométricos. Desta maneira
a distancia de Gromov-Hausdorff é uma bem-definida distancia no espago de todas as classes de isometria de
espagos métricos compactos. M (cf. [Pet]) - em particular. as {classes de isometria de) variedades Riemannianas
compactas também estdo contidas neste espago.

Tendo estabelecido uma distancia na classe dos espagos métricos compactos, € natural considerarmos sequéncias
destes espagos. e estudarmos a estrutura dos limites. quando existem. Uma aplicagdo interessante. estd em con-
siderarmos subespagos particulares (por exemplo. o subespaco das variedades Riemannianas compactas munidas
de restrigdes sobre sua curvatura seccional, ou curvatura Ricel. ou didmetro, ou volume. ou raio de injetividade.
etc) e estudarmos a estrutura geométrica das fronteiras destes subespacos, como por exemplo ¢ feito em {F1]. [F2].

Se temos uma sequéncia de espagos métricos compactos. definimos seu limite, na distancia de Gromov-Hausdorff,
como

0.4.B.5. Definicao.
Uma sequéncia de espagos métricos compactos {X;} é dita convergir a um espago mérrico compacto X se
dey{(X;, X} — 0 conforme i — .

Apesar de ser muito dificil calcular a distancia de Gromov-Hausdorff exatamente. sempre € possivel obter
limitantes superiores. conforme mostram os seguintes exemplos (extraidos do artigo de P. Petersen V [Pet] ):

0.4.B.6. Exemplo 1. Sejamn X, Y espagos métricos compactos com diametro < D). Defina uma distancia em
X 1Y como sendo d{z.y) == D/2sex € X, y€ Y. E facil ver que esta é uma bem definida métrica na uniao
disjunta e que X CTp(Y), Y CTp(X). Dai dg(X.Y) < D/2.

0.4.B.7. Exemplo 2. Sejam X.Y espagos métricos compactos. Suponha que existem ¢ > 0, z1,... .2, € X,
Yis-e- 2 Yn € Y com |d(z:i,z;) — d(y,,y,)[ < cparatodoi, j = 1,...,n, Te(z:) = X, e Ts(y‘} = Y. Defina
d(z.y) = mm{d(’c z)+e+dlyy)l i =1,.... n} parax € X ey € Y. Fica assim definida uma métrica em

XUY,comX CcTh.Y eY CT.X. Desta forma deu(X.Y) < 2e.

0.4.B.8. Exemplo 3 (Berger). Considere a esfera unitdria S C C?, com S*.agindo em S° da forma canénica.
O grupo ciclico Z,, de ordem n esta naturalmente contido em S*. Denote por L,, o espago lenticular S3/Z,,.
Conforme n — oo, Z,, “preenche” S* e L, v S$3/8t = 52 ¢ R® com curvatura = 4. E possivel também contrair

a fibra S* em S° e, desta maneira, obter uma sequéncia de métricas g. em S° (as quais denominamos de esferas
de Berger) tais que (S®,g.) — S°. Este fendmeno é chamado de colapso pois a dimensao do limite é menor que
a dimensao dos elementos da sequéncia.

Mesmo cuando consideramos sequéncias de espagos “razodveis”, os exemplos seguintes mostram alguns dos
tipos de patologias que podem ocorrer nos espagos limites:

N

[0,1)°: pelo menos duas coordenadas sio niimeros racionais com n no denominador } e a superficie de género
arbitrariamente alto Y, = 8T»-~(X,). Conforme n — , tanto X, quanto Y, preenchem 0.1, ou seja
X, —1[0.1%, Y, — [0,1)3. Este fenomeno é chamado de ezplosdo, pois o espaco limite tem dimensdo maior que
_0s elementcs da sequéencia.

0.4.B.9. Exemplo patolégico 1., 'Pet]. Considere no cubo unitirio [0,1]° C R® a grade X, = {{z.5.z) €

"

=7

vd Vg
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0.4.B.10. Exemplo patolégico 2(queijo suigo)[C2]. Considere a superficie de um bloco cilindrico sélido com
um grande nimero, j,de cilindros (com os raios tendendo a 0) removidos

Os angulos (quinas) podem ser suavizados de modo a obtermos uma variedade .\IJ?, com V ol(.v\[f) >V,
diam(AIf) < d, qualquer que seja j, mas com curvatura ilimitada inferiormente, inf K M3 =00, conforme
Jj — oo. Para estes espagos, o primeiro numero de Betti é by (AIJ?) = 2j — o0, se j — co. Sob wmn outro ponto
de vista, podemos reescalar as métricas da sequéncia {M]Z} de modo que K M2 > —1. mas entao Vol( A-[f) - 00
e. consequentemente, diam{M Jz) - 0.

E possivel controlar estes (e outros) tipos de patologias quando impomos certas restrigbes aos espagos con-
siderados, l.e., existem resultados de regularidade e précompacidade que garantem uma certa regularidade aos
espacos limite ou, pelo menos, a existéncia de subsequéncias convergentes (cf [GLP], {Pet], [Gr1], [C2]).

Quando estudamos variedades abertas, nao mais é verdade dizer que a dgy é, de fato uma distancia, e, por
isso, é necessario ter um pouco de cuidado para definir o que se entende por limite de uma sequéncia de variedades
abertas. Afim de contornar este problema. dada uma familia, digamos A, de variedades abertas de dimensdo finita,
fixamos um ponto em cada variedade M € A a ser comparada pela dgy e comparamos as bolas centradas nestes
pontos (como as bolas fechadas sdo compactas, entdo podemos usar a dgy como uma distancia de fato. Por esta
razdo, ao estudarmos limites de variedades abertas, na distancia de Gromov-Hausdorff, consideraremos apenas
variedades com ponto base {pontuadas). ou seja, trabalharemos com a classe dos espagos métricos pontuados.
Seja {Xm}men uma familia de espagos métricos € any € X, um ponto

0.4.B.11 Definigao.

Diz-se que (X, am) tende a (X, a) no sentido de Gromov-Hausdorff se para todo r > 0, B(a,, T +¢,) tende
a Bla, r) no sentido de Gromov-Hausdorff para wmna sequéncia €,, — 0.

0.4.B.12 Definicao.

Uma familia de espagos métricos de comprimento, pontuados (X;,z;) é pré-compacta se para todo R > 0, a
familia BX¢(z;, R) é pré-compacta para a distancia de Gromov-Hausdorff.

Onde, por Espaco Métrico de Comprimento, entendemos um espago métrico (X, d), tal que a distancia entre
dois pontos quaisquer é dada pelo infimo dos comprimentos de todos os caminhos que conectam estes pontos
(existe uma vasta literatura acerca da geometria que envolve tais espacos, veja por exemplos trabaihos de Plaut
{Pl], Berestrowski [Bwl], [Bw2] e Burago-Gromov-Perelmaa [BGP]).

Dentre os varios resultados de pré-compacidade existentes, vale citar, por exemplo:

0.4.B.13 Proposicao, [Pet].
Se M é a classe de todos os espagos métricos compactos, entdo (M, dgy) é completo
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0.4.B.14 Praoposigao, [Grl].

Sejam dados £ € R e D > 0. A classe de todas as variedades Riemannianas compactas de dimensao n,
(M™,g), com Riciarg) > (n~ 1)kg, e diam(M) < D, forma um subconjunto pré-compacto na distancia de
Gromov-Hausdorff.

Talvez o malis importante resultado acerca de pré compacidade, seja o Teorema de Compacidade de Gromov.
Para enuncid-lo precisamos, antes, definir alguns conceitos. Sejam X, um espago métrico compacto e £ > 0 um
real fixo, definimos Cov(X, ¢) := min{n| X é coberto por n e-bolas fechadas } e Cap(X,¢) := max{n| X contém
n §-bolas disjuntas }. Claramente Cov(X,e) < Cap(X,¢). Se X e Y so dois espagos métricos compactos com
dog(X,Y) < 6 ent@o ndo é dificil verificar que

(0.4.17) Cov(X,¢e) > Cov(Y,e + 26)

(0.4.18) Cap(X,e) > Cap(Y, e + 26)
Com isto, temos o

0.4.B.15 Teorema de Compacidade de Gromov,[G2, Pet].
Seja C C M uma classe de espagos métricos compactos. As seguintes afirmacgées sao equivalentes:

(a) C é pré-~compacta, i.e., toda sequéncia em C contém uma subsequéncia que converge em M.
(b) Existe uma funcdo N : (0,3) — (0,00) tal que: Cap(X,e) < N(¢) para todoe € (0,8) e X € C.
(c) Existe uma fungdo N : (0, 8) — (0, 00) tal que: Cov(X,e) < N(g) para todoe € (0,3) e X € C.

Um outro Teorema de Pré-compacidade de grande importancia para o estudo da classe das variedades com
curvatura Ricci limitada inferiormente (e dos espagos que sao limite de Gromov-Hausdorff de sequéncias de
variedades pertencentes a esta classe) é o

0.4.B.16 Teorema. [GLP]
Sejam n, um inteiro positivo e r € R, um real fixado. A classe de todas as variedades Riemannianas pontuadas
de dimensao n, satisfazendo & desigualdade

(0.4.19) Riciargy = (n—1)rg

onde g é a métrica Riemanniana de M, formam um conjunto pré- compacto para a distancia de Gromov-Hausdorff
pontuada.

0.4.C. Geometria no infinito, invariantes globais no infinito.

Ao estudarmos a geometria das variedades abertas, um dos problemas bésicos consiste em conhecer o compor-
tamento assintdtico destes espagos, quer dizer, se fixamos um ponto qualquer, digamos p, de uma dada variedade
Riemanniana M™, o que ocorre com os dominios exteriores a bolas centradas em p, M™ \ B(p,r), conforme r
torna-se arbitrariamente grande? Mais ainda, conhecendo-se o comportamento asssintdtico de M™ é possivel
obter informagdes sobre M™ como um todo? Muito se tem feito neste sentido (veja, por exemplo [GK], [GP],
[Co], [Sy2], [dCX]). As principais ferramentas para realizar este estudo sdo: Teoria dos Pontos Criticos para
Fungoes Distancia [Gr2] , Teoremas de Comparagao tipo Toponogov, estudo de Invariantes Globais no Infinito e
sua relagdo com a geometria da variedade. No estudo do comportamento assintético das variedades abertas, o
conhecimento de invariantes globais no infinito nos permite inferir, ndo somente informacdes acerca do comporta-
mento da variedade no infinito, como também da variedade como um todo. Alguns destes invariantes sao: Cones
Tangentes no Infinito, Fronteiras Ideais, Crescimento do Volume no Infinito, Curvatura no Infinito. A seguir,
definiremos estes invariantes e daremos algumas das propriedades que eles satisfazem.
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0.4.C.1. Crescimento do volume no infinito.

O Teorema de Comparagdo de Bishop-Gromov diz-nos que se M™ é uma variedade (aberta) com curvatura
Ricci limitada inferiormente Ricps > (n — 1)k, entédo, a funcao

Vol(B(p,r)) <1

(0.4.20) T Vol (B®,7)

é monétona nao crescente e compara o crescimento de volume de M™ com o de M. O nimero ays definido por

.. Vol(B(p,1))
(0.4.21) , apm = lim Voln(Bp.7) =

(o qual independe de p) é um invariante geométrico chamado de Crescimento do Volume no Infinito.
0.4.C.2 Curvatura no infinito.

Qutro invariante que descreve o comportamento de uma variedade (M7, g) no infinito é a “curvatura no
infinito”, Ko de M™, definida como sendo o limite {caso ele exista)

(0.4.22) Ko := lim p~2K(p)

P OO

onde K(p) é o méximo do valor absoluto das curvaturas seccionais de M™ sobre pontos que distam p de algum
ponto base o.

0.4.C.3. Cones tangentes no infinito, fronteiras ideais.

0.4.C.3.1. Definicao.

Seja (M™,x0,g) wna n-variedade Riemanniana pontuada e aberta. Definimos o Cone Tangente no Infinito ,
ou Cone Assintético de M™, Too(M™, g), sob uma sequéncia divergente, r; — 00, de ntimeros reais, como sendo
o limite, no sentido de Gromov-Hausdorff, da sequéncia de bolas fechadas unitdrias munidas do tensor métrico g
de M™, reescalado por um fator 7‘;2, {(B(z0,1),7 %9) bien, €

(0.4.23) Too(M™, 9) = lim(B(zo,1),7; *9)

se tal limite existe. Chamamos a fronteira de Too(M™, g) de uma Fronteira Ideal de M™, e a denotamos por
M™(o0).

A definicdo de fronteira ideal acima dada, é devida a Gromov [G2], e por isso é também chamada de fronteira
de Gromov, contudo, vale observar aqui que existem outras definicdes de fronteira ideal (fazemos uma pequena
exposicao deste tépico no apéndice a esta introdugéo).

Importante observar que o conhecimento da estrutura geométrica dos cones tangentes no infinito e fronteiras
ideais de uma dada variedade aberta descrevem o possivel comportamento de sua geometria no infinito, permite-
nos inquirir informagdes topoldgicas e geométricas acerca da variedade e melhor compreensdo da estrutura da
classe das variedades de curvatura Ricci nao negativa. Por exemplo, V. Marenich ¢ G. P. Bessa, em [BM]
mostraram os seguintes resultados:
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0.4.C.3.2 Teorema (Marenich-Bessa).
Seja (M™,p,g) uma variedade Riemanniana aberta, pontuada, satisfazendo

(0.4.24) Ricpr 20,  Ku(g) > —const.du(p,q) 2
Se Too(M, g) = (R™, gean) entao (M™, g) = (R™, gean) (i-€., sdo variedades isométricas).

onde gean € a métrica candnica de R™.
No artigo de Colding [Co], 0 mesmo resultado foi obtido sem a hipétese de decaimento quadrdtico da curvatura
seccional.

0.4.C.38.3. Teorema (Marenich-Bessa).
Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana aberta n-dimensional com curvatura de Ricci ndo negativa. Se
TOO(M7g) = (Rkvgcan)r k S 7, entao

—k —k
a) ou M™ =M~ xR¥ onde M~ écompacta,
D

(b) ou o fator sem-linha de (M™, g) tem dimensdo dim(M) > 3 e méximo crescimento de didmetro , i.e.
limy oo 2HEE0 T = 9,

(c) No caso de crescimento de didmentro méximo, se garantimos que Too(M, g77) é um cone métrico, entao
Too(M, g37) = C(N) x R, onde C(N) é um cone sobre um espago de comprimento compacto N.

No teorema acima Dgp{(zo,7) é o supremo sobre todos os didmetros dos componentes de fronteira de M™ —
B(xo, ’I‘).

Outros resultados interessantes sobre fronteiras ideals, cones tangentes no infinito e suas relagbes com a ge-
ometria da variedade podem ser encontrados nos trabalhos de A. Kasue [Kal}, L. Guijarro e V. Kapovitch [GK],
W. Ballmann, M. Gromov and V. Schroeder [BGS], T. Shioya [Syl], [Sy2], etc.

Nao unicidade de To.(M™",g):

Pelo Teorema de Pré-Compacidade de Gromov (0.4.B.16) o conjunto M7 de todas as n-variedades Rieman-
nianas com curvatura de Ricci limitada inferiormente por alguma constante o € R é pré-compacto na distancia
de Gromov-Hausdorfl. Em particular, notemos que se (M™,g) tem curvatura de Ricci ndo negativa, entdo uma
deformacao homotética desta métrica nfo altera o sinal da curvatura de Ricci, i.e., as variedades (M™, 7] 29
também possuem curvatura de Ricci ndo negativa, e por conseguinte, a sequéncia {(B(zo, 1),7; 29) }ien é pré-
compacta, de onde segue a existéncia de To. (M, g) para alguma subsequéncia de {r;} (observe que se existir o
limite, para alguma outra subsequéncia, ndo é verdade que os espacos limite sejam sequer homeomorfos). Por
outro lado, se houvéssemos imposto a condicdo mais restritiva, sobre a curvatura seccional: Kjr > 0, entdo,
além da existéncia de Too (M, g), também valeria a unicidade. Mas, geralmente, To.(M, g) depende da particular
sequéncia T; — oo que escolhemos. Denotemos tal dependéncia por Too (M, ¢){r:} e a fronteira ideal associada
por M™(co){r;} .

O primeiro exemplo de uma variedade aberta de curvatura Ricel ndo negativa, tendo diferentes cones no infinito
é devido a G. Perelman [P] (no capitulo 1, temos uma descri¢do desta construcéo). Mas até agora, em todos
tais exemplos, os cones no infinito tém uma mesma dimensido. Recentemente, em [CC], J. Cheeger e T. Colding
construiram uma série de exemplos de fendmenos possiveis quando se considera limites de variedades (também
no capitulo 1, encontramos a descrigao de alguns destes possiveis fendmenos)

No capitulo 1, mostramos que a dimenséo dos cones tangentes no infinito de uma variedade com curvatura
Ricci ndo negativa pode variar (ou seja, os invariantes geométricos: dimensio da variedade e curvatura de Ricci
nio negativa ndo sao suficientes para garantir unicidade da dimensao dos cones tangentes no infinito). Nosso
resultado € o seguinte
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0.4.C.3.4. Teorema.

Existe uma métrica g, no espaco Euclidiano 8-dimensional R®, tal que (R®, g) é uma variedade com curvatura
Ricci ndo negativa e com fronteiras ideais de diferentes dimensbes. Para alguma sequéncia s; — oG temos
R¥(cc){s;} = S°, enquanto para outra r,, — oc vale que R¥(o0){r,} = {pt}.

0.4.D. Pontos criticos da funcao distancia.

Uma outra ferramenta de indiscutivel importancia no estudoe da geometria global das variedades Riemannianas
é o estudo dos pontos criticos da funcio distancia. Fixado um ponto p em uma variedade Riemanniana M™,
talvez a func@o mais natural (depois das funcbes constantes} que se define sobre M™ seja a funcao disténcia
dxr(p..) : M[™ — R que, apesar de nao ser diferencidvel (no cut locus C, de p), nos da significativas informacces
acerca da geometria da variedade.

E um fato bem estabelecido que a topologia de uma variedade diferenciavel esta intimamente relacianada com
suas funcoes diferencidveis, através da Teoria de Morse (veja, por exemplo [Mi]). Aplicando este fato a fung¢oes
relacionadas a uma variedade enquanto espago métrico, tais como as fungdes distancia. seria razodvel esperarmos
uma ponte entre a geometria e a topologia da variedade. O inico problema neste programa, é que. em geral.
as funcdes distancia nao sdo diferencidveis e tampouco de Morse. Apesar disto, existe uma nogio de pontos
regulares e pontos criticos para fungoes distancia e que é equivalente para funcgdes diferencidveis. A importancia
desta idéia, concebida no artigo de K. Grove e K. Shiohama [GS], reside na observacao de que alguns dos principios
bésicos validos para funcoes diferencidveis. também permanecem vilidos para fungGes distancia. Em particular.
o conjunto de nivel de um valor regular é uma subvariedade topoldgica, e também vale o Lema de Isotopia.
Precisamente

0.4.D.1. Definigao, [Gr2], [dCX].

Um ponto q (# p) é dito ser um ponto critico de rp, := dp(p, .) se existe, para toda direcao néo nula, v € T, M,
uma geodésica minimizante v, conectando g a p e fazendo um angulo Z(v,(0)) < #/2 com v (em outras palavras,
o conjunto das direcées definidas pelas geodésicas que conectam q a p em T, M nao pode estar contido em um
inico semi-espago de TyM ). Um ponto = é dito ser regular se ndo for critico, ou seja, se existe uma direcao
w € T, M tal que todas as geodésicas minimizantes, conectando T a p posssuem suas dire¢Ges iniciais contidas em
wm mesmo semi-espaco.

-%'lo)

Valem os seguintes resultados. extrzides do artigo “Critical point theory for distance functions” de K. Grove.

[Gr2] (veja também [C2])

0.4.D.2. Proposigao.
Todo ponto maximo local de T, € critico.



i9

0.4.D.3. Lema da Isotopia, [Gr2).
Suponha que o intervalo [ry, 2] C Ry possua somente valores regulares da fungio distancia r,. Entio todos
os niveis r;}(r), com 7 € [r1, 73], sdo homeomorfos, € o anel

(0.4.25) R(ri,m2) = B(p,m2) \ B(p,r1) = {g € M™| r1 < 1p(q) < 72}

é homeomorfo a Hry) x ry, 7o)
O Lema da Isotopia tem varias consequéncias importantes, como por exemplo

0.4.D.4. Teorema do Disco.
Seja M™ uma n-variedade Riemanniana aberta. Se existe um ponto p € M™ tal que r, ndo tem pontos criticos
(além do préprio p), entao M™ é difeomorfa a R™.

0.4.D.5. Teorema da Esfera.
Seja M™ uma n-variedade Riemanniana fechada. Se existe um ponto p € M™ tal que 7, tem um tnico ponto
critico (além do préprio p), entdo M™ é difeomorfa a S™.

O Teorema do Disco (resp. da Esfera) desempenha um papel de fundamental importancia em questdes em que
se deseja verificar quando, sob certas condigdes geométricas, tem-se uma variedade difeomorfa a R™ (resp. S™) e
é usado, geralmente em presenca do Teorema de Comparagio de Toponogv, ou alguma generalizacio deste.

0.4.E. Produtos torcidos.

Uma das grandes fontes para a construcac de exemplos e contra-exemplos em Geometria Riemanniana sao
os produtos torcidos (warped products) de variedades. Produtos torcidos sao, essencialmente, generalizacdes do
produto Riemanniano de variedades. Mais precisamente:

0.4.E.1. Definic¢ao.

Sejam (M7, 1), (M3?,g2) variedades Riemannianas e u : M]* — R uma fungao diferencigvel positiva. O
produto torcido de (M7, g1) por (M3?,g2), com fungéo de tor¢ao dada por u, denotado por (M7 x, M?, é
definido como sendo a varidade produto (M* x MJ}? munida de tensor métrico g, = g1 + u®.g2)

Esta definigdo admite generaliza¢io para um nimero maior de fatores. Nesta Tese (capitulo 1), utilizamos uma
generalizagao de produto torcido, desenvolvida por J. Cheeger e T. H. Colding em [CC], onde nao precisamos
ter um produto de variedades para, entdo, deformar a métrica do produto, mas consideramos uma variedade
que admite uma decomposi¢do de seu fibrado tangente como uma soma direta com algumas propriedades, e
usando tal decomposigao, deformamos, a métrica da variedade (em particular os resultados que sdao obtidos via
tal decomposi¢io também valem para produtos torcidos). Para a descri¢io da construgao destes produtos torcidos
generalizados, veja §1.C, no Capitulo 1.
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0.5. Curvatura minimal radial limitada inferiormente e Curvatura minimal radial assintoticamente
nao negativa.

0.5.A. Curvatura minimal radial limitada inferiormente

O interesse no estudo de tais variedades iniciou com o trabalho de W. Klingenberg, “Manifolds with restricted
conjugate locus” [K1], onde mostrou um Teorema da Esfera e estudou uma classe de variedades ”semelhantes”
& esfera) sem precisar fazer restricGes sobre as curvaturas seccionais sobre todos os 2-planos de M™, mas apenas
sobre certos planos. A idéia fundamental que gerou do artigo de Klingenberg é que ndo é necessdrio, para
a demonstragao de alguns dos teoremas cléssicos acerca da geometria das variedades com curvatura limitada
inferiormente, que todas as curvaturas de uma variedade M"™ sejam limitadas inferiormente, mas apenas que as
curvaturas sejam limitadas sobre certos subconjuntos da Grassmaniana de 2-planos G, 2(M™) (considerando a
curvatura Kjp; como uma fun¢éo sobre G, 2(M™)). Definimos entao

0.5.A.1. Definigdo (Curvatura Minimal Radial).

Seja (M™,0) uma variedade Riemanniana pontuada. A curvatura seccional Kp;, de M™ restrita aos planos
tangentes a geodésicas minimizantes partindo de o é chamada de curvatura minimal radial de M™ com ponto
base o, e denotada por K7™,

Dado um nimero real k, Dizemos que uma variedade Riemanniana pontuada, (M™, 0), tem curvatura minimal
radial limitada inferiormente por x, Kz’,ni" > K, se para qualquer ponto ¢ € M™ e qualquer geodésica mini-
mizante (t), 0 < t < to conectando 0 a ¢, a curvatura seccional de M™, em qualquer 2-plano, 0 C T,M (que
denominaremos de plano radial) contendo ¥(tg) nao é menor que k.

Conforme foi notado recentemente por Y. Machigashira e K. Shiohama (cf. [MS], [Msl], [Ms2]) alguns con-
hecidos resultados acerca da geometria das variedades com curvatura limitada inferiormente, como o Teorema de
Comparacao de Toponogov, Teorema da Esfera podem ser generalizados para variedades com curvatura minimal
radial limitada inferiormente. Em particular, a generalizacao do Teorema de Comparacio de Toponogov permitiu
um significativo avan¢o no conhecimento da geometria das variedades com curvatura minimal radial limitada
inferiormente. Fundamental, entéo, comecar apresentando o principal resultado de Machigashira e Shiohama:

0.5.A.2. Teorema de Comparacao de Toponogov-Machigashira-Shiohama (TCTMS).
Seja (M™,0) uma variedade Riemanniana com curvatura minimal radial limitada inferiormente, K7™ > §,
para algum 6 € R.

(a) Comparagao de tridngulos: sejam <y; e -y, segmentos geodésicos em M, com ~1{0) = 12(1) = o e seja Yo
um segmento geodésico minimizante tal que 9(0) = v1(1) e % (1) = %2(0). Entdo existem segmentos geodésicos
minimizantes 71, Y2 € 7o em MZ com 7,(0) = H(1), %(0) = %1(1) Fo(1) = (1) e satisfazem as seguintes
propriedades:

(0.5.1) Lw) =L(:) para i=0,1,2
e

01 == Z£(=%1(1),%0(0)) = £(=¥,(1),7(0)) =: 6

(0.5.2) e T .
Oy := £(—%0(1),72(0)) = Z(—%o(1),72(0)) =: 6,

Mais ainda, se 6, = 651 # 7, entdo existe uma parte de superficie totalmente geodésica de curvatura constante &
limitada por 1 € 7y e uma geodésica minimizante conectando p a (1) (que ndo é necessariamente 7y ) em M.
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(b) Comparacgéo de dobradigas: para quaisquer geodésicas minimizantes o; : [0,1] — M, com i = 1,2, partindo
de p, i.e. 61(0) = o(0) = p, temos os seguintes resultados
(bl) Sejam &; : [0,1] — M$, com i = 1,2, geodésicas minimizantes partindo de um mesmo ponto, tais que

(0.5.3) L{oy) = L{o2) para i=1,2
(0.5.4) £(=61(0),62(0)) = £(~51(0),52(0))
Entao

(0.5.5) dur(o1(1),02(1)) < ds(51(1),52(1))

onde dyy e ds sdo, respectivamente, as distancias em M e M}

(b2) (Convexidade de Alexandrov). Seja 8,; o angulo em p do tridngulo A(p, %, §:) em M? correspondendo
ao tridngulo A(p,1(s), o2(t)) em M. Entéo 8, é mondtona nio crescente em s, t.

(b3) Se em (1), vale a igualdade, entzo existe uma parte de superficie totalmente geodésica de curvatura
constante § limitada por o1 e 09 e uma geodésica minimal conectando o1(1) a oo(1).

Por exemplo, como aplica¢ao do TCTMS, temos que se M™ é uma variedade Riemanniana completa, compacta
com K™ > 1, entdo rad(M™) < diam(M™) < 7 e no caso de valer a igualdade implica que M™ é isométrica a
esfera de curvatura constante 1, S™. Varios resultados -do tipo teoremas de reconhecimento- foram recentemente
obtidos por V. Marenich e 8. Mendonga (veja [Mr1], [Mr2], [MM]). Para ilustrar, vejamos alguns destes resultados:

0.5.A.3. Teorema [MM].

S_eja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, compacta, sem fronteira, com curvatura minimal radial
K7#™ > 1 erad(M™) > — ¢. Entéo:

(1) para ¢ suficientemente pequeno M™ ¢ homeomorfa a S™ e

(2) para a distincia de Gromov-Hausdorff entre M™ e S™ temos

(0.5.6) der(M™,8™) < C(e)

para alguma fungao C(e) — O conforme ¢ — 0
0.5.A.4. Teorema [MM].

Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta, sem fronteira, com curvatura minimal radial K;*" > 1,
rad(M™) > 7 — ¢ e curvatura seccional limitada inferiormente, K p» > —x?. Ent&o:

(1) para ¢ suficientemente pequeno M™ é difeomorfa a S™ e

(2) para a distancia de Lipschitz entre M™ e S™ temos

(0.5.7) drip(M™, S™) < Cle, )

para alguma fungao C(e, k) — 0 conforme ¢ — 0
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0.5.A.5. Teorema [Mrl].

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, compacta, sem fronteira, com curvatura minimal radial
K7#™ > 1 e Vol(M™) > Vol(S§*) — . Entdo dga(M™,S™) < C(¢) para alguma fungdo C(e) — 0, conforme
e—0
0.5.A.6. Teorema [Mr2].

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, compacta, sem fronteira, com curvatura minimal radial
K™ > 1 e Vol(M™) > § Vol(S™). Entdo M™ é homeomorfa a S™

0.5.A.7. Teorema [Mr2].

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, compacta, sem fronteira, com curvatura minimal radial
Kmi > 1 erad(M™) > 7/2. Entdo M™ é homeomorfa a S™

No caso de variedades abertas com curvatura mipimal radial limitada inferiormente, pouco esta feito. Por
exemplo, no artigo de M. P. do Carmo e C. Xia (cf. [dCX], [MS]) vemos demonstrado o seguinte:

0.5.A.8. Teorema.

Seja M™ é uma variedade Riemanniana aberta n-dimensional com curvatura minimal radial ndo negativa e
ponto base p. Se o crescimento de volume apy de M™ satisfizer

(0.5.8) anr = lim LHB®D)

T W™

> 1
-2
entdo M™ é difeomorfo a R™

Em [MS] temos o

0.5.A.9. Teorema.

Uma variedade Riemanniana aberta, M™, que contém um ponto p tal que a curvatura K;"in > 0 possui
exatamente um fim.

E, no caso em que K7™ > 0 temos o

0.5.A.10. Teorema ([Ms2 -Main Theorem]).
Seja M™ uma variedade aberta. Assuma que K™™ > 0, para algum o € M™. Entao

a) O conjunto de pontos criticos da funcao distincia de o, dp(0,.) é limitado e consequentemente, M™ é
finitamente conexo.

(b) M™ tem no méaximo dois fins.

(c) Se M™ possul uma linha, entdo M™ é difeomorfo a N x R, onde N é uma hipersuperficie de M™. Mais
ainda, a projecao M™ — R é uma submersio Riemanniana.

0.5.B. Curvatura minimal radial assintoticamente nao negativa

Baseados principalmente nos artigos de A. Kasue [Kal], U. Abresch [Ab], S.-H. Zhu [Z] e T. Shioya [Sy2]
definimos a seguinte nogéo, mais fraca de curvatura radial assintoticamente nao negativa:

0.5.B.1. Definicao.
Uma variedade Riemanniana completa (M™, g) com ponto base o € dita ser uma variedade com curvatura

minimal radial assintoticamente ndo negativa, ou simplesmente uma variedade CRANN, se existe uma fungao
mondtona decrescente k : {0, 00) — [0, 00) tal que



23
(a) bo(k) =[5~ rk(r)dr < oo

(b) as curvaturas minimais radiais em cada ponto p € M™ séo limitadas inferiormente por —k(d(o,p)).
Podemos entdo provar os seguintes resultados enunciados no §0.3 desta introducao:
0.5.B.2. Teorema (Teorema de comparacgio de Toponogov generalizado, ou TCTG).

Se (M™,0,g) é uma variedade com curvatura minimal radial assintoticamente ndo negativa. Sob as hipdteses:

(H1) Seja Ao, p1, p2) um tridngulo geodésico (generalizado) em uma variedade Riemanniana (M™, 0, g); supon-
hamos que os os lados 7y1 e 7y sejam minimizantes (v basta ser uma geodésica;

(H2) em cada ponto p € M™ as curvaturas minimais radiais sao limitadas inferiormente por —k{(d(o,p)) < 0;
(H3) o polo & de M?, serd um dos vértices do triangulo de comparagdo 2A(3,5;,P;)
Entéo valem as seguintes conclusées:

(a) se l; = l; para todos os lados, entdo £py > 4P, e £p2 > £P, . E se £p; = £p,, entdo existe uma parte
de superficie totalmente geodésica em M™, delimitada pelos lados do triangulo, e de curvatura —k(t) nos pontos
distando ¢t de pg

(b) sely =1lo, l1 =11, e £py < £Py, entdo ly < Iy

(c) dada uma dobradica (hinge) (71,72,68) em M?", onde 8 = £(,(0),7(0)) entdo existe dobradica em M?,,
(71,7%3,8) com L(;) = L(F;) = 1;, i = 1,2 e tal que

(0.5.9) - du(m(l), (k) < d-k(F1(1), 2(l2))
(d) (Convexidade de Alexandrov) Seja 85 o angulo em © do triangulo de comparacio N\(3,%Z,,7,) em M?,,
correspondendo a (o, o1 (s),02(t)) em M™. Entédo §,; é wma fun¢ao mondtona nio crescente em s, t.

Em particular seguem os seguintes resultados

0.5.B.3. Teorema.
Toda variedade Riemanniana,(M™, 0, g, k), com curvatura minimal radial assintoticamente nao negativa possul
no méaximo um ndmero finito de fins. Podemos estimar o ntimero de fins de M™:

(0.5.10) #{fins F de M™} < 25" exp((n — 1)by (k)

onde by (k) é o invariante definido na discussio que segue a defini¢io 0.3.B.

0.5.B.4. Teorema.
Seja (M™,0,g,k) como no Teorema 0.5.B.3. Entao, existe um niimero ¢ > 0§ tal que se (k) < ¢, valem as
seguintes concluses:

(a) O conjunto de pontos criticos da fungao distancia de o, dp(0,.) é limitado e consequentemente, M™ é
finitamente conexo.
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(b) M™ tem no méaximo dois fins.

0.5.B.5. Teorema.

Nas mesmas hipéteses do teorema anterior, dado § > 0, existe um nidmero ¢ > 0 tal que se bo(k) < ¢, e se 0
crescimento de volume Fuclidiano satisfaz

o Vol(B{o,r)) S

(0.5.11) opr = N

L + 6
00 w,T? 2
onde w,, é o volume da bola unitaria em R"™, entdo M™ é difeomorfa a R™.
Acerca do comportamento de uma variedade CRANN, no infinito, temos o seguinte resultado

0.5.B.6. Teorema.
Cada variedade CRANN, (M™,0,g,k), possui uma inica fronteira ideal M™(c0).
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Apéndice 1

Conforme observado por S. Mendonca em comunicagio informal (veja também Machigashira [Msi]), a classe
das variedades Riemannianas com curvatura minimal radial > kg, contém estritamente a classe da variedades
Riemannianas com curvatura seccional > ky. Todavia niao encontramos em nenhum dos trabalhos estudados um
exemplo de variedade Riemanniana que possua curvatura minimal radial ndo negativa e curvatura seccional de
sinal varidvel. Afim de suprir esta falta, apresentarei a seguir um tal exemplo. A idéia da construgdo é simples:
consideramos R® como sendo o quociente [0, 00) x S%/({0} x S?) e dotamos este espago com métrica produdo
torcido, g, tipo paraboldide, ie.

(a.1) g= (1 +4z%)dz? +:z:zg$2 ,

. . . 2 L
para fazer com que as curvaturas radias sejam positivas, onde g° corresponde a uma métrica de curvatura com
sinal varidvel sobre a esfera S?, obtida facilmente por meio de um produto torcido conveniente. Passemos a
construgao:
1. Munindo a esfera com métrica de curvatura com sinal variavel.

Seja a curva diferencidvel ¢ : [~7/2,7/2] — R?, parametrizada pelo comprimento de arco e dada por:

a(t) = (cost,sent), se te[-n/2,—r/4]U [r/4.7/2]

. 3(t) = (8:(8)B(8)), se te[-n/4,-7/6lU[r/6.7/4]

a.2 == {C;{Tf), t}) = !
(a.2) c(t) = (ei(t), c2(2)) . (\/§+\/§

5~ — cost,sen t), se t € [~n/6,7/6]

onde 3(t) é a unizo de duas pequenas curvas diferencidveis (por exemplo. curvas cuja curvatura mude de sinal
uma tdnica vez) conectando a(—n/4) a y(—7%/6) e v(7/6) a a(x/4).

N3o é dificil notar que a superficie de revolucio gerada por esta esta curva-é difeomorfa a esfera S?. Temos
assim, uma parametriz¢ao local para esta esfera, dada por

X: (-%, %) x (0,2.7) — S% c R®
(t7 0) = (Cl(t) COSO, Cl(t) sen 05 2 (t))

{(a.3)

(esta parametrizagao cobre u esfera menos um meridiano e dois polos) as outras cartas sao simples de se obter.
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Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, nesta parametrizacao, obtemos:
BE(t,0) = (X, X¢) =1, F(t,0) = (X, Xg) =0,
(a.4) G(t,0) = (Xo, Xo) = a1 (t)?

Portanto, a métrica desta esfera ¢ da forma g5 = dt? + ¢ (t)? d6?. E facil ver que (S’Q,gsz) tem curvatura
Gaussiana de sinal variavel.

1. Munindo (R?,0) com métrica de curvatura K" > 0 mas curvatura seccional com sinal variavel.
Considerando uma carta local para R® dada por

Y : (0, 00) x (—"21, 7_2".) x (0,2.7) — R®

(z,t,8) — (xci(t) cos B, ze1(t) sen B, zco(t))
usando a carta acima, definimos agora, em R®, a seguinte métrica:
(2.6) g = (1+42%)dz? + x2g52 = (1 + 42%)dz? + 22dt? + 2%¢,(t)*dh?

Um referencial ortonormal local para (R?, g) é dado pelo sistema

(a.5)

1 O - 0 4 0
(a.7) er = (1+4z%) 1/25; ) e = 152 ) e3 = (zc (1)) 155 )
e o co-referencial associado € dado por

(a.8) w1 =V 1+4z2 dx , wy =z dt, w3 = zc; (t)dl
Usando as equagdes de estrutura

3 3
(Eq de estrut.) Wij = —Wj; , dw; = — ij Awij , d«(x)ij = - Zwiz /\wlj - Qij
=1 I=1

podemos determinar as formas w;;, a saber:

1 1 a(®)

2.9 Wi = ———y W3 = —————e3 , wog = w
(2.9) 12 g 2 13 Y pr 3 3 zei(d) 3
e as formas de curvatura {2;; tomam a forma
4 4 1 1 /'(t)
. VU ——— A f o — 5 = e ———
(a‘ 10) Ql? (1 +4x2)2w1 w2, Q13 (1 +4x2)2w1 Aws , 923 72 {(1 +4.’L‘2) + Cl(t) we N\ wg
Como ;5 = —%Z ki Rijriwr A wy, segue que as curvaturas radiais Rig12 € Ri313 s8o positivas e dadas por
4
11 R =R F R —
(a.11) 122 = Riws = oy
enquanto que
(a.12)
(1 1
5_67 1:1—m} > 0, se t e (”'7?/2,—7'('/4]\){71'/4,7&'/2)
1 1 a'(t) 1 [ L + Bil(t)} se t€[~m/4,~n/6] U [n/6,7/4
stzs——-;-g (1+4m2)+c1(t) = 22 |(1+422) * A1) |’ [=7/4 —n/6] U [7/6,7/4]
1 1 cost
”Zc—ﬁ{(1+4x2)+—‘/——3;‘—-\/§—cost} <0 = t€[-n/6,m/6]
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Apéndice 2.

Dado (X, d) um espago métrico completo (em particular, uma variedade Riemanniana completa), a funcao
distancia determina um mergulho isométrico, z ~ d{z,.), de X no espago C(X) das aplicacoes continuas em X.
Considere o espago quociente C’ de C(X), munido com a topologia da convergéncia uniforme sobre conjuntos
limitados em X, pelo subespago composto de todas as funges constantes. O espago X estd mergulhado em C’ e
podemos definir o seu fecho CI(X) e sua fronteira X = CI(X) \ X. Este conjunto,0.X, pode ser muito grande,
de modo que € usual considerar subconjuntos convenientes que possam dar mais informacdes sobre X.

Seja {a,} uma sequéncia de pontos tal que para algum ponto fixado 0 € X, d{0,a,) ~ o0, e o limite

(b.1) hiz) = nlixréc(d(o, an) — d(z,a,))

existe na topologia compacto-aberta (em verdade sempre existe uma subsequéncia que converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de X ). Entéo, definimos uma horofungdo como a classe de equivaléncia da funcdo
h(z) relativa a relacdo de equivaléncia hi(z) = hg(z), se hi(z) — he(z) = const, i.e., a projecao de h em C'.
Chamamos o espago de todas tais classes de espago das horofungées, e o denotamos por O(X). Este espaco define
uma fronteira ideal para X

Uma outra nogao interessante de fronteira ideal, estd em considerarmos um subconjunto particular de O(X), o
conjunto das fungdes de Busemann, B(X): dado «: [0,00) — X, um raio {(quer dizer, uma curva tal que qualquer
segmento seu é uma geodésica minimizante), a fun¢io de Busemann associada a v, F,, é definida como o limite

(b.2) Fy(z) = Jim (¢ - d(z,7(2))

e, o espago das funcées de Busemann, é o espago de todas tais funcdes, projetado em C'.

No caso de variedades de Hadamard (abertas, de curvatura seccional nao positiva e simplesmente conexas)
estas definigbes, M(co), O(X), B(X) sao equivalentes [BGS], contudo, para o caso de variedades com curvatura
nao negativa, estas defini¢des podem nos conduzir a espagos ndo mutuamente homeomorfos (veja, por exemplo o
artigo de V. Marenich [M]). Cabe entao perguntar, no caso de variedades com curvatura seccional > 0, se existem
relacdes entre a geometria da variedade e as propriedades de suas diferentes fronteiras ideais. Este é um problema
ainda ndo resolvido.
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CAPITULO 1

1.A. Introdugao

O principal objetivo deste capitulo é provarmos o seguinte resultado de nao unicidade das fronteiras ideais (ou
dos cones tangentes no infinito) de variedades Riemannianas de curvatura de Ricci nfo negativa,

1.A.1 Teorema. Existe uma métrica g, no espago Euclidiano 8-dimensional R®, tal que (R®, g) é uma variedade
com curvatura Ricci ndo negativa e com fronteiras ideais de diferentes dimensées. Para alguma sequéncia s; — o0
temos R8(c0){s;} = S°, enquanto para outra r,, — cc vale que R¥(00){r,} = {pt}.

A métrica g no Teorema 1.A.1 pode ser construida como sendo de classe C*, para qualquer & ou mesmo, como
sendo de classe C*°. Nossa construgéo segue basicamente a técnica desenvolvida em [{CC] (e que descreveremos na
secao §1.C.1). Como em [CC], nosso exemplo é do tipo produto torcido generalizado, onde a métrica deformada
depende de certas fungbes de torgdo, u e v. Para provar o nosso resultado, devemos determinar convenientemente
u e v de modo que: (1) a métrica possua curvatura de Ricci positiva (para isto, tais fungoes devem resolver o
sistema de equgdes (1.3.28)), e (2) para sequéncias divergentes {s;} e {rm} convenientemente escolhidas temos
RE(c0){s:} = 5% enquanto que R3(co){rm} = {pt}.

Recordemos aqui, a defini¢do de cone tangente e de fronteira ideal dada na introducio:

1.A.2. Definicdo. Seja (M™,z4,g) uma n-variedade Riemanniana pontuada e aberta, de curvatura Ricci ndo
negativa, Ric{M™) > 0. O Cone Tangente no Infinito de M™, To.(M™, g){r;}, sob uma sequéncia divergente de
nimeros reais, 7; — 00, € o limite, no sentido de Gromov-Hausdorff, da sequéncia de bolas fechadas unitérias
{(B(zo,1),77%g) }ien, munidas do tensor métrico r; %g, ou seja

(1.1.1) Too(M™, g){r:} = lim(Blzo, 1), 75 9)

se tal limite existe. Chamamos a fronteira de Too(M™,g) de uma Fronteira Ideal de M™, e a denotamos por
M™(o0) (ou, M™(o0){r;}, para indicar a dependéncia da sequéncia {r;}).

Um dos resultados que motivaram a elaboragdo do exemplo enunciado no Teorema 1.A.1 foi a construgao
de Perelman, de uma métrica para R* com fronteiras ideais diferentes (nfio isométricas). Por fins didéticos,
descrevemos esta em seguida:

1.A.3. Construcao do exemplo de Perelman [P].
Considere, em R*, uma métrica definida por
(1.1.2) g% =di® + A(t) dz? + B(t) dy? + C(t) d2?
onde t define a coordenada radial, z, y, z sdo “coordenadas esféricas” com
(1.1.3) X, T=[Y,T=[2,T] =0, X, Y=Z2 [Y,Z]=X, [Z,X]=Y

(Tomando A(t) = B(t) = C(t) = t/2 obtemos a métrica Euclidiana canénica) Um calculo direto nos mostra
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que
(ROCTIT,X) = =2 X PP, (e Tyry) = - Zvipin, ez zy = -z,
(R(X,Y)Z,T) = Z%z’é (—-;;;—(02 + 4% - B?) + %(A2 - B* = %) + Y IXY I ZIN T,
(R(X, Y)Y, X) = (- *}g +7 AQ;SQ & (A* + B* - 3C* 4 24%C? 42320"‘ - 242 B2)) | X |2V )%,
(1.14) (R(X,2)2,X) = (- ‘ig + ;2 o (4* +C* - 3B* +24%B? + 207 B? - 242C?)) || X ||| )%,
(RYY,2)Z,Y) = (- ";g + e ;2 oz (B*+C* - 34" + 2B% A% + 2C% A% - 2B2C?)) Y |1 2|3,

(R(X,TT.Y) = (R(Y,T)T,Z) =(R(Z,T)T,X) = (R(X,Y)Y,Z) =
(R(Y, 2)Z,X) = (R(Z,X)X,Y) = (R(T,X)X,Y) = (R(T, X)X, Z) =
(R(T, Y)Y, X) = (R(T,Y)Y, Z) = (R(T, 2)Z,X) = (R(T, Z)Z,Y) = 0

Em particular a matriz do tensor de Ricci, nestas coordenadas é diagonal.
Tomemos agora

(1L15)  A(®) = i%t(l +(t)sen(lnln®)), B(t) = I%tu + o) sen(lalnt) ™}, C() = %t(l + TS‘%)’

onde p(t) é uma funcio suave satisfazendo (t) = 0 para t € [0,T], @(t) > O parat > T, 0 < ¢'(t) < t72,
[ (t)] <t~2, onde T > 0 é um nimero suficientemente grande.

Um céleulo direto, mostra que Ric(T) > wirrs; enquanto que Ric(X), Ric(Y), Ric(Z) > &. Também é
claro que o cone assintético ndo é dnico. Para finalizar, resta apenas suavizar o vértice ¢ = 0, onde nosso espago
é isométrico a um cone sobre uma esfera com curvatura constante 25, de fato no interior da bola aberta B(0,t),
a métrica possui a forma

4
(1.1.6) 9 | oy = > + % (do® + dy? + d2?) .
Isto termina esta comstrugdo. [

1.A.4. Observacao. Nio apenas os cones tangentes no infinito, mas, mais geralmente, limites de Gromov-
Hausdorfl de variedades com a condigdo geométrica: curvatura de Ricci limitada inferiormente, podem admitir
vérios tipos de anomalias. No artigo de Cheeger e Colding, [CC §8] sdo elaborados vérios destes exemplos. Cito
em seguida alguns deles:

(a) Cones tangentes que nao sao cones métricos
Seja h uma fungéo positiva tal que
1
(117) [h - 'é( <6, [h,[7 Ih‘”I? ‘h/”‘ Sé

E possivel construir uma métrica g, com curvatura de Ricci positiva, em R, que, parar > 1, é da forma
(L.L7) g=dr® + (") + (rh(logT)) ks
Tais métricas possuem cones tangentes no infinito da forma
1
(1.1.8) dr? + Z(rhw)2gs4 .

Se, por exemplo, h é periédica, entdo ho, é algum transladado de h. Mas, a menos que h seja constante, nenhum
cone tangente é um cone métrico.
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(b) Dimens3o tender a infinito

Considere um espago dado pelo produto torcido, R x ¢ S2, onde S? tem métrica 952 e f é dada por

1 r
(1.1.9) flimoo,-11 = 5 fliey =1 € 7 <1
Seja {h;} uma sequéncia de fungdes, h; : (~37,j) — Ry, tais que
h’/
(1.1.10) lim hj; = lim h; =0, -1 >0, lim h; =0, uniformemente
P r—j h,] j—=00

edr? +h§ g™, define uma métrica suave de curvatura estritamente positiva em S™*1, onde {n;}; é uma sequéncia
divergindo para Infinito
Para j suficientemente grande, a métrica de produto torcido duplo

(1.1.11) g; = dr? + h2g5™ + 245,

em 8™t x 82, tem curvatura de Ricci positiva. Conforme j — oo, a sequéncia {{S™+1 x S%, g,)} converge, no
sentido de Gromov-Hausdorff pontuado para um espago suave, do tipo produto torcido, R x y S?. Apesar deste
espago conter linhas geodésicas, ele nao cinde isometricamente e, portanto, ndo pode ser considerado legitima-
mente um espago com curvatura Ricci ndo negativa, em qualquer sentido generalizado (pelo Teorema de cisao de
Toponogov )

(c) Geodésicas mutuamente tangentes, chifres

Sejam € > 0, h: [0,00) — R a fungéo definida por h(r) = r'*<. Entdo como —l}% < 0, vem que a métrica

1

(1.1.12) dr® + 4h?gs“

tem curvatura Ricei negativa, na diregdo radial. Escolhendo 0 < 7 < 1 e fixando um e suficientemente pequeno,
de modo que

(1.1.13) -3n(1—n) +4e(1+¢€) <0
observamos que a métrica produto torcido duplo em R®,
(1.1.14) dr? 4+ (xr ™2k + (rite) 2k,

tem curvatura de Ricci estritamente positiva para todo r > 0, desde que x seja suficientemente pequeno.
Usando um processo de colagem descrito no exemplo 8.41 de [CC], podemos deformar a métrica de modo a
obtermos uma métrica suave em R®, e tomando o limite x — 0 obtemos a métrica limite

(1.1.15) g¥ =dr? + (r1t)2gs"

chamada de métrica chifruda. O espago 5-dimensional resultante, (Y,gY) tem por cone tangente na origem um
raio. Assim, as geodésicas emanando da origem sao todas mutuamente tangentes.
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Ao leitor interessado remeto a leitura da segdo 8 de [CC], onde ainda sdo descritos outros fenémenos, como
espacos limites topologicamente singulares, pontos com cones tangentes de diferentes dimensées, etc.

A nossa construgao € baseada nos métodos desenvolvidos no artigo de J. Cheeger e T. H. Colding [CC] (neste
artigo, é estudada de forma bastante abrangente a estrutura dos espagos métricos que sao limites, no sentido
de Gromov-Hausdorff, de sequéncias de variedades Riemannianas pontuadas, (M;,p;), conexas, completas, cujas
curvaturas de Ricci estdo limitadas inferiormente por Ricpr, > —(n — 1) ; essencialmente, estaremos interessados
nos métodos descritos na secdo §8 de [CC]), onde se dao exemplos de cones tangentes no infinito metricamente
ndo equivalentes, mas mantendo suas dimensdes fixadas.

1.B Construgao do Exemplo

Antes de comecarmos a construgado do exemplo, se nds perguntarmos: existe alguma variedade aberta M™
possuindo fronteiras ideais de diferentes dimenstes? O primeiro fato interessante a se notar é que, em tal exemplo,
nenhuma fronteira ideal poderia ter a dimens&o méxima n — 1. Por exemplo, no nosso caso, se temos n = 8 e
uma variedade M?® com fronteiras ideais de diferentes dimensdes, entdo nenhuma destas dimensdes pode igual a
7.

Com efeito, para qualquer sequéncia divergente de ntmeros reais {r;} com r; — oo, dois fendémenos podem
acontecer: (1) a sequéncia (M™,zo,7; 29) colapsa, quer dizer, o limite do volume da bola unitaria tende a zero,
limy; oo Vol(B (zo,1), 77 2 g) =0, 0u (2) a sequéncia € nao colapsante, ou seja, existe uma constante positiva v,
tal que Vol(B(xo,1),7; 29) > v para todo 7. No caso colapsante, (1), temos o seguinte resultado de [CC-Teorema
5.2], que nos mostra que dim T (M™,g){r;} < n — 1 e, em particular, dim M™(c0) < n — 2:

1.B.1. Teorema {(Cheeger-Colding). Se (Y™, y) é o limite de Gromov-Hausdorff de uma sequéncia pontuada
{(MP,m;)}, com lim;_.oc Vol(B{gi, 1),7"{29) =0, entdodim¥Y™ <n— 1.

E, para o caso (2) temos o seguinte

Teorema 1.B.2 (Marenich). Seja (M™,g) Uma variedade Riemanniana aberta de curvatura Ricci nao negativa.
Se para alguma sequéncia r; — o0, vale dim T (M™, g){r;} = n, entio para qualquer outra sequéncia r; — o,
também vale que dim Too (M™, g){r1} = n.

Afim de provar este fato, precisamos do seguinte resultado (adaptado para os nossos fins) de [CC, teorema 5.9]

Lema 1.B.3. (Cheeger-Colding). Se (Y,y) é o limite de Gromov-Hausdorff de uma sequéncia pontuada
{(M?P,p;)} de variedades Riemannianas n-dimensionais satisfazendo

(1.2.1) Ricy» 20 e Vol(B(p;, 1)) > v >0,

entdo dimY = n. Mais ainda, para todo R > 0 e g; %25 2,
(1.2.2) lim Vol(B(g;, R)) = H"(B(z, R))

onde H™ é a medida de HausdorfT n-dimensional.

Demonstragio do Teorema 1.B.2. Por defini¢io, Too{M, g){r;} é limite de Gromov-Hausdorff das bolas unitérias
com métrica reescalada, {(B(xo,l),rggg)}. Por outro lado, pelo Teorema de Comparagao dos Volumes, de
Bishop-Gromov [GLP], sabe-se que a funcao

VOZ(B(:EOa T)) g)

rn

(1.2.3)
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é mondtona decrescente em 7.
Como estamos assumindo que para alguma sequéncia r; — 00

(1.2.4) (B(o,1),7529) — Too(M, g){r5})

pelo Lema 1.B.3

Vol(B(zo,73), 9)

n
T3

(1.2.5) = Vol(B(zo,1),r7%g) = H*(Too(M,g){r;}) =2 >0, sej— oo

Entao, se Too(M, g){r1} é 0 cone tangente cone no infinito sob outra sequéncia 7; — oo, pela monotonicidade
do Teorema de Comparagio de Bishop-Gromov segue que

— Vol(B
(1.2.6) Vol(B(zg,71), rf2g) =22 ( (f,?’n)’g) — ¢, conformel — oo
1
e portanto
(1.2.7) H* (T (M, g)) =a>0

ou seja, todos os cones no infinito possuem mesmo volume, e a mesma dimensdo n. Isto encerra a prova do

Teorema 1.B.2. O

Os Teoremas 1.B.1, 1.B.2 e 1.B.3 acima, implicam que se (M™, g) é uma variedade Riemanniana aberta com
curvatura Ricci ndo negativa, entdo seus cones tangentes no infinito satisfazem dim T (M™) < n {(ou, suas
fronteiras ideais satisfazem dim M™{co) < n — 1) e, no caso de dim M™(oco){r;} < n — 1, para alguma sequéncia
7, — 00, entao para qualquer outra sequéncia, {s;}, tendendo a infinito também valera dim M™(oo){s;} <n—1.

1.C. Warp-products ou produtos torcidos generalizados.

Todas as variedades consideradas a seguir, s&o generaliza¢des de uma classe de variedades conhecida por warp-
product, ou produto torcido (que, por sua vez, generaliza o conceito de variedade produto), mas o nosso caso
difere da defini¢ao cléssica de produto torcido pois néo temos decomposicao da variedade como um produto, mas
sim do fibrado tangente, como uma soma, e € a partir desta decomposicao que deformamos a métrica da variedade.
Recordamos aqui a descrigio desta construgdo, extraida de [CC], assim como as férmulas para a curvatura de
Ricci para produtos torcidos generalizados, veja (1.3.24) e (1.3.27) adiante (em particular, quando temos um
produto torcido no sentido cldssico, estas férmulas se aplicam, posto que o fibrado tangente de uma variedade
produto possui decomposicao natural em soma de Whitney de fibrados).! A curvatura de Ricci de um produto
torcido depende de certas fungoes, chamadas de fungdes de tor¢do (warping functions), e construiremos nosso
exemplo verificando que para uma particular escolha destas funcgOes, as afirmagbes do nosso teorema principal
deste capitulo, Teorema 1.A.1, sdo verdadeiras.

luma descrigdo muito boa de produtos torcidos pode ser encontrada no livro de O’Neil JO’N], e para produto torcido duplo, veja
por exemplo [A]
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1.C.1 A construgao de Cheeger e Colding.

Sejam I C R um intervalo e Z uma variedade. Considere uma familia de métricas Riemannianas, g(r) em Z,
parametrizadas por € I. Assuma que para cada p € Z, as métricas gZ(r)|Z, podem ser, todas, simultaneamente
diagonalizadas com respeito a uma alguma métrica fixada no espago tangente, Z,. Assim, podemos encontrar
um referencial local ortonormal, {§:}, em uma vizinhanca de p, tal que para certas fun¢des positivas, u;(r), os
campos vetoriais, {y;}, definidos por y; := % sdo ortonormais para gz{r).

Considere a métrica

(1.3.1) g =dr? +g%(r)

em I x Z. No sentido de simplificar a discussio, procuraremos uma condicio suficiente para que o vetor, n = ;,f;
seja um autovetor para a aplicacio linear associada ao tensor de Ricci de g, ou seja, se {e;} é um referen-
cial ortonormal local, v, w campos vetoriais quaisquer, definidos em mesmo dominio que e;, podemos escrever
ric(v,w) = {3, R(v,e;)e;, w) = {r(v),w), assim, o que estamos querendo é encontrar uma condigao suficiente
para que r(;%) =L

Considerando os campos vetoriais, y;, como estando definidos em I x Z, entdo seus colchetes de Lie devem
satisfazer

Gy Yy L 1w _ %

(1.3.2) [, 4] = [, ui] = uz_[n, ] + n( z)yz = o
ou seja

y
(1.3.3) ] = ——y;

U
e
(1.3.4) (lgarys],m) =0

Se A, B, C sao campos vetoriais cujos produtos internos com relagao & métrica, g = (.,.), sio constantes, a
férmula de Koszul (0.1.19) toma a seguinte forma,

(133) (VaB,C) = 3{([4,B},C) = (1A,C], B) - (1B.C], 4)} ,

Usando (1.3.3) e (1.3.4) em (1.3.5), nés obtemos {(V,¥i,y;} = 0 e (V,3:,n) = 0, consequentemente
(1.3.6) Voy;i =0, paratodoi
(quer dizer, o referencial {y;} é paralelo ao longo da geodésica determinada por n) Logo, temos

(1.3.7) (VaVyi, 45) = n{Vy4,y5),

(138) (Vy,»vnyi, yy) = 07

Y
(139) <V{n,yi]yi7yj> = “;(vyiyi’ yj>~
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€ dai: <R(n7 y’l)yh y3> = n<vy&yi, y.’]) + %ﬁ‘(vyiyi? y])
Portanto, se {V,, 4, y;) = 0, segue que

e em particular, que 7 € um auto-vetor de 7.
Suponha, agora, que a métrica gZ(r) é da forma

(1.3.11) g2 (r) = ulky + ... +ulky
onde o fibrado tangente T'Z admite a seguinte decomposigao
(1.3.12) TZ=FE&...0F

tal que, gZ(r)IEi = u2(r)k;, e k; anula E; para i # j.

Assumamos ainda que, para a métrica k; +. . .+kq, sempre que uma geodésica, -y satisfaz v/ (0) € E; (para algum
i) entao v/ (t) € E; para todo t. Equivalentemente, para todo i, a parte simétrica da segunda forma fundamental
de E; se anula. Segue entdo de (1.3.5) que para r fixo, 0 mesmo vale para a métrica u2(r)k; + ... + u3(r)kq.
Assim, é claro que a condigdo (Vy,¥:,y;) = 0 é vélida. Logo, neste caso, (1.3.10) também vale.

Em particular, se E;, E» denotam os subfibrados vertical e horizontal para a submersio Riemanniana X' —
ZHm I, W™ com fibras totalmente geodésicas, entdo (1.3.10) vale.

Como os campos ¥;, sdo campos de Jacobi sobre a geodésica ¢ definida por ¢ = 73%:
g;’ + R(giv n)n = ann(uiyi) + u’iR(yi:n)n =
(1.3.13) =Y + u(Vy, Vo = Vo Vyn = Vi, n) =

=0

por (1.3.3) e (1.3.6). Levando em conta que (¥;,y;) = §;5, Vou; =0 e §; = w;y; fica claro que V,.§; = ¥} = ujy;,
e portanto V,,V,@ = u'y;, implicando que

7 '

- 1, U, U,
(R(%:,m)n, Yi) = ‘“a‘;@;',yi) = ""&;‘(yiayi) = ‘Tzi‘

(1.3.14) {(R(gi,m)n,4:) = ul

Agora, podemos facilmente calcular a curvatura de Ricci na dire¢do “radial”, n:

n—-1 n—1 7
(1.3.15) Ric(n) = 3 (R{ys, mn, vi) = 3~
=1 =1 *

Agora, para 7o fixo, como (Z, g% (rp)) estd isometricamente imerso em (I x Z,dr? + g#(r)) usando a equacio
de Gauss, que relaciona os tensores de curvatura destes dois espacos:

(1.3.16) (R(X, Y)W, T) = (R(X,Y)W,T) + (II(Y,T), [I(X, W)) — (II(X, T), II(Y,W))

onde R, R sio, respectivamente, os tensores de curvatura de (Z, g?(rg)) e (I x Z, dr?+g¢?(r)), II denota a segunda
forma fundamental da imerséo e X, Y, W, T, sho campos quaisquer em C®(TZ) C €®(T(I x Z)). Desta forma,
podemos relacionar os tensores de Riccide Z e I X Z:
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rie(V, X) = 3 (Rly, V)X, i) + (B(n, V) X, m) =

T

(1.3.17) = D_(By V)X, we) + (Rln, V)X, )+ 3 (T (V, ), T (3, X0) = (T (3,96, T1(V, X)) =

= rie(V, X) + (R(n, V) X,n) + > _((I1(V,00), [ (s, X)) = (I (e, 0), TL(V, X))

de (1.3.4)-(1.3.6), vemos que a segunda forma da hiperficie (Z, g% (ro)), é dada por

(1.3.18) Hyay) =4 w77
0,sei#j

além disso, se ¢ # j, usando férmula (4) calculamos (V,,y;,7) = 0 o que nos leva facilmente a

(ﬁ(n7 yi)yj7 n’) = (anyayj - vyiVnyj - v{n,yi]yja 7’l) =

7
(1.3.19) =V, 45, 7) — (Vy, 4, Van) + %_’(vyiijn>
=0
ou ainda
I./
— ——n, sei=

(1.3.20) (B(n, y:)yj, ) = !

0, sei#j

logo, escrevendo V =3 u;3; € X = 3 z;¥; e considerando os resultados (1.3.17), (1.3.18) e (1.3.20), obtemos:
(1.3.21)

ric(V, X) = ric(V, X) + > _(Rin,y)yj mywias + Y ((TL(y5,95) T (g yie) yosza — (L1(%ir93), T1 (95, 90) vsi)
i 1,5,k
=rie(V, X) + Y _(R(n, w)ys, myvszi + D ((TL(ys, v6), T (o 06)yoszs — 3 (TL(y5,95), TT (s, ) vt
3 z 7

=ric(V, X) + > (R, yi)ys, myvizs — (L1 (y5y5), T1 (s, v:))vsz)
: iy

! u’.u;-
=ric(V, X) — ~ e K72
AEIRD M o Bt b

i

Assim, se {y}} denota a base dual a {y;}, entdo, em r =r¢ o tensor de Ricci (forma bilinear) tem a forma:

%

— w ol U; .
(1.3.22’) Ticlr=r, = TU(Z,9%(ro)) — Z _{L + di Z s Yy Oy
L Ui U
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e a curvatura de Ricci (forma quadrética):

—_— . ul? o .
(1.322) chlr:ro = RZC(Z,gZ('ro)) - Z z:_ -7;1 Z :;l' (yz' )2
i t tagg 7

. s o » ~ . - .
Particularmente, se X Ley M 55 W™l é uma submersao Riemanniana com fibras totalmente geodésicas,
X!, a métrica, gM(r), é dada por

(1.3.23) g (r) = i (M)ks + w3 (r)k,
tal que, se Ey, Fy sBo, respectivamente, os subfibrados vertical e horizontal para a submersio acima, entdo

gM(r)| 5, = ui(r)ks, e ki anula Ej, para @ # j. Mais ainda, sempre que uma geodésica, 7, satisfizer 7/(0) € E;,
para algum i = 1, 2, entdo v/(t) € E; para t. Neste caso, a curvatura de Ricci satisfaz

' ‘X

u u
: =] _(np -] 2
Rie(g) =1k — (n— 1) 2
| : e w/ A% LA U
(1.3.24) { Bl oy xasgn ) =RiCM.9% () — (Z{Hl'l) ({Z -0 23’ By
ke Aol
2 1o n
u,2’ u‘él Uy Ug * *
- = -I-1{= l—-= : :
(% +0-r-n (%) +8%) 3 oy
\ i=l+1
onde, y;, 1 = 1,... ,I sdo campos vetoriais locais verticais , ortonormais com relagao a g™ (r), e y;, j =I+1,... ,n

sao campos vetoriais horizontais, ortonormais.

Desta forma, para se obter uma métrica com Ric > 0, o ponto essencial est4 em escolher funcdes, u;, tais que
as expressoes em (1.3.15) e (1.3.22), ou (1.3.24) sejam positivas.

Passamos agora & demonstragao do principal resultado deste capitulo.

1.C.2. Construcgao do Exemplo, ou, Demonstracao do Teorema 1.A.1

A estrutura desta construczo, é baseada em quatro etapas:

1. considerando o espago R® como a unifio de um disco, D, centrado na origem e seu complementar , N,
primeiramente muniremos N com uma métrica suave (ndo completa) de curvatura Ricel ndo negativa.

2. em seguida, estendemos - de classe C* - a métrica obtida em (1.) ao disco, menos a origem, onde a métrica
é singular, entio obtendo uma métrica de curvatura Ricci ndio negativa em R® — {0}.

3. mostramos aqui que é possivel “dessingularizar” a métrica obtida, na origem, levando-nos a uma métrica
C* para R® de curvatura Ricci ndo negativa.

Como consequéncia destes trés passos construimos uma familia de métricas suaves dependendo de certos
parametros R, a € (0,1), Ra, Ra(k) € ¢g, €1. Mostramos que para todo R suficientemente grande (dependendo
de todos os outros paramentros) e cg, ¢; suficientemente pequenos, nossa métrica g em R® tem curvatura Ricei
ndo negativa.

4. Finalmente, mostramos que esta métrica tem fronteiras ideais diferentes dimensdes.

Passo 1.
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1.1. Consideremos R® como o quociente [0,00) x S7/{0} x S7. Para algum R > 0 a ser convenientemente
determinado, decomponhamos R® como a unido do disco D = [0, R] x S7/{0} x §7 de raio R e o espaco
N = [R, o) x S7. Sua fronteira comum D NN = {R} x S7 serd denotada por S”(R). Muniremos estes espagos
com msétrica do tipo produto duplo torcido a ser determinada em seguida , de modo que DD e N possam ser colados
de forma C*.

A métrica que iremos considerar no espaco N é
(1.3.25) g=drt+g°% (r),

onde g% (r) é do tlpo produto duplo torcido, obtlda da fibracéo de Hopf §% — S7 -5 §%. Se 8, §7, §* carregam
métricas g , g s 4 g , respectivamente, onde g é a métrica candnica de curvatura = 1 na esfera S™, entao
7 é uma submersdo Riemanniana com fibras totalmente geodésicas . Pela discussdo anterior, podemos a.phcar o
método descrito na segio §8 de [CCJ. Pondo

(1.3.26) ¢% (1) =F(r)2g1 + B(r)2gs

onde go = 7r"‘(%~:gs‘l ), entdo, a curvatura de Ricci de (N,7), satisfaz um sistema de equagdes do tipo (1.3.24),

e portanto N terd curvatura de Ricci positiva se, e s6 se, as fungBes f, k. satisfazem ao seguinte conjunto de
desigualdades:

(piiey— ol 4B
Ric(¢) = 37 45>0
2 7 . T. TR
(1.3.27) A A I
W._3 Rk _ohy fh
Ric(—) = = = = = 3(3) = 3= >0
riclg, ) = ricls, =) = m(—}f Z)=0

onde £ é o campo vetorial unitrio tangente a [R, 00}, V é um campo vetorial unitario (com relagio a g;) vertical
qualquer, e W é qualquer campo vetorial unitario (com relagio a go) horizontal, na decomposicao do fibrado
tangente TN =RE{EB Ey & Eo.

Escrevendo f = coru(r) e k= ¢rv(r), para certas constantes cp, ¢; a serem convenientemente escolhidas, o
sistema (1.3.27), em termos de u, v assume a forma:

2 2 7
Ric(§) = - P (%f— +u"> +2 (-v— +v">] >0
ul\ r v\ 7
v 2 6 u’ 10 W\? M (1
(1.3.28) ch(f) oy R - (u> - (u + T) >0
w 3 6 o 1Y o\ 3w [ 1
() = e — o Y LA Y CAR T (.
\Rw(h) ciri? 2 v v (v) u (v+r)>0
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Seja a € (0, 1). Fazendo u=1/In7 + (sin(ln(In7)))? e v = r~*, e pondo z = In(Inr) vemos que

u 1 ( 1 . )
— = —— 4sin2r | ,
u rulnr Inr
1 1 1
(1.3.29) Lo 5 —sin 2z + — 1+—g~-sin2m+2cos2x ,
U reylnr Inr Inr
v a . v ala+1)
v T v T2

A seguir, calculamos as curvaturas de Ricei em termos de u e v.

1.2. Substituindo as igualdades (1.3.29) no sistema (1.3.28), concluimos que

{ 3 [ﬁsmgw+i@]+4a(1~a)}

ulny nr

(1.3.30) Rie(€) = —

”
onde z{r) =1—1/In7 +sin2z — 2cos 2z € (-3, 4), se » > e. Para r > R, suficientemente grande, nés temos

3

] sin 22 [ _ I sin 2z _ 3
Inr

(1.3.31) E | < %a(l——a)

ulnr 1+Inr{sinz

donde Ric(£) > 0.
1.3. Novamente, de (1.3.29) e (1.3.28) nés deduzimos, para Rz'c(-‘?/—):

.V 1 2
(13.3) Rie(Z) = % | o = 6-+ 4o+ o(0)
onde
(1.3.33) o(r) = — . (9 —4c)sin 2z + L (0440 + 2 —sindz+2cos2z ) +— L sin2 i
o ~ ulnr St Inr T s * cossx ulnr lnr S LT

e portanto, |¢(r)| < 21, para qualquer a € (0, 1), 7 > e. Consequentemente, como 1/u € (1/2, oo), para qualquer
¢o € (0, 1/8] escolhido, implica Ric( %) > 0.

1.4. Finalmente,

W, 1 [3re s 3(1-a)( 1 , .

Fixando R > max{e, R,} e, para todo r > R, fixando ¢? € (0, R®/3) nés obtemos que Rz‘c("-Z—) > 0.

Logo, para o R acima determinado, observamos que (N = [R, oo) X §7, §) tem curvatura de Ricci positiva.
As constantes R, ¢y podem ser escolhidas de modo que, para uma pequena vizinhanca aberta de N, digamos V,
nés terremos Ric ]V> eR™?, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Passo 2.
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2.1. Muniremos agora o disco D = [0, R] x §7/{0} x S7, com uma certa métrica
(1.3.35) g =dr? + fo(r)?g1 + ho(r)?ge

e em seguida, colaremos (N,g) a (D,§) ao longo de sua fronteira comum S7(R), de modo que a variedade
resultante

(1.3.36) (N L_l D =R&, go={§,ser§R,e§ser>R})
ON~BD

seja uma variedade Riemanniana com métrica C¥, go, fora da origem, {0}. As funcdes de torcio fy, hg sio dadas
por fo(r) = coruo(r), ho(r) = c1rvo(r), onde

kLu® , o) ,
(1.3.37) uo(r) = ;R) (r—R) e wolr)= Z Q(R) (r — R)’

=0 : =0

e como R > max{e, R,} estd fixado arbitrariamente, sem perda de generalidade podemos assumir que In R =
expn.7, para algum n € N, fixado suficientemente grande. Sob estas hipdteses, as expressdes para as constantes
u(R), ¥'(R),- .., u*)(R) tornam-se consideravelmente simplificadas:

—1)* a
023) ) = i ) = = e R = g (o4 e )

Desta maneira, fo ¢ hg podem ser escritas como

1 1 1 x
fO(T)z%T{m+m(R—T)+~--+m(01+1 R +m—%FT>(R~r)kJ

(1.3.39)
ho(r) = a1 [

SrraR=7) .+ mealat 1) (a+k—1)(R—r)’°J

Re R1+a kt Rk+a

e,por construcio, resulta que os k-jatos de § e § coincidem ao longo da fronteira comum S7(R). Disto, segue que
Ric; = Ricg em todos os pontos da esfera S7(R).

Observe que se considerarmos uma combinacdo convexa C°°, conveniente (veja, por exemplo, o passo 3, abaixo)
das métricas § e § em uma vizinhanca da esfera S7(R), é possivel mostrar que a nova métrica obtida é de classe
C™ em R®\ {0}, e também tem curvatura de Ricci positiva.

2.2. Substituindo (1.3.39) no sistema (1.3.28), apés alguns calculos e estimativas vemos que Ricz > Oem (0, R] x
S™ e Ricz(z) — o0, se x — 0. De fato, para r € (0, R] ndo é muito complicado mostrar

(1.3.40) Ric(§) > % [%-C(a,k) Rll B (bl+ bR -+@'%7::)]

onde C(a,k) é uma constante positiva dependendo apenas de @, k, € os b; sdo constantes dependendo somente
de k. Assim, existe R, (k) > 0 tal que, para R > R, (k) implica Ric(g) > 0.

Para as outras componentes da curvatura de Rieci, Ric( -}%) e Ric(%) é facil estimar que para R suficientemente
grande e ¢g, ¢ suficientemente pequenos, Ric{ -}%), Ric( %) > 0, e quando r — 0, sdo da ordem O(%).
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Passo 3.
No sentido de resolver a singularidade conica na origem, nés deformamos § como segue:
Seja ¢ : R — R uma funcdo diferencidvel definida por

0, se r<0
(1.3.41) o(r) ! se O<r<l1
0. T)= b
1+exp(z - 7=
1, se r>21

agora fazemos, para 0 <r < R
(1.3.42) g=dr®+ f(r)'g + h(r)’gs

onde f(r) = 7[(1— ¢(r)) + ¢(r)couo(r)], A(r) = r[(1 — ¢(r))l2 + ¢(r)c1vo(r)], e L, l> sho constantes. Para
1, > 0, lo > 0 pequenos o suficiente (I; < %, L < ~V1—,§) e controlando os tamanhos das constantes ¢g, ¢, apds
alguns célculos laboriosos mas diretos podemos ver que o espaco (R®, g), onde & métrica g no disco, D: r < R,
¢ dada por g = g e, no dominio exterior, R®\ D, g =3, é uma variedade Riemanniana aberta com curvatura de
Ricci positiva em R® \ {0} e Ric — 0 exponencialmente, conforme r — 0.
Passo 4.

Finalmente, verificamos que

(1.3.43) (R%,g = dr® + f(r)’g1 + h(r)’g2) ,

onde f(r) = f(r), h(r) = h(r), se 0 < r < Re f(r) = F(r), h(r) = R(r), se r > R, tem fronteiras ideais de
diferentes dimensdes. Com efeito, considerando as sequéncias 7, = exp(expmn) e 5; = exp(exp(5 +I7)), notamos
que

f (Tm) — Co h(rm) —C

= -0 ,e =CiT
T In7m ’ T "

implicando que a fronteira ideal de R® sob esta sequéncia R®(00){r»} é um ponto pois, quando r,, torna-se
arbitrariamente grande, a esfera torcida

(1.3.44) (7, rn2gS. =172 (f(rm)?.g1 + h(rm)?g2))

val se tornando arbitrariamente pequena, de modo que, no limite ela colapsa em um ponto. Por outro lado,
considerando a outra sequéncia, nés obtemos

fls)) 1
Py = Cp lnsl+1 —Cy , e

Quer dizer, sob esta sequéncia, a esfera (S7, sl"zgf:) com nossa métrica de tipo produto torcido colapsa ao longo
das dire¢des normais as fibras da fibragio de Hopf, ie., a esfera 87 colapsa sobre a fibra S3. Portanto, na
distancia de Gromov-Hausdorff (S7,sfzgf:) tende a esfera S3(cg) de raio ¢, ou equivalentemente, a fronteira,
ideal R®(cc){s;} é igual a S%(c). O

(1.3.44)

— 0, conforme m — oo

(1.3.45)

=185, * — 0, conforme | — oo.

h(sl)
51

1.C.3. Observagio. Conforme ji mencionamos na Introducio desta tese, variedades com curvatura seccional
ndo negativa possuem unico cone tangente no infinito, por outro lado, se impomos apenas que a curvatura Ricci
é nao negativa, ji nio temos mais unicidade e vdrios outros fenémenos podem ocorrer. Nos préximos capitulos
consideraremos uma nogéo de curvatura que nao é tao forte (restritiva) como a nogdo de curvatura seccional,
mas também ndo é tao fraca como a nocio de curvatura Ricci, a saber variedades com curvatura minimal radial
assintoticamente nao negativa, e procuraremos estudar as relagoes de uma tal variedade com sua(s) fronteira(s)
ideal(is) (mostrando que para estas classes de variedades ja temos rigidez das fronteiras ideais).
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CAPITULO 2

2.A. Principais resultados deste capitulo

Nosso principal objetivo, neste capitulo, é apresentar um Teorema de Comparacio de Toponogov aplicado
as variedades com curvatura minimal radial assintoticamente ndo negativa, quer dizer, variedades pontuadas
(M™,0,9) cuja curvatura minimal radial em cada ponto p, K™"(p) > —k(dp(o,p)), onde k é uma fungdo
monétona ndo negativa com decaimento quadrdtico. Tais variedades serdo denotadas por (M7,0,4,k). Com-
pararemos variedades do tipo (M™,0,g,k) com superficies rotacionalmente simétricas M2, = (R?,0,ds’® =
dt* + Ji(t)2d¢?) (onde (t,¢) sdo coordenadas polares em R?, e Ji é a solugdo da equagdo: Ji' — kJy = 0).
Em particular, surgem niimeros importantes (os quais podem ser vistos como invariantes geométricos globais da
variedade e que podem trazer informagbes acerca de sua geometria no infinito) definidos por bg{k) := f0°° tk(t) dt
e bi(k) = f;° u(t) dt, onde u é solugdo da equagdo de Ricatti: u' = u? — k. Também apresentaremos algumas
propriedades acerca de tridngulos, que serdo de interesse para os préximos capitulos. Optamos por reservar este
capitulo unicamente ao estudo do Teorema de Toponogov, devido 4 sua fundamental importancia (nao s6 para as
aplicagdes que serao feitas nesta Tese, mas de maneira muito mais ampla, para o desenvolvimento da Geometria
Global das variedades). Precisamente, nossos principais resultados neste capitulo sao:

2.A.1. Teorema de Comparacao de Toponogov Generalizado, ou TCTG.
Seja (M™, 0, g, k) uma variedade com curvatura minimal radial assintoticamente nao negativa. Sob as hipéteses:

(H1) A(o,p1,p2) € um tridngulo geodésico (generalizado) em uma variedade Riemanniana (M™,0,g): os lados
71 € y2 880 geodésicas minimizantes e o basta ser uma geodésica;

(H2) em cada ponto p € M™ as curvaturas minimais radiais sao limitadas inferiormente por —k{dps{0,p)) < 0;
(H3) o polo & de M2, serd um dos vértices do triangulo de comparagio 2\(5,P,, D)
entdo valem as seguintes conclusoes:

(a) se l; = 1; para todos os lados, entdo Zp; > £py e Lpy = Py . E se Lpy = /[P, entdo existe wna parte
de superficie totalmente geodésica em M™, delimitada pelos lados do tridngulo, e de curvatura —k(t) nos pontos
distando t de o

(b) selp = Zo, I = Zl, e dpy < £P,y, entao ly < 32
(c) dada uma dobradiga (hinge) (y1,7v2,0) em M™, onde § = £{;(0),¥(0)), entdo existe uma dobradiga em
M?2,, (F1,%2,9) com L(v;) = L(%;) = ;, i = 1,2 e tal que
du(m(l),r2(l2)) < d-x(F: (L), Fo(l2))

No caso de valer a igualdade, na desigualdade acima, entdo existe uma parte de superficie totalmente geodésica,

S, limitada por 71, 2 € uma geodésica minimal ligando v1(11) a y2(l2)) tal que em cada ponto p € S a curvatura
vale —k(dr(0,p))-

2.A.2. Teorema. Sob as mesmas hipSteses do teorema anterior (TCTG), e assumindo que a geodésica que
conecta py a pa, 7o : [0,] — M™ é minimizante, entao valem as seguintes propriedades

(2) drr(0,70(t)) 2 d-x(0,7%0(¢)) para todo t € [0,1] (onde I = dur(p1,p2))-

(b) (Convexidade de Alexandrov) Seja 0, o angulo em & do tridngulo de comparagio A\(0,%,Y,) em M2,
correspondendo a Ao, 01(s), 02(t)) em M™. Entdo 8,; é uma fungdo monétona nio crescente em s, t.

Como coroldrios, temos uma estimativa para desigualdades triangulares, que se mostrard muito atil nos
capitulos 3 e 4
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2.A.3. Proposi¢io (desigualdades triangulares). Sgjam a, ¢ € (0,1) e seja Af{o,p1,p2) wm tridngulo
geodésico generalizado em uma variedade Riemanniana com curvatura minimal radial assintoticamente niao neg-
ativa (M™,0,g,k). Suponha ainda que l; < {1 — ¢)ls e que py é o ponto base, o, de (M™,0). Entao, verificam-se
as seguintes estimativas:

(a) cos(Lpg) > V1—a282%e? = [h<lhb—-l;y1—a?
(b) cos(Lpa) = —vV1—a? = Iy <lg+1;4/1— a?[262

(c) se £py éagudo = |sen(£po)| > B%?|sen(£Lpy)l.

2.B. Porque estudar variedades que sfo (radialmente) assintoticamente nao negativas?

Em vérios trabalhos independentes, notou-se que resultados que valiam para variedades abertas com curvatura
seccional ndo negativa mostraram-se validos para variedades com curvatura seccional ndo negativa fora de um
subconjunto compacto (veja por exemplo [GW3], [L], [Ko]); a extensdo natural seria perguntar se aqueles mesmos
resultados e outros também valeriam para variedades com curvatura nao negativa no infinito (e como definir esta
nocao). No caso em que as curvaturas possuem um decaimento mais rapido que quadratico, uma maneira possivel
de se abordar este problema, pode ser encontrada no artigo “Lower curvature bounds, Toponogov’s Theorem,
and bounded topology” de U. Abresch [Ab], onde sdo estudadas variedades com curvatura assintoticamente nao
negativa, as quais generalizam de uma forma bastante interessante a nocdo de variedade aberta com curvatura
seccional ndo negativa no infinito; é feito também um Teorema Generalizado de Toponogov, para esta classe de
variedades. A partir dai véarios resultados, acerca das fronteiras ideais de tais variedades foram obtidos (veja,
por exemplo, artigos de A. Kasue [Kal]). Por outro lado, uma leitura atenta dos resultados de Abresch e Kasue
nos mostra que a condiggo sobre o decrescimento da curvatura seccional pode ser, sem perda de generalidade,
reduzido a uma condigdo sobre o decrescimento de sua curvatura minimal radial, pois uma substancial parte
das informacdes que se pode obter acerca da geometria de uma variedade com ponto base (M™,p), é dado pelo
conhecimento de como se “espalham” as geodésicas, a partir de p (ou seja o que interessa é o comportamento
dos campos de Jacobi radiais). Por exemplo, o Teorema de Bonnet-Myers e o Teorema de Comparacao de
Bishop-Gromov valem para variedades com curvatura minimal radial limitada inferiormente e os Teoremas de
Comparagao de Rauch e Berger admitem as seguintes versoes:

2.B.1. Teorema de Comparagdo de Rauch. Sejam (M™,p), (MJ™™,pg) variedades Riemannianas pontuadas.
Sejam g : [0,1] — MJtT™, v : [0,1] — M™ geodésicas radiais (7(0) = p e 70(0) = pg) e ponha ¥ = Ty, v = T.
Assuma que para cada t € [0,1] as curvaturas radiais KJ2*(70(t)) > K;**(7(t)) e assuma também que para
nenhum t € [0,1] tem-se 7o(t) conjugado a ~4(0) ao longo de 7.

Sejam V', Vi campos de Jacobi ao longo de 7y e g respectivamente, tais que V' (0), V5(0) séo tangentes ao longo
de Y, Yo €

(2.2.1) VO =1V,  (V'(0),7(0)) = (V5(0), To(0)) ,  [[V(O)]| = IV5(O)|
Entao, para todo t € [0,1] tem-se

(2.2.2) VI < Vo)l

2.B.2. Teorema de Comparacao de Berger. Mantendo as mesmas notagées do Teorema 2.B.1, assumamos
que para todo t € [0,1] as curvaturas radiais K;#"(vo(t)) > K;**((t)) e assumamos também que para nenhum
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¢t € [0,1] tem-se () um ponto focal da subvariedade geodésica Ny = {exp,,(¢v)|(v,To(0)) = 0 e |Jv|| = 1}
definida por To(0).

Sejam V', Vi campos de Jacobi ao longo de -y e -y respectivamente, tais que V' (0), V(0) sdo tangentes ao longo
de Y: Yo €

(2.2.3) VO = Ve@lt,  (V(0),T(0)) = (Vo(0), To(0)) ,  IV'(O)]l = V5 (O
Entao, para todo t € [0,1] tem-se
(2.2.4) Vol < Vel

Em particular, vale também o

2.B.3. Corolario do Teorema de Comparacao de Berger. Como acima, sejamn v, o geodésicas em {M, p)
e (Mo, po) parametrizadas em [0,1], com vetores tangentes T, Ty, respectivamente. Sejam E, Ey campos vetoriais
unitérios paralelos, ao longo de <y e o, perpendiculares aT e Tp em todos os pontos dey e yg. Sejam e : [0,]] = M,
co : [0,1] = My curvas suaves definidas por

(2.2.5) c(t) = exp(f() E())  co(t) = exp(f()Eo(2))

onde f : [0,i] — R é uma fungéo suave. E assuma que para cada t, a geodésica s — exp(s.f(t).Eo(t)) ndo contém
pontos focais da subvariedade geodésica definida por ny’. Entao

(2.2.6) L(c) 2 L{co)

E, conforme citado na Introducio, de fundamental importancia, para o desenvolvimento do conhecimento da
geometria das variedades de curvatura minimal radial limitada inferiormente, temos o

2.B.4. Teorema de Comparacao de Toponogov-Machigashira-Shichama (TCTMS). Seja (M™,p) uma
variedade Riemanniana com curvatura minimal radial limitada inferiormente, K;"i" > 6, para algum 6 € R.

(a) Comparagio de tridngulos: sejam -y, e 7y segmentos geodésicos em M™, com v;(0) = v2(1) = p e seja v
um segmento geodésico minimizante tal que ¥%(0) = v1(1) e 1(1) = 2(0). Entao existem segmentos geodésicos
minimizantes 71, 72 € Yo em MZ com #1(0) = (1), #(0) = F1(1), 50(1) = Fo(1) e satisfazem as seguintes
propriedades:

(2.2.7) L) = L(#%) para ©=0,1,2
e

0 = Z(—51(1),%0(0)) = Z(=7,(1),%0(0)

(2.2.8) o T
b2 := ZL{~Y(1),%2(0)) = £(~H0(1),72(0)

)=:6
)=:0;
Mais ainda, se 8; = 6, # T, entdo existe uma parte de superficie totalmente geodésica de curvatura constante 6

limitada por 1 e Yo e uma geodésica minimizante conectando p a yo(1) (que ndo é necessariamente ;) em M.

(b) Comparagéo de dobradigas: para quaisquer geodésicas minimizantes ; : [0,1] — M, com ¢ = 1,2, partindo
de p, i.e. 01(0) = 0(0) = p, temos os seguintes resultados




(bl) Sejam &; : [0,1] — M$, com i = 1,2, geodésicas minimizantes partindo de um mesmo ponto, tais que

(2.2.9) L{ay) = L{og) para i=1,2
(2.2.10) £(=61(0),62(0)) = £(-51(0),52(0))
Entao

(2.2.11) dar(o1(1),02(1)) < ds(51(1),52(1))

onde dps e ds sao, respectivamente, as distancias em M™ e M, g

(b2) (Convexidade de Alexandrov). Seja 0, o angulo em f do tridngulo A = (B, %4, %) em M} correspondendo
ao tridngulo A = (p,01(s),02(t)) em M. Entdo 8,; é mondtona nao crescente em s, t.

(b3) Se em (bl), vale a igualdade, entdo existe uma parte de superficie totalmente geodésica de curvatura
constante § limitada por oy e 03 e uma geodésica minimal conectando o1(1) a o2(1).

2.C. Variedades com Curvatura Minimal Radial Assintoticamente Nao Negativa (CRANN)

Os resultados que estarel desenvolvendo a seguir sdo, na verdade, simples reformulag¢bes dos resultados apre-
sentados em Abresch e Kasue, quero dizer, os resultados que seguem ja foram desenvolvidos e demonstrados pelos
autores citados, mas num contexto de menor generalidade.

2.C.1. Definig@o. Uma variedade Riemanniana completa (M™,0,g) com ponto base o é dita ser uma variedade
com curvatura minimal radial assintoticamente nio negativa se existe uma fungao continua nao negativa e nao
crescente k : [0,00) — [0, 00) tal que

(a) bo(k) := fg~ Tk(r) dr < oo
(b) as curvaturas minimais radiais em cada ponto p € M™ sio limitadas inferiormente por —k{dus(0,p)).

2.C.2. Notagao. Diremos, por simplicidade, que wma variedade nas condiges da definicao acima é uma var-
iedade CRANN (com Curvatura minimal Radial Assintoticamente Nao Negativa) e a denotaremos por (M™, 0, g, k)

Nossa defini¢ao (2.C.1) é baseada na seguinte definicao encontrada no artigo “Lower curvature bounds, To-
ponogov’s theorem, and bounded topology” de U. Abresch (cf. [Ab]}):

2.C.3. Defini¢ao. Uma variedade Riemanuniana completa (M™,0,g) com ponto base o é dita ser uma variedade
com curvatura assintoticamente nido negativa se existe wma funcdo continua nac negativa e ndo crescente k :

[0,00) — [0,00) tal que
(a) bo(k) = [~ rk(r) dr < co e
(b} as curvaturas seccionais em cada ponto p € M™ sio limitadas inferiormente por —k(dps (0, p)).

2.C.4. Observagoes.

(i) Vale notar que a condigdo sobre a convergéncia da integral bo(k) implica uma condigao sobre o decaimento
do limitante inferior da curvatura k; em particular, é claro que quando r — ¢ tem-se k(r) — 0, ou seja, para
pontos p € M™ arbitrariamente afastados do ponto base 0, tem-se que a curvatura minimal radial (seccional) vai
sendo forcada a ser nao negativa (K7™ (p) > —k(dpr(0,p)) ./ 0).
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(ii) No caso em que a fungao k = 0, diremos simplesmente que (M™, 0) é uma variedade com curvatura minimal
radial nao negativa.

(iii) A classe das variedades CRANN compreende as classes de variedades com curvatura seccional ndo negativa,
variedades com curvatura seccional nio negativa fora de um compacto, variedades com curvatura minimal radial
nédo negativa e variedades com curvatura seccional assintoticamente nao negativa. Assim, cada resultado valido
para variedades CRANN, automaticamente vale para as variedades acima citadas.

(iv) Poede ocorrer que para pontos proximos do ponto base o, em wma variedade (CRANN) com curvatura
minimal radial assintoticamente nao negativa (A", 0, g, k), a curvatura minimal radial seja muito negativa.

(v) E preciso salientar que existem algumas diferengas essenciais entre a estrutura das variedades com curvatura
minimal radial assintoticamente nao negativa para as variedades com curvatura minimal radial ndo negativa. Para
ver isto, basta compararmos os seguintes resultados de Y. Machigashira, M. P. do Carmo e C. Xia com os exemplos
subsequentes.

2.C.5. Teorema ([Ms2 -Main Theorem]). Seja AI™ uma variedade aberta. Assuma que K™" > 0, para algum
o € M™. Entdo

(a) O conjunto de pontos criticos da fun¢do distancia de o, dps(0,.) é limitado e consequentemente, M™ é
finitamente conexo.

(b) AI™ tem no méximo dois fins.

(c) Se M™ possui uma linha, entdo M™ é difeomorfo a N x R, onde N é uma hipersuperficie de M”. Mais
ainda, a projecio M™ — R é uma submersio Riemanniana.

2.C.6. Exemplo. Para n > 2, esfera S® menos um numero finito, digamos k, de pontos pode ser munida de
métrica completa com curvatura minimal radial assintoticamente nao negativa. Em particular, tal espago terd &
fins. Por exemplo excluindo da esfera 5% C R® trés discos dy, dy e d3 de raio 6, suficientemente pequeno, colamos
em cada dd; C §?, i = 1,2,3, um cilindro semi infinito S*(6) x [0,0) de curvatura nula e suavizamos os pontos
de colagem obtendo assim um espag¢o ¢om curvatura minimal radial assintoticamente nio negativa com 3 fins
(ou seja. o resultado (b) do Teorema 2.C.5. nao vale para toda a classe das variedades com curvatura minimal
radial assintoticamente ndo negativa). Todavia, conforme veremos no Teorema 3.B.3, para cada variedade com
curvatura minimal assintoticamente nao negativa (ou seja, a funcio k da Defini¢do 2.A.5 estd fixada), o niimero
de fins € finito. .
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2.C.7 Conjectura 1. Existe um niimero ¢ > 0 tal que se by(k) < ¢ entdo valem as mesmas conclusGes do
Teorema 2.C.5

Com relaggo ao crescimento de volume, temos:

2.C.8. Teorema ([dCX - Teorema 1.3]). Seja (M™,0) uma variedade com curvatura minimal radial nio negativa,
K™ > 0, e ponto base 0. Se o crescimento de volume Euclidiano satisfaz

Vol(B(o,1)) >

. 1
(2.3.1) ayy = lm w23

onde wy, é o volume da bola unitdria em R™, entao M™ é difeomorfa a R™.

Se Af™ é uma variedade com curvatura minimal radial ndo negativa, temos a validade do Teorema de Com-
paracdo de Bishop-Gromov (compare com Capitulo 3, Corolario 3.D.2) implicando que 0 < ajy < 1.

2.C.9. Exemplo. Considere a superficie de rotacdo, X, em R3, gerada pela rotagio em torno do eixo z, da
curva ¢ : R — R®, definida por
(Ov”ta"’l) ’ set < —2
(2.3.2) c(t) == ¢ (0,2 cos(tg),sm(t;—’)) ,se —2<t<2
0,¢,1), set>2

de modo que a superficie de rotagdo . pode ser parametrizada (a menos de um meridiano) por S : R x (0,2.7) —
. e

(—tcosu, —tsenu,—1), se (t,u) € (—o0,—2) x (0,27)

(2.3.3) S(t,u) =< ((2— cos(t—:-;—)) cosu, (2 — cos(tg-)) senu, sen(tg»)), se (t,u) € [~2,2] x (0,27)

(teosu,tsenwu,l1), se (t,u) € (2,0c) x (0,27)
é facil ver que esta superficie, com métrica induzida de R3, édifeomorfa 4 soma conexa de R? com R?, T, ~ R2#R?,
tem curvatura Gaussiana assintoticamente nao negativa (nula, fora de uma bola com raio suficientemente grande),
crescimento de volume Fuclidiano ax_, = 2 sem que temhamos I, difeomorfa a R2?. De maneira mais geral,

podemos mergulhar a esfera menos k-pontos S? \ {p1,... ,px} em R™, para algum m = m(k) suficientemente

grande de modo que esta superficie merguihada, X, tem curvatura minimal radial assintoticamente nio negativa
e crescimento de volume Fuclidiano ag, = k.

N

;‘;”""




47

2.C.10 Conjectura 2. Existe um nidmero € > 0 tal que se by(k) < ¢ entdo valem as mesmas conclusées do
Teorema 2.C.8

No Capitulo 3 mostraremos que as Conjecturas 1 e 2 sfo verdadeiras.

2.D. Variedade de Comparagao - Teorema de Comparagao de Rauch

Principiamos nossos estudos sobre variedades CRANN (com curvatura minimal radial assintoticamente néo
negativa), discutindo inicialmente alguns aspectos da estrutura dos espagos que nos servirdo de modelo de com-
paragao.

No Teorema de Comparacéio de Toponogov, comparamos triangulos em uma variedade com curvatura seccional
limitada inferiormente com tridngulos em superficies completas, de curvatura constante e topologia trivial (formas
espaciais). Aqui, vamos estender o Teorema de Comparagio de modo a (1) permitir que os espagos de comparagao
sejam superficies rotacionalmente simétricas, simplesmente conexas, com curvatura nao positiva (—k(2)); (2) nao
exigiremos que as curvaturas seccionais sejam limitadas inferiormente, mas apenas que as curvaturas minimais
radiais o sejam.

Nossa generalizacdo do Teorema de Comparacao de Triangulos nao requer hipéteses adicionais (como acon-
tece, por exemplo, quando queremos comparar uma variedade com curvatura limitada inferiormente por alguma
constante positiva ¢, com a esfera de curvatura ¢), j4 que os modelos utilizados séo de curvatura nao positiva.

n

-k

Uma maneira de obtermos um espago de comparagao (N, p) com ponto base p, radialmente simétrico, tal que
em cada ponto ¢ € N a sua curvatura seccional satisfaz Kpr(q) = —k{dar{p,q)) é muninde o espago Euclidiano
R™ = [0,00) x §771/{0} x $»! com métrica do tipo produto torcido dada por gk = dr? + Ji(r)2d©? onde dO?
é a forma métrica de curvatura =1 em S™1, e Ji : [0,00) — [0,00) ¢ a solugao da equagao

(2.4.1) () - k@) Jk(t) =0, com Je(0)=0, J(0)=1

Ao espago (R™,0, gi) munido com a métrica acima vamos denotar simplesmente por M™,.
A fungdo Ji como acima satisfaz a uma propriedade de quase linearidade que nos mostrard que M7, é uma
variedade com polo (i.e., a aplicacdo exponencial expg é um difeomorfismo global).

2.D.1 Lema (cf. Lema 4.5 de [GW5]). Seja Ji. a solugio da equacao
(2.4.2) J () — k(@) (t) =0, com J(0)=0, J(0)=1

Entdo as condicoes {a), (b) e (c), abaixo, sdo equivalentes
(a) Existe uma constante > 1, tal que r < Ji(r) < nr.
(b) Existe uma constanten > 1, tal que 1 < J; < 7.

(c) [5° sk(s) ds < oo

Mais ainda, assumindo (c) podemos tomar em (a) e (b) n < exp{ [~ sk(s) ds} se k # 0.
(d) Em particular, no caso em que temos k = 0, os resultados acima sdo uma trivialidade posto que a solugao
Jo da equagao J§'(t) = 0, com Jo(0) = 0, J{(0) = 1 é dada por Jo(t) =t

Prove [GW5]. A implicagdo (b) = (a) é simples. Para mostrar que (a) = (b), note que J;'{t) = k(£)Jx(t) > 0.
Logo Ji é uma fun¢éo convexa, crescente: Jy(f2) > Ji(t1) > 1, quaisquer que sejam & > ¢; > 0; além disso,

(24.3) Ji(ta) = Je(t1) + Ji(t1) (b2 — t1) + %Jél(to)(tz — 1) 2 Jilt) + Ji(t1) (2 — 1)
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para algum tg € (t1,%2). Suponhamos, por absurdo, que J;, néo seja limitada, J;, / +o0 e seja rg > 0, tal que
Ji.(ro) = 2n. Entéo para todo T > g, Ji(r) = Ji(rg) +20.(r —rg) por (2.4.3). Isto implica que Ji.(r)/r — 21 > 7,
conforme r — 00, 0 que é uma contradic¢ao

(b)=>(c): Ji' = kJr = Ji(r) = 1= f§ k(s)Ji(s) ds, logo [y k(s)Jx(s) ds <n—1, para todo r > 0. Por (2.4.3),
qualquer que seja r > 0, Jp{r) > 7, e consequentemente

(2.4.5) / sk(s) ds < / Jr(8)k{s) ds <n—1, para todo r >0
. : 0 0

donde segue (c).
(e)=>(b): Ji. 2 1ja que Ji! > 0. Afim de mostrar que J;, < 7, para algum 7, definamos & := %ﬁ Como

1! = kJy, segue que &' =1 — k®? e, portanto, ' < 1 implicando ®(r) < r, pois ®(0) = 0. Agora, J'/J; = k®,
integrando esta igualdade, obtemos

(2.4.6} In Jy.(r) =/ k(s)®(s) ds < / sk(s) ds < / sk(s) ds < oo
0 0 0
ou seja
o0
(2.4.7) Ji(r) < exp{/ sk(s) ds} < oo, para todo r > 0
0

Se k # 0, entdo k(r) > 0 (e, por conseguinte, k(r) > 0 em (r — ,r + 1), para algum I > 0). Dai, ¥'(r) =
1—k(r)®(r)? <1,® > 0em (0,00). Logo ®(z) < z, para todo z > r. Isto implica

(2.4.8) (In Y (z) = k(z)®(x) < zk(z), sex>T
Desta maneira, para algum ¢ > 0,
(2.4.9) InJi(z) < / sk(s) ds—¢, sex >
0
ou

(2.4.10) Ji(z) < e"":.exp{/: sk(s) ds} < e“e.exp{/:o sk(s) ds} < exp{/ooo sk(s) ds}, em [r, o0)

Como J}, é nao decrescente em [0, 00), segue que (2.4.10) vale em [0,00). O

Observemos que se 7y : [0,1] — M, é uma geodésica radial (7(0) = 0) entdo um campo de Jacobi, Y}, sobre v
e satisfazendo as condigbes Y (0) =0 e 2‘%&(0) = Y/(0) = w, para algum w € ToM™,, é dado por
(2.4.11) Yilt) = Py (Ji{t)w)

onde Py é o transporte paralelo de w ao longo de vy, de 0 a 7(¢).

Consequentemente, pelo Lema 2.D.1 e pela observagdo acima, concluimos que nenhuma geodésica radial ~y
possui ponto conjugado a ¥(0). Logo, M™, é uma variedade com polo 0.

Veja que ||[Yi ()| = Ju(s)llwll, 1Y (s)l] = Ji(s)llw]l e o indice ao longo de 7, toma a seguinte forma

(2.4.12) 1,(Ye, Ye) = (Yi(9), Yi(6)) = Ju(s) o)l = 5 (F2)'(6)

Em seguida, por completicidade, apresentamos o classico Teorema de Comparacao de Rauch, aplicado ao nosso
contexto.



49

2.D.2. Teorema de Comparagéo de Rauch. Sejam (M™t™, 0,9, k) uma variedade CRANN, M™, variedade
de comparacao, € v, Y : [0,1] = M™t™ M?", geodésicas radiais unitdrias. Assumamos que +(t) nio é conjugado
a v(0) para nenhum valor de t € [0,1]. Se Y, Y}, sao campos de Jacobi ao longo de v, 4 tais que

(2.4.13) YOl =0=[YxO)ll, YO = [¥:(0)ll e (¥'(0),7(0)) = (¥i(0),.(0))

entao [|[Y ()] < |Yx(t)ll, para todo ¢t € [0,l]. E, se para algum to € (0,1], ocorrer ||[Y (i)l = ||[Yx(to)|| (=
Ji(t)IY*(0)]]), entao Kar(7/'(t),Y (t)) = —k(t), para todo 0 < ¢ < tp.

Prova. Como usual, decompondo Y e Y, em componente tangencial (a vy, ;) e vertical, vemos que é suficiente
considerarmos o caso em que Y, Y sdo normais a 7, vg.

Fixemos tg € (0,1] e vamos mostrar que ||Y (£)]| < ||Y:(®)|):

Como <y n ao possui pontos conjugados a y{0) em (0,1] segue que Y néo se anula em (0,1] {ou é =0 em [0,1],
e, neste caso, vale trivialmente a afirmacdo do Teorema).

Vamos considerar um mergulho isométrico i : ToM?, — T,M™*™ tal que

1Y% (20l

(2.414) 0O =7(0) e io(¥irn(0) = Vel

onde Yz, Yk 2, 580 {0s inicos) campos vetoriais paralelos ao longo de 7, y tais que Yy, (t9) = Y (to) e Yi s, = Yi(Zo)-
Estendemos ip a uma isometria

(2.4.15) i:C®(Tit) — C=(TH)
(onde C*°(Ty*) denota o fibrado normal a y em M™*™) definida por

(2.4.16) Xk (t)) = Py 00 0 Py,

para qualquer campo vetorial X € C*®(Ty1). Vemos entdo que

%HYHF@O) = 2(Y, Y;) (to) =

t

= 2Yi Y1) |2 = 2 (i, Vi) = 2 /0 "V, Y8) — (ROG(), YO (0), Ya(t))dt =

to _ .
—2 [0, i) - ﬁ-%c—’(“t(—)”%dtz (pois K™ (p) > —k(da(0,p)))
22 * (), i) — K 0,1 (0)
0

RG]

=2 A 0(i(Yzé(t)),i(Yé(t))) = (RE(Ye(2), v (O (), i¥ee(2)))dt = 2L, (3(Y), i(¥k)) 2

pelo Lema do indice

Lo(v,y) = el )0, )

1Y (o) 1?
(2417 22 ¥ ()|

~ Y (@)l



50

ou seja,
(2.4.18) log(J[Y&[?)' @) = log(I[Y 7Y (2), Vt € [0,20]
Por integracéo, obtemos |[Yx(to)ll > 1Y (t0)ll, 0 que prova a primeira parte deste Teorema.

No caso de termos igualdade ||Y;(to)]| = ||Y (t0)|l, para algum % € [0,], observamos que todas as desigualdades
anteriores convertem-se em igualdades. Em particular, I (¢(Ys),(Y:)) = I, (Y,Y) implicando que i(Y%(t)) =
Y (t) para todo t € [0,%]; além disso, a curvatura seccional (minimal radial) ao longo de v, Kn(7'(t),Y(t)) =

—k{t) (integrando localmente, ao longo de +, esta distribuigao obtemos uma parte de supericie totalmente gedésica,
com curvatura —k(dar(0,.))). Estd demonstrado o Teorema. [

Como consequéncia do Teorema de Rauch, temos o seguinte teorema global de comparagao® que sera essencial
na demonstracio de Teorema de Pré-compacidade para a classe das variedades CRANN, no préximo capitulo.

2.D.3. Teorema. Seja (M™,0,g,k) uma variedade CRANN e M™, variedade de comparagio. Fixada uma
isometria,

(2.4.19) i: M2, - T,M"
colocando U, := M™\ C, e Us := expzoi~! o exp;1(U,) entdo a aplicagdo
(2.4.20) ® := exp, i o (exp;* !U‘a) Uz — M™
é uma contragao, quer dizer |d®| < 1.

Prova. Com efeito, dados B € Uz e v € Tz M, , existe uma tnica geodésica 7 : [0,1] — M™, conectando Gape
um tnico campo de Jacobi Y; ao longo de -y satisfazendo ¥ (0) = 0 e Yi(l) = v, dado por

(2.4.21) Yi(t) = (dexps)ey; 0y (tY5(0)  com € [0,]]

Ficam, desta maneira, definidos em M™ uma {nica geodésica <y : [0,{] — M™ conectando o ponto o a p :=
exp, (i(exps ' (P))) e um tinico campo de Jacobi Y ao longo de 7 satisfazendo Y (0) = 0 e Y”(0) = i(¥}(0)), dado
por

(2.4.22) Y (t) = (dexp, )iy (o) (£2(Y%(0)) com t € [0,]]

Como i é uma isometria, segue que as hipéteses do Teorema de Comparacao de Rauch se verificam. Portanto,
temos que

(2.4.23) Y@l < Ive@ll

Para concluir este Teorema observamos que, por {2.4.21), {(2.4.22) e (2.4.23) temos

(2.4.24) H(d®@)p()l] = ——————:& ((ll))’h <1

Logo, a aplicacdo @ é uma contracao métrica. O Teorema estd demonstrado. O
Em particular, como aplicagdo usual:

2.D.4. Coroldrio. Nas mesmas condigbes do Teorema 2.D.3, dada ci : [0,a] — Us uma curva diferencivel
qualquer, se definimos ¢ : [0,a] — U, por

(2.4.25) c(s) = ®{ex(s))
entao o comprimento L(c) < L{c)

2Fsta observagdo fundamental foi feita por Machigashira e Shiohama, em [MS], também por Marenich e Mendonga, em [MM],
para demonstrar um Teorema da Esfera para variedades com curvatura minimal radial > 1.



51

2.E. Triangulos e o Teorema de Toponogov Generalizado
2.E.1. Lema (Principio de monotonicidade). Dados tridngulos A(po,p1,p2) € &'(po,pl,ph) em uma su-
perficie M2, tal que lo =l e l; =1, tem-se a seguinte monotonicidade

(2.5.1) Lps < Lp’2 < l&

]

h
7\

Fa. = ?ﬁ. ?o

Prova. Podemos efetuar uma rotagéo do triangulo A’ em torno de pg e, sem perda de generalidade. assumir que
p2 = p5H. Como A2, ¢é simplesmente conexa e tem curvatura nio positiva, pelo teorema de Hadamard segue que

a aplicacdo exponencial é um difeomorfismo. Consequentemente, o problema fica reduzido a uma comparacao de
triangulos em Tpo M2, = R2. A conclusio é imediata. O

2.E.2. Lema (Lema de deformagio). Sejam po, p1, p2 e p3 os vértices de um quadrildtero em M2, mais
ainda, suponha que o angulo Zp; < 7 e que:

(2.5.2) d(p1, p2) + d(p2,p3) < d(ps, po) + d(po, p1)

Entao existe um triangulo A(pg = po,p}, p3), tnico a menos de rotagao em torno de po, tal que

(2.5.3) d(po, Py} = d{po,p1)
(2.5.4) d(po, P3) = d(po, p3)
(2.5.5) d(p},p3) = d(p1,p2) + d(p2,p3)
(2.5.6) 4py < Zpr

(2.5.7) 4ps < Lps

(2.5.8) £py > £po
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Prova. A idéia € mover o vértice ps na direcao do polo pg, mantendo os comprimentos de todas as arestas fixos,
movendo os vértices p; e pa de uma maneira apropriada.
A condicao (2.5.2) pode ser re-escrita como

(2.5.9) (d(p3, po) — d(p2,p3)) + (d(po,p1) — d(p1,p2)) >0
implicando que o ndmero:
(25.10) lcrit = max{d(PO:PI) - d(p11p2)7d(p07p3) - d(p31p2)} > 0.

Em particular, (2.5.10) nos diz que ao longo da deformacao do quadrildtero, p; mantem-se apartado de pg
(d(po,p2) > 0). Mais ainda, d(po,ps) > lerie: s ocorresse d(po,pa) < Lo, teriamos d(po,p1) > d(po,pa) +
d(pz,p1) ou d(po,p3) = d(po,p2) + d(p2,p3) (ou ainda d(po, p1) = d(po, p2) + d(p2,p1) ou d(po,p3) = d(po,p2) +
d(p2,ps)). Consequentemente, um dos tridngulos A(pe, p1,p2) ou A(po, p2, p3) seria degenerado e terfamos Zps >
7. Finalmente, como o Zp; depende continuamente ¢ de forma monétona decrescente de d{pp,p2), havera um
certo ph tal que £ph = 7 e verificar-se-ao as conclusdes (2.5.3)-(2.5.7) do Lema.

A demonstragdo de (2.5.8) decorre de d(p1,ps3) < d(p},p}) e do fato que se q1, g3 € M2, sio dois pontos
quaisquer com d(gi,po) = d(p1,po), d(g3,po) = d(ps,po) e angulo entre os segmentos Poq1 € pogs, dado por
a, entdo a distancia d(q1,¢3) = f(a) € uma funcdo diferencidvel, mondtona e estritamente crescente do angulo

a € [0: 7‘-} (f(O) = Id(PhPO) - d(p01p3)! € f(ﬂ) = d(plapﬂ) + d(p07p3))‘ O

Para o Teorema de Comparacido de Toponogov serd conveniente considerarmos funcgbes aproximantes k. :
[0,00) — [0, 00) definidas por:

(2.5.11) ke(r) :==sup{k(r)|r' >0 ejr—r|<¢}, e>0

Observemos que k. converge para kg = k, uniformemente em conjuntos compactos.
Alguns exemplos bastante ébvios:

(i) se k(s) = s entdo ke(s) = s+ ¢
(ii) se k(s) = /5 entdo kc(s) = /st €
(iii) se k(s) = exp —s entéo ke(s) = exp—(s —¢)

Em coordenadas polares {r, ¢), a métrica de Mzk‘ é do seguinte tipo
(2.5.12) dr? + ye(r)?de?,

onde a funcgdo y. é definida pela solu¢do equagdo:
(2.5.13) Y =keye, %(0)=0 e y(0)=1

No préximo lema, apresentamos algumas propriedades elementares dos modelos que estamos considerando (é
um exercicio tipico de geometria das superficies de rotagio, veja por exemplo [GHL], [dC1]).
2.E.3. Lema (Leis de Conservagao). As fungdes coordenadas r(s) e ¢(s) ao longo de uma geodésica unitéria
s+ ~(s) na superficie modelo M2, satisfazem as seguintes equagées:
(2.5.14) r(s)? + (yor)(s)2¢'(s)2 =1
(2.5.15) (yor)(s)°# (s) = const
(2.5.16) (yor)(s)?(1— r'g(s)) = const?
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O resultado seguinte mostra que a fungfo angulo comporta-se de maneira continua em relagio a €.

2.E.4. Lema (Continuidade da fun¢io angulo com relagio a €). Dados triangulos A(po, p1,p2) em M2, e

A(p§. p5,p5) em M2 k, com lados de mesmo comprimento, I = [;, para ¢ = 0, 1,2, entdo seus angulos dependem
continuamente de €, por exemplo

(2.5.17) lim £p§ = Zp:
Prova. Primeiramente, vamos mostrar que lime..o0¥e = ¥ em subconjuntos compactos. Defina he 1= y ~y €
ge = (ke — k).ye (que converge em subconjuntos compactos para a fun¢do constante nula, conforme € — 0.

Tomando a diferenca das equagdes ¢ — k..ye = 0 e ¥’ — k.y = 0 obtemos a seguinte equagao em h,:
(2.5.18) R — khe = (ke — ).y
sujeita as condigOes iniciais

(2.5.19) he(0) =0 RL(0) =

Se 7, e T3 sao solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea associada a (2.5.18), satisfazendo
z:(0) = 1, 2{(0) = 0 e x2(0) = 0, x5(0) = 1 e se W(z,,x2)(t) é o Wronskiano das solugdes, z;, 7 = 1,2. entao a
solucio de (2.5.18), satisfazendo (2.5.19) pode ser escrita como

e het) = -ule) [ 2T dov ) |

e portanto, k. converge em conjuntos compactos para a fun¢ao nula. Logo y. — y, em conjuntos compactos
conforme € — 0. Agora, usando o Lema 2.E.3 (Leis de Conservagdo) segue o resultado. O

2.F. Teorema de Comparacgido de Toponogov Generalizado, ou TCTG - enfim

2.F.1. CONVENGCAO. Se houver uma barra sobre uma letra, este simbolo referir-se-4 a um dado no espago
" modelo M2, enquanto que as letras sem barra referir-se-ao a dados na variedade (M™,0,g,k).

Para enunciarmos o Teorema de Comparacéo de Toponogov Gerneralizado, fagamos primeiramente as seguintes
hipdteses:

(H1) o, p1, p» sdo os vértices de um triangulo geodésico (generalizado) em uma variedade Riemanniana
(AI™.0,g,k); suponhamos que os os lados ;. e 72 sejam minimizantes; naoc precisamos impor que o seja mini-
mizante, é suficiente que seja uma geodésica:
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(H2) em cada ponto p € M™ as curvaturas minimais radiais sao limitadas inferiormente por —k(d(o,p)) < 0
(na verdade, é suficiente supor esta propriedade apenas para aqueles pontos p, e-préximos a qualquer geodésica
minimizante conectando o a algum ponto de -p; tals pontos pontos satisfazem a seguinte condigdo: d{p,o) +
dlp,p;) o+l +€eparai=1, 2);

H3) o polo & (= 0), de M2, ser4 um dos vértices do tridngulo de comparacio A (B, Py, P
k P2

O teorema seguinte é uma versdo generalizada do Teorema de Comparagao de Toponogov (cf. [Ab] para os
itens (a) e (b), [Ms2] para (c)). Particularmente, o item (c) deste teorema ndo era conhecido para a classe das
variedades com curvatura assintoticamente nfio negativa; com ele podemos obter uma construgdo mais simples
que a encontrada em [Kal], dos cones tangentes no infinito destas variedades:

2.F.2. Teorema (Teorema de Comparagao de Toponogov Generalizado, ou TCTG). Sob as hipdteses
(H1), (H2) e (H3) acima, valem as seguintes conclusoes:

(a) se l; = I; para todos os lados, entdo £py > /B, e Lps > £P, . Se ocorrer Lp; = /P, # =, entéo existe
uma parte de superficie totalmente geodésica, de curvatura —k(dpr{o,.)), limitada por «y;, 2 € uma geodésica
minimizante conectando p; a py;

(b) se lo = lo, I = b, e £p2 < LB, entdo ly < lo;

(c) dada uma dobradiga (hinge) (71, 72,0) em M™, onde 6 = £(+;(0),7(0)) entdo existe dobradica em M?,,
(F1,72,6) com L) = L(¥;) = Li, i = 1,2 e tal que

(2.6.1) dyr(i(l),72(l2)) < d_i(F, (1), 72 (l2))

No caso de valer a igualdade, na desigualdade (2.6.1) acima, entdo existe uma parte de superficie totalmente
geodésica, S, limitada por v, 7o e uma geodésica minimal ligando v1(l;) a 72(ls)) tal que em cada pontop € S
a curvatura vale —k{dps(o,p)).

Prova. Primeiramente, notemos que (b) = (a)

Com efeito, assuma que I; = I;, com 7 = 0,1,2 e suponha Zp; < £Py. Fixe ly =g e I; = I;; podemos reduzir
LDy até L7 = Lpa. Por (b) segue que lp < Z;“ . Dai, pelo principio de monotonicidade, se £p, > £p} entdo Iy > Z;
contradizendo I; = I;, e i = 0,1,2. A segunda afirmacéio deste item é consequéncia do Teorema de Comparagéo
de Berger, para campos de Jacobi.

Provemos (b): escolhamos 7 > 0 e K > 0 tais que o lado 7o estd contido na bola Bf{o,7q) e as curvaturas
seccionais em B{o,rg+1) sao limitadas superiormente por K (esta néo é uma condi¢ao tao restritiva j4 que o tensor
de curvatura é uma aplica¢do continua. Podemos tomar, por exemplo K = sup{|K,(0)|: p € Blo,70 + 1], o0 C
T,M}). Fixando €, um niimero real qualquer, com 0 < € < min{1,7/vK }, notamos, pelo Teorema de Comparagao
de Rauch, que para todo ponto ¢ € Blo, g}, a dltima hipétese implica que a aplicacio exponencial restrita & bola
B(0,¢€) C TyM, exp, : B(0,e) — B(o,r9 + 1), é ndo singular, ou ainda, qualquer geodésica contida em B(o,7q)
de comprimento < € é minimizante.

Agora, consideramos tridngulos de comparac¢ao nos espagos modelo M_z_kc a0 invés de M2,. Mostrando a
validade de (b), para toda superficie M2; com 0 < € < min{l,7/ VK} segue, pela continuidade da funcéo
angulo com relacdo a € (Lema 2.E.4), a validade de (b).

Fixado o valor de ¢, subdividimos g em segmentos de comprimento menor que €/2, e tomamos geodésicas
minimizantes de o até os pontos da particgo, em +y. Se provarmos que o Teorema de Comparacio, TCTG, vale
para tridngulos pequenos, entdo o Lema de Deformacao (2.B.2) estende as desigualdades para os tridngulos A e
A. Assim, pelo principio de monotonicidade (2.B.1), a demonstracio deste Teorema fica reduzida a provar que

(2.6.2) se i =li<rg, lo=1l< e  Lpa=4Ipy, emtio Il <l
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No sentido de verificar (2.6.2), estendamos as diregoes —v5(lp) € —Fg5(lo) 2 campos vetoriais paralelos ao longo
das geodésicas (arestas) ) e 7;, respectivamente. Estes campos siao campos de Jacobi e dao origem a supericies
regradas

(2.6.3) c:Rx[0,l;] = M™, (s,t) = expa, (1 [$- Pty (=10(00))]
e
(2.6.4) ¢:Rx {0, ll] e M-2-k57 E(S, t) = exp;,—l(t) [S'P:)'—l(t)(—;%)(lo))] ,

em M" e Mzke, respectivamente, onde Py ) @ Tp,M — T, 9)M e Py ) : T,Tzl\l_‘q_kE — T:,-l(t)M_Q_ks s80 0
transportes paralelos ao longo de 71 (t) e 7, (t) e caracterizamos estas superficies pelas seguintes equagoes:

dc

(265) 0,0 =m0, 2o(0,0) = - B [5-Pro(~a10))]| . = ~h00)

para cada t fixado, a aplicagdo s — ¢(s,t) define uma geodésica, ou seja
(2.6.6) Ved =0
e o transporte paralelo de —;(lg) se traduz como

(2.6.7) Vel | g =0

e as equagdes que caracterizam € s&o dadas de maneira semelhante. Aqui, estamos denotando por ¢, a derivada
de ¢ com relacéo & primeira varidvel, s, e por ¢, a derivada de ¢ com relagdo 3 segunda variavel, ¢.

2.F.3. Observagoes.
(i) Conforme jé dito anteriormente, os campos ¢ (0, t)e €(0,t) sdo campos de Jacobi ao longo de 1 e 7,

(ii) 7, estd contida em ¢([0,c0) x [0,#1]) (por notagdo F,(lz) = By € ¥,(0) = By)-

(iii) Sejam s¢ > O tal que ¥(s;,t) € ¥, e R(t) a drea do tridngulo Al = Z(Bﬁl(t),é(st,t)). Aplicando o
Teorema de Gauss-Bonnet a A(t) temos que ,

(2.6.8) / K do + (7 — £8) + (7 — £7,(t)) + (7 — L&(st,8)) = 2.m.x(A(t)) = 2.7
A(t)

(iii-a) [ K do é uma fungdo ndo decrescente em t pois K < 0 e a 4rea R(t), de A(t) é uma fungéo decrescente
o)
emt € [0,1;], com lim;—y, R(t) =0,

(iii-b) £o é constante e
iii-¢) £7,(t) também o é pois —74(lg) é transportado paralelamente ao longo de ¥,
1 0 1

segue que o angulo L&(s;,t} ao longo de 7, é ndo decrescente em t. Consequentemente, pela férmula da
primeira variagdo do comprimento de arco, a fung@o t — s; é nao crescente, em outras palavras, 7y, est4 contido

em U = &([0,¢/2) x [0,11])
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(iv) ¢([0,£/2) x [0,11]) C B(po,ro + 1) e portanto, nossas construgbes acima implicam que em [0,£/2) x [0,1;]
nao existem pontos focais sobre as geodésicas s — c(s,t) = c(s) (é facil ver que para cada to € [0,1;], os
campos vetoriais Jy, (s) = &(s,t0) — {&(s,10), (5, 0)).c (s, t0) € J5,(s) = €(s,t0) — (&(s,%0), T (s,t0))-T(s,t0) séo,
respectivamente, campos de Jacobi ao longo de ¢;,(s), T, (s) normais a ¢1,(s) e Ty (s)).

Por construcgo, as desigualdades
(2.6.9) —(d(0, ¢(5,£))) > —Eesa(d(0,¢(0,8))) > —kesal(d(,5(0,2))) > —ke(d(5,2(5,1)))
valem para todo (s,t) € [0,&/2) % [0,1;]. Logo, pelo Teorema de Comparagao de Berger, temos
(2.6.10) ()] < [Ts)l em [0,6/2) x [0,14]

Concluimos entdo, pelo coroldrio ao Teorema de Comparacio de Berger que a aplicacio co& ! : U — M™ é
contragio métrica (nao aumenta distincias).

Segue, finalmente, que a curva ¢ — co€ ! oF,(t) conecta os pontos pg e p1 e tem comprimento < que F,. Isto
prova (2.6.2)

Provemos agora a propriedade (¢} (cf. [Ms2]):
Vamos considerar M2 %, a0 invés de M?2, , como espago de comparagio (¢ > 0 é um niimero pequeno).
Ponhamos

(26.11) - to :=sup{t € [0,1]| para s <, dy(71(sh1), 72(sl2)) < dog, (F1(sl1), Vo (sl2))}

Pelo corolario ac Teorema de Comparagio de Rauch {Teorema 2.D.3) vemos que tg > 0. Suponhamos por absurdo
que ¢y < 1. Vale entao que

(2.6.12) du(v1(tol1), v2(tol2)) = dei. (V1 (tol1), F2(tol2))
Ficam, desta maneira, definidos tridngulos
(2.6.13) A = Ao, miltol), pltolz)) CM™ e B =1A(5,7(toh), Voltol2)) € M2,

com mesmos lados (A é trié.r}_gulo de comparagao de A). E, para estes tridngulos podemos aplicar o {tem (a)
deste Teorema, isto é, se §; e 0;, para ¢ = 1,2, sdo os angulos em ;(tol:) € 7;(tol;), entéo

(2.6.14) 6;>9;, parai=1,2.

Temos assim, dois casos a analisar: (i) 8; > 6y, e (ii) 8, = ;.
Se ocorrer (i): 6y > #;, entdo a férmula da primeira variagio implica que para u > 0 suficientemente pequeno

(2.6.15) dar(71{(to + u)ls), v2((fo + w)l2)) < dek, (F1({to + w)i1), Fa((fo + u)l2))
Com efeito, considerando variagdes das geodésicas que conectam ~y; (tol1) a y2{tole) e 71 {tol1) a F,(fol2), digamos

(2.6.16) a:{to—6t+8)x[0,1] > M* e @:(to—dto+8) x[0,1] - M2,

tais que o (to—b,t0+6)x {0} — 11 {((to-ayz,,(to+a)z,)’ ai(to—é,to-}-&)x{l} = '72]((to-5)12,(t.)+5)12) e para cada t fixo, a(t, 5) é
geodésica minimizante conectando 7 (#;) a v2(tly); propriedades semelhantes definem a variacao & Pela fGrmula
da primeira variagao do comprimento de arco, para u > 0 suficientemente pequeno temos

(2.6.17)  L{alto +u,.)) = L{a(ts,.)) + ucosby + O@?) e L(a(ty+u,.)) = L@(to,.)) +ucosfy + O(u?)
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ou ainda
(2.6.18) dur(m((to + u)la), v2((to + w)l2) = dar (1 (tol1), v2(tol2)) + ucos by + O(u?)
(2.6.19) d_i, (7, ((to +w)l1), ¥o((to + w)la) = d_, (7, (tolr), Fa(tolz)) + ucosb; + O(u?)

e como #; > 01, segue que cos; < cosB; e dp(v1(toly), valtolz)) = d_r, (7, (tol1), Fa(tolz)), as férmulas (2.6.18)
e (2.6.19) implicam, para u suficientemente pequeno

(2.6.20) dur(m (o +u)la), y2((to + w)l2)) < dg, (71 ((to + w)l1), Fo((to + u)iz))

em contradi¢do com a defini¢do de #p.

Se, por outro lado ocorrer (ii): 8; = 8;. Entdo, a hipétese to < 1 implica 8; # 7.

Com efeito, sejam 7y, 77;, geodésicas minimais, conectando 7, (fol1) a 72(tol2), € 7, (fol1) a Yo (tola), respecti-
vamente. Se fosse §; = 0; = 7, entéo y; U Vo € V1 U7y, seriam geodésicas conectando o a ya(tol2) € 0 a Fy(tols);
consequentemente, teriamos § = 0, pois Mzkp nao possui pontos conjugados a 0, implicando que v, C 7o e
¥ C Fg, ou v2 C 71 € Fo C 7y, contradizendo to < 1.

Agora, item (a) deste Teorema implica que existe uma parte de superficie totalmente geodésica, S, delimitada
por ’yll[o,tom, ’721{0’,50[2] e uma geodésica minimizante conectando 7i{foli) a v2(fol2), e tal que em cada ponto
p € S, a curvatura K7"(p) = —ke(dar(0,p)), em contradicio com K™"™(q) > —k(dar(o,q)), para todo ¢ € M™.
Isto prova (c) e, com isto, fica demonstrado o Teorema de Comparacio de Toponogov Generalizado (Teorema
2.F2) O

Como consequéncia do Teorema de Comparacao de Toponogov Generalizado temos o seguinte resultado cléssico
(cf. [Ms2]), que também ndo era conhecido na geometria das variedades com curvatura assintoticamente nao
negativa:

2.F.4. Teorema. Sob as mesmas hipéteses do teorema anterior (TCTG-(a)), suponha que a geodésica o :
[0,1] — M™ que conecta p; a py seja minimizante, entdo valem as seguintes propriedades

(a) da(0,70(t)) 2 d—k(5,7%o(t)) para todo ¢t € [0,1].

(b) (Convexidade de Alexandrov) Seja 85, o dngulo em & do tridngulo de comparagio A(,T,,7,) em M2,
correspondendo a (o, 01(s), o2(t)) em M™. Entéo 8, é uma fungio monétona néo crescente em s, t.

Prova. Iniciemos demonstrando (a):

Pela férmula da primeira variagdo do comprimento, vemos que para t pequeno, vale que dp{0,7%(t)) >

d_1(3,%0())-

Suponhamos por contradi¢do, que para algum t; € [0,1] vale das(o,v(t1)) < d-x(0,%(t1)) e definamos o
namero

(2.6.21) to := sup{t € [0,0]|dar(0,70()) > d—x(0,70(£))}
entdo, por continuidade da fun¢io distidncia, este niimero #y satisfaz
(2622) dM(oa 70(?50)) =d_g (67 '—Y—O(to))

Considerando os tridngulos Ao, v0(to), p2), A0, 7%,(t0), o) € aplicando novamente a férmula da primeira variagao
do comprimento concluimos que, para t > 0 pequeno vale que

(2.6.23) dr (0, v0(to + 1)) > d—x(3,Fo(to + 1))
o que contradiz nossa hipétese (2.6.21)
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Para provarmos a convexidade de Alexandrov (b) (seguindo a idéia de [Ms2]) notamos que é suficiente mostrar
que para um s € (0,1} e t € (0,1), arbitrariamente fixados

(2.6.24) Os:>0s04n com h > 0 pequeno
Por continuidade de ys,t, podemos assumir que s < 1. Seja
(2.6.25) 8 = £(0(0),05(0))

pela comparacdo de dobradicas (TCTG-(c)), vemos que

(2.6.26) 0,:<6,

quaisquer que sejam s, t € [0,1]. Desta forma, no caso em que 8,; = 6, (2.6.24) vale. Por esta razio, vamos
considerar apenas o caso em que 8, < 8

Seja & uma geodésica minimizante partindo de @ e passando por F,. Pelo item (a) do TCTG, o angulo em 7,
do triangulo A(3,%,,7,) nio excede o angulo em 03(t) do tridngulo A(o,01(s),02(t)). Se os angulos sio iguais,
pela dltima parte do TCTG, podemos concluir que gs,t > 8, posto que a geodésica minimal conectando o a o;(s)

é tinica. Isto contradiz nossa hipStese 8, < 0. Se o dngulo em y; é menor que o angulo em 02(t), entdo a férmula
da primeira varia¢ao implica que

(2.6.27) d_(0,T(t + h)) = da(o,02(t + h))
para h > 0 pequeno, ou seja
(2.6.28) [
a prova de (b) estd completa. O
2.G. Analizando a condi¢io de decaimento

Intuitivamente falando, a integral by(k) = fooo rk(r) dr converge se, e s6 se k(r) decai mais rapido que r~2
quando 7 — o0. Precisamente falando:

3

2.G.1. Lema (Abresch, [Ab]). Sempre que bo(k) converge, existem fungbes mondtonas ndo crescentes dadas
por:

(2.7.1) ky v /00 k(p)dp,
(2.7.2) PR / = ku(o)do,
(2.7.3) ky:1— /oo pk(p)dp = ka(r) + 7k (r)

Mais ainda, valem as seguintes estimativas: (r > 0)

(2.7.4) r2k(r) < 2bo(k),
(2.7.5) tk1(r) < bo(k),
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Prova. As expressdes ki(r) e ky(r) obviamente convergem (quer dizer, as integrais que as definem s3o finitas)
pois

o 741 oo 7+1

(2.7.6) () = / k(p)dp = / k(p)dp + / H%(pk(p)) dp < ] K(pdp + —to(k) < o0
€

@rn ky(r) < kn(0) < bo(k)

Verifiquemos a existéncia de ko(r):

278) b= [ ko= [ [ koot
integrando por partes (2.7.8):
(2.7.9) ko) =t [ kel = [T e[ ke do) et

e como t 7 k(p)dp < 1 pk(p) dp — 0, quando t — co vem que

(2.7.10) b= [ (o= k() dp = ko(r) — Ty (r)

As estimativas (2.7.4) e (2.7.5) sao devidas aos seguintes calculos:

(2.7.11) r2k(r) = 2K(r) /0 " pdp< 2 /0 " ok(p)dp < 2bo(k)
(2.7.12) s (r) = by (r) /0 “dp< /0 "k1(p)dp < bo(k)
(]

2.G.2. Observagoes (cf. [Ab]).
(i) essencialmente os mesmos célculos nos conduzem aos seguintes resultados:

(2.7.13) lim r2k(r) =0 e lim rki(r) =0
> OO

Tt OO

De fato, se para alguma constante positiva, ¢, temos 7°k(r) > ¢, ou de modo equivalente rk(r) > ¢/r, chegamos
no seguinte absurdo:

(2.7.14) oo > bolk) > /°° pk(p) dp > /oo ¢/pdp=co

a segunda igualdade decorre imediatamente da convergéncia de ky, e do fato que ky, ks e k; sdo fungées nao
negativas. [
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(ii) note que fixando ¢ > 0 e definindo k.(r) := c*k(cr), para v > 0, obtemos que

(2.7.15) bre) = [ kelp)dp = cks(er)
(2.7.16) koo(r) = f N k1,c(p)dp = ka(cr)

ou seja, ko (0) = ko(0) = by(k), implicando que o invariante bo(k) nao se altera, mesmo que a métrica de curvatura
minimal radial assintoticamente ndo negativa seja re-escalada por algum fator conforme, global (esta observacio
serd muito importante quando formos provar existéncia dos cones assintéticos para variedades CRANN).

Posteriormente necessitaremos de mais informacdes acerca dos modelos M_2_k. Isto significa, essencialmente,
que teremos de estudar as solugbes da equagao:

(2.7.17) ¥y (r) = k(r)y(r)
(*) Em particular, estamos interessados em solugdes z;, mondtonas com decaimento, e com valores de fronteira

21(0) = 1 e z(l) = 0 (! um nimero real positivo, qualquer) e no seu limite z.,, que é uma solu¢do mondtona com
decaimento da equagdo (2.7.17) acima

2.G.3. Lema (Abresch, [Ab]). As seguintes condi¢bes sao equivalentes:
(a) bo(k) < o0
(b) para toda solugéo y da equacao (2.7.17) existe o limite y'(00) = limy oo ¥'(7)-

Prova. Mostremos que (a) implica em (b). Assumindo que 7 > r; > 0 calculamos, usando Teorema do Valor
Médio, com y(p):

e -y eri=1 "k(oW(p) dol < [ olutoias

<)l [ " ko) dp + / "W (ernn)l(p = r1)k(o) dp

< ky (r)ly(ro)] + ko) max{ly/(s)] : m1 < s<r}

(2.7.18) < R (r)ly(ro)l + ke(r)ly (r1)] + ko (1) max{ly/(s) — ¢/ (r)[: < s <7}

para algum ¢y, , € (71,p). Ou ainda

(2.7.19) /' (r) — ¢/ (r))] < Fu(ro)ly(ro)] + ka(ry)ly' (r)] + ka(r1) max{ly/(s) =/ (r1)] : < s <7}
Se r; suficientemente grande, sabemos que ka(r1) < 1/2, e consequentemente, obtemos para r > r; >> O
(2.7.20) W (r) = o/ (r)] < 2ka(r)-ly(ro)l + 2k (r)ly' (r1)] =2 C(r1)

o que mostra que, para 7 suficientemente grande, y'(r) mantem-se limitado. Seja agora rs tal quer > 19 > 71 > 0;
por (2.7.20) resulta:



61

[y (r) = o/ (r2)| < 2k1(r2)ly(r2)| + 2ka(ra)ly/ (r2)| <
2k (ro) [ y(r)l + 1y ()l(r2 = 71) | + 2ka(ra)ly/ (r2)] <
21 (r2){ ly(r)l + [ /(€)= o' (e + 1y ()] J(ra = 71) } + 2ke(r2) [ 1§/ (r2) =/ (r) | + 1/ (r)] ] <
2ker(r2){ lylr)l + [ C(r1) + 1y (r)] J(ra = 1) } +2ka(r2) [ C(r) + g/ (r1)] ] <

(2.7.21) 2k (ro)ly(r)l + 2( roka(re) + k2(r2) ) (C(r1) + |/ (1))

para algum ¢ € (r1,72). Assim, conforme o — 0o

(2.7.22) [/ (r) — &/ (r2)] < 2k1(r2)ly(ra)| + 2 (roka(r2) + ka(r2)) (C(r1) + |y (r1)]) — O

Logo, existe o limite ¥'(00) = limyp— o0 ¥ (7).

Assumindo {b) valido, segue que existe uma constante, C, tal que ¥ (r) < C qualquer que seja 7 > 0. Por
(2.7.17) temos

(2.7.23) wm~ww$ﬁﬁﬁmm@sﬁlwmm+MMﬂ@smwﬁhww+q[m@¢

da existéncia de y’(oc) e como k é uma funcao nao negativa, tomando o limite 7 — oo em (2.7.23) vem que
bo (k) <o O

2.G.4 Observagdo. no caso em que temos a existéncia de y'{c0), se y é uma solugdo limitada da equagéo
(2.7.17), entéo vale que 3y (co) = 0, pois caso contrario, se Yy (co0) = ¢ # 0, existe My > 0 suficientemente grande
tal que para r > My, pondo

(2.7.24) h(r) = —c+y'(r)
implica
(2.7.25) {h(r)] < ig-

Assim y/ (r) = ¢+ h(r), ou

R R
(2.7.26) f Y (s) ds =y(R) —y(r) = (R — ) +/ h(s) ds
isto é
(@27.27) (e~ )R =) +yr) <y(B) < (e + D)(R~r) + 97

para todo R > r > My. Mas a desigualdade (2.7.27) contradiz o fato de a solucdo y ser limitada (basta fixar r e
tomar R arbitrariamente grande).

O préximo resultado diz-nos que podemos estimar bg{k) em termos do valor assintético de 2z

Lo o s
Sghﬁjﬁﬁé HE 5 Vot IS S R
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2.G.5 Lema (Abresch, [Ab}).

(2.7.28) (1 + bo(k)) zoo(00) < 1
Prova. Como 24 é solugio da equacao (2.7.17)

(2.7.29) 200" (1) = k(1) 2o (r)

e pela Observacao 2.G.4, obtemos

(2.7.30) Aulr) == [ Kplan(s) dp

donde vem que

(2.7.31) Zoo(T) = Zoo(00) + /T <>o(P — T)k(p)2eo(p) dp = 2oo(00)(1 + k2(r))

a

E interessante notar a intima relagio que existe entre a fungio ze € o invariante by (k) := Jo~ v(t) dt, onde v
é solugio da equacio de Ricatti: v/(t) = v2(t) — k(t).
Observemos que a funcéo

(2.7.32) u(r) 1= =200 (r) H 2L (7)

converge para zero conforme 7 — oo, de fato

(2.7.33) _Zelr) _ / k(o) E‘”(”)} dp

zoo(r) oo(T)

como o termo em colchetes é < 1 segue o afirmado. Além disso, uma simples substitui¢gdo nos mostra que u(r)
obedece a equagdo de Ricatti:

(2.7.34) u'(r) = u(r)? — k(r)

2.G.6 Lema (Abresch, [Ab]). Se bg(k) < o0, entao existe uma tnica solugao da equacao (2.7.34) acima, tal
que u(r) — 0 se r — oo. Mais ainda, valem as seguintes estimativas:

(a) 0 < ufr) < ku(r),

(b) by (k) = /0 () dr < /0 ks (r) dr = ka(0) = bo(k)

Prova. A existéncia de uma soluglo para a equagdo de Ricatti (2.7.34) estd dada em (2.7.32). A prova da
unicidade é simples.
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Para verificar (a), consideremos a familia de funcoes continuas u; que se anulam identicamente em [I, c0) e sdo
solugbes de (2.7.34) em [0,1]. Como —k < 0e k} = —k < k? — k, notamos que para cada [ > 0

(2.7.35) up(r) = w(r)? — k(r) = w(r)® + K (r)
donde
(2.7.36) /w(ul — k1) (s) ds = /oo uZ(s) ds > 0

e levando em conta que u;{(00) = k1(c0) = 0 concluimos que u;(r) — k1(r) < 0 ou ainda
(2.7.37) 0 < w(r) < ku(r)
consequentemente, pelo teorema de Arzela-Ascoli, o limite

(2.7.38) u(r) = lim w(r),

existe e a funcéo v satisfaz as condi¢ées desejadas. [

2.G.7. Observacgées (cf. [Ab]).
(i) 200(r) = exp (~ [7 u(p) dp) > 7ea(00) > 0

(ii) todos os invariantes associados a k, considerados, sio equivalentes em wmn certo sentido nao linear:
(2.7.39) bi(k) < bo(k) < exp(bi(k)) —1

Para simplificar notacao denotamos § 1= 24(00)} = exp(—b1(k))
2.G.8. Lema (Abresch, [Ab]).

(a) ﬂSzoo(T)Sl, 0<r <,
(b) (1-D) 2 <al), o<rs<y,
(© T < (1) S () € ~Za(0) + 120 < 1+ Fa(0)

Prova. (a) decorre da Observagao 2.G.7-(1} acima.

Para provar (b), note que a diferenca Az := 2o — 2 também resolve a equagio (2.7.17). Como Az é ndo
negativa em [0, 00), segue que é uma funcao convexa, € por conseguinte,

(2.7.40) Az(r) < %Az(l) + (1 - ?li) Az(0) = %w(z)
donde vem que
(2.7.41) 2(r) > zeo(r) — gzw(l) > (1 - ;) 2o (1)

Finalmente mostremos {c): usando o item (b) e monotonicidade, a primeira, segunda e Qltima desigualdades
sao ébvias. Para obter a terceira desigualdade, usamos a convexidade de Az e calculamos:

(2.7.42) 2.(0) = 2(0) = AZ(0) < %Az(l) - %—zw(l)
O
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2.H. Consequéncias do TCTG - Propriedades Triangulares

Como consequéncia do Teorema de Comparagio de Toponogov Generalizado, podemos obter algumas estima-
tivas (cf. [Ab]) que nos serfio teis posteriormente:

2.H.1 Proposi¢do (desigualdades triangulares I). Sejam a, ¢ € (0,1) e seja A(po, p1,p2) um tridngulo
geodésico generalizado em uma variedade Riemanniana com curvatura minimal radial assintoticamente nao nega-

tiva (M™,0,9,k). Suponha ainda que l; < (1—¢)ly e que pg é o ponto base o0, de (M™,0,9,k). Entao, verificam-se
as seguintes estimativas:

(a) cos(£po) > V1—-a?Me2 =g <l —l1V1—a?
(b) coSs épg) >~V1i—a? =y <lg+ i1 —a2p2%2
(c) se Lpy éagudo = |sen(Lpg)| > B%2|sen(Lpy)l.
Prova.

Para mostrar (a) aplicaremos o Teorema de Comparacao Generalizado (TCTG-(c)).
Seja O (po, p1,p2) um tridangulo contido em M™ e 7y, 2 : [0,1] — M geodésicas minimizantes tais que

(2.8.1) 71(0) =7(0)=po, nl)=p1, nl)=p e ZL((0),%(0) = <Lpo .

Fica definida uma dobradica (71,72,4{1)0) em M™. Pelo TCTG-(c), segue que se (7,72, £Pg = £Po) € uma
dobradica de comparagao em M2, (associada ao tridgngulo A(By, B, ;) entdo

(2.8.2) dy(1(1),72(1)) = dp(pr,p2) < di(7:(1),72(1)) = d—x (1, P2)

Em particular, se tomarmos £5, > £pg, também teremos dps(p1,p2) < d—k(Dy,Ps)-
Assim, para mostrarmos o item (a), consideramos um tridngulo de comparagao A(Bg,;,P2) C M2,, com

d_x(Bo:P1) = l2, d—k(Po,P2) = Ui e cos(£LPp) = /1 — a?3%€2 (ou seja Lpo < £P;). Basta entdo provarmos que
d—k(B1,P2) = lo < I — 11 — a2€2, pois Ip < ly.
Ponhamos [ := Iz = das(po, p1) € definamos para r > 0, a funcéo

(2.8.3) Alr) = k(L —r|)

Pela desigualdade triangular, observamos que para qualquer p € M™, com d(p,p1) =T

(2.8.4) [l — | = [dar(po, 1) — dm(p1,P)| < dpa(po,p)
e pela monotonicidade de k,
(2.8.5) k(ldar(po, p1) — dar(p1, P)1) = Mdnr(p1,p)) 2 E(dar(po, p))

Consequentemente, para todo p € M7,
(2.8.6) curvaturas radiais em p > ~k(dp(po,p)) = —A(dum(p1,p))

Em M?2,, a solucdo de (2.7.17), y(t), é um multiplo da funcio 2 (I — t) definida em (*) - em verdade, y(¢) =
(=2)(D)) 1. z1{1—t) que satisfaz y(0) = 0 e ¥/(0) = 1. Consideremos a fungao distancia, d_z(P;,.), restrita a aresta
(geodésica) 7,. Deste modo fica definida a funcdo radial:

(2.8.7) tior(t) = di(P,7,(¢), com 0<t<h
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A geodésica unitaria 7, conecta B, = 7, (0) a By = 7, ({1), logo 7(0) = d_i(P;,P2) = lo e r(l1) = d—x(P;,Bp) = la.

Como cos(£P,) = /1 — a232€2, vem que

(2.8.8) (1) = cos(Lpy) = /1 — a2 32€2.

A lei de conservacgao 2.5.16 torna-se, neste caso:

(2.8.9) 2(l = r(1)2(1 — 7 (11)?) = 2(0)2(1 — cos® £Bp) = a*8%e? = z(l — r(t))*(1 — ¥ (£)?)

Como, pelo Lema 2.G.8-(b):

(2.8.10) (1- ;) zo() < m(r), 0<r<I
segue que
(2811) alt—) > o)

e como 7(t) 2 Il — l; > elp, concluimos por (2.8.9) que

(2.8.12) a?B%% > 22, (D1 — (1)) > 282(1 = 7 (1)?)
consequentemente
(2.8.13) a2>1-7()?2, 0<t<

Logo, a fun¢ao continua 7’ nao se anula em [0,1,]; desta maneira

(2.8.14) () >V1-a?

Assim
151
(2.8.15) / P(s) ds = r(ly) — r(0) = o — Ip > L, \/1 — a2
0
e portanto

(2.8.16) lo =7(0) =< r(lo) = loV1— a2 =1, — lp3/1 — a?.
Afim de provar {b), suponhamos por contradicao que

(2.8.17) Iy > lp+1;v/1 — a?82e2

Faremos novamente uso do Teorema de Toponogov Generalizado (2.F.2): seja dado o tridngulo Apo,p1,p2) C
M™, obtemos um tridngulo A(Py,b;,Ps) no espago modelo M2 » tal que

(2818) Iy = ZO, Iy = ZQ, COS(APE) = —/1~-a2

A funcdo 7(t) = dar(Py, 71(t)) ao longo de 7, satisfaz r(0) = ls = Iy e '{0) = cos(£P,) = —v1 — 2.
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Assim, por hipdtese cos(<Lps) > —v1—a? = cos(£p,) implicando que £p; < £P,, (4 que a fungdo cosseno é
decrescente em [0,7]) e pelo TCTG-(b) segue que {; <1;.
Como I — Iy < lp < (1 — ¢)I deduzimos da férmula (2.8.9) que

(2.8.19) a(l =121 -1 = al - L)1 - 7(0)") > a®a((1 - )I)? 2 a?p2™

e como 7(s) <1, temos que z;(I — ) < I, segue que

(2.8.20) r{s) <ly + sv/1 — 02322

o argumento de continuidade, agora nos leva 2 seguinte contradigao

(2.8.21) I =7m(lo) <l +lo/1—a2B22 < .

Finalmente, para provar (c), ponhamos a; := sen(Zpy). Disto, segue que | cos(£p2)| = /1 — a2; entdo, pela parte
(b) concluimos que

(2.8.22) o <lg+ ll\/ 1~ a§ﬁ262.

Invertendo a implicagdo em (a), nds obtemos:

(2.8.23) cos(£0) < 4/1 — a2f4et

e como o angulo em o é agudo, por hipétese, temos que cos(Zo) > 0 e consequentemente (cos(£0))? < 1—a?B%et.
Assim

(2.8.24) (sen(Z0))? > B*e*(sen(<p2))?

A proposicdo estd demonstrada. [

No caso em que (M™,0) é uma variedade com K™ > 0 entdo a Proposicio 2.H.1 pode ser demonstrada
usando o Teorema de Comparagdo TCTMS, {2.B.4) o qual nos permite simplificar significativamente vérios dos
célculos e ganhar um pouco mais de intuicao acerca da teoria utilizada.

2.H.2. Proposicdo (desigualdades triangulares IT). Seja (M,py) uma variedade aberta com K;’;"” >0e
sejam a, € € (0,1) e um tridngulo geodésico A(po, p;,p2), tal que as geodésicas que conectam os pontos pg a p; €

po a p2 sdo minimizantes. Suponha que l; < (1—¢€).la, onde l; = dp(po,p2) e lo = dr(po, p1). Entdo as seguintes
estimativas valem:

(a) cos(£pg) > V1—a2¢2 = Ig<ly—1;v1~a?

(b) cos(Lpa) > ~v1=-a?2 = ls<ly+iiVv1~—a2e
© Zpo agudo = |sen(<po)| > €| sen(pm)]
Prova.

(a) Seja A(po,p1,p2) um triangulo contido em M e oy, 03 : [0,1] — M geodésicas minimizantes tais que
01(0) = 02(0) = po, 01(1) = p1, 02(1) = pa e £(51(0), 52(0)) = Lpo.
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Fica definida uma dobradiga (01,02,4po) em M. Pelo TCTMS segue que se (31,02, ZPp = £po) é uma
dobradiga de comparacio em R? (associada ao tridngulo A(fg, p1,52)) entéo

(2.8.25) drr(01(1), 02(1)) = dar(p1,p2) < do(51(1),62(1)) = do(P1,P2)

onde dps e dp sao, respectivamente, as distincias em M e R%. Em particular, se tomarmos £fg > £pg, também
teremos dM(p17p2) < dO(ﬁlvijQ)‘ .

Assim, para mostrarmos o ftem (a), consideramos um tridngulo de comparacao A(fo,51,p2) C R2, com
do(Po,p1) = l2, do(Po,P2) = 1 e cos(£Lpp) = V1 —a?e? (ou seja Lpg < LPp). Basta entdo provarmos que
do(p1,P2) = l~0 <lp — 1Vl — a2€2, pois I < [0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que fg = 0 € R%. Sejam v, vy € R? vetores unitérios tais que
p1 = lavg e Pp = lv1. O segmento de reta s; que conecta 0 a Po pode entdo ser parametrizado como s;(t) = tvy,
t € [0,11] e a funcBo distdncia entre f; e os pontos de s; é dada por

r:[0,;] =R

(2.8.26) t o 7(t) = |lavg — toy]

r(t) é diferencidvel, e sua derivada é dada por

-l cos(ZLPg) +t

(2.8.27) ) = =5

donde vem que 7{0) = —v/1 ~ a2e2 < 0.

E como R? é uma superficie de rotacio, considerando um sistema de coordenadas polares (7, ¢) em R?, recorde-
mos (ver 2.A.12) que ao longo de uma geodésica (reta) parametrizada pelo comprimento de arco t — «(t), as
funcdes r(t) e ¢(t) satisfazem as Leis de Conservagao 2.E.3, em particular (a equagdo 2.5.16)):

(2.8.28) r(t)%(1 — #(t)?) = const?

substituindo (2.8.27) em (2.8.28), e usando a desigualdade triangular: lp < 7(¢) +t < r(t) + 1, obtemos:
(2.8.29) r(0)°(1 - #(0)*) = BePa® = r(t)*(1 - #(t)°) 2 (Il — L)*(1 — #(1)?) 2 Be*(1 - #(8)®)
onde a tltima desigualdade decorre da condicao {; < (1 — €)le. O célculo acima nos mostra que

(2.8.30) 1-#(t)? < a?

ou seja, 7(t) ndo se anula (|7(¢)| mantem-se “préximo” de 1), consequentemente, como 7{0) < 0, vem que 7(t) <0
para todo t € [0,1;], donde |7#(¢)] = —#(¢). Logo

I iy ~
(2.8.31) /0 7 {t)| dt = —/0 ) dt =7(0)— () =l ~lop > 1V1~ a?

conforme querfamos demonstrar.

Para mostrar (b), consideramos um tridngulo de comparagio A = (fo, B1,p2) C R tal que i1 = do(fo, 2) = 1,
Iy = do(B1,Po) = lp e cos(£p2) = —v/1 — a2 < 0, ou seja Lpz < Lps.

Entao, pelo TCTMS 2.A.4-(a) concluimos que lo < l. E, portanto, suficiente mostrarmos que Iy < lo +

111 — a?€2.
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Podemos supor que o = 0. Sejam wp, wy € R? tais que lgwy = Py € lywy = Po. Sejam também o : [0,1;] — R,
o segmento de reta conectando pg a Pg, 01(t) = tw; e

(2.8.32) r(t) = [lowo — o1 (t)] = llowo — tw | , onde te€[0,4]

a funcéio distancia de p; a 01(¢). Temos as seguintes propriedades (como no ftem (a)): m(0) = lg, 7(Iy) = o e
#(t) = r(t) " (—lo. cos(£Lp2) — t), donde 7#(0) = — cos(£Lp2) > 0. Por (2.8.26), chegamos a

(2.8.33) r(0)2(1 — #(0)?) = 12a% = r(£)2(1 — #(t)?)

levando em conta as estimativas:

(2.8.34) r®)2 =3+ +2ptV/1 - a2 < B +12+20hV1-0a2 e
(2.8.35) lo>lo—lL>ey pois L<(1—ela< (-6l

concluimos que (2.8.35) nos leva a
(2.8.36) €a® <1 —7(t)?

ou ainda (observando que 7(t) > 0)

ll - ll
(2.8.37) / #(t) dt = r(ly) — 7(0) = Ip — Io < / VIZ a2 dt = 1;\/1= a2e?
o] 4]

e a demonstracao de (b) estd completa.
Provemos (c): Seja a = sen(Zpz), entdo |cos(£ps)| = v/1—a? e pelo ftem (b) vem que

(2.8.38) lo <lg+ 111 — a2e?

Revertendo a implicacao em {(a), obtemos

(2.8.39) cos(Lpg) < V1 — a2t

e como Zpg é agudo, vem que cos{ZLpg) > 0. Logo, (cos(épo))2 <1-a% implica que
(2.8.40) (sen(£po))” > €* (sen(<Lps))*

de onde segue o resultado desejado. [
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CAPITULO 3

3.A. Principais resultados deste capitulo

Recordemos (veja Introducao 0.3.B, ou Capitulo 2 - Definicdo 2.C.1) que por variedade com curvatura min-
imal radial assintoticamente nao negativa, (M™,0,g,k) (ou CRANN), entendemos uma variedade Riemanniana
pontuada, com uma func¢io mondtona néo negativa k : [0, oc) — [0, 00} tal que

(3.1.1) bo(k) = /O Crk(rdr <oo e K™ > —k(dy(o,p))

O primeiro resultado que vamos apresentar como consequéncia topolégica do Teorema de Comparacio de
Toponogov Generalizado (Capitulo 2) concerne 2 finitude do nimero de fins de uma variedade CRANN. Precisa-
mente:

3.A.1. Teorema. Toda variedade Riemanniana CRANN, (M™,0,g,k), possui no méximo um nimero finito de
fins. Podemos estimar o niimero de fins de M™:

(3.1.2) #{fins F de M™} < 21" exp((n — 1)b1(k))
onde by (k) é o invariante definido no Lema 2.C.6-(b) (quer dizer, b, (k) = [;° u(s) ds, onde u é solugo da equagéo
de Ricatti: v/ = u® — k).
Vamos também apresentar uma versdo para o Teorema de Comparacio de Bishop-Gromov, para variedades
CRANN:
3.A.2. Teorema. Sejam M™ uma variedade CRANN. Entao a fungio
Vol, (B(o,t))
Vol, (B_x(0,t))
é mondtona nao crescente, onde B_x(0,t) é a bola centrada em 0, de raio t, na variedade de comparacio
(R?,0, g = dr? + Ji(r)2d©?), e dO? é a forma métrica de S*~1(1).

E este resultado nos permitird demonstrar (afirmativamente) as conjecturas 2.C.7 e 2.C.10, levantadas no
Capitulo 2 quer dizer:

(3.1.3) t

3.A.3. Teorema. Dado § > 0, existe uma constante ¢ = &(n,8) tal que se uma variedade (M™,g) possui um
ponto po satisfazendo, para todop € M™:

' (3.1.4) K™ (p) > ~k(das (p0,9)), / sh(s)ds<e e Vol(B(po,r)) > (é +5) wor™

0
para alguma fungao mondtona ndo negativa, k : [0, 00) — [0,00). Entdo rp, = dpr(po, .) ndo possui pontos criticos.
Em particular M™ é difeomorfa a R™.

3.A.4. Teorema. Existe uma constante ¢ > 0 tal que se (M™,0,g,k) é uma variedade CRANN com bg(k) < e
entao M™ possui no maximo dois fins

Também podemos obter Teorema de Pré compacidade para a classe de variedades CRANN, o que nos vai
permitir falar sobre seus cones tangentes no infinito. Precisamente:

3.A.5. Teorema. Seja k : [0,00) — [0,00) uma funcao mondtona ndo negativa fixada, tal que
(3.1.5) bo(k) = / sk(s) ds < o0
0

entdo, a classe das n-variedades Riemannianas abertas, pontuadas M_g , == {(M™,0,g,k)} é um conjunto pré-
compacto na distincia de Hausdorff.
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3.B. Finitude topolégica de (M™,0,9,k)

Uma das mais importantes propriedades que uma variedade com curvatura minimal radial assintoticamente
ndo negativa possui, é sua finitude topolégica, conforme citamos em 3.A.1 (veja também Exemplo 2.A.9). Para
provarmos tal resultado, precisamos, inicialmente, dizer o que entendemos por fim de uma variedade {dentre as
varias defini¢des equivalentes de fim, extraimos a seguinte de [Ab]):

3.B.1. Defini¢io. Duas curvas ¢;, ¢ : [0,00}) — M™ sio ditas cofinais se, para todo subconjunto compacto
K C M" existe algum t > 0 tal que Vi;, t2 > t, temos ¢(t1) e ¢(ta) pertencendo a mesma componente conexa
de M™\ K (ficil ver que a relagdo "ser cofinal” é uma relaciao de equivaléncia). Uma classe de equivaléncia de
curvas cofinais é chamado um fim de M™. Denotaremos cada fim de M™ por F (ou F, para o a-ésimo fim)

3.B.2. Propriedades elementares dos fins (cf. [Ab]).
(i) Dada uma familia qualquer de subconjuntos abertos relativamente compactos {U;}ien que exaurem M™,
isto é, que satisfazem U; CC U1 e Uj»1U; = M™, fica definida uma bijegao:
(3.2.1) {fins F de M"} — {{F};};en| Fj+1 C F; e F; é uma componente conexa de M™\ U} .
Em cada sistema inverso {F;}jen, acima, os conjuntos F; sdo nédo vazios e seus fechos, —F—j nao compactos.

(ii) Fixado um ponto p € M™, entdo cada fim F de M™ contém um raio v : [0,00) — M™ partindo de p = (0)
(ou seja, v é wma geodésica minimizante em cada segmento).

(iii) Dados dois fins F1 e Fy de M™, existe uma linha ¢ : R — M™ tal que os raios o4 : [0,00) — M™ dados
por o+ (t) = o(£t) estdo contidos em F; e Fa respectivamente.

3.B.3. Teorema. Toda variedade Riemanniana,(M™, o), com curvatura minimal radial assintoticamente nio
negativa possul no maximo um ndmero finito de fins. Podemos estimar o nimero de fins de M™:

(3.2.2) #{fins F de M™} < 27" L exp((n — )by (k))

onde by (k) = fooo u(8) ds e u é solugao da equacao de Riccati: u' = u? —k sujeita & condicao de contorno u{r) — 0
se r — oo (veja, e.g., Lema 2.G.6)

Prova. Para cada fim F, escolhemos um raio unitério 7, partindo de o e contido em F,. Consideremos o conjunto

de todos os vetores unitarios v, = 0) em T,M™. Entao, para todo vetor unitério, v € T,M™, suficientemente
('3 o 2 M o 3

préximo de v,, a geodésica

(3.2.3) . Y :[0,00) = M™, dadapor 7,(t)=exp,(tv)

estd contida em F,. De fato, se

(3.2.4) (v,v0) = /1 — a®B%2

entao

(3.2.5) dyr(a(t), 1 (1—)) St — (1—e)tv/T—a? = t[l ~ (1 ~ e)v/1 — a?] =: tge 0

onde, como é ficil ver, 0 < g, o < 1; assim 7, estard contido em F, se (v,v4) > m . Com isto, as bolas
(3.2.6) B(vg, 2" arcsen(8)) C SoM™

da esfera unitaria S~ C T,M™, com centro em v, e raio 27! arcsen(3) sio duas a duas disjuntas. Observemos

que arcsen(3) > B = exp(—bi(k)). A desejada estimativa do niimero de fins de M™, é obtida diretamente do
Lema de Empacotamento {cf. [Gr2]) que segue. [
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3.B.4 Lema de Empacotamento. Seja 0 < p < 7/2; entdo o niimero de bolas disjuntas de raio p, B, C §™~!
nao ultrapassa

Vol(S™~1) m\"
(3.2.7) Voi(B)) =2 (%)

Prova. A demonstracio deste Lema é uma aplicagio imediata do Teorema de Comparacdo de Bishop-Gromov.
Vamos comparar os volumes das bolas de §7~! ¢ R*~! (variedade de comparacio). Observe que

(3.2.8) Vol(8™ ') = Vol(Bgr-1(0, 7)) = 2V ol(semi-esfera de S"~1) = 2V ol(Bgr-1(0,7/2))

Assim, como p < w/2:

(32.9) Vol(§"1) _ ,Vol(Bsn-1(0,1/2)) _ ,Vol(Brn1(0,7/2) _ ( ™ )""1

Vol(B,) =~ Vol(Bgn-1{0,p)) ~— ° Vol(Bgn-1(0,p)) 2
o que prova o Lema. [

O Teorema de finitude 3.B.3, pode ser demonstrado de uma outra maneira, usando a nogéo de pontos criticos
para a fungao distancia. Mas para fazermos esta prova alternarnativa precisamos, antes, definir alguns elementos
importantes.

3.B.5. Definicio. Uma geodésica o de M™ definida em [0, 00) [respectivamente (—oo,0)] é chamada de raio
(resp., uma linha reta) se dpr(0(t),0(s)) = |t — s| para todo s, t € [0,00) [resp., s, t € (—o0,0)]. Escrevemos
Ryr (resp., Rp) para denotar o conjunto de todos os raios de M (resp., todos os raios de M comegando em um
ponto p).

Em variedades abertas, uma classe de fungdes que desempenham fundamental importancia sao as fun¢oes de
Busemann (fung¢bes do tipo distdncia). O artigo de K. Shiohama, “Topology of complete noncompact mani-
folds” [S] faz uma descrigdo bastante completa das propriedades de fungdes de Busemann e algumas implicagoes
topolégicas. Definimos a fun¢@o de Busemann associada a um raio o € Rps como sendo o seguinte limite

(3.2.10) Fy(z) = tl_igl{}i ~ dpr(z, o(t))

Definimos também a seguinte fun¢io ”tipo-distancia” (distance-like), F},, associada & familia de esferas métricas
{S:(p)} em torno de um ponto p, por

(3.2.11) Fp(z) = lim t — du (z, S:(p))

(uma outra maneira de se definir tal fun¢do, é tomando o méximo das funces de Busemann max{Fai o€ Rp})

Por exemplo, em R”, um cédlculo simples nos mostra que para quaisquer z, p € R™, e qualquer raio partindo
de p, v : [0,00) — R™, a fungéo de Busemann F,(z) = dg~(p,z)cosf = |p — x|cosf, onde # é o dngulo entre
+(0) e o segmento de reta que conecta p a ¢, enquanto que Fy(z) = dgr(p,z) = |p — z|. Os seguintes resultados
mostram algumas das propriedades interessantes destas fungdes (Teorema 1.1 de [S])

3.B.6. Lema.
(a) F, e F, sao Lipschitzianas, com constante de Lipschitz 1

(b) Qualquer que seja a € F,(M) o conjunto de nivel F;'(a) = {z € M | F,(z) = a} = limy—.co S(0(2), ¢t — a),
onde S{c(t),t — a) € a esfera centrada em o(t) e de raio t — a.
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(c) Fe < F, <rpemM, e F,(0(t)) = Fp(o(t)) = rp(0(t)) =t em [0, 00), quaisquer que sejamp € M e o € Ry,
onde r,(z) = dup (P, T).

(d) Fp(z) =t — das(z, F;1(t)) para todo o p, 2 € M et > 0 com Fp(z) <t.

(e) Um raio 0 € Ry é assintético a outro raio vy € Ry se, e somente se, F.,(o(t)) =t + F,(0(0)) para todo
t>0

Aqui, um raio o é dito ser assintético ao raio 7y se existe uma familia de geodésicas minimizantes {Om, }men,
cada oy, satisfazendo 0,,(0) = pm € limmeooo Pm = 0(0) € om(am) = ¥(bm) para alguma sequéncia divergente
{bm}, além disso ¢(0) = liMm—oo Im (0).

Para uma demonstragio do lema acima, veja [S]

Apesar das fungdes rp, F,;, F), serem, geralmente, apenas fungoes de Lipschitz sobre M™, é conveniente intro-
duzirmos uma nogdo fraca de gradiente, para tais fun¢des, da maneira seguinte:

(3.2.12) V.rp(z) i={v € TLM : |[v]l = 1, t + rp{exp,(—tv)) = rp(z), Vt € [0,7,(z)]}
(3.2.13) V.F(z) :={ve T M: ||| =1, Fy(exp,(tv)) —t = F,(z),Vt > 0}
(3.2.14) V.F (z) = {veT,M:|jv]| =1, F,(exp,(tv)) — t = F,{z),Vt > 0}

Podemos ainda apresentar uma outra maneira de definir tal nocao de gradiente generalizado (compare com
artigo de T. Shioya [Sy2]): Seja

(3.2.15) Vrp 1= {Vry(z)| p é suave em z }
onde a segunda barra denota o fecho topolégico do conjunto. Definimos entao
(3.2.16) Vrp(z) = Vr,NT,M

3.B.7. Observacao. As duas nogbes de gradiente generalizado, acima dadas coincidem

Verificaggo. Com efeito, temos duas situagbes a considerar:

Primeira: o ponto ¢ Cp, entdo existe uma tdnica geodésica minimizante conectando p a x a qual satisfaz
trivialmente (3.2.12) e (3.2.16)

Segunda: o ponto = € Cp. Neste caso, v € Vrp(z) se, e somente se existe uma sequéncia de pontos {Zn}n Z Cp
tal que z, — x e Vry(2,) = v, — v, conforme n — oo. Para cada z,, temos

(3.2.17) t + rp(exp, (—tvn)) = rp(z5) para t € [0, rp(2n)]
fazendo n — oo, na expressao (3.2.17), a continuidade da funcéo distancia nos mostra que
(3.2.18) t +7plexp,(—tv)) = rp(z) para t € [0,7,(x)] .

O

3.B.8. Lema (cf. [Kal]). Seja (M™,0,g9,k) uma variedade Riemanniana CRANN. Entdo valem as seguintes
assergoes
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(a) A fungao F,(z)/r,(x) converge para 1 conforme & vai para infinito (i.e., conforme r,(z) — o0). Em
particular, F, : M — R é uma funcio de exaustdo em M, quer dizer, para cada t € R, o subconjunto {z € M :
F,(z) < t} é compacto.

(b) Conforme x € M tende para infinito

(3.2.19) max{Z{u,v) : u,v € V.ry(z)} — 0

(3.2.20) max{Z{u,v) :u € Vr,(z),v € V.F(z)} — 0

Algumas observagdes acerca do conteddo do lema acima: a afirmacdo (a) nos diz que a funcio de Busemann
F,(z) para x distante de o tem comportamento semelhante ao da funggo distancia r,(z). As afirmagoes em (b)
afirmam que, no infinito (r,(z) — o), estd bem definido um campo gradiente da fungao distancia 7, e que este
coincide com o campo gradiente de F,, no infinito. Uma consequéncia direta deste lema é a finitude topolégica
de (M™,0,g,k), conforme j4 comentamos anteriormente:

3.B.9. Teorema. Toda variedade CRANN, (M™, 0,9, k), tem tipo topoldgico finito.

Prova do Teorema 3.B.9.
Com efeito, o Lema 3.B.8 afirma que existe R > 0 tal que para todo z € M™\ B(o, R)

(3.2.21) max{Z(u,v) : u,v € V.ro(z)} < g

mas, pela definicio de ponto critico da fun¢io distancia (0.4.D.1), isto quer dizer que z ndo é ponto critico de
To. Assim, usando o Lema de Isotopia (0.4.D.3), concluimos que M™ é homeomorfa & bola B(o, R) (dito de outra
forma: M™\ B(o, R) é homeomofa a r;}(R) x [0,00)). Em particular, M™ possui um niimero finito de fins. O

Passamos agora a

Prova do Lema 3.B.8.

Vamos provar primeiramente a propriedade (a). Seja (zp,)men uma sequéncia de pontos de M™, tal que
To(Tm) — 00 conforme m — oco. Para cada m, temos uma geodésica minimizante o, : [0, 8m] — M (am = 7o (Zm))
conectando os pontos 0 € Tn,. Tomando uma subsequéncia, se necessério, podemos assumir que g, converge para
um raio e € Ro, com inicio em o (pois a esfera unitéria S~1(0) em T, M é compacta), ou, em outras palavras,
O, = £(6m(0),55(0)) tende a zero conforme m — oo. Sejam a, € € (0,1) arbitrariamente escolhidos. Entgo,
para m suficientemente grande, temos

(3.2.22) cosb, > /1 —a23%2.

Ponha ¥, 1= Too{@m /(1 — €)). Entdo, pela Proposicio 2.H.1-(a) (Desigualdades Triangulares 1)
(3.2.23) A (@ Ym) < —19_&8 — amV1— a2

para m grande. Segue do Lema 3.B.6 (c) e (d) que

(3.2.24) Fo(zm) = 1i7ﬁ~ dum (xm,F;l ( dm )) > m M (Tm, Ym) = am V1 — @

—c 1—-e& T 1l-e
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Isto implica que

(3.2.25) Vet < Blzm) gy

TolZm

para m suficientemente grande. Como {z,}men € a € (0,1) sao arbitrdrios, fica demonstrada a primeira assercao.
Provemos agora (b): ponhamos

(3.2.26) 0(z) := max{L(u,v) : u,v € V.ro(z)}

Suponhamos que exista uma constante ¢ € (0. 1) e uma sequencia (Zm )men de pontos de M™ tal que am = 75(Tm)

vai para infinito quando m — oc e 8{(z,,) > 2¢ > O para todo m. Tomemos um par de vetores Um. Um € V.ro(Zm)
tal que Z(Um,vm) > 2¢, e sejam

(3.2.27) Cm(t) :=exp, (t—am)um e Em(t) :=exp, (t—am)vm

com 0 <t <a, (éclaro que (n(0) = £,,{0) = 0). Fixemos m.

Seja x. um ponto de M™ tal que b = 1,(z) 2 am/(1 —2) e 0 : [0.d] — M" (d := dpm(z,Tm)) uma geodésica
minimizante ligando 2., a z. Observe que max{Z(&(0),um}, £(5(0),vm)} > ¢ (pois. caso contrario, se fosse
max{Z(5(0), um), £(6(0),v,n)} < ¢ entdo terfamos L(tm. tm) < L{um,d(0)) + £(d(0),v,n) < 2¢c. contradizendo
o fato que estamos assumindo: 8(z,) > 2c). :

Entdo, para uma constante ¢ € (0, 1) e uma geodésica minimizante « : [0,b] — M™ ligando 0 = v(0) a = = v(b),
nds vemos que

Z(7(0),(m(0)) 2 8, se  L6(0),um) >c

(3.2.28) £(5(0),6m(0)) 26, se  £(6(0),vm) >c

onde § = §(c.z,3) é uma constante dependendo apenas de ¢, € e 3 (conforme Proposicio 2.H.1). Com efeito
suponhamos. por exemplo, que Z{&(0), u,,) > ¢, entdo segue que

{3.2.29) L(a(0), ~tum) =7 — L(6(0),un) <7 —c
implicando que

(3.2.30) cos £{G(0), —tt,p) > cos{m —¢) = — cosc = —+/1 — (senc)?
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aplicando a Proposigédo 2.H.1-(b), com a = sen ¢ para o triangulo geodésico A((pm,0,7y) obtemos

(3.2.31) b < d+amy/1— a2B2e2.

onde a = senc. Segue por (3.2.31) e Proposi¢ao 2.H.1-(a) que

(3.2.32) c0s Z(¥(0),{m(0)) < /1~ a2t

e portanto

(3.2.33) Z£(#(0),{m(0)) > 6 := arccos /1 — a2 B2e
semelhantemente, mostramos a outra condigio.

8.B.10. Observacdo. Uma outra forma de provarmos a afirmacao (3.2.28) é observar que se fosse § = 0 entao
terfamos uma sequéncia de pontos (yx)r em M™, satisfazendo d{o,yx) > am/(1 ~ &), e geodésicas minimizantes
Y& : [0,b] — M™ e oy, : [0,di] — M™ satisfazendo

(3.2.34) w0 =0, )=y, okO)=zm, oxldr)=yr,e  ZL0x(0),um)>c
(3:2.39) Jim_ Z((0),m(0)) =0

Por continuidade da funcéo sngulo e unicidade do limite temos que limg—.cc Y%(0) = (m(0); assim, dado & > 0,
existe kg € N, tal que para todo k > kg, temos Z(4%(0), (m(0)) < € e dai

(3.2.36) O =7 — Z(Um,0%(0)) >7—§

onde & = §(k,€) >0, e & — 0 se € — 0. Mas isto é um absurdo pois, por hipétese, 8, < 7 — c.

Fica assim demonstrada (3.2.28).

Prosseguindo nosso argumento, afim de chegar a uma contradicio, vemos que por compacidade de S*~1(0) x
S§m=10) ¢ T,M x T,M podemos supor que a sequéncia ((mn(0),£m(0)) C SP1(0) x S"~1(0) seja convergente
e satisfaca (1 — €)am' 2> am se m’ > m. Entdo, para o § > 0 acima obtido, existe mg € N tal que para todo
m’ > m > my teremos

(5.2.5) L@ Cn(O) <5 & LEm(®),En(0) <3

B

em contradi¢do com (3.2.28). Desta maneira, provamos que #(z) — 0 conforme r,(z) — oo.

Para finalizar, demonstraremos que max{Z(u,v) : u € V.ro(z),v € V.F,(z)} converge para zero se r,(z) — 0.
Em esséncia, seguiremos os mesmos passos do raciocinio anterior. Sejam (Z,,)men uma sequéncia divergente em
M™ e c € (0,1) uma constante, tais que

(3.2.38) L(Um,Vm) >¢>0  paracertos  uy, € Varo(T,) e Uy € V.F(zn) .
Fixado t, sejam (m (%) := €xp, tm, ¥m : [0,70(Zm)] — M™ a geodésica minimizante conectando o ponto o0 a

T tal que V., (To(Zm)) = um € considere uma geodésica minimizante &, conectando o ponto 0 a (x(t). Dado
¢ € (0,1), existe tp > 0 tal que se £ > to entdo 7, ((m(t)) = ro(zm)/(1 — &). Note ainda que a condicio (3.2.38)
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implica que o angulo § = 7™ — (U, Vm) < 7 — ¢ de onde obtemos cos@ > —4/1 — (senc)? e dai, aplicando a
Proposigao 2.H.1-(b) ao tridngulo geodésico A(Ym, (m,E&m,¢), n6s temos

(3.2.39) To(Cm(t)) < t 4+ 7o(Tm) V1 — a?(%2 ,

onde a = senc. Por outro lado, decorre da definicao de V.F,(z,,) e do fato que F, < r, (Lema 3.B.6-(c)) que

(3.2.40) To(Cm(t)) = Fol{m(?)) =t + Folzm)
Segue das desigualdades (3.2.39) e (3.2.40) acima que
(3.2.41) Folzm) <+V1-a2p%2 < 1

To(xm)

para todo m, mas isto contradiz a primeira asser¢éo (a) do Lema. Fica assim demonstrada a segunda assercéo e,
por conseguinte, a demonstracao do Lema 3.B.8 estd concluida. O

3.C. Comparacao de Volumes em Variedades CRANN

Iniciamos esta se¢do apresentando o Teorema de Comparacao de Volumes, ou Teorema de Bishop-Gromov para
variedades CRANN.

Seja I' € S, M um subconjunto fechado de vetores unitérios em 7T,M, vamos escrever
Br(o,7) := {exp,(tI')|0 < t < r}
(em particular, no caso em que I' = §™~!, temos Br(o,r) = Bfo,7) ) e vamos definir
Sr(r) = {m)‘v el'}

Por 7, entenderemos uma geodésica (parametrizada pelo comprimento de arco) com diregéo inicial 7, {0) = v.
Denotemos por B_;(0,7) & bola centrada em 8, de raio 7, na variedade de comparagao (R™,0 = 0,gx =
dr? + J(r)2d©?), onde dO? é a forma métrica canénica de S"~1(1). Ponhamos também

B;k('O', T) = {epr-(tf‘)[() <t<r}

onde o subconjunto I' C SzM7,, neste caso, é alguma imagem isométrica do subconjunto I' C S,M).
k

3.C.1. Teorema de Comparagao de Volumes (cf. [Z1], [22]). Sejam (M™",o0,g,k) uma variedade CRANN
e I ¢ S,M um subconjunto mensuravel da esfera unitéria em S,M C T,M. Entéo a fungéo

Vol,(Br{o,t))

(3.3.1) Vol (Bi¥(5,t))

é mondtona nao crescente. Além disso, valem as seguintes desigualdades:

VOln(Br‘(O, 'f')) > VOln(BP(O7 R))

>
(3.3.2) Voln(B_r@,1) = Voln(Br@R) =0
Voln(Br(o,r)) (n=1ba(k) { T\"
> el Rl 2
(3.3.3) Vol B ) 2 © ( R) VR>r>0
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(3.3.4) Vol,(B(o,1)) < Vol,(B_x(3,t)) ¥r>0

Prova. A demonstragdo deste Teorema segue de perto a prova do Teorema de Comparagio dos Volumes, de
Bishop-Gromov {compare com [Grl]). Mas, neste caso, ao invés de compararmos M™ com um espaco-forma,
compararemos com o espaco R™, munido de métrica g, do tipo produto toreido definida por

(3.3.5) Gk = dt2 + (Ji(1))?dO?
onde, como no capitulo 2, d©? é a métrica canénica da esfera unitdria S*~1, e Ji(t) é a solucio da equagio
(3.3.6) J () - k(@) Ji(t) =0, com Jr(0)=0, J.(0)=1

Dividiremos a prova de (b) em duas etapas: na (1* etapa) provaremos que para cada v € I, a funcéo

o= el

é decrescente em t, e na (2% etapa) provaremos a desigualdade de Bishop-Gromov

Vol,(Br{o,r)) S Vol,(Br(o, R))

(3.3.8) Vol (B(5,7)) = Vol* (B(5, B))

YVE>r>0

(1% etapa) Se C, = cut locus de o, denotemos por U, % T,M o dominio estrelado tal que exp[U é um
ab. @

difeomorfismo sobre M \ C,.
Dado v € T, seja 0y : [0,1] — M™ uma geodésica unitéria sem pontos conjugados (lo.,(0) =lv € U,) e

(3.3.9) i ToM™ — TsM™,
uma isometria. Temos que a geodésica definida por
(3.3.10) G (1) := expy(t.i(v)) , te0,]]

também ndo tem pontos conjugados. Recordemos que os campos de Jacobi, J, de M™, , ao longo de & satisfazendo
J(0) =0 e Vi (0)J = w € TsM?™;, séo dados por

(3.3.11) J(t) = Py (Jr(t)w)

onde Pjq é o transporte paralelo ao longo de & de @ a 5(t).

Fixemos r € [0,] e tomemos uma base {v),...,v,_1} de v tal que os campos de Jacobi Y7,...,¥,—1 a0
longo de o, satisfazem

(3.3.12) Y (0) =0 V.Y =, i=1,...,m—1
e a familia {Yi(),...,Yp—1(r)} forma uma base ortonormal de {o’(r)}+.
Se #; = i(v;), para j = 1,...,m — 1 e G é como em (3.3.10), vemos que {¥1,...,Pn—1} gera {5'(0)}* e
determinam uma familia de campos de Jacobi Y;(t), 7 =1,...,7 — 1 ao longo de & dada por
- Jr(t) -
(3.3.13) Y;(t) = o) (3,79%)
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Assim, como 0, nao tem pontos conjugados, temos

(3.3.14) () = [Ya(®).-- (t)ffij(t)}zlifl(t)--.ijn-l(t)i
Yi(2) ... Yaor ()57 (8)]  [Yi(2)...Yeeor(2)]

A definigéo de determinante e ortonormalidade de {Y;(7)};=1,.. n—1 nos mostram que

. n—1 -1
(33.15) V1. Yooil(r) = Y (YY) = > I(Ys, Yi)
=] i=1

onde [ é a forma do indice em o : [0,7] — M™.
Seja agora {e;(t)}i=1,.. n—1 um sistema de campos paralelos ao longo de o, com e;(r) = Y;(r) para i =
1,...,n—1e defina campos Xj;, ao longo de oy, por

Jk(2)
RGN

é claro que X;(0) = 0 e Xi(r) = e;(r) = Y;(r). Segue entdo, pelo Lema do Indice, da definicao de Ji e do fato de
M™ ser variedade CRANN, que

(3.3.16)

e (t) , t=1,...,n~1

(8.3.17)
r Ti(t) Ir(t) Je(t)
oYt (7 <ZI (X, %) Z/ (Z9Y" (r ), 00000, 20 ) a
n—1 -1 / 4 (T)
T | o) - ko a= 7 [ 00 de= - 0D
(¥ ... Voo ()
Por outro lado
(3.3.18) Yi...Yol(r) =Y. Ynotl(r) =1
Consequentemente
’ r) = }Y]_ N Yn_lj’(r)ll}l .es )7,1_1[(7') - ]Yl . Yn~1|(7‘)ly~'1 .. .l?'n_ll'('r)
(3319) fv( ) - li’l...?n..ll('l‘).z S 0

portanto, para cada v € I', a fun¢io f, € nao crescente em r.
(2° etapa) Seja ds, a forma de volume da esfera S7~1(0). Entao, definindo

(3.3.20) hir) = / det((dexp,)ms) ds, € ha(r) = / det((dexpy)rs) dsr
Sp(r)nU H{Sp(r)nl,)

segue, da 1% etapa, que a fun¢do dada por

(3.3.21) r s h(r) = A7)




79

é nao crescente em 7. Vale também afirmar que a funcao

rH_ngﬂﬁ
(3.3.22) =T

é nao crescente em 7. De fato (a prova que segue foi extraida de [Z1}), seja 7 >t > 0. Pela condigao (3.3.22)

h{t) S h(r)

(3:3.23) Fe() = F(r)

logo, por (3.3.23)

(3.3.24) L%@ﬂ=LZ$%Mﬂﬂ2£@>;%@ﬁ

ou seja

Jo Mt) dt _ h(r)

(3.3.25) Jo Pa(t) dt = hu(r)

€ por conseguinte

d {Jo @) dt\  Ri(r) fo ha(t) dt ( [JR{(t) dt  h(r)
(3.3.26) ar ( fg 30 dt) TN WD) d0)? ( ff or hk(r)) 20

de onde concluimos por (3.3.26)

ﬁM@ﬁ>ﬂmm&

o Jotn(t) dt ~ fg h(t) dt
ou ainda

R T
(3.3.28) Jo bt dt g () dt

[ h(e) dt = IS ha(2)
o que demonstra (3.3.21).

como Vol,(Br(o,7)) = fg he Voln(B;k(ﬁ, r)) = for hi, segue a validade de (3.3.1)
Para provar (3.3.2), basta observar que

(3.3.29) Voln(B5*(5,7)) = /r o /O () dt = () /0 (et Lt

Dai, pela monotonicidade em (3.3.1) (ou (3.3.28)) e substituindo (3.3.29):

Voln(Br(o,r)) . _ Voln(Br(o,R))

(3.3.30) w(D) J§ (@) 1dt = p(ry [F (e rdt
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quaisquer que sejam 0 < r < R o que mostra (3.3.2)
Levando em conta que t < Jx(t) < €t e que Voln(B_r(3,7)) = nwn [ (Je(s))* ! ds, observamos que

(3.3.31) War™ < Vol (B_i(8,7)) < waelrDbolk)pn

A desiqualdade (3.3.31), substituida na desigualdade (3.3.1) fornece-nos a estimativa (3.3.3) para a comparagéo
dos volumes:

Voln(Br(o,7)) _ (n-1)n T\"
| YolnlDr(o,7)) | (a olk) [ 1
(3.3.32) Voln(Br(o,R)) = © <R)

quaisquer que sejam 0 <r < R.
Finalmente, a desigualdade (3.3.4) decorre imediatamente de um argumento de limite:

Vol,(B(o, R)) lim Vol,(B(o,7))
Voln(B—x(0, R)) ~ 70 Vol (B_x(0,7))

Fica assim demonstrado o Teorema de Comparagdo de Volumes. [

(3.3.33)

Particularmente, no caso em que temos uma variedade {M™, 0) com curvatura minimal radial ndo negativa,
i.e. k(t) =0, o Teorema acima toma a seguinte forma

3.C.2. Coroldrio. Seja (M™,0) uma variedade com K™" > 0, entao a fungéo

s Vol.(B(o,t))
Wnt™

(3.3.34) ¢

é mondétona nao crescente.

Conforme comentamos no Capitulo 2, Machigashira e Shiohama (do Carmo e Xia) demonstraram em [MS]
([aCX]) que, se (M™,0) é uma. variedade aberta com curvatura minimal radial ndo negativa e com crescimento
Euclidiano de volume ap; = lim, o Vol(B(o,7))/w,r™ > 1/2 {apr > 1/2) entdo M™ é difeomorfa a R®. A
pergunta que surge ¢ se este fenémeno depende, de alguma forma, continuamente em relagéo ao limitante inferior

da curvatura. Nosso préximo resultado {de rigidez) vem dar uma resposta afirmativa a esta pergunta, para a
classe das variedades CRANN.

3.C.3. Teorema (cf. [Z1]). Dado § > 0, existe uma constante £ = £(n,8) tal que se uma variedade (M™, g)
satisfaz, para algum o € M"™:

(3.3.35) K™ (p) > ~k(da(0,p)), / sk(s)ds<e e Vol(B(o,r)) > (% +5) wor™
0
para alguma fungao monétona nao negativa, k : [0,00) — [0,00). Entdo r, = da(0,.) nédo possui pontos criticos.

Em particular M™ é difeomorfa a R™.

A demonstracao deste Teorema é baseada na Teoria dos Pontos Criticos para a Fungao Distancia, que discutimos
na Introducao desta Tese, também faremos uso do Teorema de Comparacio de Toponogov Generalizado e do

Teorema de Comparacao de Bishop-Gromov, que acabamos de demonstrar, mas antes, precisamos de alguns
lemas preliminares.
Vamos denotar por T,, ao conjunto

(3.3.36) T, := {v € S,M| a geodésica v, partindo de o, na direcéo v é um raio }

seja p a medida (Riemanniana) canénica de S™~?
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3.C.4. Lema (cf. [Z1]). Seja (M™,0,9,k) uma variedade CRANN tal que para algum § > 0, temos

(3.3.37) Vol(B(o,r)) > (% + 5) war”
entao

1

)
(3.3.38) w(T,) > —-2 - Vol(S™™1)

e{n—1)bo(k)

Prova. Para cada t > O seja A; o conjunto das direcoes em T, M tais que as geodésicas <y, partindo de o com
velocidade inicial v € A; minimizam, no méximo, até t, i.e

(3.3.39) A = {v € S,M| a geodésica 7, n3o é minimizante em [0, ¢ + a] qualquer que seja a > 0 }

Usando o Teorema de Comparacao dos Volumes e observando que Vol{8"1) = nw,, (ponhamos ds; = forma de
volume da. esfera unitaria S7!(0)) vemos que para qualquer m > 1,

t mi
Vol(B(o,mt)) g/ dslf enDbo(k)pn=1 dr+/ dsl/ e Dbkl =1 gp
As 0 S"“l\At

(3.3.40) 0

e(n—1)bo(k) , . er—Dbo(k) n

Dividindo a expressao acima por (mt)™ e levando em conta a condigio sobre o volume obtemos:

1 e(n=1)bo(k) e(n=1)bo(k)
(3:3.41) (5+) w0 = it + S, — (40)

fazendo m — oc em ambos os membros da desigualdade acima:
1 e(n—1)bo(k)
(3:3.42) (3+6) wn s E—" (0w - w0

consequentemente, podemos estimar p{A;):

e(n=Dbo(k) _ 5 _ 1

(3.3.43) (A < T ® 2 nawy, qualquer que seja t > 0
Por definicio T, = lim;,,(S™" 1 \ A;). Portanto
(n—L)bo(K) _ § _ 1 s
; _¢ p) _ 3 n~1
(3.3.44) u(T,) = nw, ey et S el s e (5 Vol(S™™1)

e a demonstragéo estd completa. [
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3.C.5. Lema (cf. [Z1]). Seja, como no TCTG, um tridngulo /\(o,p1,p2) com vértices o, p; e po, lados corre-
spondentes Yo, v, € Y2, € dngulos ag 1= Lo, ay 1= Lpy e g = Lp; em (M™,0,4,k), variedade CRANN. Seja
A(3,7,,D,) um tridngulo de comparagéo correspondente em M2, . Se os lados L(¥;) = L{v;) =: l;, parai = 1,2
e L(Fo) > L{70) e o 4ngulo £p, := &, > %, entdo

(3.3.45) & <oy

Prova. A demonstragao deste Lema é uma aplicagdo do TCTG. Deformamos o tridngulo A(3,5;,5,) C M2, da
seguinte maneira: mantendo fixo o lado F, (0 qual conecta os pontos T e 7, ), movemos o ponto P, ao longo da
circunferéncia S (?,1,) até obtermos um ponto P2 tal que a distancia d—x(P;,p2) = dpr(p1,p2)- O novo tridngulo
A(9,5,,P2) satisfaz:
(3.3.46) L{v)=L(F), Lm)=LG)=LFH), L{v)=L(%) < L)

Notemos que conforme a distancia d—x(Py,B;) decresce para d_i{(f2,7; ), as fungdes dngulo o e @ também
decrescem monotonicamente para &g e & (veja que @y decresce monotonicamente devido & férmula da primeira

variagao do comprimento e ao fato de que @ > 7/2). Aplicamos o Teorema de Gauss-Bonnet aos tridngulos A e
A, obtendo:

(3.3.47) // - k(d-k(ﬁ, x))da(x) =0y + 0y +0y—7 € // — k(d,.k('a, a:))do(a:) =&y +ay+do —7
a A

E como a drea delimitada pelo tridngulo A é maior que a 4rea delimitada pelo tridngulo A (@ > n/2), vem que

(3.3.48) / / — k(d-x (3, 2))do(z) < f / — k(d(3, z))do ()
N A

ou seja

(3.3.49) o+ +0— < bg+6+b—7

Usando que @ > &g € 8o > &g na expressio (3.3.49) concluimos que

(3.3.50) @ < 0y

Aplicamos, enfim, o Teorema de Toponogov Generalizado aos tridngulos A € A para concluirmos que
(3.3.51) o <oy

implicando a afirmacéo do Lema

(3.3.52) a; <oy

0

O préximo Lema fornece uma estimativa para o excesso de tridngulos A(8,5;,5,) C M2 & baseados em .
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3.C.6. Lema (cf. [Z1]). Dado um tridngulo A(3,5,,P,) C M?,. Entao:
(3.3.53) To + Ty + Ty — T > —aghp (k)™

Prova. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos que

(3.3.54) T+ +Ty—7 = / f — k(d_x(3, 2))do ()
o

Veja que, se d := max{d_.. (5, x)i z € A}, entdo a integral (3.3.54) pode ser estimada por
Xo d
(3.3.55) / / — k(d_p(3,2))do(z) > / a9 ] —h() T (2) dt
- 0 0
Y

fazendo d — oo em (3.3.55) e recordando que Ji(t) < e*¥*¢, obtemos:

(3.3.56) / / — k(d_r(0,2))do(z) > To /O T et dt > —aobo()er®
o

que € o resultado que queriamos demonstrar. [J
Temos agora resultados suficientes para demonstrar o Teorema 3.C.3.

Prova do Teorema 3.C.5.

Vamos provar que para qualquer ponto p; € M”™, p; # o, existe uma diregio vy, € Ip, M tal que qualquer
geodésica minimizante conectando o a p; faz um angulo obtuso com p;. Por defini¢do, de ponto critico para a
func¢do distancia, isto quer dizer que p; nio é ponto critico de 7, = dps(0,.).

Pelo Lema 3.C 4,

3+6

(3.3.57) MTo) 2 — vy

Vol(S™1)

Assim, se escolhemos & = &(n, §) suficientemente pequeno, entdo bg(k) < ¢ implica que

(3.3.58) w(T,) > (% + g—) Vol(5™1)

Desta forma, fixada uma geodésica minimizante 7y, : [0,I] — M™ conectando o a p; (I := dp(0,p1) = L(72)),
existe um raio 7y : [0,00) — M™ partindo de 0 e um ndmero positivo §,, (dependendo de § e n) tais que

(3.3.59) a0 == Z(14(0),1(0) < 5 =

(isto, devido a (3.3.58)). Ponhamos @ := 7/2 — én,.
Construiremos agora o angulo de comparacio em M2, . Para isto, consideremos dois raios ¥, ¥, : [0, 00) —
M2  partindo de 6, formando um angulo entre si igual a

(3.3.60) To =1/2 — 6y
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Denotemos por P, = T5(l). Seja ¥y : [0,a] — M2, uma geodésica minimizante, conectando B, := 7,(T) a p; ,
onde o nimero T é escolhido grande o suficiente de modo que o angulo

(3.3.61) & = L(-T(T), F(0) <

Seja @; o dngulo em 7;. O Lema 3.C.6, juntamente com (3.3.60) e (3.3.61) implica

(3.3.62) @ > 7 — T — To(l + bo(k)e*®) > 1 — %’i - (g - 5n) (1 + bo(k)e®))
Logo, se by(k) é suficientemente pequeno, temos

0,
(3.3.63) @ >t =

Provaremos agora que «; > @ (ainda ndo podemos utilizar o Teorema de Comparagao TCTG posto que os
tridngulos ainda néo sio comparaveis):

Ponhamos pg := y1(T"). Para cada t € [0,1], consideremos a familia & um parametro de geodésicas minimizantes
em M™, B; : [0,¢] — M™, conectando pa = 3:{0) a y2(t) = SB{c;) e escrevamos

(3.3.64) o 1= L((t), Bi(ex))
Sejam 3, : [0,6] — M2, e @i, a geodésica e o angulo correspondentes em M2,. Definamos o ndmero
(3.3.65) R :=sup{t € [0,]]|L(8:) < L(B,)}

Vamos mostrar que R > [:

Por construgao, ag < O, consequentemente a {érmula da primeira variagio do comprimento implica que R > 0
(com efeito, para s > 0 pequeno, L(Bs) = L(71) + scos(m — ag) +O0(s?) e L(B,) = L(F,) + s cos(m — &) + O(s?),
de onde segue que L(Bs) < L(B,) +yos + O(s?), para alguma constante yo > 0. Logo L(3,) < L(B,), se s > 0 for

suficientemente pequeno). Se for R < [, entdo L(Br) = L(Bg) e L(3;) < L(B,) para t < R. Lema 3.C.5 implica
que oy > & > 7/2. Fazendo uso, mais uma vez da férmula da primeira variacao do comprimento:

(3.3.66) C%L('Bt) = COS o
e com isto

R d R _ R _ _
(3.3.67) L(Br) = L(m) +./0 EZL(Bt) dt = L{y1) +/0 cosay dt < L{%F;) +/0 cos@; dt = L{Bg),

o que é uma contradi¢do. Portanto R > 1. Lema 3.C.5 implica que

(3.3.68) w>a>iid
2 4
Para finalizar, dada uma geodésica minimizante arbitraria o : [0,!] — M™, conectando o ponto o a py,
consideramos o tridngulo geodésico A(a,70,72) e 0 comparamos com o mesmo tridgngulo A(Fg,¥;,72) € M2,
j& obtido. O Teorema de Comparagdo de Toponogov Generalizado implica que o dngulo em p; € maior que
7/2 + 6, /4, mostrando que p; ndo é ponto ponto critico de r,. [J

O préximo resultado -novo, para a classe de variedades com curvatura assintoticamente n3o negativa- nos
mostra que existe uma continuidade do nimero de fins de uma variedade CRANN, com relacao ac invariante
bo (k).
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3.C.7. Teorema. Existe uma constante ¢ > 0 tal que se (M™,0,¢,k) é uma variedade CRANN com by(k) < ¢
entado M™ possui no méaximo dois fins

Prova. Suponhamos que M™, nas condi¢bes do Teorema, possua trés ou mais fins. Entdo existem trés raios: +y,
~5 € «3 partindo de o e indo para trés diferentes fins. Para cada t > 0 fixo, seja ¢y uma geodésica minimizante
conectando v1(t) a 12(t) e & = Z(v{(0),72(0)), o 4ngulo entre -y; e 2. Vamos considerar dois tridngulos:

(3.3.69) D@z, y) CM2, e Ao(B,upv) C ME = (R2,6=0,<.,.>)
onde < .,.> é a métrica candnica de curvatura 0. Suponhamos que

(3.3.70) t=d_i(,2¢t) = d—i(0,y:) = do(6,us) = do(0,v:) e di:=dp(7(t),7(t)) = dei(ze,yt) = do(us, ve)

onde dp ¢ a distancia induzida de < .,. >. Denotemos por 0; (resp. ¢:), o angulo em & (resp. 3), do tridngulo 4\
(resp. A2) e Lxy, Ly os dngulos em x; e y; respectivamente (Lu,, Zv; os dngulos em u; e v, respectivamente).

Como a distancia entre 0 e 03 é limitada superiormente (pois 71, 7o vao para dois fins diferentes) por uma
constante, A, independente de ¢, pelo Teorema 2.F.4, decorre que a distincia entre @ e o segmento conectando z;
a Y também é limitada por A.

Notemos que o tridngulo A; também é tridngulo de comparagio de Ag. Isto implica que Ly < Luz e Ly < Lug
mas ZLuy, £Zv; — 0 conforme t — oo, ou seja , para £; > 0 dado pode-se encontrar T > 0 suficientemente grande
tal que para todo t > T tem-se Lz, Zy: < &1. Por outro lado, do Teorema 3.C.6, temos que

(3.3.71) B; + Ly + Ly, — T > —Bybo(k)ebo®)
ou ainda, para €2 > 0 dado, escolhendo €; e by(k) suficientemente pequenos:
(3.3.72) 0, > —eo

para todo t > T, com T suficientemente grande. Como « > #, para todo t > 0 e §; é uma func¢éio ndo crescente
em t segue que o > T — £3.
Repetindo o mesmo raciocinio, concluimos que

(3.3.73) L(n0),75(0) 27 ~e2 e Z(7(0),75(0) 27T~ e

Mas como M™ tem um ndmero finito de fins (cf. argumento na prova do Teorema 3.B.3), escolhendo ¢¢ suficien-
temente pequeno implica que, pelo menos, um par dos raios y;, 7 = 1,2, 3 deve pertencer ao mesmo fim, o que é
uma contradi¢do & nossa hipétese original. [

Também podemos obter Teorema um de Pré compacidade para a classe de variedades CRANN, o que nos vai
permitir falar sobre seus cones tangentes no infinito.

Dados R > 0, € > 0, denotemos por N(¢g, R, X} o nimero maximo de bolas de raio ¢ disjuntas que se pode ter
contidas em B(z, R) C X (onde X é espago métrico de comprimento). Entao, em [GLP - Proposicao 5.2] - temos
o seguinte resultado:

3.C.8. Teorema. Uma familia (X;,x;) de espagos métricos de comprimento, pontuados, é pré-compacta se, e
somente se, cada fungdo N{e, R,.) é limitada sobre {X;, ;). A familia é, desta maneira, relativamente compacta,
no sentido que toda sequéncia de espacos em (X;, z;) admite uma subsequéncia convergente no sentido de Gromov-
Hausdoff, a um espago métrico de comprimento, pontuado.

Assim, pelo Teorema 3.C.8, para obtermos nosso resultado de pré-compacidade precisamos obter uma tal
funcao N{e, R, X). Para este fim, apresentamos o seguinte:
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3.C.9. Lema de empacotamento. Sejam dados r, £ > 0 e k : [0,00) — [0, 00) uma funcéo mondtona nao
negativa fixada, tal que o numero

(3.3.74) Bo (k) = / ~ sk(s) ds < 0o
0

Entao dada uma variedade CRANN (M™, 0,9,k), a bola B{o,r) admite uma cobertura por N bolas B(p;, &) com
pi € B(O,T‘) eN < C(n, bo(k),’f‘/é).

Prova. Notemos, inicialmente que se {F;} é uma e-rede maximal sobre a bola B_(7,7) C M™,, ie.
(3.3.75) d—x(p;,7;) > % para i # j, € B_x(8,7) C U;B_(P;, )

entao, compacidade de B_i(0,7) implica que a familia {§;} é finita e, portanto, da forma {P;,... ,Pn}. Observe-
mos que {B(P;,£/4)} é uma familia disjunta de bolas abertas e o nimero N pode ser estimado por

Vol(B_x(o,7)
3.3.76 N <
(3:3.76) S S n Vol(Br(e/A)

Como os campos de Jacobi de M™,, J(t), ao longo de uma geodésica radial o(t), e satisfazendo J(0) = 0,
J'(0) = w sdo da forma J(t) = P, (Ji(t)w) e como t < Ji(t) < )¢ vemos que para qualquer ponto g € M™,
temos

(3.3.77) Wnt™ < Vol(B_i(g, 1)) < ePo® =1y, g7
Assim, em particular, para cada ¢ = 1,... , N temos que
(3.3.78) Vol(B_i(P;ye/4)) > wn (z)n

E, por conseguinte

Vol(B_i(3,7)) eo®—Vgy pn k) [T\
N < = %0 r—1) [ 2 =
mini:—‘l,... N VOZ(B"k(ﬁi, 8/‘4)) - wn(€/4)n € - C(n7 bD (k)7 7'/5)

(33.79) N<

Seja agora, (M™,0,g,k) uma variedade CRANN. Recordemos que, pelo Teorema 2.D.3, fixada uma isometria
1 TgM?, — ToM™, a aplicagao

(3.3.80) ® :=exp,0io(exps |, ): Us— M"

1
é uma contragio {onde U, := M™\(C, e Uz := expgzoi L oexp;  (U,)). Assim, como ® nio aumenta disténcias vem
que o conjunto {®(P;)} é uma e-rede sobre a bola ®(B_x(3,7)) = B{o,r). Logo, se temos uma e-rede maximal

sobre a bola B(o,7) entdo o nimero de elementos desta eé-rede néo excede C(bo(k),n,7/¢), o que demonstra este
Lema. [

O Lema 3.C.9 e o Teorema 3.C.8 nos d&o como coroldrio o seguinte

3.C.9. Teorema de Pre-Compacidade 1, para variedades CRANN. A classe das n-variedades Rieman-

nianas abertas, pontuadas M_y , := {{M™,0,g,k)} forma um conjunto pré-compacto na distancia de Gromov-
Hausdorf,.

Ou seja, o Teorema 3.C.9 nos permite indagar que tipos de fenémenos podem ocorrer com os possiveis espacos
métricos limite de sequéncias de variedades CRANN.
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CAPITULO 4

4.A. Principal Resultado deste Capitulo

Seja (M™,0,9,k) uma variedade CRANN (veja Capitulos 2 e 3, para definigdo e principais propriedades).
Neste Capitulo, estaremos interessados em estudar o comportamento no infinito destas variedades . O nosso
principal resultado mostra que, diferentemente das variedades onde se impoe apenas curvatura Ricci ndo negativa
(o que garante existéncia, mas ndo unicidade), neste caso podemos mostrar a existéncia e unicidade dos cones
assintéticos. )

4.A.1. Teorema. Para cada variedade CRANN, (M™,0,9,k), existe um tinico cone tangente no infinito.

4.B. Existéncia e Unicidade dos Cones Assintéticos para variedades CRANN
Comecamos esta secao recordando alguns resultados jé estudados nos Capitulos anteriores:

4.B.1. Teorema de Pré-Compacidade para variedades CRANN (Teorema 3.C.9). Fixados um inteiro
positivo n, e uma fungdo k : [0, 00) — [0, 00), ndo negativa, mondtona e com integral bo(k) := f0°° pk{p)dp < oo.
A classe das n-variedades Riemannianas abertas, pontuadas M_gn = {(M™,0,9,k)} forma um conjunto pré-
compacto na distancia de Gromov-Hausdorff.

4.B.2. Observagdo (observacio 2.G.2-(ii)). Sek: [0,00) — [0,00) é uma funcdo como no Teorema 4.B.1, e
ky, ko sao as fungbes definidas no comego da segdo 2.G, por

(43) w) = [ ke el = [ ko
Fixado ¢ > 0 e definindo k.(r) := c®k(cr), para r > 0, obtemos que

(4.4) buel)i= [ ke(p)dp = cha(cr)

(45) oelr)i= [ kualo)dp = kaler)

esta tltima igualdade, implicando que k3 .(0) = k2(0) = bo(k) = bo(k+)
Recordemos, finalmente, a definicao de cone tangente no infinito de uma variedade (cf. Definigio 1.A.2)

4.B.8. Definicdo. Seja (M™,0,g9) uma n-variedade Riemanniana pontuada e aberta. O Cone Tangente no

Infinito de M™, Too (M™, g){r:}, sob uma sequéncia divergente de niimeros reais, r; — oo, é o limite, no sentido

de Gromov-Hausdorff, da sequéncia de bolas fechadas unitérias, {(B(0, 1), 2g) }sen, munidas do tensor métrico
-2 .

r; °g, ou seja

(46) Too (M, g){r:} := lim(B(zo, 1), 7 ")

se tal limite existe. A fronteira de Too(M™, g) denominamos Fronteira Ideal de M™, e a denotamos por M™(co).

4.B.4. Existéncia de cones tangentes no infinito.
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Dados um nimero real r > 0 fixo, e uma variedade Riemanniana, (M™, 0, g), ponhamos M, := (M™,0,g,), onde
gr := 1729, é a deformacio conforme da métrica de M™, que nos interessa, para o estudo dos cones assintéticos.

Facamos primeiramente, algumas observagdes elementares acerca de M,

Dados dois pontos quaisquer p, g € M™, se v : [0,a] — M™ é uma geodésica minimizante, conectando p a g,
entdo a distdncia entre estes pontos é dada por

4.7) : dy(p,q) = /0 ’ g(+' (£), ' (£))/2dt

Como nossa deformacdo da métrica é por um fator de conformalidade global (constante), segue que as curvas
geodésicas (minimizantes) em M™ também o sio em M,., e reciprocamente. Desta forma, a distancia entre p e g,
em M, é dada por

(48) . 0.0) = [ artr 70120t = 1 [ gt/ )70t = Larelo.)

E um céleulo imediato verificar que as curvaturas seccionais, K de M,., em termos das curvaturas seccionais
em M™ sgo dadas por

(4.9) Ky, =7°Ku

de modo que, se (M™,0,g,k) é uma variedade CRANN, denotando por K ‘T:” as curvaturas minimais radiais de
M,., implica que

(4.10) K™ = K™ > —rk(dm(o,.)) = —r?k(rdar, (o, .))

Quer dizer, M, também tem estrutura de variedade CRANN, mas para uma outra fun¢io de comparacgio de
curvatura: (M™,0,g-,k,), onde k,(t) := r2k(rt).
Seguindo passo a passo nossos estudos do Capitulo 2, consideramos, para cada r > 0 o espago de comparacao

(411) Mfk,« :

i

(R™,7 = 0,ds? := dt* + Ji ~(£)2d6?)
onde Ji r é solucao da equagao:
(4.12) Jrs"'(t) = k- (t)Jk r(t), sujeita as condigdes Ji(0) =0, J; .(0) =1
Pela observagao 4.B.2, temos que o invariante bg{k,) = bg(k). Além disso, continua valendo que a aplicacao
(4.13) ®: Uz — M,
definida no Teorema 2.D.3 por ®(p) := exp, (i(exp5*(P))), é uma contragio. Também podemos estimar o nimero

N{e,t, M;) de elementos de uma e-rede maximal na bola B(o,t; g,) C M., (B(o,t;g-) é a bola de centro o e raio
t na variedade M,.) por

4%

(4.14) Nie,t, M,) < eln=1bolkr) ( .

)" = e(n=1bo(k) (f?.) - C(n, bo(k), t/e)

ou seja, N{e,t, M,) pode ser estimado independentemente de 7, o que nos leva, pelo Teorema 3.C.8, ao seguinte
resultado chave:
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4.B.5. Teorema de Pré-Compacidade II, para variedades CRANN. Para cada variedade CRANN
(M™,0,9,k), a classe das n-variedades Riemannianas abertas, pontuadas

(4.15) Mo, g,k) := {(M",o,g,.,k:,.)lr > 0}

forma um conjunto pré-compacto na distancia de Gromov-Hausdorff.

Assim, dada uma sequéncia divergente de nimeros reais ; — 00, a sequéncia de bolas {B(o,1;gr,)}ien
possui uma subsequéncia convergente. Isto prova a existéncia de cones tangentes no infinito para as variedades

CRANN. O
4.B.6. Unicidade dos cones tangentes no infinito.
Seja (M™, 0,9, k) uma variedade CRANN. Vamos denotar por R, ao conjunto dos raio de M™, partindo de o,
quer dizer:
(416)  Roi={y:[0,00) = M": %(0) = o, ||| =1,V =0 e du(v(),¥(T)) = |T — t|,9t,T € [0,00)}
Faremos agora algumas observagdes que nos ajudardo a melhor compreender a estrutura dos cones tangentes
no infinito.

(i) Dados dois raios 71, 72 € R,, entéo para cada t € [0, 00) fixado, vale

(417) dar, (n(8),72(8)) = das(n (6) 72(6)

Em particular, se 71(r), 72(r) pertencem 2 esfera centrada em o, de raio r, S(o,7;g) = 8B(o,7; g) em (M™,0,9) e
Y1,y Yo,r 580 reparametrizacdes de <y; e 2 pelo comprimento de arco em M,., entédo v (1), 12 ~(1) € S(o,1;9,) =
0B(o,1;9-) €

(4.18) dag, (11.(1),72,0(1)) = Zag (o (), 72 (7)

(i) Para qualquer subconjunto compacto C C M™, como o diametro diamp(C) < oo, temos
1
(4.19) lim diamps (C) = lim —( sup dp(p,q)) =0
T OO T O T p,qec

Isto quer dizer que todo subconjunto compacto de M™, em T M, colapsa-se em um tinico ponto {vértice do cone
tangente).

Por outro lado, para cada p, € S(o,7;g) (ou S(o, 1; g-)), existe uma geodésica minimizante 7,,, conectando o
a p-. Assim, para cada sequéncia convergente

(4.20) B{o,1;9r,) = Toe M {r;} no sentido de Gromov-Hausdorff, conforme 7; — oo ,

cada ponto pe € T M{r;} = M{co){r;} é limite de uma sequéncia p; = ,,(r;), com r; = dps{0,p;) — o0, e
como cada geodésica 7p, é minimizante, por compacidade da esfera tangente unitéria, S,M, implica que alguma
subsequéncia, 7p,, converge para um raio. Portanto temos uma proje¢io de R, sobre M(oc){r:}. De maneira
similar, vemos que cada ponto ¢o, € TooM{r;} \ M(c0){r;} é limite de alguma sequéncia de pontos g;, ou de
geodésicas minimizantes, v, (ar;) = ¢;, com 0 < o < 1. Temos assim que os pontos do cone tangente no infinito
podem, de certa forma, ser identificados com os raios de M™. Veremos em seguida como realizar tal identifica¢do.



(iii) Recordemos aqui, a Proposigao 0.4.B.13:

4.B.7. Proposicao. A classe, (M,dgp), dos espacos métricos compactos, munida da distancia de Gromov-
Hausdorff é um espago métrico completo

Como cada bola B(o, 1; g-,) pode ser vista como o espago métrico compacto B(o, 1;das, (-,-)), segue que seu
limite de Gromov-Hausdorff (7o M {r;},d,) também é um espago métrico compacto.

Definimos. agora. uma relagao de equivaléncia. ~ no conjunto dos raios R,. Diremos que dois raios, 7,
~v9 € Re. sio equivalentes, ¢ denotaremos tal fato por v; ~ ¥, se ocorrer

(4.21) lim dM(’Yx(i)/‘:?(ﬂ) -0

quer dizer. a velocidade de afastamento das geodésicas equivalentes é menos do que linear.
Vamos dar alguns exemplos para ganhar intuicio.

4.B.8. Exemplos.

(1) Cilindro, C = S* xR C R®. Dado um par qualquer de raios (parametrizados por comprimento de arco), o,
e g2, em C e partindo de um ponto p, temos duas possibilidades: ou a distancia entre eles, dc{o(t),01(t)) =0
(no caso em que pertencem a um mesmo fim), ou se afastam com velocidade 2t, dc(o1(t),02(t)) = 2t. Assim,

Rp/ ~={lon], [o2]}-

e

O oGy P «',_(3:2)

X

(2) Paraboléide de revolugio P = {(z,y,z) € R®| z = 22 + y2}. Nao é dificil verificar que dois raios partindo
de 0 = (0,0,0), podem ser parametrizados por

£1(t) = (h(t) cos 61, h(t)sen 8y, h(2)?) e £1(t) = (A(t) cos b, h(t) sen by, h(2)?),

onde h(t) é uma fungao diferenciavel crescente, satisfazendo
h{u(s)) = s, u(s)=/ Vvitdridr ¢ 0<s<oo.
o

Podemos verificar que conforme t — oo, h(t) torna-se assintdtica a /1, h(t) = /1. )
Consequentemente, para t suficientemente grande, calculando a distincia entre £1(t) e £2(t), obtemos

dp(£1(t), &i1)) = h(2)|62 — 61| =~ V|62 — 6:],

de modo que

.7
tliglcw = lim Pi;.}_g(;? — 8, = tgn;c%192 —6,]=0

Desta forma, todos os raios em P sdo equivaientes, e o espago quociente Ro/ ~= {[¢;]} possui uma inica classe.
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(3) Espago Euclidiano R™. Se temos dois raios r1(t) = p + tv e m2(t) = p + tw partindo do mesmo ponto p,
entao dgn (ri(t), r2(t)) = |ri(t) — r2(t)] = tjv — w|, donde vem que o limite

(4.23) Jim w =lv—w|.

Com isto, R,/ ~= S™~!, quer dizer, cada raio partindo de p é determinado por uma tnica diregdo v € T,R" e

reciprocamente.
v 4
TS p

Poderia eventualmente ocorrer de o limite em (4.21) ser 0 para alguma sequéncia divergente ¢{; — o¢, mas nao
se anular para outra sequéncia, como acontece na classe das variedades com-curvatura de Ricci nao negativa;
podemos ficar tranquilos, pois isto nao ocorre para a classe das variedades CRANN. Com efeito, ponhamos
de = dpg(1(t),72(t)) e seja A, z¢,4:) C M2, um tridngulo de comparagio (d—(6.1:) = d—x(0.3:) = ¢, e
d_(zs,y:) = dy). Sabemos, pela propriedade de Convexidade de Alexandrov (Teorema 0.3.C), que o angulo 6,
entre T; e ¥ € uma fungdo mondtona ndo crescente. Por outro lado, se {; € o comprimento de arco de circunferéncia
em M2, de raio t e angulo 6, valem as seguintes estimativas

(4.24) cile < dr < Uy = 8:Ji(t) < code
Para certas constantes ¢;, ¢o > 0. Dividindo termo a termo a expressao acima por ¢:

Jrc(t)

(4.25) 0, <

<8 Jk(i)
- t

7 <o ¢
Assim, se para alguma sequéncia divergente ce nimeros reais ¢; — oo temos d;, /t; — 0. entdo por (4.25) vem que
lim¢, o0 8¢, = 0. Como 8; é mondtona nao crescente, concluimos que para qualquer outra sequéncia divergente
§; — oc o limite lims i—oo 0s; = 0. Portanto. a definicao de ~ nao depende de como ¢ tende para o infinito.
Escreveremos ] para denotar a classe de equivaléncia de v em R,/ ~. Podemos introduzir uma dlstanma S0,
po quociente R,/ ~. da seguinte forma: dadas duas classes [1,], [v2] C Ro/ ~, pomos

(1.26) Soo([v: . 1ya]) 1= lim dyr(m(2), 12(2))

L0 t
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Por um raciocinio analogo ao acima, mostramos que o limite na definicao {4.26) existe (ou seja, nao dependente
da forma como se tende para o infinito) para cada v, 72 € R,. Além disso, o limite (4.26) independe dos
particulares representantes das classes que tomamos, quer dizer, se temos oy, v; € [v], para ¢ = 1,2, entéo

(427) tim 200830 _ g, dulor(t); 72(8)

t—r00 t t—r00 t

Com efeito, para-cada t > 0, temos, pela desigualdade triangular

(4.28) (1 (tt)v'Yz t) _ dmrlm (i),al ®) , duon (tt),ag(t)) . dM(or2(z;),72(t))

Como existe o limite de cada termo em (4.28), e 03, v; € [:], fazendo ¢t — oo em (4.28), obtemos

(4.29) boo([11], [72]) < b0 ([0, [02])

simetricamente, obtemos a desigualdade oposta, em (4.29). Logo 6. é uma bem-definida distdncia no conjunto

Ro/ ~.

E standard a verificacio de que 6 é, de fato uma métrica:

(2) 8ool[71], [72]) = 0, valendo a igualdade se e s6 se [y1] = [72];

(b) Soo(mi]s [12]) = boo([2], [11]) quaisquer que sejam [n], [12] € Ro/ ~;

(€) boo([71]; 73]) < boo([ma]; [72]) + 8oo([2], [3]), quaisquer que sejam [y1], [72], [v3] € Ro/ ~-

Por exemplo, para verificarmos (¢): tomamos representantes 7v;, v2 € 7a € R, € observamos que para cada
t > 0, pela desigualdade triangular:

(4.30) dM("I’l(tt)a’YB(t)) < dM(’Yl(tt)”)?(t)) + dm(vz(i)n/s(t))

como existe o limite de cada termo em (4.30), segue a validade de (c).

Os argumentos anteriores permitem-nos estender a relagdo ~ e a distdncia do, a uma classe maior de raios:
Vamos denotar por R, ao conjunto de raios 7, : [0,00) — M™ partindo de o com ||v,]| = a, para algum a € (0, 1]
fixo; quer dizer v, = 7 o T, para algum raio v € R,, onde T,, : R — R é definida por T,(s) = as.

Definimos dois raios 7,, 05 € R, serem equivalentes e, por abuso de notagio, escreveremos 7, ~ 0p se o limite

(4.31) lim 20, 0() _ o

s 00 t

Usando comparacao de tridngulos, vemos que v, ~ 0p se, € somente se, a = be v ~ ¢ {onde 7, =710 T, e
gy = g oTp). Com efeito, considerando para cada ¢ > 0, um tridngulo de comparagso

(4.32) (B, Tat, Upy) C M2,

com d——k(aa fat) = ata d—k(a? _y—bt) = bt? d—k(iat7 gbt) = dM(’Ya(tL ab(t)) = a,b(t) € éng‘ulo em 67 ‘{-6 = ¢t'
Considerando também um tridngulo {uma dobradica)

(4.33) A, Fap, G0) C (R2,6=0,<.,.>)
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onde < .,. > é o produto interno usual de R? e dg2(6,%4) = at, dg2(0,Pn) = bt e £6 = ¢ = /0, onde Lo
é o angulo em 0, podemos aplicar o TCTG-(c) aos tridngulos A, A (quer dizer, as dobradicas (6Zz, o, ¢t ),
(0T at, OYps, 1), onde bZqs € a geodésica conectando 6 a Zq¢) € concluir

(4.34) dop(t) > dr2(Zar, Got) = t1/a2 + b2 — 2abcos ¢;

Por (4.34) fica claro que se @ # b entdo

(4.35) i et® _ o du(e(®),0e®) o

t—s00 t t—r00 t

Logo, se 7yq ~ 0p devemos ter a = b. Neste caso, reescrevemos (4.34) como

(4.36) daa(t) = dar(Va(t), 0a(t)) = at\/2(1 — cos ¢1)

(4.36) nos diz que se para algum a € (0,1}, o lim¢ oot dso(t) = 0, de onde segue limy_.oo ¢+ = 0 e portanto
lim¢—s oo ™ 2dp5(t) = O para todo b € (0, 1].

Representaremos a classe de equivaléncia de -, por [v,].

Definimos também uma disténcia que, por abuso de lingnagem, também denotaremos por d no quociente

Ro/ ~:

(4.37) beo (ﬁo/ ~) X (:k“o/ ~)—R
onde
(4.38) oo(bral, [o2]) 1= Jim dM(’)’a(?,C’b(t)) _0

Obtendo assim, um espago métrico (Ro/ ~, 6co). ,
Agora se mostrarmos que existe uma isometria entre (Too M {1}, doo) € {(Ro/ ~, 8s0), teremos provado a unici-
dade dos cones tangentes no infinito.

4.B.9. Construcgio de uma isometria: @ : (Too M {r;},doc) — (Ro/ ~,600) -

Para definirmos uma tal aplicagao, comegamos observando que para cada ponto Peco € TooM{r;}, com
doo(0cos Pa,c0) = @ podemos associar um raio geodésico da maneira seguinte:

Consideramos uma sequéncia de pontos {p;}, com p; € B(o,1;9x,), du, (0,p;) = l; convergindo na disténcia
de Gromov-Hausdorff para p, oo (e I; — a), e geodésicas minimizantes «; : [0,5;7;] — M™ conectando o0 a
p;. Entdo uma subsequéncia destas geodésicas converge para um raio 7, € R,. Se considerarmos uma outra
sequéncia de pontos {g;}, com ¢; € B(o,1;9r,), du, (0,¢:) = m; também convergindo para p,.cc (€ m; — a),
e g; : [0,m;r;] — M™ uma sequéncia de geodésicas minimizantes conectando o0 a ¢;, novamente temos que uma
subsequéncia destas geodésicas converge para uma raio o, € Ro.

4.B.10. Afirmacdo. Os raios vy, =07, e 0, = 0 o T, sao equivalentes
Vertficagdo.

Basta notar que como p; e ¢; convergem para Do, temos

(4.39) lim du, (pi,g:) =0
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podemos reescrever (4.39) como

} 1
(4.40) o —das (7 (Lirs), 03(mars)) = 0
Isto mostra que 7y, ~ 0, pois pela desigualdade triangular

dr(Va(ri), 0a(r:)) = dar(y(ars), o(ars)) < dpr(v(ars), v(lirs)) + dar (y(Lirs), va(lirs))+
(4.41) dur (i (liri), o5 (mars)) + dag (o3(mars), o (mars)) + da(o(mars), o(ar;))

Com isto temos uma bem-definida fun¢o
(442) b TooM{Tz} - .ﬁo/ ~

Argumentos anteriores mostram-nos que esta func¢io é uma sobrejecao. Para mostrar que ® € injetora basta
notarmos que $€ Poos oo € Too M {7i} € doo(Poos §oo) > 0, implica 8o (B(Poo ), P(¢o)) > 0.

Mas isto é facil de ver j& que se doo(Poo, §oo) > 0, entdo existem sequéncias de pontos {p;}, {g;:} com p;, ¢; €
B(o,1;gr,) (tais que dur, (0,p;) = L, dar, (0,9:) = m:) e sequéncias de geodésicas minimizantes {y;: conectando
0ap;}, {0 conectando o a ¢;} verificando

(443) 0< lim i, (pirgs) = lim_ ~das(illers), os(mirs))
=00 * Ti=+00 Ty
Como as sequéncias de geodésicas -y; e 0; possuem subsequéncias convergindo para raios v = limy; e o = lim oy,
a desigualdade {4.43) mostra que estes raio ndo podem ser equivalentes, o que prova a injetividade de ®.
Finalmente, a verificagdo de que ® é uma isometria: Dados peo, goo € TooM{r;}, 0s argumentos anteriores
(boa definigao de @, independéncia de como se tende a po,) nos mostram que se P(Poo) = Yoo € P(Goo) = T
entao

doo(Poos Goo) = T}:l_r_noo dm (Yoo (71), 0oo(73)) = boo([Veo], [Toc])

Portanto ® : (Teo M{r:},dws) = (Ro/ ~,600) é uma isometria.
Como podemos, para cada sequéncia divergente r; de nlimeros reais, construir uma tal isometria, segue que
todos os cones assintéticos de uma dada variedade CRANN, sdo isométricos. Além disso, independentemente da

sequéncia 7; com r; — 00, temos a convergéncia da sequéncia {B(o,1;gr,)} (por argumento diagonal) de modo
que fica bem definido o espago métrico

TOO(Mn7g) = %B(Ovl;gr)

0
Concluimos os argumentos anteriores com o seguinte
4.B.11. Teorema. Para cada variedade CRANN, {M™,0,g,k), existe um tinico cone tangente no infinito.

Facamos alguns exemplos (despretenciosos):

(1) Se gean é a métrica candnica de R”, T, (R™, goun) = B(0,1) onde B(0,1) é a bola Euclidiana em R”;



(2) A superficie de R3, obtida pela ¢olagem de k cilindros S*(¢) x [0, co) na esfera de raio 7. S?(r) C R3 menos
k discos d;. i = 1.... ,k de raio ¢. através da fronteira 8d; C S3(r), i = 1,... , k. suavizando os pontos de colagem
é uma variedade CRANN. Sua fronteira ideal é um grafo com &k + 1 vértices (veja Sgura acima):

Os dois exemplos seguintes sdo adaptagdes Sbvias dos exemplos em [Kal]

(3) Se (M. 04,9;). © = 1,2 sdo variedades Riemannianas abertas com curvatura minimal radial ndo negativa.

(M™ =AM x M3?,0=(01,02),9 = W91 + Tpg2)

onde 7 : M™ — M]" séo as projecdes canodnicas. entdo M™ também € uma variecade com curvatura minimal
radial nao negativa. Temos inclusdes naturais M;(co}) C M(oo), i = 1,2. Se p; € Mi(z0). i = 1,2, entdo
doo(P1,p2) = V2. € se p € M(co), entdo existem p; € M;(o0), i = 1,2, tais que p pertence a uma geodésica
minimizante em M (o0);

(4) Se (Mf]%,0;,9:), © = 1...,k sdo variedades Riemannianas abertas com curvatura minimal radial nao
negativa. entdo a variedade Riemammiana produto (M™ = M7' x ... x M7*, 0 = {01,...0)). com métrica
produto também ¢ variedade com carvatura minimal radial ndo negativa. Se. para cada i = 1,... .k, M;(cc)
consiste de um tnico ponto. Entdo M(oc) € isométrica & parte da esfera unitaria: {(z;....xx) € S*71(1)| z; >
0,¢=1....k} Com efeito, basta notar que todo raio v : [0,0¢) — M™, partindo de 0 = (04,... ,0;), é da
forma v{t) = (v(zit),... ,¥(zkt)), onde ~; € R,,, sBo raios em M" e Zf—.:z ¢2=1.1;>0.
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4.C. Questdes

Gostaria de concluir dizendo que este assunto é vasto e que muitas propriedades vilidas para a classe das
variedades com curvatura seccional assintoticamente nfo negativa parecem também valer para a classe das var-
iedades CRANN. Na verdade a major parte do trabalho, conforme procurei mencionar vérias vezes no corpo desta
Tese ja esta praticamente feito em trabalhos como [Ab], [Kal], [Ka3], [Sy], [Z] entre outros, mas no contexto de
curvatura seccional. Finalmente, algumas questdes de interesse:

1. S30 vélidos os dois Teoremas seguintes?

Teorema 1. Se (M™,0,9,k) é uma variedade CRANN, entao valem as seguintes propriedades acerca de sua
fronteira ideal

(a) M™(c0) é espago de Alexandrov;

(b) A curvatura de M™(co), no sentido de comparagao, é > 1.

Teorema 2. Dados n > 2 um inteiro, a € (0,1]. Se (M™,0,g) é uma variedade Riemanniana com Ricpr > 0 (ou
K },“in > 0) e crescimento Euclidiano de volume aps > a. Entao M™ é difeomorfa a R™.

II. Existe Teorema da Alma para variedades com curvatura minimal radial ndo negativa? (isto nos permitiria
obter varias informacoes topolégicas acerca da classe de tais variedades)

IT1. O que podemos dizer acerca das fungbes de Busemann em variedades CRANN {ou mesmo em variedades
com curvatura minimal radial n&o negativa)?

IV. Fixados dados geométricos acerca da fronteira ideal de uma variedade CRANN, o que pode ser dito sobre
sobre a variedade como um todo?

V. O que pode ser dito acerca do crescimento do grupo fundamental das variedades CRANN. Por exemplo,
[Z] dada (M™, 0,9, k), existe alguma constante £(n) tal que se by(k) < ¢ implica que todo subgrupo finitamente
gerado possui crescimento polinomial?
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