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deﬁonstram»se que esses'operadores sao limitados em Lp(Rn) pa-
ra 1l < p < o satisfazendo,

|1/2 = 1/p| < g/n(n/2 + ) /(8 + X)
onde ) =(no/2 - g)/(1l - q). Fefferman e Stein demonstram em [5 ]
que ainda temos a limitagao no caso da iqualdade.

. Para 0 < p < 1, a constante g na condigao (ii) do nicleo
K(x) deve ser tomada negativa ( [ 17).Em [ 5] , Fefferman e
S5tein observam, sem dar a demonstragio, que o 0peraaor

T, £(x) = lim f ffx—y)exp(i]y[a')[y|¢nﬁxdy
e+0 e<[y[§:l ) .
onde a'< 0, A = (na/2 - b)/(i—a) , 1/a + 1/a' =1 eb>0 é&
’limitado nos espacos de Hardy Hp(Rp) para p < 1 satisfazendo
C1/p - 1/2 <(b/aMn/2 + A) /(b + A).
No.caso n =1, Coifman em [ 1 ], denonstra a 1imitagéo de.TA nos
espacos uP atomicos, ainda cuando temos a iqualdade.

Neste trabalho vamos estudar os operadores integrais siﬁgu~
lares "fracamente fortes" emiespaqos de Hardy atomicos 1P (x)-
com 0 <p <1l onde X & um espago de tino homogineo normali-
zado e obter um resultado de 1imitaq50.que nos dé como caso par-

ticular o resultado obtido em [ 5 ]. O presente trabalho consta

de tré;»capitulos cujos conteudos sao os sequintes:
Canitulo I -~ Preliminares

Neste capitulo colocamos a definlcao dos esvacos de tipo ho
mogéneo normalizado e apresentamos alguns aspectos da teoria dos
espacos de Hardy atdmicos.

Capitulo II - Operadores inteqrais sinqgulares "fracamente fortes”
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No paragrafo 1 damos a definicao de nicleo integral singu-
lar "fracamente forte" em espacos de tipo homogéneo e estudamos
o efeito de "convolucionar" csse niicleo com um (p,2) atomo. No
paragrafo 2 demonstramos um teorema de decomposicao que nos per
mite afirmar que a "convolucao" de um nicleo integral singular
"fracamente forte" com um (p,2) atomo @ um elemento de i, No
paragrafo 3 estudamos o efeito de aplicar os operadores inte-
grais singularés "fracamenté fortes" aos espacgos Lip(l/p - 1)
das classes deifungSes lipschitzianas introduzidas no capitulo
I. Neste paragrafo provamos o resultado central do trabalho que
vem a ser o teorema 7. Como aplicacao do teorema 7 mostramos no
paragrafo 4 que o operador considerado por Fefferman e Stein em
{57 e Coifman en [ 1 1 é limitado em HP(RH).

Capitulo III - Outra versao de Operaaores integrais sinqgulares
"fracamente fortes",. |

Neste capitulo desenvolvemos uma teoria para os operadores
integrais singularés."fracamente fortes" com uma outra condigéo
sobre o operador truncado considerado no paragrafo 1 do capitu-

lo II. Mostramos que os resultados sfo os mesmos que se obtem

no capitulo II, mas com outras condigCes sobre os valores de. p.



V.

I NDICE

CAPITULO I : Preliminares .;........................... pag 1
1. Espagos de tipo homogéneo B R =L 1
2. Espacos u? atOmiCOS severeneeseennsenanss PAG 3
3. Espacos duais dos 3 L vag 6

CAPITULO II : Operadores inteqrais singulares "fracamen

te fortes” .t.eiiceveeecscssssasesreasansnessss PAg 8

1. Micleo integral singular "fracamente forte" pag 8

2. Un teorema de decomposSiCA0 ..veveevsesenens 20

e}
ot
Q

' # . ~ D
3. 0 operador K ., Linitacao sobre HY dos o-
peradores integrais singulares "fracamente

forteS".o...---........-...-...-.........a._f)ag 38
4, APlicCACaA0 tuvviirnnresoessvesensnnesssssass DAY 63

CAPITULO IIT : Outra versao de operadores integrais sin

yulares "fracamente fortes" ...iieieesassaa.. Dag 76
g i

BIBLIOGRAFTA . veetesssessasssessssnssnsssssaacnsseans DAg 100



CAPTTULO I
PRELIMINARES
1. Espagos de tipo homogeneo

Seja X um conjunto e d(x,y) uma funcdo nio negativa de-

finida sobre X x X .satisfazendo:
(1) d(x,y) =0 se, e somente se, X =y
{ii) para todo ;g; v pertencentés a X,
d(x,y) = d(y,x)

(iid) ara todo x Zz pertencentes-a X, existe uma
p 7 Yl b 14

constante A tal que:
d(x,y) < A.(d(x,z) + d(z,y)) .
Supconhamos que existe uma medida p  tal que as bolas de’
centroem x e raio ¥ > 0,
B(x,xr) = { vy : d{x,y) < r },
sejam mensuraveis. Vamos supor também gque existe uma constante
A' finita, tal que para teda bola B(x,r), a desigqualdade

0 < u(B(x,x)) 2 A'.u(B(x,2/2))

se verifica.’
A terna (X,d,u) satisfazendo as condicoes acima, nodos cha-

maremos de espago de tipo homogéneo.



Exemplos:

(1) X =®" munido da quase distancia

. . .
dx,y) = z;l:l‘ xi - Yl | t

r

onde os oy sao nimeros reais positivos e p a medida de Le-
besgue.

(2) Rn munido da dista@ncia euclideana d(x,y) = |x - y|

e com_a medida du(x) = | x|%* dx

Diremos que X & um espago de tipo homogeneo normalizado

se existem constantes bl,b2 positivas finitas tal que, para

toda bola B(x,r) a desigualdade”
(1.1) | byr < u(B(x,r)) < b,r

se verifica.

5

- : n . . o .
Fxemplo: O espago R munido com a cquase distancia

adlx,y) = | x -y [n

7

e com a medida de Lebesgue.

Estes espagos podem ser vistos com maiores detalhes em
[ 2 ]. No que se segue X denotaria semprc um espaco de tipo

homogéneo normalizado.



2. Espagos de Hardy atomicos

Seja ¢ wuma funcao localmente em Lr(X,du), com 1l < r < =,
Seja 0 < a <1 e denotemos por mB(¢) o valor médio da fun-

cao ¢ na bola B, isto &,

m,(6) = w(B) T fo é(x)du(x).

Diremos que ¢ & uma funcao Lip(r,oa) se, existe uma cons

tante ¢ positiva finita, tal que'para‘toda bola B, a desigualda

de

(2.1) Wm® ™ [ et = ng(e) [T aueen T < enm®

«

é satisfeita.
-Observenos que se ¢ satisfaz (2.1) o mesmo ocorre com "¢
mais uma éonstantg qualquer. Vamos denotar por ¢ a classe daé
funcoes que diferem de ¢ por uma constante. Indicaremos por
Lip (r,a) o espago das classes de funcoes ¢, com ¢ satisfa-

zendo (2.1) com a norma |! ¢} » definida como o infimo

3

Lip(r,d)
das constantes ¢ para as quais (2.1) & satisfeita.

Observamos que Lip(x,0) coincide com as funcoes BMO (Roun-
ded mean oscillation, ver [ 7 ]).
Definigdo l: Seja 0 < p <1 < ag < « ., Usa funcao a(x)

& un (p,q) atomo se existe uma bola B, tal que o suporte de

a(x) estda contido em B e além disso,



W @™ et [Tanen e < um TP
se g<= e [|lal| 2 u() VP e g =
(ii) .fx a(x) dp(x) = 0.

Unm (p,q) atomo pode  ser identificado com um funcional li-

near sobre O espaco Lip(gq',l/p - 1) por
<Fa,55 = fx a(x)é(x)du(x).

Com efeito, pela condicio (ii) da definicdo de (p,q) ato-

mo temos as seguintes igualdades:

| <F_,6>] = | [y a(x)¢(x)du(x)| = | [y ax) [¢x)- my(¢) Jan(x) |
Pela desigualdade de H8lder temdé.
1<F 8] < [y lae) [T aueon T file00- myle) T aue) VY

_Entao , da definigdo de Lip(q',1/p - 1) e da condigao (i) da

defini¢ao de (p,q) atomo obtemos:

~-1/p + 1 (s +/P = 1

I(Fa,a>] __<__ U(B) [!(b.l]:,,p(qlil/p _ 1)!.1 ’

ou seja,

' <Fal$>-! ,—S:H(\b”Lip(q',l/p-“ 7
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o que demonstra também a limitacdo por um da norma do funcional

F_.
a

Seja agora { ai}oio=l uma sequéncia de (p,q) atcmos e seja

o

j=1 uma sequéncia de nlimeros reais. Fntao para toda ¢

{ai}

pertencente ao espaco Lipl(g',l/p - li e m inteiro positivo te-

'

mos 3

o

Como p < 1, seqgue do que vimos anteriomente que:

m = 7 - o Py 1/p
| < Zi=‘-l e Fair¢ > l b .H(b!'Lip(q’,l/p - 1) (Zixl IaiA‘ )

e portanto se V. ‘ P < o, temos que J. F estd bem

e portanto s §=1104 : , temos que i=1 %4 a, std be

definido e & um funcional linear limitado em Lip(gq',l/p - 1)
tp)l/p

i &

. . oo
com norma limitada por (Zi~l | ot

Para simplificarmos escreveremos < a,d > ao invés de

Definigao 2. Sejam p,q e q' tais cue, 1/q + 1/q' = 1,



1/2 < p £ 1 < q < «, Definimos como uP 4

' ao subespago de-
(Lip(q',1l/p - 1))* formado por todos os funcionais lineares em
Lip(a',1/p - 1), gue podem ser escritos como Z§=1 oy ay o onde

) - - . - o - .
{ai}i=l ¢ uma sequéncia de (p,q) atomos e {ai}i=l & una se-

-~ N - N < . N
quencia de numeros reais tal que Zi"l [ai[p < o, Definimos em

HP lq

a "norlma"I
: = i S pe pyl/p = 7
llhIIHp'q = inf {( Zi:l Loy I5) : h o= Zi:l a; a; }
Para p # 1, ||.1| nao & uma norma no sentido usual, mas

leq

define uma métrica. Com efeito, )
I I

& uma métrica em HP’? | com a qual ¥P’? & um espaco vetorial

tgpolégicd.

Observagdo 1. Prova-se em [ 8 ] que para todo. p < 1 fixo

e q variando no intervalo (1 , m] , ©OS HP 9 sao iguais como

|

definidas neles sao equivalen-

conjuntos e as normas ||. 5

tes.

3. Espagos duatis dos uP

- « . . T, - -
Pode-se provar que um funcional linear ¥ en u?'? & continuo
se, e somente se, existe uma constante c finita tal que

]
: I{}jlq

(3.1) , |F(h)l=l <F , h > <c,

para todo h pertencente a HPrd,



Definimos ]|F||*p q como o infimo das constantes ¢ que ve
" u -

rificam (3.1), para todo h pertencente a HuH°>’9,
Usaremos o seguinte teorema, cuja prova pode ser encontrada

em [ 8 ].

Teorema Ll. Sejam. peq tais que,' 0 <p<Ll<qgZf®™®, En-
| tdo o espago (HY’9)* de todos os funcionais lineares e conti -
nuos sobre Hp’q‘é>equivalenté ao espago Lip{q',l/p - 1). Mais
precisamente: |

(1) Toda ¢ pertencente ao espago Lip(q',l/p - 1) define um
funcional linear em.prq‘ satisfazendo (3.1).

(ii) Para cada funcional linear F em (12'9) *  existe uma ¢
pertencente ao espago Lip(q',l/p - 1) tal que, para toda f per%

. p’q - n SO
tencente a H , £ Li=l a; a; , temos
00

< F , £>. Zi:l a, IX ai(x)¢\x)du(x) .

(iii) Para toda ¢ pertencente a Lip(q',1l/p - 1) temos que-:

3.1 > .

' |
= “¢I]Lip(q',l/p - 1) == 4P 4

Hol1%, g

Pela observagao 1 os espagos HP'9 530 equivalentes para
p < 1 fixo. Portanto,. temos que os seus aspagos duails
Lipl(q',1/p - 1) s&o equivalentes para p < 1 fixo e q' va-
riando no intervalo [l , @) . Isto nos permite definir para p e
q, b fl<gg=» o0 éspago 1P como sendo gualgquer dos espagos
BP9 e o espago Lip(l/p = 1) como qualquer dos espagos

Lip(q',1/p - 1).



CAPITULO II

OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES

"FPRACAMENTE FORTES"
1. Nicleo integral singular "fracamente forte"

Seja X um es?ago de tipo homogéneo normalizado com uma

quase distadncia d(x,y) e uma medida u.

r

Definigao 3. Um subconjunto D do espago X x X & limi-
. tado se, para todo par (X,y) pertencente a D e X, perten-
cente a X, existe uma constante M positiva e finita tal que

d(x,xo).i M e d(y,xo) < M.

Defini¢cao 4. Um subconjunto D de X x X @& separado da
. diagonal se existe um numero Vv positivo talque para todo par

(x,y) pertencente a D ‘temos d(x,y) > v.

Definigao 5. Seja ki(x,y) uma fﬁngéo mensuravel definida
em X X X. Dizemos que k(x,y) € um ntcleo integral singular
”fracaménte forte” se existem constantes 8, v, € satisfazendo
0 <9 <1, -8/2 <y <1/2, 1-6 <e <1, e fungio K‘?G(x,y)
lini tada por um que se Qnula gquando d(x,y)<§/2 e vale um se
d(x,y)>8 , tais que se definimos g como 1l/q = 1/2 + y entao

as seguintes condigdes sao satisfeitas:



(i) Para todo subconjunto D em X x X limitado e separado

da diagonal e q' satisfazendo 1l/q' =1 -1/q = 1/2 - v , te-

nmos

[[p Ik(x,y) Iq'du(x)dp(y) < o

(ii) sSeja ka(x,y) = %g(x,Y)k(x,y). Para toda funcgao f(y)
com suporte limitado no espacgo Lq(X,u) e para todo § > 0, o

operadoxr KG definido por

- Kg (£) (x) = [ kg (x,y) £(y)duly)
. X

satisfaz

| [Rg (£) |1, <-cq. || £] |q

=]

onde ci é uma constante finita que independe de £ e §.
(iii) Para todalfunqéo f(y) em Lq(X,u) com suporte 1li-
mitado,

lim Ks(f) = K{f)
§+0

existe em LZ(X,u).

(iv) Para toda funcgao f(y) com suporte limitado no espa-

go LZ(X,u), o operador definido em (ii) satisfaz

IAIK&(‘E)II?_;_cz.‘llfll2 .
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onde c, & uma constante finita que nao depende de f e §.

(v) Para toda funcao f£(y) em LZ(X,U) com suporte limi-
tado,

lim K .f = Kf
§->0

existe em LZ(X,u).

(vi) k(x,y) se anula para d(x,y ) > 1 e se dly,x ) <1

entao k(x,y) satisfaz

] kx,y) - k(X(XO)] < eq.dly,x )" d(X,XO)—l - ¢/ (1-0)

o

desde que d(x,xo) > 2. d(y,xo)l— onde, ¢, & uma constante

3

finita.

(vii) Seja x, a funcao caracteristica da bola de raio
R e K* o operador adjunto do operador K em LZ(X,p). Entao
o limite de K*(XR). para R tendendo ao infinito, existe fra-
camente em Lq' sobre conjuntos limitados e é& igual a uma cons

. tante finita, onde gq' satisfaz 1/q' = 1/2 - y.

Observagao 2. No texto que se seqﬁe c vai-wepresentar u-
ma constante finita que ndo serd necessaciamente a mesma de u-
ma desigualdade para.qutra, enquanto que A designard a cons-
tante da defihigéo de quase distancia dada no cap{ﬁulo I. bado

um numero r, indicaremos por r' o seu expoente conjugado.
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Lema 1. Sejam €, 6, q as constantes da definigao 5. Se
definimos p = (¢ + 1 - 1/9Y/(e/(1-86) + 1/2) entao as seguintes
desigualdades sao satisfeitas:

(i) p < 1-8

(ii) (2/q = 1) /(1-p) < (1 + 2¢/(1-0)) e

(iii) .existe P, 0<p< 1l tal que

1/p < (1/q - p/2)/(1-p).
Além disso, se p satisfaz (iii) temos
C(iv) 1/p < 1 + e/(1-8) e
(v) o intervalo aberto ( 2/p -1 , (2/q9 -1)/(i-p) ) é

nao vazio. -

Demonstragdo: Pela definigdo 5 temos que y > 0/2 e por-
tanto 1/q = 1/2 + vy > 1/2 + 08/2, Somando ¢ + 1/2 a ambos os
membros da desiguaidade obtemos 1l/q + e + 1/2 > e+ 1 + 8/2 ,

ou seja, € + 1 - 1/g > (1-8)(e/(L-0) + 1/2) , donde
(6 + 1 - 1/q)/(/(1~8) + 1/2) < 1-8

o que prova (i) do lema 1.
Vamos provar (ii). Como € > 0 e 0 < ¢ < 1 temos que

e/ (1-9)

- ¢ > 0, Somando 1l/q - 1/2 a ambos 0s membros resulta
e/(1-0) - ¢ + 1/g - 1/2 > 1/q - 1/2. Levando em conta que
l-p = (e/(1-8) - e - 1/2 + 1/q)/(e/(1-0) + 1/2) ,

da Ultima desigualdade segue que (l—p)fe/(l—e) + 1/2> 1/q - 1/2
ou seja, (e/(1-8) + 1/2) > (1/q - 1/2)/{l-p) .

Para provarmos (iii) & suficiente mostrar que
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(/g - p/2)/(1-p) > 1.
Somando 1/2 a ambos os membros da desigualdade obtemos
1+ e/(1-0) > (1/q - 1/2)/(1-p) + 1/2 = (1/q - p/2)/(1-p) ,
como queriamos demonstrar.
Provemos (v). Por hipdotese 1/p < (l1/q ~ p/2)/(1-p) , donde
multiplicando por 2 e subtraindo 1 a ambos o0s membros obtemos
2/p -1 < (2/q = p)/(1l=p) - 1 = (2/q - 1L)/(l-p) , o que demons-

tra (v).

Teorema 2. Seja k(x,y) um nacleo integral singular "fra-
camente forte". Sejam p o numero definido no lema l e 0 < p <1
‘satisfazendo 1/p < (1/q - 0/2)/(1-p). Sejam a(x) ur& (p,2) ato-
mo e B(xo,o) a bola de centro z pertencente a X e raio ¢

positivo que contém o suporte de o(x) e satisfaz

) ™ L a2 a2 < um TP

Entao temos que,

1 e s & um nimero satisfazendo a desigualda

(1) se o <
de 2/p - 1<s < (2/q -~ 1)/(1l-p) (que existe pelo lema 1), . a
fungao M(x) = Ka(x) satisfaz as seguintes condigoes:

. g - 2/
(1.2) IX lM(x)I2 du(x) < c.g (274 - 2/p)

] (ps 2 -

(1.3) fX IM(X)lzd(x,xO)“ dp () §:c.O‘D + 2/ 2/p)
(1.4) ' IX M(x) du(x) = 0

onde ¢ em (1.2) e (1.3) & uma constante finita que nao depen-
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de de o.
(1i) se o > 1, a funcdo M(x) = Ka(x) satisfaz (1.4) e
também as seguintes condigoes:

(1.5) g Mx) % auo) < c.ott T 2/P)

-1 +v) v

(1.6) [ M) | 2ax, x ) P7P du(x) < c.o

onde ¢ €é uma constante finita que nao depende de g, e vy & um

numero positivo.

Demonstragdo: Provemos (i). Observamos que se a(x) & um
(p,2) Atomo e q satisfaz 1 < g < 2, entdo a(x) & também um

(psa) atomo. Pelasicondigées (ii) e (iii) da definicgdo 5 temos'
IX IM(X)I2 dg(x) ;.c;(fB Ig‘x)iq du(x))z/q

e da definigéo deA(p’q) atomo segque que
fg'lM(X)l? du(x) < c. up) (279 - 2/P)

Agora, como X € um espaco homogéneo normalizado, concluimos

que | : i
M(X)Iz au(x) < c.gt?/a - 2/p)

Ix

0 que verifica (1.2)..
Seja X, pertencente a X e B(XO,EAUO) a bola de centro

xo e railo ZAUD. Escravemos

IXIM(X)]Zde,xO)Sdu(x) p)[M(x)ldeX,xo)Sdu(x) +

= J'B(:»qo,'on

N

1

[gonix 2250y 100 [Patex)%autn = 1) + 1
o’ _
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Como por hipotese 0 < p

A

1 e 2/p-1<s, temos que s > o

e dai

I, < (2n0P) S fx [M(x)l2 du(x) ,

1

donde pela condigéo (1.2) de M(x) conclui-se que

ps + 2/q - 2/p

(1.7) I, <c.o

1

Vamos mostrar a segulr que I2 tem uma estimagao analoga a
I,. Para isto sejam- B, = B(xO,ZAzndp) as bolas de centro X, e
raio 2A2ncp com n inteiro nao negativo. Temos a seguinte igual

dade

I. =

- - M(x) d(x,x )~ du(x) .
2 Zn*O IBn+l Bnl l o ‘

Agora, como s > 0 vem que

B, B

5 2 lM(x)l2 du (x)
a+l n

o n+l p.s
(1.8) I, < Jooo (282777677
Observemos que se x nao pertence a Bn e y pertence a B(xo,a) en-~
tao n . ' :
2a256P° < d(x,xo) < A(d(x,y)+d(y,xon < Ad(x,yv) *+ A g ,

isto &, d(x,y) > 2 g - g.

Portanto, pela condigéo (i) do lema 1 e a hipotese de que o < 1,

resulta que d(x,y) > 0 para todo inteiro n ndo naegativo. Logo.
para X nao pertencente a B, temos

M(x) = lim [, ko(x,y)a(y)duly) = [ kG y)aly) duly)
§-»0 '

ou ainda,

M(x) = [, (k(x,¥y) - k(x,x))aly}duly)
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para quase todo x, pois pcla defini¢5o de a(y) temos qﬁe

k(x,x )a(y)dp(y) =0 .
X

Também temos que se X nao pertence a B, e y pertence a B(xo,o)

entao d(x,xo) > 2.d(y,xo)1_e. Com efeito, como

d(x,x.) > 2.8.2%° > 2.a.2%a(y,x )P
e p < l-p pela parte (i) do lema 1, segue que se verifica a de
" sigualdade d(xbxo) > 2.a.2"0 d(y,xo)l-’e pois d(y,xo) < 1. Por-
tanto, d(x,xo) >"2.d(y,xo)l~e vara todo inteiro n péo negativo.
Entdo pela condigao (vi) da definicdo 5 temos que

M(x)| < c. =1 - g/(1-0)

Agora, como d(y,xo) < o e d(x,xo) nao depende de y, resulta

d(y X )€ d(x,xo) la(y) |duly) .

Ts(x,,00

-1 -

|M(x) | < c. of d(x,x ) s/(l”e)\[B(x ) 12 y) [duty)
. o

Portanto da definigao de (p,2) atomo obtemos:

MG | < el o€ T TP ae,x )7L 7 €/ (278)

ou seja,

M(x) |2 € c.0?® T 27 2/0 qinx )2 - 26/(1-0)

11 o}

‘donde levando em conta que d(x,“ ) > 2A2 resulta

(2e +2 -2/p) ,n ey -1 -2e/(1-0)

fo_ .8 1(x) [Pana < e. o )
n+1 ‘

Substituindo em (1.8) obtemos

2

ps + 2/q ~ 2/p }*0" n{s -1 ~-2¢/(1-0))
.n=0 - '

I,<c.o0

Pela parte (v) do lema 1 s -1 -2e/(1-6) ¢ 0 e portanto a sarie

Z:=O i (s -1 ~2e/(1-0)) e chvergénte, donde se conclui que
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3 2 - :
c. gP3 T 2/a -2/

(1.9) I

A

2

onde ¢ @ uma constante finita que nao depende de o. De (1.7) e

(1.9) temos que (1.3) se verifica

Para provarmos (1.4) observemos que pelas condicoes (1.2)
e (1.3) a fﬁngao M(x) e absolutamente integravel. Com efeito ,
sejam Bi = B(xo,ziq)‘.as bolas de centro X, e raio Zio , com

i inteiro ndo negativo. Temos que,
fX[M(x)[du(k) = fBo]M(x)idp(x) + Z::l IBI"Bi~1’M(X)]dU(X)

ou também,

Ix

M(x)]dp(x) = fB lM(x) |du(x) +
Q

Ji=1 fBiNBi-l}M(X)id(x,xo)s/2d(x,xo)—S/zdu(x) .

Aplicando a desigualdade de Schwarz a ambas as integrais obte-

mos

[ M) anGo g U(Bo)l/zr(fB M(x) Pan(x)) %+
o

d(x,xo)msdu(x))l/z.

w oy 12 s 1/2
Zi=l(IBs"B. [M(x) | d(x,xo) du (=) / (IB.~B.
i 7i-1 - ioTi-l

Pelas condigdes (1.2) e (1.3) ja provadas, recsulta que
o N
fx M%) |du(x) < o.g (/2 F/a -L/e)

Jie1 o (oPS/2 FL/A <1/ iy "s/2 + 172

c.ol/q+l/2-1/p +»C‘Gs/2(0~l)+l/q+l/2~l/p zixl(zi)wa/z + 1/2
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ou seja,

Ji(-s/2 + 1/2)

[y MG fauG) g e J7_4

Pela parte (v) do lema 1 temos que s > 2/p - 1 > 1, resultando

pl(-s/2 + 1/2) ¢ convergente, donde con-

dal que a série Z:nl
cluimos que M(x) @ absolutamente integravel.
Seja - Xp(x) a fungao caracteristica sobre a bola B(x_,R).

Como M(x) = Ka(x) & absolutamente integravel, resulta que,

fx Ka(%)du(x) = lim IB(x R) Ka(x)dp(x) =
R0 o’

lim [x Xp{x)KaGodu(x) = Mm [y a(x)K*(Xp) (x)du(x)

.Levando em conta que o suporte de a(y) é limitado, temos pela

parte (vii) da definicao 5 que,

[ Ka(x)du(x) = c. [, a(x)du(x) =0 .

o que prova a condicao (1.4) e conclui a demonstracao da parte
(i) do teorema.
Provemos (ii). Pelas cocndigoes (iv) e (v) da definicao 5

temos que,

[ 1160 Panta < e [y law) Pay) <

-2/
Ol /P

c. wmt TP o,

o que verifica (1.5).

Seja B(xO,ZAo) a bola de centro X, e raio ZAg. Temos que
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fx lM(-x)I2 d(x,xo)z/p ~1 +y du (x) =

IB(X ,ZAG)IM(X)IZ d(x’xo)z/P -1 +v du(x)  +
O

[y (x 28y M0 |2 alx,x )2/ LYV a )
o'

Como 2/p - 1 + v> 0 , resulta que

2/p ~1 +v

|M(x)|2 d(x,xo) dy (x) <

'fB (Xol 2Ag)

.2 -1 + 2
c. o /p Y IB(xo,ZAO)‘M(X)I dp (x) ’

donde pela condigao (1.5) obtemos
: 2 2/p -1 +y .- ' v
fB(xo,ZAg)IM(X)i d(x,xo) du(x) < c.o .
Mostremos a seguir que ' | -

I8 (x ZAG)]M(X}!Z d(X'xo)2/p L Vapm =0 .
Ol

Observemos inicialmente que se x ndao pertence a B(xé,ZAo) e
y pertence a B(x_,d) entao

2Ag < d(x,xo) < A.(d{x,y) + d(y,xo)) < A, d{(x,y) + A.o ’

ou seja, d(x,y) > ¢ > 0. Portanto temos que

Ra(x) = lim [, k. (x,y)aly)duly) = [ kx,v)aly)duly) .
6-—}0 <& Ps

Agora para Xx. nao pertencente a _B(xO,ZAd) e y -pertencante

a B(xo,c) mostremos que k(x,y) se anula, scguindo dal que
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Ka(x) = 0 e consequentemente,

| 2
IX~B(XO,2AG)I M) |7 dlx,x

Vamos supor que k(x,y) nao se anula, isto &, que d(x,y) < 1.

Entao,
220 < d(x,xo) < A(d(x,y) + d(y,xo)) < A+ Ad(y,XO) ’
ou seja,

- Agora como ’o > 1 segque que d(y,xo) > 0 o que & uma contra-
‘dicdo pois por hipdtese y pertence a bola Q(xd,c). Portanto
d(x,y) > 1 e dali k(x,y) = 0.

Eﬁtéo, substituindo (1.11) e (1.12) em (l.ld) temos que .

I Im(x) |2 d(XrXo)(z/p);l+v du(x) < c. o

o que verifica. (1.6).
- al
Levando em conta de que convergencia fraca L- , g' > 2,
. . ~ . 2 . o
implica convergencia fraca L, sobre conjuntos limitados, pro-

va-se de mado analcgo a parte (i) do teorema que

[ M(x) du(x) = 0.
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2. Um teorema de decomposigdo

Vamos mostrar neste paragrafo que uma fungdo nas condig¢des
do teorema 2, pode ser decomposta como uma soma infinita de (p,2)
atomos, isto &, mostrarcmos que essa fung2o & um elemento do es-

. pago de Hardy atdmico HP, Para isso necessitamos do seguinte le
ma:

Lema 2. Seja ¢ uma fungao que pertence a Lip(l/p - 1), pa
ra 1/2 <p <1, e seja . Tj = blg onde ¢ > 0, b >1 e jum in
teiro nao negativo. Seﬁa my o valor médio da fungio ¢ na bola

B(xo,rj). Entdo as seguintes desigualdades sao satisfeitas:

(bIg)1/P = 1

@ 1yl z e el gipae - ) ol |
para p < 1,
(ii) | mjl < c;LI@]lLip(OB.j + [m] para p = 1.

onde ¢ € uma constante finita que independe de j, o e 6.
Demonstragao: Sejam Bl e B, duas bolas tais que Bl esteja

contida em B,. Ent3o temos que

2
(¢) - (¢) = n(B,) (d(x) - m, (d))du(x) -
"By "B, 1 jBl B,y

Tomando em valor absoluto e aumentando o dominio de integracgao

resulta,



21

1/p-1

fa

(2.1) lmBl(¢)-mBz(¢)l “(Bz)“(Bl)—l[l¢[[Lip(l/p"l)u(B2)

Aplicando (2.1) as bolas Bl = B(XO,Ti_l) e 52 = B(Xo’Ti) temos

(2.2)  |my - m (biyyt/p - 1

i-l! < c.b.

HellLip(1/p -1

onde ¢ & uma constante finita dependendo sdmente do espago X.

Agora como,

(2.3) l mjl‘; 22=1lmi - mi-ll + ImO' ’
kde (2.2) vem que,

' ] i,1 -1
gl g om0l yp - 1y Hay BT 2T T g

ou seja,

(bjc)l/p-l Zg:l b*(i‘l)(l/P'l)

IERIEENIT LN

Lip (1/p=1)
e portanto para p < 1 obtemos,

] 1 -]
| mgb s el I8l pip(ayp - 1 B0 70

+ Imol ’

enquanto que para p = 1 tenos

l mj[ ;'c'll¢llLip(0)'j + lmO[ '
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o gque demonstra o lema,

Teorema 3. Seja 0 < p < 1 satisfazendo a desigualdade
/0 < (X/q = p/2Y/(1 = p) e M(x) uma fungao mensuravel satisfa-
zendo as condigdes (l.2), (1.3) e (1.4) da parte (i) do teorema
2. Entdo, para toda funcio ¢ periencente a Lip(l/p - 1), a fun-
gao M(x)¢(x) é absolutamente integradvel em X. Além disso o fun

cional linear
- FM(?-‘;)_ = fx M{x) ¢ (x)dn(x)

estd bem definido e &€ limitado em [Lip(l/p = 1).

Demonstragao: Sejam B =.B(xo,bno) bolas de centro x, e
raio bno, comb > 1, ¢ <1 e n inteiro nao negativo. Conven-
cionamnos B, = g. Seja ¢ wuma fungao pertencente a Lip(l/p-1)

satisfazendé mB(x : )(¢) = 0. Escrevenos,
o!J A
[y @) e (x) [an(x) = 22:0 fg ~n llM(x)[|¢(x)ldu(x) .
v n ne

subtraindo ¢ somando m_ = m n_,(é¢) a ¢(x) na integral do
n (Xorb o)’
segundo mernbro da igualdade e usando a desigualdade triangular

resulta,

(2.4) [ MG oG lan(x) <

boo Jg g . MG (oG = m | + [m [)du(x)
. n~“n-1 '



Das desigualdades de Minkowski e Schwarz obtemos,

anMB’ MG [ Clo(x) = m | + |m au(x) <

n-1
(2.5)

Up 1100 1Zaua) 2y lot-n, Zaue) Ve lng luep %) o

Agora, lembrando que m, = 0, pelo lema 2 temos que se p < 1

verifica-se,

Im | = c.n. lq’”Lip(O)

Por outro lado, da definigao de ||¢|iLip(l/p - 1) tem-se,

/p - 1/2

i

. 2 1/2 1
(fp_lo 60 =my [ 2aut) 720101 Lip (1 ety ¥ By

(2.6) 1o - 1/2
H‘“'Lip(l/p - 1) (o) /¢

Levando em conta que s > 0, obtem-se para n > 1,

an~B liM(x)izau(x) < " o) TS e [ Pack, x ) Sau =)



24

donde pela condigio (1.3) de M(x) resulta,

100 [ 2an (0) 222 ™72 (1/q) - (1/p) -5/2(1-P)

(2.7) (an~Bn-l

Enquanto que para n = 0, pela condig¢ao (1.2) de M(x) temos,

(g I Pane 22 Ineo 12av) /2 . ot/a = 1/
o . :

Como P <1, s >0 e 0 21, segue que

(2.8) (fq ln(x) [2an(x)) /22 ¢.oPs/2 +1/a =1/p -s/2
O : .

o que extende (2.7) para o caso” n = 0.

Substituindo (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) em (2.4) conclui

mos que para 0 < p 21 - satisfazendo 1/p < (1/q =0/2)/(1=p) ,

verifica—-se

fin

[ I | o600 Jantn)

- A/a =s/2(l=-p)=1/2 © -.n(l/p -3/2 ~1/2)
. el b

ce el lpsnip -1

e para p = 1l resulta,

fxlm(x)]|¢(x)]du(x);c[§¢‘lLip(o)Ul/q—s/Z(l"p)fl/Zz:;Onbwns/Z ]
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Da hipdOtese de que b > 1 e s > 2/p - 1 > 0, temos que as sé
ries acima sao convergentes., Tawbém, como s <(2/q =1)/(l-p),

obtemos 1l/q - s/2(l-p) - 1/2 > 0, donde

o(l/q -~ s8/2(1=-p = 1/2) <1
|
pois o < 1.
Entao para p satisfazendo 0 < p < 1 e a desigualdade
1/p < (L/q - p/2)/(1-p) temos que para toda fungao ¢ perten-~

cente & Lip(l/p - 1) com valor médio nulo sobre a bcla B(xo,o)

(2.9) [ 1Mo () [du(x) < e i¢|lLip(l/p -1

onde ¢ € uma constante finita que nao deponde de o,

Seja .y pertencente_ao'espago Lip(l/p - 1). Como

"B (00 T Moo (V)0

~pelo que foi provado anteriormente M{x) (P (x) (y))

- m
B(xo,a)

é absolutamente integrivel. Portanto levando em conta que 14(x)

& absolutamente integrivel, de

CM(RIY(x) = M(x) (V(x) - m ()

(g, (1) Iy

i \K()’U)

segue que M{x)¥(x) € absolutamente integravel, Além disso,
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pela condigao (l.4) resulta que

[y MGov (mautx) = [y m6x) (6o My (x_,0) (PG

Segue de (2.9) que,

| [y MGaveanea | < [l e =m0 o)t lania <
0'

C.HlP - H\B(XO,U) (KP)HLlp(l/p - 1) = C. leLlp(l/p - 1) )

o que permite afirmar gue FM(w), definido como no enunciado

do teorema, esti bem definido e é limitado em Lip (1/p - 1),

conforme queriamos demonstrar.

Observagaozlﬁste resultado para uma fungdo mensuravel .
M(x) satisfazendo (1.4), (1,5) e (1.6) com O > 0, para p £ 1
foi provado em [ 9 1. | |

Do teorema 3 e da observagao acima decorreﬁque FM per-
tence ao espago dual de Lip(l/p - 1l). Provaremos a seguir que
Py _também-pertence a0 espaco de Hardy atdmico HY e que aldém

disso, existe constante C finita, nzZo dependendo da M({x) tal

que || ryllps c.

Teorema 4 (teorema de decomposicao). Seja i{x) uma funcgao

satisfazendo as condic¢des do teorema 2. Entao teros que
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o

i el na s u; ia
(i) Existe uma sequenci {an n=1

de (p,2) atomos e uma

sequéncia {An}zzl de nimeros reais satisfazendo z;zllxnlp < C,

oo - . s 4
tal que M(x) = anl Apay€x), onde C & uma constante finita
que independe de M(x).

(ii) Para toda fungio ¢ pertencente ao espacgo
Lip (1/p - 1), o funcional FM' definido no teorcma 2 satisfaz,

— (o] —
Fy() = zn=l AnS 8nrd>e

Demonstragaos Provaremos O teorema no caso em que !M(x) sa
tisfaz (1.2), (1.3) e (l.4) com 0 < 1. O caso em que M(x) sa-
tisfaz (1.4), (1.5) e (1.6) com ¢ > 1 foi provado em [ 97.

Sejam by, b, as constantes de (1L.1) capitulo I e seja

. ] - 'd n o S ond [ o4 o 41
b > bl/bz' Sejam B = B(xo,b o) as bolas de centro x, e ralo
bnc, n inteiro nao negativo. Convencionamos Bml = ¢f. Indique-

mos por D, n 2 0, o conjunto diferenga B ~B_ _,. Séja

= -1 (5} ¢
Moo= u(D,) fDn M(x)du(x)

e Xp @ fungdo caracteristica do conjunto diferenga D . En=

t3ao tenos-que,

(2.10)  M(x) = ] _, Qﬁ(x) - Mn)an(x) + ¥oeo Mnan(x) .
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Observemos que, escrevendo

un(x) = (M(x) - Mn)XDn(x)
entao temos fx an(x)du(x) = (0 e para cada n o0s suportes das
. ) n . _ 1/p-1/2
a, contidos nas bolas B(xo,b o). Seja yn—||anllzp(Bn) .

Entao as fungdes a (x) definidas por
= 1
a, (x) Yn 3 (%)
sao (p,2) atomos.
Provemos que Z:zl ]Ynlp < Ay , onde Ay & uma constante fi

nita que independe de M(x). Pela desigualdade de Minkowski te-

mos que”

1/2 + IMHIU(Dn)l/Z .

Hegll, ;'(IDnIMkX)Izdu(X))
Portanto para n > 0 fesulta ‘i -
aylly < 2"fnnlM}X>|2d“<¥)>l/2
e para n =20 ‘ | .
Clleglly < 2-<IBOIM(3)|2du(x))1/2 :
Estimemos ID |M(x)]2dp(x), Escrevemos
n

[y M Papto = [ o [Pax ) Saxx) Sanx)
n n

donde como s > 0 vem que,
[ M0 [Pap(0 < c. %) ™% [ e [Pax,x ) %apn (x)
D u — . D 4 - Ay o 1_ < .
n n :
Portanto pela condigdo (1.3) da fungdo M(x) resulta

fo M) Pau(x) < . (00) 5.6 T 2/q - 2,/p_ ,
N |
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donde se conclui que para n > 0

| laglls 2 c.phs/2 1/q =1/p =s/2(1-p)

agll, < cg™/® ™ 2/P

Entao temos que

lyo| < oL/ -1/2 -s/?).gl/q ~1/2 ~s/2 (1-p)

e -

1ol & 0™/ 732
ou seija, ‘

7. |P < c.pP(L/p ~1/2 -5/2) ,p(1/q -1/2 -5/2(1-p))
. |

v IP < c.pP(Y/a - 1/2)

Agora, pelo lema 1 vem que 1/p-1/2-s5/2 <0 e 1l/¢-1/2-s/2(1-p)> 0
resultanto como consequéncia disto que a série
‘ = oop(l/p -1/2 -s/2)
_ Zn=l

& convergente e oP(1/4 ~1/2 —s/ZF}—p)) <1, pois o < 1, don
de concluimos que

© . P

In=0 11al” 22y
‘onde Al & uma constante finita que nao depende de t1(x). Por-

tanto resulta que
>+] ‘ - o} 1
Zn=0 an(é) Zn=0 Yn an(x)
com F IYﬁlp < By

[o.0] - B
Provemos a seguir que Zn=0 Mn XD (x) se escreve  Ccomo
n
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(<] ~ ‘ ~ - fod
zn=0 Yn a;(x), onde os a;(x) sao (p,2) atomos e os Y

sdao tais que Z:zo lvnlp < A,, sendo A, uma constante finita

que independe de M(x).
Seja {t } _ a sequéncia definida por

(2.11) ' £, = [y 5 M(x)du(x)
~ A n-1

para n > 0.

Observemos que pela condi¢ao (l.4) verifica-se

to = IX M(x)du(x) = 0 .
Também, da definigao dos t_, resulta
(2.12) to- ot o= j’DnM(x)dp(x) = u(d )M, .

Portanto temos que,

co _ o -1
Xn=0 thDn(A) N Zn=O wiby) Tl - tn‘+l)XDn(x) ’

Como to = 0 obtém-se

[+ o ""l ¢ | - ‘!_
zn=0 MnXD (x) = zn=i tn(“(Dn) Xp (x) - “(Dn-l) Xp (X))f
n n n-1
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seja B, (x) a fungio definida por

-1

- -1 -
(2.13) Bra(x) =t (D ) “x, (x) (b, 1) "xp (x))
n n-1 -
Entao IX_Bn(X)d“(X) =0 e além disso os suportes das B,
estao contidos nas bolas B(xo,bno) para cada n.
. ~ 1 - 1/2 ~ ~
seja ¥ = ||6n||2 u(B ) /P /2, En#ao as fungoes a’(x)

definidas por

B (x) =¥ a;(X)

sao (p,2) atomos. ' -

[s2]

onde A, € uma constante

Provenos que 2

-~ p .
1¥,1% 2 A 5

2n=o
finita que nao depencde de M(x).

Da desigualdade de Minkowski temos que

el psle, | (ofy T ] 2an ) 24 (f
n

[ u |2an () 172y
n (Dn—l) :

-1
do que resulta,

. ~1/2 , 1. -1/2
HbnHZ = Itn‘U(Dn) K !Lnl“(nnwl) *

Agora,da relacio (1l.1) do capitulo I, e levando em conta que

b > bl/b2 obtemos’
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- - n _ _ n-l =
u(D,) = u(Bn? (B, 1) 2 by.b .0 = by.b o =

A(bl.b - b )b to = b7l

n
2 ab - bz)b T >

1 Z

-1 -1 -
b “(by.b = by)b,".u(B ) = c.u(B)) >

onde ¢ & uma constante positiva finita. Com um raciocinio a-

nilogo ao anterior verifica-se também que,
>
(D _.q) 2 c.u(B/ ).

Portanto,

[eylly < culty loue) M2

De (2.11) temos,

ltnl = fx__-Bn -lM(X)Idu(x) =

fX~B lIM(X)ld(X:XO)S/zd(x,xo)ms/zdu(x)
n

Da desigualdade-de Schwarz e levando em conta que s > 1, resul-
ta

(2.14) |t

nl ; (fx lM(X)Izd(x’xo)sdu(x))l/z(bn”ld)ws/z

Da condigao (1.3) de M(x) temos que,
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eql ;‘C-bn(-s/z + 1/2) J1/a - 1/p + 1/2 = s/2(1-p)

donde,

llsnllé ;'c‘b-ns/Z.cl/q - 1/p - s/2(1-p) .

Portanto,;'

|7_|P ¢ c.xPP(L/P ~1/2 =s/2) p(1/q -1/2 ~s/2(1-0))

Agora como pelo léma:i, 1/p - 1/2 - s/2 < 0 e também

1/q - 1/2 = s/2(1l=p) > O temos que @ G |P ;.Az, onde

A, & uma constante finita que nZo depende de M(x).

Entao de (2.10) segue que

a, (x),

I,l(x) = z;.;=o Cf.n(X) + z:zo Bn(X) -‘—'.2‘;:._:0 )\n

onde as fungdes a_(x) s3o (p,2) &tomos e os A, sao tais
o P ] ~ - , : 3 ‘ :
que zn=0 Ikn| < C, sendo C uma constante que independe da

fun¢ao M(x), o que denonstra o teorema.nha sua parte (i).

Provemos (ii). Chservemos inicialmente gue para toda ¢

pertencente ao espago Lip(l/p - 1), a série ($)

5 AT
n=0 "n"a
n
finita. Com efeito, do capitulo I temos gue o funcional
F

a, € limitado em norma por um &, como p < 1,

M
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il b 1 1

donde a série 2§=0 A, By 9) é absolutamente convergente.

De (2.10) e (2.11]) da parte (i) do teorema temos que,

1

Thog aytx) + IX o8 (x) = M)y (0 + w0 Ty ()

Multiplicando por ¢(x) e integrando em X bbtemos,

2:-1':0 )‘n fx an(x)q’)(x)dp(x) =

[4 M(X)¢(X)du(x)'+ (t i1

=1
. -u(D.) IDr d(x)du(x)).

Como pelo teorema 3 I1(x)¢(x) & absolutamente integravel, to-

mando o limite para r tendendo ao infinito resulta

@D

Y =0 AnFan($) = [ Mx) ¢ (x)dp(x) + ;ii (tr+lu(Dr)"lIDr¢(X)du(Xﬂ .

Logo, para provar a parte (ii) do teorcma devewos mostrar que

=] .
lim (t_, ..u(D_) f ¢ (i du(x)) = 0
. 1 r D, >

e € o que faremos a seguir. Tenos que,
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A

< el e ™ soauto
r

[ty n (07 o ¢t an( |
r

ou também, subtraindo e somando mr(¢) no scegundo nembro e
u(b.) > c.u(B ) resulta,

levando em conta gue

hA

[ty n )™ [ ¢ du( |
, r

tr+1|<u<Br>”lfBr(|¢(x> - m (o) [ant + [ ()]) -

C.

Portanto da desigualdade de Schwarz temos

r

[t 1w [ pGoano |
mr(fp)Izdtu(X))l/2 + er(ct))l)

-1
to () fBrl¢(x)

C.
cbtemos,

classe Lip(l/p - 1)

Como por hipdtese ¢ pertence a

[t v @)™ [ a0 | <
r

)]‘/P - 1 " {1.1r(©)|)~

r
tr-i-ll (H(;’l I‘Lip(l/P - 1) (b0

c.
0. Entao temos pelo le-

i

Suponhamos que ¢ & tal que m ($)

ma 2 que para p < 1-



36

)(bro)l/p-l

Lip(l/p -1

Lm0 santal < el 110l R

X

enquanto que para p = 1,

|tr+lu(Dr)-lfD ¢lxyau(x) | < c‘r"tr+1|ll¢llLip(0) .

o \

De (2,14) temos que,

lE 4| 2 c.

(r+1)(~s/2 +1/2) _1/q -1/p +1/2 -s5/2(1-p)
r+1 b - -

Substituindo nas expressoes acima resulta que

|tr+1p(Dr)'lfD_¢(x)du(x)l bl
£

: r(1/p -s/2 =1/2) 1/q ~1/2-5/2(1-p)
cfl‘¢"Lip(l/p ~1y°P - M

para p < 1 e satisfazendo 1/p < (l1/q - 0/2)/(l-p), enquan-

. to que para p = 1,

A

1tr+lu(nr)‘lfD 6 (x) du(x) |
r

el 6l y3p(g)-x-p" 78/% * 1/2)

Agora como pelo lema 1, 1l/q ~1/2‘~s/2(l“p) >0, s >1 e
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l/p - 1/2 - s/2 < 0 temos que,

lim (t_,;.u(D )7 fDr 6(x)du(x)) =0 ,

o que demonstra o teorema.

Em consequincia dos teoremas 3 e 4 e da observagAio. que
se segue ao teorema 2 temos,

)

Teorema 5. Seja a(x) um (p,2) atomo para 0 <p <1 e

satisfazendo 1/p < (L/q - 0/2)/(l=p) e, k(x,y) um nidcleo

integral singplar'fracamente forte. Entao,

Frea () = [y Ra(x) ¢ Gx)an(x)

define um funcional linear limitado em ZLip(l/p - 1) que per-

tence ao espaco de Hardy atdmico HP e tal que IIFKa]IHp < C.
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SH . ~ 5 .
3. 0 operador X . Limitagao sobre HP dos operadores inte -

grats singulares "fracamente fortes!',

Nos paragrafos 1 e 2 provamos gue se a(x) e um (p,2) atomo
entao Ka(x) @& um elemento do espago HP (X) . Vamos mostrar nes
te parégrafo que se f = Zizl A;a; » onde os a; sdo (p,2) ato-
mos e 2:=llki|p < o , entdn pode-sc definir Kf como a serie
AjKa, o nao dependendo Kf da representacao de f co-
mo uma série de multiplcs de (p,2) atomos. Além disso provare -

mos que o operador K & limitado em HP

Para obtermos tais resultados necessitamos estudar o efei-
to de aplicat og operadores duais de K aos espacos das clas-
ses de fungoes lipschitzianas Lip (1/p -~ 1), éue como foi visto
uP

no capitule I sao os espagos dusis dos espagos . Para isso

consideremos a seguinte definicao:

Definigao 6. Seja k(x,y) um nicleo integral singular
"fracamente forte" e ¢ uma fungao pértencente ao espago de
ﬁungSes lipschitzianas Lip(l/p ~ 1)}, onde 0 < p < 1 satisfaz
a deéigualdade 1/p < (L/g - p/2)/(1-p). Seja B = B(x_,0) a bo
la de centro X, © raio o, O > 1. Definimos para y em B a fun .

cao Kg(¢)(y) como

H - :
Kg(9) (y) = m /B(XO,ZAO) kﬁ(x,y)cb(:x)du(X)
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. . [}
onde o limite & o limite fraco 19 em B,

Observemos que existe Kg(¢)(y). Com efeito, seja gly) u-
ma fun¢ao pertencente a Lq(B,u). Como o suporte de g(y) é 1li
nmitado, pela condigcao (i) da definicao 5 podemos aplicar Fubini

e obtemos

lin [ (] kg (3,¥) 6 (x)du () g(y}du(y) =
60 B(xo,d) B(x0,2A0)

lim | (f ko(x,y)g(y)duly))¢(x)au(x) .
§+0 B(xO,ZAa) X

Pela condigéo (ii) da definigéo 5 resulta que o segundo membro

‘da igualdade acima vem a ser

lim f . ~ ng(X)¢(x)du(x) .
§+0 B(XO,ZAG)

Como ¢ pertence a LZ(B(XO,ZAU),u), pela condigéo (v) de defi

nigcao 5 temos que

lim | (f kg (2,¥) 0 (x)au(x)) gly) duly)
80 B(x,,0) B(x_,220) ‘ .

existe e vale

Kg (x) du (x)
B(xO,ZAc)
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A seguir vamos provar um lema gue nos permite estender a

definicgao de Kg ao espago todo.

Lema 3. Sejam B, = B(gl,rl) e B, = B(Ez,rz) as bolas
de centros gl e 52 e raios Tyr Tp satisfazendo Ty> 71 2 1l
Suponhamos que a bola By esta contida na bola B, . Entao para
quase todo y pertencente a bola Bl e para toda fungao.K ¢

pertencente a Lip(l/p - 1) temos que

# 4 _ . ,
K, () (y) =K, (¢)(y).
B, By

Demonstragao: Témos,
# # s | -
Kg (8) (y) = Ky (9) (y) = lim ({ kg (%,9) ¢ (x)du(x) =
2 1 >0 B(EZ,ZAiz) ~
kg () ¢ (x)du(x))
B(gl,ZATl) : :
= lim [ ko (x,y) ¢ (x)du(x) .

’5+0 B(£2,2ATZ)~B(£l,2ATl)

Observemecs gue para todo y em B, e x em B(g,,2A1,)~B(g,,2A1,)

tem-se

2AT, < d(x,gl) < AL(Alx,y) + dly,gg) <A.d(x,y) + Aty

1

ou seja, d(x,y) > T, > 1. Portanto resulta que k(x,y) = 0, don

de concluimos que

# . H
Ky, (o) (y) =K, ($)(y)
| Bz. By _
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o0 que demonstra o lema.

#

B(¢) quase sempre em B.

De finimos, K#(¢) = K

K #

Observemos que (¢) esta bem definida. De fato, sejam

B; e B, duas bolas conm intersecgao nao vazia. Se y perten-
~ce a interseccgao Bl/\ B, entao para_todé bola B contendo By
e B2,temos pelo lema 3 que

K% (6) () =K§l(¢)<y> ~ para y em B) e
¥ 0) (y) = k¥ ()(y)  para em B
5(0) (V) = Kp (9 ly P ' 5

ou seja, -
k¥ (0) (v) = ¥ () (y)  para y em B, B
B, Y B, Y para .y €em By 2°

Lema 4. Seja ¢ uma fungdo pertencente a Lip(l/p - 1)
com 0 < p <1 satisfazendo . 1/p < (1/q - p/2)/{1l-p). Seja
k(x,y) um nucleo integral singular "fracamente forte". Entao,

se y pertence a bola B(XO,T) com 0 < T < 1 temos que

- Ik (x,y) = k(x,x_ ) |]e(x)|du(x) <
- %~B(x_,2AT") _ °

€ ~ ov1l/p =1-z/(1-8)
c.d(y,x) (l|¢liLip(l/p - qy (A TE

e /(10
+ |mB(x0,2ATp)(¢)I(2Axp) e/(1-0)
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cnde ¢ € uma constante que independe de ¢, T, X, €Y.
Demonstragao: Seja y pertencente a bola B(xO,T) e X nao
pertencente a bola B(xO,ZATp). Como v <1 e p < 1-8 pelo

lema 1, temos que as seguintes desigualdades se verificam:
d(x,x ) -> 2atP > 2Ad(§ x )P > 2.d(y,x )l—'6 .
"o l "o (W%, _

Portanto pela condicao (vi) da definigio 5 tem-se

|k (x,y) - k(x,xo)lli C.d(y,xo)e d(x,xo)-l - e/(1-9)

donde,

(3.1) k() - k(x,x) e (%) [du(x) <

x~B(xO,2A¢p}

l‘_.

c.dly,x )€ atx;x )™t T E0 6  Jan )

X~B (x_, 2AtP)
: . h'p ‘ s n_p
Sejam Bn = B(xo,ZAb T ) as bolas de centro x, e raio 2Bb T

com b > 1. Entao temos que

d-(X,XO) -] - 8/(1"'9) ]¢(X) ldu (X) -
X~B(x_,2atP)

oo | alx,x )7t " e/(1-9) 14 (3 1du (%) -,

Bn+l~Bn
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donde,

1l -

d(x,x_) " e/70) 1y () auix) <

x~B(xo,2Arp)

T =0 (28" 10) "~ €/(170) [$(x) |du(x) ,
. B
n+l .

ou também, indicando por m (¢) o valor médio da funcao ¢ na
bola B,

1 -

Ax,x) TH T g jauo ¢

X~B(xo,2Arp)

o 3 -] - ' l-
§2_, (2ab"°) &/(10) Jo 1000 =m0 % () [t
n+1l )

Aplicando as desigualdades de Minkowski e de Schwarz e levando
em conta a deflnlgao-de ||¢JlLip(l/p - 1) Yesulta que o segug
do membro da desigualdade & majorado por

1 -

5 (2207 )~ 8/(1'6)(|chllm.m(l/p _ l)(zAbn+119)l/P N

(3.2)
Im,y (8) ] 226740y

Agora pelo lema 2 temos que para p < 1

| - - +1 5, 1/p - 1
T )] < e Ulol I qayp - 1y @7 T g
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e para p =1
Im ;1 (8)] 2 c.(l|¢||Lip(o) (n+1) + |m_(o)]) .

Substituindo essas expressoes em (3.2) e posterioimente (3.2)

em (3.1) resulta gque para p < 1

, o 1kO6y) = kxx ) o (x)|du(x) <
X~B(x_,2AT")

p)l/p—l—eﬂl—qzw bn(l/p-lfeﬂl—en +

e .
cd(Y:Xo) (|'¢|1Lip(1/p-1)(2AT n=0

lm (6 13- o (2ab7P) &/ (170D .

enquanto que para p = 1 temos

[k (e,y) = k(x,x ) [lo(x) Jdu(x) <
X~B(xo,2ATp)

. . S n+l p,~e/(1-6)
Cd(Y'fo) (II¢|'Lip(O) + lmo(¢)|)zn=0(n+l)(2Ab )

Como por hipotese p satisfaz 1/p < (l/g - 0/2)/{(l-p) resul-
ta pelo lema 1l que 1/p - 1 - ¢/(1-8) < 0, donde a série
Z::o pt(i/p - 1 - e/(1-6) é convergente pois b > 1. Também co-

-(n+l)e/(1~-8)

mo e/ (1-8) > 0, as_sé;ies Z:=0 (n+1)b e
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Zi_o p~Re/(1=0) 4, convergentes.

Entao concluimos que,

A

" lk(x,y) - k(x,x )| ]|¢(x)|du(x)
x‘»vB(xo,ZAT")I o) 11 | .

c.dly,x )¢ | 2a) /e = 1 - e/(1-0)

o (||¢HLJ'.p(l/P - '

™ (x ,2AT)(¢)[(2AIP)‘€/(156) y )
o | A}

- 0 que demonstra o lema.

Lema 5. Seja ¢ uma fungao pertencente a Lip(l/p-~ 1) e

B = B(xo,r) ¢ 0 <1 < 1. Entao para quase tcdo y em B temos

lim [ kS(X;Y)¢(X)du(X)' +

(3.3) k* (4) (y)
' §->0 B(xo,ZATp)

. (k(x,v) = k{x,z)Yo(x)du(x) + C
X~B(x_,2a1") © ‘

. .
onde o limite &€ o limite fraco Lq na bola B ¢ C € umna constante

que depende apenas de 1 e é e nao depende da y.

Demonstragao: Observamos inicialmente que a existincia do

__ . _ - - o #
limite fraco se prova de forma analoga a da existencia do KB(¢),
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Enguanto que pelo lema 4 a Ultima integral & limitada para todo
y na bola B(xo,r).

Notemos que para X nao pertencente 3 bola B(xo,ZAo) com
0 21 e y pertencente a bola B(xo,r) » T <1 temos que

)

220 < d(x,x) < A.(d(x,y) + dly,x )) < A.d(x,y) + A 1

ou seja, d(x,xo) >1 e d(x,y) > 20 -t > 1, donde

k(x}xo) = k(x,y) = 0. Portanto para y pertencente a B(xo,%)

podemos escrever

(3.4)  K¥@)(y) = lim [ kg (x,y) 6 (x)du(x)  +
: &80 B(xo,zAO)

o k(x,y) - k(x,xon¢(x)du(X)~ .
X~B(xo,2Ao)

Agora como ka(x,y) = W%(x,y)k(x,y) e %%(x,y) & uma funcao
limitada por um que vale um se d(x,y) > 6 e se anula quan-
do da(x,y) < 6/2, temos que

-

(3.5) | kg (x,¥) 0 (x)dp(x) = | - kGe,y) d(x)dn(x)
B(x_,2Aqg) B(xO,ZAo)
© d(x;y)>8

+ f ‘Ps(x,y)k(x,y)¢(X)du(X)
‘ B(xO,2AG)

§/2<d(x,y) <8
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(3.6) ks () ¢(x)au(x) = |

B(xo,2ATp)
d(x,y)>8

0 k(x,y)¢(x)du(x)
B(xo,ZAT )

+ ' k{)d(x',y)k(x,y) ¢ (x) du(x)
B(xo,2ATp)

§/2<d(x,y) <8

Como Y pertehce a bola B(xo,r) e T <1, resulta que as du-
as Gltimas integrais que aparecem no gegundo membro-de (3.5) e
(3.6) sido igquais, donde se conclui que

(3.7) ko (x,y) (x)du(x) - f ;

0
B(x,,2A0) B(xO,ZAT’)

kd(x,y) ¢{x)du(x)

k(x,y) ¢(x)du(x) - .
B(x%,,2R0)~B (X, ,2A 1) .

Entao de (3.4) e (3.7) segue que

- k(o) (y) -  lim [ Cklmy) dGodulx) 4
) 520 'B(x_,2a 1)

(k(x,y) - k(x,xo))éﬁx,du(x) } o=
X~B(x_,2A ) :

= lim -

' o k(z,y)é(x)dw(xn) - X
§-0 B(xo,ZAurvB(xo,ZA't) . ’
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onde,

I = : (k(x,y) - k(x,xo))¢(x)du(x)
B(XO,ZAG)~B(XO,2ATp)

e essa diferenca & igual a

| k (3¢, %) ¢ (%) Qu ()
B(x0,2A0)~B(xO,2ATp)

o que demonstra o lema, pois a integral acima nac depende de Y,

dependendo apenas de ¢ e T.
##
Lema 6. K (1) = constante .

R
R > 2A. Para y em B temos pela definicdao 6 gque

Démonstragio: Sejam B = B(xo,o) e B_ = B(XO,RO) com

K" (1) (y) = lim ks (x,3) au'(x)
§+0 B(x_,Ro)
O .

' '

onde o limite & o limite fraco L? em B.
Seja gl(y) pertencente a LZ(E(XO,G),u) satisfazendo

f g(y)du(y) = 0. Como 1 < g < 2, gly) tambémn perténce ao es-
B .

pago LI(B(x_,0),u) e



Sk (gy)anty) = lim lin f(f kg (2,7) du (%)) g (v) du (y)
X R+ §-+(0 B(XO,RO') . X

= lim lim [ (f xp (x)ks (¥, y)dn (x))g(y)duly) .
R+ §+0 B X R _

Trocando a ordem de integracio obtemos

f o e anty) = Lin §lm Pxp 09 kg tery) gty) an p)) an o),
X R+e §-0

= lim ( xz » Kg)
R>oo R

donde,

I

f k7 (1) (y)g(y)duly) lim ( K*(x5 ) g°).
X R+ e

Pela condi¢do (vii) da definicfo 5 resulta

[ KT () 9(y) duy)

c./ gly)du(y) =0
X ‘

-—

o qgue denonstra que ,K#(l)(y) = constante.

Teorema 5. Secja k(x,y) um ntcleo integral singular "fra
camente forte"., Seja ¢ pertencente a Lip(l/p - 1) nara p <1

satisfazendo 1/p < (1/q - 0/2)/{l-p) onde p € o nimero defini



do no lema 1. Entdo existe constante finita c tal que

4
K™ () | Iy -1 e 1o '
|| Hiip iz 1) = : HLip(l/p -

Demonstragao: Seja B uma bola em X de raio ¢ > 1 e
denotemos por Bl a bcla com o mesmo centro que B e raio 2Ac¢

Observamos que

#oo H
K (¢) =K (¢ -~ (¢)) + K
VmBl 1

Agora como K#(mB (¢)) nao contribui na estimativa de
1
: H Lo e .
.IIK (¢)IlLip(l/p - pois é uma cgn;tante, poderos conside
rar ¢ pertencente a Lip(l/p - 1) tal que Mg (¢p) = 0.
1
Pela desigualdade de Minkowski temcs que

1

wm ™ ke ) - mgF e | Zanynt? <
.

wm ™ @) @) Pane) M r g wTen ]| .
B

Aplicando Schwarz ao termo lmB(K#(¢))] resulta:

1

3.9 w® K @ - mF e Pangn <
B

1

2. w7t R o) () [Panyn 2.
. B
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Para estimarmos a ultima integral observamos que existe funcao

h(y) pertencente a L2(B,u) com [[h]lz = 1 tal que

(f 1x% ) (v) | 2an @ ? = th(y)K#(¢)(y)du(Y) :
B

Entdo pela definicdo de K7(¢)(y) obtemos:

1

we ™ k) ) Panent? =
B .

) 2 Lim [ hy) (f kg (x,y) 6 (1) Au () duly)
§+0 X By

Trocando a ordem de integragéo, o segundo membro da igqualdade

fica igual a

W) 2 im [ 60 (kg e, y)h(y)aniy))au () .
§+0 "B, X | \

que pela ceondicao (v) da definigao 5 é igual a

w(s) /2 [ EKh(x)e(x)dulz) ,
By

ou seja, como m, () = 0-,
1

w1k ) () | 2an ) 2
- B
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é igual a

w2 1 xn0 (000 - my (6))du(x) .
Bl 1

Aplicando avdeSigualdade de Schwarz a esta Gltima integral temos

we Tt RP ) ) [Paniyn M2 <
B

2 im0 Jeto =y (o) Panen 2
By 1

1 (B)

- Pela condigao (iv) da definigdo 5 e definigao de Il¢|lLip(]/w~])
) o A

tém-se
. ""l # 1 2 A .
(u(BY ~ [ K" () (y) ] du(y))l/2 <
B
-1/2 1/p ~ 1/2 '
c.u(B) u(B) ol ltip1p - 1y 1P .
Agora como "X é de tipo homogéneo, existe constante ¢ finita

que &epende apenas de A tal que u(Bl) < c.u{B). Portanto

(3.9) (u(s) "t

[k @) o Panent? <
. |

1 -1
C~l|¢llaip(l/p - 1) u(B) /P )



pois ||h]|]|, = 1. Substituindo (3.9) em (3.8) resulta que

(3.10) (u(B)'l

[ 1% @) = my@) Pauent? <
B

el ollnipyp - 3y @ P 77
para toda bola B com raio maior ou igual a um.,

Seja agora B uma bola}com raio ¢ < 1. Provemos que ain-
da (3.10) se verifica. Para isso séja Bz -a bola de mesno cen-
tro que B e com raio 2a0° e seja ¢ pertencente ao espacgo
Lip(l/p - 1) tal que m52(¢) = 0, Vamos considerar a expressao
-de K#(¢)(y) , ¥ pertencente a B, dada pelo lema 5 e vauos
supor que a constante C que aparece nela & nula., Isto & pos~
sivel devido ao fato de gue a constante nao vai contribuir na
estimativa da integral em (2.10).

Sejam g e q' dados pela definlg¢do 5. Como ¢q' > 2, tem-se

w7 xFe) () - my T Pangn Y <
B

we ™ EM e @) - ey Fen T anen T

. : B

3

Pela desigualdade de Minkowski resulla que o scequndo membro da

expressao acima fica majorado pox
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1

wm ™ e @ [Taen T+ efen]
B

e como

1

Imy (k%)) | < G ™ KT () [F an ) Ve
B

temos que,

1

(3.11) (w7 [ K (6) (v) —mB(K#hb))lz-du(y))l/2 <
B )

1

2. w7t ko) () [Fapen T
B

. e Py
Agora para estimarmos a norma q' de K (¢), observamos gque para

q' > 2; existe funcdo g(y) pertencente a LI(B,u) conm llg[]q; 1

tal que

¥ (o) () [Fran iy T = [ gmx® ) (pwany) .
B .

(f
B

. . L H . . . ,
Substituindo K (¢) (y) no segundo membro da desigualdade acima

temos

(3.12) U K @ [Tangn M -
’ B

lim f g(y)(] kg(XlY)¢(x)dU(X))du(y) +
§+0 B B,

[ gty (k(x,y) = k(x,x ))o(x)du(x))duly) = I, + I
B X~B,
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Como g(y) tem suporte limitado e & > 0 pela condicao (i) da
definigao 5 podemos trocar a ordem de integragao em I, e obte-

mos

I, =lim [ ¢(x)(f ko (x,y)g(y)duly))du (x)
§+0 B2 X

donde pela condigao (iv) da definigao 5 tem-se

=
il

L=/ Re®dania |
B2

Lembrando que m (¢)‘= 0, podemos escrever

Il = Kg(x) (¢ (x) - m32(¢))du(x) .

Pela desigualdade de Schwarz e definicdo de IléllLio(l/p _ ])'
. : MY =

resulta

| T <

1/vp - 1/2
! ll éc"l¢|lLip(l/p - 1) U(Bz) /v /

dondz pela condigéo (ii) da definiqéo 5 e levando em conta qgue

][g][q = 1, temos

i/p - 1/2

1J 2 c'IH’HLip(l/p - 1)

Estimemos I

e Temos que,
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1,0 < J len 1 k@) = k(x,xg) | o (x) [du (=) duly)
B X~B,,

e pelo lema 4 vem que

l/p~1-¢ -
II /P e/ (1 Q)IB

2lzellollnip (1/p-1)¥ By) ) [aty x) Sauty)

Da hipdotese de y pertencer a bola B(xO,g) resulta

fBig<y>1d<y,xo>€du<y> < 0% [ |aty)|auly) .
B

donde aplicando a desigualdade de H8lder a eosta Gltima integral

obtemnos

11,1 < °'||¢l]Lip(l/p - l)”(B2)l/p-_ 1 - G/(l—e)U(B)lv- 1/q
ou secija,

Tl s lellngpapp - o /0 T T T em A
Lerpbrando que p =(¢ +. 1 .—— 1/q}/(e/(1-8) + 1/2) tem-se

p(l/P“l/2)< CIW 1/p -1/2

1 | ()
1Tyigellellnip(1/p-1)9 Ol ip (10— (B2)
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Agora como 0 < p < 1 satisfaz 1/p < (1/a - 0/2)/(1l-p) entao

1/p = 1/qg < p(l/p - 1/2), e dai

S1P = L/a, o(l/p = 1/2)

> U

pois ¢ < 1. Além disso de (1.1) do capitulo I temos

Cl-Gp < u(B,) < cz.op

e
4 '

cl-0 £ulB) gej.0

onde Cyr Cye ci 05 sao congtantes que independem de o. Segue
’ 4 .

que
'U(Bz)l/p -l/z-;‘cz.ap(l/p ~1/2) < Cz.ol/p ~1/4 < c.u(B)l/p ~-1/q

donde se conclui que I,e1, sao majorados por

Dl y1/p = 1/9
C'llw’lLip(l/p - 1) u(B) .

Substituindo esta estimativa de I, e I, em (3.12) e posterior—

1
mente (3.12) em. (3.11), resulta gue {(3.10) ainda se verifica
para bolas B com raios menores ou iguais a um. Entdo para u-

ma bola B qualquer temos

. N Ly
1 f ]Kﬂ(¢)(Y) - mB(K#(@))lde(Y})w/Z <

(u(B) ™ <
B

c.

. : 1 - 1
|¢"Lip(l/p - 1) u(3) /P

)

2



ou seja, K#(¢) pertence a Lip(l/p - 1) e

» L
| K (¢)||Lip(l/p -1) = C‘IIWIILip(l/p - 1)

o que demonstra O teorema.

Observamos gue se ¢; e 9, pertencentes a  Lip(l/p - 1)

sao tais que b1 = ¢, = constante, entio pelo lema 6 temos
que K#(¢l - ¢2) = constante. _ ‘ !

f

. P . e
Definindo K" (¢) como a classe de todas as fungoes em X

que diferem de K#(¢) por uma constante, pelo gue fol provado

no teorema 5 temos:

Teorema 6. UNas condigtes do teorama 5 se ¢ . pertence ao

Q

~ # o . .
espago Lip(l/p - 1) entac KX (¢) pertence a Lip(l/p - 1).

Além disso, existe constante ¢ finita tal gque

- -
| K (¢)IILip(l/p - 1) e, !vllLip(l/p - 1)

, . o
Lema 7. Seja a(x) wuma fungao pertencenie a L7(X,u) e

com suporte numa bola B(xo,r), T > 1, tal gus Fate)dulz) = 0.

S2ja k(x,y) um nlcleo integral singular "fracomoente forxbta"

Entao para toda ¢ pertencente ac espago Lip(l/p -~ 1) tenos

<K(a) , ¢> = <a , K (d)> .



Demonstragao: Observémos inicialmente que Ka(x)¢(x) @&
integravel. Com efeito, por hipdotese a(x) € um miltiplo de um
(p,2) atomo com suports na bola B(XO,T), isto €, a(x) = A.b(x)
onde b(x) & um (p,2) atomo e A uma constante finita. Pelo
teorema 2, XKb(x) satisfaz as condicgoes (1.4), (1.5),(1.6) e
pela cbservacao posterior ao teorema 3 temos que Kb(x)¢ (x) é.
integravel. Da linecaridade do operador X segue a integrabili-
dade de Ka(x)¢(x);

Escrevemos,

/ Ka(x)¢(x)du(x) =
X

Ka(x)o (x)du(x) + | Ka(x)o(x)du(x) .
B(XO,ZAT) X~B(xo,2AT)

Observemos que para X pertencente a B(XO,ZAT) e y perten-
caente a B(XO,T) temos d(x,y) > 1. Com efeito, se supomos gque

d(x,vy) <1, de
2A T < d(x,xo) < AJ(d{x,y) + d(y,xo))

rasulta deO,yﬁ.> 2 t-1, ecomo T2 1, Gten-se d(xo,y)> T
ou seja, y ndo pertence ao suporte de a(y) o dque @ uma con-
tradigao.

Portanto d(x,y) > 1 e dal k{x,y é nulo, donde a segun
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da integral na scma do segundo membro da igualdade & nula. Logo,

[ Ka(x)e(x)au(x) = | Ka(x) ¢ (x)du (x)

X B(x,,21)

Agora,

o {x)(f ke (noy)atly)du(y})du(x)
X

J Ra(x)¢(x)du(x) = 1lim |
X §+0 B (x,,2A1)

)
Como o suporte de aly) & limitadc e & > 0, pela condigao (i)

da definicdo 5 , podemos trocar a ordem de integragao e temos

[ Ka(x)¢(x)du(x) =
X

lim | a(y) (f ko OGy)d(x)dulx))duly) .
§-+0 B(XO,T) B(x0,2kr)

.o T .C
Da hipotese de g < 2, temos que aly} pertence a Llm,u) e

dai pela condigao (iii) da definig¢ao 5 temes que

- lim G(A,1)¢(x3u (A)

§->0 B(x ;2AT)

. . C L
existe fracamente em LY na bola B. Entaco,
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<Ka, ¢ >=[ Kax)o(x)du(x) =
X

/] (lim f ks (32,7) ¢ (x) du (x)) aly)du(y)
X 620 B(xo,ZAT)

T
<a, K (4> ,
como queriamos provar.

Com os resultados obtidos anteriormente estamos em condi-
- ¢oes de demonstrar o teorema que constitul a parte essencial

.deste trabalho.

Teorema 7. Seja k(x,y) um nicleo integral singular “"fra
camente forte" e 0 < p < 1 satisfazendo a desigualdad=
y . . o] . -
1/p < (/g - p/2)/(1-p) . Seja £ pertencente a HY, isto e,
oo ‘ ' ~ - oo n
— - - # 7 . e}
f Zi=l \;a; , onde os a; sSd0 (p,2) Atomos e Liml!AiIL <
EntZo o operador
- s ]
=z e E:
Kf Zi:l >\i FCS ( ai )
esta bem definido e além disso, K €& linear e existae uma cons-—

tante ¢ finita independente de £ tal que

=
2] -

|ke]] _ < e.
uP = )0
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(2]

Demonstragao: Seja f = Zi=l

Aiai , onde os a; sao (p,2)
atomos e Z:zllkilp < », um elemento de HP, Mostremos que a sé-

rie Zz=l A; Ka; converge em P,

Pelo teorema 5 temos que para 0 < p < 1 satisfazendo
1/p < (/g - p/2)/(1-p) , Kai pertence a uP para cada i. A-
lém disso ']LKai]|Hp < ¢ . Agora, sejam m e n tal que m <n

Temos,

n . m P . n P
Iia1 Ay Xay = Jiag A Kailal = Hlieme1 X4 KaiI'Hp =

n P _gn p D p g p
Li=me1l 124 Kail!Hp = Jimme1 2 17 KaiIIHp £ Ly

*® Pz A o n -
Como ). _, |A;i" & convergente temos que ), _; A, Ka; & uma
sequéncia de Cauchy, e portanto converge para um elemento de
Hp, pois P & completo. Indiquemos por h esse elemento.

Pela parte (ii) do teorema 3 tem-se

Do fato de que os a, sdo (p,2) atomos e portanto pertencem a
2 : - B
L7 (X,u) e levando em conta gue o0s seus suportes estao contidos

em bolas de raio maior ou igual do gque um, resulta do lana 7 que



o #—— fr.s S,
<h.¢>=<zi.—.1>‘iaivl<(¢)>=<erH(¢’)> .

Portanto h depende apenas de f e nao de sua representagao

como uma série de mialtiplos de (p,2) atonos, donde se conclui

que fica bem definido XKf = h , isto &€, K & um operador li-

near de HP em HP. Além disso,
= © p,1/p
T T N N I LR

e dail

1Kl < e-lIEl]

o que demonstra o teorema.

4, Aplicagao

-

it

. n . D

Consideremos X R munido da quase distancia
n

d(x,y) = [x - y|

X - vy & a distincia

e seja 1 a medida de Lebesgue, onde .

perador
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Kf(x) = lim | £(y) exo(i]|x-y|? /lx—y|n+k)dy
§+0 8<|x-y[xl

considerado por Stein-Fefferman em [ 5 ] e Coifman em [ 1] ,
satisfaz as condigoes do teorema 7, provado no paragrafo ante-

rior. Para isso consideremcs o0s seguintes lemas:

Lemag 8. Seja k uma fgngao integravel em r" que satis-
fazipara 0<B8<n a condicao
RG] < e/t + x| P
o ~ .
onde ¢ e uma constante finita e k a transformada de Fourier
da funcdo k. Seja P uma fungldo de classe ¢® que se anula
numa vizinhanca da origem e vale um fora de uma vizinhancga fe-

chada da origem. Entdo ka(x) = w(Sulx)k(x) satisfaz

ReGo| s e/+ x| By

-~ . - el v s
Demonstragao: Seja P uma funcao C com suporte limita

do em R% tal gue P + ¢ = 1. Ent3o tem-se ue

) P 0Kk + w6 Tk (0 = X(0)

ou seija,
-1
ka(x) + P8 "Tx)k(x) = k(x).

-

- ' o~
Portanto , como temos por hipotese que |k(x)| < c/ (1 +.
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para estimarmos !§5(X)| basta estimarmos I(W(G“lx)k(xf\l , ou
seja, devemos estimar Iﬁ(x) * &0 @(Gx)[ .

Agora como y pertence ao espago ,Q/ das funcoes com decres-
cimento rapido no infinito, temos que a também pertence a Q/

e resulta que
k() o« 8T P x)] < c.uik) (x)

onde ¢ & uma constante finita e denotando por |B(x,r)| a medida

de Lebesgue da bola B(x,r),

M(R) (=) = sup [B(x,2) |7 [ R () ay
B(x,r) B(x,r)

vem a ser a funcgio maximal de k. ‘A> -

Mostremos que bﬂﬁ); c(l + Ix}B)_l no. ¢aso em que n > 2.
A prova para n=l € simples.

Seja B(x,r) uma bola de centro X e raio r e ‘'suponha-
mos que |x| > 2 r. Observamos inicialmente que se C, & um se
tor na esfera unitaria n-dimensional ( n > 2 ) de centro na ori

“gem S(0,1) com abertura a < T/3 entao,

‘ mal -1
Area (Caf\S(O,l)) < ¢(n) (senk/2)
onde c(n) & uma constante finita que depende apgenas da dimen-
sao do espago.

Temos que,



’~ -1 ~
M(k) (x) = sup |B(x,x)]| / [k(y)|ldy <
B(x,r)
sup |B(x,r)[“l f (1 + IyIB)_ldy <
B(x,xr)
sup [B(x,x) |7t f lv1™® ay
B(x,r)
Calculemos IB(x,r:)]_l f ly]™® ay . passando para coordena
B(x,r)
das polares com |y| = ¢ temos
|B(x,x) | T [ ly| Bay =
B(x,xr)
- IXE+T
c(n).x ™ L d(c N s(x,m) -
IX| -x C s {x,r)
Agora poxr hipotese sen(a/2) = x ]x[ul < 1/2 e tenos pela cb-

servagido anterior que

B, x) |7t ] v ay <
B(x,xr)

n+1

cm) = a7y R TR

Como 0 < B < n ocorre quz n-1-8 > -1



67

-1 X[+ 4 - - -
1 ] - 1-8 dr = r l(([x|+r)n B - (lxl—r)n B)/(n~8) .
x| ~xr

Pelo teorema do valor meédio resulta gue

-1 AR+ gl g~ -8 -
e AT g = 2 (I xjren) P < 2L (3] x| )RR
|x]- r :
no caso em que' n-,-1 > 0 e
_ | x| +x a . L P
rt L L B P I e IR S P12 R
| x| -r '
no caso em que n-8-1 < 0. Segue que para [x| > 2 r temos
(4.1) IB(x,x) | ™% [ ly1™® ay < c; (n) EI

B(x,x)

No caso em que r/[x > 1/2 dadas as bolas B(x,x) to-

mamos as bolas " 8(0, 3r) com centro na origam € raio 3x a

tem~se que

B(x,x) |7 ly| Bay = ctm) =™ Fa
B(x,r) B(x,r)

dy £

cn) ¥ 0 f ly
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Passando para coordenadas polares resulta que
P .

. 3r
|B(x,r)1"l / lv] Bay < c(n)wn-r"n f oo Y
B(x,r) = 0

onde w & o volume da esfera unitaria n-dimensional. Integrando

e levando em conta que |x| < 2r obtemnos,

(4.2) '|B(x,r)]“l J |y|_8dy 2 ey (n)
' B(x,r)

xINB .
De (4.1) e (4.2) temos que M(K)(x) < c.!xl-B , Agora como k &
limitado o mesmo ocorre com M(ﬁ), ou seja, M(%); c(l + I}‘:IB)-l

donde se conclui que [ia(x)[ < c. (1 + Ix[B)ml, o que demonstra

o lema.

1 -1 4+ a' .

Lema 9. Sejém 0 <9 <1, a' < 0 e A = (1_9)"
Seja
a'/n ~1l=)/n

k(x,y) = expki.d(x,y) ).d(x,xo)

com X e y pertencentes a ®RY. Ent3o se d(x,xo) > Z,d(y',\:‘«:o)l_6

para d(y,xo) < 1 temos que

oy =1
1k (x,9) - k(x,x )| < c.dly,x )™ a(x,x )~ F ~1/n ~(1=9) .
4 o'l = o o
Demonstragao: Substituindo d{x,y) pox |z - v temos
o a’ ~n=A
k(x,y) = exp(i.|x - y!i y.olx = <] n .
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Escrevemos

tH

[k(x,y) = k(x,x )|

[Ty |7 (eXP(ilX‘Yla')‘eXp(iIx—xo|a'))+

exp(ilx—xola')(

x-y l ""n"A_ !X-XOI "n"'>\) l

deonde aplicanddla desigualdade triangular resulta

|E<x,y$ - K(x,x )| 2 H.x—y[—nnx(ex’p(i[x-yla' - exp(i]x—xola'))|+
- : IfX“Yl-n-A _ lx_xol—n—AL =B, +E, -
Estimemos El’ Temos que, N
.llx~y|"“‘kcexp<i|x-yla'> - exp (L]xx |2 )| <
oy | 7 Jexp Gifxy |21~ xex 12 1] <
N E T EE N
g7 = ey 17 Qg (P2 172070

Pelo teorema do valor médio obtemos

—_—ny ! —n !
|- | 72" = |xy | 72" = -ar (t

gt -1
x=x [+ (1=6) [y )7 T [xmy [ x|

2
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ou seja,
._,a' _al — | o
ey = ey ] 2 =t (e 1m0 [y )R fyex |
iy - wl -
Agora |x-x_| a'-l oy | x-y| ™2 1 vem a ser o miximo de
-a' - —a ! -] . _
(t]x-x_| +-(l~t)|x—y|) 2’1 ge Ix«xol 2=l for o miximo temos
} ~a'-1 +A-a’ ~at -
By g lyexglelxmng | T aey P x| 72 THeat) =
‘ +A-a'’ -
(=a') Jy=xg| (|x=y [P 7 e )7
v - ~ - X7 - . 1-0
como x| 2 | Ixxgl = Iyl | lyeigl<ly=x,|
|x-x ] > 2l/n]y—xoll_e resulta,
Ix~y| > |x—xo[(l - 271/
donde, denotando por c¢(n) a censtante {(-a') (1l - Z—l/n) temnos:
., | -n- +a'-1l
By <o) fy-x | Jxex | TR
-a' -
Se lx«y] al-1l for o miaximo temos que
- -a'~1l A -al -at, -1
By < (ma') Jy=x, | [x-y] Qr=y 7707 fsemx 7970 =
‘ g n+HA+l, o =aty -l
(-a')lymxo§(IX"yl x=x_ | )

|n-iral -1

C!(n)|y~%0[lx—xo
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Estimemos Ez. Pelo teorema do valor medio tem-se

~n-\ A

| [=-y] RSN S

(n+1) (€] x=x_[+ (1=t) |x-y|) y=xg| xoy | TP Jxex

3

o]

donde considerando o maximo como no caso de El’ obtemnos

l -n-x -1

2

E, < (n+A)|y~xo|13—xo

Agora do fato de que |x~x0| < 1 resulta que ]x—xb

e portanto

—n=-\+a'-l
E, g (o)) [y=x | [x=x_]|

que € a mesma estimativa de E, .

Entao temos que,

= =~ ~(n+i-a'+1
|k(x,y) = k(x,x )| < c.[y»xO|IwaO| ( )

~3-1l/n-\/utal /n

/r
cnd(y:xo)l’Jd(x,x

o

. . - l . -
Substituindo A por (1-9) - 1 4+ a' , temos O qu& guariunos

provar.

Lema 10. Seja k{x,y) como no lema 9 e ¥ umaAfungio de

classe C~  tal que 0 g ¥(£) <1, (&) =1 se 0 < i < 1/2



e = 0 s@

y(t)

satisfaz
|k (x,y) = k(x,x)) |
desde que

‘d(x,xO) >

Demonstragao:

Proposigao.

n
tencem a R,

PIRE]

para os 1/2 <

1/p - 1/2 <

t > 1. Entdo

Sejam A,y

R
-

k(x,y)

c.d(y,xo)l/n d(x,xo)

2 d(y,xo)l 9 para

-satisfaz

] <

s S

satisfazem

gue

(1/2 +

= Q(x

-] -

1/n - (1-9)

d(y,xo) < lf

~ Segue imediatamente do lema 9.

2 o definidos por

F“(R )

by) u(dix,y))

-1

oo+ n)/(c + vy + 0 - 1/n).

A = 08/(1-8) - a/(l-a) , y = (a=1)Ax/n + a/2 , o = (n(l—e))-l -
-onde 0 <8 <a<l en adimensao do espago. Entdo o opera-
dor
o a e a' -\
Kf(x) = lim { f(ylexp (i|x~y|® ) |x=~y]| dy
§+0 " S<|x-y|<l
onde a' & o expoente conjugado de a e n + A > 0, %, vy per-
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Demonstragao: Mostrewos que o teorema 7 se aplica .para

o nucleo

Ck(x,y) = exp(i[x-—yla')lx—yl"n-‘A Y x=y]) = k(x-y)

onde YP(t) & a fungao do lema 10.

Observamos que como 6§ < a  temos que n + A < n , donde
k(x,y) & uma funcdo integravel em |x-y| < 1.

Por um teorema de Wainger ( ver (11 ) a transformada de

-

Fourier de k e
. a -B
P(|x-y|)exp(d|x-y|7) |x-y]|
onde 9 & uma funcao c” que se anula numa vizinhanca da ori-

. gem e vale um fora de uma vizinhang¢a limitada da origem. e

B = (a~1)X + n.a/2. Portanto temos que
~ _ -
K | g e+ |xy[®)7H
e como k & integrével resulta do lema 8 que

]ﬁa(x~y)1 < c.(1 + [x~y18)-l

[N

onde ks(x-y) ==%%(x—y)k(x-y) sendo ‘?6 uma funcao de clas-.

<O
se C - tal que

1 se |x-y|>6

P xy ) =1
0 se |x-y|<8/2

Va /\. s N Bl _‘,G/_\ )
Escrevendo Kaf(z) = ka(z)f(z) = ks(z)!zl fz] "E(z) temos en-
tao que Eé(z)lz}B & limitado em L2, donde por intogragao fra-

. - . n
cionaria em R resuylta
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£
11

(4.3) [IxgEll, < e

onde 1l/q =1/2 + 8/n = 1/2 + v

Também temos que se f pertence a 1?2 entdo

P ~
e, < 1ikgl 1L 1IET I,
e por Plancherel obtemos

(4.4) IkgEll, < cullgl], -

Observemos ainda que se  Xp(x) ¢ a funcao caracteristica da

bola BR de raio R, entao

C(4.5) lim XR(x) exp(i]x—yla') lx—yl'—n_x dx

R |x-y|<1

& finito.

Com efeito, fixado y, como |x-y|<l, entdo [x

<1+ vyl
donde para R suficientémente grande tal.que a bola de Ethro na
origem e raio 1 + |y| esteja contida na bola de centro na o-
rigem e raio R, (4.4) se reduz a

hd

1 ] -
exp (i |x-y | ) |x-y | 7 hax.

|2~y |<1

que € finita.
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Logo de (4.3), (4.4), (4.5) e lema 10 temos que k{x,y) & um nl-
cleo integral singular "fracamente forte" e porxrtanto o tecorema 7

se aplica, donde se conclul que

[ £1]

2 Cs
: 1P (r"?)

KE
| 1K£] al(!Rn)

para os 1/2 < p < 1 satisfazendo 1l/p < (1/g - p/2)/(1l-p), ou
seja, lembrando que 1/q = 1/2 + v , 1/p < 1/2 + v/(1-p).

Agora no nosso caso temos que € = 1/n, donde

o = (e +1 -1/q)/(e/(1-8) +1/2) (1/n +1 -1/q)/(1/(n(1-0))+1/2)

isto &, em termos de a e v, 0 (1/n +1/2 -y)/{o +1/2 + n), !
resultando dal que 1/p - 1/2 < y(a +1/2 +n)/{a + y +n - 1/n),

o que demcnstra a proposigao.

Observagdo: A proposicao acima, no caso em que n = 1, foi
provada em [ 1 ], enquanto que no caso n-dimesnsional Stein e
Feffermen em [ 5 ] observam que a limitagdo do operador em

n . c o et
Y (R")  com P £ 1, pode ser obtida a partir da caracterizagao

desses espagos por fungoes maximais.
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CAPITULO IIT

OUTRA VERSAO DE OPERADORES INTEGRAIS

SINGULARES "FRACAMENTE FORTES™"

No capitulo II dJdefinimos os niicleos integrais singulares
"fracamente fortes", com a hipotese de que os operadores trun-
cados Ks induzidos por esses niicleos sdo continuos de LT em

2 . . . .
L™, para 1 < < 2. Para operadores integrails singulares do ti
p - L

H°

po convolugao em espagos IP(R")  ou mesmo (R"), obtém-se os

mesmos resultados em se considerando a continuidade desses cpe-~
a 2 2 q’ v
radores de L em L ou de L em L* , onde (¢ e o ex-
poente conjugado de ¢, como se pode observar por exemplo em
[1]e[5].
Vamos estudar neste capitulo os operadores integrais sin-—
gulares anteriormente estudados mas agora com a hipét@se de que
- ' . P 2 . q'
os cperadores truncados K6 sejam continucs de L am - L* .
Vamcs verificar que os resultados obtidos no capitulo IT ainda
sdo validos neste caso, mas com outra condicao sobre os p's,
Para que haja uma distingao com o caso tratado no capitulo
II, usaremos as denominacgoes nlcleo integral singuler "fracamen
te forte mcdificado" e coperadores integrais singulaves "fraca-
mente fortes modificados".: As demonstragoes dos lemas e Leore-
mas seguem a mesma técnica do capitulo II, e em alguns casoss o

mitiremos as provas.
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Definigao 7. Sejalk(x,y) uma funcao mensuravel e definida’
em X X X. Diremos que k(xX,y) & um nucleo integral singular "fra-
c;mente forte modificado” sce existom constantes 6,y,e satisfa-
zendo 0 < 0§ < 1 , 8/2(1-9) <y < 1/2, 1-0 < e <1, e funcao
‘&(x,y) limitada por um dque se anula gquando d(x,y)<§/2 e vale
um se d(X,y$>é , tais que as seguintes condig&es’sao satisfeitas:

(i) Para todo subconjunto D em X x X, limitado e separado

da aiagonal, temos

[ Ik Gey) [2du( auty) < =
D )
(ii) Para toda fungEo f(y) com suporte limitado em L2(X,u),

se ké(x,y) = %%(x,y)k(x,y), o operador KG definido por

A

Kgflx) = lim / ka(x}y)f(y)du(y)
§+0 X

satisfaz

HKéqu' £ ¢y lfllz e HI<5ng R ]filz

onde q' & como na definigao 5 e Cy, Cy s2o constantes finitas
que independem de f e §.

~ 2 L
(iii) Para tcda fungao f em L™ (X,u) com suporte limitado

- lim Kéf = Kf
§-0

- q’ 2 ‘
existe em L* (X,u) e em L (X, u).

(iv) k(x,y) se anula para d(x,y) > 1 e se d(y,xp) < 1 en-

2

tao k(x,y) satisfaz

lGry) = kG | € oyedly g St xg) H T 2/ 79)
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desde que d(x,xo) > 2.(1i(y,‘xo)l"8 ’ onde Cy & uma constante fi-
nita.

(v) Seja xp a fungao caracteristica da bola de raio R e K*
o cperador adjunto do 0perédor K em LZ(X,u). Entao o limite de
K*(XR) para R tendendo ao infinito existe fracamente em L2 so-

bre conjuntos limitados e e igual a uma constante finita.

Lema 11. Sejam e, 6, q' as constantes da definigao 7. Se
definimos p* = (¢ + 1/2)/(1 + ¢/(1-8) - 1/q') entlo as seguin-
tes desigualdades sao satisfeitas:

(i) p*< 1 -8 ,

(i1) (g'/2 - 1)/(1-p*)< q' + (q'e/(1-3)) - 1 e

(iii) existe p, 0 < p < 1 tal que
1/p < (1/2 = p*/q")/(1-p*) -

Além disso, se p satisfaz (iii), temos
(iv) 1/p <1 + ¢/(1-9)
(v) o intervalo aberto (q'/p - 1, (q'/2 -1)/(1-p*)) é

nao vazio.

Demonstragdo: Pela definigio 7 temos que vy > 0/2(1-0), ou
seja, 1/2 - 1/q' > 6/2(1-8). Scmando ¢/(1-8) + 1/2 a ambos os
membros da desigualdade obtenocs

e/(1-8) + 1 - 1/q' > ¢/(1~8) + 1/2 + 8/2(1-9) ,

dende ge conclui que

(e + 1/2)/(e/(1=8) + 1 = 1/q") < 1 ~ 0
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o que prova (i).

Provemos (ii). Como 0 < 6 < 1, € > 0 e ' > 2, temos que
e/(1-6) - ¢ > 0, donde somando 1/2 - 1/q' a ambos os membros
da desigualdade tem-se e/(1-6) - ¢ + 1/2 - 1/q' > 1/2 - 1/q' .
Agora como 1 - p* = (g/(l-9) =-¢ + 1/2 - 1/q')/(e/(1-C)+1-1/q")
resulta que (l-p*) (¢/(1.-0) +lv—l/q') > 1/2 - 1/q' , donde
e/(1l-9) + 1 - 1/9q' > (1/2 - 1/q')/(l=p*) . Multiplicando por q'
ambos 03 membros da desigualdade temecs a prova de (d4i).

Para provarmos {iii) @ suficiente mostrar que

- (1/2 = p*/q')/(1=p*) > 1.
Somando e tirando 1/q' ao numerador e levando em conta que
y = 1/2 - 1/q' , resulta (y - p*/q' + 1/q')/(1-p*) > 1 , ou seja

Y/ (1-p*) > 1 - 1/q'.

Pelo qﬁe foli visto em (i} temos a seqguinte igualdade
v/ (l-p*) = v(e/(1-0) + 1/2 + v)/(e/(1-0) -~ e+ v) .
Portanto para que £enhamos a prova de (iii) devemos mostrar qﬁe
y(e/(1-6) + 1/2 + v)/(e/(1=6) = ¢ + y) > 1 -~ 1/q' = 1/2 + Y

isto &, que

vye/(1-8) +v(1/2 +y) > (1/2 +y)e/(1-0) + (L/2+y)y-c(1l/2 + ¥)
ou equivalentemente ,
e/2(1-0) - e(1/2 + v) < 0

donde se conclui que devemos ter v > 6/2(l-) "o que & a nessa

hipotese e fica provado (iii).
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Para provar (iv) devemos mostrar que
L+ e/(1-8) > (1/2 = p*/q")/(1-p*) .

Pela parte (ii) temos que q' + q'e/(1-08) - 1 > (q'/2 -1)/(1l-p*)

ou seja dividindo ambos os membros por ' , resulta
1 +¢e/(1-0) - 1/q" > (1/2 - 1/q')/{(1-p*)

donde se conclui que 1 + ¢/(1-06) > (1/2 - p*/q")/(l-p*), o gue
prova (iv).

Provemos (v). Por hipoOtese temos que

1/p < (1/2 - p*/q") /(1=p*)

donde multiplicando por q' e subtraindo um a ambos os membros
da desigualdade obtemos
a'/p = L < {g'/2 - p*)/(1l-p*) - 1 = (q'/2 - 1)/(1-p*)

o que demonstra (v).

Teopema 8. Seja k(x,y) um nicleo iﬁtegral singular "fraca
mente forte modificado”. Seja p* o numero definido no lema 11 e
0 < p <1l satisfazendo L/p < (1/2 - p*/q')/(l-p*). Seja a(x)
um (p,gq') atcmo e B(xo,q) a bola que contén o suporkte de a(k) e
satisfaz

@™ Jaeo [Yapen YT < uim VY
B
Entao temos que:

(i) Se o <1l e a & um niUnero satisfezendo a dexigﬁnlw

dade q'/p - 1 < a < {g'/2 - 1) /(1-p%) (gue existc polo lema 11)

a funcao M(x) = Ka(x) satisfaz as sceguintes condilqces:
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(1.1) / o |3 ap o) < .o (/2 ~ 1/p)
X

' ] * o1 S |
{1.2) f [M(x)lq d(x,xo)adp(x) < c.oP @ tq'/2 —a'/p
% S

(1.3) [ Mm(x) du(x) = 0.
, X

onde ¢ em (1.1) e (1.2) &€ uma constante finita que independe de
T .
(ii) Se o > 1, a funcldo M(x) = Ka(x) satisfaz as condi

coes (1.4), (1.5) e (1.6) do teorema 2, capitulo II.

Demonstraggo: Provemos (i). Observamos gue como o' > 2,
entao a(x) & também um (p,2) Atomn. Pelas condig¢des (ii) e (iii)

da defini¢ao 7 temos que

,' 2 R | )
[ [T au(x) < e () faty) [“anyn® /2
X o B .
e da definigao de (p,2) atomo obtemos
v ' 1 - .
[ ) [T au(x) < e (/2 = 1/p)
X

o que verifica (1.1).
: *
Seja xb pertencente a X e B(x3,2Aop ) a bola de centro x
A,

" o*
e raio 2Ac” . Escrevenmncs,
qal a
f [M(x)l-I d{x,x ) "du(x) =
% o

1
MEIEORE d(XrXo)udﬁ(x) +
B(x,,280"")

.
o MG 1T dx,x ) %au(x) = I+ T,
X~B(xo,2Ao'p ) - © : -
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Como o > q'/p -1 e 0<p <1, resulia que o > 0 donde

1, < (280PM)% [ Ju) |ap (x)
X

i

e portanto da condicao (1.1) de M(x) concluimos que

i
1

S 1
Mostremos a sequir que tambem temos a estimativa

(1.5) - I, <ecgfteta/2oal/p

) . : S ok
Para isso sejam Bj = B(XO,ZAZJUp ), as bolas de centro ¥ a
P C ~
raio 2a27¢° com j inteiro nao negativo. Escrovemos,
I ¢ A q, ] A 5., N
I, = Zj:O f» . [11{x) | a(x, %) @p(x)

£

3173
2 como o > O»segue que
. o 1 * ‘ vcr !
Iy ¢ [ @a27 0% () | ap(x) .

By By

Agora se X nao pertence a Bj e vy partence a B(xo,c) entao

’

2A2309* < d(x,xo) < A{d(x,y) + d(y;xon < A.d{x,v) + Avu

. - j+1l o* . : S~ .
isto e, d4d(x,y) > 27 o -0 donda pela condigao (i) do lema

11 e a hipdtese de que o < 1, temos d(x,y) > 0 para todo intei

ro j, nado negativo. Logo para X nao pertencents a Bj tom-se

M(x) = lim f ka(x,y)a(yfdu(y) = [ kix,v)aly)du{y)

ou ainda,
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M(x) = [ (k(x,y) - k(x,%_))aly)du(y)
X : ,

para quase todo x, pois pela definigéo de a(y)

/ kix,x)aly)duly) =0 .
X

Cbservemos também gue se X nao pertence a Bj e y pertence a bo-

©la B(XO,G) entao d(x,xo) > 2 d(y,xo)l—e . Com efeito, como

| — .
d(x,x) 2 282967 > 2a27a(y,x)°"

e p* < 1-0, segue que d(x,xo) > 21\.23(3.(y,xo)1"8 pois d(y,xo)él,

0 que prova que d(x,xd) > 2 d(y,xo)l”6 " para todo inteiro j nao
negativo.
Portanto a condicao (iv) da definigao 7 nos da,

1 - e/(2

IM(x) | < c.f aly,x ) d(x,x )" “0) la(y) |an(y)

B(Xo,d)

Da definicao de (p,2) atomo e d(y,xo) < 0 tenos que

M(x) | € e.g® T T MPagx, ) Th T e/ (170)
e oObtemos
(1.6) _ f |M(x) iq'du(x) <
Bj+fBj

C.zj(l—q'—q's/(lva))dp*(l’q'~q'e/(l~0))+ af (e+ 1~ 1/p)

Lembrando que p* = (¢ + 1/2)/(e/(1-0) + 1 - 1/q') resulta
o* (1 -~ q' ~q'e/(L-0)) + gq'{e + 1 - 1/p) = q'{1/2 ~ 1/p). Substi-

tuindo em (1.6) & a scguir (1.6) em (1.5) vem que
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I, < c.oP¥e +a'/2 - al/p Z’?_ (e + 1 ~-qg' - qg'e/(1-8))
2 = j=0

Pelo lema 11 temos que o + 1 - qg' - g'e/(1-0) < 0 e portanto a

: - f o~ -
série 23=0 2J (ot 1= a'—q'e/(1-0)) 4 convergente, e conclui
mos que
B & ¥ - H
@ 1, < et a/zoale

De (1.4) e (1.7) tem-se que (1.2) se verifica.

Para provarmos.(l.3) observamos que peias condig&es (1.1) e
(1.2), M(x) & absolutamentz integravel.

Seija xR(x) a fungéo caracteristica socbre a bola B(xO,R).
Como M(x) & integravel, podemos escrever

f M(x)du(x) = lim f Xo{x)Ka(x)du(x) = lim f a(x)K*(x,) (x)du(x) .
X R 'y R ' Rr» R

Como a(y) tem suporte limitado, pela condig¢ao (v) da definigdo 7

temos que

f M(x)du(x)'=.c.f alx)du(x) = 0
X X

0o que prova (1.3) e conclui a demonstragéo da parte (i) do teocre
ma'
A demonstragio da parte (ii) € andloga & demonstragio da

parte (ii) do teorema 2, e portanto deixamos de faze-la.

Teorema 9. Seja 0 < p < 1 satisfazendo a desigualdade
1/p < (1/2 = p*/q')/(Ll=-p¥) e seja M(x) uma fungdo mansuravel

satisfazendo as condigﬁes (1.1), (1.2) e (1.3) da parte (i) do
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teorema 8. Entdo para toda funcio ¢ pertencente a Lip(l/p - 1)
a fungao M(x) (x) & absolutamente integravel em X. Além disso o

funcional linear

Fp (8) = [ M(x) ¢ (x)du(x)
X

esta bem definido e @ limitado em Lip(l/p = 1).

Demonstragdo: Segue Os mesmos passos da demonstracdo do
teorema 3. Sejam Bj a B(xo,bja) com b > 1, 0 <1 e j inteiro

nao negativo. Convencionamos B_y = % . Seja ¢ uma fungdo perten

cente a Lip(l/p - 1) satisfazendo mB(x _c)(¢) = (0. Escrevemos, »
) . o’

(1.8) [ [M(x) |]o(x)fau(x) = J% o f M%) | |6 (x)|du(x)
X *J By By_p ,

Pelas desigualdades de Hd8lder ¢ Minkowski obtemos

[ - IM(x) | ¢ (x) [du(x) <
B~B,
j T3-1 ‘ .
(f 00 [ 9 an ) M9 60 ang [ Tan ) D g 39
B - By |

j-1 5|
onde mj = mBj(¢).

e aplicando o lema a .,

Da definigao de ||o]] ]

Lip(l/p - 1)
resulta que

(1.9) / [M{x) | | (x) [du(x) <

(f IM(X)lq'dU(X))l/q'.c.l|¢|ILip(l/P“l)(bjc)l/p o
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Agora, levando em conta que o > 0 temos para j > 1 a inte-

gral gue aparece no segundo membro de (1.9) & majorada por

370y T/ () e |9 a v ) Gap :0) T
X

donde pela condicd3o (1.2) de M(x) resulta que ela fica majorada

- ' - - NS PO
por c.b jo/q .01/2 1/p a/g (1-p%) . Para j = 0, pela con-~

dicao (1.1) de .M(x) temos

) 1! ! 2 -

(f I [Panen Y < g0t/ 0 P

B .
: o}

e como p* <1, a>0, 0 £ 1 segue que

(M0 |3 an ) Y2 < ¢.g1/2 “1/p -a/q’ (1-p%)
B = .

o)

que vem sexr a mesma estimativa do caso j > 1. Entdo temos que

[ [ e(x) fdu(x) <
X

c.g (/2 -l/q' —a/qt (1 pd (L/p-l/q"~a/q’)

«p*)) . | - o0

el nip (1/p-1) L0
Do lema 11 tem=-se que o > '/ ~ 1, o qu= inplica a desigualda-
de 1/p - 1l/q' - o/q' < 0, e portanto concluimos gue a série
Z?”O bj(l/p -l7qt -e/q’) & converaante pois b > 1. Ainda pe-

lo lema 11 a < (gq'/2 = L)Y/ (1-p¥*) o gque nos di como Conse—
a \ g A2l =gt (L
quéncia 1/2 - 1/q' - a/q'(l-p*) > 0 e dal ¢ / St ma/atd )
m2nor ou igual a um pois ¢ < 1.

'Segue que para 0 < p < 1 e.satisfazendo a desigualdade

1/p < (1/2 = p*/gq')/(1-0%) temos
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fx [M(x) | |¢(x)]|du(x) < c. f¢llLip(1/p - 1)

onde ¢ & uma constante positiva finita que independe de g.

Se y &€ uma fungao Qualquer do espago Lip(l/i ~ 1), prova-
se como no tcorema 3 que M(x)y(x) @ absolutamente integravel e
Gue FM(J) esta bem definido ¢ & limitado em Lip{l/p - 1), o

que conclui a demoustragéo do teorema 9.

Teorema 10. Seja M(x) uma funcido satisfazendo as condicdes
do teorema 8. Entao temos que,
(i) existe uma sequéncia { an} de (p,2) atomos e uma se-~
~ . - . N . 2 P
quéncia {X } de niimeros reais satisfazendo Ta=1 27 2 €

o0

‘tal que  M(x) =) A, a,(x) , onde C & uma constante finita

n=1l "n N
que independe de M({x).
(ii) Para toda § pertecncente ao espago Ltp(l/p - 1), o

funcional FM definido no teorema 8 satisfaz,

Fu(®) = J 1 M fx a {x) o (x)du(x) . ‘

Demonstragao: Vamos provar o teorema no caso em que M(x)

satisfaz (1.1),(1.2) e (1.3) com o < 1 do teorcma 8., O outro
caso conforme foi observado no final do teoverma 3, foi p.uovado

am [ 9 ]. i

I, » geja

v
¢
)
2
,
v %
ot
£
-
)
e
c

Sejam bl’ b9 as constantes de (1.1

L

b > bl/b2 . Congideremos as bolas Bj = B(xo,n g), conm j intei-

i

¥o nao negativo e convencionamos B g @. Denctemos por Dj
_ -1 ,
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3 20, o conjunto BB, seja Iy = u(Dj)“lj M{x) du(x) e

j-1°

D,
- ~ : ~ 3
Xp. @ fungao caracteristica sobre Dj‘ Entao
3
(L. . M(x) = Zj=0 (M(x) - Mj)XDj(x) + ijo MjXDj(x)
Obscuvanos que se Asj(x) = (M(x) - Mj)XD (%) resulta que os su
| .
portes das sj(x) estan contides nas bolas B(xo,bjo) para ca-
da j 2 0 e qué também f sj(x)dp(x) = O, Denotemos para ca-
da j > 0
‘ " | 1/p - l/q'
S S, B. : .
~ ~ RN - 1 ~
Entao a¥% funcgces aj(x) definidas por sj(x) =‘yj aj(x) sao

'y At s n ' 55 i - $° P
(p,q') atomos.Mostremos que as Yj $ao tais que lj:olel < Cl

onde C, & uma constante positiva finita que independe de M(Xx).

1

Pela desiqualdade de Minkowski tem-se:

|ls

Co< (f o [$ap o YT v | wo MO
D, ) j J

jllq
' 3

Agora da definigéo'de Mj e pela desigualdade de HOlder temos

|Mjl < M(Dj)”l f | M(x) |du(x) <

D.,
3
wm) Tuma YT (0 o |9 au )
j 3 - , _
' 3
donde,
q'. /¢! . N
s.ll.e < 2.(f [M{x) | du(x)) para 3 > 0
J q = D. .
| 3
v ) 19y (o) y 1/
e Hsgllgr =20 Pt 7 au Gy =5
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1 H
Estimemos (f IM(x)Iq du(x))l/q . Como o > 0 temos que
D.
J _
1 1/ i s - 1

(e | Van MU I ey Y (s

D. : D,

J J

q'd(x.,xo)adp(x))l/'q'

donde pela condigao (1.2) de 1M(x) resulta,

(f IM(X)Iq.du(x))l/ql< c.b"ja/qi,op*“/Q'v+1/2 ~1/p ~-a/q'
D, . =
J

Portanto para Jj > 0 temos,

ly.]p< c.pl-a/qa’ +1/p -1/q")p p(1/2 -1/q' -a/q'(1l-p*))
J ==
enquanto que para j = 0, lembrando que ¢gq' > 2, temos
- ]
IYOIP ; CoOl/z l/q 5: c .

Pelo lema 11 ,1i/p - ¥q' - 1/q' < 0 e L/2 - 1/q' - o/q'{l-0*)>0
. o0 3 - ’ 1 —— s 1 .
decorrendo que a série Zjﬂl pip(l/p —a/q’ -1/q9") converge e

o I L (s L & e | ' P
dl/“ /9 /9 (l p*) 1 pois o0 < 1. Bntao concluimos

que <
que 22:0 ijjp i:cl , on@ercl @ uma constante finita que in
depende de M(xz. Mostramos entao que 2330 sj(x) = Z?onja;(x)
com Z?zo lyjlp < Cye

Provemos agora que Z?no MjXD,(x) se esereve iStore!

0 ~ 2 2 ~ w - .
lj:O Y aj(x), onda ©sS aj(x) sao (p,q') atomos e oS vy satis

© ~ .. ’ . - 5
fazem Zj=0'lyjip < C,., ,sendo C, uma constante finita que in-
depende de M(x) .

Seja {tj} a sequéncia definida por
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N\
[e]

(1.11) t. = | M(3t)dy (%) r 3
] X~B
j-1
Notemos que da condigao (1.3) resulta t = f M(x)du(x) = 0. Tam~
<,
X .
bém, da definic¢ao dos tj obtemos

t., - tj+l = fD. M(x)du(x) = p(Dj).Mj .

J
A J
Portanto tem-se que
Jaog MiXp () = )% () " Hey - b, )%, ()
j=0 “37p 3=0 1175 "3 34177

e dal como t, = 0, temos

o0 [ee] "-"l "l‘
\/ == X x5 - { / Py
2j=0 Mj D.(X) Zj:l tj(u(Dj) D.(h) “‘Djml) YD. (x))
J i : J-1
Seja vj(x) a juncao definida por
vo(x) = t.(u(o.) TN (x) - p(o. o " (x))
J J ] Dj j-1 Dj‘-l

Temos que j vj(z)dp(x) = 0 e além disso os suportes das fun-

coes vj(x) estdo coritidos nas bolas B(xo,ng) para cada j. De-
finindo Yj como sendo

B | -
= l/p - l/q ]
7y =) vyl

J
S ~ ) o - , .
entas as funcoes aj(x) definidas por vi(x) = oy, a%(x) San

N - J -

(p,q') atomos.

N - p Al oy nl = . e PR I

Mostremos que Zj"O [Yj 5‘L2 , onde €, ¢ umo constasnte
i = L

finita que indepcnde de M{x). Pela desiquaidode de lnkowski
temos

Ilvjllq. < c'itjf(U(Dj)l/q'
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Agora como b > bl/b2 } conforme foi visto na demonstragéo do
teorema 4, temos u(Dj) > c.u(Bj) e p(Dj_l) > c.u(Bj), donde

< c. -1

l//q'
V. t. u B.

De (1.11l) temos
' ] - 1
|tj| < f IM(x)Id(x,xo)a/q a(x,x) a/q.du(x)
X~B, .
N R ¢

e aplicando a desigualdade de HOlder vem que ]tjl & majorado por

(f e [T acx,x ) a0 Y a(x, x y4T Yy (xy) @' -1 /a
X : .

X~By_y

)

Pela condig¢ao (1.2) de M(x) e levando em conta que o/(q'~1)> 0,
cbtemos

Itj| ;-c;bjkl —e/q' =1/q') ;3/2 ~1/p -l/q' -~oa/q' (1-p*)

Portanto temos que

~ 1 — L ! 2 . LIPS ' -— 4 s
;lep < c.piPll/p ~1/qt —a/q’) p(l/2 /g’ -a/q’ (1-p%))
: : o ~op . =
- ki . . )
donde se conclui pelo lema lf que Zj=OIYj‘ §'C2 , onde 02 e
uma constante finita que independe de M(x) .

Ent3o de (1.10) temos M(x):E?xosj(x)+2§:0vj(x)=2§=okﬁaj(x)

ing » m . . s
onde os Aj sao tais que Zj~0lkjlp < C , com C unma constante fi-

nita que nao depends de M(x) e os aj(x) san (»,q') Ztomos e
portanto (p,2) atomos pois g' > 2, o que demonstra a parite(i)

do teorema.

Provemos (ii). Seja ¢ pertencente a Lip(l/p - 1). Como

o funcicnal

in
imrcd
%

o o 1 1 ,
Zj:olljl hs (ijolAjlp) /P 2 C /P pois p

F1 e limitado em norma por um, a série Z
<. . b L »
J ’ : N
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De {(1.10) e (1.11l) temos que

Z?=0 Sj(x) * Z?:O Vj(x) - M(X)XB (x) + tm+l“(Dm)—lxD G

m m

Multiplicando por (x) e integrando em X obtemos

m oA _ .
zj=0 Ay fx ay(x) ¢ (x)du(x) = [ M(x)p(x)du(x) +

Bn

L swanx

D
m

tm+l“(Dm)

Como, pelo teorema 9 M(x)¢(x) & absolutamente integravel, to-
mando o limite para m tendendce ao infinito resulta

Jieg MsF (3 = [ M e(x)dp(x) + lim (¢

-1
. u(d ) Tf e (xydu(x))
3=0 J a] X fiinacc) 1 m D

m

-+

Logo, para provarmos a parte (ii) do teorema devemcs mostrar.

. -1 .
que lim (t_, (D) / ¢(3)du(x)) = 0 . Agora,

m->co D,
It (D )'lf pap(x) | <t 1pm) ™ [ s du | |
m+1H Y m D *I AU Sitme Py D L
m : m
ou também, levando em conta que u(Dm) > c.u(Bm) o segundo

menbro da desiqualdade fica majorado por

ol B T ot = my (@) anta -y (6)])
. m L18

Portanto, aplicando a desigualdade de Hilder ¢ considaraado a
definicao de l]¢lllio(l/o .1) resulta que a erorassao acima fi-
. A0 0L/T .

ca majorada por

‘ Iﬁ 1/p ~1
tm+ll({l¢l|Lip(l/p -—l)(b a)

4+ ’I‘.‘L_B‘ () 1)
1

C.
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Pelo lema 2 levendo em conta que My (¢) = 0 temos que o se-
o
gundo membro da desigqualdade fica majorado por

) m ,l/p -1
coltpel ol nipip —1) ® 9

se p < 1l e majorado por
c'm'!tm+llll¢}£Lip(0)
se p = 1. Agora da primeira parte da demonstracgao do teorema

e ol < c.b<@+1)(;—a/q' -1/9") _3/2 =1/p -1/q' -o/q' (1-p*%)

que substituido na majoracao quando p < 1 nos da

] ltl’\‘l+lp(Dm)—l f ¢(X)dp(x)[ <
' D
' n i

/21 /q ~a/q (1-p*)

o pM /BT AL gy Ly

enquanto que para p = 1 *temos
- ’ vy LtV e ' 1 - | . 1 PEEAY
[t (O 75 5 (xyan () [ comp™ (F7/AT LA g /2 e/ (1)
] o =
©7m
Como por hipotese 0 < p <1l e satisfaz a condigao
1/p < (/2 = p*/q')/(1-p*)  temos pelo lama 11 qgue se verifi-

cam 1/p -o/q' =1/q' < 0 e 1/2 - 1l/q' =-a/q'{l-0%) > G , doade

s — | B (-' —ry R . . P
01/2’ 1/q a/gq’ (1=p*) <1l pois o ¢ 1 e cdail’ tanio para

P < 1 como para p = 1 tomando o limite gquandeo s tende ao in
o -1 : , N
finito , tm+l p(Dm) / d{x)ydu{x) tonde para zero, © qua2

.Dm

prova a parte (ii) do teorena.

Definigdo 8. Seja k(x,y) um nicleo integral singular “"fra
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camente forte modificado" ¢ seja ¢ uma fungio pertencente a
Lip(l/p - 1), onde 0 < p <1 e satisfaz a dosigualdade

1/p < (1/2 = p*/q’) /(1~p*) . Seja B a hola de cantro X, ¢ raio g
g > 1. Definimos para y omn B a funggo ﬁg(¢)(y) comb

~d . . .
Ké(¢)(y) = lim | k_(%,v)o6(x)du(x)
n>0 "B(x_,230) 5

onde o limite & o limite fraco L2 em B, e kn(x,y) como na defi-
nigao 7.

A existéncia de ﬁ§(¢)(y) prova-se com um raciocinio analo-
go ao da prova da exisféncia de K§(¢)(y) que foi feita no capil-
tulo II. |

Os lemas que se segucn podem sarem provados seguindo os

passos dos lemas correspondentes do capitulo II.

> N = RB{r ~ T = £ - ~als a
puma 12, Secjam Bl B‘gl,Tl) e B, 8(52,12) tals qu
T, > Ty > lf e Bl contida em Bz.

Bl e para ¢ perténqente a Lip(l/p - 1) temos que

Entao para quase todo y em

~ ~H
Ko (9){y) = Ky ($)(y) .
.,»2 + 1

- . o L
Em consequéncia do lema 12 fica bem dafinida &' (§) como

# #

K7 (6) = ﬁB(¢) quase senpre em B.
Lema 13. Seja ¢ pertencente a Lip(l/b ~ 1) com 0 < p < 1
satisfazendo 1/p < (1/2 =~ p*/q')/(l=p*). Saja k(x,y) unm nﬁqlco

integral singular "fracamente forte modificado™., Entdo se y per-

tence a bola B(XO,U) com 0 <o <1 tenos que
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o 1ROGY) = kOxpx ) jie () jdu(x) <
X~B (x_,2AcP

* 1/p -1 = /(1-0)

c.aly x ) (8] 1510 (1/p -1y (2A0®) +

lmB(X ,2Aop*)(¢)i(2Agp*)“€/(l"e) )
o

Lema 14. Seja ¢ uma fungao pextencente a Lip(l/p - 1) e

B = B(XO'T)' 0 < 1< 1. Entao para quase todo y em B temos

~ 4

K(s) (y) = lim |

kn(x,y)¢(X)du(X) +
n+0 B (XO' 2A0

O*)

f

(k(x,y) - k{x,x ))o(x)du(x) + C
X~B (x_, 23 © ‘

*
™
onde o limite & o limite fraco L2 em B e C &€ uma constante fini-

ta que depende apenas de T e ¢ nao dependendo de y.
Lema 15. K#(l) = gonstanta

Teorema 11l. Sejayk(x,y) umAnﬁcleo inteqgral singular "fra-
camente forte modificado” e seja pertencente a Lip(l/p - 1),
com 0 < p £ 1 satisfazendo 1/p < (1/2 - p*/q')/(1-p¥). Entao
existe constante finita ¢ tal que ‘

| o BEY
llK (¢)11Lip(l/p -1) s oc. l('.)'!Li;_)(l/[) ~-1)

Demonstragao: Vaios demonstiar o teorema para bholas com
raio menor ou igual & um, pois no outro caso a domoasiragao € a

naloga a do teorema 5. Seja portanto B ura bola em ¥ de railo

(24

TS1 e Bl a bola de mesmo centro que B o raio 23T . Scja ¢

pertencente a Lip(l/p - 1) tal que T (p) = 0,
. 1 ’
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Temos que

(1.12) W™ [ & @ @) - g & o) Paven <
’ B
2. R* ) ) Papen P
. B
Agora, existe funcgao g(y) pertencente a L2(B,u) com [}gl!z = 1
tal que |

(f Iﬁﬂ<¢><y)i2au<y))l/2 = [ )R (y)an(y) .
B . B

Substituindo ﬁ#(¢) pela expreés&o do lema 14 com C = 0, temos

(1.13) R0 ) Panen 2 =
. B ) A
im [ g(y) (f kp (6, y) o () du(x))duly) +
n+0 B Bl ) :
'j gly) (f (k(x,y) =~ k(x,x ))¢{x)du(x))duly) = L. + I
B X~B o . 2

1
Trocando a ordem de integracao em I, temos pela condigao (iii)
da definigdo 7 que

I

1 =] Kg(G)é(x)du(x)

By

ou seja,

=~
i

1 =1 Rg(x) (3(x) - my (9))du(x)
B1 1

pois “mB (¢) = 0. Pela desigualdade de Hdlder obtenos
-By ‘
. L ! - l ' ! ‘ . 9 J.
1 < ¢ Ikt [T anea MY (a0 - my (e) | Tano) M
B )

By 1 1

donde da definicdo de i|¢iiLiﬁ(l/p -1) © condicdo (ii) da defi-
L

ni¢ao 7 resulta
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II f: C. H(Bl)l/p - l/q'

ll l |¢I lLip'(l/p -1)
Estimermnos 12, Pelo lema 13 e levando em conta que ny, (¢) =0

1
temos,

Tp1 & oof lolatimg)® sl gy (1 /p-yu@p ™ 7 /0y
ou seja, como y pertence a B(XO;T)

, IIZI < C.-fel H)i ]Lip(l/p._l)u(Bl) l/p -1 “E/(l"'G)IB]g(y) ‘dl«l (v)

Pela desigqualdade de Schwarz resulta

Ll(Bl)l/p -1 =e/(1-8) | 5y 1/2

€
112' S Gt ll¢liLip(l/p~l)
isto &,
E: o*(1l/p -1 =-e¢/(L-0))+ € +1/2

2l e el ap-n) -7

Substituindo € + 1/2 en termos de p* obtemos

T /p - /9’

, NP1
S e lollpip e —nH Y

2 |

Agora como 1l/p < (1/2 - p*/q')/(1l-p*) temos que '
| ' -] * - '
1/p - 1/2 < p*(1/p - 1/q") , donde /P "2 5 e®{l/p ~1/q7)

pois 1 < 1. De (1.l1) do capitulo I temos as desigualdades

u(Bl)l/p —1/q" < c.TQ*(l/p ~Ll/q") 1/p -1/2, c.u(B)l/p ~L/2

L eC.1
Portanto Il e 12 tem amesma majorag§0 QU2 Vem a Soer

1/p -~ 1/2

collellysp s —1yn®

Substituindo esta estimatiﬁa em (1.13) e (1.13) em {(1.12) tamos
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(u(B) IBIR#(M(:{) -y (o)) Pangn M <
1 —
Co. |¢|lLlp(i/p _l)'ﬂ (B) /p 1 .

Da observagao inicial temos que i#(¢) pertence ao espago

. ~H
Lip(l/p = 1) e K" {0010 -1 S Mollyipam -1

o que demonstra o teorema.

Observamos ue se ¢, ¢ ¢, pertencem a Lip(l/é - 1) e sao
tais que ¢l - %, = constante, entao pelo lema 15 resulta
ﬁ#(¢l - ¢2) = constante,

Definindo R#($) cono a classe de todas as fungoes em X
que diferem de £#(¢) por uma constante, pelo que foi provado'no
teorema 1l temnos: |

Teorema 12. Nas condicgces o teorema 1l se ¢ mvertence a
Lip(l/p - 1) entio §#($) pertence a Lip(li/p -~ 1). Al

existe constante ¢ finita tal que

LR (P ||

< c.

Lip (1/p ~1) !al'LiQ(l/p -1) :

. ~ 2
Lema 1l6. Seja a{x) uma funcao periencente a L (X,u) com

suporte numa bola B(XO,T), T > 1, satisfazcendo f a{x)du(x) = 0.
- A

Seja k{x,y) uwm nucleo integral singular “"fracamente forte mcdi-

ficado". Entdo para toda ¢ pertencente a Lip(l/p ~ L) temos que’

-~

I —
< K(a) , & > =< a, k¥ (3)>.

Demonstragao: Analoga a do lema 7 do capitulo IT,
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Teorema 13. Seja k(x,y) um nicleo integral singular "fra-
camente forte modificado" e seja 0 < p < 1 satisfazendo a de-

sigualdade 1/p < (1/2 - p*/q')/(l-p*). Seja f pertencente a Hp,
i 5 = % - P 5 a3

isto e, f = Zi=l A 8y onde Zizl ]xil < ¢ os a; s2o (p,2)
atomos. Entao o operador Kf = Z:=1 AiK(ai) estd bem definido

e além disso K é linear e existe ums constante ¢ finita inde-

pendente de £ tal que,

|[xg]| < e.

i
Demonstragdo: A demonstracgao & feita de modo andlogo a de-

monstracao do teorema 7.

Comentario : Obéervamos que os resultados para o3 operado-
res integrais singulares "fracamentaAfortes",obtidos no capitu-
lo IT ainda- permanecem vélidos se consideramos uma nova vepséo
para o3 referidos operadores. Em ambos o0s casos temos a limita=-
cao em P com a diferenca de que os conjuntos de valores de ph-

nido & o mesmo de um caso para outrd. Vamos verificar a segulr

4

que o conjunto dcs d <D 1 em quz temos a limitagdo do ope-
rador integral singular "fracamente forte" em I contdm o coﬁ-
junto dos 0 < p < 1 para os quais a nova versio do cperador

3 limitado em HZ. Para isto basta chservarnes qua so substituix
mos p e p* respectivanente em 1/p < (L/g - 0/2)/(1l-p) e

1/p < (1/2 = p*/q') /(1-p*) tecimos:
1/p < 1/2 + v (e/(1=0) + 1/2)/(e/(1=-8)+ Y- €))

© 1/p < 1/2 + v (s + 1/2)/(e/(1=8) + ¥ = €))
do que segue a nossa afirmagao peis 0 < 9 < 1,
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