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demonstram--se que esses operadores são limitados em rP (lR.n) pa-

ra 1 < p < oo satisfazendo, 

I 112 - llpl < sln(nl2 + À)I(S +À) 

onde À = (n~l2 - (3) I ( 1 - cd • Fefferman e Stein demonstram em [ 5 J 
que ainda temos a limitação no caso da igualdade. 

Para O < p ~- 1, a constante a na condição (ii) do núcleo 

K (x) deve ser tomada negativa ( [ 1 J ) . Em [ 5 J , Fefferman e 

Stein observam, sem dar a demonstração, que o operador 

TÀf(x) = lim f f(x-y)exp(i!Yia') jyj-n-Àdy 
€~o €<1YI~l _ 

onde a'< O, À = {nal2 - b)l(l-a) lia+ lia' = 1 e b > O 

limitado nos espaços de Hardy Hp (Rn) para p ~ 1 satis-fazendo 

llp - 112 < (b/n)(n/2 + À) I (h + À) • 

No caso n = l, Coifmnn em [ 1 J, demonstra n lil'l"itacão de TÀ nos 

espaços Hp atômicos·, ainda cruando ternon a iqualnade .. 

Neste trabalho vamos estudar os operadores inte(_rrais sinqu

lares ''fracamente fortes" eM espaços de Ha.rdy atômicos · Hp (X) 

com Ü < D < 1 
~ =-:-

onde X é urn espaço de tiT_)o homogêneo norma li-

zado e obter um re:3ul·tado ck; limi tacão que nos dê corno caso par-

ticular o resultado obtido er:l [ 5 J. O presente trabalho consta 

-
d t '"t 1 . ~d e · res cap~ u os CUJos con teu os sv.o os se,~püntes: 

Ca?Ítulo I - Preliminares 

Neste capítulo colocamos a definição de~ esnaços_dc tipo ho 

mogenco normalizado e apresentamos alguns a;,pectos cL:::. b:!oria dos 

espaços de Hardy a1:Ôrnicos. 

Capítulo II - Operadores interrrais singular~::; "fracaJTlcmte fortes" 
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No par5grafo 1 damos a definiçio de nficleo integral singu-

lar ''fracamente forte" em espaço~ de tipo homogêneo e estudamos 

o efeito de "convolucionar" c:::.; se núcleo com um (p ,2) átomo. No 

parágrafo 2 demonstramos um teorema de decomposição que nos per 

mi te afirmar que a "convolução" de um núcleo integral sinqular 

"fracamente forte" com um (p,2) átomo é tun elem8nt.o de HP. No 

parágrafo 3 estudamos o efeito de apl:lcar os operadores inte-

gru.is singulares "fracanente fortes" aos espaços Lip ( 1/p - 1) 

das ciasses de funções lipschitzianas introduzidas no capitulo 

I. Neste parágrafo provamos o resultado central do trabalho que 

vem a ser o teorema 7. C.omo aplicação do teorema 7 mostramos no 

parágrafo 4 que o operador considerado por Fefferman e s·tein em 

[ 5 ] e Coi fman em [ 1 J é lim.i. tado ·em uP (1Rn) . 

Ca~ítulo III - Outra -versao de operadores integrais singulares 

"fracamente fortes''. 

Neste capf tulo desenvolvemos uma teoria para os operadores 

integrais singulan:~s. "fracam:"nte fortt~s" com uma outra condição 

sobre o operador ·truncado considerado no parágrafo 1 do caoítu-

lo II. Hostramos que os resultados são os rnesmos que se obtem 

no capítulo II, mas com out:ras condiçé~cs sobre os valores de. p. 
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CAP1:'rULO I 

PRE'LLMINARES 

1. Espaços de tipo· homogêneo 

Seja X um conjunto e d(x,y) uma função nao negativa de-

finida sobre X x X satisfazendo: 

(i) d(x,y) = O se, e somente se, X= y 

{ii) para todo x, y pertencentes a X 

d(x,y) = d(y,x) 

(iii) para todo x, y, z pertencentes-a X, existe uma 

constante A tal que: 

d (X 1 Y) :5: l\ • ( d (X, Z) + d ( Z 1 Y) ) 

Suponhamos que e xis te uma medida i1 tal que as bolas de · 

centro em x e raio r > O, 

B(x,r) ""' { y : d(x,y) < r }, 

sejam mensuráveis. Vamos supor tantbém quê exü::t.c uma con:-;tante 

A' finita, tal que para toda bola D (x, r), a clcsigua.ldc..dt:! 

O< v(B(x,r)) < A'.p(B(:x,r/2)) 
::..-.: 

se verifj.ca. · 

A terna satisfazendo as condiçõss acima, nos cha-· 

maremos de espaço dq tipo homogêneo. 



Exemplos: 

( 1) n 
X = IR 

2 

munido da quase distância 

onde os sao números reais positivos e ~ a medida de Le-

besgue. 

( 2) IRn munido da distância euclideana d (x, y) = I x - y I 
e com a medida d~(x) ~-

Diremos que X ~ um espaço de tipo homogineo normalizado 

se existem constantes b 1 ,b2 positivas finitas tal que, para 

toda bola B(x,r) a desigualdade' 

( 1.1) 

se verifica. 

Exemp Zó: O espaço Rn munido com a c!uase distância 

d(x,y) = I x- y In, 

e com a medida de Lebesgue. 

Estes espaços podem ser vistos com TII<J.torc=-; dc-~t:alhes em 

[ 2 J • No que se segue X deno·i:ará sempre um _ espaco de tipo 

homog~neo normalizado. 
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2. Espaços de Hardy atômicos 

Seja <P 
- r uma funçao localmente em L {X,d~), com 1 ~ r < oo. 

Seja O < a~ 1 .e denotemos por mB(1>) o valor médio da fun

çao ~ na bola B, isto §, 

-1 f mB(<P) = ~(B) B Çl(x)d~(x). 

riiremos que ~ e uma funç~o Lip(r,a) se, existe uma cons 

tante c positiva finita, tal que para.toda bola B, a desiguald~ 

de 

(2.1) -1 
(~(B) In I <P(x) mB ( ~) Lr dlJ (x)) 1/r < C1J (B) a 

e satisfeita. 

Observemos que se <P satisfaz (2 .1) o mesmo ocorre com · 41 

mais uma constante c:rualquer. Vamos denotar por q> a cl:::1.sse das 

funç5es que diferem·de 1> por uma constante. Indicaremos por 

Lip (r,a) o espaço das classes de funç5es ~' com <P satisfa-

zendo (2.1) com a norma ! ! 4lll . (. )'definida como o infimo 
L1.-p r,a 

das constantes c para as quais (2.1) 6 satisfeita. 

Observamos que Lip(r,O) coincide com as funç6es DMO (Doun-

ded mean oscillation, ver [ 7 ]>. 

Definiç5o 1: Seja O < p < 1 < q < oo • Uma funç~o a(x) 

é um (p _, q) átomo se existe uma bola B, tal que o :;uporte de 

a(x) est~ contido em B e além disso, 
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(ii) fx a(x) d~(x) = O. 

Um (p,q) átomo pode-se.:c identificado com um funcional li-

near sobre o espaço Lip(q' ,1/p - 1) por 

Com efeito, pela condição (ii) da defini<;ão de {p,q) áto-

mo temos as seguintes igualdades: 

<F a , <i)> I = I f X a ( x) <P ( x) d p ( x) I = I f X a ( x) [ <P ( x) -· . mB ( <P) ] d ~ ( x) I 

Pela desigualdade de HOlder temos _ 

Então , da-definição de Lip(q',l/p- l) e da condição (i) da 

-
definição de (p,q) átomo obtemos: - , 

< li(B)-1/p + l I I I I 
t-' <P I.:Lp(q' ,1/p 

ou seja, 

_I <Fa,cp::: I ~II<P IILip(q',l/p ._ 1.)' 

1 /o - l 
~ (B) _... •. 

l) . 
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o que demonstra também a limitação por um da norma do funcional 

F • a 

Seja agora { ai}~=l uma sequência de (p,q) átomos e seja 

{a. 1 l~=l uma sequência de números reais. Fntão para toda <P 

pertencente ao espaço Lip(q',l/p- 1) em inteiro positivo te-

mos 

< I~=l a. i F (fi > I = I~=l a.< F (fi > I ai, ~ ai' 

< Im . I I < F ,(fi > I . i=l a. --- ~ a. 
~ 

Como p < 1,_ segue do aue vinos anteriomente que: 

< I I"' I I - (\co I a . I p) l/p 
. '1', Lip(q',l/p-1) Li=l ~ 

e portanto se < oo, temos que \co 
Li=la.iFa. 

~ 

está -bem 

definido e é um funcional linear limitado em Lip(q' ,1/p - 1) 

com norma 1 . . t d ( \00 I lp) 1/P 
~m~ a a por L·-1 a. ·· • 

~-- ~ 

Para simplificarmos escreveremos < a,~- > a_o invés de 

< F ,(j) > 
a 

Definiç5o 2. Sejam p,q e q' tais ~ue, 1/q T 1/q' = 1, 
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1/2 < p ~ 1 < q ~ oo. Definimos como ao subespaço de · 

(Lip(q',1/p- 1))* formado por todos os funcionais lineares em 

Lip(q',l/p- 1), que podem ser escritos como \oo ,.. a onde 
Li=l , ... i i ' 

{ai }~=1 

quência 

é uma sequência de (p,q) 

de números reais ·tal que 

HP ,q a "norma" 

átomos e {ai}~=l 
~ 

c uma se-

co p Li:::: 1 I a i I < 00 • 
Definimos em 

h = \~ 1 a. a. } 
L~= ~ ~ 

Para p t 1, .11 ·IIHp,q nao é uma norma no sentido usual, mas 

define uma métrica. Com efeito, 

é uma métrica em nP ,q , com a qual HP ,q ~ 

e um espaço vetorial 

t9pológico. 

Obaervaç5o 1. Prova-se em [ 8 J que para todo. p ~ 1 fixo 

e q variando no intc.rvalo ( 1 , co J , os IP ,q sao iguais como 

conjuntos e as normas li -li . 
Hp,q 

-definidas neles sao e~uivalen-

tes. 

3. Espaços duais dos Hp 

Pode-se provar que um funcional linear I., em Hp,g é continu-o 

se, e somente se, e xis te uma constante c fiúi t.a tal que 

( 3 .1) jF(h}l =I <F, h >I< c.l!hlj pq 
H ' 

para todo h pertencente a Hp,q. 
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Definimos I !FI I* como o infimo das constantes c que ve 
. Hp,q 

rificam (3.1) 1 para todo h pertencente a Hp 1 q. 

Usaremos o seguinte teorema, cuja prova pode ser encontrada 

em [ 8 ] • 

'l.'eorema 1. Sejam p e q tais que, O < p ;s 1 < q < co. En

tão o espaço (Hp 1 q)* de todos os funcionais lineares e conti

nuos sobre Hp 1 q ~.equivalente ao espaço Lip (q 1
, 1/p - 1). Mais 

precisamente: 

(i) Toda f pertencente ao espaço Lip(q' ,1/p- 1) define um 

funciona~ linear em Hp ,q satisfazendo ( 3 .1) • 

(ii) Para cada funcional linear F em (Hp 1 q) * e·xiste uma f 

pertencente ao espaço Lip (q' ,1/p - 1) tal que, para toda f per"' 

tencente a Hp,q' f = I..~=l ai ai , temos 

(iii) Para toda ~- pertencente a Lip (q 1 
, 1/p - 1) temos que·: 

11<~>11\~ q < I cp li Lip (q' I 1/p 1) < 3.ll<t>ll*p q 
=~ - -·-H'- I H ' 

Pela observação 1 os espaços Hp,q 
SilO equi vaJ.en.tes para 

p < 1 fixo. Port.anto,. temos que os seus espaços duais --

Lip (q I I 1/p - 1) sao equivalentes para p < 1 fixo e q' v a---

ri ando no intervalo [ 1 , co) • Isto nos pernJ. te defini r para p. e 

q, p -~ 1 < g· < co 1 o espaço IP como sendo qualquer doG espaços 

Hp ,q e o espaço Lip ( 1/p - 1) como qualquer dos espac;os 

Lip (q' I 1/p - 1) . 
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CAPITULO II 

OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES 

11FRACAMEN7'E FORTES" 

1. NÚcleo integral sin:;uLar "fracamente forte" 

Seja X um es.Paço de tipo homogêneo normalizado com uma 

quase distância d(x,y) e uma medida ~· 

ta do 

Definição 3. Um subconjunto D do espaço X x X é limi-

se, para todo par (x,y) pertencente a D e x perteno 

cente a X, existe urra cons t.an te M positiva e finita til.l que 

Def-inição 4. Um subconjunt:o D de X x X é separado da 

diagonal se e xis te um número v positivo talque para. todo par 

(x,y) pertencente a D temos d(x,y} > v. 

Definição .S. Seja k(x,y) uma função mensurável definida 

em X x X. Dizemos que k(x,y) e um m~eZeo int:egral singular 

"fracamente forte" se existem constantes e, y, E satisfazendO 

o < e < 1, . e/2 <. y < 1/2 , 1-8 ~ E < 1 , e funçio \.f~(x,y} o 

limitada por um que se anula quando d(x,y)<cS/2 c vale um se 

d(x,y} >ô , tais que se definimos q como 1/q ~= l/2 + y então 

as seguintes condiç3es sao satisfeitas: 
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(i) Para todo subconjunto D em X x X limitado e separado 

da diagonal e q' satisfazendo 1/q' = 1 - 1/q = 1/2 - y , te-

mos 

//
0 

jk(x,y) lq'ctl-t(x)dJ.dY) < oo 

(ii) Seja k
0 

(x,y) = 'P
8 

(x,.y)k(x,y). Para toda função f(y) 

com suporte limi-tado no espaço Lq(X,lJ) e para todo ó > O, o 

operado.r K
6 

definido por 

satisfaz 

=f k
6

(x,y)f(y)dlJ(Y) 
X 

.. 
onde c 1 e uma constante finita que independe de f e ó. 

(iii) Para toda função f(y). _em Lq(X,lJ) com suporte li-

mitado, 

existe em 2 L (X,lJ). 

l.im OK
6 

(f) = K(f) 
o+O 

(i v) Para toda função f (y) com s upo::r:tc limitado .o o espa-

2 ço ~ (X,lJ), o operador definido em (ii) satisfaz 
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~ 

onde c 2 e uma constante finita que nao depende de f e ô. 

(v) Para toda funç~o f(y) em 

tado, 

2 existe em L (X,JJ). 

2 
L (X,JJ) com suporte limi-

(vi) k(x,y) se anula para d(x,y) > 1 e se d(y,x ) < 1 o 

então k(x,y) ~atisfaz 

~ k(x,y) - k(x,x ) I .o 

desde que 1-e d(x,x ) > 2. d(y,x ) o o 

finita. 

E/ (l-e) 

~ 

onde, c 3 e uma constante 

(vii) Seja xR a função característica da bola de raio 

R e K* o operador adjunto do operador K em L 
2 

(X, JJ) • En·tão 

o limite de K*(xR> para R tendendo ao infinito, existe fra

q' 
camente em L sobre conjunt:os limitados e é igual a uma cons 

tante finita, onde q' satisfaz 1/q' = 1/2 - y. 

Observaç5o 2. No texto que se segue c vai ~epresentar u-

ma constante finita que nao ser~ necessari~tente a mesma de u-

ma desigualdade para outra, enquanto que A de~;j_~rnará a cons-

tante da definiç~o de quase distãricia dada no capitulo I. Dado 

um número r, indicaremos por r' o seu expoente conju':)'ado. 
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Lema 1. Sejam e 1 8 1 q as cons ·tantes da definição 5. Se 

definimos p = c~ + 1 - 1/q)/(e/(1-8) + 112) então as seguintes 

desigualdades sao satisfeitas: 

(i) p < 1-8 

(i i) < 2 I q - 1 > / < 1-p > < < 1 + 2 t: I < 1-e > > e 

(iii) e xis te p 1 O < p ~ 1 tal que 

llp < (llq - pl2)/(l-p). 

Além disso, se p satisfaz (iii) temos 

(i v) 1/p < 1 + el(l-8) e 

(v) o intervalo aberto ( 2lp -1 , (2lq -1)1(1-p) 
~ 

e 

nao vazio. 

Demonstração : Pela definição 5 ternos que y > 012 e por-

tanto llq = 112 + y > 112 + 012. Somando ~ + 112 a ambos os 

membros da desigualdade obtemos llq + e + 112 > e ·+ 1 + 812 ' 
ou seja, e + 1 - llq > (1-8) <~1(1-8) + 112) , donde 

{~ + 1 - 1lq)l(el(l-8) + 112) < 1-8 

o que prova {i) do lema 1. 

Van1os provar (ii} . Como e > 0 e 0 < e < 1 temos que 

~1(1--e) - e > O. Somando llq - 1/2 a ambo~-; os membros rer.nllt:a 

el ( 1-e) - t: + llq - 1/2 > llq - 1/2 • Levando em cord:a que 

1-·p = (t:l(l-e) -e- 112 + 1/q)/(t:/(1-0) + 112) •. 

da Última desigualdade segue que ( 1-p) (t: I ( 1-e) + 112> llq - 112 , 

ou seja, kl(l-0) + 112) > (llq- 112)1(1-p) 

Para provarrnos (iii) é suficiente mostrar que 
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(1/q- p/2)/(1-p) > 1. 

Somando 1/2 a ambos os membros da desigualdade obtemos 

1 + e:/(1-e) > (1/q- 1/2}/(1-p) + 112 = (1/q- p/2}/(1-p) I 

corno queríamos demonstrar. 

Provemos (v} • Por hipótese 1/p < ( 1/q - p/2) I ( 1-p) 1 donde 

multiplicando por 2 e subtraindo 1 a ambos os membros obtemos 

2/p - 1 < (2/q - p)/(1-p) - 1 = (2/q - 1)/(1-p) 1 o que demons

tra (v) • 

Teorema 2. Seja ~(x 1 y) um núcleo integral singular "fra

camente -forte". Sejam · p o número definido no lema 1 e O < p ~1 

satisfazendo 1/p < (1/q - p/2)/(1-p}. Sejam a(x) um (pl2) átq-

mo e B(x
0

,a) a bola de centro x
0 

pertencen·t~ a X e raio cr 

positivo que contém o suporte de e (x) ·e satisfaz 

En·tão temos que, 

(i) se a < 1 e s é um número s.:1t:ü;fazendo a desiguald~ 

de 2/p - 1 < s < (2/q - 1)/(1-·p) (que existe pelo lema lh a 

funç~o M(x) = Ka(x) satisfaz as seguintes condiç6es: 

(1.2} fx jH(x) 1
2 d]J(X) < c.a<Z/q- 2 /p) 

( 1. 3} 

( 1. 4) fx M(x) d]J(x) = ~ 

onde c em (1.2} e (1.3} é uma constante finita que nao depen-
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de de a. 

(ii) se a> 1, a função H(x) = Ka(x) satisfaz (1.4} e 

também as seguintes condições·: 

(1.5} 

(1.6} 

f 
2 (1 - 2/p) 

X jM(x} I dll (x) ~ c .a 

fx jM(x} j 2d(x,x
0

) (
2 /P -l +v)df.I(X} 

i 

\) 
< c.a 

onde c é uma constante finita que nao depende de a, e \) 

número positivo. 

~ 

e um 

Demonstração: Provemos (i) • Observamos que se a (x) é um 

(p,2) áfomo e q satisfaz 1 < q < 2, então a(x) é também um 

(p,q} átomo. Pelas condições (ii) e (iii) da definição 5 temos 

e da definição de (p, q) átomo segue que 

fx jH(x} I~ dp(x)" ~c. p(B) ( 2 /q .:. 2 /P) 

Agora, como X é um espaço homogêneo normalizado, concluimos 

que 

o que verifica (1.2) •. 

Seja x
0 

pertencente a X e 

x
0 

e raio 2Aúp. Escrevemos: 

a bola de centro 
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Como por hipótese O < p ~ 1 e 2/p - 1 < s, temos que s > o 

e dai. 

, 

donde pela condição (1.2) de H(x) conclui-se que 

(1.7) 

Vamos mostrar a segulr que I 2 tem uma estimação .::1náloga a 

I 2 • Para isto sejam- Bn = B(x
0

,2A2nap) as bolas de centro x
0 

e 

raio 2A2nap com n inteiro não neqati vo. 'remos a seguinte igua! 

da de 

~gora, como s > O vem que 

(1.8) 

Observemos que se x nao pertence a B e y pertence a B(x ,a) en-n - o 

tão 
2A2nap < d(x,x) ~ A(d(x,y)+d(y,x )) < Ad(x 1 y) +A a = o -- o 

isto é, d(x,y) > 2n+la - a. 

Portanto, pela condição (i) do lema: 1 e a hipótese de que a < 1, 

resulta ·que d(x,y) > O para todo inteiro n não ncc;<1tivo. Logo 

para x nao pertenc:;ente a B , tentos 
n 

H(x) = lim fx k 0 (x,y)O;(y)df.t{y) = fx k(x,y)a(y)d:.!(y) 
ô+O 

ou ainda, 

M(x) - fx (k(x,y) - k(x,x ))a(y)dl.dy) o 
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para quase todo x, pois pela definição de a (y) temos que 

Também 

então 

ternos que se x não pertence a Bn e y pertence a B(x
0

,a) 

J -e d(x,x ) > 2 .d(y,x ) · • Com efeito, como o o 
d(x,x) > 2.A.2nap > 2.A.2nd(y,x )P 

· O ~' o= O 

e p < 1-e pela parte (i) do lema 1, segue que se verifica a de 

n 1-e · sigualdade d(x,.x
0

) > 2.A.2 d(y,x
0

) pois d(y,x
0

) ~ 1. Por-

( ) .. 2 , < > 1-e tanto, d x,x
0 

> .a y,x
0 

para todo inteiro n nao negativo. 

Então pela condição (vi) da definição 5 temo.s que 

IM(x) I __ 'S. c.·f d(y x )E: d(x x )-l- ~::~/(l-e) ja(y) jd]J(y) 
B ( x

0
, a) · . ' o ' o . 

Agora, como d(y,x ) < cr .e o =-~ 
não depende de y, resulta 

I H(x) I 

Portanto 

ou seja, 

s -1 - e:/(1-e) 
< c~ a d(x,x) . _ JB(x ,cr) ja(y) )dJ..l(Y) 

o o 

da definição de (p,2) átomo obtemos: 

jM(x) j ~ e c. O''": + 1 - 1/p d(x,xo)~l - s/(1-8) 

l 't(x) 12 2s + 2 - 2/p -2 - 2E/(l-O) 
1· < C • a d (X 1 X ) • = o 

donde levando em coni::a que d ( ) > · 2 A2. 11a P x,x -o 
resulta 

JB "'B jr-1(x) j2dp(x) < c. cr(2E: +2 -2/p) (2na~) -·1 -2E/(l-8) 
n+l n 

Subs tit.uindo em ( 1.8) obtemos 

crps + 2/q - 2/p \oo 2n(s -1 --2€/(1-0)) 
I2 ~ c· Ln=O · 

Pela parte (v) do lema 1 s -1 -2t:/(l-0) (O e po·.ct<mt:o a sô:cie 

\co 2n(s -l - 2 E/(l-e)) é convergente, donde se conclui que! 
Ln==O 
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(1.9) I cr ps + 2/q - 2/p 
2 < c. 

onde c é uma constante finita que nao depende de cr. De (1.7) e 

(1.9) temos que (1.3) se ve.t·ifica 

Para provarmos (1.4) observ~mos quo pelas condições (1.2) 

e (1.3) a função H(x) é absolutamente integrável.· Com efeito , 

sejam i B. = B(x ,2 cr) 
~ . o as bolas de centro x e raio 2\1 

o 

i inteiro não negativo. Temo::> que, 

ou também, 

fxjH(x) ldf.!(X) = fn !r1(x) Jdf.l(x} + 
o 

, com 

rlXl' == 1 !B -~ B I N (X) I d (X' X ) s /_2 cl (X, X ) -sI 2 d f.l (X) 
. ' 1 o o ]. ).-

Aplicando a desigualdade de Schwarz a a.mbas as integrais obte-

mos 

f I I 
112 , I 

1
2 112 X H ( X) élll (X ) :5~ p ( 13 

0
) ( J B H ( X ) . c1 j.l ( X ) ) . . 

o 
+ 

oo ~. v 2 , . s . 1/2 , -s . 1/2 L4 =1 (f]-~ - B I d (.,,.) I d ( x, X ) Of.l (.<)) ([B "''3 c1 ( .x:, X ) dp (.:c) ) .. 
... .:> • • 1 0 • L, 1 Q l. ].- . l. ].-

Pelàs condições (1.2) e (1.3j já provadas, rcrnllta que 

f X jH(x) jdll {x) ~= c.a (.L/2 +l/q -l/p) + 

c.crl/q+l/2-1/p + c.crs/2(p-l)+l/q+l/2-1/p }ro , 2i)-s/2 
~i;-.:;1 \ . 

+ 1/2 
) 
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ou seja, 

fx jM(x) ldf1(X) ~-=c. I~=l 2i(-s/2 + l/2) 

Pela parte (v) do lema 1 temos que s > 2/p - 1 ~ 1, resultando 

dai que a serie \~ 2i(-s/2 + 1/2) 
L.~=l 

~ 

c convergenb~, donde con-

cluimos que H(x) é absolutamente integrável. 

Seja XR ( x) a fGnção característica sobre a bola B (x
0

, R} .• 

Como M(x) == Ka (x) é absolutamente ±ntegrável, resulta que, 

fx Ka(x)df1(X} = lim fn( R} Ka(x)df1(X) = 
R+co X

0 
I 

~~ f X XR (x) Ka (x) dfl (x) = h~::; f X a (x) K* (XR) (x) dfl (x} • 

. Levando em conta que o suporte de a (y) é limi tac1o, temos pela 

parte (vi i) da definição 5 que, 

fx Ka(x)df1(X) - c. fx a(x)dfl(X) - o 

o que prova a condição (1.4) e conclui a demonstração da parte 

(i) do t.eorema. 

Provemos (ii). Pelas condições (iv) e (v) da definição 5 

temos que, 

o que verifica {1.5). 

Seja B (x , 2Aa) 
o 

< = 

1 - 2/D 1 - 2/p c. fJ(B) < C.CJ 

a bola de centro x e r<:üo 2Acr. 'I'c:mos que o 
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f 
2 2/p -1 +v X IM(x) I d(x,x

0
) dlJ(X) = 

f I'· ( 12 2/p -1 +v B(x
0

, 2Aa) 1-1 x) d(x,x
0

) dll {x) + 

f IM( >1 2 d(x,x >2 /P - 1 +vd"(x) X-B(x
0

,2Ao) X o ~ 

Como 2/p - 1 + v > O , resulta que 

fB{x.,2Acr} IH(x) 12 d(x,xo)2/p -1 +v dp{x) 
o 

c •. cr2/p -1 +v fB(x ,2Acr) jH(x) 12 dll (x) 
o 

donde pela condição ( l ~5) obtemos 

Mostremos a seguir que 

< 
= 

< c .cr v 
= 

fx~B(x ,2Acr) IN(x} 12 d(x,xo)2/p -1 +v dp(x) =O 
o 

Observemos inicialmente que se x nao pertence a B {x
0

,2l\.a) ~ 

y pertence a B(x
0

,cr) então 

2Acr < d(x,x ) < A. (d(x,y) + d(y,x } ) < A.d(x,y) + A.cr 
= o = o 

ou seja, d(x,y) >a >O. Portanto temos que 

Ka(x) = lim fx k
6

(x,y)a(y)dll(Y) 
Ô-l-0 

- f k(x,y)a(y)dp(y) 
X 

I· 

Agora· para x nao pertencente a B (x ,2A(1) . o e y pertencente 

a B(x ,cr) mostremos que k(x,y) se anula, scyuindo dai que 
o 
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Ka(x) = O e conscquentemcnte, 

fx-B(x ,2P.cr) I M(x) 12 d(x,xo) (2/p)-l+v d~(x) = O 
o 

Vamos supor que k(x,y) nao se anula, isto e, que d(x,y) < 1. 

Então, 

~ A(d(x,y) + d(y,x
0

)) < A+ Ad(y,x ) 
o 

ou seja, 

d{y,x
0

) > 2cr - 1. 

Agora como a > 1 segue que d(y,x
0

) > a ~ 

o que e uma contra-

·diç5o pois por hip6tese y pertence à bola B(x ,a). Portanto 
- o 

d(x,y) > 1 e dai k(x,y) = O. 

Então, substituindo (1.11) e (1.12) em (1.10) tanos que . 

o que verifica (1.6). 

Levando em conta de que converg6ncia fraca 
q' r..·· , q' > 2, 

implica converg6ncia fraca 2 L , sobre -conjuntos limitados, pro-

va--se de modo análogo a parte (i) do teorema que 

fx M(x) d~{x) - o. 
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2. Um teorema de decomposição 

Vamos mostrar neste parágrafo que uma função nas condições 

do teorema 2, pode ser decomposta como urna soma infinita de (p,2) 

átomos 1 isto é, mostraremos que essa ft.mt;;~ão é um elemento do es

paço de Hardy atômico HP. Para isso necessitamos do seguinte 1~ 

ma: 

r a 

Lema 2. Seja ~ uma função que pertence a Lip(l/p - 1), p~ 

1/2 < p < 1 , e seja . -r . = bj a onde· a > O, b > 1 e j um in 
J 

teiro não negativo. Seja .m. o valor médio da função~ na bola 
J 

. B(x
0

,-rj). Então as seguintes desigualdades são satisfeitas: 

{i) I mj I :5: c • I I <P li Lip { 1/p - 1) 

para p < 1, 

(ii) 

(bjo)l/p- 1 +I m I 
o 

para p = 1. 

onde c é uma constante finita que independe de j, a e <tJ. 

Demonstração: Sejam n1 e n2 duas boL'\s tais que n1 esteja 

contida em B2 • Então temos que 

I!J3 (~) - I!J3 (<f>) 
1 2 

Tomando em valor absoluto e aumentando o dord~nio Ô.(~ .integração 

resulta, 
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(2 .1) 

Aplicando (2.1) às bolas B1 = B(x r'!· 1 > o J.-
e 

(2.2) I I li li (b i ) 1/p - ]. 
roi - mi-l < c.b. <P Lip(l/p -1) a 

temos 

onde c é uma constante finita dependendo sómente do espaço X. 

Agora como, 

(2. 3) , 

de (2.2) vem que, 

ou seja, 

e portanto para p < 1 obtemos, 

(1 j > 1/p - 1 I I 1) J a + :mo , 

enquanto que para p = 1 tewcs 
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o que demonstra o lcmw. 

Teorema 3. Seja O < p < 1 satisfazendo a desigualdade 

1/p < (1/q- p/2)/(1- p) e H(x) urna função mensurável satisfa

zendo as condiçÕes · ( 1. 2) , { l. 3) e ( 1. 4) da parte (i) do teorema 

2. En·tão, para toda fuw;ão tjl pertencente a Lip(l/p - 1), a fun-

çao H(x) tjl (x) é absolut.mnente integrável em X. Além disso o fun 

cional linear 

.-

está bem definido e é 1ir:li tado em Lip (1/p - 1) • 

Demonstraç~o: Sejam 
n -

= B {x
0 

,b a) bolas de centro x
0 

e 

raio n b a, com b > 1, a ~ 1 e n inteiro não negativo. Conven-

ciona.mos B .... 
1 

== [1. Seja ~ uma função pcrtencen te a Lip ( 1/p-1) 

satisfazendo ~(x ·,a)((>) =O. EscreveiT.os, 
o . 

f X I t-1(x) li <P (x) I dp (x) = I~=O fn -B IM(x) I I<P<x> ldu{x) 
n n-1 

Subtraindo e somando a tjl(x) na integral do 

segundo membro da igualdade c usando a desigualdade trian.qu1ar 

l.-esu1ta, 

{ 2. 4) fx ltt<x>llc~(x)!dll(x) < 

_L~=O J B -~B I H (x) I (I <P (x) - mn I + I mn I ) du (x) . 
n n-1 
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Das desigualdades de Hinkov-1ski e Schv-mrz obtemos, 

(2. 5) 

<fB B IH(x) 12
ctll(x) >

112 «JB !q>(x)-m 12
dll(X) >

112+1m IP(B >
1

/
2

) 
n .... n-1 n n n n . 

Agora, lembrando qJ.le m
0 

= O, pelo lema 2 temos que se p < 1 

verifica-se, 

e se p = 1, 

Por outro lado, da definiç~o de I 1~1 !Lip(l/p _ l) tem-se, 

f I 
. I 2 1/2 I I I I 1/p - 1/2 

( B 4> (x) -mn dll (x)) ~- <P Lin (l/p-1) ll (Bn) < 
n t -

(2. 6) 

'I I' (bno) 1/p - 1/2 
<fl Lip (1/p - 1) 

Levando em conta que s· > ·O, obtem-se para n > 1, 

f I I 
2 n-1 -s f I I 2 s B ... B H(x) dll (x) < (b o) · ( X f.l(x) 'd(x,x

0
) dJJ (x)) , 

n n-1 _ 
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donde pela condição (1. 3) de M(x) resulta, 

(2.7) <JB -B IH<x>l 2 d~(x)) 1 / 2 < cb-ns/2 rr(l/q)-(l/p)-s/2(1-P) 
n n-1 v · • 

Enquanto que para n = O 1 pela condição (1.2) de H(x) temos, 

<fB IM<x>l 2 d~(x)) 1 / 2 ~ <fxiM(x) l 2 d~(x)) 1 1 2 < c.crl/q- l/p 
o 

Como P < 1, s > O e: o < 1, segue que 

(2. 8) <fB lr1(x) 12d~(x)) 1/2~ c.crPs/2 +1/q ·-1/p -s/2 

o 

o que extende (2.7) para o caso· n =O. 

Substituindo (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) em (2.4) conclu!_ 

mos que para O < p :5_ 1· satisfazendo 1/p < (1/q -P/2)/(1-P) , 

verifica-se 

· 11.+.11 1/q -s/2(1-p}-1/2 • '(lO_=O· bn(l/p -s/2 -·1/2} 
c. ~ Lip(1/p -1} .ã ~ 

e para p = 1 resulta, 
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Da hipótese de que b > 1 e s > 2/p - 1 > o, temos que as sé 

ries acima são convergentes. Ta.mbém, como s < {2/q ·-1)/(1-p), 

obtemos 1/q- s/2(1-p) - 1/2 >O, donde 

a (1/q - s/2 (1- p) - 1/2) < 1 
--~ 

pois a < 1. 

Então para p satisfazendo O < p < 1 e a desigualdade 

1/p < (1/q- p/2)/(1-p) temos que para toda função <P perten

cente á Lip ( 1/p - 1) com valor médio nulo sobre a bela B (x
0

, a) 

(2.9) ) 

onde c é uma constante finita que nao dt;pcnde de a. 

Seja.~ pertencente _ao espaço Lip(l/p- 1). Como 

~(x ·o)((~- mB(x ,a){~;})- 0 ) 
o' o 

pelo que foi provado anteriorrr.-:mte H(x) (1/J (x) - 1111, { ·) (lfl)) 
-> X ,o · o 

é absolutamente integrável. Portanto levando em conta que H(x) 

é absolutamcn te integrável, de 

N(x) ~ (x) = H(x) (1/J (x) - m
8 

(x. a) (l).l}) + I-1(x) m,3 i . ) {l/J) 
. o' J \Xo,a 

segue que rl(x) ~ (x) ê absolutamente in'cegrã.vel ~ Alóm disso, 



26 

pela condição (1.4) resulta que 

f X M(x)\jJ (x) dll (x) = f X M(x) (~; (x) - I1JJ (x ,a) (IJJ)) dll (x) 
o 

Segue de (2.9) que, 

f x H < x > w < x > d ]i < x > 1 < f x 1 n < x, 1 11/J < x > - nn , x , a , < 1j) > 1 d ll c x ~ ~ 
o 

c.lltP- liJ3(xo,cr) (l/J) IILip{l/p- 1) = c.llwii.Lip(l/p- 1) 

o que permite afirmar que F M (iJi) , definido como no en.unciado 

do teorema, está bem definido e é limitado em Lip (1/p - 1), 

éonforme queríamos demonstrar. 

Observação: Este resultado para uma função mensurável 

M(x) satisfazendo (1.4), (1~5) ~ (1.6) com a> O, para p ~ 1 

foi provado em [ 9 ] • 

Do teorema 3 e da observação acima decorre que FH per

tence ao espaç~ dual de Lip{l/p - 1). Provaremos a seguir que 

·F também pertence ao esDaço de Hardy atômico Hp e que além M - L 

disso-, e xis te constante C fin.i. t:a, n'D.o dq..,sndendo cl;;; I~ ( x) tal 

Teorema 4 (teorer::a de decomposiç~o). Seja Il(:~:) urra função 

sat.is fazendo as condições do te.orema 2. Então temo.s que 
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(i) Existe mna sequência {an}~=l de (p,2) átomos e uma 

scquência {Àn}~=l de números reais satisfazendo L~=llÀnlp ~C, 

tal que H(x) = I~=l Ànan (x) , onde C é uma constante fini 1:a 

que in depende de M ( x) • 

(ii) Para toda função 'ij) pertencente ao e~;paço 

Lip(l/p- 1), o funcional FM' definido no teorchla 2 satisfaz, 

Demonstração: Provaren1os o teorema no caso em que rt( x) s~ 

tisfaz (1.2), {1.3) e (1.4) com a < 1. O caso em que M(x) sa

tisfaz (1.4), (1.5) e (1.6) coma> 1 foi provado em [ 9]. 

Sejam b 1 , b 2 as constantes de (1.1) cap!tu1o I e seja 

b > b 1 /b
2

• Sejam Bn = B (x
0 

,bna) as bolas de centro x
0 

e raio 

bna, n inteiro não negativo. Convencionamos B_ 1 = 0. Indique-

mos por 

e Xn 
n 

D , n > O, o conjunto diferença B -B 1 • se,ja n n n-

H 
n 

N (x) dll ( x) 

a função caracter.ísticu do cónj unto di :ferença D • En
íl 

tão tewos ·que , · 

( 2 • 10) 
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Observemos que, escrevendo 

a (x) = (M(x) - M )Xn (x) 
n n n 

então temos fx an(x)d~(x) =O e para cada n os suportes das 

contidos nas bolas n 1/p-1/2 
B(x

0
,b cr). Seja yn=iian11 2J.l(Bn) • 

Então as funções a 1 (x) 
n definidas por 

a ( x) ::.: y a 1 ( x) 
n n n 

sao (p,2) átomos. 

Provemos que L~=l IYnlp 2 A1 , onde Al é urna constante fi 

ni ta que independe de !1 (x) • Pela desigualdade de Hinkowski te-

mos que-

Portanto para n > O resulta 

e para n =O 

Estimemos f n I H (x} j
2

dJ.l (x) ~ Escrevemos 
n 

fn jM(x) i 2 d~(x) = f
0 

!H(x) j2
ct(x,x

0
)sd(x,x

0
)-sdJ.1(X) , 

n n 

donde como s > O vem que, 

2 n -s ,, 2 . s fn !H(x) I dJ.l(X) ~c. (b a) J0 l•dx) I d(x,x
0

) dp(x) 
n n 

Portanto pela condição (1.3) da função M(x) resulta 

f 
2 n -s ps + 2/q -- 2/p 

D jH(x) I dJ.dX) ~ c. (b cr) .cr , 
n 
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donde se conclui que para n > O 

I I an 112 < c .b -ns/2 .a 1/q -1/p -s/2 ( 1-p) 

e 

Então temos que 

1Yn1 ~ c~bn(1/p -1/2 -s/2) •0 1/q -1/2 -s/2(1-p) 

e 
I I 

< c .a 1/q - 1/2 
Yo 

ou seja, 

I'Ynlp ~ c.bnp\1/p -1/2 -s/2) .aP(1/q -1/2 -s/2(1-p)) 

e 

Agora, pelo lema 1 vem que 1/p-l/1-si2 <O e 1/q-1/2-s/2 ( 1-p) > O 

resu1 tanto como consequênci a disto que a sé:t-:Le 

\oo bnp(l/p -1/2 -s/2) 
Ln=1 

é convergente e dp(l/q -l/2 -s/2 (l-p)) ,<5, 1 , pois a < 1~ don 

de concluímos que 

onde A 1 é uma constante f in. i ta q uc na o dc~p<:·n;,de de tl ( x) . Por

tanto resulta que 

\oo et ( x) == \oo y a 1 ( x) 
Ln=O n Ln=O n n 

Provemos a serr. uir que \oo 0 H X (x) 
~~ L.n= n D 

n 
se escrc~ve como 
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a~ {:x) sao {p,2) átomos e os 

são tais que l~=O lrnlp ~ A2 , sendo A2 una constante finita 

que independe de M(x). 

Seja a sequência definida por 

(2.11) tn = fx.B M(x)d~{x) 
. n-1 

para n > O. 

Observemos que pela condição (1.4) verifica-se 

t
0 

= fx M(x)dp{x) = O 

Tarnbé·m, da definição dos tn, rcsul ta 

(2.12) 

Portanto temos que, 

f)() H X {x) 
n=-=0 n Dn 

Como t
0 

= O obtém-se 

~co O H Xo (x) 
Ln= n 

n 
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Seja Sn(x) a função definida ~or 

(2.13) S (x) 
n 

-1 -1 
= t <1-1 (D ) x

0 
(x) - ll (D

11
_

1
) x

0 
(x)) 

n n n n-1 

Então fx Sn(x)dlJ(X) =o e além disso os suportes das sn 

estão contidos nas bolas B(x
0

,bncr) para cada n. 

Seja Y n ·=· li Sn 11 2 ll (Bn) l/p - l/2 • Então as funções a~ (x) 

definidas por 

são (p 1 2) átOITDS. 

Provemos que I~=o I.Y
11

IP ~ A2 , onde A2 é uma constante 

finita que não depende de H (x) • 

Da desigualdade de 1-~inkmvski ternos que 

do que resulta, 

II S 11 < lt jll(D )-l/2 + jt lldD )-l/2 
n 2 = n n n n-1 

Agora) da relação (1.1) do capítulo I
1 

e levando em conta. que 



32 

(l b b
2

)bn-l.o b-l(b b b )bn > )1• - -- 1· - 2 .cr 

c.p(B ) n 

onde c é uma constante positiva finita. Com um raciocínio a-

nálogo ao anterior verifica-se também que, 

· Portanto, 

De (2.11) temos, 

I t I n < ~~-D IM(x) lctp(x) = 
n-1 

f 
. s/2 -s/2 

"B jH(x) lct(x,x) d(x,x} dll(x) 
~>.- 1 o o n-

Da desiguq.ldade ·de Schv1arz e levando em conta que s > 1, n'!sul-

ta 

(2 .14) 

Da condição (1.3) de_N(x) t.emos que~ 
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ltnl < n(-s/2 + 1/2) 1/q- 1/p + 1/2- s/2(1-p) 
= c.b .cr 

donde, 

li li
· < b-ns/2 1/q - 1/p - s/2 (1-p) • sn 2 = c. .cr 

Portanto, 

1
::; lp < 
'n = 

. np(1/p -1/2 -s/2) p(l/q -1/2 -s/2(1-p)) c.ü .cr 

Agora como pelo lema 1, 1/p - 1/2 - s/2 < O e também 

1/q- 1/2- s/2(1-p) > O temos que 

A2 é uma constante finita que nao depende de H (x) • 

Então de (2.10) segue que 

onde as funções a (x) sao (p ,2) átomos e os À sao tais n n 

que L~=O IÀ IP < c, sendo c uma constante que indepenue da n = 

função H(x) , o que dcrt10nstra o t.eorema na su~ parte~ (i) • 

Provemos (i i) • Observemo.s inicialr.~ente que pa:r:a t.oda ·cp 

Pertencente ao espaço Lip(l/p- 1) 1 a s~rie ~= 0 \ F (~) 
Ln:::.' n a "' n 

finita. Com _efeito, do capítulo I temos que o funcional 

F a
11 

é limitado em norma por um e, como p < 1, 

.. 
e 
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donde a série L~=O Àn Fan (-;p) é absolutamente convergente. 

De (2.10} e (2.11) da parte (i) do teorema temos que, 

Nu1tip1icando por cp(x) e integrando em X obtemos, 

Como pelo teorema 3 I1(x} cp (x) é abso1u·tamentc int.:~grãvel, to-

mando o limite para r tendendo ao infinito resulta 

Logo, para provar a parte (ii) do teo"rcma dr3Vei~:o'~ n;o':.:: trar quG 

) 

.. 
e e o que faremos a seguir. Temos que 1 
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ou taw)ém, subtraindo e sonEndo mr(~) no segundo membro e 

levando em conta que ll(D ) > C.lJ(B ) r = r resulta, 

Portanto da desigualdade de Schwarz ternos 

I tr·l-l"ll (Dr) -L f D <P (x) dll (x) I < 
r 

Como por hipótese <P pertence à classe Lip(l/p- 1) obtemos, 

I t I < li '" I I 1 > <b r o> 11
P -

1 + ! :.1.,.. ( <t>.· ) I > • c • r+ 1 '~' Li p ( 1/p - ,_ 

• 

Suponhamos que cp é Úll 'que m
0 

(9) = O. Ent:ão temos )_-::elo le

ma 2 que para p < 1 · 
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enquanto que para p = 1, 

• 

De (2.14) terno~ que, 

<c. b(r+1)(-s/2 +1/2).
0
1/q -1/p +1/2 -s/2(1-p) • 

= 

Substituindo nas expressoes acima resulta que 

li li b r ( 1/p -s/2 -1/2) 1/q -1/2-s/2 ( 1-·p) 
c· cp Lip ( 1/p -1) • · • 0 

para p < 1 e satisfazendo 1/p < (1/q - p/2)/(1-p), enquan-

to que para p _= 1, 

11
. li r(-s/2 + 1/2) 

c • cp Lip (O ) • r • b . • 

Agora como pelo lema 1, 1/q -1/2 -s/2(1-p) > O, s > 1 e 
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.1/p - 1/2 - s/2 < O teznos que, 

-1 f 1im (t +l·~(D ) D 
r-+co r r r 

<j>(x)d~(x)) =O , 

o que demonstra o teorema. 

Er.1 consequência do:..> teoremas 3 e 4 e da observaçRo. que 

se segue ao teorema 2 temos, 

Teorema 5. Seja a(x) um (p,2) átomo para O < p ~ 1 e 

satisfazendo 1/p <. (1/q- p/2)/(1-p) e, k(x,y) um núcleo 
' 

integral sing~lar "fracamente forte'. Então, 

define um funcional linear limitado em Lip{l/p- 1) que per

tence ao espaço de i!ardy atômico Hp e tal· que li FKall nP < c. 
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3. o operador # . . - . p K . L~m~taçao sobre H dos operadores inte -

Nos parigrafos 1 e 2 provamos que se a(x) i um (p 1 2) itomo 

então Ka (x) i um elernent:o do espaço nP (X) . Vamos mostrar nes 

te parágrafo que se f = \'~ 
1 

À. a. , 
Ll== ~ ~ 

onde os ai são (p 1 2) áto-

mos e < 00 
1 enJcão pode-s<::! cte n.rr!.r Kf como a série 

Kf ~ }:~=l À i Ka.i 1 não dependendo Kf da representação de f co

mo uma sirie de múltiplos de (p 1 2) átomos. Além .disso provare -1 

mos que o operador K é limitado em nP. 

Para obtermos tais resultados necessitamos estudar o efei-

to de aplicar os operadores duais de K aos espaços das elas

sés de funções lipschi·tzia.nas Lip ( 1/p - 1) , que como foi visto 

no capitulo I saa os es~~ços duais dos espaços HP. Para isso 

consideremos a seguinte dofinição; 

Definição 6. Seja k(x,y) um núcleo integral singular 

"fracamente forte" e cp urna função pertencente ao espaço de 

funçÕ2s lipschi:tzianas Lip (1/p - J), onde O < p ~ 1 satisfaz 

a desigualdade 1/p < (1/q - p/2)/{l-p). Seja B = B(x ,o) a bo 
o -

la de centro x e raio cr, o > 1. Definimos para y em B a fun o 

como 

lim fa(x
0

, 2Acr) k 0 (x,y)~(x)du(x) ô+O 
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Lq
l 

onde o limite é o limite fraco em B. 

Observemos que existe K:(~) (y). Com efeito, seja g(y) u

ma função pertencente a Lq(B,~). Como o suporte de g(y) é li 

rnitado, pela condição (i) da definição 5 podemos aplicar Fubini 

e obtemos 

lim.f <f k 6 (x,y)~(x)d~(x))g(y}d~(y) = 
ô+O B(x

0
,a) B(x

0
,2Acr) 

lim f <f k 6 (x,y)g(y)d~(y))~(x)d~(x) • 
ô+O B(x ,2Acr) X o 

Pela condição (ii) da definição 5 resulta que o segundo membro 

·da igualdade acima vem a ser 

lim f, K 0 g(x)cp(x)d~(x) • 
ô+O B(x ,2Acr) 

Corno cp pertence a 

nição 5 ternos que 

o 

2 L (B(x ,2Acr) ,~),pela condição (v) de defi . o 

lirn f <f kô(x,y)cp(x)à~(x))g(y)d~(y) 
· ô+O B(x

0
,cr) B(x

0
,2Aa) . . 

existe e va·le 

f Kg(x)~~(x) 
B(x ,2Aa) o 
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A seguir vamos provar um lema que nos permite estender a 

definição de K# ao espaço todo. 
B 

Lema 3. Sejam Bl = B(sl'Tl) e B2 = B(Ç2,T2) as bolas 

de centros sl e s2 e raios Tl I T2 satisfazendo T2> Tl > 1 

Suponhamos que a bola Bl está contida na bola B2. Então para 

quase todo y pertencente à bola Bl e para toda· função. 4> 

pertencente a Lip(l/p - 1) temos que 

# 
KB ( 4>) (y) 

2 

Demonstração: Temos, 

# # 
KB (<I>) (y) - KB ( 4>) (y) = 

2 1 

= lim f k 6 _(x,y)<j>(x)du(x) 
6+0 B(t,: 2 ,2AT 2 )-B.(Çl,2ATl) 

Observemos que para todo y em B1 ex em B(ç 2 ,2AT 2 )-B(ç: 1 ,2AT 1 ) 

tem-se 

ou seja, d(x,y) > Tl > 1. Portanto resulta que k(x,y) = O, don 

de concluimos que 

# 
KB (4>)(y) 

2. 
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o que demonstra o lema. 

quase sempre em B. 

Observemos que K#(cf>) está bem definida. De fato, sejam 

B1 e B2 duas bolas com intersecção não vazia. Se y perten

ce à intersecção B
1 
() B

2 
então para toda bola B contendo B

1 

e B2 .temos pelo lema 3 que 

ou seja, 

·# # . 
KB ( cf> ) ( y) = KB ( cp ) ( y) 

1 

K: ( cf> ) ( y ) = K: ( <j> ) '( y ) 
2 

para y em B1 e 

para y em B2 , 

para _y em 

Lema 4. Seja <j> uma função pertencente a Lip(l/p - 1) 

com O < p <1 satisfazendo .1/p < (1/q - p/2)/(1-p). Seja 

k (x, y) um núcleo integral singular "fracamente .forte". Então, 

se y pertence à bola B(x
0

,T) com O< T ~ 1 temos que 

f !k(x,y) - k(x,x ) l!ç(x) !dll(X) 
X~B (x , 2A ~) 

0 

·o 

< = 

c.d(y,x )e: <11~11 1).(2A-rp)l/~ -1-r../(1-e) 
o 'P Lip(l/p -
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onde c é urna constante que indepe?de de ~' T, x e y. o 

Demonstração: Seja y pertencente ã bola B(x0 ,T) ex nao 

pertencente à bola B(x
0

,2A.f). Como T ~ 1 e p < 1-8 pelo 

lema 1, temos que as seguintes desigualdades se verificam: 

Portanto pela· condição. (vi) da definiçêio 5 tem-se 

jk(x,y) - k(x,x
0

) < d( ) E d(x,x
0
}-l- E/11-8) c. y,x o 

donde, 

{ 3 .1) f ik(x,y) -k(x,x 0 )jj~(x)jd]J(X) < 
X- B (X 

1 
2A'[' p) 

o 

•· 

c.d(y,x
0

)E f· d(x;x )-l- ej(J_-8) I<P{x) jd]J(x). 
X-B(x

0
,2ATP) 0 

Sejam B n as bolas de centro 

com b > 1. Então temos que 

X 
o 
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donde, 

f d (x, x ) -l - e:/ (1-e > 1 <1> (x) 1 dJ.dx) 
X-B (x , 21\T p) 0 

o 
< 

I:=o (2Abn-rp)-l- e:/(1-e) f jq,(x)jdf.!(x) 

Bn+l 
I 

ou também,· indicando por mn(<j>) o valor médio da função~ na 

bola Bn , 

Aplicando as desigualdades de HinkmTSki e de Schwa·rz e levando 

em conta a definição de li "' li resulta que o segun_ 
'~' Lip (1/p - 1). 

do membro da desigualdade é majorado por 

\con---0 ( 2Abn .f>. -1 - e:/ (l-e) ( I I "'li 
L '~' Lip (1/p + 

( 3 .2) 

- n+l I mn+ 1 ( .p) I ( 2Ab · ~) ) • 

Agora pelo lema 2 temos que para p < 1 
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e para p = 1 

lmn+l(<P) I ~ c.<ll<t>IILip(O) (n+l) + lm0 (<fl) I> • 

Substituindo essas expressoes em (3.2) e posteriormente (3.2) 

em (3.1) resulta que para p < 1 

f. jk(x,y) - k(x,x) II<P(x) jd}.l(x) < 
x~B(x ,2A-rP) 0 

o 

cd( x )E ( ll<t>ll , . ( 2A p)l/p-1-e:fil-8}\oo bn(l/p-1-e:;U-0)) + 
y' o L~p ( 1/p-1) -r Lm=O . 

enquanto que para p = 1 temos 

Corno por hipótese p satisfaz 1/p < (1/q - p/2)/(l~p) resul

ta pelo lema 1 que 1/p - 1 - e:/ ( 1-8) ·< O, donde a série 

\oo bn(l/p - 1 - e:/(1-8) 
L..n=o 

mo e:/(1-e) > O, as séries 

é convergente pois b > 1. 'l'arnbém co-

\oo (n+l)b-(~+l)E/(1-B) e 
L..n=O 
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\co b -ne:/ ( 1-8) 
L.n=O 

-sao convergentes. 

Então concluímos que, 

< = 

l) ( 2 A-rp) 1/p - 1 - e:/(1-8) + 

o que demonstra o lema. 

Lema 5. Seja <f> urna ftmção pertencente a Lip ( 1/p.- 1) e 

B = B(x
0

,T) , O < T < 1. Então para quase todo y em B temos 

( 3. 3) + 

f . · (k(x,y) - k(x,x ))<J>(.x)dil(X) +C 
O O 

X~B (x
0

,2AT ) 

q I • 
onde o limite é o limite fraco L na bola B ~.::: C e uma const.an te 

que depende apenas de -r e <P e não depende do y. 

Demons·b.>ação: Observamos inicialmente que~ a exisi:.3Hcia do 

~ 
limite fraco St'~ prova dt? forma análoga à da exi.sh~ncia r}::~ K8 (!p), 
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Enquanto que pelo lema 4 a Última integral é limitada para todo 

y na bola B(x ,T). o 

Notemos que para x nao pertencente à bola D(x ,2Aa} com 
o 

a > 1 e y pertencente à bola B(x ,T) 1 o T < 1 temos que 

2Acr < d (X X ) ; o < A.(d(x,y) + d(y,x )) < A.d(x,y) +A T 
o 

ou seja, d(x,x ) > 1 o e d(x,y) > 2a - T > 1, donde 

k (x~ x ) = k (x, y) = O. Portanto para y pertencente à B (x ,i) o o 
podemos escrever 

( 3. 4) Ku_(<f>)(y) = lim f k
0

(x,y)cp(x)df1(X) + 
ô-+0 B(x ,2Acr) o 

f (k(x,y) - k(x,x )}9(x)dl.l(X) · 
X""B (x ,2Acr) 0 

o 

Agora como k
0

(x,y) = ~ 0 (x,y)k(x,y) e l~(x,y) é uma função 

limitada por um que vale um se d(x,y) > o e se anula quan-

do d(x,y) < ô/2, temos que 

(3.5) - f k
0

(x,y)cp(x)d)..l(x) = 
B (x ,2Acr) 

o 

f . k{x,y)~(x)du(x) 
B(x ,2Acr) 
d(x<;y)>ô 

+ f f 6 <x,y)k(x,y)~(x)d)..I(X) 
B (x

0
,2Acr) 

õ/2<d(x,y)<o 
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Como y 
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f k 0 (x,y)~(x)d~(x) B(.x ,2A·é'> o 

pertence à bola B(x ,T) 
o 

=f 
0 
k(x,y)~(x)d~(x) 

B (x 1 2A T ) o 
d(.x,y)>ô 

e T ~ 1, resulta que as du-
1 

as Últimas integrais que ap<1recem no segundo membro· de (3.5) e 

(3.6) são iguais, donde se conclui que 

( 3. 7) 

= f k {x,y) cfi(x) d]J(X) 
B (x ,2Acr)"'B (x ,2A ·é') . 

O· O 

Então de (3.4) e (3.7) segue que 

K#( cfi) (y) - { lim f k "(x,y) r,b(x)dp(x) + 
6·->0 B (x , 21\ ·l) 0 

.o 

f (k (:x:,y) - k (x, x ).) 4>(::) d p(~{) } .. 
X~ B ( x 

1 
2 A í:p) 0 

o 

= lim f k (x,y) 4J(x) d ]J(X) I 
6...0 B(x ,2Acr)~·B(x ,2A 1p) . o. o 
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onde, 

I= f (k(x,y) - k(x,x
0

))<P(x)dJ1(X) 
B (x ,2A<J)"'B (x ,2ATP} 

o o 

~ -e essa diferença e igual a 

•. 

f k(x,x }<f>(x)dll(X) 
.B (x ,2Acr}~B (x ,2ATP) 0 

o o . 

o que demonstra o lema, pois a integral acima não depende de Y, 

dependendo apenas de <P e -r. 

Lema 6. K#( 1) = constante • 

Demonstração: Sejam B == B(x ,cr) o e B == B ( x , HcJ ) R o 

R > 2A. Para y em B temos pela definição 6 que 

K# (1) (y) = lim f kô (x,y) clll (x) 
o-+0 B(x

0
,Rcr) 

q l 

onde o limite é o limite fraco L em n. 

Seja -g (y) pcrtencen te a satisfaz:.:mdo 

com 

f g(y)dll(Y) =O. Como 1 < q < 2, g(y) tan~&m pertence ao es~ 
B 

paço e 
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f 
X 

K#(l) (y)g(y)dp(y) = lim lim f<f k
0

{x,y)dp(x))g{y)dl1(Y) 
R+oo ô+O B (x

0
, Ra) 

= lim lim f 
R-+ro ô+O B 

<f x8 {x)k.~ (x,y) d)J (x)) g(y) dl1 (y) 
X R v 

Trocando a ordem de integração obtemos 

f ·K#(l) (y)g(y)dlJ (y) = 
X 

lim lim Jx8 (x) <f k
6

(x,y)g(y)dl1(y))dl1(x) 
R+oo ô+O R ·X · 

1 

= lim 
R+oo 

donde, 

f K:U(i) (y)g(y)dp {y) -- lim ( K*(XB '}, g·). 
X R+co R 

Pela condição (vii) da definição 5 resulta 

f ~#(l)(y)g(y)dp(y) = c.f g(y)du(y) =O 
·X 

o que demonstra que .K#(1) (y) =constante. 

Teorema 5. Seja k (x,y) um núelr-o inte~rra1 sinc;ular "fra 

cantente forte". Seja cp pertf.mcente a Lip (1/p - 1) pai.'d 1 p ~ 

satisfazendo 1/p < (1/q - p/2)/{1-p) onde p é o núm,"?ro defini 
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do no lema 1. Então exist:e constante finita c tal que 

IIKil(<P) IILip(l/p - 1) < c. I I <P I I • 
Lip (1/p - 1) 

Demonstração: Seja B uma bola em X de raio a > 1 
= 

deno·temos por B
1 

a bula com o mesmo centro que I3 e raio 2Ad 

Observamos que 

Agora corno I<#(mB (<f>)) nao contribui na estimativa de 
1 

# 
_IIK {<f>) IILip(l/p .- l) , pois é tL"Ua constante, podemos conside-

rar cp pertencente a Lip(l/p - 1) tal que mB (cp) =O. 
1 

Pela desigualdade de M.inkov7ski temos que 

Aplicando Schwarz ao termo resulta: 

(3.8) 

2.(lJ(B)-l f IK#(<P) (y) 12dlJ(y))l/2 • 
B 

e 
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Para estimarmos a Última integral observamos que existe função 

h(y) pertencente a 2 
L (B,ll) com tal que 

f h (y) I\# (<f>) (y) d1-1 (y) 
B 

Então pela definição de K#(<f>) (y) obtemos: 

•rrocando a ordem de integração, o segundo membro dn. igualdadt~ 

fica igual a 

lJ(B)-l/2 limf <f>(.x)<J -k
6

(x,y)h(y)dp{y))dll(X). 
o-+0 _ Bl X 

que pela condi~ão (v} da definição 5 ~ igual a 

~J(B)-l/ 2 f Kh(x)~{x)dp(x) 
Bl 

ou seja f como mB ( •P) - O ·f 
1 

-1 f (lJ(B) 
B 

, 
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é igual a 

J.dB)-l/2 f Kh(x) (<jl(x) - I1J3 (cp)}dll(X) • 

Bl 1 

Aplicando a desigualdade de Schv-wrz a esta i..iltima· integral temos 

Pela condição {'iv) da definição 5 e definição de II·~IIL· {J/ J) 
'f' .tp . p·- -

tém--se 

c.\l(B)-1/2 11(Bl)l/p_ - l/2 ~ I I cp I I Li p ( 1/p -. 1) I I h I 12 

Agora como ·X é de tipo homo~:rêneo 1 e xis te cons tnn te c finita 

-
que depende apenas de A tal que p(D

1
) < C.].!(B). Portanto 

(3.9) 

c.ll<t>llr..ip(l/p- 1) ll(B)l/p-
1 
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pois llhll 2 = 1. Substituindo (3.9) em (3.8) resulta que 

(3.10) -1 f # 12 1/2 (~(B) jK (<j>) - mB(<j>) diJ(y)) 
B 

< 

I I I I J.
, ) " (B) 1/p - 1 

c • cf> Lip ( 1/p - '"' 

para toda bola B com raio maior ou igual a um. 

Seja agora B· uma bola. com raio a < 1. Provemos qut~ :3.:Ln-

da ( 3.10) se verifica. Para isso seja B
2 

a bola de rnesrno cen

tro que B e com raio 2Acrp e seja tp pertenccmte ao espaço 

Lip ( 1/p - 1) 

· de K# ( 9) (y) , 

tal que mB (.:j>) = O. Vamos considerar a exp.r_-e~sao 

2 
y pertencente a B, dada pelo lema 5 e vrunos 

supor que a constante C qu(~ aparece n13la é nula. Isto 8 pos-

sível devido ao fato de que a constante não vai. contribuir na, 

estimativa da integral em (3.10). 

Sejam q e q' dados pela de f:iniç3.o 5. cor.1o q' > · 2, trc~rn-se 

( :~~ . > > I 2 ( . > 112 - mB K {t? dp y) < = 

Pela desigualdadí::: l!'-3 Hinkovmki resuH:a. qrt;~ o ~·3c''3T~;1cl.o J.tt(::;mbnJ da 

expressão acima fica. majorado por 
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e corno 

ternos que, 

( 3 .11} <ll <B> -1 f I K# <<:>> <Y> - nu <Ko <<:>> > 12dJ1 <y> > 1/2 
B 

< = 

2 • ( jJ ( B) -1 f I K # ( <P) ( y) I q I d l-1 ( y) ) 1/ q I 

B 

Agora para estimarmos a norma q' de # K (<f>), observamos que~ para 

q 1 > 2; existe função g(y) pertencente a Lq (B,!l) 

tal que 

com li g li = 1 q 

f g(y)K#{•P) (y)d!l(y). 
D 

Substituindo # 
K (r,>) (y) no segundo membro da desigualdad.e acima 

temos 

( 3 .12) <f IK#(<jl) (y) lq' dll(y) )l/q' 
B 

f g(y) <f (k(x,y) 
B X,...B 

2 
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Como g(y) tem suporte limitado e ô > O pela condiçEio (i) da 

definição 5 podemos trocar a ordem de integração em I 
1 

e obte-

mos 

· donde pela condição (iv) da definição 5 tem-se 

I == 1 I<g (x) qi (x) d~ (x) 

Lembrando que mB (<j>) = O, podemos escrever 
2 

I 1 = f Kg(x) (<f> (x) - mB (cp) )d]..l (x) 
B

2 
·2 

Pela desigualdade de Schwarz e definição de I l$1 I , Lip(l/p - 1) 

resulta 

I I I li I I ~ (B ) l/p - l/2 
• 1 ~c. cp Lip(l/p - 1) 2 

donde pela condição (ii) da definição 5 e levando eJü conta que 

I I g I I = 1, te mos q 

Estimemos I
2

• Temos que, 
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~ f ' g ( y) I ( f I k (X, y ) - k (X , X o) I i <); ( X) I d ]l ( ;: ) ) u ~ ( y ) 
B X~B

2 

e pelo lema 4 vem que 

Da hipótese de y pertencer a bola B (x , a) 
() 

resulta 

E: 
~ a f I g < Y > I cljj <v> 

B 

donde aplicando a desigualdade de Hôldcr a esta Última integ::r:al 

obtemos 

II2i <c ll<t>ll l)lJ(B2)1/p- 1- c/(1-8)lJ(B)1- 1/q 
~-== • I..ip ( 1/p -

ou seja, 

Lem.'on:mdo que 

ap (1/p -1 -c/(J.-0)+ 1 + e:~ 1/q 
1) 

p =(s + 1 - 1/q)/(s/(1-0) + 1/2) tc:rn-se 

l i i'<cl'rt>ll ap(l/p-l/2)< ci.lct>ll-r.· (1' ·-l)p(B2)1/p ·-1/2 
2 ~.,- I Lip(l/p-1) ~·"' ..... 11.p ;p -- . 
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Agora como O < p < 1 satisfaz 1/p < (1/q - p/2)/(1-p) então 

1/p- 1/q < p(l/p- 1/2), e daí 

(j 1/p ·- 1/q > (j p ( 1/p - 1/2) 

pois o < 1. Além disso de ( 1.1) do capitulo I temos 

e 

onde c 1 , c 2 , c 1• c' 
' 2 

sao constantes que · indepenc1em de o. Segue 

que 

donde se conclui qun I 1 e r 2 

c. I I (~ I I Lip ( 1/p 

-sao majorados por 

(P) 1/p """ 1/q 1) ll __ ) 

Substituindo esi:a est.imati v a de I 
1 

e I.) em 
.:.. 

(3.1.2) e posterior-

rac::nte (3.12) em. (3.11), resulta que (3.10) ainda ~>e ver:Lfica 

para bolas B com raios menore:J ou iqnais a mn. Ent.ão péu:a u-

ma bolâ B qualquc r temos 

c. I I cp I I Lip ( 1/p 
u(B)l/p ·- 1 

1) ' 

) 



sa 

ou seja, K# ((p) pertence a Lip (1/p - l) e 

o que demonstra o teorema. 

Observamos que ~;;c'! q, 
1 

c 1>
2 

pert•::::\o:mtes él · Lip ( 1/p - 1) 

sao tais que <j) 
1 

- <1> 
2 

= cons tnn te, en ·tão pelo lema 6 temos 

K # {rl-1 ) t t que ~ - q, 2 = cons an e. 

De f . n . n 1 Kf.~ (.ti:) 1 ., · ' d ~ . - X .1. J. co ,, como a c .. asse o.u co as as r.unçoes em 

qu(~ diferem de K# (cp) por uma constante, pelo que foi- provado 

no teorema 5 temos: 

'Ceorema 6. Na:=õ condiç<::€::.> do teo:r:DDa. 5 se ~- . pertence ao 

e~.> paço L1~p ( 1/p - 1) ~ .,.# (') entao ·"' <P pertence a Lip(l/p- 1). 

AJ..ém disso, e xis te cons t:ante c fini t2, t.:al que 

Lema 7. Seja a(x) uma funç~o pcrtencen~e a 
? 

I/' (X,)J) e 

com suporte ntuua bola B(x
0

, T), T > 1,. ta l C(1;. .. : ( :.'. ( X ) di i ( X ) -- 0 • 

um núcleo inteqral singuJ. ::u:- "fré'c.;::w.::n. te .foJ:· i>J". 

Então para toda ~- pertencente ao espa(;o L ip ( lhJ ··· l) t<.~J'.:10S 

<K(a) 
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Demorw t1•a,.-•ão: o-,~ · rve · · · 1 t I,. ( ) ,J.. ( ) · ~ )' ,)se. mos .uu.cJ.a rnen .e que -.a x '+' x e 

integrável. Com efei bJ, por hipótese a (x) é um mfütiplo de um 

(p, 2) átomo com suport.:e na bola B (x
01 

T) , isto é, a (x) = À .b (x) 

onde b(x) c um (p,2) átomo e À uma constante finita. Pelo 

teorema 2, Kb(x) satisfaz as condiçÕes (1.4), (1.5) 1 (1.6) e 

pela observação posteri.or ao teorema 3 ü~mos que Kb (x) 4> (x) é· 

integrável. Da linearidade do operador K segue .::1. in·tegr2bili-

dade de Ka(x)<J>(x) 

Escrevemos 1 

f I<a(x)cj>(x)d).l(X) -
X 

f Ka(x)rjl(x)d).l(X) +f Ka (x) rp (x) dJJ (x) 
B(x ,2A·r) . o 

liliservemos que para 

X~B (x ,2AT) 
o 

x pertencente a B (x 2A T) 
o' 

e y r.>ertcn-

o.mte a B(x , T) temos d(x,.y) > 1. Com efeito, se supomos que o 

d(x,y) < l, de 

resulta ct'(x , y') > 2 T - l 1 e como 
o 

T > l 
o~ f 

01..1 seja, y não pertence ao suporte de a (y) o r:ruc; e urP.l. con-

t:radição. 

Port.:mto d(x,y) > 1 e daí k(x,y) e nulo, donde a ,,~r~gun 
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~ 

da integral na soma do segundo membro da iguald&de e nula. Logo, 

Agora, 

J Ka (x) cp (x) dp (x) 
X 

=f Ka(x)~(x)du(x} 
B (x

0
, 2A ·r} 

f Ka(x)cp(x)du(x} -
X 

lim f q'>{x)(j k 0 (~;:,y)a.(y)dp(y})du(x) 

ô+O B(x ,2A-r} X o 

Como o suporte de a(y) ~ limitado e 6 > O, pela condic~o (i} 
' ' 

da definição 5 , podemos trocar a ordem de integração e temos 

f Ka(x)ÇJ(x)du(x) --
X 

lim f a(y) <J k
8

(x,y)<j}(x)df.!(X))dJ..t(y) 
o·>O 13 (x , T) 13 (x ,2AT) o o 

Da hipótese de q < 2, temos que a(v} __ , perl::?ncc a Ler (B, u) 

da:rpe.J_,c-;. cond~ç~_(J (-i~~) d ~f'·-- 5 t ..... ~ ..... .:.:. ........... ·a Ge 1n1ça.o • · .::mo:::; que 

lim f k
6

(x,y)cp(x)dp{x) 
Õ·>O B(x ,2AT) 

existe fracamente em 

o 

q' I. na bola B •· Então, 

e 



'*' 

61 

< Ka , ~ >~f Ka(x)~(x)du(x) = 
X 

f (1im f k 6 (x,y)~(x)du(x))a(y)du(y) = 
X 6+0 B{x ,2AT) o 

< a # --, K (4>)> ,. 

corno quer~amos provar. 

Com os resultados ob·tidos anter.i.ormente estamos em condi-

çoes de demonstrar o teorema que constitui a parte essencial 

des to trabalho. 

Teorema 7. Seja k (:x:, y) um núcleo in t.egral singular "fr~ 

camcnte forte 11 e O < p .:5, 1 satisfazendo a desiguu.ldad~ 

1/p < (1/q - p/2)/{1-p) 

f= r~=l Àiai 

Ent~o o operador 

(' . •• :>eJ a f pertencente a 

o' 
Kf = ~. l À. K(ai) f....J.= ~ 

HP, isto 
~ 

e, 

está bem definido e além disso, K é lin<~D.l.' e ~n~iste unv1 con:=;-

tantc c finita independente de f t:al qu'.~ 

IIKf li 
uP 

< c. li f li 
Hp 
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Demons·tração: Seja f = I~= 1 Ài ai , onde os ai sao (p,2) 

átomos e I~= 1 1Àilp < oo, um elemento de HP. Mostremos que a sé

rie \'~ 
1 

À. Ka. converge em nP. 
L.~= ~ ~ 

Pelo teorema 5 temos que para o < p < 1 . = satisfazendo 

1/p < (1/q - p/2)/(1-p) I Ka. pertence a Hp para cnda i . A-

lém disso 

Temos, 

li I<a. li 
. ~ Hp 

Ka. 
~ 

~ 

< c . Agora, sejam m e n tal que m < 

li '\n À Ka · I I p L..i=m+l i 1 Hp 

p \co lp 
< c . Li=1.1·Ài . 

Como '\oo I À 1p 
l..i=l i 1 

~ 

e convergente temos que \Z: 
1 

À. Ka. 
L.l= 1 ~ 

e uma 

sequência de Cauchy, e portanto converge para um elemento de· 

HP, pois HP e completo. Indiquemos por h esse elemento. 

Pela parte (i i) do teorema 3 tem-se 

<h,(i)> < Ka. 
J. 

4i >. 

Do fato de que os a. sao (p,2) ãtrnnos· e port2nto p0rte~cem 
1 

2 . -
L (X,ll) e levando em conta que os seus suportl.:::-> estao ccr:U.dos 

n 

em bolas de raio maior ou igual do que:! um, resulta do L:.~;~v.t 7 que 

< a. 
~ 

:# -
I K (tj>) > , 
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ou seja, 

Portanto h depende apenas de f e não de sua representação 

corno urna séri-e de múltiplos de (p,2) átouos, donde se conclui 

que fica bem definido Kf ~ = h , isto e, 

near de Hp em HP. Além disso, 

e dai 

IIKfll 0 w 

IIKfll . uP 

o que demonstra o teorema. 

4. Aplicação 

K 
.. 
e um operador li-

Consideremos X = tR
11 munido da c1uase distância 

d(x,y) = lx - Yln 

e seja l..l a medida de Lebesgue, onde . I x Yl 
üuclideana usual do IR

11
• Vamos provar n:este pad.iqr.::""fo qü.e o o-

perador 
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Kf(x) = lim f f(y) e~'}'(ilx-yja'/lx-yjn+À) dy 
ô+o o< 1 x-y 1 ~"1 

considerado por s·tein-Fefferman em [ 5 J e Coifman em [ 1 J , 
satisfaz as condições do teorema 7, provado no parágrafo ante-

rior. Para isso consideremos os seguintes lemas: 

Lema 8. Seja k uma função integrável em IRn que satis

faz para O < B < n a condiç~o 

A 

onde c é uma _cor1s tante fi.ni ta e k a transformada de Fourier 

da função k. Seja uma função 
00 

d0. r:::lasse C que se anula 

numa vizinhança àa origem e vale um fora de me1a vizinh.:tnça fe

-l chada da origem. Então k 0 (x) = 1)J(õ x)k(x) satisfaz 

I k õ ( X) I '~ c I ( 1 + I X I B) 

Demonstração: Seja 1/J uma funç~~o C
00 

com suporte limita 

do em 1Rn tal q uc ~ + ~ = 1. Ent~o tem-se que 

ou seja, 

-1 
k

0
(x) +~~(o x)k{x) -- k(x). 

Portanto , como temos por hipótese que. jk(x) < c/(1 + jxi·S) 
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para estlmarmos I k6 (x) I basta estimarmos I (\j; (ó -lx) k (x(' I , ou 

seja, devemos estimar 

Agora como \jJ pertence ao espaço d das funções com dccres

cimento rápido no infinito, temos que ~ também pertence a ~ 

e resulta que 

onde c é uma cor.s tante finita e denotando por I B (x, r) I a medida 

de Lebesgue da bola B(x,r), 

N(k) (x) = sup In Cx,r) 1-1 f lk (y) I dy 
B (x, r) B(x,r) 

,., 
vem a ser a função ma:dmal de k. 

Hostremos que H(k)~ c(l + lx<lf3> -l no. caso em que n ~ 2. 

A prova para n==l é simples. 

Seja B(x,r} uma bola de centro x e raio r 

mos que lxl > 2 r. Observamos iniéialmente que se 

e ·suoonha-... . 

c a 
~ 

e um se 

tor na esfera uni i::âria n-dimcnsional ( n ;"' 2 ) de centro na ori 

gem S(O,l) com abertura a < TI/3 entilo, 

Área (C ns(O,l)) < c(n) (~3<..":!~:./2))n-l· 
a 

onde c (n} é uma constante finita que~ depcnd(~ apenas dzJ. dimen-

nao do espaço • 

Temos que, 
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H(k) (x) = .sup jB(x,r) 1-1 f lk(y) ldy < 
B(x,r) 

s up I B ( x, r) I -1 f ( 1 + I y I (3 ) -l ày < 
B(x,r) 

sup IB(x,r) 1-1 f IYI-S dy 
B (x, r) 

Calculemos jB(x,r) 1-1 f jyj-B dy • Passando para coordena 
B (x, r) 

das polares com jyj = ~ temos 

jB(x,r) 1-1 f IYI-Sdy 
B (x,r) 

lXI +r -n c(n) .r f n-1-S f ç dt; d (c n s ( x , r) ) 
c ns(x,r) a IX\ -r .a 

.. 

Agora por hip6tese sen(a/2). =r jxl-l < 1/2 e temos pc la ob.-

servação anterior que 

jB(x,r) 1-1 f IYI-S dy 

c(n) -n+l 
r 

B(~~,r) 

n-1 -1 (r/jxj) r 

< 
;-::::: 

1 x\+r 

f 
n-1-!3 ~ z; üÇ 

lxi-r 

Como O < S < n ocorre que n-1-S > -1 , donde 
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-1 I xl +r n-l-0 

·r f l; f.Jdç= 

I xl-r 

Pelo teorema do valor médio resulta que 

-1 I xl +r 1 a 
r f . l;n- -P d 1;; = 

I xl-r 
2 . ( I x I +e r) n -s -1 ~ 2. (31 xl /2}n-S--l 

no caso em que n-s-1 > O e 

-1 lxl+r a 1 
r f i';;n -f-' - d l; 

lxi-r 
= 2 • ( I x I -r) n -s -1 < 2 • ( I X I I 2) n -s -1 

no caso em que n-S -1 < O. Segue que para I x I > 2 r t.emos 

( 4 .1) IB(x,r) 1-l f IYI-S dy < c
1 

(n) I xi-S 
B ( x, r) 

No caso em que r/!xl ~ 1/2 dadas as bolas B(x,r) to-

mamos as bolas ·B(0,3r) com centro na origan e raio 3r e 

tem-~te que 

· -1 a 
I B ( x, r) I f I y I - dy = c ( n ) 

B (:x:, r) 

-n · r · -G r J 1 y I c:y 
B.(xtx:) 

< 

c (n) r-n f I y 1-S dy. 
B(O,Jr) 
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Passando para coordenndas polares resulta que 

1 8 . 3r 1 I B { x' r) I - f I Y I - dy -~ c { n ) •.u n • r -n f r, n -s - CL>; 
B(x,r) - O 

onde r.ü é o volume da esfera unitária n·~dimensional. Int.egrando n 

e levando em conta que I x I _-:_ 2 r obtemos , 

(4.2) jB(x,r) 1-l J IYI-Bdy ,~ c
2 

(n) I xi-B 
B (x, r) 

De (4.1) e (4.2) ternos que H(k){x) _-:_c.!xi-B "' ~ , Agora como k e 

limitado o mesmo ocorre com H(k), ou seja, r1(k)< c(l + lxl 13 >-l 

donde se conclui que lkô (x) I :; c. ( 1 + I x! 8 ) -l, o que demonstra 

o lema. 

Lema 9. Sejam O < e < 1 , a' < O e À = (1-8)-l -1 +a' 

Seja 

k(x,y) · a'/n -1-Ã/n = exp (i.d(x,y) ) .d(x,x
0

) 

com x e y pertencentes a n - 1-8 R • Entao se d(x,x
0

) > 2.d('{,x ) . ' o 

para d (y ,x ) < 1 o = temos quc:l 

ik(x,y) - k(x,x ) I o 

Demonst:t'ação: 

< 
1/n -J -1/n -(1-8)-l = c.d(y,x

0
) d(x,x

0
) -

Substituindo d(x,y) por lx - vl 11 
ler:1os 

I ·1' I k ( x, y) == e xp ( i . I x - y < ) • x 1
--n~À 

- y 
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Escrevemos 

jk(x,y) - k(x,x) I o 
-n-À a 1 a. 1 

- jjx-yl (exp(ilx-yl )-exp(ilx-x
0

1 ))+ 

a 1 -n-À -n-À 
exp (i I x-x

0 
I ) (I x-y I - I x-x

0 
I ) I 

donde aplicando a desigualdade triangular resulta 

li x-y 1-n-À - I x-xo ,-n-À I. = El· + E2 

Estimemos E1 • Temos que, 

llx-yl-n-À(exp(ijx-yja
1

) - cxp(ilx-x
0

la
1

)) I < 

I X-y 1-n->. I I I a 
1 I I a 

1 I x-.. y - x-x
0 

= 

Pelo teorema do valor médio obtemos 
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ou seja, 

-a I -a I 
li x-xo I - I x-y I I = I I -a 1 -l -a' (t x-x + ( 1-t) I x-y I) · I y-x I 

o o 

Agora I l -a 1 -1 x-x ou 
o I l -a 1 -l x-y vem a ser o máximo de 

-a 1 -l 
( t I x -x I + ( 1- t j I x -y I ) . • Se o . I 1

-a'-1 x-x 
o 

for o r;1áximo temós 

n+Ã -a' -1 
(-a' ) I Y ·-x I ( I x-y I I x-x I ) o o 

Como lx-yl ~, I lx-x
0

1 - ly-x
0

! I , 
1-e IY-A I< ly-x I o o 

lx-x
0

1 > 2l/nly-x
0

ll-e resulta, 

I x -y I > I x -x I ( 1 - 2 -1 In) 
o 

e 

donde, denotando por c(n) a com>tante (-a') (1- 2-l/n) temos· 

Se 

( ) I y -x I I '( -x I ·-n- +a • -1 E 1 ~~ C n I . o ... o 

-a 1 -l I x·-y I for o m::lximo t.emo.s que 

-a'·-J n+\·-a'l ~·-a' -1 
E

1 
< (-a') ly-x

0 
li x-y I .. (I x-y I · x-x

0 
i ) 

., n+A·tl -~' -1 
(-a 1 ) ly--x

0 
1 ( l'x-y I I ~>:-x 0 I ·-· ) -

-n-.il.+a 1 -·1 
G 1 (n)ly-x llx-x I 

o o • 
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Estimemos E2 . Pelo teore.ma do valor médio tem-se 

donde considerando o m~\ximo como no caso de E 
1

, obtemos 

-n-À -1 
< (n+:\) jy-x li x-x I = o o 

Agora do fato de que jx-x
0

1 ~ 1 
a' 

resulta que . I x-x0 I ~ 1 

e portanto 

-n-:\+a' .:1 
E < (n+À) ly-x llx-x I · ' 2 = o o 

que é a mesma estimativa de E1 . 

Entio temos que, 

jk (x,y) .... k (X :·' ) I I. I j· ,- ( n+ À -a'+ 1) _., < c. y-·x x·-x , o . = o o 

d ( ) 1/n ~ ( .. " ) --1 .. ··1/n-À./!Ha' /n 
C o .. y 1 X r.J. A."i.. 1 ..-... • • 

o . o 

Substituindo À por 

provar. 

Lema 10. Seja k (x,y) como no 1Gnt<..1 9 e ·~}I uma fun,~ão de 

classe 
<lO 

tal o w ( t) 1, 1Ji ( t) 1 o < t· < l/2 c que ~ < :;:;: se 
-··- -----
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e ljJ(t) = O se t > 1. Então 

satisfaz 

l-A 
desde que d(x,x ) > 2 d(y,x ) · . o o 

k (x,y) = k (x,y) .1/J (d (x,y)) · 

para d(y,x
0

) < 1. 

Demonstx•ação: Segue imedlatam(:mte do lema 9. 

Proposição. Sejam À,y e a definidos por 

À = 8/(1-e) - a/(1-a) , y = (a-l)À/n + a/2 , ct:::: (n(1-e))-
1

- n 

onde 0<8<a<Í e n a dimensio do espaço. Ent5o o opera-

dor 

Kf (x) 
a' ··n-À = 1im f f(y)exp(ijx-yj ) jx-yl dy 

ô-+0 õ<jx-yl~} 

onde a' é o expoente conjugado de a e n + À > O, x, y ner-t. • 

tencem a IRn, ·satisfaz 

para os 1/2 < p ~ 1 que satisfazem 

1/p - 1/2 < (1/2 + a + n)/(a + y + n - 1/n). 
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Demonstração: Hostremos que o teorema 7 se aplica para 

o núcleo 

a' -n-À 
k ( x 1 y ) = e xp (i I x -y I ) I x -y I 1/J ( I x -y I ) --· k ( x -y) 

onde lJI(t) é a função do lema 10. 

Observamos que como e < a temos qL"B n + À < n , donde · 

k(x 1 y) é uma função integrável em lx-yl < 1. 

Por um teorema de \'1ainger ( ver [11 1) a t:cans fo:r-mada de 

Fourier de k -e 

<P ( I x-y I ) exp (i I x-y I a) I x-·y 1-[3 

onde ~ é uma função C
00 

que se anula nwna vizinhança da ori-

gem e vale um fora de uma vizinhança limit.ada da oriqem- e 

8 = (a-l)À + n.a/2. Portanto temos que 

e como k é integrável resulta do lema 8 que 

onde k
0 

(x-y) = 'f
8 

(x-y) k (x-y) sendo lf 
0 

uma funç.J.o de elas--. 

co 
se c · tal que 

~ ( x-y ) 
ô 

1 
::::.: { 

o 

se lx-y j>o 

se I x-y J.::_ô /2 

-"" Escrevendo K
0
f(z) 

tão que k 
0 

( z) I z I f3 

/"- • /' A 8 -G /' 
= k 

8 
( z) f ( z) == I<: 

6 
( z) j z I 1 z 1 ) f { z) b:-:rnos 

~ 1~ · · t d L 2 d -'~ ; n ·t • · --r -r -, -::o e .~mJ.. a o em 1 on( .• e pox: ~ . .-"" -'·'>-<=-

cionâ~::ia em Rn res-ql'ca 

en-

fra-
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onde 1/q = 1/2 + S/n = 1/2 + y 

Também temos que se f pertence a L2 então 

e por P1aricherel ob·temos 

Observemos ainda que se XR(x) é a função característica da 

bola BR de raio R, então 

-

(4.5) 1im 
R+oo 

f XR ( x) e:-(;p (i I x-y I a 
1

) I x-y 1-n-À dx 
lx-yl~l 

é finito. 

Com efeito, fixado y, como lx-yl~l, então lxl < 1 + IYI 
donde para R suficientemente grande tal.que a bola de centro na 

origem e raio. 1 + IY I esteja col.Ytida na bola de centro na o-

rig·em e raio R, (4.4) se reduz à 

que é finita. 
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Logo de (4.3), (4.4), (4.5) e lema 10 temos que ]c(x,y) 
~ 

c um nu-

cleo integral singular "fracamente forte" e portanto o teorema 7 

se aplicv., donde se conclui que 

para os 1/2 < p ~ 1 satisfazendo 1/p < (1/q- p/2)/(1-·p), ou 

seja, lerr.bra.nd0 que 1/q = 1/2 + y , 1/p < 1/2 + y/(1-p). 

Agora no nosso caso ternos que e: = 1/n, donde 

p ==(e: +1 -1/q)/(e:/(1-8) +1/2) == (1/n +1 -1/q)/(1/(n(l-8))+1/2} 

isto é, em termos de a e y, p = (1/n +1/2 -y)/(a +1/2 + n),. 

resultando dai que 1/p - 1/2 < y (ct +1/2 +n) /(o. + y +n - 1/n), 

o que demonstra a proposição. 

Observação: A proposição acima, no caso c?m que n "'"' 1, foi 

provada em [ 1 ], ~nquanto ~ue no caso n-dim8nsional Stein e 

Fefferma.n em [ 5 } observam que a limitação elo operador em 

com p < 1, pode ser obtida a partir da caracb:Jri zação . . 

desses espaços por funç<::>es maximaiB. 
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CAPITULO III 

OUTRA. VERSÃO DE OPERADORES INTEGRAIS 

SINGULARES "FRACAMENTE FOR'.l'ES" 

No capitulo II 0.efj.nimos os nt1Cleos integrais singulares 

"fracamente fortes", com a hipótese de que os operaàores trtm-

cados K 
õ 

induzidos por esses núcleos são contínuos de Lq em 

L2 , para 1 < q < 2. Para operadores integrats singulares do ti 

po convolução em espaços rP {IRn) ou mesmo Hp (iRn) , obtém-se os 

mesmos resultados em se considerando a continuidade desses ope-

radares de em ou de em Lq' , onde q' e o ev-

poente conjugado de q, como se pode observa.r por exemplo em 

[l]e[5]. 

Vamos estudar neste capitulo os operadores integrais sin-

gulares anteriormente estudados mas agora com a hipótc:se de que 

L
2 q' os operadores truncados K

0 
sejam contínuos de em L . 

Vamos verificar que os resultados obtidos no capitulo II ainda 

sao válidos neste caso, mas com outra cond:J.çào sobre os p'~. 

Para que haja uma dis ti.nção com o c.=Lso tratado r1.o cal;J. b.üo 

II, usaremos as denominações núclc~o inb-'!gJ.:-al ~ün·~)UlC~:c "fraca.rnell 

te for-te modificado" e operadores integrais sin.gu.l.:u:";~~ "fraca-

mente fortes modificados": As demonstraçÕ•.::!s dos l<:'m:J.:> e :::eo:ce-

mas seguem a :mesma técnl.ca do cap:Í talo II, e em a lquil~.; caso:; o 

mi tiremos as provas. 
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Definição 7. Sej-a k (x,y) uma fun(~ão mensurável e definida-

em X x X. Diremos que k(x,y) é um nÚcleo integ1•aZ. singuZ.a:t' "fra-

eamente forte modifiaado" se existem constantes e,y, E: satisfa-

zendo o < a < 1 , 8/2 ( 1-8) < y < 1/2 , 1-e < e: ~ 1, e. função 

"r0 (x,y) limitada por um que se anula quando d(x,y)<ô/2 e vale 

um se d(x,y)>ô , tz:tis que as seguintes condições ·são satisfeitas: 

(i) P~ra todo subconjunto D em X x X, lim..i.tado e SCJ?a.rado 

da diagonal, temos 

ff jk(x,y)j 2 d~(x)d~(y) < oo 

D 

(ii) Para toda função f(y) com suporte limitad'o em L 2 (X,~), 

se k 0 (x,y) = ~ 0 (x,y)k(x,y), o operador K0 definido por 

satisfélz 

onde q' e como 

que independem 

(iii) Para 

existe 

= )_im f k 5 (x,y)f(y)du(y) 
o+O X 

e 

definição 5 
~ 

constantes finitas na e cl, c2 S20 

de f 

toda 

e ô. 

função f em 

lim I\sf = Kf 
ô+O 

e em 

L
2

{X,p) corn suporte limitado 

(i v) k(x,y) se anula para d{x,y) > 1 e se d(','·,x ) < 1 en. o 

tão k(x,y) satisfaz 
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desde que , onde c
3 

é uma constante fi-

nita. 

(v) Seja XR a função caractcJ~i.stica da bola de raio R e K* 

o operador adjunto do operador K em L
2

(X,lJ}. Então o limite de 

K*(xR) para R tendendo ao infinito existe fracfuuentc em L2 so

bre conjuntos limitados e é igual a uma constante fJ.nita. 

Lema 11. Sejam e:, e, q' as constantes da definição 7. Se 

definimos p* = (e.+ 112)1(1 + El(l-8) - llq') ent~o as seguin-

tes desigualdades são satisfeitas: 

(i) p * < 1 - o 

(ii) (q'l2- 1}1(1-p*)< q' + {q'e:l(l-a)) - 1 e 

(iii) 8xiste p, O < p < 1 tal que 

llp < ( 112 ·- p * lq I) I ( 1-p *) 

Além disso, se p satisfaz (i.ii), temos 

(iv} llp < 1 + e:l(l-8) 

(v) o intervalo aberto (q' IP - 1 , (q '12 -1) I ( 1-p *)) 

nao vazio. 

Demonstração: Pela definição 7 tc~nos que y > 012 (l-O) , ou 

seja, 112 - llq' > 812(1-8). Somando sl{l-8) + Jl2 a ambos os 

membros da desigualdade obtemos 

e:I(1-0) + 1- llq' > cl(1·-8) t 112 + 0/2(1-·8), 

donde se conclui que 

(e+ 11~)1(e:l(l-e) + 1- llq') < 1- e 
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o que prova (i) • 

Provemos (ii). Como 0 < 8 < 1, E > 0 e q 1 > 2, temos que 

s/ ( 1-e) - e > O, donde somando 1/2 - 1/q 1 a ambos os rnembros 

da desigualdade tem-se s/ ( 1-e) - s + 1/2 - llq 1 > 1/2 - llq 1 
• 

Agora como 1 - p* = (el(1-e} - s + 112 - llq' )l(s/(1-0H-1-1Iq 1
) 

resulta que (1-·p*) (el(l-O) +1 -llq 1
) > 112 - J_jq 1 

, donde 

el(1-e) + 1- llq 1 > (112- 1lq 1 )1(1-p*). l-1ultiplicando por q 1 

ambos os membros da desigualdade tentos a prova de (ii) . 

Para provarmos (iii) é suficiente mostrar que 

(1/2 - p*lq')/(l-p*) > 1~ 

Somando e tirando 1lq 1 ao numerador e levando em cont.a que 

y = 112 llq 1 
, resulta ( y - p * lq 1 + llq' ) I ( 1-p *) > 1 , ou seja 

y I ( 1-p *) > 1 - 1lq I • 

Pelo que foi visto em (i) temos a sequjnte igualdade 

yl(1-p*) :o: y(sl(1-e) + l/2 + y)I(E:I(l-(::J) ··· s+ y). 

Portanto para que tenhamos a prova: de (iii) deVl~mos mostrar que 

y (r.l(l-6) + 112 + y) l(e/(1-6) - s + y) > 1 - 1lq 1 ~:: 112 + y , 

isto é, que 

ycl(1-e) +y(l/2 +y) > (112 +y)ci(1-0) + {1/2+y)y-·c(J.I2 + y} 

ou equivalentemente , 

t./2(1-0) ~ c(112 + y) <O 

donde se conclui que devemos ·ter y > 6/2 ( l

hipótese e fica provado (iii) . 

o que~ <'~ a no;;s .:>. 
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Para provar (i v) devemos mos t:car que 

1 + E:/(1-0) ?~ (1/2- p*/q')/(1-p*) 

Pela parte (ii) temos que q' + q's/(1-0) - l > (q'/2 -1)/(1-p*) 

ou seja dividindo ambos os membros por q' , resulta 

1 + s/(1-e) - 1/q' > (1/2 - 1/q')/(1-p*) 

donde se conclui que 1 + E:/(1-0} > (1/2- pk/q')/(1-p*), o que 

prova (iv) • 

Provemos (v) • Por hipótese temos que 

1/p < •(l/2- p*/q')/(1..,-p*) 

donde mu1 tip1i.cand.o por q 1 e subtraindo um a ambos os membros 

da desigualdade obtemos 

q'/p- 1 < (q 1 /2- p'-<)/(1-p*)- 1 -· (q'/2- 1)/(1-p*) 

o que demonstra (v) • 

Teorema 8. Seja k(x,y) um n Í1cleo in t:cg:r:a1 sincru1ar "fraca 
J -

mente forte modificado". Seja p* o número dc.:fini.do no l(::ma 11 e 

O< p < 1 sa·tisfazendo 1/p < (l/2 ·- p*/q')/(1-p*). Seja a(x) 

um (p, q 1
) átono e B ( x

0
, a) a bola. que conb::~:--.1 o s upo.rte ue a ( x) e 

satisfaz 

1 q I 1/q I , . ··l;'n 
(~(13)- f !a(x) I dp(x}) '- < v\B) '· 

B 

Então ·temos que: 

(i) Se. a < 1 e a e um numero sa.t:LsL~zcn,·:o a cL~si.~JU~'.l-

dade q 1 /p - 1 < a < (q 1 /2 -· 1) /(1.-p*) (que: ex:lt;t.:.c: p<:clo lc~:;ntl 11) 

a função H(x) = Ka(x) satisfaz a~; scgu.i.ntes c<Jnc1i.(JÕes: 



{ 1.1) 

(1.2) 

( 1. 3) 
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f jN(;~)jq'dl-!(x) < c.crq'(l/2 -1./p) 
X 

f jM(x) !q'd(x,x 0 )ad~(x) ~ c.aP*a +q'/2 -q'/p 
X 

f H(x) d~ (x) -- O. 
X 

onde c Gm (1o1) e (1.2) é uma constante finit.:a que indcpcnde de 

(J • 

( . . \ l~, Se a > 1, a função M(x) ~ Ka(x} satisfaz Rs condi 

çõe·s (1.4}, (1.5) e (1.6) do teorema 2, capitulo II. 

DemonDtração: Provemos (i). Observamos q;:!c como q' > 2, 

então a(x) é ·tar:tbém um {p,.2) átomo. Pelas condições (ii) e (iii) 

da definiç~o 7 temos que 

e da definição de (p,2) átoc1o obtemos 

f jH(x) lq' d~(x) _:s c.aq' (1./2 ~ 1 /p). 
X 

o que verifica (1.1). 

' p* Seja ~ pertencente a X e B(x ,2Aa ) ~bela ds centro x 
o o o 

e raio 2.'\ap*. Escrev\3mos, 

f I lei' Cl.~· H ( X) d ( X 1 x0
} G f.l ( X) 

P 1'< 
B(x ,2Acr ) o 

I + I., l ~. 
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Como a > q '/p - 1 c O < p < 1, resul1.:a que a > O 

e portanto da condição (1.1) de N(x) concluímos que 

( 1. 4) 

(1.5) 

I 
Mostremos a seg·uir que também temos a estimativa 

I < 2 = 

p*a + q'/2 - q'/p c.a 

donde 

Para isso sejam 

. * raio 2A2J<JP 

B. 
J 

. j P* = B { x , 2A2 a ) , 
o 

as'bolas de centro x
0 

e 

com j intE.-~Lro não negativo. Escro_vemos; 

\'CO f q I I (t . I 2 =L · ji'I(x) I n(x,x
0

} dp (x} 
'j =O B. ·' B. · 

]+l J 

c como a > O segue que 

Agora se -x nao portence a D. 
J 

e y pertence a B(x
0

,a} (~n tão 

.· * 2A2JaP < d(x,x} < 1\..(d(x,y) + d(y,x )) < A.t.l(x,y) + }\.Cf 
= o '·""' o 

ist.o é, d( } 2 j+l(Jp* - (J . x,y > donde; :> .. 01:1 c··,..,.n··n c;o (·1·) ,·lo ;1<"'m"" --- ~ ~"'- •• !;'-' .• '-' .- LC< 

11 e a hipótese do que a < 1, temos d (x,y) > O para b;do intcd. 

ro j, não negativo. Logo para x não [K:'!rt·.encc:>.ntc:~ c-~ Bj C'':rr·-:·;e . 

H(x) 

ou ainda., 

- lim /X k 6 (x,y)a(yfdp(y) 
.S-+0 

-f k(x,y)a{y)dp(y) 
X 
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M{x) = f (k (x,y) - k {x, x
0

)) a(y) dp (y) 
X 

para quase todo x, pois pela dcfiniç~o de a(y) 

f 
X 

k(x,x )a(y)dlJ(y) =O o 

Observemos também que se x nao pertence a B. e y pertence à bo
J 

la B(x ,a) 
o então d(x,x ) 

o > 2 1-e d(y X ) 
I 0 Com efeito, 

. * . * d(x,x
0

) > 2A2JaP ~ 2A2Jd(y,x
0

)P 

como 

· 1 e e p* < 1-e, segue que d(x,x ) > 2A2Jd(y,x ) - pois d(y,x 0 )~1, o . o 
. 1-8 

o que p:r..9va que d(x,x
0

) > 2 d(y,x
0

) ·para todo inteiro j não 

negativo. 

Portanto a condição (iv) da definição 7 nos dá, 

IH(x) I .:'S_ c.J d(y,x )Ed(x,x )-l- s/(J.-e) !a(y) !dp(y) 
·- B (xo,a) o o 

Da definição de (p,2) átomo e d(y,x
0

) <a ter;los que 

c obtemos 

(1.6) cr' f !:CI(x) 1~ d:J(x) < 
Bj+f" Bj 

c. 2 j(l-q'-q's/(l-8))ap*{l-q'-q'r:::/(l-O))+ q 1 (c+ 1··· 1/p) 

Lembrando que_ p* = (E + 1/2) /(r::/(1-0) + 1 ·- l/q 1
) re::;ul.ta 

p*(l - q• - q'e/(1-0)) + q' (s + 1 - 1/p) -·· q' {1/2 - 1/p). Sllbsti-

tuindo em (1.6) e a seguir (1.6) em (1.5) v0m que 
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< p*a + q'/2- q'/p \oo 2 j(a + 1- q'- q'c/(1-8)) 
r 2 c .a L..j=O 

Pelo lHma 11 temos que a + 1 - q' - q'E/(1--0) < O e portanto a 

série \~ 2j (a+ l- q'-q'e/(l-e)) é convergente, c conclui 
L..J""O 

mos que 

( 1. 7} 
• p *Cl + q I /2 ~ q I /p r

2 
5_ c.cr 

De (1.4) e (1.7) tem-se que (1.2} se ver1fica. 

Para provarmos (1.3} observamos que pelas condições (1.1) e 

(1.2), H(x) é absolutamente integrável. 

a função característica sobre a bola B (x ,R). 
o 

Como H(x) é integrãvel, podemos escrever 

f I-1(x}dP(x) == lim f XR(x)Ka(x)d:U(x) == lim f a(x)K*(XR) (x)dll(X). 
X R-Hx> X . R-~-oo X 

Como a(y) tem suporte limitado, pela condição (v) da definição 7 

t.er:~os que 

J H(x)dp(x} = c.f a(x}d~(x) ""O 
X X 

o que prova (1.3) e conclui a demonstração da partf:! (i} do tcore 

ma. 

A demonstração da parte (i i} é anáioçra ~i. demo11:>t:x::::..ç:~o da 

parte (ii) do teorema 2, e portanto de.ixamos do faze--Ll. 

TeoJ.'ema 9. Seja o < p < 1 
= 

sa t::is fazGndo 

1/p < (1/2 - p*/q'}/(1-p*) e seja M(x) uma funç~o m2nsur5vel 

satisfazendo as condiçõe_s (1.1}, {1.2} e (l.J) da pd7:1">: (1) do 
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teorema 8. Então para toda função rp pert.cncente à Lip ( 1/p - 1) 

a função M(x) (x) é absolutamente integrãvel em X. Além disso o 

funcional linear 

FM(~} = f M(x)~{x)du(x} 
X 

está bem definido e é.limitado em Lip(l/p- 1). 

Demonstração: Segue os mesmos pa;:wos da demonstração do 

teorema 3o~ Sejam Bj "" B (x
0

,bj,J) com b > 1, cr < 1 ·e j inteiro 

não negativo. ~onvencionamos n_1 = ~ Seja $ uma função perte~ 

cente a Lip(l/p - 1) satisfazendo ITE(x . cr) {<f>) =. O. Escrevemos, 1 

o' 

( 1. 8) f I H ( x) I I$ ( x) I du ( x) 
X 

= r; =O f 1 M , x, 1 14> < x, 1 d u < x, 
B. B. l 

J J-

P~las desigualdades de H(Hder c Hinkcrvrski obtemos 

f IH(x) li rp (x) jdu (x) < 
I3 .~B .. 1 

J J-

( f jM(x) lq 
1 

dp (x)) l/q 
1 

(<f I <P (x) -m .. lqdf.l (x)) 1 /q+ lm. I f.l (13 .)l/q) 
B .... B. . B. J · J J 

J J-l J 

onde m. = IrE ($). 
J j 

Da definição de. I I <P I I Lip ( l/p _ l) 

resulta que 

e aplicando o lema a 

(1.9) f IN(x) jjcp{x} jdp(x) < 
B.---13. 

1 J J-

rn. 
J 

q I 1/q I j l/p -]. +1/q 
(f jH(x)j du(x)) .c.ll<t>llr· (lj~-l)(bcr) ·· 

B .-B. ..J.p p 
J J-l 
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Agora, levando em conta quC'~ a > O temos p;<.ra j .?'= 1 a inte-

gral que aparece no segundo membro de { 1. 9} é majorada por 

donde pela condição {1.2) de .M(x) resulta qLJe ela fica majorada 

por -ja/c1 1 1/2 - 1/TJ - a/q 1 (1-p*} c .b .cr • Para j =O, pela con-

dição (1.1} de .N(x} temos 

(f j I,l( x) I q I d\.l ( x) ) 1/q I < ,.1/2 - 1/p c.v 
Bo 

e como p* < 1, a> O, .cr ~ 1 segue que 

<f jM(x) lq 1 
d\.l (x)) 1/q

1 
< c.a 112 --l/p -a/q

1 
(1-p*) 

B o 

que vem ser a mesma estimativa do caso j > 1. Entâ.o temos que 

f jn(x)!I<P<x>ldJJ(x) < 
X 

(1/2 -1/q' -a/q 1 (1-p*))ll.l' ·\'·X) bj(1/p-1/q 1 -a/q 1
) 

c· 0 
<f> I Lip ( l/p-1) Lj"'-'0 · 

Do lema 11 tem-se que a > q' /p - 1, o qu:~ implica a d(~Si']ualda-

de 1/p - 1/q I - "'/q I < o f 
\~ bj ( 1/p -1/q I -a/q I) 

e port.:mt:o concl\.ürnos r~ue a sé:r.::i.;3 

LJ ===O 
... t . e ccnvcx(y:-n _c po.ts b > 1. J:...i.nda pC:;-

lo lema 11 a < (q'/2 - 1)/(1-p*) 
. ~ 

o que nos da ccJ.JO c:.:.mse-

,.., 1/2 ··1/q. 1 -·c~/q' ( 1·-p .~<) quência 1/2 1/q' - a/q 1 
( 1-p *) > O e cl.2.Í v 

menor ou igual a um pois a < 1. 

Segue que pu.ra O < p :S 1 e. s a tis fa~~;cndo a ._::.,~":i. quu.ldade 

1/p < ( 1/2 - p * /q 1 
) I ( 1·-p *) temos 
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fx IM(x) II~Cx) ldlJ(X) ~ c.II1>11Lip(1/p- 1) 

.. 
onde c e uma cons tan·te positiva finita que indepc•ndc de a. 

Se 1jJ é uma função qualquer do espaço Lip.( 1/p ,_ 1) , prova

se como no teorema 3 que M(x) tjJ (x) é abf;olutamcnte integrável e 

que FM(if) está bem definido c é 1imitéldo em D·i!J (1/p - J.),. o 

que conclui ~ demonstração do teorema 9. 

Teorema 10. Seja M(x) uma função satisfazendo as condições 

do teorema 8. Então temos que, 

(i) existe uraa sequência { an} de (p, 2) 5. tomos e urna se-

quência o. } 
n 

de números reais satisfazendo ~c, 

·tal que H(x) = \'oo À a ( x) , onde C é uma C()ns tante füü ta Ln=l n n 

que independe de H{:x) • 

(ii) Para toda iP pertencente ao espaço L1>p(1/p -1), .o 

funcional F' de f.i.nido no tE~orema. 8 sat.is faz, 
N 

f a
11 

(X) lp ( X) d lJ ( X) 
X 

Demonstração~· Vamos provar o teorema no c<:::_c.;o em que .t--1 (x) 

satisfaz (1.1), (1.2) e (1.3) com a < 1 do teorema 8. O outro 

caso conforme foi observado no final do teorer:<l 3, foi p.:')Vado 

em [ 9 J • 
,. ..., t •' ·'• ;1 :.. I 1 1) ', ., :; C. 'l ctS c:on.';) u .. (\ ces ~e \ -~. '-'·'-•P··· ,_1.1 .. o 

ro não negat.i vo e convencionc.~mos o. 
J I 
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j ~ O , o con j un to B .~ B. 
1

• 
J J --

Seja 

Xn. 
J 

( 1. 

a função característica sobr·e D .• 
J 

e 

Então 

Obse:~:vamos que se ·sj(x) == (H(x) -Hj)x
0

.(x) resulta que os s~ 

s. (:x) estão contidos nas botas B (x ,bjcr) o,_ ara ca-
J o -portes das 

da j > o 
~ 

e que também f s . ( x) dp ( x) = O • 
J . 

Denotemos para ca-

da j > o 
~...::::: 

Então a-s funções 

X 

1 
a. (x) definidas por 

'J 
s. (x) 

J 

1 
= y. a.{x) sao 

J J 

(p,q') átomos. Hostremos que as y. ~:;ao tais que· 
. J I j :::.o I Y j I P ~ cl 

onde c
1 

é uma constante positiva finita que independc de M (x) . 

Pela desigualdade de Minlcor,,,ski tem-se: 

Agora da definição de H. e pela d1i:!;>iguv.ldade de HõlcL~r temos 
J 

donde, 

e 

-1 f IM. I < ldD.) 
J J 

I H ( x) I d!J ( x) < 
Dj 

1 1/ q I 1/q I 
l-!(Dj)- l-!(Dj). q <f ln(:x) I d~l(x)) 

D. 
J 

li sj llq, 2. (f q' 1/y' 
< lr.t(x)j d~1(x)) · 
··- D. 

J 

lls 0 llq' 2. (f q' 1/q' < IN(:{) I d!l (x)) 
-·· 

B 
o 

I'':'.ra j > o 
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Estimemos 
I 1/ I 

<f jM(x) lq du{x))" q • Como a> O temos qu~ 
D. 

J 
I 1' i . 1 I I I 1 I 

<f jH(x) lq du(x)). ,q ~(bJ- o)-a q <f jii(x) lq d(x,x
0

)adu(x)) /q 
D. D. 

J J 

donde pela condição (1.2) de I·1(x} resulta, 

(f IM (x) I q • du (x)) 1/q '-~ c .b -ja/q I .aP *c~/q I +1/2 -1/p -a/q I 
D. . 

J 

Portanto para j > O temos, 

jyjlp< c.bj(-~/q 1 +1/p -l/q 1 )p.crp(l/2 :-1/q' -a/q 1 (1-p*)} 

enquanto que para j = O, lembrando que q 1 > 2, t.emos 

Pelo lema 11 ~ 1/p - "'/q 1 
- 1/q 1 < O e .l/2 - l/q 1 

- a/q' (1-p*)>O 

\ooJ •. ·.:..-·
1 

bjp ( 1/p -·a/q 
1 

-1/c!') decorrendo que a s(~rie L conv(~rge e 

que 
1/2 -1/q 1 -o./q 1 (1-p*) 

1 a . < pois a < 1. Ent~o concluímos 

que \co j j p < C 
Lj=O y j ~"' 1 ' on~e C 

1 
é urna cons t.:>.n te fini f.:.a. que i~ 

- ~00 depende de H ( x) • ~'los ·tramas en.tao que ) 
Lj"-=0 

Loo I lp com ._0 y. ~ c 1 • 
J·- J --

Provemos agora que 

('() - 2 L y a. (x), onde os 
j=O j J 

\'(<) 

LJ' ::::0 :MJ. Xn . ( x) 
J 

a ~(x) 
J 

sao 

s . {~c) = 
J 

00 1 . 
\ . o'( . a . ( x) 
Ly:. J J 

S<~ c-~G(!rc;'\;re. 

e os y. 
J 

s .J. tis 

fazem 
co - p 

Lj=O l Y j l ~ c
2

. , sen<lo c
2 

uma. const.:::.nt.e finita qu.e in--

depende de M(x) • 

Seja {tj} a sequ~ncia definida por 
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( 1.11) .L. = f '-• 
J x~n. 

J-1 

.H(x)<.lp (x) I j ~ o 

Notemos que da condição (1.3) resulta t =f !1(x)d]J(X) -··o. •ram-
'J X 

bém, da definição dos t. obtemos 
J 

t. - tj+l = f M(x) dp (x) 
J D. 

J 

Portanto tem-se que 

r;=o H.X
0 

(x) \tD -1 = J.l (D . ) ( 1:. • 
J j j::c"Q J J 

e daí como t
0 

= O, temos 

- ].l(Dj).Mj 

tj+l) XD. (x) -
J 

\co \co -1x -1 
L'-O H. D (X) = L'-1 t.(]J(D.) D (x) - ].l(D_._l) ·xD (x)) 
J- J . JJ-· J J . J J'.-1 

Seja v. (x') 
J 

J J 

a funç?.~o de f~.nida por 

V • ( X) = t: . ( l-1 ( D . ) - J. X D ( X) - li ( D . -l ) -l X D ( X) ) 
J J J j J j-1 

•remos que JX vj(x)dl-l(x) =O e além disso.os suporte~; da;:;> f\m-

çoes v. (x) 
J 

finindo y. 
J 

estão cori tidos nas bola~:.; B 'x b:;a) 
' o' 

con-..o sendo 

y . = ].l (13 . ) 1/p 
J J 

. I 

l/ri '"'!llv. I I J' q' 

para CD.da j. 

entãa as f~~ções 
2 

a. (x) 
J 

dt: finidas por ( ) -· • 2 ( ·r\ v. x y..: a. ; .. , 
J .J J 

(p,q ') átomos. 

.. 

De·-

sao 

Mostremos que , onde c:: . ., r: urttlJ. c,~>r~.~5 t:;:i.!1 te 
<-

finita que indepcmde de H(x). Pela ô::si<;uai.d;l.c:e dn :1j_·1k0\'Jski 

temos 

I t I { ( D ) 1/q I < C. . 1 11 . 
J ' J 
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Agora como b > b
1
/b

2 
, conforme foi visto na demon;stração do 

teorema 4, temos > c.~(B.), donde 
'= J 

De ( 1.11) temos 

I t ·I J 
a/q' -a/q' < f jH(x) jd(x,x

0
) d(x,x

0
) .d~(x) 

X-B. l J -- .. 

e aplicando a desigualdade de HcHder vem que I t. I é majorado por 
J . . 

(f I M(x) lq 
1 

d (x, x ) adll (x)) l/q' (f d (x, x )at(q' -J)dll (x)) (q 
1 

-l) /q' 
X. . o x~B. 1 o . 

J-

Pela condição (1.2) de H(x) f~ levando em conta que à/(q 1 -l)> O, 

obtemos 

l t.l <· c.bj(l -a/q 1 -l/q 1
) .cr3/2 -:1/p -1/q' -c~/q

1 (1-pk) 
J = 

Portanto temos que 

jy .1P ~ c.bjp(J./p -l/q 1 ·-o,/q 1
) .crp(l/2 -·1/q' -c:t/q 1 (1-p·k)) 

J --

donde se conclui pelo lema 11 que 
\00 - p 
Lj=O hj I 

uma constante finita c1ue indepcnde de H(x). 

Então de (1.10) temos N(x)::::\c:' 0 s.(x)+~~ 0 v.(x)=\~ ...,\.a.(x) 
LJ= J LJ= J LJ=ll J J 

onde os À. são tais que \~ _
0 

I/,. I P ~- C , co::a C urc1a constant:.:.; fi-
J LJ- J ·-

riita_que não depende de lvi(x) e os a:j(x) são (]?,q') átornos e 

portanto (p,2) átomos pois q' > 2, o qu(~ demonst:.ra a p.::u~t~cdi) 

do teorema. 

Provemos (ii). Seja cp pe1.·tencente a Lz>p(l/p ~ l). Como 

pois p ~ 1 e o func.i .. oDal 

F é limitado em norma por: um, a série a. 
J 
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De (1.10) e (1.11) temos que 

\~_ 0 s.{x) +Lr:'_
0 

v.(x) ==H(x)XB (x) +t+Jp(D )-
1 x

0 
(x) 

LJ- J J-- . J m m . m m 

I1ultiplicando por (x) e integrando em X obtemos 

\m f 
Lj=O Àj 

X 
a. (x) q; (x) dp (x) 

J 
=f M(x)~(x)du(x) 

Bm 

t (D ) -l j. 
m+lu m cj> (x) du (x) 

D m 

+ 

Como, pelo teorema .9 M ( x) cj> (x) é absolutamente in l:egráve 1, to-

mando o limite para m tendendo ao infinito resulta 

.Logo, para provarmos a parte (ii) do teorema dz~''emos mo~~trar. 

. -1 f que ll.m ( t +llt (D ) <P ( x) c1].1 (x)) = O • Agora, 
m m D m+oo 

m 

ou tnmbém, levando em conta que 11 (D ) > c 11 (D ) 
r- m •r- m o segundo 

membro da desigualdade fica majorado por 

Portanto, aplical').do a desigualdade d ... : Hôlder e cr:>n~:>i.d(;;r:::ildo a 

dcfinicão de li A-j I ' . "' Lip(l/p ·-1) 
resu.lt:a quo a -·· e:(-:;> ~ct:.~ ~> s a t) fi-

ca majorada por 
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Pelo lema 2 levando em conta quo !H (cb) :::.~ o . B ' temos q1~c o se-
o 

gundo membro da desigualdade fica rnajorado por 

I t 111 I I -1) (bmcr) 1/!? -1 c· .m+l q, Lip ( 1/p 

se p < 1 e majorado por 

se p = 1. Agora da primeira parte da demonstração do teorema 

jtm+ll ;s, c.b<m+l) (1-a/ql -1/q') .cr3/2 -1/p -1/q' --a/q' (1-p*) 

que substi tuido na majoraçF.io quando p < 1 nos dá 

<P(x)dJ..!(x)l < 

C .brn ( 1/p-Ci./q I -J./q I) 11611 - ' . -.-l) .Cí l/2_.-1/q r -c:/g I ( 1-p *) 
' L:tp ( 1/p 

enqu.an to que para p ::.-:: 1 temos 

Como por hip5tcse O < p ~- 1 c satü:;fa.z a co:n,·u.çao 

1/p < (1/2- p*/q')/(1-·;)*) temos pelo .l.err'.a 11 que se verif.L-· 

cam 1/p -o:/q' -1/q' < O e 1/2 - 1/q 1 -·0;/q' { 1·-p *) > O , don.de 

,..,.1/2 -l/q 1 -o./q' (1-p*) , .. ·L 
v , poi~> (J < 1 e dai· t~nto para 

p < 1 como pa.ra p = 1 tomando o limj_ t:•:! qt:t<lnclo 1:, i:.endc; ç~o .i.n 

-1 
finito, tm+l lJ(Dm) f ÇJ(x)dp(x) tcn.óD par-0. ::-:~~1~0, o qu.~ 

D 
T:1 

prova a pa:r.:te (.i.i) do teorema .. 

Definição 8. Seja k (:x,y) u.m nÍlC1eo :i.J·li::egr.-:11 si.nqular "f.ra 
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camente forte modificado" c seja qJ urrv:l funçi.i.o pr:~rteacente a 

Lip(l/p - 1), onde O < p ~ l e -satisfc:l.Z a d(.:~:;igualdade 

1/p < (1/2 - p*/q')/(1-p*}. B a bola de centro x c raio a 
o 

a 2:, 1. Definimos para y C:!nl B a funç~~o 

lim 
n-+O 

f 
B(x

0
,2Acr) 

k (X 1 y) ~~ (X) dlJ ( :<) n 

como 

onde o limite é o limite fraco L2 em B, e k (x,y) como na defi
n 

nição 7. 

-# 
A existência de KB q) (y) prova-se com um :raciocínio análo-

- - # . .. 
go ao d-a prova da existencia de KB(Ij>) (y) que foi feita no cap].-

tulo II. 

Os lemas que se segu(2:m podem s.~:r:em provados seguindo os 

passos dos lemas correspondentes do c.~~.pítulo II. 

L 12 c 'J. anl B - ·s r r: ) e B - I3 (r ) em a . • ,) c 1-- - , .., 1 , T 1 - -. 2 -· ~~ 2 , T2 tais que 

~ > Tl > 1, e H1 contida em B2 • Ent3o para quase todo y em 

n1 e para q, perte.ncente a. Lip ( 1/p - 1) temos que 

--H 
K~ ( 1J) {y) 

·-'2 

Em consequ~ncia do lema 12 fica bem ~8finida co::no 

quase sempre em B. 

Lema 13. Seja q, pertencente a Lip(l/v - 1) ccr:1 O < p < 1 .. :.:;:::: 

satisfazendo 1/p < (1/2 -· p*/q')/(1-p*) •. S·é]ja k(x,y) um núcleo 

integral singular "fracan:cnte forte modif.i.cado". Ent~~.o se y pc:c-

tence ~bola B(x ,a) com O < cr < 1 
o 

temos quo 
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J * jk(x,y) - k(xf.x) i iç,{x) idJJ(X) 
X-B (x f 2AcrP } 0 

o 

< 
= 

c.d(y,xo>E<il<t>l iLip(l/p -1) {2Acrp*>l/p -1 """E/(1-e) + 

Lema 14. Seja ó uma f:u.11.ção pe:rtencente a Lip(l/p - 1) e 

B = B (x
0

,-r), O < T ~ 1. Então para quase todo y em B temos 

f P* (k (xfy) - k (x,x
0

)) rp (x) dJJ_(x) + C 
x~B (x , 2Av 

o 
2 onde o limite é o limite fraco L em B e c e uma cons t.an te fini-

ta que dependo apenas de T e cp -na o dependc'!ndo de y. 

Lema 15. 

Teor>ema 11. Seja k(xfy) um nt'wleo integral singular "fra·-

carnente forte modific:ado" e seja pertencEm te a Lip ( 1/p - 1) f 

com O < p ~ 1 satisfaz,~ndo 1/p < (1/2 - P*/q 1 )./(l·-P~~). Então 

exist.c constant.e finita c tal que 

. -# 
IIK' (tP) IIL:i.p(l/p -l) <c. i I4>11Lip(l/p -l) 

De mona tr>ação: Varr.os demons t1::-ar o teor:.::;r,:a pa D.:. bol.:1s com 

raio menor ou igual à um, pois no ou·tro ca::;o a d:.;l;:cn:..;t:raç:iio é :1 

niloga a do teorema 5. Seja portanto- B ura bola em X de raio 

T ~ 1 e B
1 

a bola de In(~smo centro que B c: r·aio 
o;'~ 

2A 't' • sc~ja Q 

pertencente a Lip (1/p - 1) ·tal qu;~ m fo~,, -O. 
B '' 1 
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Temos que 

(1.12) 
1 -# -Jl 2 1/2 

(~.t(B)- f jK (rp)(y)- ~(K'-r(<p))j d~l{y)) 
B 

< 
-:-= 

Agora, existe função g(y) pertencente a L 2 (B,~) com j jgj 12 = 1 

tal que 

-# 
Substituindo K. (~) pela expressao do lema 14 com C - O, temQs 

(1.13} -# 2 1/2 
<f li\ <4l> <y> I dlJ <Y> > 

B 

lim_f 
n-)·O B 

g(y) <f k (x,y)<j)(x)d)l(x))d~(y} 
B n 

1 

.f g(y}(f (k(x,y) ·- k(x,x )}4:{x)d~(x))dll(Y) 
B X-B 0 

1 

+ 

:::: I + I 
1 ·2 

Trocando a ordem de integraç~o em r 1 temos pela condiç~o (iii) 

da definição 7 que 

ou seja, 

r 1 =f Kg(x)~(x)d~(x) 

Bl 

. r
1 

= f Kg(x) (r:p{x) - mB {<j)) )d~(x) 

Bl 1 

pois r:.13
1 

(<j)) = O. Pela desiqualdade d8 HC)ldsr obtemos 

donde da definição de llct>IILip(l/p ·-l) e condição (ii) da defi

nição 7 resulta 
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I I I li li (B ) 11P - llq I 1 ,;. c •. <f> Lip'( 1lp -1) p 1 

Estimemos r 2
, Pelo lema 13 c levando em conta que Inu (<P) = O 

1 
temos, 

ou seja, como y pertence a B(x
0

1 T) 

I I t I I · , I · llp -1 ~e: 1 < 1 e) 1 2 :S C.T .91 Lip(llp-1)~-t(Bl) . ... f lg(y) jdjJ(y) 
B 

Pela desigualdade qe Schv1arz resulta 

isto é, 

I I I li o*(llp -1 -sl(l-8))+ e: +112 1 2 .~ c. I <I> Lip ( 1lp-1) . 1" 

Substituindo e: + 112 em termos de p* obtemos 

I I li ' I (B ) 1lp - 1/q I 1 2 ~c. ~I Lip(l/p -l)ll 1 

Agora como 1/p < ( 112 ·- p * lq' ) I ( 1·-·p *) tnrws que 

11 11 2 < *(li 11 ') d d 1/p -1/2 > p*(l/r) -.l/ai') p - p p - q , on e T ~-~ T 

pois 1:,;,. 1. De (1.1) do capítulo I temos a;:; desigualdades 

Port-.anto r 1 e r
2 

tem amesma majoração qtk'! vern o. :Y:r 

I I"' I I <n > llp -- 112 c. 'I' I.i.p {llp -1) ]J 

Substituindo esta estirnativa em (1.13) e (1.13) em (1..12) t:on'OS 
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< = 

c. I I <I> li Lip ( 1/p -1) p (D) 1/p - 1 

Da observação inicial ternos que K# ( <j>) pertence ao espaço 

-# 
Lip(l/p - 1) c IIK (rp) j ILip(l/p -l) < c.jlcp IILip(l/p -1) r 

o que demonstra o teorema. 

Observamos í]Ue se <fll ·e cp 2 pertencem a Lip ( 1/p - 1) e sao 

tais que <1> 1 - <P 2 = constante,· então pelo lema 15 resul·t.a 

-# 
K (<J> 1 - <t> 2 > =constante. 

Definindo K~ (<j>} como a classe de todas as funções em X 

que diferem de i(# (<j>) por uma constante, pelo que foi provado no 

teorema 11· temos : 

Teorema 12. Nas condições d') teorema 11 se ~ pertence a 

Dip (1/p - 1) 
-·· -# -entao K (<j>) pertence a Lip(l/p- 1) ~Além disso, 

existe constante c finita tal que 

Dema 16. 
2 

Seja a(x) uma função per·tencente a L (X,p) com 

supo~te numa bola B (x
0

, 1:), T ~ l, satisfa~cndo f a(x)d~(x) = O. 
X 

Seja k~x,y) um núcleo integral sinqular "fracal7:<.:~nte forte medi-

ficado''. Então para toda (j) pertencen·te a Lip ( 1/p - L) t:smo:..:; que 

< K(a) 
-u --

, ~ > = < a , K (ip)>. 

Demonstração: Análo9a à do lema 7 do capítu1o TI. 
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Teorema 13. ~eja k(x,y) um núcleo integral singular 11 fra-

camente forte modificado" é seja O < p -~ 1 satisfazendo a de

sigualdade 1/p < (l/2 - p*/~')/(1-p*). Seja f pertencente a HP, 

isto é, c os a. s~o (p,2) 
l. 

átomos. Então o op~rac1or Kf = I~=l ;\iK(ai) está bem definido 

e além disso K é linear e exlste uma constzu'"l+:c c finita inde-

pendente de f tal que, 

Demonstração: A demonstração é feita de modo análogo a de

mons tra.ç.iio do teorema ·7 •· 

Comentário : Observamos que os resultados para os operadó-

res integrais singulares "f.~·:acament.:J fortes" c:.b tidos no capít.u-

lo II u.inda perma't"lecem válidos se considero.nos uma nova versao 

para os rc feridos operadores. Em am!.Jos os casos temos a limita--·-

çao em Hp com a di ferençá de que os conjuntos de va lorcs de p 

nao é o mesmo de um caso para outró .: Vamos VQ:ci ficar a seguir 

que o conjunto dos O < p :S 1 em que temos a limitaç&o do ope-

radar integral singular "fracamente forte 11 n -en rr·· conb}í;1 o con-

junto dos O < p .. 'S 1 para os quai.s a nova ve1.são do c,pera.dor 

é limitado em Hp. Para isto bast<:t c\)servan.,c-; que; se~ su:)~;tituiE 

mos p e p* respectivamente em 1/p < (1/q - p/2)/(1-p) c 

1/p ~ ( 1/2 - p * /q I ) I ( 1-p *) temos: 

1/p < 1/2 +r (s/(l-0) + 1/2)/(E:/(1-e)+ y- c)) 

e 1/p < 1/2 + y (s + 1/2)/(E/(1-G) +r -E)) 
do que segue a nossa afirmação pois O < 8 < 1. 
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