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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é formalizar a teoria local das variedades infinito
dimensionais e estudar a geometria/topologia no caso em que a curvatura
seccional seja limitada por duas constantes positivas, comparando-se com ©
caso finito dimensional e enfatizando as diferengas. A teoria local jd era co-
nhecida desde 1960, e por isso nds apresentamos, sem muitos detalhes, alguns
resultados tais como a existéncia e unicidade da conexdo de Levi Civita, lema
de Gauss e a existéncia de vizinhancas convexas. Porém, nés provamos que o
critério de tensorialidade nao é verificado em dimensao infinita e introduzimos
uma classe, que nds chamamos de C*-fracamente continua, cujo critério é
verificado.

Quando queremos estudar as propriedades globais, o fato da variedade
ser completa é fundamental, como no caso finito dimensional, mas como o
teorema de Hopf-Rinow nem sempre € verificado nao temos a equivaléncia
com o fato da variedade ser geodesicamente completa. As variedades comple-
tas com curvatura seccional constate simplesmente conexas nio apresentam
as patologias anteriores e obtemos a mesma classificacio finito dimensional.
Porém, a classe das variedades completas com curvatura constante positiva é
maior do que a respectiva classe de dimensio finita. Esse fato € conseqiiéncia
do estudo dos grupos que podem atuar efetivamente e de modo propriamen-
te descontinuo, como grupo de isometrias, na esfera unitaria dos espagos
de Hilbert de dimensdo infinita. Os dois fatos basicos que justificam nossa
afirmacio sdo que cada grupo de isometrias, finito, que atua de modo pro-
priamente descontinuo na esfera euclidiana unitéria , atua tambem na esfera
unitaria de qualquer espaco de Hilbert de dimensdo infinita, com as mesmas
propriedades, e que cada grupo G sem tor¢do atua efetivamente e de modo
propriamente descontinuo como grupo de isometrias na esfera unitaria de
2(G).

O estudo das variedades completas com curvatura seccional limitada por
duas constantes positivas nos levou a estender os teoremas de comparacio
de Rauch e o teorema de Topogonov, no caso de variedades que verificam
o teorema de Hopf-Rinow. Como corolario obtemos varios resultados da
geometria Riemanniana finito dimensional tais como o teorema de Berger-
Topogonov sobre o didmetro méximo e, sobre a hipétese de que o raio de
injetividade é maior do que w7, resultados na mesma linha do teorema da
esfera cléssico.
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Abstract

The aim of this work is to formalize the local theory of infinite dimen-
sional Riemannian manifold and to study the geometry/topology when the
sectional curvature is bounded by two positive constant. We compare this
situation with the finite dimensional case and emphasize the difference. The
local theory was already developed since 1960, so we describe, briefly, the
basic facts of the theory as the existence and uniqueness of Levi Civita con-
nection, Gauss lemma and existence of convex neighborhood. However, we
proved that the fundamental theorem of tensor field is not verified and we
introduced a class, that we called C*-weakly ,for which the criterion hoids.
When we want to study the global properties, the fact that the manifold
is complete is fundamental, as in finite dimensional case, but as the Hopf-
Rinow theorem is not always verifled, completeness is not always equivalent
to geodesic completeness. These pathology is not verified by complete simply
connected manifolds with constant sectional curvature and we have the same
classification as the finite dimensional case. However, the class of infinite
dimensional manifolds of constant positive curvatura is bigger than the res-
pective class in the finite dimensional case. This fact is consequence of the
study of the groups that could acts effective and properiy discontinuosly, as
isometry group, on the unitary sphere on infinite dimensional Hilbert spaces.
The two basics facts that justify our are that any infinite dimensional Hilbert
space and any group G without torsion, acts without fixed point and properly
discontinuous, as isometry group, on the sphere in [5(G). The extension of
theorems of Rauch and Topogonov, is fundamental when we study the geo-
metry of with sectional curvature bounded by two positive constants. The
consequence are the extension of some classical result, that we have proved
in chapter 6, like of Berger-Topogonov theorem about the maximal diameter
and, when we assume that the radius of injectivity of the manifolds is at least
7, some results in the spirit of the pinching theorems.
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Introducao

As variedades infinito dimensionais aparecem de modo natural como os
dominios de definicdo dos funcionais do calculo das variacSes. Jd nos anos 50,
sabia-se que a maioria dos espacos de fungbes entre variedades diferencidveis
admnitiam uma estrutura de variedade de dimensao infinita e, em geral, as
propriedades de tais variedades refletiam propriedades do contra-dominio.
(Os casos mais interessantes sdo as variedades de secdes de Sobolev de fibra-
dos sobre variedades compactas e esta teoria foi essencialmente desenvolvida
por Palais em [30]. A importdncia destes exemplos motivaram, nos anos 60,
0 estudo da geometria/topologia diferencial das variedades infinito dimensi-
onais. O fato que a teoria local se desenvolve essencialmente como no caso
de dimensao finita ficou logo claro. As primeiras diferencas substanciais na
teoria global apareceram nos trabalhos de Grossman e McAlphin em 1965.

Grossman ¢ McAlphin produziram, veja [14] e [25], variedades completas
nas quais o teorema de Hopf-Rinow nfo ¢ verificado. Porém, Ekeland 1978,
veja [12], provou que o teorema de Hopf-Rinow nas variedades completas
vale genericamente no sentido que, dado um ponto p em uma variedade
Riemanniana completa M, de dimensdo finita ou infinita, o conjunto dos
pontos g tal que existe uma unica geodésica minimal unindo p a ¢ € denso.
O teorema de Hopf-Rinow estd relacionado ao fato de que, em dimenséio
finita, o funcional energia, definido na variedade de dimensfo infinita dos
lacos de Sobolev (de classe H'), que ligam dois pontos, verifica a condigio
{C) de Palais-Smale. A néo validade, em geral, do teorema de Hopf-Rinow
implica que o funcional energia nem sempre verifica esta condicéo, no caso
de variedade infinito dimensional. Porém, Elfason ([13]) provou que nas
variedades de secbes de Sobolev de fibrados sobre variedades compactas o
funcional energia satisfaz a condicdo (C) e, portanto, o teorema de Hopf-
Rinow € verificado.

Uma outra diferenca, que foi tratada por Grossman em [14], é que existem
dois tipos diferentes de pontos conjugados. De fato, um ponto conjugado €
um valor critico da aplicacio exponencial e, em dimensao infinita, podemos
ter pontos onde d{exp) ndo é injetivo, pontos monoconjugados, e pontos on-
de d{exp) ndo é sobrejetivo, pontos epiconjugados. Grossman construiu um
exemplo onde os pontos conjugados ao longo de uma geodésica de compri-
mento finito se acumulam, em contraste com o caso de dimensdo finita. A
existéncia de pontos epiconjugados € até agora um pouco misteriosa e, surpre-



endentemente, a existéncia de pontos epiconjugadoes, ndo-monoconjugados e
isolados nao influenciam na estabilidade das geodésicas (veja capitulo 5}. O
dnico problema de geometria global que fol tratado por Grossman, e estendi-
do ao caso infinito dimensional, fol o teorema de Hadamard: uma variedade
completa com curvatura seccional nho-positiva a aplicagio exponencial é uma
aplicacdo de recobrimento {em qualquer ponto da variedade). Este teorema
prova, em particular, que as variedades simplesmente conexas com curvatura
seccional ndo positiva admitem geodésicas minimais entre pontos distintos
quaisquer. Um outro resultado cldssico de geometria global resolvido em
1986 por Anderson, veja [2], é o teorema de Bonuet sobre o didmetro de
variedades completas com curvatura seccional X > K, > 0. Este resultado,
cuja demonstragio aparece no capitulo 4, é wma simples aplicagdo do teore-
ma de Ekeland, que nos permite fazer a mesma demonstracdo que no ¢aso
de dimenséo finita.

Sucessivamente as pesquisas em dimenséao infinita se direcionaram princi-
palmente ao estudo de exemplos concretos de variedades de dimenséo infinita,
como as variedades das se¢les de Sobolev, deixando de lado a teoria geral.
Por exemplo Misiolek, ([26]), provou que no espago dos lagos de Sobolev
Q{M) de uma variedade compacta M, a aplicacdo exponencial ¢ Fredholm
de indice zero e que ao longo de geodésicas de comprimento finito sé pode
ter um nimero finito de pontos conjugados. Os resultados de Misiolek pro-
vam que em (M) ndo acontecem as patologias descritas por Grossman e
isso confirma ainda a intuicdo de que as variedades de funcoes refletem as
propriedades do contra-dominio.

Em 1996, em um congresso em Palermo (Itdlia) M. Gromov durante uma
conferéncia cujo titulo era “Geometria em dimensio finita e infinita™ propds
o estudo de uma andlise comparativa entre o caso de dimensio finita e o caso
de dimensdo infinita, propondo algumas questdes, entre as quais a validade
do “teorema da esfera” e mais em geral o estudo da topologia das variedades
com curvatura seccional limitadas por constantes positivas. Esta proposta
foi a motivacao principal deste trabalho.

No capitulo 1, infroduzimos os conceitos basicos da teoria das varieda-
des de dimensdo infinita e a teoria local da geometria Riemanniana como
distancia, existéncia e unicidade da conexdo de Levi Civita e existéncia de
vizinhancas convexas. Estes resultados eram bem conhecidos j4 nos anos 60
e aparecem na literatura, a menos do resultado apresentado na segdo 1.6,
o qual trata do critério de tensorialidade em dimensio infinita. Damos um
exemplo onde este critério ndo vale e provamos um teorema gue garante que
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em uma classe oportuna, tal critério é verificado e que a conexfo de Levi
Civita pertence a esta classe,

No capitulo 2, estudamos os campos de Jacobi transportando a equacio
de Jacobl no espago tangente do ponto inicial da geodésica reduzindo-a ao
estudo de uma E.D.O., tipo Sturm, de operadores. Este ponto de vista foi
usado por Karcher, ([17]) e permite provar uma versdo fraca do teorema de
comparagao de Rauch, no caso em que a curvatura seccional é limitada por
constantes.

No capitulo 3, consideramos o conceito de variedade completa enfatizan-
do as diferencas com o caso de dimensao finita, discutindo alguns exemplos
de Grossman. Estendemos o resultado cldssico que o grupo de isometrias de
uma variedade Riemanniana coincide com o grupo das aplicacdes gue preser-
vam a distancia e apresentamos a classificacio das variedades completas com
curvatura seccional constante. A secao 3.3 apresenta a parte mais original
deste trabalho: trata-se do estudo das a¢bes propriamente descontinuas sobre
a esfera unitaria de um espaco de Hilbert de dimensfo infinita para produ-
zir exemplos de variedades com curvatura constante. No caso de dimensio
finita, como coroldrio do teorema de Bonnet-Myers, as variedades completas
com curvatura seccional K > K, > 0 tém grupo fundamental 7; (M) finito.
No caso em que o espaco € de dimensdo infinita podemos encontrar grupos
de isometrias arbitrariamente grandes que atuam sem pontos fixos e de modo
propriamente descontinuc. Além disso, se o espaco modelo é separdvel entao
o grupo fundamental tem cardinalidade enumerdvel. O resultado principal
da se¢ac 3.3 é o seguinte.

Teorema 3.3.10 Seja G um grupo sem torcio e sejam p; < -+ < pp Primos.
Entao o grupo

H=2G@Zxn & - Ly

atua como grupo de isometrias sem pontos fixos de modo propriamente des-
contfnuo na esfera unitiria do espaco de Hilbert [o(G).

Ainda na seg@o 3.3, apresentaremos também condicées necessarias a fim
de que os grupos finitos possam atuar sem pontos fixos, provando que 0s gru-
pos que contém subgrupos do tipo Z, & Z,, com M DC{m,n) # 1 néo podem
atuar sem pontos fixos linearmente. Tais condigOes se encaixam nas classi-
ficagdes dos subgrupos do grupo O(n) que atuam de maneira propriamente
descontinua sem pontos fixos.
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No capitulo 4, apresentamos as férmulas de variagdes da Energia e do
Comprimento e estudamos algumas aplicacdes como o teorema de Bonnet
([21), e alguns exemplos de Grossman, comparando-o0s com ¢ caso de dimensio
finita.

No capitulo 5, estudamos os pontos criticos da aplicagdo exponencial ao
longo de geodésicas que, como comentamos anteriormente, sao de dois tipos:
epiconjugados e monoconjugados. A distribuicio de tais pontos difere muito
do caso de dimensao finita e nds construimos um exemplo onde os pontos
focais se acumulam ao longo de uma geodésica de comprimento finito. O
resultado principal é o Lema do indice, na sua generalidade, que nos permi-
te estender os teoremas de comparacio de Rauch que sdo os instrumentos
béasicos para estudar a geometria/topologia das variedades com curvatura
seccional Hmitada por duas constantes.

No capitulo 6, apresentamos algumas aplica¢oes dos teoremas de Rauch e
do teorema de Topogonov na classe das variedades onde o teorema de Hopf-
Rinow é verificado. Apresentamos também dois teoremas do tipo Teorema
da esfera, assumindo que o raio de injetividade seja maior que 7: um usando
somente ¢ teorema de Rauch cladssico, com “piching” ~ % e outro na classe
das variedades que verificam o teorema de Hopf-Rinow, com “pinching” %

Existem muitos problemas nesta drea, mas ainda ndo sdo claras todas as
diferencas, entre o caso de dimensao finita e infinita quando queremos estudar
as propriedades globais. Neste trabalho nds provamos que existem diferencas
mas ainda ndo esta claro por exemplo, se é possivel provar o teorema da
esfera no seu enunciado mais geral. Lembramos por fim que sendo a esfera
de dimensdo infinita contratil teriamos, em caso de resposta positiva, que
as variedades completas, simplesmente conexas, com “pinching” de }1— S80
contrateis.
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Capitulo 1

Variedades Riemannianas: a
Teoria Local

1.1 Variedades diferenciaveis

Seja H um espaco de Banach e seja M um espaco topoldgico. Uma es-
trutura diferenciavel de classe C* em M, modelada em H, é uma familia
D= {(Ui;¢:),1 € I} onde:

(1) U; é um aberto de H, ¢;(U;) é um aberto de M e M = |J,.; :{Us);

{2) cada ¢; : U; — M é um homeomorfismo sobre o aberto ¢;(U;) e, para
cada 4,7 € I com ¢;(U;) M ¢;(U;) # 0, as aplicagdes ¢; ' o ¢; sdo de
classe C*;

(3) D é maximal em relacio as condicles acima.

O par (U;, ¢;) ¢ chamado sistema de coordenadas (ou carta local) de M e se
p € ¢;(U;) nés diremos que o par {U;, ¢;) é um sistema de coordenadas {(ou
carta local) de M em p. O espaco modelo H, sendo Banach, é metrizavel;
uma aplicagio do teorema de A. Stone e Y. Smirnov, veja [28], prova que M
é metrizavel se e somente se M é paracompacta e Hausdorff. Isso justifica a
seguinte defini¢fo.

Defini¢dao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de classe C* modelada em H,
é uma par (M, D), onde:



1. M é um espaco topoldgico de Hausdorff e paracompucto,
2. D é uma estrutura diferencidvel de classe CF¥, modelada em H.

Além disso, se H é um espacgo de Hilbert entdao diremos que M é uma va-
riedade Hilbertiana {ou de Hilbert) de classe C*.

Observacao 1.1.2. Neste trabalho assumiremos, geralmente, que k& =
e quando o contexto for claro, nds nos referimos a M simplesmente como
variedade diferencidvel {Hilbertiana) ou variedade.

Podemos definir, como no caso cldssico, o conceito de funcdes diferencia-
vels entre variedades diferencidveis e o conceito de difeomorfismo. Isso nos
permite definir o espaco tangente de M em p € M, T,M, como classes de
equivaléncia de curvas diferencidvels que passam por p. Usando as cartas
locais de M em p podemos transportar em 7p,M uma estrutura de espaco
vetorial topoldgico, induzida por uma estrutura de Banach ([23]). Com a
nocao de espago tangente podemos estender, como no caso de dimensdo finita,
a nogao de diferencial de uma aplicacao diferencidvel.

Agora, dada M variedade diferencidvel de classe C*, k& > 1, modelada
em H, definimos o fibrado tangente TM como a unido disjunta dos espagos
tangentes 7,M. Nota-se que temos uma projecao

7T M~ M

que manda T,M em p e é facil ver que TM tem uma estrutura natural de
variedade diferencidvel de classe C*~!, modelada em H x H, de modo que
(TM,7, M) é um fibrado vetorial ([23]) e os diferenciais das cartas sio de
classe C*~1. As secdes de classe C*~! deste fibrado s&o os campos vetoriais de
M, que nés denotaremos por H(A ), e este conjunto admite umna estrutura de
espago vetorial real e de médulo sobre o anel F(M) das fungdes diferencidveis
com valores reais. Uma diferenca entre o caso de dimensdo finita e infinita ¢
que se o espaco modelo H é um espago de Hilbert de dimenséo infinita, sendo
GL(H) contratil ([20]), o fibrado tangente TM ¢ sempre trivial.

1.2 Subvariedades, imersoes e mergulhos



Seja (M, D) uma variedade diferencidvel de classe C* e seja N C M.
Assumimos que para cada p € N existe um sistema de coordenadas (U, ¢)
de M em p, tal que

é:HgEg XEQDV&XV&"“?IJCJM
onde V; sdo abertos dos subespacos fechados E; do espaco modelo H, e
SINNU) =V, x {a1}.

Entao diremos que N é uma subvariedade de M e € ficil ver que a familia
D = {(U;"N, ¢;), i € I} é uma estrutura diferencidvel de classe C* modelada
em E;. Como no caso de dimensao finita, os conceitos de imersao, mergulho
e submersado podem ser extendidos ao nosso caso. Porém, é conveniente
uma hipétese suplementar, que € trivialmente verificada no caso de dimenséo
finita.

Definicao 1.2.1. Para 1 = 1, 2 sejam H; espacos de Banach, M; variedades
de classe C* modeladas sobre H; e f : M, — M, uma funcio diferencigvel.

1. féumasubmersio se (df), : T,M; — Ty, M; é sobrejetora e o niicleo
é complementado em T, M;, Vp € My,

2. f é uma imersdo se (df), : TpM; — Ty Mo € injetiva e a imagem é
fechada e complementada em T My, Vp € My;

3. f é um mergulho se f é uma imersao e um homeomorfismo sobre sua
imagem (com a topologia induzida de M>).

Como no caso de dimensdo finita, veja [1], temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.2. Sejam M e N variedades diferencidveis de classe C* mo-
deladas em H; e H; respectivamente ¢ seja f : M — N uma aplicacio C*.
Dado y € N se, para cada p € f!{y), o diferencial de f no ponto p ¢ so-
brejetor e seu niicleo é complementado em T,M, entdo Z = f~'(y) é uma
subvariedade de M de classe C* e o seu espaco tangente é dado por:

T,Z = Ker(df,),
para cada p € Z.

Como no caso de dimensdo finita, a imagem de um mergulho f : M — N
é uma subvariedade de N e Ty, f(M) = df. (T, M), para todo 7 € M.
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1.3 Particoes da unidade

Particbes da unidade sdo uma das ferramentas bdsicas na teoria cléssica
das variedades diferencidveis. A existéncia de particdes da unidade de classe
C*, no caso em que H = R", depende de dois fatores: a paracompacidade
da variedade M e a existéncia de funcdes, de classe C*, nio nulas com su-
porte limitado. Um teorema de Palais, veja [1] p. 384, garante que no caso
de variedades modeladas em espaco de Banach, a existéncia de particdes da
unidade na variedade se reduz a existéncia de particdes da unidade no espago
modelo. Em 1966 R. Bonic e J. Frampton, veja [6], provaram que se o espago
de Banach é separavel a existéncia de particdes da unidade é equivalente a
existéncia de funcdes de classe C* no espaco modelo com suporte limitado.
Enfim, Wulbert, veja [33], provou que cada espago de Hilbert admite par-
tigdes da unidade de classe C'°°. A existéncia de parti¢Ses da unidade permite
provar, veja {33], o teorema de imersio de Whitney no caso de variedades
Hilbertianas.

Teorema 1.3.1. Se M é uma variedade Hilbertiana de classe C* entdo existe
um mergutho f : M -+ H de classe C* com f(M) fechado em H.

Em dimens&o infinita temos também que se M é modelada em um espaco
de Banach separdvel H entdo M ¢ difeomorfa a um aberto de H ([16]}, que
é uma outra diferenca com o caso de dimensao finita.

1.4 Derivacoes e colchete de campos vetoriais

Seja (M, D) uma variedade de classe C* modelada em H. Dada uma
funcio f: M — R e um campo vetorial X € H (M) podemos definir

p — X(p){F) = (df)o(X(p))

uma aplicacdo de classe C*~*. Agora, fixado um ponto p € M, podemos
definir, como no caso de dimensfo finita, a nocdo de derivacao. Todavia em
geral, ndo conseguimos provar, como no caso de dimensdo finita, a corres-
pondéncia bijetiva entre campos de vetores e derivagdes, a menos que H
seja reflexivo e admita uma norma de classe C* fora da origem ({1] p. 274).
Por isso ndo usaremos o conceito de derivagao, para introduzir o conceito
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de colchete entre campos vetoriais, mas uma construgido que funcione em
geral. Sejam X,Y € H(M); em coordenadas locais campos sdo aplicagbes
de abertos de H em H. Indicamos, com abuso de notacio, ainda com X, Y
estas aplicacdes. Definimos

(X Y](p) = (dY),p(X(p)) — (dX),(Y (p)).

Néo é dificil verificar, veja (23], que a defini¢do fica bem posta e que o colchete
verifica:

[X,¥],2] + [[Z,X],Y] + [¥,Z},X] = 0; id. de Jacobi
[fX.Y]= fIX.Y] - Y{f)X;
X fY]= fIXY] + X(f)Y.

Além disso, se M, N sio variedades diferencidveis e ¢ : M — N é uma
funcao diferencidvel, temos o conceito de campos ¢-relacionados, como no
caso de dimensfo finita e ¢ colchete de Lie de campos ¢-relacionados € ¢-
relacionado ao colchete de Lie ([23]).

1.5 Meétricas e conexoes Riemannianas

De agora em diante todas as variedades serdo Hilbertianas e, por simpli-
cidade, a diferenciabilidade serd de classe C*°. Lembramos, ainda, que sendo
H um espac¢o de Hilbert podemos “localizar” campos vetoriais e fungdes.

Definicao 1.5.1. Uma métrica Riemanniana em M é uma lel que associa a
cada p € M um produto escalar g(p} em T, M de modo que Vp € M, existe
uma carta local ¢ : Q € H — M tal que

(1) a aplicagio z € @ — §(2)(X,Y) := g(¢{z))(d¢, X, d¢,Y ) é uma apli-
cagdo diferencidvel de Q2 no espaco (de Banach) B, (H, H) das aplicacdes
bilineares simétricas e continuas de H;

(2) dopp : H — T, M é um isomorfismo topolégico, onde T, M é munido da
topologia associada ao produto interno g(r).

Uma variedade Riemanniana é um par constituido de uma variedade Hil-
bertiana e uma métrica Riemanniana.



Em particular, uma métrica Riemanniana define em cada 7, uma estru-
tura Hilbertiana compativel com a estrutura de H e, claramente. as condicoes
acima ndc dependem da carta local escolhida. Além disso, sendo o espaco
modelo de Hilbert, sempre existem métricas Riemannianas em variedades
Hilbertianas.

Observagao 1.5.2. Como de costume, quando nio houver ambigiiidades,
escreveremos simplesmente (£, 7) em lugar de g(p)(&. 7).

Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Dada ~ : ia,b] - M uma
curva diferencidvel de classe C!, podemos definir o comprimento de +:

e estender, tal definicdo ao caso de curvas C? por partes. Analogamente ao
caso de dimensdo finita, é facil ver que o comprimento de uma curva C* por
partes nao depende da parametrizacio escolhida. Também diremos que v é
parametrizada por ( respectivamente, proporcionalmente ao) comprimento de
arco se g{~v(t)}{(%(t), ¥(t)) = 1 (respectivamente, g(~v(t)}(5(t),¥(f)) = const).
Como podemos medir comprimento de curva, podemos definir a funcgéo d :
M x M — R que associa a cada par (p, ¢} o infimo dos comprimentos das
curvas C*! por partes que ligam os dois pontos.

Proposigdo 1.5.3. (M, d) é um espago métrico e a topologia induzida por
d é equivalente a topologia de M.

Demonstragao: obviamente d(p,¢) > 0 e a desigualdade triangular é facil-
mente verificada. Falta provar que d{(p,q) = 0 = p = ¢. O resultado serd
conseqiiéncia dos seguintes fatos.

Lema 1.5.4. Se¢ja E um espago de Banach e f : [, 0] — E uma curva de
classe C! por partes. Entéo

/ L F 2] 70) — F@) ]

Demonstragdo: A prova resume-se a usar as propriedades da integral de
Bochner e o teorema de Hahn-Banach.



Lema 1.5.5. Seja (H,{, }) um espaco de Hilbert, p € He G : U —
B,(H, H) uma aplicacio continua definida em uma vizinhanga de p com va-
lores nas aplicagOes bilineares simétricas continuas definidas positivas. Su-
ponha que G(z) define a mesma topologia que {,} em H para todo z € U.
Entéo existe r > 0 tal que G é definidaem B.(p)={z€H:z — p|[<r},
e duas constantes positivas K, L tal que

1. se ¢: a,b] ~ B,(p) é uma curva C' por partes com c{a) = p entdo

Lf Hct)[dt<fG t<Kf () ] di;

2. se ¢: [a,bl — H é uma curva de classe C' por partes com ¢{a) = p e
¢ = sup{t € [a,b] : c([a,t]) C B,(p)}, entdo

é 1
/cﬂdﬂmwxammﬁer
Demonstracgdo: [28].

Sejam ¢ # p em M e (U, ¢) um sistema de coordenadas em M de p que
nio contém ¢ e ¢(0) = p. Seja ¢ : [a,b] ~ M uma curva entre p e g. Como
M é paracompacta e Hausdorff (¢ em particular T3), podemos diminuir a
carta {U, @) de modo que ¢ leve fechados de H contidos em U em fechados
de M. Denotamos por G? a representacio da métrica em (U, ¢). Tomando
constantes K, L, r como no lema anterior temos:

b
[ueoita>on
a
e logo d(p,g) > 0. Além disso se 0 <& < r temos

Bre(p) 2 ¢(B(0)) D Bre(p),

onde B,(p) = {¢ € M : d(p,q) < s}, que implica que a topologia induzida
pela disténcia d é a mesma topologia de M. c.q.d.

Definigao 1.5.6. Uma conexao (linear) em M é uma aplicacdo R-bilinear
VH(M) x H(M) - H(M), V(X,Y):=VxY,

tal que



1. V é F(M)-linear na primeira varisvel;
2. VxfY = X(/)Y + VyY, ¥X,Y € #H(M), f € F(M).

Como temos parti¢bes da unidade sempre existem conexdes lineares. Uma
conexao € dita simétrica se

VxY - VyX = [X,Y], VX,V € H(M).

No casc em que M seja uma variedade Riemanniana diremos que uma cone-
xao é compativel com a métrica Riemanniana, se

ZIX)Y) = (V2X,Y)+ (X, V,Y), ¥X,Y,Z € H(M).

Observacgao 1.5.7. Como veremos na préxima se¢do, a F(M)-linearidade
na primeira varidvel, ndo implica, em geral, a “tensorialidade” de V na pri-
meira variavel.

Como no caso de dimensao finita, sendo { ,) compativel com a estrutura de
H, a férmuia de Koszul:

VY, 2y = XY, Z)+Y{(Z,X) - Z(X,Y)+
+<iX YJ- Z> + ([Z, X} Yﬂ) - UY Z]a }C>
nos permite provar o seguinte resultado de existéncia e unicidade.

Teorema 1.5.8. Dada uma variedade Riemanniana A{ existe uma inica
conexao siméirica e compativel com a métrica. Esta conex@o é chamada de
conexac de Levi Civita ou conexfic Riemanniana e € dada pela férmula de
Koszul.

Se nés fixamos {2, ¢) uma carta local, usando a férmula de Koszul, ob-
temos que localmente a conexfo de Levi Civita € do tipo

VxY =dY(X) + %X, Y),

onde I : Q@ — L(H,H;H) é uma aplicagio diferencidvel, chamada simbolo
de Christoffel e é definida por

20(x)(T°(2)(X,Y),2) = (dg)o(X.Y.Z) + (dg).(¥, Z,X)
— (dg).(Z,X.Y).



Note que o simbolo de Christoffel é simétrico, isto é, T9(X,Y) = I'¥(Y, X)),
que a conexao ¢ tensorial na primeira varidvel e se {V, ¢} é um ouira carta
local, para cada z € U NV temos

d(¢_1 © w}z e ?1;) = dQ(@'w} <G U}x - F¢(d(¢_1 © ¢)$7 d(¢~1 © ?_’))w)

Quando uma conexdo escreve-se na forma anterior, podemos definir o con-
ceito de derivadas de campos ao longo de aplicagdes: seja F : N — M uma
aplicagdo diferencidvel. Um campo ao longo de F é uma secdo do fibrado
induzido sobre NV, via F, do fibrado T M. Indicamos por F*(T M} tal fibrado
e por H{F*(TM))} as suas segdes diferencidveis.

Proposigao 1.5.9. Sejam M uma variedade que admite uma conexio do
tipo anterior e F : N — M um aplicacao diferencidvel. Entdo existe uma
Unica aplicaciao

Vi H(N) x H(F*(TM)) — H{F*(TM))
tal que
(1) ¥ é C*={N) linear no primeiro argumento e uma derivagao no segundo
(2) se V=Y o F,onde Y € H(M) entédo

VxV(p) = Vigryxo Y (F(p)).

Além disso, se V é a conex@o de Levi Civita, para cada XY € H(N) e para
cada V. W € H(F*(TM)) temos

(3) Vx(dF)(Y) = Vy(dF)(X) = (dF)(X,Y]);
4) XV, W)= TxV,W) + (V,VyW).

Demonstragio: seja X € H(N) e V € H(F*(T(M)). Definimos em coor-
denadas

VxVip) = (dV)(X) + TIF@I(dF),(X), V(p))

¢, usando as propmedades dos simbolos de Christoffel, temos que esta defi-
nicao ¢ bem posta. E facil ver que ¥V é tnica e que verifica, também no caso
que V seja Levi Civita, as propriedades anteriores. c.q.d.
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1.6 Campos tensoriais

Sejam H um espaco de Hilbert, B(H, H) ¢ espaco dos operadores lineares
e continuos de H em si, ¢ seja £2 C H um aberio de H.

Consideramos uma aplicagédo A : 2 — B(H,H) e, para cada £ € H((?), a
funcdo A(&)(z) = Alx)(&{x}). Se A(E) € H(Q), para cada & € H(), entédo
nds diremos que A € fracamente diferencidvel. Observamos que em dimensdo
finita as aplicaces fracamente diferencidveis sdo diferencidveis. Seja

uma aplicacdo entre o espago dos campos vetoriais de §2 e lembramos que:

1. A é um campo tensorial de tipo (1,1) fracamente diferencidvel (resp.
diferencidvel), se existe uma aplicacio fracamente diferencidvel (resp.
diferencidvel}, A : Q ~» B(H) tal que A(£)(z) = A(z)&(z);

2. A é pontual se £(zg) = 0 implica A(&)(zs) = 0;
3. A é um operador diferenciivel de ordem 0 se A é F(Q)-linear.

Observacio 1.6.1. Ser F{Q)-linear implica que A é, de fato, um operador
diferencial, isto €, se £ = 0 em um aberto U C §), entdo A(&) = 0 em U.

As condicdes 1 e 2 sdo equivalentes e 2 = 3. E facil provar que se o espaco
de Hilbert tem dimensao finita as condigOes anteriores sdo equivalentes; por
exemplo provemos que 3 = 2

seja {e;, 1 = 1...n = dimH} uma base ortonormal e £ = 3 * , z;e;.
Sendo A F(Q)-linear, A(£) = . z;A{e;), logo a propriedade 2 é satisfeita.

Nosso objetivo é discutir quais sdo as relagdes entre as condic¢oes anteriores
em dimensao infinita. O primeiro fato importante é que 3 ndo é equivalente
a 2 como mostrard o exemplo seguinte.

Exemplo 1.6.2. Seja A : B({,H) ~ H uma aplicagdo linear e continua
nao nula tal que o nicleo contém o subespago fechado dos operadores com-
pactos. Definimos

A(g)(z) = M(dE),).
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Afirmacdo: A é F(Q)-linear.

Seja f € F(). Entdo d(f£)$0 = (df)mog(xo) + f(xO)(dé)fCo O primeiro
pedago da diferencial anterior é compacto pois, a dimensao da imagem ¢ no
maximo um. Logo

A(FE) (o) = A(df)ao(z0) + Fl2)dE)a,) = [@o)AU(dE),) = Flzo) A(E) (o).

De outro lado se nés pegamos um operador £, que néo estd no nicleo de A,
teremos A(§ — &{x,)) # 0, isto €, A ndo é pontual.

Assumimos, por simplicidade, que o espago H seja separdvel. Se nds pe-
dirmos que o operador A seja continuo em relacio a convergéncia pontual
em H{{l} poderemos repetir a mesma demonstracdo do caso de dimensdo
finita para concluir que 3 = 2. Esta condicdo nao é muito interessante pois,
na maioria das aplicactes as derivadas direcionais aparecem . Todavia, se
nés fixarmos uma base Hilbertiana ortonormal {e;} C H, podemos escrever
pontualmente

oo

EeHQ), &)= m(pe, ;€ F(Q)

i=1
e tal série converge pontualmente com as derivadas parciais. De fato, o

diferencial no ponto p do campo £ é dado por

o0

UE ) = ZE(D+ )imo = Y d(z)ple)er

i1

pois o vetor tangente & curva aft) = 3 .. o;(f)e; 6 Y oo &u{t)e;. Esta simples
observacdo justifica a seguinte definigéo.

Definigio 1.6.3. Um operador A : H(Q) — H(Q) é fracamente C*-conti-
nuo se para toda seqiiéncia de campos convergentes pontualmente, com todas
as derivadas parciais, a imagem converge pontualmente na topologia fraca.

Observacao 1.6.4. Como um conjunto A C H é limitado se e somente se
$(A) é limitado V¢ € H", existe uma fungdo K : £ — R ndo negativa, tal
que para cada campo vetorial constante temos ||A(E)(z)|| € K(z)||E|.

Teorema 1.6.5. Se o operador A é fracamente C™-continuo entdo 3 = 2.

11



Demonstragado: seja § € H(Q), £ = 3 77, 245, com £(p) = 0. A seqiiéncia
£, =Y i, xie; verifica as hipiteses entdio A(£,)(p) converge fracamente para

AE)(p) = 305, vies. Como &,(p) = 0 entdo A(£,)(p) = 0 e para cada i € N
temos

y; = (A(€)(p), &) = lim (A(£,)(p), ;) = O.
Dai concluimos que A(£)(p) = 0. c.q.d.

Na sec&o anterior introduzimos o conceito de conexdo linear. Podemos
modificar um pouco o exemplo anterior para obter conexfes que nio sejam
tensorlais no primeiro argumento. Porém, se a conex&o linear € a conexao de
Levi Civita, a férmula de Koszul e as propriedades do colchete mostram que
a expressdo é F(Q))-linear em X e Z. De outro lado, nesta férmula aparecem
somente as derivadas parciais e entdo obtemos que o operador é fracamente
C%-continuo, em relacdo a primeira variavel. Portanto provamos, usando
o teorema anterior, que a conexdo de Levi Civita é pontual na primeira
varidvel. Sempre aplicando o teorema anterior prova-se que os simbolos de
Christoffel sdo fracamente C*-continuos nas duas varidveis. Em dimenséao
finita cada conexao é da forma da Levi Civita, onde em geral os simbolos
de Christoffel ndo s&o simétricos. Alguns autores, veja por exemplo [18],
definem as conexdes lineares como dada localmente, a partir dos simbolos de
Christoffel, pois a curvatura, conceito que nds introduziremos no capitulo 2,
é pontual nas suas variaveis.

1.7 Exponencial

Seja (M, g} uma variedade Riemanniana com conexio de Levi Civita V e
seja ¢ : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. Se V é um campo ao
longo de ¢, indicaremos por V'(¢) ou ¥V 2 V(t) a derivada de V em ¢, segundo
a conexao induzida em e*{TM).

Definigao 1.7.1. Um campo vetorial V', ac longo de uma curva diferencidvel
c¢:la,b] — M, é um campo paralelo se V'(¢) = 0, para cada ¢ € [a,}].

Proposicdo 1.7.2. Seja ¢ : [a,b] — M uma curva diferencidvel em M.
Entao
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1. VV € TyM existe um tnico campo paralelo V(t) ao longo de ¢ tal
que Vica)) =V;

2. a aplicacéo
T’; : Tc(t}.-M — TC(S}M

que associa a cada vetor V o valor V{s), do transporte paralelo ao longo
de ¢ no ponto ¢{s}, é uma isometria;

3. sejam XY € H(M). Entdo

d
VXY(P) = E ‘tm@ TtO(Y)':

onde 70 é o transporte paralelo ao longo de qualquer curva que tenha
X{p} como vetor tangente.

Demonstracao:

1. em coordenadas, V' (¢) é um campo paralelo se satisfaz a seguinte equa-
¢do de primeira ordem

V(t) + T(e(t)(&t), V() = 0.
Sendo uma equacao linear temos existéncia e unicidade;
2. basta observar que V preserva a métrica;

3. seja Z € TyM e seja ¢ : [0,1] — M uma curva tal que ¢(0) = X e
c(0) = p. Seja Z(f) o transporte paralelo de Z ao longo de ¢. Para
cada t € [0, 1] temos

gle(t) (Y (c(8)), Z(t)) = gp)(H (¥ (c(1)), 2).
Derivando em t e usando que V é Levi Civita temos
95) (VXY (5), 2) = 9(0) (o o 720V (e(0)), 2,

c.q.d.

O préximo passo é definir a classe de curvas mais importantes quando temos
uma conexao linear na variedade.
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Definicao 1.7.3. Uma curva diferenciavel ¢ : [g,b] — M é dita uma
geodésica se o vetor tangente é paralelo ao longa dela, isto é, ¥ 2 &ty = 0.
t

Em coordenadas a equacgdo das geodésicas fica

Pe -
— 1 Dle@®)(et). ) = 0.

Usando os resultados cldssicos sobre solugles de equagbes ordindrias, em
espacos de Banach {veja {23]), prova-se o seguinte resultado.

Teorema 1.7.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo

1. ¥pe M, X € T,M, existe uma geodésica ¢ : (—4,¢) — M tal que
c(0) = p, ¢{0) = X. Esta geodésica é tnica, a menos do intervalo de
definicdo, e serd denotada por cx(t).

2. se c(t) é uma geodésica entdo c(kt), com k € R, é também uma
geodésica com vetor tangente ké{kt);

3. existe uma vizinhanca W da se¢éo nula m — 0., € T(M) tal que, para
cada X € W, a geodésica que sai de #(X) com vetor tangente X &
definida por [t < 2.

Demonstragio: [18].

Tomando W como no teorema anterior, definimos a aplicagao exponencial

exp: W — M x M,
X = (w(X),ex(1)),

e a restri¢io X, i s~eré de'enotada por exp,. Como (dexp,)o = Id temos,
como no caso de dimensdo finita, o seguinte fato.

Teorema 1.7.5. Sejap € (M, g). Existem dois niimeros reais positivos €(p),
n(p) tal que

expp : BE(OP) B Be(p)

onde B.(o,) ={v € T,M : |{vil<eleBp)={ge€M: dlp.g) <e}, éun
difeomorfismo sobrejetor no conjunto aberto B.(p) de p. Além disso
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1. Yg,r € B.{p) existe uma 1nica geodésica
Cor 1 [0,1] — M
que liga ¢ e 7 de comprimento < 7;
2. a aplicacéo
(¢,7) € Belp) — cqr € C°(10.1], M)
é continua;

3. Vg € B.(p), a exponencial exp, : By{o,) — By(g) é um difeomorfismo
sobrejetivo com B.(p) C B,(q).

Demonstragao: [18].
1.8 Vizinhanca convexa

Nesta se¢do estudaremos a geometria local das variedades Riemannianas.
Na secdo anterior nés provamos a existéncia de coordenadas normais (1) e
coordenadas polares (2):

1. sejaip 0 (T,M, g(p)) ~— (H,{, )) uma isometria; {B,(0), exp, 0i;*) ¢
uma carta local em p sobre a bola By(p) para cada § < e(p). Note-se
que o simbolo de Christoffel é nulo na origem pois, as geodésicas por p
sao imagens das retas que passam pela origem.

2. seja X € T,M — {o,} & (fg%]}, | X ||} € S(H) x (0,00). Entao para
cada 8 < e(p), (S(H) x (0,8), exp, oj,*) é uma carta local em p com
imagem By(p) ~ {p}-

Lema 1.8.1, (lema de Gauss) Seja p € M e sejam X,V € T, M. Assu-
mimos que a exponencial seja definida em B;(0,). Entdo para cadat < r
temos

glexp, (1X))(d(exp, )ux (X), d(exp,)x (V) = g(p)(X, V).



Demonstracao: primeiramente, nota-se que é suficiente provar o caso em
que g{p){X,¥) = 0. Seja X{s) uma curva em B, {0,) com X (0) = tX, X(0) =
Y el X(s) ||=| tX |. Podemos escolher ¢,n suficientemente pequenos de
modo que

Fi(—nn x{—el+e — M
(s,h) —> exp, (X (s))

¢ bem definido. Quando fixamos s, a curva F{s,.) é uma geodésica e por isso

9 %L ?ﬁ)_}ﬁ 2L Q_F)
on9 G5 Bn’ T 2657\ 5n B

oF OF
Logo, g(—é—;, %) n&o depende de h e sendo g(%fm((), 0), Z—I}Z(D, 0}) = 0 con-
cluimos que
oF oF
0= g(g(a* 1) E(O 1)) - g(epr(tX))(d(expp)tX(X)f d(expp)tX(Y))‘

c.q.d.

Os préximos resultados sao conseqiéncias imediatas do lema de Gauss.

Corolario 1.8.2. Suponhamos que a aplicacdo exp,, esteja definida em uma
vizinhanca aberta U do segmento {tu: ¢ € [0,{]} no espaco tangente T,M.
Seja ¢ : [0,]] — U uma curva C? por partes que liga os vetores ¢(0) = 0,
e ¢{l) = lu. Denotamos por ¢(t) = exp,(tu) a geodésica relativa a u e
por ¢(t} = exp,(#(t)). Entdo Lic] < L{y] e se a diferencial da aplicacdo
exponencial ¢ um isomorfismo em cada ponto de U, entdo a igualdade é
verificada se e somente se ¥ é uma reparametrizacdo da geodésica c.

Caoroldrio 1.8.3. Seja p € M, ¢(p),n(p) como no Teorema (1.7.5). Entéo
cada geodésica de comprimento < n(p}, que tem como ponto inicial um ponto
q € B (p), minimiza a distincia.

Corolério 1.8.4. Seja o : [a,b] — M uma curva de classe C? por partes
parametrizada com comprimento de arco. Se L{a) < L(c), para cada curva
¢ que liga a{a) e a(b), entdo « é uma geodésica.

Um fato importante em dimensao finita € a existéncia da vizinhanca con-
vexa. Por exemplo, usando as vizinhancas convexas podemos provar que o
grupo fundamental de uma variedade compacta é finitamente gerado.
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Definicao 1.8.5. Um conjunto aberto U é chamado convexo se para cada
z,y € U existe uma Unica geodésica minimal em U que liga z e v.

Lema 1.8.6. Sejap € M e n > 0 tal que exp, : Bylop,) — By(p) ¢ um
difeomorfismo sobrejetivo. Entido existe um niimero real ndo negativo ¢, < g
tal que a esfera S.(p) é mergulhada de modo convexo para cada ¢ < ¢,, isto
é, se ¢ é uma geodésica que intercepta a esfera geodésica em c(f,} € S.(p)
e ¢(t,) é tangente a S.(p), entdo c(t) fica fora de B.(p) para cada t # t,
suficientemente pequeno.

Demonstragio: seja c(t) uma geodésica com | ¢ —t, |< 6, como nas hipd-
teses, e seja u(t) a curva em T, M tal que exp,(u(t)) = c(t). A funcio

¢é diferencidve] e

%?—(t{,) = (uft,), u(ts)) = 0, (lema de Gauss)

2F o d*u
S (t0) = {ifto), ilte)) + (St ulta)):

Sendo ¢ uma geodésica, u(t) satisfaz a seguinte equagio:

2
%ﬁ + Tu(®)(u(t), a{t)) = 0.

Agora, I'(0) = 0 entdo existe 0 < £ < 1 e 0 < ¢ < 7 tal que, para cada
| < €, temos || T'(w) ||< £ Dai obtemos

42F !
— (t) 2| ulto) || (1 =€),

o que prova que se 0 < € < ¢, entdo F{f,) é um méaximo local. c.q.d.

Teorema 1.8.7. Seja p € M e seja €, como no lema anterior. Entdo para
cada x < Xo = %, & bola B,(p) é convexa.

Demonstragio: como no caso de dimensio finita ([10]).
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Capitulo 2

Curvatura e Campos de Jacobi

2.1 Tensor de curvatura

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja V a conexio de Levi Civi-
ta. Como no caso de dimensao finita queremos medir guanto a geometria da
nossa variedade difere da geometria do espago modelo; por isso nds introdu-
ziremos o conceito de curvatura. A curvatura R associa a cada ponto p uma
aplicacdo trilinear R : T,M x T,M x T,M — T,M, assim definida: sejam
z,y,2 € T,M e sejam campos X,Y,Z € H{M) que coincidem no ponto p
com 0s trés vetores tangentes em p. Definimos

R(x,y)z == vayZ — VY'VXZ - VEX,yJZ.
Em coordenadas temos que a curvatura R é dada por

R(z)(X,Y)Z = dT(z)(X,Y.Z) - d0(z)(V, X, Z)
+ T@(X. T(x)(Y, 2)) —T)(Y,I(z)(X, Z)),

onde I" é o simbolo de Christoffel. Nota-se que R estd bem definida e €
tensorial em cada variavel; por isso chamaremos R de tensor de curvatura.

Proposicdo 2.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja R o ten-
sor de curvatura. Entdo

1. R(X,Y)Z = —R{(Y,X)Z;
2. RIX,)Y)Z + RY,Z2)X + R(Z X)Y =0
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3. se F: N — M é uma aplicagio diferencidvel entdo VX, X, € ToN e
YV e H{F*(TM)) temos

Vi, Vx,V = Vi,V V = Vix, x,V = R(dF):(X1), dF:(X2))V).
Sejam z,y, 2,1 € T,M. Definimos, como no caso finito dimensional, a

curvatura Riemanniana R(x, vy, z,t) = g(R(z,y)z, ). Usando as propriedades
do tensor de curvatura € fcil ver que

1. RIX,)Y,Z,T)=-R(Y,X,Z,T);

2. RIX,Y,Z,T)=-R(X,Y.T, Z);

3. RIX.YZT)=R(Z T, XY},

4, RIX,) Y. Z2,T) + RY,Z, X, T) + R(Z X, Y.T) =0
onde a ultima propriedade é chamada de identidade de Bianchi.

Observacao 2.1.2. Como R é fracamente C*-continug em cada variavel,
aplicando o teorema (1.6.5), concluimos que R é um tensor, como no caso de
dimensdo finita.

Observacao 2.1.3. Note-se que para cada p € M e X € T, M a aplicacdo
linear

M 25 T,M, Y — R(X,Y)X
é continua e auto-adjunta pela propriedade (3).

Definicao 2.1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, seja p € M e
sejam v, w € T, M linearmente independentes. Definrimos

v = R{v,w,w,v)
Kow = e P = (o0

a curvatura seccional K(v, w) relativa a v, w.

Como no caso de dimensao finita temmos que a curvatura seccional depende
56 do subespago n gerado por v,w, determina univocamente o tensor de
curvatura e, usando a identidade de Bianchi, verifica

K(n) = K,, para cada 2 — plano n C T,M <«
R(Xs Y)Z = KG(Q(Y: Z)X - Q(X Z)Y)
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Exemplc 2.1.5.

1. Seja H um espacgo de Hilbert. Entao a conexao de Levi Civita é dada
por VxY = dY(X) e é ficil ver que R(X,Y)Z = 0;

2. Seja S¢(H) a esfera de raio £. Pode-se demonstrar que K = §—12—

3. Seja (H, (, )) um espago de Hilbert e seja B a bola aberta de raio &.
Defina-se em B; a seguinte métrica:

HX, Y
g (X, Y) = i
(1 - 532 )
Pode-se provar que a curvatura Riemanniana desta variedade, chamada
de espago hiperbdlico, é constante e igual K = ——Ei?.

2.2 Campos de Jacobi

A equagao dos campos de Jacobi representa a linearizacao da exponencial.
Os campos de Jacobi sao muito importantes pois, eles determinam a geome-
tria local das variedades Riemannianas.

Definigédo 2.2.1. Sejac: [0, a] —+ M uma geodésica. Um campo de Jacobi
a0 longo de ¢ é um campo Y (£} que satisfaz a equacio

VaVa¥Y(t) + RY (), et)et) =0,

at

chamada de equacao de Jacobi.

A equacdo de Jacobi é uma equacao diferencial linear de segunda ordem.
Os teoremas classicos de E.D.O. {veja [23]) garantem que a solugdo de tal
equacio é sempre definida e o espago vetorial das solugbes 7, é isomorfo
naturalmente a Ty M x To(0) M via a aplicagdo Y — (¥(0), V2 Y/(0)). Isto
significa que para cada v,w € T,M existe um fnico campo de Jacobi Y {t)
com Y(0) =we V%Y(O) = y. Suponhamos que ¢ % 0 e seja ¥ um campo
de Jacobi ao longo de ¢. A funcao

Y{#). &) = (V2 Y(0),e0))t + (¥(0),¢(0))
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é afim e fica claro que os campos de Jacobi interessantes sac aqueles que
sao ortogonais ao vetor tangente da geodésica; chamaremos tals campos de
campos de Jacobi normais. A férmula anterior prova que se as condigdes
inicias s&o ortogonais ao vetor ¢(0) ent@o o campo Y € um campo de Jacobi
normal.

Agora, lembramos que uma variacdo de uma curva ¢ : I — M é uma
aplicacao

Fol-naxI—M
diferencidvel, onde o e 7 sfo reais positivos, tal que F{0,1) = ¢(¢). Como ne

caso de dimensgo finita Y é um campo de Jacobi ao longo de ¢ se e somente
se existe uma variacdo F da curva ¢ tal que

e a curva ¢ (t) = F(s, ) é uma geodésica;
oF

¢ Y(t)= 5-(0,0).

Os campos ao longo de I sdo chamados variacionais e no caso em que a
variacio seja do tipo anterior diremos que F' é uma variagdo geodésica.

Coroldrio 2.2.2. Seja ¢ : [0,a] — M uma geodésica nao constante e seja

Y (t) um campo de Jacobi ao longo de ¢ com condigdes inicias Y (0) = 0 e

v rl Y(0) = w € TyyM. Entdo, identificando Ty (Teqo)) =~ T, M, temos
Y1) = dlexp, o (1),

Corolédrio 2.2.3. Seja u € T, M. Assumimos que exp, seja definida em um
aberto que contém {tu: t € [0,a]}. Entdo

L. d(Epr)tu(u) = & (t);
2. {d{expy)e(§): Cult)) = (u, ).

O préximo resultado, devido a Ambrose, embora muito simples, nos per-
mitird obter informacdes sobre os pontos criticos da aplicacdo exponencial.

Lema 2.2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e sejam p € M e
u € TpM. Assumimos que a exponencial seja definida em uma vizinhanga
que contém {tu : t € [0,a]} e seja ¢(f) = exp,(tu) a geodésica respectiva,
Sejam £(t) e n(t) dois campos de Jacobi ao longo de ¢. Entéo

(Van(t),€) — (n(t),Vg&(t)) = constante C.
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Ddemonstracao: ¢é suficiente observar que a derivada da expressio anterior
é nula. c.qg.d.

E interessante calcular os campos de Jacobi nas variedades de curvatura
constante poils, quando nos tivermos limitacGes sobre as curvatura seccional, o
conhecimento da geometria das variedades com curvatura seccional constante
serd fundamental para obtermos informacdes sobre a nossa variedade.

Exemplo 2.2.5. (Campos de Jacobi em variedade de curvatura constante)
Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante K,
seja v : {0,1] — M uma geodésica parametrizada com comprimento de arco
em M e seja J um campo de Jacobi ao longo de . Como

R(J(@),7(#)7(t) = KJ(2),

ent&o verifica-se facilmente que os campos de Jacobi, com condicbes iniciais
J(O) =0e V%J(O) = W, < %,’}'(O) e O, sdo

% “;K}w(t) se K < 0
J(t) = ¢ tw(t) se K =0;
in{tv'E
ﬁm—(j_f—{miw(t) se K > 0;
onde w(t) é o transporte paralelo ao longo de v de w. Analogamente podemos
calcular os campos de Jacobi ao longo de v com outras condigoes iniciais.

Como no caso de dimensao finita, podemos calcular a férmula de Taylor da
norma. dos campos de Jacobi, 0 que representa intuitivamente a “velocidade
de afastamento” das geodésicas.

Proposigdo 2.2.6. Seja ¢ : [0,d] — M uma geodésica e seja J(t) um

campo de Jacobi ao longo de ¢ com J(0) = 0 e denotamos por J' = V% J.
Entao

| TG 1P = [ 70) 1P (22 = SKE0),TO0)) + oft)).

2.3 Fluxo de Jacobi
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Todas as informacdes sobre as geodésicas estdo contidas na equacio de
Jacobi. Nosse objetivo é construir uma E.D.O. que generalize a eguacdo de
Sturm, que representa os campos de Jacobi e de estimar a norma quando
temos limitacoes inferiores e superiores sobre a curvatura seccional. Cada
estimativa é feita considerando geodésicas parametrizadas por comprimento
de arco e campos de Jacobi normais.

Proposigao 2.3.1. Seja ¢ : [0,!] —» M uma geodésica parametrizada por
comprimento de arco. Suponhamos que

A(s) 2 {(R{u,é(s))é(s), u), (u,6(5)) =0, (u,u) =1

Entao se J € um campo de Jacobi normal temos

FI(s) "2 —Als) [ I (s) |

no intervalo onde J ndo é nulo.

s

Demonstracao:
P = T (T(s), V2 I (s))
LI = 1006) 178 (~(T(), ¥ T+ Vg () P TG 1)
+ (J(s)VeVad(s) I J(s) [
(

| 7(s) 172 (1 Ve J(s) 2] I(s) iF — {I(s),V 2 T(s)))

H
~ {R(3E ()é(s), 7585 11 () |
> ~Als) [ () |

c.q.d.

Corolario 2.3.2. Seja [ a solucido da equacao diferencial:

{ 1) + AB)f(#) =0;
FO) =1 7O 1, £70) =] J I (0).

Entaoc no intervalo onde f é positiva temos

1 3(s) 1> fls), WIOL LI& o o

S Fs)
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Demonstracaoc: primeiramente nota-se que

121

i =1,
BT

€
FHEL = wy LU I ) = F(s)" ] I(s) s
> w2 o (A)F(s) = AlS)f() || T(s) | ds
=0

Dai segue-se que onde J(s) ¢ diferente de zero e onde f(s) é positivo temos a
desigualdade desejada. De outro lado, a férmula anterior prova também que
o primeiro zero de J, se existir, aparece depois do primeiro zero de f. c.q.d.

(O préximo passo € transportar no espago tangente a equacdc de Jaco-
bi, via transporte paralelo, para reduzir o estudo dos campos de Jacobi a
uma E.D.O. no espago tangente. Fixamos ¢ : [0,b] — M uma geodésica e
definimos

Ryt Tun)M — Ty M, Ry(X) = 72(R(r5(X), &(5)é(s))

uma curva de operadores simétricos em T,A{. N&s queremos estudar os
campos com condigbes ao bordo genéricas. Indicamos por p = ¢(0), tomamos
H, um subespago fechado de T,M e

A H, —s H,

um operador continuo e simétrico. Podemos pensar 7,M = H, & HF ¢
consideramos o sistema

{ T"(s) + R,(T{(s}) = 0;
T0) (v, w) = {v,0), T'(0}v,w) = (—A(v), w).

A primeira observacio € que a familia a um parimetro de aplicacGes bilineares

T,M x T,M 24 R
(u,v) — (T () (), T"(E)(w))

¢ simétrica pois, ela € simétrica em ¢t = 0, sendo A simétrico e a derivada

(T ). T'()(w)) — (T(E)(w), T ()W) =0

¢ nula.
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Proposi¢ao 2.3.3. Para cada {v,w) € T,M o campo de Jacobi com con-
dicdes inicias

J(O)=v e H, V2J(0) + A(J(0) =w e H,
é dado por (T (t)(v, w)).

Demonstragao: seja Z(t) o transporte paralelo de um campo u € T,M ao
longo de v e indiquemos por Y (t) = 7t(T'(¢)(v,w)). Entéo
(VaVaY(©),2(0) = (Y(8).Z()"
= {T()(v, w),u)"
—{(B(T(t)(v, w), u)
—(R{Y (1), ¢(t))c(t), Z(t))

que prova que 0 campo Y (¢) é de Jacobi e obviamente verifica as condigbes
desejadas. c.q.d.

il

A proposicio anterior nos diz que estudar os campos de Jacobi ou as
solugdes da E.D.O. anterior é equivalente; por isso chamaremos T'{t) fluzo
de Jacobi. B interessante calcular o adjunto de T(b): fixamos u € T,M e
calculamos (T'(b}(v,w}, u). Considere J o campo de Jacobi ao longo de  tal
que

J(b}y =0, V%J(b) = 70 (u).
Aplicando o lema de Ambrose temos
(T (v, w),w) = (TO)(v,w), Vo J(0)) — (T'(0)(v,w), J(0)).
Seja &(t) = ¢(b~t) e seja

{ T"(s) + RJ(T(s)) =0;
T(0) =0, T'(0) = 4d,

o fluxo de Jacobi relativo a € : {0,b] — M. E facil ver que se J é um campo
de Jacobi ao longo de ¢ entdo J(f) = J{(b~1) é um campo de Jacobi ao longo
de € com V% J(b) = —V%J(G). Por isso segue-se que

(TOw,w)u) = {(v,0), 5(T(B) (=78 (W)
{(—A@), w), (T )~ (w))
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e dai concluimos que

(T*(B) (), (v, 0)) = ~ ()T (B) {75 () ))) + Alpe (75 (T (8) (75 (w)))), (v, 0},
(T (B)(u), (0.w)) = (r)(T(B)(73(u))), (0. w)).

A férmula anterior mostra também gue existe uma correspondéncia bijetiva,
entre o nicleo de 7'(d) e o niicleo de T*(b); de fato se T'(b)(w) = 0 entdo o
campo de Jacobi

Y(t) = n(T(#)(w)) = (T (t)(w)) (2.1)

para um Unico @ € Ty M. Agora, usando as condicdes inicias do fluxo T°(t)
é facil ver que

T (0)(r; (@) = 0.

Vice-versa se W estd no niicleo de 7*(b) entfio o campo de Jacobi 747 (¢)(@)
satisfaz as condicdes do fluxo T(¢) no ponto ¢(0). Por isso obtemos a férmula
(2.1) para um certo w € T,M e como anteriormente prova-se que w pertence
ao nicleo de T{b). Lembrando que KerT*(h) = TmT " temos o seguinte
resultado.

Proposigao 2.3.4. Se T'(b) é uma aplica¢do injetiva entdo a imagem de T(b)
¢ densa.

Analisemos com mais detalhe o caso onde H, = 0 e o caso onde H, = T, M
e A = 0. Indiquemos por fa a solucdo da equacio diferencial ordindria
F'(t) + A(s)f(s) = 0 com condigdes f(0) =0, f'(0) = 1, quando trata-se
do fluxo de Jacobi com H, = 0 ou com condigdes f(0) = 1, f//(0) = 0, quando
trata-se do fluxo de Jacobi com H, =7, e 4 = 0.

Proposicao 2.3.5. Assumimos que 6(s) < (R{u,é(s))é(s),u) < A(s) ao
longo de ¢. Entédo

1. no intervalo onde T'(s) ¢ invertivel temos
(T u,w)) < —(A(s) + (TT 770, T'T™w)%;

2. | T(s)u ||> fa(s){u,u)? se fa(s) é nfo negativa no intervalo 0 < s <
S0l
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3. {7, Tu)fa = (Tu,Tu)fl, se fa(s) é ndo negativa no intervalo 0 <
8 < 8o

4. (T'u,Tuyfs < {Tu,Tuyfi, 0 < s < 5,3 T{s) é invertivelem 0 < 5 < 83
(51 2 5,);

5. se T{s) ¢ invertivel em 0 < s < s; entdo

[ T(s) N £5(8) 20 T) [ fols), 0< s <t < sy

6. | T(s) ||< fo(s) <wyu>7%, 0< 8 < sy

Demonstragao: veja [17]

Os operadores T(s) representam a aplicagio exponencial e por isso, é
interessante conhecer, sobre hipdteses oportunas, a distribuicdo dos pontos
singulares quando temos limitagoes sobre a curvatura seccional.

Proposicao 2.3.6. Seja

{ T(s) + Rs(T(s))=0;
T(O)(U>w> = (U>0)7 TT(G)(Ufw) = (”’"A(U):w):

o fluxo Jacobi, onde H, = 0 ou H, = T,M e A = 0. Assumimos também que
a curvatura seccional K < H é limitada por cima. Entao:

(a) caso H, = 0 o fluxo de Jacobi é um isomorfismo topoldgico para cada

ia{),seHﬁOenointervaioOSt<wfwﬁwseH>O;

(b) caso H, = T,M e A = 0 entdo o fluxo de Jacobi é um isomorfismo
topoldgico para cada t > 0, se H < 0 e no intervalo 0 < t < ﬁ se
H >0

Demonstragao: aplicando a segunda propriedade da proposicao anterior,
com A{s) = H, obtemos que o fluxo é injetivo e a imagem ¢ fechada no
intervalo desejado. De outro lado aplicando a proposicio (2.3.4) temos que
T(s) é também sobrejetor. c.q.d.

Como coroldrio obtemos uma versao fraca do teorema de Rauch, que
provaremos na sua generalidade no capitulo 5.
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Teorema 2.3.7. (Rauch fraco) Assuma que ao longo de uma geodésica
¢ [0,8] — M com vetor tangente unitdrio temos que a curvatura seccional
¢ limitada por baixo e por cima por constantes

L<K{e(t),v) < H,

para cada f e v € Ty, M unitdrio e ortogonal a ¢(f). Entdo d(exp, )i € um
isomorfismo topoldgico para cada ¢ > 0, se H < ( e no intervalo 0 <t < ~&=
se H > 0 e, em tal intervalo, temos

fit@_ | v || <] dlexpy e (v) 1<

=

Demonstracgdo: aplicar as proposicdes (2.3.5) ¢ (2.3.6). c.q.d.
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Capitulo 3

Variedades Completas:
Teorema de Hadamard e
Variedades de Curvatura
Constante

3.1 Variedades completas: diferencas entre o
caso de dimensao finita e infinita

Seja {M, g) uma variedade Riemanniana. Nds sabemos que podemos de-
finir uma disténcia em M e diremos que (M, g) é completa se ela é completa
como espago métrico. Nota-se que pelo teorema (1.3.1) existe uma métrica
Riemanniana tal que {M, g) seja completo. Por outro lado, podemos intro-
duzir a nogdo de geodesicamente completa {em p) se a aplicagio exponencial
¢ definida no espago tangente inteiro Vp € M (p € M). Em dimensao fini-
ta geodesicamente completa (em p) ¢é equivalente & variedade ser completa,
devido ao teorema de Hopf-Rinow que prova a existéncia de geodésicas que
minimizam a distancia entre dois pontos distintos quaisquer. Em dimensao
infinita a situacao fica mais complicada pois, existem variedades completas
onde hé dois pontos sem geodésicas minimais; o exemplo a seguir é devido a
Grossman ([15)).

Exemplo 3.1.1. Seja M = {z =300 ze;: 27 + Y o1 — %)Qz;ff =1}
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eselam p = e, ¢ = —e; € M. Nota-se que M é uma subvariedade fechada
de Iy e por isso completa com a métrica induzida por [y, Consideramos

o0 o 1
T:ly — o, T(Z M"L‘i&;) = Ii€; + Z(l - ;).TZBT
fe=] =2

7" & um isomorfismo linear e T(M) = S(l,), a esfera unitaria em [;. Seja
a:[0,1] ~— M uma curva que liga p e g. A curva T{a) liga p e ¢ também
em S{lp) e é facil ver que

r< (@) = [ 1 T(@(0) | dt < Lla)

Por outro lado temos que as curvas, 7,(t) = coste; -+ (“1—_1—;} sin te, ligam
peg,em M, elim, o Lw = 7. Logo, d(p,q) = 7. Agora, assumimos
que exista uma geodésica minimal ¢ que liga p e ¢. Ent&o a curva T'(c) teria
comprimento estritamente menor do que 7, o que é absurdo, pois na esfera

d(p QJ =T

No exemplo de Grossman a aplicacdo exponencial em p é sobrejetora.
Atkin {veja [3]) exibiu uma variedade completa M onde existemn dois pontos
p, g tal que ¢ nao pertence a imagem de exp,. Este exemplo mostra que ser
geodesicamente completo em um ponto nao é equivalente a ser completa; de
fato a variedade M — {¢} néo é completa, mas é geodesicamente completa
em p. De outro lado, como no caso de dimenséo finita, ser completo implica
geodesicamente completo. Logo, a classe para estudar propriedades globais
é a classe das variedades completas e nessa classe € interessante estudar as
variedades que verificam o teorema de Hopf-Rinow.

Definicao 3.1.2. Uma variedade (M, g) completa é dita de Hopf-Rinow se
dados dois pontos p,q¢ € M existe pelo menos uma geodésica entre p e ¢ que
minimiza a distancia.

O artigo de Eliason {veja [13]} prova que as variedades de Sobolev, que
contém as segdes de Sobolev dos fibrados vetoriais sobre variedades com-
pactas, sdo Hopf-Rinow. Em geral, na classe das variedades completas, nao
temos nenhum critério para garantir a existéncia de geodésicas minimais.
Todavia, Ekeland (veja [12]) provou que o teorema de Hopf-Rinow ¢ genérico
no caso completo.
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Teorema 3.1.3. (Ekeland) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-
pleta como espago métrico e seja p € M. O conjunto dos pontos g € M tais
que existe uma Unica geodésica minimal que liga p a g contém um Gy denso.

Este teorema é uma aplicagfio do teorema de Baire. Como (M, g) nio
tem pontos isolados € facil ver, sempre usando o teorema de Baire, que a
cardinalidade dos conjuntos G ndo pode ser enumerdvel. O teorema de
Ekeland é interessante também no caso de dimenséo finita, pois ele afirma que
o conjunto chamado de cut-locus é uma unido enumerdvel de subconjuntos
fechados com interior vazio.

A priori ndo temos critérios gerais para garantir a completitude, mas nds
desejamos que 0s espagos de recobrimento de variedades completas sejam
completas e também as variedades recobertas por variedades completas sejam
variedades completas, no caso em que a aplicacdo de recobrimento seja uma
isometria local. Para provar isso introduziremos primeiramente a nogao de
curva convergente.

Definicdo 3.1.4. Uma curva continua ¢: [a,b) — M é dita convergente se
existe um conjunto discreto, enumerdvel ou finito, D tal que

1. ¢:]a,b) — D — M é de classe C*;
2. limey [7 | &(t) || dt é finito.

Proposicao 3.1.5. Uma variedade Riemanniana (M, g), conexa, ¢ completa
se e somente se cada curva convergente tem imagem relativamente compacta.

Demonstracgio: se (M, g} é completa é facil ver que cada curva convergente
tem imagem relativamente compacta. Vice-versa assumimos que cada curva
convergente tenha imagem relativamente compacta. Nosso objetivo é provar
que toda segiiéncia de Cauchy é convergente e por isso é suficiente provar que
toda seqiiéncia de Cauchy admite uma subseqiiéncia que converge. Seja {z,)
uma seqgiiéncia de Cauchy. Em correspondéncia de ¢ = 51—,;, existe um n{k)
tal que Vn,m > n(k), = d(z,,zm) < 5w7. Podemos supor que n{k +1) >
n(k) + 2 e seja (a,) uma seqgiiéncia tal que

a; = 0;
a, >0, n>2;

STa,=1
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Dai s:egue-s?€ que para cada k inteiro ndo negativo existe uma curva de classe
Ch oy 30 an, Zif“ an) — M, que liga T, cOm Tn(r.1) de comprimento
o 11
Ll < d(@ne) Zagea) + i < 5%

Usando as g, definimos v : [0,1) — M como y(f) = w(t) no intervalo
¢ E[Z’f an, 35 a,]. E fécil ver que v é uma curva convergente e por isso

(z,) admite uma subseqiiéncia que converge. c.q.d.

Corolério 3.1.6. Seja (M,g) — (N,h) uma aplicacdo de recobrimento
entre variedades Riemannianas. Assumimos também que a aplicagdo de re-
cobrimento seja uma isometria local. Entdo M é completa se e somente se
N é completa.

Demonstragdo: assumimos M completa. Seja 7 : [a,6) — N curva con-
vergente. Podemos levantar esta curva e o levantamento ¥ : [a,b) — M é
uma curva convergente também pois, 7 € uma isometria local. Logo ¥ tem
imagem relativamente compacta e sendo

f;x({a, b)) C W(W)

temos que a imagem de v é também relativamente compacta e dai segue-se
que N é completa.

Vice-versa assumimos que N seja completa e seja (z,) seqiiéncia de Cau-
chy em M. Entdo (n{z,) = y,) é de Cauchy também e sendo N completa
Un = Yo. Como 7 € uma isometria e uma aplicagio de recobrimento, existe
um €, > 0 tal que a bola geodésica em N de y, de raio € < ¢, é uniforme-
mente recoberta pelas bolas de mesmo raio dos elementos da fibra. Agora
usando que (z,) é Cauchy é ficil ver que (z,) admite uma subseqiiéncia que
converge. c.q.d.

Um outro critério de completitude é a préxima proposicao e foi o arguo-
mento que Grossmann usou em [15] para estender o teorema de Hadamard
ao caso de dimensdo infinita. Este resultado generaliza o resultado anterior,
mas a demonstracdo que aparece em [23] nfo € muito clara. A demonstracao
fica mais clara se usamos o conceito de curva convergente, para provar a com-
pletitude, e um argumento do tipo que aparece em [9], p. 383, para completar
a prova.
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Proposicao 3.1.7. Seja f : (M, g) — (N, h) um difeomorfismo local de
classe C* entre variedades Riemannianas. Assumimos que exista uma cons-
tante C tal que Ym € M, || (df)m{w) [|[= C |l w ||. Assumimos também que
(M, g} seja completa e que (N, h) seja conexa. Entdo f é uma aplicagio de
recobrimento e (N, i) é completa.

Demonstragao: veja [23]

3.2 Variedade com curvatura constante e te-
orema de Hadamard

Nesta secido classificaremos as variedades de curvatura constante comple-
tas. Quando queremos classificar devemos especificar emn relagdo a qual grupo
de transformacdes queremos classificar. No nosso caso temos uma estrutura
métrica e as transformacdes que preservam o tensor métrico sdo chamadas
de isometrias.

Defini¢ao 3.2.1. Seja F: (M, g) — (N, h) um difeomorfismo (local). F é
chamada de isometria (local) se para cada p € M temos

((dF)p(X), (dF)p(Y))n = (X, Y)s.
Uma isometria € rigida no seguinte sentido.

Lema 3.2.2. Sejam F,G : M —— N, isometrias locais. Assumimos que
existe p € M tal que

F(p) = G(p), (dF), = (dG),.
Assumimos também que M ¢é conexa. Entdo F = (.

Demonstragdo: seja S :={ge& M: F(g) = G(g), (dF), = (dG),}. Nosso
objetivo é provar que S é aberto e fechado em M, o conclui a nossa prova,
porque M é conexa. Obviamente S é fechado e S é aberto pois, para cada
isometria local H : M — N se tomamos p € M e r nao negativo tal que a
aplicacdo exponencial de M em p é um difeomorfismo sobrejetivo de B.{0,)
em B.(p) e o mesmo ¢ verificado para a aplicagdo exponencial em H(p) de
N entao

H(exp;’ p(tv}) = expli (HdH),()), (v fi< .
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c.g.d.

Como no caso de dimensao finita, nds provaremos que o grupo das iso-
metrias coincide com as transformacdes que preservam a disténcia.

Proposicdo 3.2.3. Seja F' : (M, g) — (N, h) uma aplicagdo sobrejetiva
entre duas variedades Riemannianas. Entdo F' é uma isomeiria se e somente
se dy(p, ¢) = dn(F(p), F(g)), para todos p,q € M.

Demonstragdo: (=) é obvia.

(<) primeiramente nota-se que F é um homeomorfismo. Sejap € M, r > 0
tal que exp)’ e expj:f{p} sdo difeomorfismos sobrejetivos respectivamente em
B, {p) e B.(F(p)) eseja X € T,M, || X ||= 1. Entéo

t = d(p,expy’ (tX)) = d(F(p), F{exp) (tX))), 0<t <™

Isso significa que a curva ¢ — F(exp)’ (X)) é uma geodésica minimal, entao
existe um tdnico vetor A(X) =Y &€ Tp(, NV unitdrio, tal que

Fexp)(tX)) = exppy, (V).
Definimos @ : T,M — 15, N como

0 se X =10
@(X)*{ | X A se X #0.

Nosso objetivo € provar que {dF), = ¢ e que ® é uma isometria entre os
espacos tangentes.

Lema 3.2.4. Seja © : H; — H, uma aplicacio entre espacos de Hilbert
que preserva o produto escalar e ®(0) = 0. Entdo @ ¢ linear e continua.

Demonstracao: é ficil ver que

(B(AX) — AB(X),B(AX) — AB(X)) =0,
(X +Y) — ®(X) — ®V),®(X + Y) - (X)) — &(¥)) =0

e daf concluimos que @ ¢ linear. A continuidade segue do fato do operador
preservar o produto escalar.
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Lema 3.2.5. Sejam X,Y € T,M unitérios. Entdo
. s X — sY |
lim
s=0 d(exp,(sX), exp,(sY))
Demonstragao: seja r > 0 tal que exp, : B/{0,) — B.(p) é um difeomor-

fismo sobrejetivo. Como d(exp,)o = Id entdo dado e > O existe 0 <np <7
tal que

1 — e<]idexpy)g <1 + ¢

para cada ¢ € By(op). Agora sejam m,a € Ba(p); nota-se que d(m,a) < 3
e para medir esta distdncia é suficiente considerar as curvas em B,(p). De
fato, seja v : [0,1] — M que liga m ¢ ¢ e assumnimos gue tal curva néo
esteja contida em B,(p}. Como [0,1] é conexo, existe t,,t € [0,1] tal que

d(p,v(to)) Z % e d{¥(t1),p) = n e pelo lema de Gauss temos que

t1 n
MﬂZ/IM@Hﬁ25
to

Cada curva ¢ com imagem em B,(p) é imagem de uma curva em 7, M; entao

clt) = expy(£(t)) ¢
a-ofnéwhes [ laia<a+of 1i)e

Dai concluimos que dado € positivo existe s, = g tal que para cada s < s,
temos

(1 = o(l sX = sY [[p) <dlm,a) <[[ (1 + ([ sX — sY []},

que prova O nosso lema.
Sejam X.Y € T, M unitédrios. Entéo

Ex1

= (25)sin(3),

onde « é o dngulo entre os dois vetores. Indiquemos por o o &ngulo entre
h(X) e h(Y). Como F preserva a distancia e aplicando o lema anterior temos

(sX —sY,sX —sY)

o o L N N
sin 5 = 11_1}% é—sd(expp(p)(sh(X)),epr(p)(sh(Y))

. 1 M M
= 51_1;}.’(1) —Q—gd(expp {sX),exp, (sY))

= sin(%).



Logo o' = a. Agora por definicdo de & segue-se que

X Y

= XY W he): B

= (X, 7).

Logo, ® ¢é uma isometria e & = (dF), pois, para cada || X ||< r temos que
(expf,y) 7! o Foexpy!(X) = @(X). c.qd.

Um resultado importante para classificar as variedades de curvatura cons-
tante é o teorema de Cartan. Este teorema afirma que a métrica é determi-
nada localmente pela curvatura.

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas modeladas nos espacos de
Hilbert H;, Hy respectivamente. Denotamos as conexdes de Levi Civita por
VeV deMeN.Sejal=I[0,q] um intervalo fechado e sejam ¢: | — M
e ¢ I — N geodésicas com 0 mesmo comprimento. Assumimos que H; é
isométrico a um subespago fechado de H, e escolhemos uma isometria

o ! Tg(ﬂ)ﬁ/f — T(:*(g)l\’r,

tal que 7,{¢(0)) = ¢*(0). Denotamos por x}* o transporte paralelo ao longo
de ¢* entre os pontos ¢*(t;) e ¢*{tz). Definimos

it .
Tc(g) M= Tcs(t}f\/,
i = x5 01,0 7L
Proposicao 3.2.6.
1. cada ¢; é uma isometria;

2. Se Y(t) é um campo ao longo de ¢ entdo Y*(¢}) = i,(Y(¢)) é um campo
ao longo de ¢*. Além disso, V* o, =40 V.

Demonstracao:

1. obvia;
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2. sejat, € [0,a] e seja Z € Tp-1,)N. Denotamos por Z*(t) o transporte
paralelo da componente de Z no subespaco x& {(1o(Teo) M), a0 longo de
c*. Entdo

. d - ,
MV i, Y (o). 2) = — i, h(8Y (1), Z°(2));

= 2l SV (20
= §(VgV ()i (7))
= h(i,, V2 ¥ (t), 2).

Teorema 3.2.7. (Cartan) Sejam M e M* variedades Riemannianas mo-
deladas sobre o mesmo espago de Hilbert H. Sejam p € M, p* € M* e seja
n > 0 tal que By(o,) é uma vizinhanca normal de M e a aplicacio exp,. ¢
nio singular na bola By{0,). Seja i, : T,M — Tp- M* uma isometria entre
0s espacos tangentes. Ent&o a aplicacgdo

®:expLoidg0 erx:pj;1 : By{p) — B,(p*)

é de classe C™ e leva geodésicas radiais em geodésicas radiais. Além disso,
se para cada geodésica radial ¢(f) e a sua imagem ¢*(t) = ®(c(t)) temos

iy © Ragyy = Raoiy © gy
entzo P é uma isometria local.

Demonstracéo: seja u € By(o,). Por definicdo de ® temos

D{exp,(tu)) = exp,- (t(iou))

e dal segue-se que ¢ manda geodésicas radiais em geodésicas radiais. Sendo
os campos de Jacobi campos variacionais de variacoes geodésicas, temos que
o diferencial manda campos de Jacobi com condicao inicial nula em campos
de Jacobi com a mesma condicao inicial. Se 3,0 Ry = R 0 > aplicando a
proposicao (3.2.6) € facil ver que se Y (¢) é um campo de Jacobi com Y (0) =0
ent&o 4, (Y {t)) é um campo de Jacobi ao longo da geodésica radial respectiva.
Além disso, sendo 1, uma isometria o diferencial de & é uma isometria. c.q.d.

Teorema 3.2.8. Seja (M, g) uma variedade completa simplesmente conexa,
modelada em H. Assumimos que a curvatura seccional é constante e igual
K,. Entdo M é isométrica a:



1. BH)={z € H : | z < ¢} com métrica g(u)(X,¥) = —&1 _ e

1 1~ 2y
K, = _'55;
2. (H:<v >) se K=

3. S,(H x R) com a métrica produto induzida se K, = 5%.

Demonstragao: caso K, < 0:
aplicando o teorema de Rauch fraco temos que para cada p € M a diferencial
de exp,, ¢ um isomorfismo topoldgico e

|| dlexp,)u(v) |2{f w ],

vv,w € T,M. Sejamp € M e N € M¥e, a variedade de curvatura constante
K, como assumido. A aplicagdo exp, oi, © exp ~ %, onde i, é uma isometria
entre T,M e T wM¥%e | & uma isometria local, pelo teorema de Cartan, e
aplicando a proposicdo (3.1.7) temos que tal aplicacdo é uma aplicacdo de
recobrimento. Logo, M é difeomorfo, sendo simplesmente conexo, a M,
caso K, > 0:

fixamos p € M e N = (0,p) € S,(T,M x R) e seja 1, uma isometria linear
entre 0s espacos tangentes em N ¢ em p. Definimos

f=expyoi,0oexpy™! i Sy(T,M x R) — {~N} — M.

Pelo teorema de Cartan f é uma isometria local. Escolhemos agora N' # N
em S,(T,M x R) e g % pem M com f(N') = ¢g. Escolhemos também
i =d(f)_n e definimos

J'=expyoioexp, ™ Sy(T,M xR) — {~N'} — M,

que é uma isometria local. Observa-se que W = S,(T,M x R) — {—N,-N'}
é conexo, N'e W e

FINT) = f1(NT), (df)w = (df )

Segue-se, pelo lema (3.2.2) que f = f' em W. Por conseguinte, podemos
definir uma aplicacao

v fr) ser € S (T,M xR) ~ {-N}
g(r) = { fiir) sere S,(T,M xR) - {-N'}
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que € obviamente uma isometria local. Logo, aplicando a proposicio (3.1.7),
¢ € uma aplicagdo de recobrimento e sendo M simplesmente conexa, g é uma
isometria. ¢.q.d.

Concluiremos esta se¢flo enunciando o teorema de Hadamard. Tal teore-
ma foi provado por Grossman ([15]) na sua tese de doutorado. Este resuitado
nos diz também que as variedades simplesmente conexas com curvatura sec-
cional ndo positiva siao Hopf-Rinow.

Teorema 3.2.9. Seja (M, g) uma variedade com curvatura seccional K <
0 e seja p € M. Entdo a aplicagdo exponencial exp, é uma aplicacdo de
recobrimento.

Demonstragao: aplicando o teorema de Rauch fraco temos que para cada
v,w € T,M o d(exp,), ¢ um isomorfismo linear e

| dlexpy)u(w) |Z[fw ] .

Aplicando a proposiggo (3.1.7) provamos o teorema. ¢.q.d.

3.3 Formas espaciais

Um conjunto GG parciaimente ordenado, isto é., dotado de uma relagéo de
ordem ( <) transitiva e reflexiva, é dito dirigido se para cada o, § € G existe
7€ G talque a <neB <n Umarede em um espago vetorial X é uma
aplicagao © : G — X onde G ¢é um conjunto dirigido. Exatamente como no
caso de seqiiéncias podemos definir o conceito de convergéncia de rede: uma
rede ® : G — X converge para z, se para cada vizinhanca V de z, existe
um § € G tal que para cada o > § temos ®(a) € V. Agora, analisemos o
caso que X = H é um espaco de Banach e seja f : G — H uma aplicacao.
Podemos associar a f a rede das somas finitas, isto é, como conjunto dirigido
A, consideremos os conjuntos finitos de G com a relacdo de ordem

F<J& FCJ

e arede ®: A — H é definida como

O(F)=>_ (i)

e F
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Se a rede converge, e em tal caso é fcil ver que o limite é tnico, diremos
com abuso de notagdo que a série > sec J(g) converge e que f é somével.
EXpllCltament§ uma série .ng f (_g} converge a L, se e somente se para
cada € > 0 existe um conjunto finito J, C & tal que, para cada conjunto
finito J 2 J, temos

1> Fle) - Loj<e

geJ
Consideremos o espacgo
L(G)={z:G—>R:) [2(g)]’ < co}.
9&G
I facil verificar que
1. N={g € G:z(g) +# 0} ¢ enumeravel;
2. 3 ealz(9)P = sup{3_ cplz(g)]® : F é um subconjunto finito de G-

A segunda propriedade nos diz que se a série 3 _[z(g)]* converge, entdo
para qualquer bijecdo ¢ : G — G temos que

geG geG

Na realidade esta propriedade é verdadeira para fungbes somaveis quaisquer.
O préximo resultado € bem conhecido em andlise funcional.

Proposicio 3.3.1. [3(G) é um espago de Hilbert em relacdo ao produto

escalar
(@, vy =>_=z(g)ylg).

9eG

Além disso uma base Hilbertiana é dada pelas fung¢des en(g) = dng. by g € G.

Como as séries de termos positivos s&o incondicionalmente convergentes,
no caso que & seja enumerdvel, obtemos o espaco de Hilbert separavel [z
cldssico. Assumimos agora que G seja um grupo. Denotamos por By : G —
G a translag@o a direita por g, isto é Ry(h) = gh. Como R, é bijetiva entdo
se z € 15{() entdo zo R, estd também em [,(() e tem a mesma norma. Além
disso, temos o seguinte resultado cuja prova é simples.
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Lema 3.3.2. A aplicacdio z — z o B, é uma isometria sobrejetora de [(G)
em si mesmo, e a aplicacao

p G x(G) = [L(G) plg.z)=z0R,

é uma acao efetiva (isto é, nenhum elemento distinto da identidade fixa todo
o0 espago) de G em i3(G) por isometrias.

Em particular, g induz uma acfo por isometrias sobre a esfera unitdria
S{l{@)) = {z € L(G) : lz]l = 1}. Como é usual, tendo fixada a acdo y,
escreveremos gz em lugar de p(g, ).

Recordamos que uma ag¢ado de um grupo G num espago topolégico X é
dita propriamente descontinua se valem as seguintes condigoes:

e 3 acao é livre;

e para todo z € X existe uma vizinhanca aberta U de z com gUNU = 0,
para todo g € G diferente da unidade;

e para todos z,y € X com y € Gz existem vizinhancas abertas U, V de
T, ¥, respectivamente com gU MV = §, para todo g € G.

Se (G é uma acfio propriamente descontinua num espaco topolégico X entdo
o quociente X/G é Hausdorff e a aplicacdo quociente X — X/G é uma
aplicacao de recobrimento.

Teorema 3.3.3. Se G nao possui elementos de ordem finita, a agdo induzi-
da em S(l2(G)) é propriamente descontinua. Além disso a projecao candnica
S(1:(G)) — S((G))/G ¢ uma isometria local e uma aplicagdo de reco-
brimento. Por isso S{l2(G))/G possui uma métrica completa de curvatura
constante 1.

Demonstragdo: dividimos a demonstracio em trés simples afirmacoes.
Afirmacéo 1: a agdo € livre.

Se gz = z, também temos ¢"z = x e daf segue que para todo i € G e todo
n € Z temos z{h} = z{hg™). Os elementos {hg",n € Z} séo distintos pois,
g tem ordem infinita. Portanto, se z # 0, existe h € G tal que z(h) # 0
e daf segue que Y oo [z(hg™)|* = Yoo [z(h)]* = oo, 0 que é absurdo pela
propriedade (2).
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Afirmagdo 2: se a agdo ndo for propriamente descontinue, existiria uma
seqiiéncia de elementos distintos {g,) C G ez € S{[(G)) tal que gz — ¥,
pare algum y.

Como a acdo de G € por isometrias, € facil ver que a acio é propriamente
descontinua se e somente se a drbita de cada ponto for discreta e fechada.
Mas isso significa justamente que nenhuma seqiiéncia de elementos distintos
da érbita converge.

Afirmacdo 3: ndo existe nenhuma segiiéncia {g,) C G de elementos distintos
ez € S(I{G)) tal que g,z converge para algum y € S{ly(G)).

De fato, seja g, uma seqiiéncia de elementos distintos de G tais que g,r — ¥.
Para cada o € G temos

y(a) = <y7 ea) - hmn——}oo (9?11: 8&) = szn—b»ocx(agn)

Todos os elementos «g, sao distintos e » oo, [z(ags)]® < 1, pois o vetor
z € S{l,{G)). Portanto,

yla) = limyooz(ag,) =0, YVaeG

e isso implica y = 0, que ¢é absurdo.

Agora, como usualmente 5{I5(G))/G admite uma estrutura de variedade
diferencidvel tal que a projecdo candnica seja uma aplicagao de recobrimento.
Por outro lado, sendo G um grupo de isometrias, S{{2(G)) induz uma métrica
em S(l2(G))/G tal que a proje¢do é uma isometria local. Logo, aplicando o
corolario (3.1.6) temos que S(l2(G))/G é uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvatura seccional constante unitiria. c.q.d.

Em dimensao infinita a esfera é difeomorfa ao espago de Hilbert ([4]); em
particular a esfera é simplesmente conexa. Por isso demonstramos o seguinte
resultado.

Corolario 3.3.4. Dado um grupo G sem tor¢ao existe uma variedade com-
pleta com curvatura seccional constante 1 com grupo fundamental G.

Este fato estd em contraste com o caso de dimens#o finita onde sé os gru-
pos finitos podem atuar na esfera como grupo de isometrias sem pontos fixos.
Por exemplo, no caso s 0 resultado anterior prova que os racionais atuam
na esfera de modo propriamente descontinuo. outra cobservagéo interessante
é que se a variedade é modelada em um espaco de Hilbert separdvel entao
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o grupo fundamental tem cardinalidade finita ou enumerdvel. De fato, pelo
teorema de Sierpinski {[34]) um espago métrico conexo localmente separdvel
é separavel. Dal o recobrimento universal de uma variedade Riemanniana,
modelada em um espago separavel, é métrico, “puliback” da métrica de bai-
X0, e separavel. Logo, a cardinalidade da fibra, sendo um conjunto discreto,
tem cardinalidade finita ou enumerdvel. Agora, pelo resultado classico de
topologia algébrica a cardinalidade da fibra é a cardinalidade do grupo fun-
damental. Um outro fato importante € que se a cardinalidade do espaco de
Hilbert aumenta, os grupos que podem atuar, aumentam também.

Teorema 3.3.5. Seja G um subgrupo de isometrias de R" ou de [; que atua
de modo propriamente descontinuo na esfera unitaria. Entdo G opera de
modo propriamente descontinuo na esfera unitdria de qualquer espago de
Hilbert H de dimensao infinita.

Demonstragdo: primeiro provaremos que se G C O(n) entdo ele atua em
I» com as mesmas propriedades. Seja g € G. Definimos

oc g1

o0
Tg : lg — £2, TQ(Z .’E;‘ei) = Zg( 2 $j+lej*+~l>?
i=l

i=l  jen(i-1)

com as identificacdes, R™ LN lo, (Z1,... ,Zn) — Z?f—;zl(z‘—l} zjr1€541. Cla-
ramente T, é uma isometria, a aplicacio g — T, é um homeomorfismo e
T,z = r implica z = 0. Portanto, G atua em S(l;) sem pontos fixos e sendo
finito, de modo propriamente descontinuo. O caso geral € similar; pela teoria
cl4ssica de andlise funcional, qualquer espago de Hilbert é isométrico a l2(D)
onde D é a cardinalidade da base e

D=\JD;, Di[\D; =0, sei#j, D;=N,

il
veja [22] p. 678. Seja f € [5(D). Definimos

v | flz) sexe D
filz) = { 0 caso contrario.

Afirmacdo: f =3, fi

Como f € (D), pela propriedade 2, f; € [x(D). Uma conseqiiéncia ficil
da propriedade 2 ¢ que dado € > 0 existe J(¢) € D finito tal que para cada
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J C D — Je) finito temos Y. [f(d)]? < e Seja e > 0 e seja J(e) como
anteriormente. Escolhemos I, := {i € [ : D;(J(e) # @} e calculemos, para
I 2 1, finito,

1 Zier i = 1P

ft

Sup{ZgEJg:f?,(g) - f(g)]2~ J ﬁmto}
Sup{ZgEJ——J(e)[f(g)}Q: J ﬁnito}
€.

A

Logo a série >, f; converge para f. Usando a notagdo anterior é facil ver
que af +8g =) ,0af + Bgesef=73,,f, onde f/ =0 fora de D,
entdo f; = fi, pois f{z) = fl(z), se z € D;. Além disso, como para J C [
finito temos

Tiesl HlP = Ties sup(Yog. e filg)]?)  Ji © Dy finito
= sup(X eun[F (@)1

segue-se que » .. || f; [I*=|| F |I>. Por isso, se nds definirmos

Ty: (D) — L(D), T,>_f)=> of

icl iel
identificando [y — I3(D) como

F—s fosi(z) seze Dy
0 caso contrario,

onde s; é uma bijecdo entre D; e N |, a aplicagdo g — T, e um homo-
morfismo injetivo nos grupo das isometrias de [»(G). Se G ndo atuasse de
modo propriamente descontinuo existiria uma seqiiéncia g, e um elemento
=3 ;i # 0 tal que

gn¥ = E Gy > T = Zﬁz
el i€l
Logo ¢gnx; — z; € por isso z; = 0 para cada 7, que é absurdo. c.q.d.
Queremos estudar as condiges afim de que os elementos de ordem finita
possam atuar sem pontos fixos, exceto a origem, pois, queremos estender o
teorema (3.3.3) para uma classe de grupos que admitem elementos de tor¢io.

Daqui para frente quando nés dissermos que o operador linear T' néo tem
pontos fixos, significard que a origem é seu fnico ponto fixo.
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Seja T uma aplicacdo de um espaco de Hilbert H de ordem finita m, isto
é, T™ = Id e m é o menor inteiro positivo que satisfaz esta propriedade.
Afim que T ndo tenha pontos fixos T deve ser solugio da equagio

Tt T2 T+ Id=0

pois, caso contrario temos pontos fixos. Em particular, no caso que m =2 o
operador 7' deve ser necessariamente o operador —Jd, que comuta com todos
os operadores lineares. Dsta simples observacao ji mostra algumas restrigoes.

Proposicao 3.3.6. Se um grupo & atua como grupo linear sem pontos fixos,
exceto a origem, em um espago de Hilbert H, de dimensio finita ou infinita,
entfo G possul no maximo um elemento de ordem dois e este elemento deve
pertencer ao centro.

Exemplo 3.3.7. Os grupos Zy @ Zy, S5 =< ¢,¢; 0" = ¥* = 1,00 = ¢%¢ >
(grupo simétrico), Ds =< o,7;0* = 7% 707 = ¢® > (grupo diedral), ndo
podem atuar linearmente sem pontos fixos.

Para entender de modo melhor a situacdo é conveniente trabalhar com
espagos de Hilbert complexos. Isso nao é restritivo pois, se 1" é uma isometria
de um espaco de Hilbert real H, a sua complexificacio 7T é uma isometria
do complexificado H ® C. Além disso, T ndo tem pontos fixos se e somente
se TC nio tem pontos fixos.

Seja agora T um operador linear de H de ordem n e tal que T e as suas
poténcias ndo tenham pontos fixes. Seja Clz] o anel dos polindmios com
coeficientes em €. Temos entfo um homomorfismo de anéis

6r:Clz] - B(H,H), @&(f)=f(T).

Sendo C[z] um anel de ideais principais, Kerfir é gerado por um polinémio
que podemos assumir ménico, pr € Clz], chamado polinémio minimo de
T. Como o operador linear T tem ordem finita entdo o polindmio minimo
de T, pr = (z = &) {2z — &), onde os & sdo raizes da unidade. Em
correspondéncia temos uma decomposicao

Hﬂ?ﬁl@...@ﬁm
em subespagos T-invariantes, com

o H;, = Ker(T — &1d);



e prm, = (2 —&).

A prova é a mesma do caso de dimensdo finita; por exemplo veja [24]. Como
os subespagos H; sac T-invariantes um vetor z = x; +:+-+ o, € ponto fixo
de T%, 1 < k < n, se ¢ somente se T#(z;) = ;. Em cada subespaco H; o
operador T atua como multiplicacao por &;; entdo se & néo fosse raiz primitiva
n-ésima da unidade alguma poténcia de 7T teria pontos fixos. Vice-versa, se
pr 86 tem raizes primitivas n-ésimas da unidade, os operadores 7', ..., 77~}
ndo tém pontos fixos pois, ndo tém pontos fixos em cada subespacos Hi;.
Enfim provamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.8. Seja T : H — H um operador linear de ordem finito n
de um espago de Hilbert de dimensdo finita ou infinita sobre o corpo C ou R.
Uma condi¢fo necessaria e suficiente afim de que T,---,7""! nfo tenham
pontos fixos é que

®,(T)=0
onde ®,(t) é o n-ésimo polindémio ciclotdmico.

Agora seja 7 : H — H um operador de ordem n e seja L : H — H um
operador de ordem m. Assumimos que os dois operadores comutam e que
existe p primo que divide m e n. Indicamos por 77 = T+ e por L, = L%;
obviamente os dois operadores comutam e tém a mesma ordem. Em relacéo
a 11 temos uma decomposicao

H=H 8 --9oH,

e como Ly comuta com T3 os H; sdo Li-invariantes. Localizando o estudo no
primeiro subespaco; em relacdo a L, temos:

O operador T3 |H,; = &£, onde & é raiz p-ésima primitiva, e o operador L |V; =
£k por isso TF = o L,|Vi = Id. Esta simples observa¢io permite encontrar
uma outra obstrucdo afim de que um grupo possa atuar sem pountos fixos
como grupo linear.

Proposigao 3.3.9. Afim que um grupo G atue como grupo linear sem pon-
tos fixos, exceto a origem, é necessario que para cada elemento g de ordem
finita e para cada m no centralizador de g, de ordem finita, ou uma poténcia
de m ¢ igual a uma poténcia de g ou M DC(o{m),0(g)) = 1.
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O resultado anterior prova que os grupos que contém subgrupos do tipo

com MDC(n,m) # 1 ndo podem atuar sem pontos fixos. Nosso objetivo
¢ provar que 0s grupos abelianos finitamente gerados, cuja parte de torgdo
nio apresenta subgrupos da forma anterior, atuam de modo propriamen-
te descontinuo, como grupo de isometria em qualquer espaco de Hilbert de
dimensao infinita. Anteriormente provamos que cada grupo que atua em
dimensao finita atua também no caso de dimensdo infinita. Todavia estas
acbes, a priori, ndo comutam com aquelas que construfmos para os grupos
sem tor¢ao. Por isso queremos construir uma acgado explicita para os gru-
pos de tor¢do, para depois provar o resultado principal desta secéo. Agora,
consideramos os grupos abelianos finitos do tipo

G2 @ &Ly

com p; < ... < Pm. Escolhemos & ...&n rafzes pfi-ésima primitivas da
unidade e §; = arg(&;). Em geral, dados 9 € R definimos

Ty HoH —HaH, TTiz,y) = (cos{f)z — sin(f)y,sin{f)z + cos(f)y).
E facil ver que

1. Ty € uma isometria sobrejetora;

2. V0,0 e R, ThoT,=Ty0Tp = Torq;

3. Ty tem pontos fixos se e somente se # = 2kw, com k € Z.

Os operadores Tj, tém ordem p¥ e as poténcias ndo triviais ndo tem pontos
fixos. Usando as raizes & podemos definir em H® os operadores v — £v,
que indicaremos por £, e fixados s;,... 8, inteiros positivos € ficil ver que
V(z,y) € H® H temos

m

&6 + w=n(]76@) + (%@, 6

gl =1 izl

onde 7; e 72 sd0 as projecdes sobre o primeiro e segundo fator do espaco de
Hilbert H & H. Provaremos que os operadores Ty, representam o grupo GG
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como grupe de isometrias sem pontos fixos. Primeiramente provaremos que
a soma € direta. Assumimos que existem s;...8, € N tal que

=117

M

Pela férmula (3.1) temos

g=11¢

J#

e daf segue-se que & éraiz [, p;’ -ésima da unidade. Como os p; s&o distin-
tos, lembrando que se £ é uma raiz n-ésima e m-ésima entdo £ é M DC{m,n)-
ésima, concluimos que &* = 1. Falta provar que os operadores

2
m
154
H Tf}:
=1

nao tém pontos fixos. Caso contririo, aplicando a férmula (3.1), segue-se que

e daf temos que cada &' é raiz [, pi*-ésima da unidade. Logo &* = 1 para
cadal <1 <m .

Finalmente podemos provar o resultado principal usando a acdo que cons-
truimos para os elementos de torcao.

Teorema 3.3.10. Seja H = GEBZpgq D---®Zyem, onde G é um grupo sem
tor¢cao e p; sdo primos distintos. Entac H atua como grupo de isometrias de
modo propriamente descontinuo na esfera unitéria de [»(G).

Demonstragao: nosso objetivo é representar H como subgrupo de isometri-
as do espaco de Hilbert I5(G) @ [2{G) que ¢ isométrico a [5(G). Os elementos
g € G atuam em [{G) & (G}, como g S g e é facil ver que tal acdo verifica
as mesmas propriedades da acfo de G em [5(G). Cada elemento de torcio,
que indicaremos por A, atua como anteriormente. A demonstracio se divide
erm trés passos:
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1. GNA=e.
Se [Tim1 Ty' = Ty = go, onde 6 = Oy5; + -+ + Omsm, entdo

Gol€e, €e) = (g1, €4,-1) = (ec{cosf —sinf),e.{cosd +sind)).
Logo g, =ee 8 = 2wk,

2. ‘\ngGeVaeA,agmga.
E suficiente provar que o operador Ty comuta com g, para cada g € G
e para cada # € R.
9(To((Xhec Theh: opec Ynen)) =
9> nea(zrcos8® — ypsinbBlen, > pooansind + cosble,)) =
(>ohegzncost — ypsinbley,—1, >, ol{znsing + cosfey,—1)) =
TB((E};GG $h6h9‘1=zheG yhehg*l}) =
Ty (Q{Zhec Theh, 2 pei Yhen)))-

3. ag nédo tem pontos fixos e a agdo ¢ propriamente descontinua.

Se
ag(D>_znen, Y ynen) = (O Tnen, Y yntn)
held he heGG hed
entao
Z(Zﬁn cosf — ypsinflep,—: = E Then
heG heG
e

Z(azh cos@ + ypsinfep,1 = theh.

heG he

As igualdades anteriores mostram que para cada o € G temos
To COSH + Yo €088 = Yop-1; (1)
ToC080 — Yo o8l = zh,-1. (2)
Se o elemento fixado ¢ diferente do vetor nulo existe o € G tal que

ZTo 7 0 ou Yo # 0. Aplicando {1) e (2} recursivamente, obtemos que
para cada n € N

Tag=n? + [Yagnl? = |zal® + |yal®
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Por isso temos

o0 oo

D Nzagnl? + D g =00

n=1 n=1

que € absurdo, pois as duas séries sdo convergentes. Para completar
devemos provar que a acio é propriamente descontinua. Por isso é
suficiente provar que para cada seqiiéncia de elementos distintos gpa,
e para cada elemento x # 0, a sequéncia gpu,x nao converge. Caso
contrario, sendo A um grupo finito podemos escolher uma subseqiiéncia
tal que anm) = @, e dai teremos que gn(x)(@,z) converge em contradigio
com o fato de que &G atua de modo propriamente descontinuo na esfera
unitdria de [3(G) & (G). c.q.d.

Como coroldrio do teorema anterior e do coroldrio (3.3.6}, temos os se-
guintes resultados.

Corolério 3.3.11. Todo grupo abeliano G finitamente gerado com tor¢ao
do tipo

Zper © -+ @ Lz

sendo p; primos distintos, atua, como grupo de isometrias, de modo propria-
mente descontinuo na esfera unitdria de qualquer espaco de Hilbert. Por isso,
existem variedades de Hilbert completas com curvatura constante unitdria,
cujo grupo fundamental ¢ G.



Capitulo 4

Variacoes de Energia e do
Comprimento

4.1 Primeira e segunda férmulas de variagoes

Seja (M, {, )) uma variedade Riemanniana e seja ¢ : [a,b] — M uma
curva de classe C? por partes. Definimos Comprimento e a Energia da curva
¢ como

() JE Ity | dt,
=1 [(e(), 6(0))dt.

Usando a desigualdade de Cauchy-Shwartz temos
L*(c) <2(b — a)E(c)

onde a igualdade € verificada se e somente se 0 vetor tangente tem mddulo
constante. Nota-se que o funcional Energia ndo € invariante para reparame-
trizagbes ao contrario do funcional Comprimento. Nés estamos interessados
em minimizar estes funcionais e por isso nesta se¢do consideraremos curvas
com particulares condicdes ao bordo. Seja B uma subvariedade fechada de
M x M e denotamos por

Cglla, b)) == {c:{a,b] — M : ¢ é C* por partes com (c(a), c(b)} € B}



Lembramos ainda que, como no caso de dimensédo finita, podemos in-
troduzir a nocdo de lmersdo isométrica, fibrado normal, conexdo normal,
operadores de Weingarten, e obter as equagdes de Gauss, Codazzi e Riccl
(veja [18]).

Definicao 4.1.1. Seja v € Cp(le,b]). Uma variacio C* por partes de uma
curva v ¢ uma aplicacdo continua
a:{~ee) x[a, b — M
tal que
1. a(0,t) = ~(9);

2. existe uma particdo a = t, < f; < ... <ty < &, = b tal que a
aplicacdo o , € ('™ para cada 1 <1 <n;

E(---E,E)K(l‘,iw_l Sty

3. afs,-) € Cglla,b));

Indicamos por
T.Cgl(la, b)) := {X € H(c"(TM)) C= por partes : (X{a), X(b)) € T(C(a}’c(&})B}.
Lema 4.1.2. Para cada X € T,Cg([a,b]) existe uma variacio « de c tal que
X(t) = $2(0,¢).
Demonstragao: veja [33]
Proposigao 4.1.3. Sejam X € T.Cp([a,b]), o uma variagio de c relativa 2
Xesegjaa=1t, <t <...<ty1 <, = b uma particio de [a,d] tal que
Ol it iy & CFF- Entdo

b
ggiszo E{a{s,") = —faw_ggé(t),X(t))dt

+ > (X (), eltice) — Eltito))

=1

+ (X(8), b)) — (X(a),i(a));

d : ’ é(t)
Sl Llate)) = = [ (Vo Xt
=,y Cltino) &ltito)
+ LX) T T et T
O ¢(a)
R O FON



Demonstracdo: veja [33]
Coroldrio 4.1.4. Uma curva ¢ : [a,b] — M é ponto critico do funcional
Energia e Comprimento se e somente se ¢ é uma geodésica com condic¢io ao
bordo (C(CL)E —C(b)) & (T}:C(a),c(b})B)"l‘.

QQuando uma geodésica c satisfaz a condi¢do anterior diremos que ¢ ¢ uma
B-geodésica.
Proposigdo 4.1.5. Seja ¢ uma B-geodésica e seja X € T.Cg([a, b)). Entdo

& >
SleeBlats)) = [ IVaXW P - (X0, RO, )0

ds
- << Aa), ey (X (a), X(B)), (X (a), X (B) >>
Z b
L lmoLlals,) = 7 ] |V X0 1P~ (ROE (), 60)elt), X (1) e
i

= 7 << Aga)-en (X (a), X(b)), (X(a), X (B) >> .

onde X —(t) é a componente normal relativa a ¢(t), [ =|| ¢(t) ||, <<, >>éa
métrica produto em M x M e A é o operador de Weingarten de B — M x M.

Demonstragdo: veja [33].
A forma do ndice D?E(c) em T.Cp{[a, b]} é definida como

D2E()(X,Y) = [b |V 5 X (@) 2~ (¥ (0), ROX(8), &@)ee)) s
— << Apaymeoy (X (@), XB), (Y (@), Y(0) >> . (41)

Sendo o tensor de curvatura simétrico e o operador de Weingarten também

simétrico obtemos que a forma do indice D*E(c) é uma forma bilinear e
simétrica. Dada uma particioa =1, <t;, < ... < t,_1 <t, =btalque o
campo X é C™, podemos escrever a forma do indice como

DE(E)(X,Y) = — / b(V%V%X(t) + RIX (1), 0)et), Y ()
-+ i(v%X&i—o) - V%X(ti—ko):}/(ti))

~ << Aggay-eop (X(a), X (8)), (Y{a), Y (b)) >>
+ << (~V%X(a).\7iX(b)), (Y(a),Y (b)) >>.

T
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Usando a férmula anterior é ficil ver que um campo X € T.Cg{]a, b]) perten-
ce a nulidade de D?FE{c) se e somente se X é um campo de Jacobi e satisfaz
a seguinte condicdo

(V2 X(a), Vo X(b) + Aa)~eon(X(a), X(8)) € (Tetayemy B)™
4.2 Teorema de Bonnet e outras aplicacoes

Passaremos agora a algumas aplicacbes da férmula da segunda variagao
da Energia, comparando-se com ¢ caso de dimensio finita.

Teorema 4.2.1. (Bonnet) Seja M uma variedade Riemanniana completa
com curvatura seccional K > K, > 0. Entio o didmetro da variedade M,

d(M) = sup{d(p,q): p,g € M } éfinito e resulta menor ou igual que =

Demonstragao: suponhamos por absurdo que d(M) > —5= . Como, pelo

teorema de Ekeland, o teorema de Hopf-Rinow é genericamente satisfeito,
existem dois pontos p,¢ € M, com d(p,q} > ﬁ e uma geodésica minimal
entre eles. Denotamos por ¢ a geodésica minimal que liga p e ¢. Seja Y (¢) =
sin Iffw(t) um vetor ao longo de ¢, onde w(t) é o transporte paralelo de um

vetor unitario ortogonal a é(0) el > 0. O indice de V" é

DBEEY) = [ st (TG ~ (R, d)i), e

Se [ > %, entdo o indice deste campo é negativo o que implica que a
geodésica ¢ ndo é minima, que é um absurdo. c.q.d.

Sobre o grupo fundamental, como vimos no capitulo 3, ndo podemos
colocar nenhuma restricdo. Este ponto difere muito do caso de dimens&o
finita pois, neste caso concluimos que ¢ grupo fundamental é finito.

Um outra aplicacdo da segunda formula de variacio é o teorema de
Weinstein-Synge. Este teorema prova a existéncia de pontos fixos das iso-
metrias em variedade, com curvatura seccional positiva, com dimensio par
que preserva a orientacdo e com dimensfo impar que reverta a orientagao.
No caso de dimensdo infinita, devido aos resultados apresentados na secdo
3.3, ndo podemos estender este teorema. Além disso, podemos construir uma
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isometria sem pontos fixos na esfera de um espacgo de Hilbert separdvel com
inf{ d{f(z),z) : z € S(H)} =0 como prova o seguinte exemplo:

f(Z?iasz‘ea‘) = Z?.o—ﬂ(cgs(
+ 3o {cos(

Um outro problema ligado a variacio de Energia € a existéncia, no caso de
dimensio finita, da geodésica de energia minima em variedades compactas
em cada classe de homotopia livre. A primeira idéia é substituir compacta
por didmetro finito. Todavia Grossman construiu um exemplo, veja [14] para
mais detalhes, onde o didmetro é finito, que ndo tem geodésicas fechadas de
Energia minima. A idéia é considerar as isometrias de [, dadas por

Jz2i-1 + sin(3)zaijenio

1
i ol
Sza) — sin(3)zoi-1)en.

() med =Y (m + 801 + %))ei,

gl

considerar o grupo gerado por (E,).en € enfim, considerar o espaco quociente
(Toro generalizado). Sendo as E, isometrias podemos induzir uma métrica
tal que a projecdo natural é uma isometria local e uma aplicacdo de recobri-
mento. Agora os elementos na mesma classe de equivaléncia da origem sao
gn = (1 + i—)en e as geodésicas fechadas cujo ponto inicial é a classe da
origem sdo levantadas nas retas que ligam a origem com 0s pontos g,. Logo,
nio existe uma geodésica fechada minimal cujo ponto inicial é a classe da
origern.

ot
(1}



Capitulo 5

Teoremas de Comparacao de
Rauch

5.1 Pontos conjugados e pontos focais

Seja N uma subvariedade de (M, g) e seja «y : [a,b] — M uma geodésica
tal que

L. yla)=pe N,
2. ¥(a) = £ € T,N™.

Definicao 5.1.1. Um campo de Jacobi ao longo de v € dito N-Jacobi se
satisfaz as seguintes condigdes ao bordo

Y(a) ET,N, VaY(a) + A(¥(a)) € TN,
onde Ag é o operador de Weingarten de V.

Como no caso de dimensio finita os campos N-Jacobi sdo relacionados com
a aplicacio Exp® : TN — M, Exp~(X) = exp™(X); explicitamente, os
campos N-Jacobi que se anulam em t, estdo em correspondéncia biunivoca
com os vetores do niicleo de d(Exp™), ¢ { veja [18]). Isso justifica a seguinte
definicdo.

Defini¢ao 5.1.2. Um ponto ¢ = ¥(¢,) ao longo de v é dito:
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1. monofocal se d(Exp™);,¢ ndo ¢ injetivo;
2. epifocal se d(Exp™),,¢ ndo é sobrejetor.

No caso “degenerado”, isto é, o caso em que N = p, diremos que o ponto
g = v{t,) é monoconjugado ou epiconjugado ao longo de 7. Se ndo temos
pontos epiconjugados (epifocais) e monoconjugados {monofocais) diremos
gue nao temos pontos conjugados (focais) ao longo de v. A distribuicdo de
pontos conjugados ao longo de geodésicas difere muito do caso de dimenséo
finita pois, Grossman em [14] construiu um exemplo onde a distribuicdo de
pontos monoconjugados tinha pontos acumulacdo. Equivalentemente cons-
truiremos um exemplo onde a distribuicio de pontos epifocais e monofocais
se acumulam,

Exemplo 5.1.3. Seja M = {z € I, : 2} + 2§ + 2T aa! = 1}, onde
(@;}ien é uma seqiiéncia de nidmeros positivos. E facil ver que a curva

v{s) = sin(s)e; + cos(s)ey
é uma geodésica e T M =< 4(s), €3, €4,... >. Para estudar a distribuicgo
dos pontos epifocais ou monofocais, ao longo de +, podemos restringir o
estudo aos campos de Jacobi normais. Nota-se que para cada k > 3

Ey=1{a? + 22 + qpri =1} — M

¢ totalmente geodésica que implica que K(¥(s),ex) = ar e 0s campos de

Jacobi, com as condigOes iniciais Ji(0) = e, V 2 Jr{0) = 0, sdo dados por
i

Ji(t) = cos(/axt)ex. Por isso temos

d(Exp~) Zbkek Zbk cos(/ars)er
k=3

Os pontos Y{r{), ri’ = 5= "= sao pontos monofocais. Escolhamos ay, = (1—)?

e estudemos esta &tua@ac. Os pontos v(sg), sy = 2—,1’9-:7;}« s&o monoconjugados,
AN
S ¥ % €

)ek

Exp 7( } Zbkek) = Zbk COS

k=3
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Logo, o ponto v(5) néo é monoconjugado e cada vetor e, pertence a zmagem
Dai concluimos que a imagem ¢ densa. De outro lado, se o vetor 3 ;o . & FEk =

d(Exp™)yiz) (3oes beex) entéo

1
sin by = —
()b =
e dal segue-se que
1 2
lim &, = lim T —— = g
k=00 koo 2ksin(gp)m

Logo, o ponto v(3) ¢ epiconjugado.

No capitulo 3 provamos que estudar os N-Jacobi ao longo de v € equiva-
lente ao estudo da seguinte ED.O., em T,M = T,N @ T,N—,

{ T"(s) + Rs(T'(s)) = 0;
T(a){v, w) = (v,0), T'(a)(v, w) = (—Ae(v), w).

Por isso este sistema de E.D.O. é a linearizacio do Exp™ e os resultados na
secdo 3 traduzem-se no seguinte resultado.

Proposicgao 5.1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura
seccional L < K < H, onde H, L sao constantes. Seja /N uma subvariedade
de M esejay:[0,b] — M uma geodésica, parametrizada com comprimento
de arco, com ¥(0) =p € N ¢ %(0) € T, N. Entao

1. se d(ExpL)gog é injetivo entdo a imagem € densa;

2.se N =pe L > 0, entdo a distdncia d, ao longo de v, entre p e o
primeiro ponto monoconjugado ou epiconjugado satisfaz

Bt

il

w
To<d< L
VH ™ — VL

3. se N é a subvariedade totalmente geodésica definida por 4{0) e L > 0,
entao a distdncia d, ao longo de v, entre p e o primeiro ponto monofocal
ou epifocal, satisfaz




As propriedades 2 e 3 so verificadas também no caso de dimenséo finita.
Todavia, 0 exemplo anferior, junto com o exemplo de Grossman, provam que
a distribuicdo dos pontos monofocais e epifocais ou monoconjugados e epi-
conjugados, ao longo de geodésicas, é muito diferente do caso de dimensio
finita. Misiolek em [26], provou que no casc de (M), o espaco dos lagos
livres de Sobolev de uma variedade compacta, a diferencial da aplicagéo ex-
ponencial € um operador de Fredholm de indice zero e por isso um ponto
a0 longo de uma geodésica € monoconjugado se e somente se é epiconjuga-
do. Este fato é verificado também quando os operadores R, sdo operadores
compactos {[27]). A idéia da prova é integrar e observar que temos:

T(s) = sld — ] 5( jf RyT(h)dhdi

Como os conjuntos dos operadores compactos sao fechados entéo o fluxo de
Jacobi T(s) = sId — K(s), onde K(s) é compacto. Agora, um cléssico
teorema de andlise funcional implica que T'(s) é Fredholm e como T(0) = Id
segue-se que o indice é zero pois, o indice é constante em cada componente
conexa. Misiolek provou também que em Q(M} s6 pode ter um ntmero finito
de pontos monoconjugados ao iongo de uma geodésica de comprimento finito.
O préximo passo ¢é estender o lema do indice ao caso de dimensio infinita,
para provar, na sua generalidade, os teoremas de comparagdo de Rauch. Seja
X :[0,1] — T, M, com X(0) € T,N e definimos o indice focal de X como

INX,X) = X0, X(0) — (R(X(1)), X (1))t
= (Ae(X ()) X(0)>

No caso em que N = p usaremos a notagdo J{X,X) o qual chamaremos
simplesmente indice. Obviamente cada campo ao longo de v pode ser visto
como transporte paralelo de uma aplicagdo X : [0,b] — T,M; indicaremos
por X (t) = 74(X) o campo associado a X.

Lema 5.1.5. I"(X, X) = D?E(7)(X, X), onde D?E(7) é a forma do indice
relativaa B = N x M —+ M x M (veja 4.1).

Demonstragdo: comparando as duas expressdes nota-se que € suficiente
provar que V 2 X(t) = 15(X(t)). Seja Z(t) o transporte paralelo de um vetor



em 1,M. Entao

(Vo X0, 2) = (X8, 2()Y
= (FX(0),7(2)Y
= (X(1),2)
= (X(1),2)
= (X D), 2()-

c.q.d.

A prova do lema do indice que serd apresentada é feita no caso dos pontos
focais. A prova no caso de pontos conjugados pode ser feita exatamente da
mesma marneira e por isso nao apresentaremos nenhuma prova. Lembramos
ainda, que a familia de aplicacbes bilineares

&(t) (v, w) = {T(1)(v), T"(t) (w)),
é simétrica.

Lema 5.1.6. (indice Focal) seja X : [0,b] — T,,M uma aplicacdo dife-
rencidvel por partes com X (0) € T,N. Assumimos que T'(¢} é invertivel para
cada 0 <t < a. Entdo

(X, X) = I¥(J, ),

onde J{t) = T(t}{u) com X(b) = T(b)u. A igualdade é verificada se e
somente se X=T(t}(u).

Demonstragido: sendo 7'(¢) invertivel entdo existe um aplicagio diferenci-
gvel por partes Y : [0,5] — T, M tal que Y'(0) = X{(0) € T,N e a aplicagdo
X(t) =T{t)(Y(¢)). Entdo

X =TH{YE) + TOFE) = AW) + B().
O indice de X é igual a

1{X, X) f(} (A(1), AG)) + 2(A(8), B(2)) + (B(t), B(t))dt
— JRTOY @), T (1)t~ (Ag(X(0), X (0)).



Por outro lado,

(A(t), A®)) = (T'HTE), T (O @)
= (T ), T (0))
(THY@)LT O
- (IO T O @)
~ (IO W), T )
€ por isso
(A(t), A®) = (TOE®),T'HXE)Y
— (B(#), A1)
+ (T E), R(THY ()
— (THE ), T O () (= (A@), BI),

onde a tltima igualdade segue do fato que ®(¢) é simétrica. Logo,

/0(T(i)(Y(?f)),T’(t)(Y(t)Ydt = —(T0)(Y(0)), T"(0)(Y'(0))))

+ (TY Q)T MY

= (X(0), 4¢(X(0)))

+ (T (1)), T ()Y (1))
e 0 indice focal de X é

IN(X,X) = (T(1)(w), T'(1)(w)) + / I TOE () |12 de.
c.q.d

Uma simples aplicacdo da férmula anterior é o seguinte resultado.

Proposigao 5.1.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e sejam S e N
subvariedades em M de codimenséo 1. Assumimos que p € SN N e que no
ponto p, N e S tém o mesmo vetor normal (N, = N,}. Assumimos também

que

Q(VXN,X) < g(vXﬁ:*-X)s

para cada X € T,N = T,5. Entdo se o fluxo de Jacobi T relativo a S é
invertivel em (0, 5) entdo o fluxo de Jacobi relativo a N nfo pode ter pontos

monofocais em {0, ).
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Demonstragfo: seja Y {t) um N-campo de Jacobi. Indicamos por A e 4 os
operadores de Weingarten relativamente a S e N. Sendo T invertivel existe

X :{0,s] — T,M com X(0) € 7,8, tal que Y{(t) = T()(X(¢) e
Y{0) = T(0)(X(0))
- Y0y = T(0)(X(0)) + T(0)(X'(0))
(=AY (0)),Y"(0)") = (-AX(0) + X'(0),0)).

Dai segue-se que Y (0) = X(0) e que X'(0)' = (4 — A)(X(0)). Aplicando a
férmula do indice temos
g(Y(s),VaY(s)) = I°(V)Y)

= g((4 — AH)(X(0),X0) + [ ")) {* dt

Logo Y(s) # 0. c.q.d.

Voltemos ao lema do indice; assumimos que exista um ponto epifocal,
no intervalo {0, b}, isolado com imagem densa. Isso significa que o fluxo de
Jacobl é um isomorfismo para t # £, em (0,b) ¢ em t, 0 fluxo T(¢,) tem
imagem densa. Consideremos X : [0,b] — T,M uma aplicaggio C* por
partes com X (0) € T,N. Fixado §, existe X5, n = 1,2 tal que

| T()(X5)) — X(&)) [
iT(to)(XQE)) - X(to)) Hg

Escolhemos também Y* de modo que

""'"‘»P-lm

| T(t) () — T(ta)(XD) 1< 5.

Logo, existe nj(e)} < § tal que no intervalo n(e) — &, <t < nle) + ¢, temos

I TEHXT + (= L)X — V) — X() <
1 2(THX + (= t)(X5 —Y9)) — X(1) H<€

Indigquemos por X°¢ a aplicacio

X(t) se 0<t<t, — nle)
X<(t) { TEXT + (0 = t)(X5 — Y)) sety—n(e) <t <to+nle);
X(t) se t, —nie) <t < b
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Nota-se que X = T{£)(Y (1)) por um certo Y (¢} ¢ pela prova anterior temos
IN(XE X 2 INT () (w), T(t) ()
Calculemos ¢ indice focal do campo X.

X, X) = I(X X9
Jom X (1), XE(t) — (RXE(8), e(8))e(t), X (1)) dt

A X (1), X () — (R(X (). 6(£))é(t), X (£))dt.

to—Ti{€)

O segundo termo

to+mie) .
/{ ) (X1, X (1)) — (RIX (1), ez))e(t), X (1))dt,

tende para zero quando € — 0 pois X (t) é C* por partes e

(Xe(), Xe(t)) < 40X, X(8) + €2

H

(R(X<(), e(8)e(t), X(8)) < 4|l R[] {e(t), e@)((X (). X (1)) +¢€2).
Logo, fazendo o limite de ¢ — 0 obtemos a seguinte versao do lema do indice.

Lema 5.1.8. (Indice generalizado) Se + : [0,8] — M é uma geodésica
que contém sé um nimero finito de pontos epifocais {epiconjugado) com
imagem densa, no interior, entao dado um campo X ao longo de v com
X(0) € T,N o indice, relativo a N x M — M x M, do campo X satisfaz
D?*E(c) (X, X) > D?E(¢)(J,J), onde J é o campo de Jacobi com J(b) =
X(b).

O lema anterior garante que o indice é definido positivo no espago dos
campos ao longo de v com X(0) = X(b) = 0, se no interior da geodésica
s6 tem um ndmero finito de pontos epifocais (epiconjugados) que nao sdo
monofocais (monoconjugados). Como no caso de dimensdo finita, depois de
um ponto monoconjugado a geodésica ndo pode minimizar a distancia.

Corolédrio 5.1.9. Seja~ : [a,b] — M uma geodésica e assumimos que ¢{%,)
seja monoconjugado ao longo de ¢. Entdo para cada t > ¢, a geodésica nao
pode ser um minimo local do funcional Energia.

Demonstracdo: veja [8]
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5.2 Teoremas de comparacao de Rauch

Nesta se¢ao provaremos os teoremas de comparagao que nos permite en-
tender a geometria da variedade quando a curvatura seccional € limitada
superiormente ou inferiormente.

Teorema 5.2.1. (Rauch) Sejam (M, (. }), (N,{, )*) variedades Rieman-
nianas modeladas em H; e Hs respectivamente com H; isométrico linearmen-
te a um subespaco fechado de H,. Sejam

c:{0,a) — M, ¢*:[0,a] — N

geodésicas de igual comprimento. Assumimos que ¢* tenha no méximo um
namero finito de pontos epiconjugados com imagem densa no interior. Assu-
mimos também que se ¢ € [0, a], para cada X € TyyM, Xy € Tp-y N temos
que

KN (X, (1) > BM(X, ().

Sejam J e J* campos de Jacobi ao longo de ¢ e ¢* tal que J(0) e J*(0) sdo
tangentes a ¢ e c¢* respectivamente e

L[ J(0) fi=[ 7 (0) [
2. (0), V2 J(0) = (¢(0),V 2./ (0));
3. V4. 7(0) = V270 I
Entdo para cada ¢ € [0, a)
EOIEIRLONE

Demonstragao: os dois campos de Jacobi tém condigoes iniciais tangentes,
com Imesma Norma e por isso as componentes ortogonais inicias dos dois
campos sdo nulas. Dai é facil ver que as componentes dos campos de Jacobi
tangentes sdo iguais. Esta observacdo inicial reduz a prova do teorema ao
caso cujos campos de Jacobi tém as seguintes condigoes inciais:

| J(0) {I={e(0), V2 J(0)) = J*(0) [|= (&(0), V 5. J7(0))
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e para hipdtese sobre ¢* o campo J*(t) # 0. Escolhemos ¢, € [0,a] ¢ uma
isometria
F Tc(g)ﬁff — T;:x(g)f\fw
FEO)=e0)
F(Tt?,(‘](to)} = Xgo (J*(tﬁ)) 1;}']‘-{(;})&‘

Consideremos a familia de isometrias

Ty Tc(t)M — Tca ) N
iy =x,oFor,
0 <t <ty eseja W{t) =4,(J(¢)). Entéo
D*E(c)W,W) = [ Ve W( ) I — (RN(& (), W(1)e (1), W)

< iiVa t) 112 —(RM (), J(£)e(t), J(2))dt
— D2E(o)(7, J}

O célculo anterior prova que

1d

—Q—Eh ‘éwto (J(t):'](t» - <J(to)>v§‘](to)>
= DE(¢)(J,])
> DPE(c)(W, W)
oo e I TG | o TG) |
2 PR TR Tre 1

onde a ultima desigualdade é conseqliéncia do lema do indice generaliza-
do. Como J*(t) é um campo de Jacobi, o indice do campo J* é dado por
D2E(c*) = {J*(t,), V%J*(to))*. Daf segue-se que

d s yy e L) I i T (Es) ]
7 li=s, (J (1), (1)) = D°E(e){J T J BEC )”)
— i ® * *® ” ']( 0) ”2
— dt |imfo (J (t)!'j (t)> “ J*(ta) HQ

A desigualdade anterior é verificada para cada f, entdo se nds tomarmos
e > 0, para cada t > ¢ obtemos

L toa(ll 1(0) 17) > 1og(| 7 (6) )
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e integrando em (e, ?] temos
@ E @ E
[T = T2

Agora, usando que || Va J(0) |I=l V%J*(O) || e fazendo o limite de € — 0
da expressao anterior femos 0 nosso resultado. c.q.d

Misiolek, sempre em [26], provou que em Q{M) o indice da forma bilinear
D?E(c), ao longo de uma geodésica de comprimento finito, é finito. Logo,
a variedade 2(M) ndo pode ter curvatura estritamente positiva ao longo de
qualquer geodésica de comprimento finito. De fato se K > K, > 0, considere
a esfera 5_1 (Zg) pois, Q(M) é separdvel, e seja N € ST/%“( 2). Tode campo
de Jac0b1 ao iongo de gualquer geodésica que sai de NV se anula no instante
t = v’"f?"g" e 0 espaco vetorial de tals campos tem codimensio 1. Sejam ¢
uma geodésica em Q(M) e ¢ uma geodésica em 5 . {l) com ponto inicial

N. Assumimos também que as duas geodésicas seja,;n parametrizadas com
comprimento de arco e elas tém comprimento igual a —=. Escolhemos uma
isometria F tal que F(¢(0)) = ¢*(0) e seja J(t) um campo de Jacobi normal ao
longo de ¢. Podemos definir, como na prova anterior, a familia de isometrias
i, e associar ao campo de Jacobl J{¢) o campo W(¢) = 4,(J(¢)) ao longo da
geodésica c*. E f4cil ver que

D2E(c)(W. W) < D E(c*}(J,J) = 0

e daf segue-se que o indice da forma bilinear D?E{c), nio pode ser finito que
¢ absurdo. O préximo resultado é um coroldrio classico também em dimensao
finita.

Corolério 5.2.2. Sejam M, N variedades Riemannianas modeladas em H;
e H, onde H, é isométrico a um subespaco fechado de H;. Assumimos que
para cada m € M en € N e para cada n € T,M e 8 € T,,N 2-subespagos
{enos

KM(n) = K¥(3).
Seja i: T,N — T,M uma isometria e seja r > 0 tal que

exp,, : Br(o,) — B,(m) difeomorfismo
€XPy, | Br(0m) — B.{n) ndo singular.
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Seja ¢ : [a,b] — exp,(Br(0,)) uma curva C! por partes e considere a curva
¢(s) = exp,, ot o exp, ~*(c(s)). Entdo
L{c) > L{&).

Demonstragio: [§]

Se nds comparamos curvas que sdo imagens da mesma curva, nos relativos
espagos tangentes, podemos assumir que a aplicacdo exp, seja ndo singular a
menos de um nimero finito de pontos e em tais pontos o diferencial é injetivo.

De forma analogo ao teorema de Rauch, pode-se provar o seguinte resul-
tado relativo aos pontos epifocals e monofocais.

Teorema 5.2.3. (Rauch II) Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannia-
nas modeladas em H; e Hy, onde H; € isométrico linearmente a um subespago
fechado de H;. Sejam

¥yt [D,b] —}M,
¥ 1 [0,b] — N

geodésicas com o mesmo comprimento. Assumimos que para todos vetores
X, € Tn(t)M e Xo € Tﬂm(t)f\r, temos

KN (X, 11(t)) 2 KM(X1,52(8), (X0, 7(2) = (Xz,72(t)) = 0.

Assumimos também que v, possui no maximo um numero finito de pontos
epifocais com imagem densa no interior, relativa a subvariedade geodésica
definida por 7,(0}. Sejam J e J* campos ao longo de v; e 2 respectivamente
tal que

1. V_%J(O) = V%J*(O) =0,
2. (7(0), J(0)) = (72(0), J*(0)), | J(O) [i=I]l J*(0) II.
Entao,
=l @)

para cada ¢ € [0, b].
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Corolario 5.2.4. Sejam M, N variedades modeladas em H; ¢ H, com Hp
isométrico a um subespago de H;. Sejam 7, e v geodésicas em M e N
respectivarente com mesmo comprimento e definidas no mesmo intervalo.
Sejam Vi(t) e Vo{t) campos paralelos respectivamente a -y, e 72 unitérios e
ortogonais &s geodésicas. Seja f: 1 — R positiva e consideremos as curvas

b(t) = exp,, i (f(E)VL(E));
b {t) = EXPoyiey (FHVa(t)).

Assumimos que para cada 7 € I as geodésicas
XD, (sf{1)V2(t)), 0 <s <1
nao tenham pontos epifocais ou monofocais. Entdo L(6) > L{b*}.

Demonstragdo: [§]

O coroldrio anterior é muito importante pois, nos permite comparar com-
primentos de curvas entre variedades e isto serd fundamental na prova do
teorema de Topogonov que apresentaremos no proximo capitulo. Provare-
mos também, como os teoremas de comparacio tém muitas aplicacdes de
carater global sobre as variedades com curvatura seccional limitada.
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Capitulo 6

Variedades Riemannianas: a
Teoria Global

Os teoremas de comparacdo de Rauch sdo os instrumentos bésicos para es-
tudar a geometria das variedades de curvatura seccional limitada. O fato
de poder comparar uma variedade com modelos onde a geometria é bem co-
nhecida, ajuda a entender as propriedades globais a partir de informacoes
locais.

6.1 Aplicacoes dos teoremas de Rauch

Em dimensao infinita, também no caso de variedade completa, nds sa-
bemos que a aplicacdo exponencial pode néo ser sobrejetora. O teorema de
Hadamard prova que nas variedades de curvatura seccional nao positiva a
aplicagao exp, € sobrejetora para qualquer p. Quando a curvatura seccio-
nal ¢ limitada por cima por uma constante obtemos que a aplica¢do exp, €
sobrejetora ou parcialmente sobrejetora.

Proposicao 6.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com
curvatura seccional K < H. Se ¢: [0,1] — M ¢é uma curva de classe C*
por partes, com L(¢) < 77 se H > 0, entdo existe uma tnica curva de

classe C* por partes : [0,1] — By{oco) tal que exp g, oc(t) = c(t). Em
particular,

exp, (B (0p)) = B-(p)
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Demonstracao: provaremos apenas o caso em que H > 0 pois, o caso
H < 0 é andlogo. Seja

to=sup{ t € [0,1]: 31 2:(0,#] — Bry(0xq), com c(t) = c(t)}.

Pelo teorema de Rauch (comparando com a variedade de curvatura constante

H) o exponencial é ndo singular na bola de raio % Por isso 1, & estrita-

mente positivo. Queremos provar que ¢, = 1 e que ¢{f,) estd bem definido.
Seja
¢: 0.4 — Bre (Oc(o))

o levantamento de ¢; sempre pelo teorema de Rauch, versao fraca, temos

He®) || = | d(expe,)z (@) |
> ST | &) |
> ~—%L—)§‘)ﬂll ) It

Logo
to
fm | e [ldt <o

o que implica que o limite lim;,; &(t) = ¢ existe pois, a imagem de ¢ é
relativamente compacta em um espago métrico By, (0q0y) completo. Se
g € Byo(oq) entdo sendo o exponencial ndo singular na bola B%(OC(U))
podemos continuar o nosso levantamento e isso implica que £, = 1. No caso
em que g € OBy (00), pelo lema de Gauss, concluimos que ¢, = 1 e ¢ ¢
uma geodésica. c¢.q.d.

Coroldrio 6.1.2. Seja (M, g) uma variedade completa com curvatura secci-
onal K < H e sejam p,g € M, com d(p,q) < — se H > 0. Entdo uma das
duas seguintes condicoes sao verificadas:

1. existe uma geodésica minimal entre p, g;
2. existe uma seqiléncia () de geodésicas entre p, ¢ com L{~,) > L{v,+1)

e L(vn) — d(p,q).
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Demonstragao: aplicando a proposicio anterior & uma seqiiéncia de curvas
tal que o comprimento converge a distdncia entre os pontos p, ¢, obtemos a
segunda propriedade. A primeira propriedade segue-se do fato que o teorema
de Hopf-Rinow é genericamente satisfeito. c.q.d

O teorema de Bonnet mostra que as variedades com K > L, tém didmetro
limitado pelo didmeiro da esfera com curvatura L, . Usando o teorema de
Rauch, com algumas restrigdes, podemos provar um resultado na mesma
linha do teorema de diametro maximo de Topogonov. Antes de provar esta
simples aplicacio, provaremos um lema que serd 1util também para outras
aplicacOes nesta segao.

Lema 6.1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal X > L, onde L é uma constante nfo negativa. Assuma que o exponencial
em um ponto p € M seja ndo singular na bola B,{0,). Indicamos por é(s) a
curva que liga dois pontos antipodas na esfera de raio s no espago tangente
T,M. Se indicamos por A a imagem via exponencial entdo

L(A) < %sin(sx/f),

para s < 7.

Demonstragido: considere a esfera S + (T,M x R) de raio \%L‘ e seja N =
(0,%) € Sﬁ (T,M x R); é facil ver que

I

Sejam v,w € T,M tal que (v,w) =0, {v,v) = {(w,w) = 1; cada meridiano
da esfera de raio s em T, M pode ser escrito como

expy(v) = =(eos((| v | VEIN + sin(]| v || VE)

).

cs(t) = s(cos(s)v + sin{s)w)
e Liexpy(cs)) = T sin(sv/L). Aplicando o coroldrio (5.2.2) segue-se que

1

L(A) < sin(sv'L)

sf
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Proposigao 6.1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa co-
nexa com K > 1. Assumimos que o d(3) = 7 e que exista um ponto p € M
cujo exponencial é ndo singular na bola B;(0,) e a funcio m — d,(m) =

d(p,m) contém o interval [0,7). Entdo M é isométrica a esfera unitédria
S (Tpﬂ/[ X R)

Demonstragao: seja p € M como assumido e seja S, (T,M) a esfera de
ralo r, com 7 < 7; aplicando o lema anterior obtemos que o didmetro de
exp, (5, {1, M}) — 0 quando r — 7 que implica que a imagem, via expo-
nencial da esfera S;(7,M), é um ponto. Como d,(M) 2 {0, ) aplicando o
teorema de Ekeland existe uma seqiiéncia ¢, tal que lim, .o d(p,gn) = T €
cada g, pode ser ligado a p por uma geodésica minimal. Se nds tomamos
U € TpM tal que exp,(vn) = ¢» temos que || vp ||[— 7 e por is50 g ~* ¢.
Logo d(p,q) = 7. Agora, seja N = (0,1) € S(T,M x R) e definimos

sy = { ©plexpyT (m) sem £ NV
| L se m= —N.

Nosso objetivo é provar que ¢ é uma isometria. Primeiramente nota-se que
toda geodésica que sai de p no instante ¢ = 7 chega no ponto ¢, por isso todo
campo de Jacobi se anula em ¢ = 7. Além disso o exp, é nao singular em
B:(0,) entdo o indice ao longo das geodésicas radiais é ndo negativo. Agora,
consideremos ¢ : [0,7] — M uma geodésica com ¢(0) = p e seja W{(t) o
transporte paralelo ao longo de ¢ de um vetor unitdrio e ortogonal a é¢(0). O
indice do campo Y (t) = sin{t)W(¢) é

0 < D2E((Y.Y)
= [L Y@, Y({E) — (R(Y (1), &(£))e(t), Y (t))dt
< Jfy lcos®t — sint)di

0.

Logo, K(W{t),é{t)) = 1 e Y{t) é um campo de Jacobi. Daf concluimos,
usando também a proposicdo (6.1.1), que M tem curvatura constante 1. Is-
so significa que ¢ € uma isometria local e uma aplicacdo de recobrimento,
sendo a esfera S(T,M x R) completa. De outro lado, como d(p, g) = 7 toda
geodésica que sai de p é minimal até chegar em ¢; por isso ¢ é injetiva. Logo
M ¢é isométrica a esfera S(T,M x R). c.q.d.

O teorema de Topogonov sobre o didmetro méaximo, em dimensdo finita,
pode ser demonstrado sem usar o teorema de Topogonov, mas simplesmente
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usando o coroldric (5.2.4). Esta prova foi dada por Berger e como temos
todas as informacbes necessdrias teremos o mesmo resultado com a mesma
técuica.

Teorema 6.1.5. (Berger-Topogonov) Seja (M, g) uma variedade com-
pleta conexa com ¢ < K < 1. Suponha que exista dois pontos p,g com

d(p,q) = % e pelo menos uma geodésica minimal entre ele. Entio M €

isométrica & esfera S%(TPM x R).
a5

Demonstragio: comparando a nossa variedade M com a esfera S(7, M xR)
obtemos que o primeiro ponto focal, ao longo de quailquer geodésica, sé pode
aparecer depois do instante . Além disso pelo teorema de Bonnet, existindo

dois pontos com distancia Z, concluimos que d(M) = Z=. Considere os

pontos p,g € M como assumido e seja v : [0, %] — M uma geodésica

minimal entre p e ¢g. Tomermos também o campo ao longo de

1
~— sin(tV8) W (1),
7 (tVa)W(t)
onde W{t) é o transporte paralelo ao longo de 7y ortogonal a ¥(t). Definimos
a variagio da curva y

Y{t) =

Ofs,8) = exp. oy (sY(£), 0<5<1, 0< ¢ < —=.
(5,1} = exp,y (sY (1)), 0 < 7
Cada curva (s, -) liga 0s pontos p, ¢ e aplicando o coroldrio (5.2.4) temos

-
LIQ(s, )] < 75

Como d(p,q) = d(M) = Z=, as curvas sao geodésicas minimais e o campo

Y (i) é um campo de Jacobi. Além disso temos que (-, ) é uma subvariedade

totalmente geodésica. Usando estas informacdes é fdcil ver que a aplica¢ao

exp,, ¢ néo singular e injetiva na bola B;r_/g(op), que expp(S%(TpM Y=g, e

enfim que a aplicagao

®:5. (T,M xR) — M
NZ3

definida por:

®(m) = €XPy oexpy H(m) sem # —N;
(-N) =g se m = —N;



r 1y 4 : -
onde N = (0, <), é uma isometria. c.q.d.

Um dos teoremas mais belos da geometria Riemanniana cldssica € o teo-
rema da esfera; m (M) =0e é < ¢ < K <1entdo M ¢ homeomorfa a esfera.
Durante os tltimos dois anos procuramos encontrar uma generalizacio ao ca-
so de dimensdo infinita. Os problemas que aparecem sio de varios tipos e nés
nao conseguimos um caminho para obter uma prova que fosse independen-
te do caso de dimensédo finita, ou uma prova que funcionasse também neste
caso. O que vamos apresentar € um o primeiro teorema tipo esfera, que em
dimensao finita foi tratado por Rauch em [32], assumindo que M é conexa
e que o raio de injetividade (M), isto é, o menor real r onde a aplicagio
exponencial é um difeomorfismo na bola de raio r, para cada p € M, seja
major de 7. O lema fundamental é ¢ seguinte.

Lema 6.1.6. Seja (M, g) uma variedade diferencidvel com curvatura seccio-
nal K < H, H constante positiva. Seja ¢ : S(H) ~— M, onde H é um espago
de Hilbert qualquer, um homeomorfismo local na imagem tal que ¢(N} =pe
a imagem de qualquer meridiano que sal de NV tem comprimento menor que
r<r, < \/—Iﬁ . Entdo existe uma aplicacao

¢: S(H) — B,,(0,),
a qual é um homeomorfismo local na imagem, tal que exp, 0¢ = .

Demonstragdo: Aplicando a proposigdo (6.1.1) a cada imagem dos meri-
dianos, podemos definir uma aplicacio

3 :S(H) — {~N} — B,,(0,).

Nosso objetivo é provar que ¢ se estende a —N e que ¢ um homeomorfismo
local, pois tal aplicacdo j4 é um levantamento de ¢ . Seja £(t) = expy(tv)
um meridiano que sai de N e sejam ~(t) = ¢(£{t}) e F(¢) o levantamento
de . Como a aplicagio exp, ¢ ndo singular na bola de ralo =, Vi € 0,7

existe W(t) de %(t) e U{(t) de 4(t) tal que
exp, ' W(t) — U(?)

é um difeomorfismo sobrejetor. Sendo ¢ um homeomorfismo local na imagem,
existe V(#) tal que ¢(V{(#)) C U(t) e ¢ restrita a V'(¢) é um homeomorfismo.
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Pela compacidade existe 0 =1, <t < ... <i{, <1, =7 tal que

5({07]) - V(to) U--- V(tﬂ) =V
Y0, 7y C UG U---UU(t,) = U;
T0. ) € Wlta) O+ U Witn) = W

e também existe uma particao 0 < s < -+ < S, < Spq3; = 7 tal que
i < 801 < tipr e E(si) € V(I NV (#i41) para 0 < ¢ < n—1. Esta condigio
¢ verificada também pelos meridianos que saem de N e que pertencem a
uma vizinhanca oportuna de £ contida em V. Seja n : [0,7] — S{H) um
meridiano que verifica as mesmas propriedades relativas & particdo 0 < s; <

- < 8, < 8pp1 = 7 e indicamos por 7 o levantamento da curva ¢(n) .
Nés sabemos que tal levantamento € dnico e utilizando a linguagem anterior
temos

7(t) = (exp, lw)) TH{8(n(1), € [si, i)

Como em W (#,) existe s6 um elemento tal que a imagem € ¢(n(7)) = ¢(£(r));
entdo 7(7) = &(7). Dai temos que o conjunto

C = {w e TwS(H) : expytw)(r) = E(x)}

é aberto e usando 0 mesmo argumento anterior prova-se que ¢ fechado. Logo,
sendo TS (H) CONExo, ¢ pode ser estendida em — N e sendo um levantamen-
to de ¢ segue-se que ¢ é um homeomorfismo local. c.q.d.

O préximo passo é provar que & variedade € coberta por duas bolas
geodésicas. Assumimos entdo que (M, ¢) é uma variedade Riemanniana com-
pleta conexa com curvatura seccional 0 < h < K <1 tal que h é solucdo da
equacao

. Vh 3
sinVrh = 5 {(h ~ Z)
Seja p € M. Pelo teorema de Rauch a bola de raio # ndo tem pontos
conjugados e aplicando o lema (6.1.3) temos que o comprimento da imagem
dos meridianos, que indicaremos por A, da esfera de raic » em T, M, resulta

2

Logo existe um € positivo tal que a imagem dos meridianos da esfera de raio
7 — € tem como imagem uma curva de comprimento r < 1r; < 7, < T — €.
Nota-se que € ndo depende de p.

] ™ 7
LA < —sinnvh < =.
AT S N <



Lema 6.1.7. Sejap € M e seja g € exp,(S,_.(T,M)). Entao

M=B._(p B

Demonstragdo: seja m € M e seja ¢: [0, 1] —> M curva de classe C! por
partes que liga p com m. Seja

to=sup{t €[0,1]: Jz:[0,t] — Br_c(0p) : exp,(¢(s)) =c(s)}.

Como na prova da proposicdo (6.1.1) temos que T esta definida em £, e que
Licpe,)) = 7© — € Set, =1 aprova acabou. Se ¢, < 1 nota-se que pelo
lema (6.1.6) c(t,) € exp,(B;,(eq)). Logo, podemos definir

ty = sup{t > t,:3¢: [to,t] — Br_.(0,)-}

Como r; < ™ — ¢ temos que £; > 0 e, como anteriormente, ¢(f;) estd bem
definida. Se {; = 1 a prova terminou. Sendo, sempre aplicando o lema (6.1.6},
o ponto (t;) € exp, (B, (0,)) e pelo lema de Gauss

Licg, gl 211 ~ 7o

Podemos entdo iterar este procedimento e a cada passo levantaremos, nos
espagos tangentes em p ou em ¢, um pedago de curva ¢ com comprimento
>r; — 71, Logo, este procedimento deve terminar pois, o comprimento da
curva c¢ é finito e por isso m deve pertencer a uma das duas bolas geodésicas.
c.q.d.

Teorema da Esfera (Rauch) Seja (M, g) uma variedade conexa completa
com curvatura seccional 0 < h < K < 1, com h sendo solucdo da equacao
sin(rvh) = -"2£ Assumimos também que (M) > 7. Entdo M é contratil e

se H = [; entao M ¢é difeomorfa a esfera S{lp).

Demonstragao: Em dimensao infinita o bordo de um disco fechado é retrato
forte de deformagdo, pelo teorema de Bessega que diz que H é difeomorfo a
H ~ 0 e tal difeomorfismmo fixa o complementar de um disco aberto unitdrio.
Nosso objetivo é provar que @x(M) = 0 pois, uma variedade de Banach é
contratil se e somente se 74(M) = 0 para cada k € N (veja [29]).

Seja f : 8% — M uma aplicacio continua e seja

H: B._(p} x [0.1] — B,_(p)
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uma homotopia entre a retracio sobre o bordo e aplicacdo identidade, que
deixa fixo o bordo. Podemos estender a homotopia H a uma homotopia H,
definida em M, que fixa o complementar de B,_.(p). A aplicacho

F:8x[0,1] — M,

F(z,t) = H{f(z),1).

é uma homotopia entre f é uma aplicacio f : §¥F — B._{q). Logo, sendo
o espago Br_.(g) contratil temos que f é homdtopa a constante. Se H = [,
pelo teorema de Kuiper-Burghelea (veja [7]} a tnica variedade contrétil é a
esfera. c.q.d.

6.2 Teorema de Topogonov

Nesta se¢do provaremos o resultado que nos permite comparar tridngulos
de uma variedade com curvatura seccional limitada por baixo e por cima,
com os tridngulos das variedades bidimensionais completas, simplesmente
conexa, com curvatura constante. Este resultado serd provado em uma classe
particular das variedades infinito dimensionais; as variedades Hopf-Rinow.

Definicao 6.2.1. Um tridngulo geodésico ¢ um conjunto de trés geodésicas
(71,72, ¥3), parametrizadas com comprimento de arco, de comprimento {1, ls,
I3 tal que %{l;) = v41(0) e §; + lipy > Lo (mddulo 3); indicaremos por

Gy = ("':fi-i-l(gi-l-l)v ’%’%—2(0))
o dngulo entre —%;11(lipy @ §i:2{0), 0 <y < 7.

Neste trabalho nés nos referiremos a um tridngulo com a notacao anterior
ou especificando os vértices.

Definicao 6.2.2. Uma dobradica ¢ uma tripla {7;,7v,a} onde as v; sio
geodésicas com comprimentos [;, com 1 (l1) = (0} e & = (—¥1({1), ¥={0}).

Indicamos por M# a variedade Riemanniana completa, bidimensional,
simplesmente conexa, com curvatura constante H e seja (~q, 2, v3) um triln-
gulo geodésico cujas geodésicas sejam minimais. Aplicando a lei do seno
temos
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H o< 0 sinh v —H{; _ sinhv/—Hly  sinhv/—Hlj

sin o ST (Yo sin o
H =0 _Zi = _52 = _53
sino;  sinas  sinos
H >0 sinv Hl; _Sén\/ﬁlgmsin\/ﬁlg

sin o sin cxg Sin (v3

Proposicao 6.2.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com curvatura
seccional H < K < A. Seja (v, 7, @) uma dobradica tal que v e v, so
geodésicas minimais, e o perimetro P = l; -+ Iy + d(v1(0), %2(f3)) < 3\/% — 4e,
por € > 0. Além disso assumimos:

(i) se H <0, que Iy < 7Z=;

(ii) se H > 0 que

Sin\/ﬁesinﬁ\/ﬁ 7(")
vVH WA 2AT

Se (7, %, @) é uma dobradica em M¥ tal que L{v;] = L[%,], por i=1,2, entdo

d(7(0), 72(l2)) < d(7,(0), 7. (12)).
Demonstracio: assumimos que as geodésicas tenham como dominio [0, 1],
caso H < 0
Considere (71,7%z, &) uma dobradica em M¥ com I; = I;, i=1,2. Sea ==
a curva ¥; U %, € uma geodésica minimal, que implica nossa designaldade.
Analisermos o caso em que o < 7. Pelo teorema de Hadamard, a aplicacio
exp, € um difeomorfismo sobrejetor para cada p € M#¥ | entdo a geodésica

minimal que liga 7,(0) e ¥,(1) é dada por F;(f) = exp= (f()V(¢)), onde
f@) = d(F(8),75(t)) e V(t) é transporte paralelo ao longo de 7, (¢} do vetor
28 Tndicamos por a(t) = d(,(0), 75(t)); aplicando a lei do seno temos

F72(0))"
sinh /=H[(t) _ sishvVH(1)

SIn Cip sin &g

ly < infle,
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Sendo a funcéo a(t) crescente temos que f{t) é crescente e dai concluimos
que 0 < f(t) < f{1) = 5—5—3; 880 prova que as geodésicas

0(s) = exp,, o,y (sf(H)V (1), 0 <s <1,

onde V'(t) é o transporte paralelo ao longo de v, (¢) do vetor % néo tém
pontos epifocais ou monofocais no interior. Aplicando o coroldrio (5.2.4) as

curvas o{t) = exp, o (F OV (0))  Folt) = exps, o (FOV (L), temos

d(71(0}, 12(1)) < Lle] < L[7,] = d(7,(0),7,(1)).
Caso H > 0:
Se a = 7 a desigualdade é facilmente verificada. Assumir entio que o < 7.
O perimetro da dobradica é < 2% — 4e entdo d{71(1), 1:(0)) < 7= — €, pois
casoc contréric o perimetro deveria ser estritamente maior do que —\;}——% — de.
Se nés tomamos ¥; a geodésica minimal que liga 7, (0) a 7,(1) temos que o
perimetro do triangulo é

7 ) 7 & T 27

Lo+l +l<(—= — 2) + € + (= — 2 + &) = (= — 2e).

1 2 3 (\/_I‘}: ) € (m € 6) {\/—H_ 6)
Como & < 7, obtemos que a geodésica minimal F;(t) = exps  (FE)V (),
com a mesma notago anterior. Se d(7;(0),72(0)) £ ;5 aplicando a lei do
seno ao trifingulo de vértices (%,(0), 7, (t),¥;{f) temos

sin VH f(t) = Msﬁnag (6.1)

sin oy

e dai concluimos que f(t) é estritamente crescente e a fun¢io f tem imagem
no interval_o [0, 57%] - Se d(*vl(()),’y"z(l)‘) > 57, indicamos por %, o‘mé{ximo
de f. Derivando (6.1) obtemos que a(t,} = s € sendo a{t) estritamente
crescente temos

(sinVHf()' >0, 0<t <t

e por isso f{t) < % Em f = ¢,, aplicando a lei do seno ao triangulo de
vértices (7,(0), F,{to), ¥3(ts)) € ao tridngulo (%7, 73, 73}, obtemos
. 81N o
sinVHF(t,) = oot
sin oy

sin VHA(F, (1), 7,(0)) _
sin vVHdA(F, (0), 75 (1))
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T
Assim, sendo < d(¥,(0),5:(1)) < —== — ¢ segue-se que

sin VHA(7,(1),%(0)
sinv/He
< vH sinmesmﬁ\/ﬁ
~ sinvHe VH 1A

sin VH f(t,)

Isso nos permite concluir que f{t,) < 25.5 ¢ podemos usar 0 mesmo argu-
mento do caso H < 0. c.q.d.

Teorema 6.2.4. (Topogonov) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana co-
nexa, completa, de Hopf-Rinow com curvatura seccional H < K < A. Entac

(A) Seja (71,72, vs) um tridngulo geodésico em M. Assumimos que 7 ¢

7; s0 geodésicas minimais e caso H > 0, l; < -%=. Entdo em MH

existe um tridngulo geodésico (71,77, 73) tal que [; = Lem <o, 00 <
op. Além disso, o tridngulo (77,72, 73) é univocamente determinado a
menosqueH>Ge£2=%.
(B) Seja (71,72, @) uma dobradiga e assumimos que v; é uma geodésica
minimal e caso H > 0, [, < —-% Seja (71, 7%, @) uma dobradica emM¥

talque l; =1, i=1,2 e a =@ Entao
d(vz(o),w(ﬂ)) < d(7:1(0),7,(0))-

Demonstragao: a demonstracdo seguird os mesmos passos da demonstragao
que aparece no livro de Cheeger-Ebin. Na realidade a prova deste teorema,
em dimensdo infinita, se resume a estender o teorema de Rauch II e depois
imitar as demonstracgoes ja conhecidas. Como na demonstracdo de Cheeger-
Ebin, inicialmente trabalharemos em M~ onde ¢ é um ntmero positivo.
(1) Seja (77, 73, &) uma dobradica em MT-¢e; < - Quando o aumenta
em (0,7) a fungio f(a) = d(%,{(0),%,(ls)) é estritamente crescente de [, — [}
até D = 7?1@'{7;(\/%1?:z — 0y = o I + 13).

Demonstragdo: se H < 0 pelo teorema de Hadamard f{a) é de clagse C*;
isto é verdadeiro também se H > 0 ¢ se

o ra

d(7,(0),7,(la)) < Vi
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Deste forma, se d(ﬂ_/l((})ﬁ{"fg)) = = a curva ¥, U7, seria uma, geodésica
quebrada entre pontos antipodas, que é um absurdo. Quando « varia o ponto
7, (1) pertence ao circulo geodésico de raio I de 7,(0) e a geodésica minimal
o entre 7, (0) e F,{l2) ndo intercepta o circulo ortogonalmente, a menos que
a = 0 oua = r. Caso contrdrio a curva oU—7%, seria uma geodésica minimal
entre 7,{0) e 7,(I,) diferente de 7,. Isso é impossivel se H < 0, pelo teorema
de Hadamard, e se H > 0 teremos que [} = ‘/"r— o que é absurdo. Dai,

H—¢
usando a primeira férmula de variagfo obtemos

Flay=T < V() T() >£0

pois, V() ndo é ortogonal ao circulo geodésico o que implica que a funcho
fle) é mondtona crescente pois,

FO)={la~ ULl < f(r) = D.

(2) Em M H=¢ s triangulos cujos lados tém comprimento menor que ﬁ S80
univocamente determinados.

Demonstracgao: sejam (vi,ve,7s) ¢ (71,7, 7s) dois tridngulos em M# ¢
com l; = I;, para i=1,2,3. Pelo passo (1) 73 € univocamente determinada por
(3} entdo oy = @3 e por isso a isometria que manda v em 7,, 1=1,2, leva
(71: 72, 73) em (31, 72, 73)-

(3) Seja (71, v2, o) uma dobradica tal que ; é minimal e [ < T Entio as
seguintes condicdes sao equivalentes:

(i) seja v3 um geodésica minimal entre 1»(lz) e 1:(0). Entdo existe um
tridngulo em MP~¢ com I; = I;, i=1,2,3, e &3 < 3;

(ii) seja (77,73, @) uma dobradiga em M#~¢ com I; = [;, i=1,2. Entéo

b — I < d(m(0),7%2(0)) < d(F:(0), 72(0)).

Demonstragdo: ((i) = (ii)) seja (71, 73, @) uma dobradi¢a em M ¢ Apli-

cando (i) existe (¥, V2, 73) em M¥Z~¢ com [i=1;e 3 <oz e peloitem (1) e
(2) obtemos

L — 11 <d(m(0),72(0)) =I5 < d(7,(0),7:(0)).

((ii) = (1)) tomamos a dobradica como em (ii) e seja (77,7, 73) o tridngulo
onde %, é uma geodésica minimal entre 7; (0} e 7,(0); aplicando o item (1)
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devernos diminuir o dngulo @3, para obter que {3 = [s.

Uma dobradiga (v, 7, @) é dita uma dobradica pequena se -é—r = maz(ly, )
€ eXPlyy(o) | Br(0p@) — Br(72(0}) é um difeomorfismo. Se (v, 2, 73) é um
tridngulo geodésico, diremos que {7y, 72, v3) € um tridngulo pequeno se cada
{7iy Viz1, Ciz2) € uma dobradica pequena

(4) (A) é verdadeiro para tridngulos pequenos.
(B) ¢ verdadeiro para dobradicas pequenas

Demonstracao: as duas afirmacgdes sdo conseqiidncia do coroléario (5.2.2)
e nés provaremos sO a primeira pois, a outra prova-se da mesma maneira.
Seja (71,72, 7v3) um tridngulo pequeno e fixemos % (0). Em M¥~¢ considere
a dobradica (77, %5,@), onde @ = ag e l; = [;, i=1,2. Por definico de r temos
que a geodésica minimal ¥, que liga 7,(0) e F,(ls) pertence a B.(%,({2)).
Logo ;(t) = exps, gy (c(t)) e pelo o coroldrio (5.2.2) temos que

L7s] = Llexp.,q,y(c(f))] = d(71(0}, 72(0)).

Sejamm (v1,72, §) uma dobradica, (7;,%,, ) uma do]:zradi(;a em M#T-¢ com
l; = I; e seja 7; uma geodésica minimal entre ¥,(l3) e 7,(0). Podemos
representar

T3(t) = exps_ i (F(1)E(2)),

onde E(t} é o transporte paralelo ao longo de 7, perpendicular a 7,(t) e f{¢)
uma funcio oportuna. Se E(t) é o transporte paralelo do vetor —7,(l) ao
longo de

¥, chamaremos (1, va, %) uma dobradica reta fina se as hipéteses do co-

roldrio (5.2.4) sdo satisfeitas. Isso é equivalente dizer que as geodésicas

§ equz(z) (SE(t)) s 5 f(t)~

n&o tém pontos epifocais ou monofocais no interior.

(5) B ¢ verdadeiro para dobradicas retas finas.
Demonstragdo: sé aplicar o corolério (5.2.4).
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Sejam (71, 7z, @) uma dobradica com a > I, (57,7, @) uma dobradiga em
M¥H=¢ com [; = [;, i=1,2., e seja ¥, uma geodésica minimal entre 7,(l,) e
7,(0). Indicamos por 7 : [0,1] — M¥~* uma geodésica que sai de 7,(0) com

<{7(Q),:}—:2 (0)> = 0: 3(0) = }‘1::!7.1 (ll) + )\2:?2(0)7 )‘i >0

e seja &(l) o primeiro ponto que intercepta ¥,. Tomamos ¢ uma geodésica
que sai de 72(0) com as mesmas propriedades de & Diremos que (v, 7o, @)
¢ uma dobradica obtusa fina se (y,0,& — 5} é uma dobradica pequena e
(0,72, ) € um dobradica reta fina.

(6) B é verdadeiro para dobradicas obtusas finas.
Demonstragao: seja (v, vq, @) uma dobradica obtusa fina. Aplicando a
desigualdade triangular temos

d(m(0), 72(l2)) < dn(0),0(D)) + dla(l),72(l2)).
Pelos itens (4) e (3) temos

d(v1(0),0()) < ol
d(fY?(l?): U(Z)) < d(72(52)35(

Entao
d(11(0), 72(l2)) £ d(7:{0),5(1)) + d(F,(l2), (1)) = d(7,(0), 72 (l2))-

Seja (v1, 72, @) uma dobradica com « < 3 e seja y;(I) o elemento da geodésica
que fica mais perto de v {0). Indicamos por

=7 0,1 — M,
gz’}fg : EZ,ZQ] — M
e por o : [0,k] —+ M uma geodésica minimal entre v,(0) e 7(ly). Dire-

mos que {7;, 72, ¢) é uma dobradica aguda fina se (v, 7,0) é um pequeno
tridngulo e (0,4, %) é uma dobradica reta fina.

(7) B ¢ verdadeiro para dobradicas retas finas.
Demonstracao: aplicando (4) existe (7,,7,7) em MT~¢ tal que
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Seja 8 :[1,ls] — MH< 3 geodésica que sai de 7(/) com vetor tangente T(I)
e considere a curva ¥, = T U #; entao

(~5(k),0(L) =7 — @ <

T

Por isso, a dobradica (71, 72, ) € uma dobradica reta fina. Entdo pelo item
(3) temnos

d(a(0),0(l2)) < d(@(0),0(l2))

e daf concluimos que

d(v1(0), v2{la)) < d(7,(0), 72 (l)).

Sendo @ < «, pelo item (1), obtemos o nosso resultado.

Diremos que (71, Y2, v3) € fino se {7, ¥2, a3} € (vs, 2, 1) sdo dobradigas finas,
no sentido de que sdo uma das dobradicas descritas anteriormente.

(8) (A) é verdadeiro por (1,72, v3) fino.

Demonstragdo: pelos {tens (5) e (7) existe (71,7, @) € (Fa, ¥, G1) em
MH=¢ que satisfazem (B). Sejam 7, geodésica minimal entre 7,(0) e 7,(l2)
e 73 entre 71(0) e F(ly). Se nds diminufmos os dngulos &; e d;, pelo item
(1), obtemos tridngulos com lados iguais ao tridngulo (v, v2,vs). Agora pe-
lo item (2) concluimos que os dois tridngulos sdo iguais, que prova o nosso
resultado.

Seja (v1, 72, ) como em (B). Dado N > 0, para cada inteiro positivo 0 <
k,I < N ponhamos

Ely (k+ Dy

j,*\*"f;*, N } — M.

Tei =72 |
Indicamos por oy a geodésica minimal entre v, (0) e 12(%2) e consideremos

Ty = (Ok, Tot, Okss)-

Se l; + L[o,] < Iy entdo se (37,73, o) é uma dobradica em M7~¢ com {; = I;
{emos que

d(F,(0), %o(l2)) = [lh — bol;
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em tal caso ndo temos nada para provar. Logo podemos assumir que
Iy + Lo, = b

Queremos provar que cada 1 ; é um tridngulo geodésico. Sendo v, e on
geodésicas minimais temos

Lings] + Liog] > Is,
Limsn—x—t) + Llowgsl > Liow].

Entao
Llrok] + Liog] + Limkat, N wit) + Llogt] 2 lo = Limgx] + Lire ] + Llrpsr vkt

Dai concluimos que T}, sio tridngulos geodésicos.

(9) Existe N suficientemente grande tal que Ty séo finos.
Demonstracao: no caso em que H > 0 podemos assumir que para cada
t € [0,1y] temos d{71(0),7%2(f)) < 7 pois, caso contrario pelo teorema de
Berger-Topogonov M seria isométrico & esfera de raio —%: e daf nio teremos
nada para provar. Usando a compacidade de ,, existe um ¢, de modo que,
para cada € < ¢, existe 7(e) < ¢ tal que para cada s,t € [0,1,] temos

2 .
d(71{0), v{t)) + d{v1(0},72(s)) < TE T 5n(e).
Dal segue-se que para € < ¢,, se N é suficientemente grande em modo que
L{re1] < n(e), entdo a cada dobradica (ok, k.1, &%) € (Ckti, Tk, Br) podemos
aplicar a proposi¢do {6.2.3). Sempre pela compacidade de v, existe r, > 0
tal que

XD,y © Baro (Omty) = Bor, (72(t))

é um difeomorfismo. Analisando cada caso provaremos que os tridngulos
Ti1 sBo finos; verificaremos sé as dobradigas (o, 7.1, Qi) pols, as outras sdo
completamente anilogos.

1. o = ; neste caso (0%, Tk1, ) € uma dobradiga reta fina pois, pelo
argumento anterior, podemos aplicar a proposicio (6.2.3);



2. o4 > 7; o comprimento de ¢, onde o é geodésica que aparece no item
(6), depende continuamente do comprimento de ;1. Logo, se assumi-
mos N suficientemente grande temos que paracada 0 < k< N

ro > maz (L[t 1], Lio])

e por isso a dobradica (o, 7,1, ax) ¢ uma dobradica obtusa fina.

3. < 7—; usando o mesmo argumento anterior prova-se que (0g, Ta1, Ok)
¢ dobradica aguda fina

No caso em que H < 0 e A seja negativo ndo temos problemas, em vez no
caso em que A > 0 consideramos N suficientemente grande de modo que (i)
da proposicio (6.2.3) seja verificado.

(10) Assumimos N como no item (9). Entéo se (A) é verdadeiro por Ty, {
fixo e £ qualquer, entdo (B) é verdadeiro por Ty .1, por k& qualquer.
Demonstragdo: dado (o, 7, 0ks;) existe (Tk, Ty, Tres) em M7 que sa-
tisfaz (A). Pelo item (1) e {2) concluimos que 5, < Brss € T < 0, onde oy
é o angulo entre oj, e T, Gp+i € 0 dngulo entre oy € T € 05 outros dois nos
respectivos tridngulos em M¥#~¢. Prolongamos a geodésica 7;; de modo a
obter o mesmo comprimento da geodésica 7x.1. O dngulo @iy > apsy pois,
Bpti + Opry = 7, € sendo (Tgir, Thwr 1, Okti+r) UM tridngulo fino, obtemos,
pelos itens (1} e (5) que (o, Tk 41, @) verifica {B).

(11) Assumimos N como no item (9). Entao (A) e (B) sdo verdadeiros para
(’}’1, Yz, "}’3) e A{[HM:E.

Demonstragao: E suficiente provar, usando um argumento de indugéo, que
se Ty, verifica (A) e (B), [ fixado e k qualquer, entdo Ty . verifica (A) e
(B) para cada k.

Se [ = 1 o tridngulo geodésico Ty ; = (ok, T%1, Ok+1) € fino por hipétese e,
por isso, verifica (B) e pelo item (3) verifica (A).

Suponhamos que a nossa afirmacdo é verdadeira para | < {,. Como Ty,
verifica (A) pelo item (10) Ty 4; verifica (B) e pelo item (3) verifica (A).

(12) (A) é verificado para (v1, 72, v3) e (B) é verificado por (v1, 72, ¢) em

MH,
Demonstracgao:
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(B)

Nés sabemos que para cada € > 0 temos que

d(717(0), %, (12)) 2 d(m(0), 12 (l2),

e a funcao a esquerda é continua. Fazendo o limite de ¢ — 0 encontramos
uma dobradica em M que satisfaz as propriedades anteriores, com dngulo o

(A)
aplicar o item (3) ao trifingulo {v,72,vs) em M7~¢ e como anteriormente
fazer o limite € — 0. c.q.d.

Provaremos agora, alguns resultados que séo conseqiiéncia do teorema de
Topogonov.

Corolério 6.2.5. Se {v;,72,73) € um tridngulo geodésico em uma variedade
Riemanniana completa com curvatura seccional 0 < H < K < A entdo o
perimetro do tridngulo é no médximo ”\%‘

Demonstracao: ¢ suficiente aplicar (A) e observar que nas variedades M¥

o méximo perimetro é exatamente 2. c.q.d

Coroldrio 6.2.6. Seja (M, g) uma variedade de Hopf-Rinow conexa, com-
pleta, com curvatura seccional 0 < H < K < A. Assumimos que d(M) = %
e que existe um ponto p tal que a funcdo ¢ — d(p,q) contém o intervalo

[0, %) Entdo M ¢ isométrico a esfera S, (T,M x R).

Demonstragao: aplicando o teorema de Ekeland, existe uma seqiiéncia ¢,
em M tal que

w
A, @) —
(p: qn) i

e existe exatamente uma geodésica minimal que liga p com ¢,. Aplicando
o teorema de Topogonov a dobradica (7, ¥m, Gnm) temos que existe uma
dobradica em M¥# (3,,,7,,, 0n,m), com

A(gn; gm) < AT (1), T (1)),

assumindo que cada geodésica tem como dominio [0,1]. Como %, estdo em
S 3 (T,M x R), a seqliéncia 7, (1) converge e por isso g, ¢ uma seqiiéncia de
H
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Cauchy em M. Dai segue-se que g, — ¢ e d(p, ¢) = d(M). Como a variedade
M é de Hopf-Rinow, existe pelo menos uma geodésica minimal entre p e g
e aplicando ¢ teorema de Berger-Topogonov segue-se que a variedade M ¢é
isométrica & esfera S—ﬁ (T,M x R). c.q.d.

Terminaremos esta secdo com uma versao do teorema da esfera na classe
de variedade de Hopf-Rinow.

Teorema da Esfera Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, co-
nexa, de Hopf-Rinow com curvatura seccional % <0 < K <1. Assumimos
também que (M) > 7. Entdo M € contratil e se H = I, M ¢é difeomorfa a
S{ls).

Demonstragfo: como § < ¢ entdo existe € > 0 tal que

—irwzé(vr — €).

N

Como ¢{(M) > 7 existem dois pontos p,g € M tal que d(p,g) =7 — e
Provaremos que

M = Bﬂ-ﬂe(’p) 9] B‘n-we(Q)‘

Seja r € M tal que d{p,r) > m — ¢. Aplicando o coroldrio (6.2.5) do teorema
de Topogonov ao tridngulo geodésico de vértices (p, g, r) temos

dig.7) SQ(%(W ) - 2Ar — =7 — €

Agora, a prova continua exatamente como no teorema da Esfera (Rauch).
c.q.d.
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