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Um dos problemas que ficaram em aberto em [15], fol o de determinar repre-
sentantes candnicos para as classes de equivaléncia das estruturas quase-complexas
invariantes {1,2)-admissiveis, scb a agio do grupo de Weyl. Seja F uma variedade de
flags maximal assoclada a uma &lgebra de Lie semi-simples complexa de dimensao
finita. Uma estrutura quase-complexa invariante sobre F é dita (1,2}-admissivel, se
existir uma métrica invariante tal que a estrutura, juntamente com a métrica, forma
um par invariante (1,2)-simplético. O artigo acima mostra que todo par invariante
(1,2)-simplético pode ser colocado na forma de ideal abeliano. Portanto, cada classe
de equivaléncia das estruturas (1,2)-admissiveis, admite um representante que estd
na forma de ideal abeliano. Além disso, o subgrupo de Weyl que preserva a forma
de ideal abeliano dentro de cada classe, coincide com o subgrupo que deixa invari-
ante o diagrama de Dynkin estendido. Deste modo, para encontrar representantes
canonicos, € necessario entender melhor a acio do subgrupo no conjunto dos ideais
abelianos. A descricdo inicial dessa a¢o, a que foi dada em [15], € muito complicada,
o que tem dificultado o entendimento completo das drbitas. Por isso, é conveniente
procurar uma outra descricdo dessa acfio, isto &, outra maneira de representar o
conjunto dos ideais abelianos e a agio do subgrupo nesse conjunto. O objetivo desse
trabalho é apresentar uma descricac alternativa dessa acdo e, em seguida, exibir
representantes candnicos para as classes de equivaléncia, segundo essa nova

descricao, bem como o namero de classes.
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Abstract

One of the problems left open in [15] was the determination of canonical repre-
sentatives for the equivalence classes of invariant (1, 2)—admissible almost complex
structures, under the action of the Weyl group. Let F be a maximal flag man-
ifold, associated with a finite-dimensional compiex semi-simple Lie algebra. An
invariant almost complex structure over [ is called (1,2)—admissible if there ex-
ists an invariant metric so that the structure, together with the metric, forms an
invariant (1,2)—symplectic pair. The above mentioned paper shows that every in-
variant (1,2)--symplectic pair can be transformed, under the action of the Weyl
group, to another pair in abelian ideal form. This way, every equivalence class of
(1,2)—admissible structures admits a representative in abelian ideal form. More-
over, the subgroup of the Weyl group which preserve the abelian ideal form in each
class, coincides with the subgroup which leave invariant the extended Dynkin di-
agram. Thus, in order to find canonical representatives it is necessary to better
understand the action of this subgroup on the set of abelian ideals. The original
description given for this action in the [15], is quite complicated and does not permit
an easy analysis of the orbits. It is, therefore, tempting to find other descriptions
of this action, namely, other ways of representing the set of abelian ideals and the
action of the subgroup on this set. The objective of this work is to provide alter-
native descriptions of this action and subsequently, find canonical representative for
the equivalence classes, according to the new descriptions, as well as calculating the

number of these classes.
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Introducao

Umea estrutura quase-complexa sobre uma variedade diferenciavel real M é um
campo tensorial J que é, em cada ponto z € M, um endomorfisme do espago
tangente T, M, tal que J° = —1, onde 1 denota a aplicacio identidade de 7, A/.
Uma variedade com umasa estrutura quase-complexa fixada é chamada de variedade
quase complexa. E importante observar que toda variedade quase complexa tem
dimenséo par e é orientdvel. Dizemos gue uma variedade quase complexa (M, J)
¢ quase Hermitiana {ou que J é quase Hermitiana), se M admitir uma métrica
Riemanniana g, satisfazendo g{JX, JY} = g(X.Y), para quaisquer X.Y € TM.

Dada uma variedade quase Hermitiana (M, J, g), seja UX,Y) = g(X, JY),
X, Y € TM, a forma de Kahler correspondente. Dizemos que (M, J, 4,0 é (1,2)—
sirmplética se

dUX, Y, Z) =0,

quando um dos vetores X, Y, Z ¢ do tipo (1,0) e os demais sdo do tipo (0, 1).
Sejam agora g uma algebra de Lie semi-simples complexa e F = G/ P a variedade
de flags maximal associada, onde & é um grupo de Lie complexo com algebra de
Lie g e P C G é um subgrupo parabdlico minimal. Seja §§ C g uma subdlgebra
de Cartan e denote por II o conjunto de raizes para o par (g.h). Toda estrutura
quase-complexa invariante J sobre F, (que denotaremos por iacs ), é descrita por um
conjunto de sinais {e, = £1 | & € I}, com €_, = ~¢,. Analogamente, uma métrica
invariante A sobre F é dada por um conjunto de nimeros positivos {A, > 0| & € IT},
€om A, = AL e considerarmos wma iacs J e uma métrica Riemanniana invariante
A sobre F, teremos que (I, J, A) € uma variedade quase Hermitiana. {Observe [13]).
Dizemos que uma iacs sobre F é (1, 2)—admissivel, se existir uma métrica in-

variante A tal que o par {J, A) é (1, 2)—simpléticc. Neste trabalho, estudaremos as
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classes de equivaléncia das estruturas guase complexas (1, 2)-admissiveis, sob a agéo
do grupo de Weyl W. O artigo [15] mosira que se {Jy = {e, }, A = {},}) é um per
invariante (1, 2)—simplético, entao J, pode ser colocada na forma de ideal abeliano,
isto &, existe umn sistema simples de raizes I, com correspondente sistema de rafzes

positivas II7, tais que o conjunto
P =3/, 5) = {acll™ e, =—1}
satisfaz as duas seguintes propriedades:
e SeacPefelltsdotalsque o+ Féraiz, entdoa+ 3 .
e Se o, 5 estho em @, entho o -+ J nao é raiz

Isto significa que existe um elemento w € W, tal que J; == wiy, onde Jy é uma iacs
que estd na forma de ideal abeliano e, neste caso, dizemos que J; € equivalente a Jp,
pela agao do grupo de Weyl W. Portanto, cada classe de equivaléncia das estruturas
(1,2)—admissiveis, admite wm representante que estd na forma de ideal abeliano.
Além disso, os elementos do grupo de Weyl que preservam a forma de ideal abeliano
dentro de cada classe, sao dados pela seguinte Proposicio, cuja prova se encontra

em ([12], pdgina 51):

Proposigao 0.1 Fixado um sistema simples de raizes T, seja & = & U {—u} o
diagrama estendido, onde u é a raiz méaxima relativa a X. Se os pares invariantes
(J1, A1) e (J2, Ag) sdo equivalentes e estdo na forma de ideal abeliano com relacéio a
Y. entdo existe w € W, tal que uE =T e (Ja, Ag) = w(Jy, Ay}, Por outro lado, se
(J1, A1) € (1,2)- simplético, estd na forma de ideal abeliano com relacago a L ew € W
é tal que wS = T, entdo (Jo, As) := w(J;, A1) estd na forma de ideal abeliano com

relagdo a0 mesmo X,

Portanto, duas iacs estdo na forma de ideal abeliano em relagio ao mesmo T
se, € somente se, elas sdo equivalentes pela ago do subgrupo de Weyl que deixa
invariante o diagrama de Dynkin estendido. Vamos usar a mesma notagio Wy de

[15], para indicar este subgrupo, isto &,
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Deste modo, para enconirar representantes candnicos, é necessério entender
melhor a agdo do grupo Wg no conjunto dos ideais abelianos. A descrigio inicial
dessa acao, (a que fol dada em [15]), é muito complicada, o que tem dificultade a
descricao explicita das orbitas. Por isso, é conveniente procurar ouiras maneiras de
representar o conjunto dos ideais abelianos e a aglo do grupo Wi nesse conjunto.

Para dar uma interpretacio geométrica para as tacs (1, 2)—admissivels, con-
sidere o conjunto das alcovas de . Para cada alcova A, defina a estrutura quase-

complexa afim J{A) = {e,(A) | ¢ € I}, da seguinte maneira:

onde {k,(A) | o € T} 80 as coordenadas da alcova 4. A interpretagdo geométrica
desejada &, ent8o descrita da seguinte forma: Em [15] é provado que toda estru-
tura quase-complexa invariante afim é (1, 2)—admissivel e reciprocamente, toda iacs
(1, 2)—admissivel ¢ afim.

A tese estd escrita da seguinte maneira:

No capitulo 2 provamos o Teorema 2.5, que diz que uma estrutura afim J(A)
estd na forma de ideal abeliano se, e somente se, a alcova A estd contida no conjunto
24p = {2z | z € A}, onde Ap é a alcova bésica. Este resultado nos permite con-
cluir que para determinar representantes candnicos para as classes de equivaléncia,
precisamos descrever explicitamente a agao do grupo Ws no conjunto das alcovas de
2Ap. Além do teorema, provamos cutros resultados gue servirdo de referéncia para
os capitulos posteriores.

No capitulo 3, damos uma representacdo alternativa das alcovas de 24, (por
simplexos contidos em R'¥!) e uma descricio da aclo de Wy no conjunto dessas
alcovas, para o case A;. Aqui, exibimos representantes candnicos para as classes de
equivaléncia, segundo essa descrigdo, bem como o nimero de classes, apenas para
certos valores de n = [ + 1. Definimos a caracteristica & de uma alcova contida no
conjunto 240 e mostramos que, para os casos A,_1, com 1 < k < ”—“5*,-7—2 e k = -""—”2“—']:,
€& possivel exibir um representante candnico para cada classe com caracteristica &
e contar o numerc dessas classes. Na verdade, o resultado mais importante deste
capftulo é justamente o Teorema 2.5 que nos déd uma férmula explicita para se

calcular o nimero de classes de equivaléncia que tém uma dada caracteristica &,

cemigkgﬁg@e?s ”_“2@ Para os outros valores de k e 7 “——”;"~Q<k§§,n23,
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n&o conseguimos separar as classes de equivaléncia. Por outro lado, contamos o
nimero de classes para 08 casos A,..;, com n sendo um nimero primo e A,_y, com
n sendo uma poténcia de dois. 56 que, nestes dois ultimos casos, ndo separamos as
classes por caracteristica &, quando & satisfaz: %2— <k<Z,nz3

Nos capitulos 4,5 e 6, apresentamos uma descricdo do grupo Ws no conjunto
dos ideais abelianos, para os casos B, C) e D), respectivamente. Também conta-
mos o nimero de classes de equivaléncia, segundo essa descrigio, em cada caso e
explicitamos uma colegio de ideais abelianos que constituem um conjunto completo
de representantes candnicos para as classes.

No capitulo 7, apresentamos uma descrigdo da agdo do grupo Wi no conjunto
dos ideais abelianos para o caso Eg e explicitamos todas as classes de equivaléncia.
Descobrimos que existem exatamente 4 pontos fixos pela acio e que temos uma
quantidade de 24 classes, sendo 4 classes com apenas um elemento e 20 classes com

3 elementos. O que fizemos aqui foi associar a cada wmna das 2° = 64 alcovas de 24,

uma sequéncia do tipo (a1,...,a),comlI<ag <ay <...<a, <6, 1<t<6e
determinar a drbita do elemento w,, + - -+ w,,, onde {wy, ..., w;} é a base dual do
sistema simples de rafzes ¥ = {a1,..., &}, para obter a separacio das classes por

sequéncias. Porém, ndo estd claro como relacionar as estruturas quase-complexas
descritas por essa agao, com as estruturas afins que estao na forma de ideal abeliano.

No capitulo 8, estudamos as estruturas quase-complexas invariantes harménicas,
seguindo o artigo [21]. O objetive inicial era o de interpretar geometricamente as
estruturas (1, 2)—admissiveis sobre uma variedade de flags maximal. Porém, verifi-
camos gue toda estrutura quase-complexa invariante, definida sobre uma variedade

de flags maximal é harménica, no sentido descrito em [21].



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capfiulo é introduzir conceitos e notagdes que serao utilizados

no decorrer do trabalho.

1.1 Algebras de Lie semi-simples e sistemas de

raizes

Sejam g uma algebra de Lie semi-simples complexa de dimens&o finita, h vma

subdlgebra de Cartan, IT o conjunto de rafzes para o par (g, %), de forma que

§=H8 ) ga,

acil

onde go = {X € g: [H, X| = a{H)X,VH € b} denota o correspondente espaco de
raizes uni-dimensional. Sejam ainda © = {ay,..., o} um sistema simples de rafzes
com correspondente sistema de raizes positivas 11T C [1. Denote por §* o espaco
dual de h e por By = &!_ Ry o subespago real gerado pelas raizes. Seja (-,) 2
forma de Cartan-Killing.

Fixaremos uma base de Weyl de g gue é um conjunto de vetores
IX, € go | @ € II} que satisfaz (X, X_o) = 1, e [Xo, Xg] = MapsXass, com
Meag € R, Meg-3 = —Mag € My = 0 se o+ J nao é uma raiz.

Sejab=5& Z g & subdlgebra de Borel (subdlgebra parabdlica minimal)
aeilt
gerada por [17. Denote por F = G/ P a variedade de flags maximal associada, onde

G é o grupo de Lie complexo e conexo com dlgebra de Lie g e P € o subgrupo

-

s
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parabdlico minimal com élgebra de Lie b. Seja u a forma real compacta de g e seja
[ © (7 a correspondente forma real compacta de . Pela acéo transitiva de U sobre
F, podemos escrever F = [//T, onde 7 = U N P é um toro maximal de /.

Denote por by a origem de F, vista como um espago homogéneo de & ou de
U. O espacgo tangente a [¥ em by se identifica com o subespago g C u gerado pelos
vetores A, = X, — X, e 5, = (X, + X_,), o € [I". Analogamente, o espago

tangente complexificado de F ¢ identificado a q¢ € g, gerado pelos espagos de raizes.

1.2 Estruturas quase complexas invariantes

Uma estrutura quase complexa U-invariante sobre F é uma lei que associa a
cada ponto =z € F uma aplicagéo linear J, : To(F) — T.(F) que satisfaz JZ = —1 ¢
d{E,) o J, = Jy 0 d(E,), para todo u € U, onde E, denocta a translacio a esquerda
por u € U e 1 denota a aplicacio identidade do espaco tangente 7,.(F).

Uma estrutura quase complexa U-invariante scbre F é completamente determi-
nada pelo seu valor J : ¢ — g no espaco tangente na origem. A aplicagio J satisfaz
J? = —1 e comuta com a acdo adjunta de T sobre g, isto é, [JX,JY] = —[X,Y],
para todo X,Y € g. Vamos denotar também por J sua complexificacdo sobre g¢.
A invaridncia de J garante que J(g,) = go. Yo € II. Os autovalores de J sao i
e os autovetores em q¢ sdo X,, o € II. Consequentemente, J{X,) = ie, X, com
€, = 1 satisfazendo ¢_, = —£,.

Usaremos a abreviagdo iacs para indicar uma estrutura quase complexa U-
invariante sobre F. Observe que uma dacs J sobre F é completamente descrita por

um conjunto de sinais {e, | o € I} com e_, = —¢,.

1.3 Métricas invariantes

Uma métrica Riemanniana U-invariante sobre F é completamente determi-
nada pelos seus valores na origem, isto é, por um produto interno (-,-) em g que
é invariante pela a¢do adjunta de 7. Qualquer tal produto interno tem a forma
(X, Y4 = —{AX.Y), com A : g — g positiva definida em relacio & forma de
Cartan-Killing. O produto interno (-, }4 admite uma extensio natural a uma forma

bilinear simétrica sobre a complexificagdo g¢ de g. Usaremos a mesma notagéo (-, )4
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para ambas as métricas. A T-invaridncia de (-, )4 é equivalente aos elementos da
base candnica A,, S,, « € II, serem autovetores de A, para o mesmo autovalor.
Deeste modo, no espage tangente complexificado, temos que para cada o € 117, existe
um ndmero real positivo A,, tal que A(X, ) = A X, e ho = Aae

Qualguer métrica invariante € quase Hermitiana com respeito a qualqguer iacs
J sobre F, isto é, (JX,JY )4 = (X, Y, para todos X, Y € qc. Seja 0 a forma de

Kahier correspondente, definida por
QXY) = —{AX,JY).

Definicdo 1.1 Sgja (M, J} uma variedade quase-complexa com estrutura guase-
complexa J. Dizemos que M é uma variedade quase Hermitiana {ou que J é uma
estrutura quase Hermitiana), se admitir urna métrica Riemanniana g que satisfaz a
seguinte propriedade:

g(JX,JY) = g(X,Y),

para quaisquer X,Y € TM.

Uma variedade quase Hermitiana é dita {1, 2)—simplética se
dU X, Y, Z) =10,

quando um dos vetores X, Y, Z é do tipo (1,0) e os outros dois sdo do tipo (0,1).
Quendo d = 0 e J ¢ integravel, dizemos que J é uma estrutura Kéhler. Em [15] é
provado que toda estrutura quase Hermitiana invariante sobre F € quase Kéahler se,
e somente se, ¢ Kihler,

Dizemos que a métrica invariante A é (1, 2)—simplética com respeito a uma
iacs J sobre F, se o par invariante (J,A) é (1,2)—simplético. Também J é dito
(1,2)—admissivel se existir uma métrica A, tal que o par invariante {J, A) é (1,2)—

simplético.

1.4 Algebra afim

Esta secho estd escrita com base no livro [9]. Seja L = Clz, 27! o espaco dos

polinémios de Laurent em 2. Dado um polinémio P{z) = E cp2" em L, temos
kel
que todes, exceto um numero finito de ¢.’s sdo nulos. O residuo de um polindmio
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de Laurent P(z) é o funcional linear Res : I — C definido por Res{P) = ¢_;,
isto é, Res(P) é a componente de 27! na expansao de P, que satisfaz as seguintes

propriedades:
1. Res{z7%) =1
2. Res[%) = 0

Dada uma algebra de Lie semi-simples complexa g, a dlgebra afim correspon-
dente é uma algebra de Lie de dimensio infinita g, formada pelo produto tensorial
L& g Ces Cd, onde ¢ é um elemento do centro 3(g)( iste € [¢, ] =0) e d é uma
derivagao que age sobre L & g como z% e anula ¢

Um elemento de g, ¢ dado por P{2z)A+zc+ydcom A € g, P{z) um polindmic
de Laurent e z,y € C.

Os colchetes na dlgebra sdo definidos pelas seguintes expresses:

e [P{2)A,Q(2)Bl = P(2)Q(z)[A, Bl + v(FP(2)A,Q(z)B), onde ¢ ¢ o cociclo
definido por:

dF

Y(P(2)A,Q(2)B) = Res <EQ(Z)> (A, BY,

onde (-, -} é a forma de Cartan-Killing de g.
o [d, P(2)A] = £ (2) A.
() correspondente & forma de Cartan-Killing é definido pelas igualdades:
(P(2)4,Q(2)B) = Res( 27 P(2)Q(2) )(4,B) (c,d)=1

e os demalis pares iguais a zero.

Uma subdlgebra de Cartan de g, é br © ger{c,d}, onde ger{c,d} é o espago
vetorial real gerado pelo conjunto {c,d}. Ela tem raizes que sdo dadas da seguinte
forma:

Seja 6 : g, — C o funcional que satisfaz
(6,6 = {§,8p) = {d,d) = (d,b}) = 0e {4, d = 1.
(O sigtema de rafzes afins associado o 11 &

M, = N+2Z6 = {a+j6|aell, j€Z}
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Se T é um sistema simples em g, ent80 um sistema simples de raizes na algebra afim
&
Zo=2U{d - u},

H

onde i € a raiz méxima em g associada a 2. O conjunic de raizes afins positivas

dadas por este sistema ¢

7 = {o+jéell,|j20ea>0,0uj>0ea>0}

1.5 Alcovas
Para cada raiz ¢ e cada inteiro §, defina ¢ hiperplano afim
Hayi= {X € g | (a,X) = )

Note que H,; = H_, ;. Defina a correspondente reflexfio afim como segue:

2o
{o, )

Saj(X) =X — ({o X) =3 ).

Denote por H a colegio de todos os hiperplanos H,;, a € Il, j € Z. O grupo
de Weyl afim W, é definido como sendo o grupo gerado por todas as reflexdes afins
Sa,ondecclliejcZ

O complementar .4 do conjunto dos hiperplanos H, ; é a unifio de suas compo-
nentes conexas, cada uma delas é um simplexo aberto chamado alcova. De acordo
com ([8], cap. 4), o grupo de Weyl afim W, deixa invariante a unido dos hiperplanos
H, ;, consequentemente W, permuta as alcovas. A acio de W, sobre o conjunto das
alcovas é livre e transitiva de forma que W, estd em bijeco com A.

Dados uma alcova A e uma raiz o, existe um inteiro k, = k.(A4) tal que
ko <{o,z) <k,+1, paratodo z & A

E claro que ko = [a(z)] para qualquer z € A, onde [a(z)] denota a parte inteira
do ntimero real a(z)}, isto é, € o malor inteire que é menor do que af{z). De acordo
com [17], os inteiros k. (A} sio chamados as coordenadas da alcova A. Uma alcova
¢ completamente determinada pelas suas coordenadas. Entretanto, ndo é verdade

que um conjunto arbitrario de inteiros &,, o € I, forma as coordenadas de alguma
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alcova. Condigbes necessarias e suficientes para k., o € Il serem as coordenadas
de uma alcova estdo determinadas em [17].

De acordo com 4], notamos a seguinte condigho necesséria que é facilmente
obtida da definicdo de alcova.

Lema 1.2 Uma condicdo necessaria pars os inteiros k, € Z, o € I, serem as
coordenadas de uma alcova € que ky.p 5efa ky + kg ou ky + kg + 1, sempre que o, 3

e o« + 3 sdo rafzes.

Definicao 1.3 Dada uma alcova A com coordenadas {k, | « € [1}, a jacs J(4) =
{¢,(A)} € definida por ¢,(A) = (~1)*. Dizemos que J é uma jacs afim se tem a

forma J = J{A) para alguma alcova A.
Note que J{A) é de fato uma iacs, pois k_, = —k, — 1 e, portanto,
eealA) = (=1)F=W = (=)l = (—1)71 (1) R = —(=1) e =
— [ (-1 e = (1 = —eal4)

A definicdo de jacs afim tem a seguinte interpretagio geométrica Gtil: Dada

uma escolha de rafzes positivas [I™ C I1, temos a alcova bésica
Ao={zebhr | 0<{o,z) <1},

tendo coordenadas &, = 0, para toda raiz positiva a. Se 4 é outra alcova, e o € IIF,
denote por g,(A) o nimero de hiperplanos da forma H,, ; que separam A de Ap. Uma
vez que o > 0, temos q,(A) = |k (A)]. Consequentemente, (—1)%4 = (~1)e(4)
de forma que a paridade do niimero de hiperplanos que separam as alcovas determina
J{A).



Capitulo 2

Forma de ideal abeliano e acao de
Ws

Neste capitulo apresentamos a definicao de estrutura quase-complexa na forma
de ideal abeliano e uma descricéo da agao de Ws no conjunto das alcovas de 24,,
onde Ag € a alcova bdsica. Além disso, apresentamos algumas proposigdes que

servirao de referéncia para os capftulos posteriores.

2.1 Estruturas quase- complexas na forma de ideal

abeliano

Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa de dimensao finita ¢ seja F a

variedade de flags maximal associada. Denote por IT um conjunto de raizes de g.

Definicao 2.1 Seja IIT ¢ II um sistema positivo de raizes em g. Dizemos que um

subconjunto ® de II* é um ideal abeliano, se verificar as seguintes condi¢bes:

1. Seaec ® e eIl sdo tais que o + 3 é raiz, entdo o+ 3 € @.

2. Sea. B3 €@ entio o+ 3 ndo é raiz.

A razao para esta nomenclatura vem do fato de que o espacgo is definido por

é@:@ Ho

aEP

11
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& um ideal abeliano da subilgebra de Borel 5.

Proposicio 2.2 O espago ig definido acima € um ideal abeliano da subdlgebra de
Borel b.

Demonstragdo: De fato, selam X, € g,,. a € Pe X9z S€I™ Sea+8
é raiz, entdo o + 0 € © e além disso, [ X, Xs] € gars € ia. Se o -+ [ ndo é raiz,
entdo [X,, Xg) = 0 € is. Donde segue que is € ideal de b,

Considere agora X,, Xz € i¢ quaisquer, de forma que a, 8 € ®. Como & ¢
abeliano, segue que « -+ 5 ndo é raiz e, por isso, [X,, Xs] = 0. Como X,, X5 séo

arbitrérios, concluimos que [-] = 0 em 15 e, portanto, iz ¢ abelianc. N

Definigdo 2.3 Dada uma iacs J = {¢, | o € [1} sobre F, dizemos que J estd na

forma de ideal abeliano em relagac a um sistema simples de rafzes X, se ¢ conjunto
S = &(J I) = {a € I | ¢, = —1}, for um ideal abelianc.

Seja 24, o conjunto definido por 24, = {2z | z € Ag}, onde A4y é a alcova
bésica. Entéo, para cada y € 24, e para cada o € I, temos que 0 < {a,y) < 2.
Dada uma alcova A contida em 2A4g, temos que k.{A) > 0 para toda raiz positiva
o e, portanto, k,{A) é o némero de hiperplanos da forma H,; ., j € Z que separa
A de Ag.

Proposicao 2.4 Seja A uma alcova contida em 2A, ¢ seja @ uma raiz positiva.
Entdo, k(A) =0 ou k,(A) = 1.

Demonstragao: Se nenhum hiperplano da forma H,; , j € Z separa as alcovas
A e Ag, entdo claramente k,(A) = 0. Por outro lado, se existir um hiperplanc H, ;

J € Z que separa A de Ag, entdo existe y € H,; N 24, e, portanto,

(oY) =

O< (o) < 2
o que implica que 0 < j < 2. Como j ¢ inteiro, segue que ;7 = 1 e, por consequéncia,
ko{A) =1 O
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Teorema 2.5 Seja A uma alcova contida em 2A4,. Entdo, a estrutura invariante
afim J(A) = {e.(A) | o € II}, estd na forma de ideal abeliano. Reciprocamente,
seja J == {e, | o € II} uma estrutura quase complexa invariante sobre F. Suponha
que J esté na forma de ideal abeliano. Entdo, existe uma alcova A C 24, tal que
J=J(A).

Demonstracao: Inicialimente, vamos provar a primeira implicacdo do Teorema 2.5,
Devemos mostrar que o conjunto

= {aellt|e(d) =1}

é um Ideal abellano.

Sejam o € ® ¢ § € II7 tais que o+ § € II". Entlo, segue do lema 1.2, que:
ka-;—ﬁ:ka”ji"kg Ol ka+3:ka+kﬁ+1.

Como o € @, temos que ko{A) = 1 ¢, como § € II*, segue da Proposicio 2.4, que
kg(Ay = 0 ou 1. Logo, kasp(A) = 1,2 ou 3. Mas, como A C 24, devemos ter
kets(A) = 1. Portanto,

Carp(A) = (=1)fers = 1,

o que implica que o + 3 € .
Agora, dados o, 3 € ©, temos que k,(A) = kz(A) = 1. Se o+ § € IIF, entdo
karg(A) = 0 ou 1. Porém isso néo ocorre, pois kqaug(A4) = 2 ou 3. Logo, o+ S ¢ I

e, consequentemente, © é um ideal abeliano. O

A demonstracao da reciproca do Teorema 2.5 serd dividida em varias partes.
Vamos utilizar alguns resultados do artigo [3], bem como algumas de suas notagoes.
Seja W, o grupo de Weyl afim. Dado w € W,, seja N(w) o conjunto de raizes

afins positivas definido por
Nw)={a+j6 I} | wHa+j6 €O},

onde I} é o conjunto de rafzes afins positivas e II] := ~II7.
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Proposicio 2.6 Sejam « € II7 e j um inteiro positivo, de forma que —a -+ j§ €
[I*. Entdo, o hiperplano H,; separa as alcovas Ay e w(Ap) se, e somente se,
wH—a+ 36y € 117

Demonstragio: Dadosa € IT e j € N— {0}, o hiperplanc H, ; separa as alcovas

An e wlAg) se, e somente se, para todo z € Ag, tivermos;
a a : P 0

{oyz)y < j (—a+g6){z+d) >0 —a+j6>0
e < e > e
(e, wx) > 7 (—a+i{wz+d) <0 wH—a+ 76 < 0.

i

Proposicac 2.7 Se & C 11" ¢ um ideal abeliano, entde existe um dnico w € W,
tal que w(Ap) C 24,.

Demonstragao: Pelo teorema 2.6 de [3], existe um tinico w € W, tal que N(w) =
~® + 6. Entdo, dada uma raiz positiva 8 € IIT, devemos ter w™{3) > 0 o que
implica que Yz € Ao, {8, wz) = (w3, z) > 0. Isto significa que w(Ay) esté contido
na cimara de Weyl positiva. Se w(Ay) ndo estd contido em 2A4p, entdo o hiperplano
H, . separa as alcovas A e w{Ap) e, portanto, ~u -+ 26 € N(w), onde p é a raiz
méxima relativa a II". Mas isso é wma contradicéo, pois N{w) = —® + §. Logo,
devemos ter w(Ag) C 2Ap. O

Proposicao 2.8 Se w € W, € tal que w(Ag) C 24, entdo N{w) = —P + 4, onde
o = {aeIl" | k(wAs) = 1}.

Demonstracdo:  Como w(Ag) C 2Ay, temos que os Unicos hiperplanos que
separam as alcovas Ag e w(Ao) sdo os da forma H,;, com o € I[I7. Portanto,
pela Proposi¢ho 2.6, temos que N{w) contém somente raizes da forma —a -+ 6,
com a € II". Se o € @, ento H,, separa as alcovas Ay e w{dg) e, portanto,
—a+ 6 € N{w). Se a € IIT\ &, entdo k,(wAp) = 0 e nenhum hiperplano da
forma H,. separa Aq e w{Ap) e, portanto, —a + & € N{w). Consequentements
N{w)=-¢+4d O
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Agora j4 estamos em condigbes de demonstrar a reciproca do Teorema 2.5

Demonstracdo da reciproca do Teorema 2.5: O conjunto
® = {a €Il | ¢, = —1} é um ideal abeliano por hipétese. Entio, pela Proposicio
2.7, existe um Unico w € W, tal que w{do) T 245, Sela 4 = w(A,). Entdo, pela

Proposicdo 2.8, temos que
T={acll™|k(4) =1}

Logo, dada uma raiz o € I, temos que k,(A) = 0 ou 1, pois A C 24, Se
o € ¢, entdo
to=—1=(-1)" = (~1)=% = ¢, (4).

Se o & @, temos k,(A4) = 0 e, portanto,
o =1=(-1)"= (=1} = ¢_(A)

De qualquer forma, concluimos que €, = €,(A), para todo « em II e, portanto,
J o= J(A). O

Corolario 2.9 Seja W o grupo de Weyl de g e seja B o conjunto definido por

B= 1) w(24).

wew

Se J = {e,} € uma iacs (1,2)~ admissivel sobre F, entao existe uma alcova A C B,
tal que J = J(A).

Demonstracio: Como J é (1,2)—admissivel, segue que J pode ser colocada na
forma de ideal abeliano, isto é, existe w € W e existe uma tacs J; sobre F, que estd na
forma de ideal abeliano, tais que J = wJ;. Mas, pela demonstragéo da reciproca do
Teorema 2.5, temos que existe uma alcova A; C 24y, tal que Jy = J{A4,). Portanto,

temos que
J=wh =wJ(Ay) = J(wi).

Seia A e wA;. Entéo, claramente, A C Be J = J(A4). i
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2.2 Uma descricao da acao de Ws

Dado um sistema simples de rafzes & = {oy,....q}, sefa & = T U {—u} o
diagrama de Dynkin estendido. onde u é a raiz méaxima relativa a 2. Seja também
{ws,...,w;} a base dual de Z, isto &, (o4, w;} = &;. Denote por W o grupo de
Weyvl de g e por e o subgrupo de W que deixa invariante o diagrama de Dynkin
estendido, isto é,

We={weW | wi=25}

Dado w € Wy, suponha que w(—u) = o;. Entdo, pelos resultados de [15],
temos que {f,,w){Ao) = A, onde £, denota a translagdo por w,.

Lema 2.10 (f2,,w)(24,) = 24,.

Demonstracio: BSe z € Ag, entdo w(z) + w; € Ay. Portanto, w(2z) + 2w; € 24,,

o que mostra que o, w{ZAy) C 24,, donde segue a igualdade.

Portanto, o, w permuta as alcovas de 24, e vale a seguinte,

Proposigio 2.11 A acdo do grupo G = {1, ta,,w} no conjunto das alcovas de 2 Ay,
coincide com a agao do grupo Ws no conjunto das estruturas J(A) que estdo na

forma de ideal abeliano.

Demonstracao: Seja A uma alcova qualquer. Para cada raiz positiva o, temos
que
koltoun,A) = (o, 2w;) + ko (A4).

Logo,
Ea(tgwiA) _ (Wl)kn(tzwéﬁ) — (__1){ {en2wi)+ka(4) } {__nim(:@ — Ea(A)-

Isto significa que J{A} = J{ts,,A4), para toda alcova A.
Seja agora A uma alcova contida em 2A4p. Pelo lema 2.10, existe uma alcova 4;
contida em 2A4g, tal que A; = fo,, wA. Logo, J(A)) = J{tep,wA) = J(wA) = wJ(A4),

o que implica que as agles coincidem, conforme querfamos. U
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O Caso AZ

Neste capitulo, apresentamos uma descricio da agfio de Wi no conjunto dos ideais
abelianos, para o caso A;. Em seguida, exibimos representantes candnicos para
as classes de equivaléncia, segundo essa descricdo, bem como o ntmero de classes,
apenas para certos valores de n = [+ 1. Definimos a caracterfstica k& de uma alcova
contida em 24 e mostramos que esta caracteristica é limitada pelo valor de n, isto
. 1<k< ”—2—*1 Além disso, mostramos que & define uma classe de equivaléncia, na
qual todos os elementos 880 alcovas com a mesma caracteristica £. Depois mostramos
gue, para os casos A,.1, com n > 3k — 2 {ou de modo equivalente, para os valores:
1<k < «’?wg»g) ¢ possivel exibir um representante candnico pars cada classe com
caracteristica k e contar o nimero dessas classes. Para os outros valores de k e n:
232 < < %, n > 3, nio conseguimos separar as classes de equivaléncia e nem contar
o ntmero delas. Entretanto, contamos o nimero de classes para os casos A,_;, com
n primo impar e A,_1, com n sendo uma poténcia de dois. Sé que, nestes dois casos,
nao separamos as classes por caracteristica k£, quando esta satisfaz: 953’52 < k<3

n >3



Capitulo 3. O caso A; i3

3.1 Realizacao candnica das raizes em A;

Seja g = sl{l + 1,C) a &algebra das matrizes complexas de ordem [ + 1 com

trago zero. Entio g € a algebra de Lie associads ao diagrama A4;, 1 2 1,

ey (453 {873

et

O

A realizacdo candnica das raizes em 4; é dada da seguinte forma:

Seia E = {y = (yo,¥1,-- .. 1) € R 1y + ... 49, = 0} o subespago de R,
equipado com o produto interno candnico.

Para cada j € {0,....1}, seja &; + E — R o funcional linear A;(y) = y; e,
para cada i € {1,...,1}, seja a; = Ay — Ay Entdo, & = {ay,...,0q} é um sistema

simples de raizes de g e as rafzes positivas correspondentes séo:

Hm&n“—_{aijmai'}'aiﬂﬁ‘"'”@&jllSiSng},

3.2 Uma representacao alternativa de 24

Seja F & variedade de flags maximal associada a g. Pelo Teorema 2.5, toda
iacs (1, 2)—admissivel sobre F, que estd na forma de ideal abeliano, € do tipo J(A4),

para alguma alcova A contida no conjunto
240 =12z | z € Ay},

onde Ag é a alcova béasica. Como estamos procurando representantes candnicos para
as classes de equivaléncias dessas estruturas, devemos procurar uma representacio
alternativa do conjunto 2A4¢. Essa representacfo serd feita por simplexos contidos
em R", onde n = [+ 1. Por conveniéncia, as coordenadas de R™ serdo escritas como
(20,21, -+, 21), j& que a coordenada xg vai desempenhar um papel especial.

Considere ¢ conjunto
C= {("‘TO:xl:“‘axz) € R" i z; >0, Vi=0,...,1 emﬂ_é_'“'_é_xﬁ:z}‘
Subdivida ¢ da seguinte forma: paracadad, j € {1,..., I}, i < j, tome o hiperplano

H,={z={(zs,z1,..., 0 R |z + - - +z; =1}
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Denote por
ct=c-1J 8, ,
i3
o complementar em C da unido dos subespagos H;;. Note que CU ¢ aberto em
O, pois é o complementar de um conjunto fechado. Dado z € CY para cada par

i,7€40,...,1}, 1< j, temos que x; + - - - + z; ¥ 1 e, portanto, deve satisfazer:
O<m+-+z; <1, ou 1<z+--+z; <2

Proposicio 3.1 O conjunto CY é unido de 2' componentes conexas, sendo que cada

componente conexa € um simplexo aberto.
Demonstracdo: Seja F o subespaco afim de R dado por
Fo={z=(20,21,...,20) ER* | 2o+ 4z =2}

e seja 1 B — F a aplicag8o afim definida por

Primeiro vamos mostrar que ¥ € bijetora. Temos que ¢(y) = 0 se, e somente se,
Yo=Y =1 = ... = Y1 = a, de forma que y = (a,q,...,a). Uma vez que
y € E, segue que ({ + 1)a = 0, isto é, y = 0. Portanto, ¢ é injetora e, como ¢ é
um operador linear definido num espago vetorial de dimensao finita, temos que ¢ é
bijetora. Consequentemente, temos que ¥ também é bijetora.

Agora, vamos mostrar que ¥{24¢) C C. De fato, seja y = (vg,...,y1) € 240

Entdo, yo+ - +w=0e 0 < {o,y) < 2, para toda raiz positiva o. Em particular,
O<{do—ALy <2, oo, 0< i — ALy <2e0< {Xo— A y) < 2.
O que implica que
0<yo~% <2 0<yn <2 ..., 0<y 1~ <2, 0<y—p+2<2
Isto significa que todas as coordenadas de ¥{y) séo positivas. Além disso, temos que

Y— Yot ZhYo—YiF Y — Yok Fyo — = 2.
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Portanto, ¢¥{240) C C.
Dados i < j, 4,7 € {1,...,{}, denote por 53;; : F — R o funcional linear tal

que Fy{x) = =, + -+ -+ z;. Entao, temos que:

(/@z‘j Oxﬁf’i’){g} = @g{yz“@f{}“?*'?y?@“%’z?w;@}zmz“"%}
= (Y1 — Yi) + (W~ Yor1) 0+ Yo — U5)
= Oﬁi+Qi+1-§'"‘+&j

= Ct'@'j.

Como ay; = Gijow e ¥(244) C C, segue que ¢ leva cada alcova de 24, em uma
Yinica componente conexa de C° isto é, ¥ induz uma bijeglo entre o conjunto das 2/
alcovas de 240 e 0 conjunto das componentes conexas de C°. Observamos que cada
componente conexa de C” é aberta, pois C° é aberto e, além disso, é um simplexo,
pois é a imagem de um simplexo por uma aplicacio afim. Isto completa a prova.

0

Dado um simplexo S em C° podemos associar a ele uma estrutura quase com-
plexa invariante J(S) sobre F, da seguinte maneira: fixe z = (zq,...,2;) € S. Entéo,
para 1 <i< j <[+1, defina

+1lL,sel<z+ - Fax1 <1
Eﬁ(S}Im it

-1, sel<o+ 4350 <2
Esta definicdo néo depende do elemento z € S escolhido, pois z; + -+ -+ z;_; néo
assume valores inteiros em S e, por isso, o intervalo onde se encontra essa soma € o

mesmo, para todos os elementos de 5.

Observagio 3.2 Seja ¢ : E — F a aplicacdo afim definida na Proposicdo 3.1 ¢
seja A = ¢~1(S) a alcova em 24 obtida como imagem inversa do simplexo S, pela
bijecio . See;;{A), i1 <J, 4,7 =1,...,{+1 é uma entrada da matriz de incidéncia

de J(A) ey € A é um elemento qualquer , temos:

+1, se 0 < { gt +ajy Jy) <1
)

-1, S€1<(ai+”"+&j_1 (y)<2
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Isto implica que

Yok

s

s +1, 8¢ 0 < { G109 Hy)
€5(A) =

Q]

<
~1, sel < { B0 )y <

Seia x = y{y) € 5. Entéo,

+1, se0 <z + -+ zj.y <1
€ (A) = = €;(5).
-1, 861<$5+"‘"i*$3‘w1 < 2
Isto significa que as estruturas quase complexas J(A) e J{5) sdo iguais. Além disso,
como a aplicacao ¢ & uma bifeciao, podemos identificar cada alcova A C 24, com o
simplexo abertc S = ¢¥{A) < CY. =

Agora, usando a observagdo 3.2 e o Teorema 2.5, temos que:

Proposigao 3.3 Cada estrutura J(S) = {¢;;(5)} definida acima, estd na forma de
ideal abeliano e vice-versa, toda estrutura que estd na forma de ideal abeliano é do

tipo J(S), para algum simplexo S ¢ C°.

Seja agora B = {y = (yo,..., %) € R | yo+- - +y; = 0} o subespago de R'™
definido anteriormente. Dado um vetor v € E, vamos denotar por t, : £ — FE
a translacdo por v, isto é, t,{y) =y + v, Yy € E. Se w = (1,...,n) dencta a
permutacao ciclica de n elementos, podemos ver w como uma transformacio de C

que permuta as coordenadas da seguinte forma: w{zg, z1,..., %) == (21,.. ., T, To)-

Proposicao 3.4 Seja oy : £ — F a aplicacdo afim definida na Proposicdo 3.1 e
sejav=(1,0,...,0,-1) € E. Entéo,

'Iibow:thowOw:

onde te, : E —— F é a translacdo por 2v € E ew : C — C € a permutacio ciclica.

Demonstragao: Dado y € F, temos por um lado que

(powi(y)= vy, uve) = o — Y101~ Y2, -, 0 — Vo) + {2,0,...,0).
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Por outre lado, temos gue

(wo)y) = wlyi—y+2,% — Y101 — Vo Y1 — Y1)
= Yo~ Y1, Y1 — Y2, Y-l — YL U — Yo+ 2)
= (yg“y:ygm?jgygwyo}—r({},{}Z}

Logo, (v ow)i{y) ~{2,0,...,0) = {woy)(y) — (0,...,0,2), o que implica que

@Wow)ly) = (wod)ly)+(2.0,...,0,-2)

= (tavowou)(),

onde v = {1,0,...,0,—1).

[l

Proposicao 3.5 Seja S C C° um simplexo aberto e seja w a permutacgdo ciclica.
Entdo, wS também & um simplexo aberto de C°. Além disso, wJ(S) = J(wS)
o que implica que para dois simplexos S; e Sy a estrutura J(S1) é equivalente 2
estrutura J(Sy) (em relacdo ao grupo ciclico (w) = {1,w,w?, ..., w'}) se, e somente

se, S; = w"Sy, para alguma poténcia h € {0,1,...,1}.

Demonstragdo: Dado y = (yo,..., ) € wS, temos que y = (21, ..., %1, Tg), para
algum 1 = (Zo, %1,..., %) € 5. Como z; + - +2z; # 1 para tode 4,7 € {0,...,1},
segue que y; + -+ +y; # 1, para todo 4,7 € {0,...,1}. Além disso, yo+ -+ y; =
To+ -+ z; = 2. Portanto, w8 é um simplexo aberto de CU.

Seja agora S C C° um simplexc aberto e seja A = ¥ (8} C 24, a alcova
correspondente. Entdo, de acordo com [15], temos que wJ(A4A) = J{wA) e, pela
observagao 3.2, temos que wJ(¥(A)) = J{W(wA)). Mas, pela Proposicio 3.4 temos
que V(wA) = (ta cw o ) (A).

Para cada o € II, temos que k,{ fo,wr{A) ) = (o, 20) + ko (wy(A). {Veje [15],
pég. 287). Logo,

eal tawiP(4) ) = (—1)HeMTEalentil = ()Rt = ¢ (wi(4)),

o que implica que J{ to,wii{A4) } = J{w(4)}).
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Portanto, temos:
wl(S) = w(H(A)) = J(W(wa)) = J( tawd(4) } = J{wip(A)) = J(wS).

Agora, suponha que J(5;) = w"J{5;), para alguma poténcia h € {0,...,1} ¢
sejam Ay = ¥ H(S)) e Ay = ¥~ H{w"Sy) as alcovas em 24, correspondentes. Entéo,

para cada ralz positiva «, temos:

calAz) = (=154 = (=184 — ¢, ()

b

o que implica que {—1)fMAka{d2) — 1 Porém, como as alcovas A; e A, estio
contidas em 24p, segue que suas coordenadas devem ser 0 ou 1, para toda ralz
positiva. Portanto, devemos ter k,{A4y) = k,{As), para toda raiz positiva ¢, isto é,
Ay = A, Consequentemente, S; = w™Ss.

Se 5 = w"S: para alguma poténcia h € {0,...,1}, entfo claramente

J(81) = w"J(8), terminando assim a prova. U

De agora em diante, vamos identificar cada alcova A de 24 com o simplexo
S = ¢(A) de C e vamos denotar por .A a colegio de todos os simplexos abertos de

CP. Cada simplexo aberto em A serd chamado de alcova.

Proposicao 3.6 O subgrupo Ws coincide com o grupo ciclico gerado pela per-

mutagdo ciclica w, isto €,
We = (w) = {1, w, w?, .. w'h

Demonstragio: Podemos identificar cada raiz simples a4, ¢ == 1,...,[, com ¢

seguinte vetor de [ + 1 coordenadas:

ai:(Qv“':(}:}-:mlao:"'a{))}

-

onde o valor 1 aparece na (i — 1)—ésima coordenada. Além disso, temos que a raiz

méxima é dada por = {1,0,...,0,—1). Entdo, temos que:
e woy =w{l,~10,....0)=(=1,0,...,0,1)=—p

@ r{{d{“‘&i} = w{_lig?' . -78‘; }-) = {{}7 ,-;{:37 }»n'—"l} == ai
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2 e wlo;) = oy, paratodoi € {2,..., i}

Porém isso significa que wX = I, isto é, {w) C Weg. Como We contém [ + 1
elementos, segue o deseiado.
i

Portanto, para determinar completamente as classes de eguivaléncia das estru-
turas guase-complexas invariantes sobre I, deve-se determinar as érbitas em 4 do
grupo ciclico {w) = {1,w, w? ... w'.

Mesmo sem determinar as classes de equivaléncia essa realizacBo ja di algumas

informactes sobre as érbitas. Por exemplo, seia b o baricentro de | isto &,

Se n é impar, entdo b € A, pois nesse caso, as somas sio dadas por:

2(5 — 1 .
xi‘é""'_i_zj_lz“”g:g”“m“l; 1<i<3<n,
n
que sdo todas diferentes de 1. portanto, nesse caso existe uma alcova A, € A tal
que b € A E claro que, como wbh = b, entdo wA, = Ay, isto €, no casoc em que n
é {mpar existe um ponto fixo pela acdo. A partir da definicio vé-se que a estrutura
J{Ay) é dada por €;, ¢ < j, com
+1,se0<j—i< 2

=2
~l,se g <j—i1<n.

3.3 (Caracteristica de uma alcova

Por um intervalo ciclico do conjunte {0,...,!} entende-se ou um intervalo
propriamente dito, isto é, um subconjunto do tipo [¢,7] = {i,...,7}, 1 £ 4, ou um
conjunto obtido de um intervalo por uma permutacio ciclica, isto €, um conjunto do
tipo [7,4] = {4,...,0,0,...,4}, com ¢ < j. O comprimento do intervalo é o nimero
de seus termos.

Seja. A € A uma alcova e seja © = {zg,21,...,7) € A Entdo, para cada

-

intervalo ciclico (7, 7], temos que

O<gy+obzy <l ou 1<+ +x; <2
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Definicdo 3.7 A caracteristica k{A) da alcova A € A é definida como sendo o

menor entre os comprimentos de todos os intervalos ciclicos [i, 71, tais que
T< gyt oy <2

Note que k(A) é bem definida, pois zp + -+ - + 77 = 2 ¢, portanto, para algum
intervalo ciclico [4, j] devemos ter z; + -+ - +z; > 1.

Por exemplo, se z; > 1 para algum {necessariamente Unico) ¢, entdo k(A) = 1.

Como w € a permutagdo ciclica, é claro que k{wA) = k(A), o que significa que

a caracteristica k(-) é constante ao longe das drbitas.

Lema 3.8 Seja A € A uma alcova qualquer. Entdo, k{A) < %, se n € par ¢,

E(A) < 23+, se n € fmpar,

Demonstragio: Se n é par, suponha por absurdo que k{A) > n/2. Entdo, para
todo intervalo com exatamente n/2 elementos, a soma dos termos correspondentes
é menor do que 1. Mas, o complementar de um intervalo com n/2 elementos ¢ um
intervalo ciclico com n/2 elementos e, portanto, a soma dos termos no complementar
também deve ser menor do que 1. Porém isso € uma contradicao, pois a soma de
todos os termos é 2. Logo, k(A4) < 3.

Analogamente, se n é impar, suponha por absurdo que k(A) > (n+1)/2. Ento,
para todo intervalo com (n + 1)/2 elementos, a soma dos termos correspondentes é
menor do que 1. Mas, o complementar de um intervalo com (n + 1)/2 elementos
¢ um intervalo ciclico com (n — 1)/2 elementos e, portanto, a soma dos termos no
complementar também deve ser menor do que 1. Porém isso é uma contradigdo,

pois a soma de todos os termos é 2. Logo, devemos ter k{4) < (i;—l) O

3.4 Representantes e niimero de classes com & >
I, n>3k—-2

Dada uma alcova A C 2A; de caracteristica k > 1, temos que A determina uma
classe de equivaléncia ciclica, cujos elementos tém todos a mesma caracteristica k. A

alcova A também define uma estrutura quase complexa J{A), que estd na forma de
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ideal abeliano e é equivariante pela acio do grupo (w) = {1,%,...,w'}, no sentido
de que para todo A € {0,1,...,0}, w"J(4) = J{w"A), onde w é a permutacdo
ciclica de n = [ + 1 elementos. Consequentemente, J(A4) determina uma classe com
caracteristica k, cujos elementos sio estruturas equivalentes pela agfo do grupo {(w)
e estac todos na forma de ideal abelianc.

Nosso obietivo nessa sec@o € contar a guantidade dessas classes e exibir um
representante candnico para cada umea delas. Para isso, antes faremos algumas

observagses:

Observagao 3.9 Seja A € A uma alcove de caracteristica & > 1 e seja

= {29,%Z1....,21) € A, tal gue zg -+ -+ - + 21 > 1. Entéo,

1. Se um intervalo ciclico [, j] tem comprimento menor do que k, a soma dos
elementos correspondentes, z; + - - - + z; deve ser < 1. Consequentemente, no

seu complementar a soma dos termos correspondentes deve ser > 1.

2. Se um intervalo ciclico [i,j — 1] de comprimento > k interceptar o intervalo
[0, k — 1], entdo a soma dos termos correspondentes, z; + - - -+ x;_1 pode tanto
ser < 1 quanto ser > 1. Logo, o termo €, ; pode assumir tanto o valor +1,

quanto o valer —1. Neste caso, dizemos que ¢, ; é indeterminado.

3. Se £i5 == —ji, para 1<« j < Z, entao €igri = €442 5 .. B g BE *1, pOfS

J(A) estd na forma de ideal abeliano.

3.4.1 Classes com caracteristica k=1,n>2

Tome uma alcova A, tal que k(A) = 1. Isto significa que se x = (o, 21, ..., 4y) €
A, entao alguma de suas coordenadas z; € tal que 1 < z; < 2. Essa coordenada €
Unica, pois a soma de todas é 2. Aplicando uma permutacac ciclica em A pode-se

supor que 1 < xg < 2. Mas,
Ty+ -3 =2 — T,

o que implica que z; + --- + z; < 1. Portanto, da definicho de J{A) segue que
€1, = +1. Como J{A) esté na forma de ideal abeliano, a concluséio é que para todo

i < 7, temos €; = +1, o que significa que J{A) é o torneio transitive candnico.
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Portanto, eziste uma dnice classe de eguivaléncic com k{A) = 1 e o represen-

tante candnico pare esta classe € dado por:

-
,{\“
t
w.%_
_l_

o
8

-
+

o
© + -+

3.4.2 Classes com caracteristica k=2, n> 4

O objetivo aqul é contar o nimeroc de classes de equivaléncia com caracteristica
k = 2 e apresentar um representante candnico para cada uma delas. Para isso, antes

vaInos provar ¢ seguinte resultado:

Lema 3.10 Seja A uma alcova com caracteristica k = 2. Entao, na classe de

equivaléncia determinada por A existe uma tnica alcova A tal que
g+ x> 1 e T+ T < 1, (3.1

para tode T = (Zg,Z1,...,%;) € A

Demonstragdo: Como k(A) = 2, segue que existe uma alcova A na érbita de A,
tal que zo + 1 > 1, para todo x = (20, 21,...,21) € A As outras somas de duas

coordenadas dos elementos z € A que podem ser > 1, sdo:
Iy -k Ta & T+ Zg.

Logo, A, wA e w'A s80 as tinicas alcovas na érbita de A que podem satisfazer as
inequacdes (3.1). Primeiramente, observe que w'A ndo satisfaz (3.1), pois cada
y € w'A é da forma

y=w'z = (z,Zo, ..., T1-1)

para algum = € A, o que implica que y; + ¥ = 2o + 21 > L.

Falta analisar as alcovas A e wA. Seja z = (zg,%1,...,271) € A
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Se z; + x2 > 1, entdo A ndo satisfaz (3.1). Mas, para y = wzr € wA, temos
que Yo+ U1 =1+ 22 > ley +yp =T+ 23 < 1, 0 que implica que wA € a

tinica alcova na érbita de A que satisfaz (3.1).

Se z; +xs < 1, entéo A satisfaz {3.1). Além disso, A é a Ainica alcova na érbita
de A com essa propriedade, pols nesse caso, temos que Yo+ = 21 + 22 < 1

para y = wz € wA, o que implica que wA ndo satisfaz (3.1},

Seja entdo A a Unica alcova, numa mesma classe de equivaléncia, que satisfaz:
@ rp+%3 > 1ex +x9 < 1.

Com essas condicdes as possibilidades para J{A) s0 as seguintes. Inicialmente,
como T+ 21 > 1, segue que zo + -+ -+ 1; < 1 e dal que €3, = +1. Como J{A) estd
na forma de ideal abeliano, segue que €q; = +1, para todo i > 2. Isto é, 6 aparece
—1 acimsa da diagonal, na primeira linha.

Para ver o que acontece na primeira linha, note antes de mais nada que zg < 1,
pois & = 2. Portanto, z; +--- + ;1 > 1 ¢ que garante que €, = —1.

Agora, a condicBo z1 + z2 < 1 implica que €3 = +1. Isto é, os possiveis
negativos aparecem s6 a partir da quarta coluna.

Por fim J(A) é reconstruido da seguinte forma: tome a somas x; + -+ + 2; €
escolha o primeiro 7 tal que essa soma é maior do que 1 (existe um pois zp < 1 e
daf que 23 +--- +2; > 1). Entdo, ¢1;.1 = —1 e dai pra frente todos os sinais sio
negativos.

O lema acima permite mostrar que esses diferentes J{A) nfo sdo equivalentes.

Em suma, existem n — 3 classes de equivaléncia com k = 2 e os representantes

canénicos dessas classes sdo dados por:
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0 + 4+ € €3 €8 -0 €ip-r
0 + + + - o
0+ + + +
0 + + + o+
J{fi}ﬂ 0  + + +
0 + +
0 o
+

3.4.3 Classes com caracteristica k = 2
Considere uma alcova A com caracteristica & = ”T*z e tome z = {xg,...,%1) €

A, tal que zp+- -+ Zp—1 > 1. Entéo, .+ + 17 < 1 0 que implica que ¢, = +1.
Como J{A) estd na forma de ideal abeliano, segue que a partir da k-ésima linha,
todas as entradas da matriz de incidéncia de J(A) séo iguais a +1.

Agora, pelas observagdes 3.9 e pelo fato den =2k —1 =k+ (k—1), temos que:

1. €g+i—1 = +1, paratodo i € {1,...,k — 1}, pois seu intervalo correspondente:
4, k-+1—2] tem comprimento k—~1 < k. Logo, &;; = +1, paratodo j < k+i—1,
donde segue que €;; = +1, para todo j — ¢ < §.

2. €xei=—1, paratodoi € {1,...,k~ 1}, pois seu intervalo complementar tem

comprimento & — 1 < k. Logo, ¢; = —1, para todo j > k +14, pois J(A) estd

na forma de ideal abeliano. O que implica que €; = —1, para todo j —i > 3.

Deste modo, conclufmos que a matriz de incidéncia de J(A4) é dada por

_{+1%j—i<

€ij . .
-1 se 7—1 >

WS i3

gue ¢ exatamente a mesma que a da alcova que contém ¢ baricentro.

Portanto, existe uma unica closse de eguivaléncia.



Capitulo 3. O caso A; 30

3.4.4 Numero de classes com caracteristica £ >3, n> 3k —2

Agui, vamos usar ¢ mesmo método aplicado no caso & = 2, para contarmos o
numero de classes com caracteristica £ > 3 e n > 3k — 2. Isto é, primeiro definimos
todos os possivels representantes candnicos de cada classe e em seguida, procuramos
condigdes que devem ser satisfeitas por eles, para garantir a nac equivai8ncia entre
duas estruturas em forma candnica. Essas condicbes estdo descritas no lema 3.11,
onde fol imprescindivel supor n > 3k — 2.

Uma vez garantida a nao equivaléncia entre dois representantes candnicos,
torna-se possivel a contagem do nidmero de classes, que serd feita analisando as
matrizes de incidéncia dos representantes candnicos. Em toda a subsegfo estaremos
supondo k> 3den> 3k -2, comn=1{_{+1

Para cada i € {0,...,2k— 2}, denote por S;(z) a seguinte soma de k elementos:
Silz) =z + -+ + Tppio1, para todo z = (Zg,...,3;) € A. (Observe que Sy—2(z)
estd bem definido pois, n > 3k — 2).

Seja agora S(z) = &(xzg, ..., x;) 0 seguinte sistema de k inequagdes:
[ Sp(x) > 1 (1)
Si(z) < 1 (2)
S(z) = 4 :
Spof{z) < 1 (k—1)
| Sk-a(z) < 1 (k)

Dizemos que uma alcova A € A de caracteristica £ > 3 é uma solucao do

sistema S, se para cada y = (yo,..., ) € A, tivermos:
SD(?‘J) > 1? Sl(y) < 11 ey Sk—2{y) < 1} Sk—-l(y) < 11

isto €, se cada elemento de A verificar todas as inequagdes do sistema.

Vamos mostrar que, numa mesma classe de equivaléncia, existe uma tinica al-
cova satisfazendo o sistema S.

Dados uma alcova A € A com caracteristica k e um ponto z = (zo,...,21) € A,
temos que existe um intervalo ciclico [i,j] de comprimento %, tal que

Zi -+ -+ z; > 1. Aplicando em A a permutacio ciclica w® e denotando por

L

v = (vo,..., %) 0s elementos de A = w'A, obtemos g

Soly)=wo+ Y =T+ 3> 1,



Capitulo 3. O caso A; 31

o que implica que na drbita de A, existe uma alcova A satisfazendo a primeira
inequagio do sistema &. Além disso, os Unicos intervalos ciclicos [, 7] com & ele-
mentos cuja soma y; -+ - -+y; pode ser malor do que 1, sdo aqueles que interceptam

o intervalo [0, & — 1}, isto &, sBo os seguintes intervalos:

&

2E+1=1{2,3,.. . k+1} ...

o ..., k—~1,2%—2={k—1k... 2k-2}

e

# —k+200={-k+2 I-k+3,...,010}
e ..., LE—21={1,0,1,... k—2}.

Isto significa que as Gnicas alcovas na orbita de A que podem satisfazer a primeira

ineguacdc do sistema &, sdo:

A, wA, w4, ..., WA, WAL WA (3.2)

Consequentemente, essas sac a8 tnicas alcovas na dérbita de A que podem ser
solucdoe do sistema S.

Portanto, para enconirarmos uma solucdo do sisterna & em cada classe de
equivaléncia, devemos comecar com uma alcova A de caracteristica & > 3 satis-
fazendo a primeira de suas inequactes e em seguida analisar as alcovas (3.2). Seja
entac A uma alcova com essa propriedade. Entdo, para cada y € A, temos que
Soly) > 1.

Antes de mais nada, observamos que nenhuma das alcovas w5724, w %34,
..., w'A pode ser solugio do sistemma &, pois deixam de satisfazer suas inequagdes
de ndmeros: (k), (k—1}, ..., (2), respectivamente. Mais precisamente, para cada
7 €12,...,k}, temos que a alcova w'="7 A ndo satisfaz a (k—j+2)—ésima inequagéo
de S pois, para todo y € A, Sy (W y) = Sp(y) > 1.

Falta analisar as alcovas A, wA,..., w" !A. Antes observamos que, como

Sp{y) > 1, entdo necessariamente, devernos ter

Sk(@/) < 113 Sk&-l(g) < 1 ey SEkn?{y) <1
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1. Considere a soma Sp_:{y).

1.1. Se Sy_1{y) > 1, entdo w* A4 é a tinica solugio do sistema S. De fato,
os elementos z = (zq, ..., 7)) de w* 1A, siodados por £ = (Y1, Uy - -+ 5 Vo)

donde segue que:

SO{x} = Ypq e Yoenn = S

1
S(E) = 51{.’5) = T b -‘*‘}“ Yot = S;;{y} < 1

| Sk-1(z) = Yozt ymez = Suay) < 1
isto é, w* 14 é uma solucio de .

Agora, nenhuma das alcovas A, wA, ..., w* 24, pode ser solugio de & neste
caso, pois cada uma delas tem uma das somas 5;(z). i = 1,...,k — 1, co-
incidindo com a soma Sy_1{y), sendo portanto, maior do que 1. Mais pre-
cisamente, o que ocorre & o seguinte: Em cada alcova w* 74, j € {2,...,k},

temos que S;..1 (W Iy) = S.1{y) > 1, para todo y € A.

1.2. Se Si_1{y) < 1, entdo w* ' A ndo é solucdo de S e neste caso, passamos

a analisar a soma Sk.2(y).

2. Suponha Si—1{y) < 1 e considere a soma Sy 2(y).

2.1. Se S;_o(y) > 1, usamos o mesmo argumento do {tem 1., e chegamos

3 conclusdo que w24 ¢ a finica solucio de S.

2.2. Se Sp_a(y) < 1, entdo w* 4 nio é solucio de S e neste casc, passamos
a analisar a soma Sp_a{y) e assim por diante, vamos usando este processo

indutivamente até chegarmos & seguinte conclusao:

Lema 3.11 Sgja A € A uma alcova com caracteristica k > 3 e suponhan > 3k — 2.
Entao existe uma tinica alcova na érbita de A, O(A) = {A, wA,..., w'A}, que é

solucdo do sistema &.

O lema 3.11 nos permite concluir que se A; e As 880 duas alcovas diferentes com
a mesma caracteristica que sfo solugdes do sistema &, entdo necessariamente A; e
As nfo sdo equivalentes e, portanto, determinam classes de equivaléncia (drbitas)
diferentes. O préximo passo agora € determinar as matrizes de incidéncia dos rep-

resentantes cantnicos e em seguida, contar o nimero de classes. Para isso,
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Seja A € A uma alcova com caracteristica & > 3, solucdo do sistema & e sgja
J(AY = {ey; ] 1 <1< j < n} a estrutura quase complexa invariante associada a A.

Entdo, pela definicdo de J{A) e pelo fato de A ser solugho do sistema &, temos:

1. Como A & solugo do sistema &, temos que Sp(x) =26+ -+ Zp1 > 1, 0 que
implica que T +---+x; < 1 e, portanto, ex, = +1. Isto significa que a partir
da k—ésima linha da matriz de incidéncia de J(A), todas as entradas ¢; so

iguais a +1, pols J{A) estd na forma de ideal abeliano.

2. Para cada i € {1,...,k — 1}, temos que ¢-; = +1, pois A é solucdo do

sistema S, sto é, S){z) =2+ + 2pai1 < L

Ckrirly Cikbit2: "y Cin—hti

sio todos indeterminados, pois seus intervalos correspondentes:

G k44, [Lk+i+ 1, Ein—k+i—1]
interceptam o intervalo [0,k — 1] e tém todos comprimentos > k.

4. Para tode ¢ € {1,...,k — 1}, temos que € ,_gwis1 = —1, pois seu intervalo

correspondente: [i,n —k +1], tem comprimento: n—k-+i—i-+1=n—k+1

o que implica que seu intervale complementar tem comprimento &k — 1 < k.

Portanto, concluimos que o0s representantes candnicos J{A) tém as seguintes

matrizes de incidéncia:
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O + -+ fikez €1k43 0 Elpoksl T - - )
o + - + €2k+3 70 €2p—k+l E2n—k42 -
o -+ : + k12 €h-1n—2 ki1 —
0 : + o+ + + +
0+ + + + +
0+ + + +
0 + + +
0 + +
0 +
0

Para determinarmos o nimero de classes de equivaléncia com caracterfstica

k > 3, n > 3k — 2, vamos analisar o ntmero de sinais negativos m; que podem

aparecer em cada linha € {1,...,k— 1} da matriz de incidéncia de J(A4). Em cada
linha ¢ € {1,...,k — 1}, existem exatamente n — 2k elementos indeterminados, a
saber,

€ ktitly Cik+4it2: s Cin—k+i -

As quantidades de sinais negativos m; v8o variar de acordo com o0s valores
(+1 ou —1) assumidos pelos elementos indeterminados da respectiva linha. Como
existem n — 2k elementos indeterminados em cada linha, podemos ter no minimo
ki e no maximo n—k —1 sinais negativos na linha 4, para os cases em que todos os
elementos indeterminados assumem valor +1 e todos os elementos indeterminados

assumem valor —1, respectivamente. Isto significa que m; deve satisfazer:
E—i<m; <n-—k-—i

paratodoi € {1,...,k—1}. Além disso, como J(A) estd na forma de ideal abeliano,
devernos ter:

My 2 Mg 2 2 M.
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Deste modo, o nlimero de classes de equivaléncia coincide com o ndmero de
vetores da forma v = {mi.ma, ..., me—1). tals que my, Mo, .. ey € N, my

me ... 2my1ek—i<m<n—k—1i paratodoie {1,. .. k—1}

Para contar o nimero desses vetores, enumere as k — 1 primeiras linhas de
J{A) na ordem decrescente (isto é, de baixo para cima). Agora, em cada linha
i€ {l,...,k—1} {(enumerada na ordem decrescente) considere apenas os n— 2k +1
poutos formados pelos n — 2k elementos indeterminados da respectiva linha, junta-
mente com urm ponto gue representa o menor valor assumide por m;. Enumere esses
pontos também na ordem decrescente, isto €, da direita para a esquerda. Assim,
na linha i € {1,...,k — 1}, o primeirc ponto € aquele que indica o menor valor as-
sumido por 7y, ¢ segundo ponto € aquele que representa o elemento indeterminado
€inkai € €0 geTal, 0 j—ésimo ponto da linha ¢ é aguele que representa o elemento
indeterminado € n—g4i—ji2, Para cada j € {2,...,n— 2k + 1},

Com essa construgdo, obtemos uma nova maneira de contar ¢ nimero de classes
de equivaléncia, a saber, defina, para cada par ¢,j, com 1 € N\{0} e

jeil,...,n—2k+ 1}, a funcdo f{i,j) da seguinte maneira:

fl,7) =1, paratodoj=1,...,n—2k

J+1
Fli, 5 ::}:f(iwZ,Z),paratedoézi.’ej:f{,...,n—%
I=1

fl,n—2k+1):= f(i.n — 2k), para todo i > 1.

Ent@o, o nimero de classes de equivaléncia N{k} com caracteristica k > 3 en >
3k — 2 é dado por:

n—2k+1

N(ky= > flk—1,j) = f(kn~2k).

=1

Exemplo 3.12 Nimero de classes combk=3en>1T7.

Os representantes canénicos das classes com caracterfstica k =3 en > 7, tém
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as seguintes matrizes de incidéncia:

0 + + + €5 €¢ -0 €1p-2 — -
0 + = + e €,n-2 €n-1 —
0+ + o+ e+ o+
0 + 4+ -+ o+
0+ + o+ o+
J(A) =
0+ o+ +
0 + +
0 +
0

J4 sabemos, pelo lema 3.11, que esses representantes definem classes de eguivaléncia
diferentes.
Nesse caso, precisamos determinar as fungdes f(4,7), com ¢ = 1,2,3 e

j€{1,...,n~— b5} Essas fun¢des sdo dadas por:

f1,7) =1 paratodo j€ {l,....,n— 5}

j+1 §+1
fz,5 ::Zf(1,2)=21=(j—%—l),paratodojzl,...,n—-ﬁe,
=1 =1

f(2,n—5):=f(2,n—6)=n—25.

Entdo, o nimero de classes N(3) com caracterfstica k=3en>7, &

n—&

N(3) = Z(j+1)+(n—5)
= (n—@)z(n—5)+(n_6)+(n_5)
B T )| ik ST g

2

O proximo Teorema nos dé uma fSrmula geral, que permite contar o nimero

de classes de equivaléncia com caracteristica k> 4en > 3k — 2.
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Teorema 3.13 Seja A € A uma alcova de caracteristica k > 4, comn > 3k — 2.
Dadosi > 3 e j > 1, denote por g{i,j) a seguinte funcdo:
(5 41V F 4 95 — i
. J+1 42— 2)
9069 = =G )
1 ;
Entdo, f{i,7} = g(4,7), para todoj < n—2k—i+2 e, para todo inteirob € {3,...,1},

temos que fli,n — 2k — i+ b) € dada por:

Fli,n—2k—i+b) = gliin—-2k—i+b)—
(n—2k+i—-b+5){n—-2k+i+56—2)!
(B—3) (n—2k+i+2)
Logo, o nimero de classes de equivaléncia com caracteristica k>4, n> 3k -2 &
n—2k+1{n—-2)1 (n-2k+5){n-2)

o P _
Ny = fhon =28 = =T =3 (i -k )

4

Proposigao 3.14 Sejam a > 2, [ e m inteiros positives, com m > {. Entao:

Eeed

z (I+1){I4+2a—2))  m{m+20—1)
— (I+a)!  a(m4a)!

Demonstracao:

T+ DI+ 20 -2 = {l+a)(l+2a—2) {1+ 2a — 2)!
> D L)

=1 (T +a)t 1=1 {+a)! —  (l+a)
= (+2a-2) ™ {1+ 20— 2)!
_Z-; (I4+a—1)! '(ima)g (I+a)
[ 1+2a-2 Zf 1+2a-2
= {a ~ )i T - — 2
(a~1) M( 1 \) (a~1)(a 9);( . }

Cemm () (22) < (22)]

~ (a—1)! m+2a—-1% [ m+2a—1 }mm(m_;-za_l)!
- ' a a—1 jm a{m + a}!

N
L
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Proposicio 3.15 Paracadapari,jcomt > 2ej > 2, temos:

Loglit1,7—1+9(i,i+1) =g(i+17)

{i—2)§(3-2+1>

2. g(1.7) = g{t,j +1) -
onde g(%,7) € a fun¢do definida no Teorema 3.13.

Demeonstracao:

A= G+ + 2~ 1)
G+l =D +i+ 1)
f{j+é+1}(j“¥2iwl}g—iwz(?—i-')}{j_%_zg._1\1

ity + i+ 1)
_ G2 - DI+ (204 1)5 + 24]
g +1+ 1)
_ G+ DG+ 29 +2 — 1)l
il +i+ 1)
_ G+ 1+ 20)!
ilj +i+1)!

=g(i+1,7)

. (J+3)(j+20—2)0
O R A S 1TE PP T
G- GG+ 26— 2)

CE-DIG i+l G- +i+ 1)

_ G2 +2i— 1 — (- DG+ 3)(G + 2 — 2)!

(-G +i+ 1)
g2 -+ 2+ + 1]
(-G +i+1)!
_ U+ +i+ (5 +20-2)!
(=D +r+ 1)
_U+H+2-2
= Taongry o0

3%
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Proposicac 3.16 Para qualguer i > 2 e j < n— 2k — i+ 2, temos que f{i,7) =
g(i,7), onde g{i,7) ¢ a func¢do definida no teorema 3.13, por:

Y+D+2%-2)
(i — 1yi{7 + )

g(é,j) = (3.3)

Demonstragao: A prova sera feita por inducdosobre 1 > 2ej<n—2k—1i+ 2.

Para i = Z e paratodo j=1,...,n — 2k, temos:

- D +22-21
PR _ PR V1Y, o
f?,j} va(z“z) gi \3 ! }‘f (2-1>§<3+2>; gf\zu?}
Suponha agora que a equacdo (3.3) seja valida para algum ¢ > 2 e para todo
7 < n—2k -1+ 2. Vamos provar que a mesma ¢é valida para i + 1 e para todo
i<n—-2k—(i+1}+2=n—-2k—4+1.

De fato, pela hipdtese de inducio temos que:

F+i

[+1)(l+2¢-2
vt =S fana S LI ED

Fazendo ¢ =% e m = 5 + 1 na Proposicao 3.14, obtemos:

1 G+LG 20 G+1G+2)!

+1,5) = = =gli+ 1.3}
e+ L) =y G - ag ey C9EthI
U
Proposicao 3.17 Para cada i > 3 fixo e, para todo b € {3,...,1}, temos:
flin—2k—i+b) = gli,n—2k—i+5)—
_ (n—2k+iwb+5nnm2k+i+bmzﬁ_ (3.4)

(b—3){n—2k+i+2}
Demonstragio: A prova serd feita por indugdo sobre i >3 ebe {3,...,i}.

Se i = 3 = b, temos:

fli,n—2k—i+b) = f(3,n—2k)
= fBn—-2k—-1)+ f(2,n—2k).
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Agora, comon—2k~l1l=n~2k—i+2en—2k=n-2k 242 segue da
Proposicdo 3.16, que f{(3,n—2k~1)=0(3,n—2k—1) e f{2 n—2k) = g(2,n—2k).
Logo,

F8n—2ky=g(3n—2k—1)+g{(2,n~ 2k).

Pelo item 2 da Proposicac 3.15, temos que

(n— 2k +2){(n— 2k + 2)
(n— 2k + 3!

g{?_,?%—Zi{:} = 9(2??1—2!{:—5-1}——
= g2n—-2k+1)—1.

Logo, temos:

fB3n—2k) = gB8n—~2k~1)+g2n~-2k+1)—1
g{3.n—2ky—1

onde, na dltima igualdade, usamos o item 1 da Proposi¢de 3.15. Mas isso equivale
a fazer 1 = b = 3 na expressido (3.4), o que implica que a expressdo (3.4) é vilida
para i = b= 3.

Suponha, agora, que a expressdo (3.4) seja vélida para algum i > 3 e para

b= 3, isto é, suponha que
féan—2k—-i+3)=gi,n—2k—i+3)—1,

para algum ¢ > 3 fixo. Vamos mostrar que a expressio (3.4} também é vilida para
i+ 1> 4eparab=3. De fato,

flitln—2k—(i+1)+3] = fli+1,n~2k—(i+1)+2]+
4+ flin—2k—i+3). (3.5)

No segundo membro da equagio (3.5), aplicamos a Proposicio 3.16 na primeira

parcela e a hipdtese acima na segunda parcela, para obter:
fi+in—2k—(+1)+3l=gli+1,n—2k—-(G+1)+2l+g(i,n—2k—i+3)—1
que, pelo item 1 da Proposicao 3.15, é dado por:

flid+ln—2k—-{(i+1)+3=9gt+1,n—2k—(i+1)+3]—1.
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Mas isso equivale & substituir 2+ 1, b == 3 nos lugares de ¢, b na expresséio (3.4).
Logo, conclufmos que a expressdo (3.4) é valida paratodoi >3 e b= 3.
Observe que, como a expressdo (3.4) vale para todo 1 > 3, com & = 3 entdo, a

partir da linha i+ 1 2 4, cada valor
fli+ln—2k—(i+1)+3,
com b > 4, b=£i+ 1, pode ser obtido pela seguinte expressao:

fi+l,n—2k—(G+1)+b = fli+lLn—2b—(+1)+b-1]+
+ flin—-2k—i4+b), (3.6)
onde podemos supor que cada parcela do segundo membro de (3.6) satisfaz a ex-
pressao (3.4}
Para o caso em que b= i+ 1, podemos determinar f[i + 1, n — 2k|, para cada

7+ 1 > 4, pela seguinte expressao:
fli+ln~2kl=fli+1,n-2k—1+ fli,n—2k), (3.7)

onde também podemos supor que cada parcela do segundo membro de (3.7}, é dada
pela expressio (3.4). Vamos entfo mostrar que a expressdo (3.4) é vélida para todo
i+1>4eparacadabe {4,...,i+1}.

1. Primeiro suponha b # ¢ + 1. Entéo,

Fitlm—2k—(i+1)+b=fli+1,n—2k~(i+1)+b— 1+
flin—2k—i+b]

=gli+1,n—2k—(i+1)+b—1+gli.n—2k—{t+1)+b+1]—

(n—2k+i-b+T)n-2k+i+0-2)1
(b—4) (n—2k+1+ 3)!

(n—2k+i~b+5){n—2k+i+b—2)
(b—3 (n—2k+1i+2)! '
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Para facilitar a notacdo, faca z = n — 2k -+4. Entdo, pelo {tem 1 da Proposigao

3.15, segue que:

fli+ln=2k—(i+1)+b=gli+1ln—2k—(G+1)+b—

{(b=3)z—b+TN+@+3)(z—b+5) Ho+b-2) -
- (b—3)1 (z+3)! ' R

Desenvolvendo a parte do numerador da fragio em {3.8) que se encontra dentro

das chaves, temos:

(b—3z~b+T)+(z+3)(z—b+5) = {z—-b+5){z+b+2(b—-3;
= z°+5z5—(b—1)(h—6)
w (x+b—L{z—b+6).
Deste modo, fazendo £ =n — 2k + ¢ em {3.8), obtemos:

fi+l,n—2k—(i+14+b=gli+l,n—2k—{i+1)+b—

(n—2k+i+b-1)(n—2k+i—-b+6){n—2k+i+b—2)
(b—3) (n—2k+i+3)!

B (n—2k+i—b+86)(n~2k+i+b~1)

=gli+1n—2k—(i+1)+1 6—3) (n—2k+i+3) ’
1 , .

que equivale a substituir os valores ¢+ 1, b, nos lugares de ¢, b, na expressao

(3.4).

2. Para b=1+ 1, temos que j = n — 2k e, portanto:

onde podemos supor que f{i+1,7~1) e f(i,7) sdoc dados pela expressio (3.4).
Se fizermos 7 = n — 2k — i + b, podemos escrever a expressio (3.4), de forma
alternativa, como:

(G + 2% —26+5)(j + 2 ~ 2)!
-3 (j+2—b+2)

fli,7)=gli.7) — (3.9)
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Logo, basta substituir os valores i+ 1, j—1eb=1¢ noslugaresde, jebna
expressao (3.9}, para obtermos:
(G+6)7+2-1)

(i+Li—-L=g(i+1,j—-1)— = — :
Rirby=U=gir L= 1= i ey

(1)

Analogamente, basta substituir 4, 7 e b = 4 na expressdo (3.9), para obtermos:
(7 +53(7 +2¢—2}!

=BG it

Mas, pelo item 2 da Proposicao 3.15, segue que

£ d)__ﬁggéj_m\_(j+3)(§+2é—2}§m(j+5)(j+2i—2}!
IS T T G i )Y GG i)

Portanto,
i ;(
=D+l

(i = 2)(G + B + 2 — ]

(j + 21 — 2)1
= 20 + 7+ 2)

mg(’é,j+1)~( i[j2+(21'+3)j+82'—4]

N P45+ 2%~ 1)
=g(t.7+1) - ({]:_ 2))55;; i +2))? '

(1)

Deste modo, somando as expressdes ([} e (I7), temos que

G+8+2—1 (+4[+2-1)
G-NG+i+3) =G +i+217
que pelo ftem 1 da Proposicac 3.15, é dada por:

_ : . L2 -1 e
fE+17)=g(i+1,7) — G _(32;(}7“)%)!1J2+(2H-5)3 + 107
(J +5)(7 + 24)!
i DG +i+3)

Fli+1,7) = gli+1, 5—1)+g(4, j+1)~

= g(i+1,7) - (
ou, de maneira equivalente,

(n—2k+5)(n— 2k + 2i)!
(-2} (n - 2k +i+3)!

fa+1ln—-2K=9gli+1,n—2k) -

Mas isso equivale a substituir os valores i + 1, b =1 -+ 1 nos lugares de 7 e b,

na expressao (3.4), completando assim a prova.
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3.5 Niimero de classes para o caso A4, ;, com p
primo

Seja p € N um numero primo. Vamos determinar o nimero de classes de
equivaléncia, para o caso 4, com { =p—~ 1.

Seia G = We = {1, w,...,wP™ '}, onde w € a permutacio ciclica de p elementos.
Dada uma alecova A ¢ 2A4;, denotamos por I(A4) == {g € G | g4 = A} o subgrupo
de isotropia de A em G. Entdo, a érbita de A, que denotaremos por U(4) =
{A wA, ..., wP A}, étal que:

G

{
O4) = 175

I

Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de gualquer subgrupe de & deve ser um divisor
da ordem de . Como p é primo, segue que os possiveis subgrupos de isctropia de
Aem G sao I{A) = {1} ou I{A) = G. Deste modo, s6 podemos ter dois tipos de
4rbitas pela acdo de G, a saber, O(A) = G ou O(A) = {1}.

Um ponto z = (zg,21,...,2;) € C é fixo pelo grupo &, se, e somente se,
wz = z. Mas, wz = z se, e somente se, (21, Zs,...,%Z1, o) = (Zo, L1, ..., Z1), isto &,
se, e somente se, T = (%, . g) Isto significa que o tinico ponto que é fixo pela agao

do grupo G é o baricentro da camara C, que por sua vez, pertence a uma alcova em
A, pois p é fmopar.
Como temos 2P~ alcovas em 24;, segue que elas estio distribuidas da seguinte

forma: seja m o numero de classes com p elementos e seja A; a alcova que contém
2 2
S
1 tanto, { 1= 271, Porém i ignifi =
elemento e, portanto, temos que mp+1 = . Porém isso significa que m =

o baricentro b = ( ). Entéo, a alcova A, determina uma classe com apenas 1

ap—t..1
—

Como 27! & congruente a 1, médulo p, isto &, 271 = 1(modp), segue que m &
um Inteiro positive e, portanto, temos uma classe com apenas uma alcova A e
m = 35%}—”—1 classes com p alcovas em cada uma delas. Isto é, ¢ ndamero total de

classes é dado por:
-l _ g

»

+ 1.
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3.6 Nimero de classes para o caso A,_1, n sendo

uma poténcia de dois

Suponha agora que 7 seja uma poténcia de 2 e seja m = Z. Entdo, existe
r & N, tal gue m = 27, Seja d um divisor prépric de n. Vamos mostrar que d
também é um divisor de m. De fato, n = sd, para algum s € N, com s £ 1. Isto
implica que 2 - 27 = sd e, tanto § quanto d sio poténcias de dois. Suponhsa que

s = 2% para algum ? € N. Entéo,
- 23‘——1 i
o que implica que d é um divisor de m, conforme queriamos.

Proposigao 3.18 Nao existe drbita com m = % elementos.

Demonstragao: Se existisse uma drbita com m = 5 elementos, entdo terfamos
w™A = A, para alguma alcova A € A. Isto implica que w™b{A) = b(A4), onde b(A4)

é o baricentro de A. Deste modo, b{A) deve ser do seguinte tipo:

Porém isso significa que 2{zq+- -+ Tpp1) =2, 18t0 &, o+ -+ 21 =1, 0que é

uma contradicio com o fato de b(A) pertencer a A. O

Proposigdo 3.19 Se d € um divisor de m = % entdo ndo existe uma dOrbita com d

elementos.

Demonstracao: Se existir uma &rbita com d elementos, teremos que w4 = A,
para algumea alcova A e, consequentemente, wé(A4) = b(A). Isto implica que o

baricentro de A deve ser do tipo:
f}{ﬂ) = (ﬁg,...,iﬁ‘d_I s Egy oo Td—1 5 v 5{37--‘,$d——§>}

no qual o bloco zg, .. ., Tg.1 aparece 2m—vezes.

framed

Deste modo, devemos ter 2m{zo+---+2g.1) = 2, isto & m{zo+- - +xgo1) =

+
Mas isso é uma contradicio, pois 5(4) € A. O
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Deste modo, concluimos que se n = 27 é uma poténcia de dois e se 4 & um
divisor proprio de n, ento ndo existe nenhuma Grbita com d elementos. Portanto, o
tnico subgrupo de isotropia de Ws € o trivial e todas as classes de equivaléncia teréo

exatamente n elementos. Conseguentemente, existem 277" classes de equivaléncia.



Capitulo 4

O Caso B

Nosso objetivo nesse capitulo € determinar um grupo &, cuja acio no conjunto
das alcovas de 24, coincide com a agao de Wi no conjunto das estruturas que estao
na forma de ideal abeliano e, a partir dai, contar o ntimero de classes de equivaléncia
e exibir uma colecdo de ideais abelianos que formam um conjunto completo de

representantes dessas classes.

4.1 Realizacao candnica das raizes em B

Seja g = so(2] + 1) a dlgebra das matrizes anti-simétricas de ordem 2! + 1. Ento,
g é a algebra de Lie associada ao diagrama B, [ > 2.

Para cada inteiro j € {1,...,1}, seja A, : R' — R o funcional linear dado por
Ailz) = Nlze, ... o) = 2y Entdio, &= {A{ — A, Ao — Az, oo, Aps — A Af éum

sistema simples de raizes de g e as raizes positivas correspondentes sdo:
O ={x+XN|i<jiuin-—Xli<jtu{n|i=1,.... 1}

A raiz méxima em relagio ao sistema de rafzes positivas [ é g = A; + As.

4.2 Uma descricao da acao de Ws

O grupo de Weyl W de B; é dado pelas permutagdes de [ elementos, juntamente
com as mudangas de sinal nas coordenadas {zi,...,7;} € R*. O subgrupo Ws é

obtido do diagrama estendido, olhando os subdiagramas que dao B;. No caso em

47
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que I > 3, Wil = 2 e além da identidade, o elemento de W € aguele que leva a
raiz minima ~—u na raiz simples o; = Ay — Xy e deixa invariante Z\{ey}. O tnico

w € W que satisfaz isso é w = {—1,1,...,1), isto &, We = {1, w}, onde

De acordo com [15], se A é uma alcova tal que J{A) estd na forma de ideal
abeliano, entao wA também satisfaz essa propriedade.

Por outro lado, o teorema 2.5 garante que as alcovas A que déo ideais abelianos
estdo em bijecao com o conjunto de alcovas contidas em 2A4p, onde Ap € a alcova

bésica. Um elemento z pertence 2 uma alcova A ¢ 2A; se, e somente se,

O0<{o,zy <2

b

para toda raiz positiva .

Agora, seja {wi, ..., w;} a base dual de I, isto 8, {o;, w;) = &;. Como w(—p) =
o, segue que ty,w(Ag) = Ag, onde ¢, denota a translacao por w;. Deste modo,
segue do lema 2.10, que fo,, w{24,) = 24,.

Portanto, g, w permuta as alcovas em 2A4,. Um céleulo explicito fornece w; =
{1,0,...,0) e dai que

toun W21, ., 1) = (2 — 21, Toy .. ., Ty ).

Consequentemente, fo,, w leva a faixa definida pelas desigualdades 1 < (X, 2) <
2 na faixa 0 < {A;,z) < 1 e vice-versa. Isso implica que toda alcova em 24, é

equivalente, sob a acao do elemento i, w, a uma alcova contida no conjunto
2400 {z:0< (A1, 2) < 1}

Além disso, duas alcovas nesse conjunto nao séo equivalentes sob a acdo de G =
{1, tow,w}. Portanto, decorre da proposigio 2.11 que a agdo do grupo G nas alcovas
de 24, coincide com a agao de Ws no conjunto das estruturas que estdo na forma

de ideal abeliano. Deste modo, temos:
Teorema 4.1 Toda alcova em 24, € equivalente a uma itinica alcova em
2A:N{z:0< (A, z) < 1}

e cada classe de equivaléncia contém exatamente 2 elementos. Portanto, existem

201 classes de equivaléncia.
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X N . -
Para determinar explicitamente representantes em cada uma das 27! classes, a

rimneira observacao é a seguinte:
8 £

Lema 4.2 Uma raiz da forma A;, com i > 1, ndo pertence a nenbum ideal abeliano.

Demonstracio: Seja [ um idesal abeliano e suponha que A; € I, com i 5% 1. Entéo,
Aict = (im1 — M)+ A

também pertence a I, pois 7 é ideal. Mas, A;_; + A; € raiz, contradizendo o fato de

I ser abeliano. )

Lema 4.3 Seja A uma alcova contida em 24, N {z : 0 < (A, 2} < 1} e denote por
I o ideal abeliano correspondente. Entao, nenhuma raiz do tipo A; — A;, com 7 < j,

estd em 1.

Demonstragdo: Suponha que A; — A;, com ¢ < j, pertence a [. Entdo, A; =
{Xi—A;)+A; também estd em /. Pelo lema anterior, ¢ = 1. Mas, como [ ¢ dado por
uma alcova no conjunto 24, N {x : 0 < (A1, z) < 1}, a definicdo a partir da alcova

garante que Ay € I, concluindo a prova. O

Juntando estes dois lemas, segue que qualquer ideal associado a uma alcova em
24004z : 0 < {A,z) < 1} estd necessariamente contido no conjunto @ das rafzes do
tipe A; + A;, com @ # 7. Por ouiro lado, o conjunto @ propriamente dito é um ideal
abeliano e, como Ay € €, a2 @ se associa uma alcova em 24N {z: 0 < (A, z) < 1}
Por isso, qualquer subconjunto de ® que é ideal é também ideal abeliano e estd
associado a uma alcova contida em 240 N {z : 0 < (X1, z) < 1}. Como duas alcovas

diferentes nesse conjunto nao sao equivalentes, segue que

Proposigao 4.4 Seja © o conjunto das raizes do tipo M+ A;, com i # j. Entéo, os
ideais contidos em M formam um conjunto completo de representantes das classes
de equivaléncia. Um ideal ests contido em & se, e somente se, ele é abeliano e esta

associado a uma alcova em 2A; M {z: 0 < (A, z) < 1}.
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Para determinar explicitamente os ideais contidos em @, basta exibir 27 ideais
diferentes, pois essa é a quantidade de ideais dentro de @ {que é o mesmo gue a
quantidade de classes de equivaléncia). Para isso, tome sequéncias R = (a1,..., a6/,
coml>a 2 as>...>aq>tete{l,.  .,l—1} Denote por I{(R)oideal de @

gerado pelo conjunto

isto &, /(R) ¢ o conjunto de todas as raizes da forma

A+ Ay, vparatodo i=1,...,f com I<j<a.

Para t = 0, convencionamos que a sequéncia correspondente é vazia e ¢ ideal

gerado é [ = 0.

Observagao 4.5 Uma raiz A; + A; pertence ao ideal I{R), com R = (a1, ..., a:) se,

e somente se, tivermos

Ag '5'}‘3' = (2\?2 + ’\ai> + (’}\j - )\‘Gi) 1

comie{l,...,t}ei<j<a.
Deste modo, se duas sequéncias Ry = (a1,...,a;) € K2 = (by,...,bs), com
t,s € {1,...,1 — 1}, sdo diferentes, entdo o ideal gerado por R; é diferente do ideal

gerado por Ry, pois:

1. Set = s, isto é se as duas sequéncias tém o mesmo ndmero de elementos,
podermos supor, sem perda de generalidade, que existe 1 € {1,...,% = s}, tal
que b; > a;. Considere a raiz A, + M, € I(Rs). Entéo, essa raiz val pertencer

ao ideal I{R,) se, e somente se, tivermos:
At =+ 2+ (0, — Ay, com b <a;.
Porém isso contradiz o fato que b; > a; e, consequentemente, I{R:) # I{Ra).

2. Set < s, isto €, se a sequéncia FHo tiver mais elementos que a sequéncia R,
existe 4, com ¢ < i < s, tal que A; + Ny, € I(Ry). Porém, esta raiz ndo poders
ser gerada por nenhum elemento da sequéncia R;, pois ¢ € malor do que a

quantidade de elementos de B.
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Além disso, vale a seguinte

Proposicio 4.6 Todos os ideais da forma I{R) definidos anteriormente, formam

um conjunto completo de representantes das classes de equivaléncia.

Diemonstracio: Primeiro vamos mostrar que a quantidade de sequéncias é 2.

Em geral, o ntimerc de combinacfes com repeticdo de n elementos, tomados p a p.

¢ dado por:
(n+p - 1) n+p—1
P =l = . 4.1
mPLT gl (n— 1) P 1
O problema de se calcular o nimero de sequéncias do tipo B = {a1,...,a6:),
comi>a >0 > 2a>fte {0...,0—1} éum problema de combinagio
com repeticdo onde, paracada t € {0,..., 11}, temos uma quantidade den = [—¢

elementos que deverdo ser tomados t a t, isto é, devemos substituir, para cada

te{0,...,l—1}, osvalores de n=1—t e p =t na expresso {4.1), para obter:
n+p—14%Y (lI~t+i-13% (1-1
v t s

Portanto, o ntmerc de sequéncias é dado por:

-1

I-1
13 ( ) |
=0 -i&'

O resultado agora segue da observacdo 4.5 e do fate que a quantidade de ideais

contidos em M também é 201, ]
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O Caso (]

Analogamente ac caso 5;, nosse objetivo nesse capitulo é determinar um grupo
7, cuja aclo no conjunto das alcovas de 24, coincide com a agdo de Ws no conjunto
das estruturas que estdo na forma de ideal abelianc e, a partir dai, contar o nlimero
de classes de equivaléncia e exibir uma colecio de ideais abelianos que formam um

conjunto completo de representantes dessas classes.

5.1 Realizacao candnica das raizes em ()
Seja g = sp(l) a 4lgebra das matrizes 2] x 2] definida como segue
sp(l) = {A € sl(20): AT+ JA" = 0},
onde J € a matriz anti-simétrica 2] x 2/ escrita em blocos { x I como
S ( 0 -1 >
1 0

onde 1 denota a identidade [ x {.
Entdo, g é a 4lgebra de Lie associada ao diagrama de Dynkin C). Um sistema
simples derafzesde g, é & = { A1 — A, Ao — A3, ..., A1 — Ay, ?.Ag} e as raizes positivas

relativas a 2, s&o
It ={ =X li<jbu{+xli<jlulanli=1,. . 0}

A raiz méaxima relativa a 11T é g = 2X,.

s
[
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5.2 Uma descricao da agao de Ws

O grupo de Weyl de € coincide com o de B, No caso em que [ > 3, [Ws| = 2
e, W = {1, w}, onde w é 0 elemento que leva ¢ peso minimo —p = —2A; na raiz
simples 2% = oy e deixa invariante T\{2XA;}. O dnico w € W que satisfaz essa
propriedade, €

wizy, . . .,@) = (~Zy, . .., =T}

Seja {w1,...,wi} & base dual de I, isto é, {ay,w;) = &;. Como w(—p) = &,
segue que t,w(Ag) = Ag, onde t,, denota a translacdo por w;. Logo, segue do lema
2.10 que fa,, w240} = 24,.

Portanto, fo,,,w permuta as alcovas em 24, Além disso, pela proposicao 2.11,
temos que a acio de iy, w nas alcovas de 24, coincide com a acdo de Ws nas
estruturas J(A) que estdo na forma de ideal abeliano.

Para determinarmos wy, denote wy = (a4, ..., ). Entéo,
{w,a) = 1
{w,; =0, Vi#1,

ECE;m}L
a;—a; =0, Vi<

Porém isso significa que a; =gz = --- = g; = £, isto &,

(z3)
wy = 5’.”:, .

(frww)(@s, ... x) = wlzy,...,¢)+(1,...,1)
= (—;{;g,...j—ﬂfl)"i"‘(l’...,l)
= (—a,..1-m)

o que implica que

st

Portanto,

A partir de agora, vamos estudar os casos (), com ! par e (), com { impar,

separadamente.
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5.3 O Caso (), com [ par

Suponha { par. Entfo, fa,w leva a faixa definida pelas desigualdades
Lo< (A + )\%Hix} < 2 na faixa 0 < {/\_é + A, 4) < 1 e vice-versa, pois:
1« z +x%+1 < 2 se, e somente se, U < 2 — (z:%—%—xéﬂ} < 1, isto é, se, e
somente se, 0 < { A i A iy (faw,w){z) ) < 1. Isto implica que toda alcova em 24,

é equivalente, sob a acao do elemento i5,,w, a uma alcova contida no conjunto
2Ac N {0 < /\% F AL T y < 1}

Além disso, duas alcovas nesse conjunto néo sio equivalenies sob a acdo de G =

{1, tow,w}. Portanto,

Teorema 5.1 Tbda alcova em 2Ay € equivalente, sob a agfo de fy,,w € G, 2 uma

tinicae alcova em
2AQQ{$IQ<<}\%+>\%+1,$><1}.

Portanto, cada classe contém exatamente dois elementos e existem 2! classes de

equivaléncia.

Lema 5.2 Uma raiz da forma A\, — A;, ¢ < j, ndo pertence a nenhum ideal abeliano.

Demonstracao: Seja [ um ideal abeliano qualquer e suponha que A — A; € 1,
i < j. Entdo, A; + A; também pertence a I, pois A;+X; = (X~ A;) +2A; e I éideal.
Mas, (A — A;) + (A + A;) = 2X; € uma raiz, contradizendo o fato de [ ser abeliano.

O

Lema 5.3 Seja A uma alcova contida em 245 N{z : 0 < { A+ A2 ) < 1}

Denote por [ o ideal abeliano associade a A, isto é,
I'={aell’ | (A)==1}={acll™ | k(4) =1}

Entao, as raizes da forma

e 2h.,,1<i<

nao pertencem a I.



o
LI

Capitulo 5. O caso (]

Demonstragdo: A raiz A; + Ar_, nao pertence a [, pois a coordenada da alcova
P z"

A em relaglo a essa raiz, & zero. Logo, 2A;_, ndo pertence a I, pois
Lot

2)\54_1"%-{;\3 “.}si;}}ﬂ}\i‘é‘}\}_;r
F Z z Z A
Tarmbém, (A: + A:..) ndo pertence a I, para todo i € {1,..., L}, pois
A+ A D o 3
(}\%-%;\%+i)-§—{,3‘\%+1—,3\%+i}=;‘\%+}\%+1.
Consequentemente, 24 Lyi néo pertence a /, para todo ¢ € {1,.. ., é}, pois
2)\%-%@":“{»)‘%":\%4—:;}:}‘%%)1%%'

Logo, Ar,, + A%_Lj néo pertence 2 /, para todo 0 <1< j < 5, pois
Ly ‘

Z 3Tt

i
2

{/‘\%+i+}‘i.§.j> +(Az+i~}\%+j) me 2

Portanto, qualquer ideal abeliano que estd associado a uma alcova A contida
em 240N {z: 0 < { X L+ A LT ) < 1}, estd necessariamente contido no conjunto
B={N+Ali= 1,...,%——1, V= T A igj}u{&\%}. Por outro lado, © é

um ideal abeliano, pois:

1. Seja oo = A+ Ay, © < j, um elemento de . Se 8 é uma raiz positiva tal que
o+ (3 é raiz, entdo [ necessariamente € da forma A, — A;, 1 < ¢ < 7. Portanto,
o+ = A+ A, oqueimplicaquea+8€ ®. Sea=24,comi<g< %, entdo
3 deve ser do tipo 3 = A; — A, com ¢ < j. Porém, neste caso, a+ = A+,
com1<i<j< % e, portanto, a + J € $.

2. Se o e 7 sdo duas rafzes em @, entdo claramente o + [ néo € raiz.

Além disso, como a raiz A L 4 A i nac estd em @, podemos asscciar a € uma
alcova em 240 N{z : 0 < ( Ar+Aigy,z ) <1} Por isso, qualquer subconjunto de
@ que ¢é ideal, também ¢ ideal abeliano e estd associado a uma alcova contida em
2As N {x 0 < )\% + )\% 21, % ) < 1} Como duas alcovas diferentes nesse conjunto

nao sio equivalentes, sob a agdo de &, segue que
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Proposicao 5.4 S5Seja © o seguinte conjunto:
S={n+Nli=1 -1 j=1 0 i< U {20

Entao, os ideais contidos em © formam um conjunto completo de representantes das
classes de equivaléncia. Um ideal estd contido em & se. e somente se, ele € abeliano

e estd associado a uma alcova em 24, N {z: 0 < { AL+ ATy < 1}

[
FTi?
Para determinar explicitamente os ideais contidos em @, basta exibir 207! ideais

diferentes, pois essa € a quantidade de classes. Para isso, tome sequéncias A =

L
5s

., = 5. Denote por

H
§“"i.

{ay,...,e,comI>a >ay... 2 a >4, paramdoéé{l?,_!%——};} g, paral =

tome sequéncias F = {a;w..ga%__l,%}? comi>a > ...>2q

I{R) o ideal de & gerado pelo conjunto
A +)\alf)\2-§-)\a2,q“3}\t-§—>\at.

Proposicio 5.5 Todos os ideais I{R) definidos acima, constituem um conjunto

completo de representantes das classes de equivaléncia.

Demonstragdo: O nimero de sequéncias, para cada t € {1,... ?% — 1}, é obtide

por uma combinacdo com repeticdo de [ — ¢t + 1 elementos, tomados ¢ a £, isto é,

existem
{
H £
C@wi*,‘wi»ﬁ-——l =(j =
i
sequéncias do tipo R = {a1,...,a), com{ > a; > ... > a, > ¢, para cada t €

!
{1,...,5 -1}
Nocasot = %: como o lfimo elemento da sequéncia € sempre %1 devemos fazer

uma combinacao com repeticao de «é+ 1 elementos, tomados (% —1)a (% — 1)? isto

é, existem
{ i —_
iy Loy i—1
Clpio =04 =
sHlts—1- L1
2
sequéncias do tipaR:(az?..,,a%_x,%):comiza12...2@3_22%.
.= 2

Portanto, convencionando que para t = 0 temos a sequéncia vazia com o ideal

I = { correspondente, temos que ¢ niimero total de sequéncias é dado por:

slmz(‘? . 5”‘}. (5.1)

i
{m=(} E 5_2
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Precisamos mostrar que esse nimero é exatamente 2. De fato,

Ry

[AS 1 fomZ .
i—1 {1 i—1 i1
25“135 — E - ; )
z~=s<@' > afu(i } (%”JT(EWJ

it

Considere o seguinte somatério:

{2
%:Z(i“i), (5.2)

g1

Observe que temos uma quantidade par (I — 2] de somandos em (5.2), pois [ € par.

Para provar o resultado acima, vamos utilizar as seguintes identidades:

0 () () < o ()

i—p

Se % — 1 for par, comegamos a agrupar os somandos de {5.2) aos pares, a partir
do primeiro termo, isto é, agrupamos os termos da seguinte forma:

()0
(I
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Aplicando a identidade (7} acima em cada par de termos agrupados, obtemos:

(e () (D)er () () =1

Agora, usando a identidade (17} acima, temos:

(120)= (5) () (3d)

que sao as parcelas referentes aos valores pares {2,4, ... ,% — 1} de ¢. Além disso,

-1 !
COTNG = , L8IN0S que
-1\ I/
Sy = =
~(0)-2()

e, consequentemente,

Se é — 1 for impar, comecamos a agrupar os somandos de {5.2) em pares, a

partir do segundo termo, isto é, agrupamos os termos da seguinte forma:

-1 1-1 -1 ( I—1 -1
+ - + + +
0 1 2 L\ 3 4
-1 [—1 [—1 I—1
+11 +| +1t +1 +
ch 5 2 3 31
1—1 I~1\] -1
-+ + -+ :
P-4 -3/ \1-2
Aplicando a identidade {/) acima em cada par de termos agrupados, obtemos:

(M) ()
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Agora, usando a identidade (I7) acima, temos:

(120)=(3) ()=

que sao as parcelas referentes aos valores fmpares {3,5,..., 5~ 1} de ¢ . Além disso,

(22)(5)- ()= ()

COoImo

()-(0)

temos qus

e, consequentemente,

54 O Caso (}, com [ impar

Suponha ! impar. Entdo, ty,,w permuta as faixas, 1 < { 2Am, 2} < 2e 0 <

2
{ 2)\1%112 y <1, pois: 1< 2$;%; < 2 se, e somente se, § < 2 — 2@;_42-_1 < 1, isto é, se,

e somente se, § < { 2)\5%3, (fow,wi(z) ) < 1. Isto implica que toda alcova em 244 é

equivalente, sob a ac@o do elemento fs,,%, & uma alcova contida no conjunto
246N {x:0 < { QAHTl:.’L' y<1h

Além disso, duas alcovas nesse conjunto nfo séo equivalentes sob a acao de G =

{1, ta,w}. Portanto,

Teorema 5.6 Toda alcova em 24, é equivalente, sob a acdo de ty,,w € G, a uma
unica alcova em

2AQJ’“§{$:@< < 2A1. 2 > < 1},

Portanto, cada classe contém exatamente dois elementos e existerm 2% classes de

eguivaléncia.
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Lema 5.7 Uma raiz da forma X; — X;, © < j, nfo pertence a nenhum ideal abeliano.

Demonstracao: A prova é andloga ao caso [ par.

(]

Lema 5.8 Seja A uma alcova contida em 24, M {z: 0 < { 2hig,z ) < 1}. Denote

por I o ideal abellano associado a A. Entdo, as raizes da forma
-1
A+ A, 051 S}S%‘“a

néo pertencern a l.

Demonstracac: A raiz 2/\"4-1 naoe estd em 7, pois a coordenada de A em relagao a

essa raiz, € zero. Logo, ”}\m wfmi\mﬂ) ndo pertence a I, para todo 7 € {0,..., 5},
pois

()\5_12-_; + /XLHE_1+j) + (A%; - A%iﬁnj) = 2)\_.5_
Consequentemente, 2}\%_+j nao estd em /, para todo j € {0,.. ., %}, pOois

2}\_-'2—_,: (}\zﬂ m-)\zu: )=}‘%3 +,Xz;-£}_+3
Portanto, (/\;%lﬂ -+ /\%‘ -} ndo pertence a I, para todo i < j, 4,5 € {0,...$l"71},
pois

(}\%< + Aiﬂ ) + {z\g%;_éni — )\Lgiwj) = 2}\1‘;"71_&_2-.
U

Portanto, qualquer ideal abelianc que estd associado a uma alcova A contida
em 240 N{z : 0 < { 22,

.,z 3 < 1}, estd necessariamente contido no conjunto

={N+X1i=1...5 =11 i <j}; Por outro lado, ® é um ideal

abeliano. Além disso, como a raiz 2Xi2:, néo estd em @, podemos associar a ® uma
z

H id

alcova em 24, Nz - 0 < { 2,\%_1@ ) < 1}. Por isso, qualquer subconjunto de
& que é ideal, também £ ideal abeliano e estd associado a uma alcova contida em
2A0 N4z 1 0 < {22,z ) < 1}. Como duas alcovas diferentes nesse conjunto néo

830 equivalentes, sob a agho de G, segue que
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Proposicac 5.9 Seja @ o conjunto das raizes do tipo A + Ay, 4 = 1,..., 55,
j=1,...,1, 1 < j. Entéo, os ideais contidos em @ formam um conjunto completo de
representantes das classes de equivaléncia. Um ideal estd contido em @ se, e somente

se, ele é abeliano e estd associado a uma alcova em 24, N {z 1 0 < {2,z ) < 1}

Para determinar explicitamente os ideais contidos em @, basta exibir 2077
ideals diferentes, pois essa € a quantidade de classes. Para igso, tome sequéncias
R={ay,....o¢},com{>ay >ag... >0, >%, paratodot & {1,..., 55} Denote

por I{R) o ideal de © gerado pelo conjunto

Ar -t A Azt Aggs o, A b Ag,.

Proposicio 5.10 Os ideais I{R) descritos acima, constituem um conjunto com-

pleto de representantes das classes de equivaléncia.

Demonstracio: Basta provar que existem 27 sequéncias 1 do tipo acima, pois
a quantidade de ideais abelianos contidos em @ é também 21

Para cada t € {17.‘.,1“71}, o ndmero de sequéncias do tipo B = {a1,...,a),
com ! >a; > ...> a: > t, éobtido por uma combinacio com repeticdo de [ — 4+ 1

elementos, tomados ¢ a £, isto é,
4 - T
Cz_z-a-l-;mzw-i = (=

Consequentemente, o numerc fotal de sequéncias, considerande que para t = 0

temos a sequéncia vazia com J = { correspondente, é dado por:

i—

> (5.3

i=0 \ ?

Vamos mostrar que a soma (5.3) é exatamente 21, De fato,
fowl
. Ll
Z 2

S =)+ (!

i i=0 Z . o ¢
2

22

I
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Mas,
Lo [ z e
()= () ()= (i)
() ()= () ()
S B R R R +
e 5 1 0
-£()
Logo,

Isto significa que a soma em {5.3) é igual a 2%, conforme querfamos.

)
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O Caso Dg

Nesse capifulo, vamos determinar um grupoe &, cuja agdo no conjunto das
alcovas de 24, coincide com a acdo de Wy no conjunto das estruturas que estdo
na forma de ideal abeliano. Em seguida, vamos contar o nimero de classes de
equivaléncia, segundo essa agao, e exibir uma colecao de ideals abelianos que formam

um conjunto completo de representantes dessas classes.

6.1 Realizacao candnica das raizes em D
Seja g = so{2) a dlgebra das matrizes anti-simétricas de ordem 21,
so2]) = {A e sl(2]): A+ A" =0}

Entdo, g € a algebra de Lie associada ao diagrama I, [ > 4. Um sistema de
rafizes em g 6, L = {1 — Ao, Ao — Az, ... Aoy — A, A1 + A} e as rafzes positivas

correspondentes, sao
== i<itu{h+ 2 i# 7

A raiz maxima em relacio a IIT é u = Ay + Ao,

6.2 Uma descrigao da acao de Ws

De acordo com [14], ¢ grupo de Wevl W de D € dado pelas permutagbes de [ elemen-

tos, seguidas de mudanca de sinal sempre numa quantidade par de
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coordenadas. O subgrupo Ws € obtido do diagrama estendido, olhando os sub-
diagramas que ddo ;. No caso em que [ > 4, a ordem de Wy é 4 ¢ além
da identidade, os outros trés elementos wy,ws ws de We 580 aqueles tals que
wi{—p) = o, wal—p) = oy e ws{—u) = o e deixam invariantes os conjuntos

T\ ot D\{aioat e D\{o}, respectivamente. Os Unicos elementos wy, wy, w3 € W

que satisfazem essas propriedades, sdo:

1. Se i for par,

wilzy, .., m) = (-2, 72,..., %1, ~T1)
walzy, . ., 21) = (T, —Zi—1,. .., ~Zy, 1)
wa{Tr, .., 2 = {(—x,~2i,. .., 1)

2. Se | for impar,

wil{zy, ..., 2] = (=21, %0, ..., Doy, —~T1)
wZ(Ela SR :85} = <—$§: a2 PR Rt 5 2 :El)
wa{zy, ...z = (Ty, =Tty ..., —Tg, —I1) .
Seja agora {&1,..., ¢} a base dual de I, isto ¢, (o, ¢;) = ;. Entdo, como

wi(—p) = a1, wal—p) = 051 e wa{—pu) = a, segue que tywi(Ag) =ty wolAo} =

ts,ws{Ao) = Ap. Analogamente aos casos By e (), temos que
tgggiw;(QAo) f= ’32¢Z_11U2(2A{3) = tgélw3(2/§0) = 2.4{}.

Portanto, as aplicagtes fag, Wy, Tag,_, W2 € fog, w3 permutam as alcovas em 240. Além
disso, J{A) = J(tap, A}, paratodoi=1,.. [

Proposicao 6.1 As aplicacdes ¢1, ¢1—1 e ¢, sao dadas por:

Demonstracio: Denote ¢ = {ay. ..., ), &1 = (b1,....0) e &y = {e1,. .., ).

Entio,



Capitulo 6. O caso D &5

e

<@12&1> 1
(91,050 = 0, paratode 1<j<l

Isto implica que

Gy — o = 1
a;—a; = 0, paratodo 2<i<j <l
a1 a4 =
Porém isso significa que a; = 1 e g; = 0, para todo j7 = 2,...,], isto &,
{tél = (13;{}}
2.
(P11, ) = 1
{p1-1,05) = 0, paratodo j#1—1
Isto implica que
bﬂ——l - bz = 1
b;—b; = 0, paratodo 1<i<ji<i-1
bgml*'{“bz = .
Porém isso significa que b; = -é—, paratodoi=1,...,l—leb = —%, isto é,
c (1 11
i1 = (ﬁ‘ :5”'2—)

{dp,0q) = 1
{¢r,0;) = 0, paratodo 7 #IL

Isto implica que

Ciit+0 =
¢ —¢ = 0, paratodo 1<i<j <L

i

Porém isso significa que ¢; = 3, paratodoi=1,...,], ist0 é, ¢ = (—; ey

Y.

Portanto, temos:
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1. Se ! for par,

togywil{Ty, .. @) = 2oy, 20, ., Ty, T
f’-zég__;ﬁ}?{gl?"’:xf} = {1+$31 m$iﬁ17'“':1mzztwlw§w$§>
f2¢iw3{$;§,,,7;€g} = {1m£g;1m;’£gm1,”.7§w*£1>’

2. Se | for {mpar,

fg@liU1<$1,..._,$3} = (2—$1’:{:2$.,,7$;_1,—E3)
?32_5'\!%1’&)2(5;?...,25) = (1"5&"53---;1—321“1+$1)
igéiwg{‘xh,,,?&“g) = (1+$i;§-_$§—1z---:1_£1>

Sejam G = {1, tas, w1, f2g,_ Wa, g, wat = {1, 01,42, g2} ¢ B o seguinte conjunto:
Szzég}ﬂ{l‘ % U< {A}%Ag,%} < 1}?‘?{&? I 0< <}‘\1—-}\¢> < 1}

Dada uma alcova A contida em 24y, denotamos por [{A)={g € G | gA = A}
o subgrupo de isotropia de A em G. Ento, a 6rbita O(A) = {4 g1 A, g24, gz A} de

A é isomorfa ao quociente:

G

HE
Proposicado 6.2 Suponha [ par e seja A uma alcova contida em 2A,. Entdo existe
g € G, tal que gA C B.

Demonstracdo: As coordenadas {kx,+x (A), kx-n(4)} da alcova A podem as-
sumir os seguintes valores: {0,0}, {0,1}, {1,1}, {1,0}.

1. Se {knun(A), kxn -3, (A)} = {0,0}, a alcova A estéd contida em B e, neste caso,

basta tomar g == 1 € G,
2. Se {ky4x (A}, ka5, (A} = {0, 1}, segue que
O<zi+m<l e 1< —a2<2
para todo z € A. O gue implica gue
O<oy+om<l ¢ 022y -+x <,
para todo z € A. Mas,
M+ A,gpr)=oi+z e (M- ALgz) =271+ 71

Logo, temos que kx5, {g0A) = ki, (g A) = 0 e, portanto, g2 4 T B.



Capitulo 8. O caso D,

3. Se {kyn, (A) ko on, [A)}F = {1, 1}, temos que
1<+ <2 e <o —a <2,
para todo z € A. O gue implica que
0<2—1—m; <l e 0<2—2142; <1,

para todo = € A. Mas,

(A;+Ag,g;£>=2“$1“$g & {)\;—}\g,glx\}m?*“’ﬁ%—x‘{.

Logo, temos que ky,4,(¢1A4) = by, -5, (4) = 0 e, portanto, ¢: 4 C B.
4. Se {ky, oo (A) ka—n, (A)} = {1, 0}, temos que
02w —o<l & O<o—2 <1,
para todo x € A. Mas,

’:)\z + }\;}ggw) =2— Iy — Iy e <)\1 - A[,g;gz} =y — X

Logo, temos que k13, (g34) = £a—x (g34) = 0 e, portanto, g3A C B.

Analogamente, temos:

Proposicgo 6.3 Suponha | fmpar e seja A uma alcova contida em 2A,.

existe g € G, tal que gA C B.

67

Entao

Demonstracao: A prova é andloga ao caso [ par, bastando apenas observar que:

1. Se {kxex(A4), kaywn, (A)} = {0,0}, entdo A C B.

2. Se {ky, 15, (A), ka -, (A)} = {0,1}, entdo g3 A C B, pois neste caso,
Mt gpry=2—z1+3 e (A—ALg2) =z + 21

3. Se {kyon (A) ka=x,(A)} = {1, 1}, entdo g1 A C B, pois neste caso,

M+ gx)=2—1m1—x e (M—Ngz =2—3+2
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4. Se {ky on{A), By (A} = {1,0}, entdo go A C B, pois neste caso,

M+ gy =a1—3 ¢ (M- gz =2-2 72

£l

De qualquer forma, concluimos que toda alcova contida em 24, € equivalente,
pela a¢lo do grupo G, a uma alcova contide em B. Isto ¢, dada A C 24, existe

g € G, tal que g4 C B. Além disso, vale o seguinte resultado:

Proposicao 6.4 Suponhal pareseja A uma alcova contidaem 2A,. Entiaogh # A,
para todo g € GA{1}.

Demonstracgao:
1. Suponha que &y, .y (A) = 0. Entdo,
1< 2 a3 —a; < 2,

para todo £ € A. Como (A + A, g12) = (M + AL gsx) = 2 — 23 — 3y, segue
que by an, (01 A4) = kaanlgsd) = 1 # ky, o (A). Isto significa que g1 A # A e
gsA # A

2. Se ky, a0, {A) =1, entdo
0<2—o3 —x <1,

para todo z € A. Deste modo,
Fasen (914) = koan, (934) = 0 5 ko in (A)-
Isto significa que g1 A # A e g3 A # A,
3. Se ky,—» (A) =0, entéo, para todo z € A, temos que:
1<2—a1+3p < 2.

Come (A1 — A, go) = 2 — 2y + 2y, segue que ky, -y, (g2A) = 1 # k-, [4) ¢
portanto, gsA # A.
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4. Se ky,n{(A) =1, entdo, para todo 7 € A, temos que 0 < 2 — 21 + o < L.
Como (A1 — Ay, gam) = 2 — zy ~ 2y, segue que ka,_x,(g2A) = 0 £ by, 5, (4) &,

portanto, g2 A # A

De qualquer forma, concluimos que gA £ A, para todo g € G\{1}. O

Analogamente,

Proposicio 8.5 Suponha | fmpar ¢ seja A uma alcova em 24;. Entdo g4 # A,
para todo g € GM\{1}.

Demonstracgao:
1. Se ks, .a,{A) =0, entéo

kiz—)«z (92‘4) =1, k?\imﬁe(g&‘zg =0e k?‘iz"}“)\z (glA) =1

Deste modo, g: A # A

1.1} Se ka4,(g24) = 0, temos que 0 < z; — z; < 1, para todo z € A.
Logo, ka-x (A) == 0 # kx—,(g24) e, portanto, g2 A # A

1.2) Se ka1x,(924) = 1, entdo ky,.,{024) # ki, (4) e, portanto,
g A F A

1.3) Se &y, -5, (A) =0, temos que 1 < 2—1z; +z; < 2. O que implica que
Eagan(gsd) = 15 kyaa,(A) e, portanto, g3 A # A

14) Se kf\rw\z(/‘l) = 1, temos gque k)‘l_,\t(A) = ] # iﬂ)\l_)\z(ggﬁ) == 2,
portanto, gsA # A.

De qualquer forma, g4 # A, para todo g € G\{1}.
2. Se ky, oa,(A) =1, entdo
Baen(g2A) =0, ko x(g34) = Le by (g14) = 0.
Daqui tiramos que g1 A # A.

2.1} Se ky,a5,{g24) = 1, entdo &y, (A4) =1 # k. 5,{¢4) e, portanto,
§2./§ # A.
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2.2} Se kyn,(g2A) = 0. entlo by, ,(924) # ki (A4) e portanto,
gpA £ A

2.3) Se k.0, (g3 A) = 1, temos que &y, (A) = 0 # k), (g:4) e, por-
tanto, gzA £ A

2.4} Se ki {gsd) = 0, entBo ky,.a,{034) # ki1 (A4) e, portanto,
gsA # A

De qualquer forma, temos que gA # A, para todo g € G\{1}.

Isto termina a prova. O

As duas ultimas proposicdes implicam que o tnico subgrupo de isotropia de G
é o trivial e, portanto, todas as classes de equivaléncias contém exatamente 4 = 22

elernentos. Deste modo, temos gue:

Teorema 6.6 Toda alcova em 24 € equivalente a uma alcova em B e cada classe
de equivaléncia contém exatamente 4 = 22 elementos. Por isso, existem 22 classes

de equivaléncia.

Para determinar explicitamente representantes em cada classe, & primeira ob-

servacao € a seguinte:

Lema 6.7 Seja I um ideal abelianc definido por uma alcova contida no conjunto
B. Entao, as rafzes da forma A, — A;, 1 <i<j<leX+Xx, 1<i<~1, nio

pertencem a 1.

Demonstracao: Come [ estd associado a uma alcova contida em B, segue que as
raizes A; — A; € Ay + A; ndo pertencem a /. Portanto, nenhuma raiz da forma X; — A;,
1 < i < [ pode pertencer a [, pois (A — A;) + (X — ) = Ay — Ao Agora, como
(=X +{x—X)=Xx— A, paratedo 1 <7< j <, segue que \; — A; € I, para
todo1<i< g <L

Por outro lado, como A; + X ndo pertence a I, temos que as raizes da forma

A+ A ndo estéo em I, para todo 1 < ¢ < [ pois, para esseg valores de i, temos:
(}xl - }\3) -+ (/‘\1 -4 }\1} = )11 -+ )\j.
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Do lema anterior, segue que gqualguer ideal associado a uma alcova em B esta
contido no conjunto @ das rafzes do tipo Ay + A, 1 <4 < 7 <[~ 1 Por outro lade,
o conjunto € € um ideal abeliano e, como Ay — Ay, Ay + Ay ndo estdo em &, podemos
associar a2 @ uma alcova contida em 5. Por isso, qualquer ideal de @ é também ideal

abeliano e estéd associado a uma alcova em B, Portanto, temos:

Proposicao 6.8 Seja @ o conjunto das rafzes do tipo A, + Ay, 1 <i<j<I-1
Entéo, os ideais contidos em © formam um conjunto completo de representantes das
classes de equivaléncia. Um ideal estd contido em $ se, e somente se, ele é abeliano

e estd associado a uma alcova em B

Para descrever explicitamente os ideais que representam as classes de equivaléncia,
tome sequéncias R = {gy,..., o), talsque Il —1 > a; > ... > g > t+ 1 com

H H

teil,..., ! — 2}. Denote por I{R) o ideal de & gerado pelo conjunto:
>‘1 ‘5'/\53: ’\2 +}\(22; R At + A(It‘
Entao, vale a seguinte Proposicao:

Proposicao 6.9 Todos os ideais do tipo I{R) definidos acima, constituem um con-

junto completo de representantes das classes de equivaléncia.

Demonstracac: Basta provar que o ntmero de sequéncias € igual ao ntmero de
classes. Para cada t € {1,...,]— 2}, temos que o nimero de sequéncias do tipo
R=1{(ay,...,at},comi—12>qa;>...2>a >t+1, é obtido por uma combinagio

com repetigdo de | —¢ — 1 elementos, tomados £ a t. Isto &, este ndmero é dado por:

-2

t3 __ it _
C{"‘"“t”‘“’l‘*%*t“‘"l - Cg__g - ¢

Agora, convencionando que para t = () temos a sequéncia B = {, com () = {,

segue que o ndmero total de sequéncias é dado por:

[

(2 i

t=0 ¢



Capitulo 7

O Caso Fjy

Neste capitulo. apresentamos uma descricdo da agdo do grupe We no con-
junto dos ideais abelianos, para o caso Fs. Em seguida, descrevemos todas as
classes de equivaléncia, segundo essa descrigdo, separando as sequéncias do tipo

R={a,00....a),talsque 1 <t <6, 1< <ap<...<a <6

7.1 Uma descrigcao da acao de Ws

Para descrever uma agac de We no conjunto dos ideais abelianocs, vamos utilizar
alguns resultados do artige [15]. Sejam W o grupo de Weyl de Es e L = {z €
br | (o, z) € Z,Vo € IT}. Dada uma alcova A qualguer, temos que existem A € L e
w € W, tais que

J(A) = w(trdo),

onde Ag € a alcova bésica. Isto significa gue toda estrutura afim é equivalente, pela
agdo do grupo de Weyl, a uma estrutura do tipo J{f,4q), para algum A € L. Sejam
A1, Ao € L guaisquer. O préximo lema nos dé condigdes necessdrias e suficientes
satisfeitas por Aq, Az, para que duas alcovas do tipo £y, Ap € £, 4g sejam equivalentes

pela aggo de Wi,

Lema 7.1 Sejam A;, Ay € L quaisquer. Entdo, existe ¢ € Ws tal que £y, A¢ =
oty Ag S€. e somente se, Ay = —p, + 0Ag, onde p, € L é o tnico elemento tal que
ifpdG”(A{)> =S Ag.

-~
%]
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Demonstrago: Suponha que existe ¢ € Ws, tal que £y, Ay = 015, As. Entéo,

uma vez que oty 0! = t,y,, temos:

A I -1 A o N
Ag =ty oh,Ag =1y {ots,0  Yodg =1_y, i:?fg,xz)GA@ == {f_)‘}_;gAzG‘}Ag.

Porém isso significa que Ay — ghs + 0, = 0, i8te é, A = —pg, + T Az,

Reciprocamente, suponha que Ay = —pg, + ghs, com ¢ € Ws. Entdo,
taytpy Ao = ta, p Ao = ter, Ao,
isto implica que £),1,, 640 = to,04p. Como i, Ay = Ap, segue que:
t}\;AU = 30,/\2514{3 = {0’3;120“1}(?./;{@ = {Gikg)ﬁ{)g

conforme Gueriamos.

Agora, pela Proposicéo 3.5 de ([15], pag. 287), temos que
€ata(frdo) = ex(trAo)es(tade),

para todo a,3,a+ 5 € II7 e A € L. Logo, para determinar a estrutura J{# Ap),
basta conhecermos os valores de e,,, com «; € . Além disso, como as coordenadas

ko da alcova £, A, satisfazem k., = (A, o), para toda raiz positiva «, temos:
j(t)ﬂA(}) = J(f,\zﬁg) - .)\1 = .}\2 (mod2),

isto é, as duas estruturas sao iguals se, e somente, Ay e Ao 820 congruentes modulo 2.
Consequentemente, podemos considerar apenas os elementos da forma A, = 3 wi,
onde {w,...,w;} é a base dual de & = {on, ..., o}, isto &, {(w;, oy) = &;;.

Vamos determinar agora o grupo Wy de Fj. Este grupo € obtido do diagrama
de Dynkin estendido, olhando os subdiagramas que déo Es. A ordem de Wy é
3 e, portanto, temos que Wi = {1,0, 0%}, onde o é um elemento de ordem 3.
Para determinar ¢, vamos procurar uma isomstria linear do diagrama de Dynkin

sstendido, satisfazendo as seguintes igualdades:

g{_tff') =y, G'(Odl} = 5, gl ) w14

5
olon) =y, olas) =03, ol =ca oclas) = 0o
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A matriz de o na base J = {oy,. .., o}, é dada por
00006 =1 0
0 000 -2 1
010 -3¢0
0100 =220
1000 -1 0
¢ 00 1 -2 0 j

Deste modo, se denotarmos por F o espaco vetorial real gerado pela base [ e por

= (1y,Z3,...,Ts,) 85 coordenadas de um ponto z € F na base 3, teremos que
c{z1,. .., %6) = {~zs, ~2T5 + Ts, Tz — 3T5, g — 2T5, T1 — T3, Ty — 2T5)-
Com um cdleulo direto, é possivel verificar que ¢ tem ordem 3, usando gue o’z é
dado por:
o*{zy,...,Te) = {—x1 + T3, 221 + T4, Ty — 331, g — 221, =Ty, Lo — 203 ).

Precisamos verificar que ¢ estd no grupo de Weyl de F5. Primeiro observamos

que o{Il) = II, donde segue que o € Aut(Il}. Por outro lado, temos que
Aut(Ily = TW U W,

onde 7 é um automorfismo ndo-trivial do diagrama, tal que 7% = 1.
Suponha, por absurdo, que o € TW. Entac, existe v € W, tal que 0 = 7. Isto

2 = (7771}, donde segue que o € W, pois 7yr 1, v € W. Como

implica que ¢
g% = 1, segue que ¢ = (0%)? e, portanto, ¢ € W o que é uma contradicio. Logo,
o € W, conforme queriamos.

Para determinar as classes de equivaléncia, segundo a acado de Wy, vamos uti-
lizar a aclo equivalente a esta, dada pelo lema 7.1. Para isso, tome o ¢ € Ws
determinado anteriormente. Comeo o{~u) = a1, segue que g, = w;. Deste modo, a

aplicagdo afim A = A; dada pelo lema 7.1 € tal que
Ao =y - O Ag.

Como estamos interessados nos valores de A, Ay, médulo 2, podemos considerar

A== Wy + oAg € apenas os valores de Ay do conjunto

{Wgy +- - Fw, e L] 1< <as < < <6, 1 <t<6} (7.1}
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Podemos associar cada soma do tipo w,, + -+ - -+ wy,, com a sequéncia {a1,.. ., a: ),
onde 1 < gy << as <---<a <6,1<{<6 Observamos que existem exatamente
2% = 64 sequéncias do tipo acima, que coincide com o nlmero de alcovas contidas em
2 Aq. Portanto, o ntmero de classes de equivaléncia pode ser obtido calculando-se as
4rhitas de cada elemento do conjunte 7.1, pela aglo de A = w; + oA e considerando
o resulfado mdédule 2.

Primeiro vamos determinar cw;, para cada i € {1,...,6}:

ow; = {w;, ~phwy + (w, o ag)ws + - + {wy, 07 o) we.

Como

ooy g, 07 g = g, 07 g = a,

- e 3 e
o oy = oo, 07 o = oy, 0 ag = oy,

segue que

ow; = {(w;, —pyw + {wy, s)ws + (w;, og)ws +

_I_

(105, &2)%’4 -+ (wi, CE1>’£U5 -+ <’LUi, &4>1U6.
Deste modo, apds considerarmos o resultado mdédulo 2, temos gue:

Uy = W+ Ws TWs = Wy gy = W -+ Wws

TUWg = Ws Uy = Wy TUWeg = Wy

7.2 Calculo das orbitas pela agcao de A

Nesta segfo, vamos calcular as Orbitas de cada uma das 64 sequéncias acima,
pela agdo de A = wy + 0 Ag.
1. Calculo da drbita de ws:
Ay =W FO0W =W+ W+ Ws = Ws
Aws == Wy 4+ ows = wy +wy =0
Al = wy + o0 = wy,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy é:

Sttt

(1).(5), (0).
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2. Célculo da érbita de wsy:
AWy = Wi + Oty == Wy -+ Wy
Mwy + wa) = un + o{wy + wy) = wy + wy + Wy + We = w5 + Wi
)x{’wc; + ’ws;} = Wy Wy + Wy = e,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy &
(2),(1,4),(5,6).

3. Célculo da Orbita de wy:
Ay = Wyt OWs = Wy 4wy - Wy = Wa,
donde segue que wi é um ponto fixo pela acho e determina uma classe de
equivaléncia com apenas um elemento.
4. Céleulo da érbita de wy:
Ay = W+ OWy =Wy - We
Mwy + we) = wy + 0wy +ws) = wy + w1 + Ws + Wo = Wy + Ws
Muwg + ws) = wy + o(wy + ws) = wy + Wy + wy = wy,

donde segue que a classe de equivaiéncia determinada por wy é:
(4), (1,6), (2,5).

5. Célculo da érbita de wg:

Alg = W + TWg = Wi + Ws

Mwy + wa) = wy + o{wy + we) = wy + wy + Ws + Wy = Wy + Ws
Mws +ws) = wy + olwy +ws) = wy + ws + Wy = ws,

donde segue que a classe determinada por wg &
(6}, (1,2), (4,5).

6. Célculo da orbita de w, + wa:

A§w3+w3>:wl+wl Wy - Wy ok Wy s Wy b Wy - W
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10.

=q
|

Awy +ws +ws) = w1 +wy +ws + wi +wy + W = W+ Ws

).!:?ifg -+ @5\} = b Wy b W Wy = Ui+ Wa,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy + ws &
g q

(1,3),(1,3.5),(3,5).

Célculo da dérbita de wy 4+ ws:

MMy + ws) = wy +wy + ws + wy = wy + ws,

donde segue gque wy -+ ws € um ponto fixo pela agBo ¢ determina uma classe
com apenas um elemento.

Célculo da 4rbita de wo + wa:

Mg+ ws) = wy + wy + Wi+ ws = wy + wy

/\(’LUS,-*%"’LU:;) = Wy + Wy -+ Wy + We == Wa + Ws

Mws + ws) = wy + Wy + Wi + we = wa + wa,

donde segue que a classe determinada por we + ws é:

(2,3), (3,4), (3.6).

Calculo da érbita de wo + wa:

Mws +ws) = wy + ws + we

Alwy 4wy + we) = wi -+ wy + ws + we + we = wy + ws + W
Mws + s + wg) = wy + wy + wy + wy = wy + wa,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wq + wy &

(2,4), (1,4, 6), (2,5,6).

Célculo da drbita de wq + we:

Alwg +ws) = wi + wy + we

}\(wi%wg—%wﬁg) = W+ W+ W+ We W = Wy -+ W+ Ws

Muwy + ws + ws) = Wy + We + Wi + wa = Wy + W,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por we + wg é:

(2.6), (1,

3

2,4), (4,5,6).
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11.

13.

14.

Célculo da orbita de wy -+ wa:

Alwy + we) = wy + we + Wo

}‘{wl +wy -+ we) = Wy Wy + Wy + wy + we = Wy + Wy + Ws
Mg + Wy +ws) = Wy + wWe + ws + Wy = Wy + W,

donde segue gue a classe de equivaléncia determinada por ws -+ wg é:

(4,6),(1,2,86),(2,4,5).

Célculo da drbita de wy -+ we -+ wa:

A{ﬁil”%”’aEg-?-wg}Ewl'f"wl “ Wg b Wy ot W b Wy =y b Wy o Wy b Wa

78

Mawy -+ ws + ws + Ws) = Wy + Wi + Wy + W+ Wa + We + Wi = Wi + Ws -+ We

A(wg—i—ws—%-wg}mw;-l»w;—é—wg—%—wl—}-wg:wl + wWo + wa,

donde segue que a classe determinada por wy -+ ws -+ w3 €

(1,2,3),(1,3,4,5),(3,5,6).

Célculo da Orbita de wy + wo + ws:

)\(wl—i—wg—%-ws)mw1+w1+wg+w4+w1£w1+w4+w5
}\{w1 ~§ww4—%—w5)=w1—é—w1+w5+w5+w1=w1—|~w5—’r~w6
Muwy + ws +we) = wy + wy + Ws + Wy +wy = wy + we + ws,

donde segue que a classe determinada por wy + wo + ws €
(1,2,5),(1,4,5),(1,5,86).

Caleulo da érbita de wy + ws + wy:

AMwn + ws +wa) = wy +wr + ws +wy + wWs + we = Wi + Wa -+ ws + We

Aun + ws +ws + we) = w4+ Wy A+ ws + wy + wa -+ wy A+ we = wy + W+

)\(wz+w3+w5):w1+w4+w1 + Wa - Wy o= Wy wa -+ W,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy + ws + wy &

(1,3,4),(1,3,5,6),(2,3,5).

Wy
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15.

16.

17.

18.

Caleulo de drbita de wi + wa + wy:

Aws + ws -+ wg) = wy + wy + ws + wy b ws 4+ Wy = wy + Wy + Wz + Wy
Alwy + wy + ws + Ws) = Wy + Wy + ws + Wy + Wi+ ws + Wy = Wy + Wy + Ws
A(’iﬂg"‘%"iﬁg%‘ﬁ)g)z?iz’g'%‘“wi“ng—%"wﬁjr?ﬁ;E”w;%wg%“%g}

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy + ws + wg &

(1,3,6), (1,2,3,5), (3,4, 5).

Célculo da orbita de we + ws + wy:

A(’wzw&wS-&ww@}:w;%wg%wg -yt We = Wy + Wy o+ We
/\{*&i’g_’r’l%;-{—wﬁ}:’im iy Wy b we + Wo == 10y - Wy + We
A{’iﬁg‘l‘fwg%‘w@):’&’j + Wy Wy ws Wy = Wy - Wy + Wy,

donde segue que a classe determinada por wy + ws + wy €

(2,3,4), (3,4,6),(2,3,6).

3

Célculo da orbita de ws + wy + we:

Muws + wy + we) = Wy + wWa + we + wa

My + wy + wy + we) = w1+ wy + Ws + Wy + Ws + Wy = Wy + Wy + Ws + We
Mws + wy 4 ws + wa) = Wy + Wy + we + Wi + Wy = ws -+ Wy -+ W,

donde segue que a classe de equivaléncia determinada por we + wq + ws, &

(2,4,6),(1,2,4,6),(2,4,5,6).

Céleulo da drbita de wy + wy + wa + wy:

MuwyFwo+ws+wy) = Wi+ Wi +ws—+ Wy +wr +wakws = Wy +Ws+ws+ws+ws
Mwy + ws + wg + Ws + W) = wy + Wy +ws + Wy + Wi+ We + Wy + Wy =
Wo -+ Wa -+ Ws + Ws

Aws +ws +ws +we) =Wy + Wy + Wi + Wy +wy +wy = Wi+ Wy + Wy + W,

donde segue que a classe determinada por wy + we + ws + ws &

(1,2,3,4),(1,3,4,5,6),(2,3,5,6).
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19.

20.

21.

22

(dleulo da drbita de wy + wy —+ ws + wa:
A(w;%—wg%—wg +w5§ = W Wy b Wy W Wy WUy T W Wk iy kW Wy

,:\{?1,31'?‘@:2‘5-2{}3"5“@4%‘%5} = U A W b Wy b Wy W R W b Wy R W =

ZU3‘“{'“‘€L94”§"’{55“§—?£5
Muwg -+ Wy + ws -+ Ws) = Wy + Wy + wy + W+ Wy + wp = Wi+ Wy + Wy + W,
donde segue que & classe de equivaléncia determinada por wy & ws - ws + We
é:

(1,2,3,6),(1,2,3.,4,5),(3,4,5,86).
Célculo da Orbita de wy + ws + wy 4+ ws:
My + wo -+ 1wy + ws) = wy + Wy + Ws + W+ ws + wy = Wy + Wy -+ Wy + Ws
Aun 4+ wy + ws + We) = wy + wy + Ws + We -+ Wy + Wa = Wy + We -+ W5 + Ws
;\(%"1”?“?.02‘4??.{,75”{*106) =i+ W+ Ws -+ Wy W+ We = Wy W+ wy U,
donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wy + wq + wy + ws
é:

(1,2,4,5),{1,4,5,6),(1,2,5,6).
Calculo da drbita de wy + wsy + wy + ws:
,:\(TL'Q-Q-’UJ3”§“'LU4+WS) = Uy Wy W+ Wy W Wy =Wy Wy - Ws T+ We
AMwy+wztws+ws) = wi-hwy Hws+wi+watwe+ ws = Wi+ Wa+wWs+Ws+ W

Mwy +we + wa + ws + we) = wy + w1+ Ws + wWa + W1+ Wz F W+ Wy =

wse Wy + Wy + Ws,
donde segue que a classe de equivaléncia determinada por ws + ws + wy + ws
é:
(2,3,4,5),(1,3,4,6),(1,2,3,5,6).
Célculo da orbita de ws + ws + wy -+ we:
Muwe + wy + wy + We) = wy + wa + wy + Waws + wo = wWe + ws + wy + we,

donde segue gque wy + wy + wg € um ponto fixo pela agdo e determina uma

classe com apenas um elemento.
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23.

24.

Célculo da 6rbita de wy + wa + ws + Wy -+ Ws:

Muwy + wg + Wy A+ wy + we) = wy Wy +we + Wy +wy Wy b we o wy =

wy + wWe Wy T W + Wy + We

A{w1+wg+w3+w4+uﬁg~%—w5} = Wy i W My R Wt W W W =

Wy~ g + Wye + Ws -+ Wa

A(WQ+?XJ3‘§—1U4+W5+TLU5)=@U}-%*?.ih;-?—%‘*l-§"’Eﬁ3mﬁ*m’6”‘r‘w1+w2=w}-§—w2+

wy + wy + We,
donde segue que a classe de equivaléncia determinada por wi-wa+ws+wa+Ws
&
(1,2,3,4,6),(1,2,3,4,5,6),(2,3,4,5,6).
Céleulo da érbita de wq + wy + wy + ws + wWe!

A(w1+u‘g+2f;ﬁ4-§—w5—é—w6):w1+uz;+ur5+w4+w5w%~w1+wz:wl—é-wg—i—

Wy + Wz -+ Ws,

donde segue que wq +ws + wa + wWs +ws € um ponto fixo pela agdo e determina

uma classe com apenas um elemento.

Para ¢2, temos A = ws + 0~ Ay. Através de um céleulo direto, mostra-se que as

classes de equivaléncia determinadas por o? sio exatamente as mesmas que 7.

Portanto, concluimos que existem 24 classes de equivaléncia, sendo 4 classes

com apenas um elemento e 20 classes com 3 elementos.
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Estruturas quase-complexas

harmonicas

A nocio de estrutura quase-complexa harmonica foi estudada por Wood em
[21] de uma mmaneira que passamos a descrever. Seja (M7, g}, n = 2k, uma variedade
Riemanniana orientével de dimensgo par. Uma estrutura quase-complexa .J sobre
M7 ¢ dita quase-Hermitiana, se g(JX, JY) = ¢g(X, Y}, para todo XY & T, M,
com x € M, isto é, J € uma isometria em relagdo & métrica g. As estruturas
quase-Hermitianas sobre (M", g) sdo parametrizadas pela variedade C(7) das segdes
diferencidveis do fibrado twistor: 7 : Z(M) — M. Seja & : SOM) — M o
fibrado principal de referenciais ortonormais positivamente orientados. O espacgo
twistor de A/ pode ser construido considerando o quociente: Z(M) = SO(M)/U(k)
en: Z(M) — M ¢ a projecdo natural. Secja { : SO(M) — Z{M) a aplicagdo
quociente. Entdo, mo( = £. O espaco twistor Z(AM) tem uma métrica Riemanniana
natural, obtida pelo levantamento horizontal de g (horizontal relativo & conexdo
de Levi-Civita) e suplementando com a métrica sobre as fibras, induzida por uma
SO(n)—métrica invariante sobre F = SO(n)/U(k). E consequentemente possivel
computar a energia de qualquer secio o e de C(n), os pontos criticos com relacéo a
variacoes sobre segbes.

E considerado em [21], um problema variacional de aplicacio harmdnica,
chamado de problema variacional “forgado”, no qual os pontos criticos ndo sao
aplicacOes harmonicas em geral. Quando isto ocorre, a aplicacdo harmonica é dita

secho harmonica e a estrutura J correspondente, € chamada de estrutura gquase-

82
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complexa harmonica. Nosso objetivo neste capftulo € estudar a harmonicidade das
estruturas guase-complexas invariantes sobre uma variedade de flags maximal F,

associada a uma algebra de Lie semi-simples complexa de dimensao finita g.

8.1 Energia Vertical

Seia 7 : (N,h) — {M, g} uma submersio entre variedades Riemannianas ori-
entéveis. Seja
TN=VaH,
a decomposicdo de TN em componentes vertical/horizontal, onde V = kerdr e H
¢ o complementar ortogonal. 3e A € TN, escrevemos, A = vA + hA, para as
componentes vertical e horizontal de A, respectivamente. Deste modo, qualquer

o € C{n)} tem uma derivada vertical d”c definida por:
d’o(X) =v{de(X)), VX eTM.

O funcional energia vertical E¥ é entao definido por:

E(o)=; ];4 o l2dz,

onde estamos supondo M compacta por simplicidade. A primeira variacdo de E

pode ser escrita na forma de divergéncia, como segue:
AE" (V) = — f hir', V)dz, (8.1)
M

para todo levantamento vertical V' de o, com suporte compacto. Chamamos 7 (o)
de o campo tensdo vertical de o. Se 7 tem fibras totalmente geodésicas, é mostrado

em [19] que a tensfo vertical é:
7o) = trV'do, (8.2)

onde V7 é a conexdc no fibrado vetorial V — N, obtida pela projecédo horizontal da
conexdo de Levi-Civita de (N, h). Notamos que se # é uma submerséo Riemanniana,

isto &, dm|{H é isometria, entdo B normaliza o funcional energia E| pois

Blo) = E¥(o) + f;fvoz@w.; a).
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este modo, icacd ndnica “forcado” para Clxm) & ivi
Deste modo, o problema de aplicacgo harmdnica “forgado” para Clm) € equivalente

& teoria variacional vertical de BV
Eloy) — Elo) = E¥(0y) — E{0),

onde oy é qualquer variagdo a 1—parametro de o, sobre segbes.

Agora suponha que J¥ é uma estrutura quase-Hermitiana para (M, g), e cada
fibra de 7w é uma variedade quase-Hermitiana, de tal modo gue existe uma estru-
tura quase-complexa ortogonal J¥ em V. Com relagio &s decomposigdes TM® =
TP STMY e VC = Vg V% a complexificacio de d¥o se decompoe em quatro
CoOmMponentes:

o THOM — V0 Fo TOM — VP

e seus conjugados. Consequentemente, com relacio s normas Hermitianas scbre
TCM e V*, temos:

(0) = 3l(@a)°P = B + |F°0 ] = h*(0) + ().

Deste modo, a energia vertical se decompoe em componentes holomorfas e anti-

holomorfas, da seguinte maneira:
E¥ (o) = H%(o) + A%(0).

Considere agora, o fibrado twistor 7 : Z{(M) — M, onde Z{M} = SO(M)/U(k)
é o espaco twistor de M e SO(M) — M é o fibrado de campos tangentes ortonor-
mais, positivamente orientados. Entdo, a aplicacéo projecdo 7 é uma submersao
Riemanniana com fibras totalmente geodésicas. Além disso, a estrutura invariante
Kihler de SO{M)}/U(k) induz uma estrutura quase-complexa compativel natural
JY em V.

Seja ¢ — M o subfibrado anti-simétrico de End(TM) e n*c — Z(M) o seu
w—pullback. A geometria diferencial de 7 é facilitada por um mergulho isométrico
¢V — 7", assumindo que os vetores verticais sdo tratados como tensores sobre
M.

Com base em 8.1, definimos 7(J) como sendo o seguinte campo anti-simétrico
de endomorfismos de T M-

{J) =10o717),
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o]
o

que chamamos de campo tensdo de J. Deste modo, J é harmonica se, e somente se,
7(J} = 0. Comecando de (8.2), é mostrado em [20] que
1. _
7(J) = ME;J, VI,
onde
V*VJ = —tracoV?J.

Portanto, as equagoes de Euler-Lagrange para uma estrutura quase-Hermitiana
harménica J, sao:

7, V"VJ] =0,

Proposicac 8.1 Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa de dimensédo
finita, {X, | @ € I} uma base de Weyl de g e F a variedade de flags maximal

associada a g. Se J = {¢,} é uma iacs sobre F, entdo,
(VYD) Xp) = > {iesVx.VaXg— V. J(Vx . Xg) —
—Vx_, ij&Xﬁ —+ j(vX_avXqXﬁ) }

Demonstragao:

(VVIXp) == Vx.Vx_,J

ell

== { V[ (Vi N(Xg) | = (Vx_ o IV x. Xp)}
== { V[ Vx o (IXg) = T(Vx, Xp) | = Vo ATV, Xp) + J(Vx_ Vx,X5)}
= {iesVx. VoaXo = Vi J(Vx_o Xp) = VoIV Xp + J(Vx_ Vx. Xg) }

g

Deste modo,
LVVI(Xg) =~ {des J(Vx,Vx  Xg) = J(Vx JVx_ X5) -

—J{VX_QJVX&X5>~Vx_QvXaXﬁ —+
+VXQVX_QX5 +253VXQJ"’{7X_&X3 -+
+iegVy JVx Xg— ?;SBJ(V;{_QVX&Xg} } (8.3)
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Proposigio 8.2 Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa de dimensao
finita, {X, | « € II} uma base de Weyl de g e F a variedade de flags maximal

associada a g. Se J = {¢,} € uma iacs sobre F, entéo,
1 V.V Xg=mMe0p Goog Moot Jo,—ats A5
2. 165 H{(Vx, Vx_.Xg) = =g Gea,g Ma—ats da—ats Xs-

3 ~Vx . Vx.X3=—Mog Gag Meo,a+8 G—c,a+f 45

4. ”’"”'j(vXa ijmaXﬁ) = €3 fagsf Mien g fua,8 Momard Qo —org XS
5 =J(Vx_ JVx,Xp) = €5 €osp Mag Gof Mesots G-auts A
6. ifﬁvXa JVXWX,@ =l Cepp i Mg 8 F 8 Mo ot Go,~at 8 X,@-

7. iﬁﬁVX_QJVXqX‘@ = €3 €q4.8 Mo, 3 Go.8 Meaord §—a,o0+8 X,@
8. ”i&ﬁJ(VX“aVX&Xﬁ) = Mg g Qo Megotrd Qoo Xﬁ.

Demonstracgao:

De acordo com ([5], pdgina 15), temos que:

Vx,X3= Mag B Kat+s

onde
)\a+ﬁ + }‘a,@ - Aa
Q)\Q-‘r,@ '

Qa8 '™

Portanto, temos:

Vx_oXp = Mag G-as X-ats-

VXQVXWQ:X,B = M_u3 G-0g VXQX»—G:—Q-;’E?

= Meof §eel Moot Go—ats A5 (1)

o que implica que

J(Vx,Vx_ Xg) = i€y Mevp Gecs Ma—aif Qa-atl Xp-
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ieg (Va Vi Xa) = ~M_0p 9o Mamais Go-ats A5 (2)

Do mesmo modo,

vawevxaxs = _mﬁ,ﬁ q&,;@ VX_& Xa*%”ﬁ

= TTag Yo g Meco+f §—catf Xa. {3)
Deste modo,
J(Vx  Vx. Xz} =168 Mag Gos Mecord G-o,a0t8 X8

Agora,
J(‘:?Xman) = Z‘é_&_i_g M8 a8 X__a_;_5.

Deste modo,

Vx./Vx.oXs = g Mogpg -ap ViK-aip

= i€ atf Moo —cf Ma—o+8 Go—atf A8

e, portanio,

—J (Vo IV x_ X3} = €3 €coip M0 Goop Ma—ats Go—ots A5 (4)

ijan = iEa_Hg Mg q%g .Xa.émg.

Deste modo,

va—-QJvXQX,B = €413 a8 QQ,,GVX_QXQ—}-;B

= €415 Mo Go.f Meoo+8 —aa+l S5

Deste modo,

_j(vX_ﬂ JVX&X,B) = €5 €ad 8 Mo g a8 M—a,0+8 G—oa+8 Xﬁ (5)

i€aVx, JVx_Xg= ~€5 €catp Moap Goag Ma—atf Ja-—ats Xa (6)
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eV x_o JVx, X3 = —€3 €ars Mag Go,8 Movotp G—ants Xp (7).

—iegJ (Vi V., Xg) = Mag Gas Mevotf Gmaars 48 (8)

Agora, substituindo cada item da Proposico 8.2 na expressio (8.3}, obteremos,
apds somarmos todos os termos, que [J, V*VJ] = 0. Porém isso significa que J é

harménica, isto é, vale ¢ seguinte Teorsema:

Teorema 8.3 Seja F uma variedade de flags maximal associada a uma glgebra de
Lie semi-simples complexa g. Entdo, toda estrutura quase-complexa invariante sobre

F é harménica.
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