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Resumo

Este trabalho aborda dois tépicos em Teoria da Informagao e Codificagao em espagos hiperbélicos:

(i) Probabilidade de erro associada a constelagoes de sinais em espagos hiperbdlicos;

(ii) Constelagdes de sinais com propriedades geométricas vidveis a aplicagdes em ambientes com
comportamento hiperbdlico.

No item (%), foi desenvolvido um limitante superior para a probabilidade de erro no espago hiperbdlico
n-dimensional. Foi obtida uma classe de func¢oes densidades de probabilidade para ruido hiperbdlico
equivalente ao ruido gaussiano no espago euclidiano n-dimensional, a qual chamamos de “ruido gaussiano
hiperbélico”. Desta forma, a comparacdo em termos de desempenho entre constelaces hiperbdlicas de
sinais sob a agao desse tipo de ruido se torna viavel computacionalmente. Ainda, nesse tépico, constelagoes
de sinais do tipo M -PSK hiperbdlicas sao analisadas em termos de desempenho quanto a probabilidade
de erro.

No item (ii), foram construidas familias de constelagdes de sinais geometricamente uniformes e nao
geometricamente uniformes em superficies provenientes de quocientes de espacos hiperbdlicos por grupos
discretos de isometrias. As constelagoes, assim obtidas, sobre superficies nao-compactas sao infinitas
e semelhantes aos reticulados obtidos por grupos cristalograficos no plano euclidiano. As constelagoes
sobre superficies compactas sao finitas, sendo que as nao geometricamente uniformes se comportam como
constelagoes geradas por auto-intersecgdo de nds unicos sobre os g-toros (toros de género g), resultando,
portanto, em constelacoes ciclicas com grupo de rotulamento Z,. Neste item, hd também a andlise
de desempenho das constelagbes em termos da probabilidade de erro em canais com ruido “gaussiano
hiperbdélico”, conforme descrito no item (3).

Palavras-chave: probabilidade de erro hiperbdlica, constelacao geometricamente uniforme, espaco

hiperbdlico, superficie quociente, densidade hiperbdlica, grupo fuchsiano, geometria hiperbdlica, g-toro,
modulagao hiperbdlica, ruido hiperbdlico.
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Abstract

This work is about two topics in Coding and Information Theory in hyperbolic spaces:

(i) Error probability of signal transmissions in hyperbolic spaces;

(ii) Signal constellations with geometric properties feasible for practical applications in environments
with hyperbolic behavior.

In the first item, it was developed an upper bound for the error probability of signal transmissions in n-
dimensional hyperbolic space. It was obtained a class of probability density functions for hyperbolic noise
analogous to the Gaussian noise in n-dimensional Euclidean space, that we called “hyperbolic Gaussian
noise”. In this way, the performance comparison between hyperbolic signal constellations perturbed by
this type of noise is reasonable for computation. In addition, signal constellations of hyperbolic M -PSK
type are analyzed in terms of performance concerning error probability.

Related to the second item it was obtained both geometrically and non-geometrically uniform sig-
nal constellations on surfaces constructed through quotients of hyperbolic spaces by discrete groups of
isometries. The infinite constellations over non-compact surfaces obtained by this process are similar to
chrystallographic group lattices in Euclidean space. The finite non-geometrically uniform constellations
over compact surfaces are generated by self-intersection of unique knots over the torus of genus g and
are cyclic labeled by the group Z,. In addition, an analysis of transmission in channels perturbed by
“hyperbolic Gaussian noise”, according to the description of the first item is develloped.

Key-words: hyperbolic error probability, geometrically uniform constellation, hyperbolic space, quo-

tient surface, hyperbolic density, fuchsian group, hyperbolic geometry, torus of genus g, hyperbolic mo-
dulation, hyperbolic noise.
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Apresentacao

O presente trabalho é fruto da continuidade de estudos realizados desde a época do programa de mestrado
em matematica no IMECC-UNICAMP sob orientacdo da Prof2. Dr2. Sueli Costa. Ao término deste, houve
a proposta e possibilidade de trabalho em &reas interdisciplinares, envolvendo Geometria Hiperbdlica e
Cédigos Geometricamente Uniformes, o qual passamos a desenvolver sob a co-orientacdo do Prof. Dr.
Reginaldo Palazzo Jr. da FEEC-UNICAMP, uma vez que o conhecimento em Teoria da Informacao e
Codificagao desempenhava papel fundamental ao direcionamento desta nossa pesquisa matematica que
entao se iniciava. Sendo assim, tornou-se inevitavel o carater interdisciplinar do trabalho que ora apre-
sentamos, o que nos levou a subdividi-lo basicamente em quatro partes (capitulos), conforme delineamos
na seqiiéncia.

No Capitulo 1, apresentamos, de forma sucinta, alguns tépicos referentes a Teoria da Informacgao e
Codificagao. O objetivo deste capitulo é, quase que exclusivamente, sincronizar o leitor com a area de
engenharia envolvida na interface comentada. Excecao deve ser feita a Secao 1.8, na qual procuramos
situar o objeto da pesquisa no contexto dessa teoria.

No Capitulo 2, discorremos sobre alguns tépicos em Geometria Hiperbdlica essenciais ao nosso trabalho
de pesquisa, com o objetivo de tornar acessivel a leitura deste trabalho aqueles que, estando familiarizados
com Teoria da Infomagdo e Codificagdo, ndo possuam conhecimentos mais consistentes em geometria
hiperbdlica. Cabendo salientar que, devido ao seu carater secundério, optamos por uma abordagem “sem
demonstracoes” dos diversos resultados apontados. Tal procedimento se deve a intengao de evitar uma
exposicao demasiadamente longa de uma teoria abordada, com primazia, por excelentes livros-texto,
como 0s que serao citados oportunamente.

No Capitulo 3, iniciamos a apresentagao de nossa contribuicao a drea interdisciplinar citada, abor-
dando alguns aspectos do problema que envolve a forma de se lidar com a probabilidade de erro em
ambientes hiperbdlicos. Para tanto, a funcao densidade de probabilidade de erro associada a constelagoes
de sinais em espacos hiperbdlicos de dimensao qualquer foi desenvolvida na Secao 3.4, dando seqiiéncia
a trabalhos ja existentes na area. Abordamos, também, o problema da manipulagdo computacional da
probabilidade de erro em constelacoes de sinais hiperbdlicas quaisquer, que se apresenta absolutamente
impraticavel devido a complexidade das expressoes analiticas referentes a tais densidades. Por esse mo-
tivo, o desenvolvimento de um majorante mais simples, tornou-se imperativo, o que nos levou, dentro de
certas restrigoes, a elaboragao do Teorema 3.1.

No Capitulo 4, estudamos algumas constelagoes de sinais em superficies quocientes obtidas a partir
do plano hiperbdlico por grupos discretos de isometrias. Introduzimos constelagoes de sinais geométrica
e nao geometricamente uniformes (mas que apresentam algumas propriedades interessantes), tanto em
superficies compactas como nao-compactas. As superficies compactas “diferenciaveis” que podem ser
obtidas do plano hiperbdlico por quociente sdo os toros de género maior ou igual a dois. Sao estes os
que fornecem o ambiente de constelagbes finitas com propriedades geométricas unicas, como as esta-
belecidas na Proposigao 4.8 para constelagoes geometricamente uniformes e na Proposicao 4.14 para as
néo geometricamente uniformes, mas ciclicas sobre grafos constituidos de nds sobre os g-toros. A andlise
de desempenho dessas constelagoes, quando submetidas a canais com comportamento hiperbdlico, foi
abordada incisivamente neste capitulo; sendo, para tanto, o majorante desenvolvido no Capitulo 3 uma
peca fundamental neste estudo.

As constelagoes consideradas neste ultimo capitulo sd@o pautadas por quesitos importantes para a
implementacao pratica de um sistema de comunicacoes digital, dentre os quais citamos as constelagoes:

21



22

- geradas por grupos. No nosso caso, por grupos discretos de isometrias do espago em que a constelagao
estd inserida.

- com cardinalidade poténcia de 2 para codificacdo ou transmissao, utilizando o alfabeto binario que
é o unico possivel para efeitos praticos na atualidade.

- com regularidade de grafo. Esta constelagao deve estar sobre um grafo do tipo “aresta regular”, ou
seja, cada ponto deve possuir exatamente o mesmo ntimero de vizinhos, o que significa que de cada ponto
saem o mesmo numero de arestas.

- com rotulamento abeliano ou ciclico, o que significa que deve existir um “grupo rotulador” com essas
caracteristicas (abeliano ou ciclico) e um algoritmo de rotulamento dos vértices.

- com méxima distancia minima, o que significa que a constelagao estd “espalhada o maximo possivel”
no seu espaco. Naturalmente, a métrica do espago em questao deve ser considerada.

- com menor probabilidade de erro. Naturalmente, quando comparada a outra constelagdo com a
mesma cardinalidade e no mesmo espaco.

- com ladrilhamento regular, o que significa que o grafo que contém a constelagao divide o espaco
em ladrilhos congruentes. As constelagbes geometricamente uniformes sao exemplos que satisfazem esta
condigao.

No espaco hiperbdlico, é bastante dificil caracterizar familias de constelagoes que apresentem estas
propriedades. No entanto, as que possuem algumas delas certamente constituem objeto de atencao e
nosso trabalho procurou angariar algumas contribui¢ées neste caminho.



Capitulo 1

Topicos sobre Teoria da Informacao
e Codificacao

Este capitulo tem por objetivo expor, de modo conciso, alguns topicos sobre Teoria da Informagdo e
Codificacao que julgamos uteis ao trabalho exposto nos capitulos seguintes. Nao temos a pretensao de
elaborar um texto sobre a teoria que contemple desde as nogoes basicas as culminancias das pesquisas
atuais e que, ao mesmo tempo, seja auto-suficiente. Para abordagens completas e atuais, ha excelentes
livros-texto sobre o assunto como, por exemplo, [51] e [9]. Sendo assim, o que nos cabe, neste capitulo,
é fornecer um panorama geral da teoria bdsica, mais voltado ao publico com formagao matemaética e
que direcione o fluxo do texto ao objeto de estudo deste trabalho: as constelacoes de sinais em espagos
hiperbdlicos para uso em canais sob a agao de ruidos do tipo que chamamos de gaussiano hiperbdlico
(assim denotado, devido & similitude com o ruido gaussiano branco aditivo; euclidiano por exceléncia).
Desta forma, nesta primeira parte, sao inevitaveis citacoes constantes a referéncias de aprofundamento,
algo que faremos sem constrangimento, devido ao carater apresentativo do capitulo.

Pretendemos, assim, alcancar dois objetivos:

(i) apresentar a mateméticos um panorama geral da teoria na qual o presente trabalho estd inserido,
numa linguagem simples e, acreditamos, a mais livre possivel de termos técnicos especificos da area de
engenharia.

(i) situar especificamente o objeto de estudo deste trabalho no contexto da teoria.

Para tanto, subdividimos a abordagem em segoes que se encadeiam de modo tradicional, como nos
principais textos da area, excecao feita as duas tltimas, em especial a Secao 1.8 “Constelagoes de Sinais,
Superficies Quocientes e Espagos Hiperbdlicos”, que direcionam o fluxo do texto aos problemas tratados
neste trabalho.

1.1 Sistemas de Comunicacao Digital

Apresentamos nesta secao, resumidamente, conceitos bésicos sobre sistemas de comunicacoes. Uma
abordagem detalhada deste assunto (englobando naturalmente as préximas segoes) pode ser conferida,
sob um ponto de vista pratico, em [35], Capitulos 10 e 11 (pp. 614-729) e [45], Capitulos 1 (pp. 1-14),
3 (pp. 51-84), 10 e 11 (pp. 287-349). Sob um ponto de vista tedrico, as referéncias [9], Capitulos 1 a 3
(pp. 1-158) e [5], Capitulos 1 a 3 (pp. 1-86) e 8 (pp. 230-261) sdo adequadas.

Podemos considerar um sistema de comunicagoes como sendo um conjunto de equipamentos e
meios fisicos, que tem por objetivo o transporte da informacao de uma fonte a um destinatédrio via um
canal de comunicagoes. De um modo geral, podemos trabalhar com dois tipos de sistemas de comu-
nicacgoes:

(i) Sistema analdgico onde a informagdo (ex. voz) é transmitida por meio de sinais elétricos,
magnéticos ou eletromagnéticos que variam continuamente em amplitude e/ou freqiiéncia e/ou fase e
tempo.
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(ii) Sistema digital onde a informacao é transmitida em uma seqiiéncia de mensagens discretas
por meio de sinais elétricos, magnéticos, eletromagnéticos ou luminosos (fibras éticas) que variam em
amplitude e/ou fase e/ou freqiiéncia em intervalos fixos de tempo.

O desenvolvimento de sistemas de comunicagoes digitais nas ultimas décadas foi desencadeado pela
demanda por transmissao e armazenamento confidveis de dados em alta velocidade. Este desenvolvimento
“digital” se deve acima de tudo & jungao de sistemas de comunicagbes com tecnologia computacional,
sendo um fator principal em tais transmissoes o controle de erros que podem ocorrer no envio das men-
sagens devido aos mais diversos tipos de interferéncias existentes nos canais de comunicagoes. Sao estes
sistemas de comunicagbes que possuem fértil interface com a matematica e sdo, naturalmente, o alvo da
maioria das pesquisas atuais em Teoria da Informacao e Codificagao.

O marco inicial no estudo de esquemas de codificacdo que minimizem ou corrijam erros provenientes
de ambientes ruidosos se deve ao trabalho de Claude Shannon® [53]. Entre vérios resultados, em 1948,
ele demonstrou a possibilidade de se transmitir informagao, sem sacrificar a taxa de transmissao, com
probabilidade de erro tao baixa quanto se queira (é o Teorema de Codificagcao de Canal). Isto é possivel
através de um apropriado esquema de codificagao.

Um sistema de comunicagoes digital pode ser esquematizado basicamente do seguinte modo:

Codificador (uj) Codificador (vj)
— de Fonte — de Canal — Modulador
l

Ruido —
!

- Decodificador (@ Decodificador (@ Demodulador
de Fonte de Canal

sendo:

- Fonte (de informagao): pode ser uma pessoa ou uma maquina que gera uma onda sonora continua
ou uma seqiiéncia de simbolos discretos. Iremos considerar apenas fontes sem meméria, ou seja, fontes
que emitem mensagens independentes das enviadas anteriormente.

- Codificador de fonte: associa as saidas da fonte as seqiiéncias (u;) = (uq,...,ux) de digitos
(geralmente bindrios) chamadas de seqiiéncias de informacdo ou palavras-cédigo fonte. Tendo em vista a
eliminacao de redundéncias, nesta etapa deve-se utilizar o menor nimero possivel de digitos por unidade
de tempo para representar a saida da fonte. Além disso, a saida da fonte deve ser reconstruida a partir
da seqiiéncia de informacao associada sem ambiguidades.

- Codificador de canal: transforma a palavra-cédigo fonte (u;) em uma outra seqiiéncia (v;) =
(v1,...,v,) chamada de palavra-cédigo de canal. Este estdgio tem por objetivo inserir redundancia &
seqiiéncia (u;) com vistas a minimizar a interferéncia de ruidos no canal.

- Modulador: gera formas de ondas que sao apropriadas para a transmissao através do canal. O
modulador digital transforma simbolos discretos da saida do codificador de canal em um sinal continuo
com duragao de T segundos, de tal forma que a amplitude e/ou freqiiéncia e/ou fase seja(m) alterada(s)
de acordo com a necessidade.

- Canal: é o meio fisico por onde a informagéo é transmitida/armazenada. Alguns exemplos de
canais sao:

(i) Canais de transmissdao: linhas telefonicas, meios de propagacao de sinais entre antenas de
radio, meios de propagacao de sinais entre antenas de microondas, meios de propagacao de sinais entre
estagoes terrestres e satélites, fibras 6ticas, cabos coaxiais, etc.

(ii) Canais de armazenagem: fitas cassetes, disquetes de computador, CD’s, memdrias de com-
putador, etc.

1Considerado o fundador da Teoria da Informagéo e Codificagio.
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- Demodulador, decodificador de canal e decodificador de fonte: fazem o inverso do modulador,
codificador de canal e codificador de fonte, respectivamente.

Em um sistema de comunicacoes eficiente, o que se deseja é obter da seqiiéncia recebida (r;) uma
L n . ~ N e ‘s P
estimativa da seqiiéncia de informagdo (u;) “tao préxima quanto possivel” de (u;).
Nas secoes subseqiientes, passamos a detalhar cada componente de um sistema de comunicagoes
digital.

1.2 Fontes

Uma fonte de informagao gera sinais, como, por exemplo, a voz humana ou uma seqiiéncia de digitos
bindrios como ocorre quando pressionamos qualquer teclado de um computador. As fontes de informagao
sao classificadas como continuas ou discretas (analégica ou digital), sendo que, no caso de fontes continuas,
o uso de conversores que discretizem os sinais sao empregados para que tais sinais possam ser transmitidos
via um canal discreto.

H4 trés conjuntos béasicos que devem ser levados em consideragao em um sistema de comunicagoes
digital quando consideramos a fonte de informacao:

- &: conjunto chamado de simbolos da fonte. Exemplo: o alfabeto usual de letras, nimeros,
simbolos graficos ou amostras de um processo de quantizacao de uma fonte continua.

- P: conjunto de distribuigdo de probabilidades associadas aos elementos de S (a soma de todas as
probabilidades deve ser 1).

- C: conjunto chamado cédigo de fonte, composto pelas palavras-cédigo de fonte (u;) que sdo associadas
aos elementos de S. Se o conjunto A de simbolos usados para formar as palavras-cédigo tiver cardinalidade
2 (3,4,...,q), chamamos C de cddigo de fonte bindrio (terndrio, quaterndrio,..., g-drio). O conjunto A4 é
chamado de alfabeto do cdédigo de fonte.

O processo de discretizagao de mensagens (ou digitalizagao de sinais) que comentamos acima obedece
0 seguinte esquemas:

’ Sinal Analdgico ‘ — ’ Amostragem ‘ — ’ Quantizacao ‘ — ’ Codificagao ‘ — ’ Sinal Digital

sendo:

- Amostragem: etapa na qual o sinal analégico é amostrado em intervalos discretos e uniformes de
tempo.

- Quantizacgao: cada valor da amostra é identificado com um nivel discreto em um conjunto discreto
de niveis.

- Codificac@o: os niveis sao representados por uma palavra-cédigo (extraida de um cédigo de fonte)
que serd, a partir de entdo, a mensagem a ser enviada (sinal digital).

Um exemplo ajudaré a ilustrar esse procedimento.

Exemplo

Discretizagao (digitalizacdo) de sinais continuos (analégicos) em 16 niveis por meio de 4 digitos bindrios
(bits), sendo que o tultimo digito é tal que:

0 — voltagem negativa do sinal.

1 — voltagem positiva ou nula do sinal.

Os outros 3 digitos representam 8 niveis, codificados de acordo com a seguinte tabela de representagao
binaria de niveis quantizados:
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’ Nivel \ Nivel em poténcias de 2 | N2. binario

-8 1.22 4121 +1.20 1110
-7 1.22 +1.21 4+0.20 1100
-6 1.22 +0.21 +1.29 1010
-5 1.22 +0.21 +0.29 1000
—4 022412 4+1.20 0110
-3 0.22 +1.21 +0.20 0100
-2 0.22 4+0.21 +1.20 0010
-1 0.22 +0.21 +0.20 0000
0 0.22 +0.21 +0.20 0001
1 0.22 4+0.28 +1.20 0011
2 022 4+1.21 +0.20 0101
3 0224120 4+1.20 0111
4 1.22 +0.21 +0.29 1001
5 1.22 +0.21 +1.29 1011
6 1.22 4+ 1.21 4 0.20 1101
7 1.22 4+1.21 4+1.20 1111

Na quantizagao mostrada na Figura 1.1, as amostras do sinal sao tomadas em intervalos regulares de
tempo e a voltagem v (em escala continua de —8 a 8), associada a cada amostra, é atribuida ao nivel [v]
(maior inteiro menor que v).

voltagem 8
D
1
0 »
; tempo
-1
. L s 2
Sinal Analogico
-8

: : : I : ;
Sinal Digital H H 0 H HHH tfmpo

}0100:0010:000010001:0011:0101

FiGURA 1.1: Exemplo de esquema de amostragem e quantizacdo em conversao analdgico-digital.

Naturalmente, erros sao introduzidos nos passos de amostragem e quantizagao e estes sao, rigorosa-
mente falando, irreversiveis; porém, podem ser diminuidos através de um processo mais eficiente de
amostragem, bem como aumentando-se o nimero de niveis de quantizacao. O aumento de niveis implica
um aumento no comprimento das palavras-codigo fonte e, por conseguinte, uma diminuicao em termos da
taxa efetiva de transmissao. No entanto, a taxa de amostragem nao pode ser muito reduzida, sob pena da
nao reconstituicdo da mensagem original? no receptor devido ao efeito “aliasing”. H4, portanto, algumas
limitacoes, sendo que uma delas é dada pelo Teorema da Amostragem, que enunciamos abaixo. Para
um estudo detalhado deste teorema, ha as referéncias [35], Segdo 6.2 (pp. 352-357) e [26], pagina 248.

2Por meio de Séries de Fourier.
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Teorema 1.1 (Teorema da Amostragem) Se x (t) é um sinal com faiza de fregiéncia limitada a b hertz,
entdo x (t) pode ser completamente reconstruido a partir de amostras x (kts) colhidas com intervalo de

amostragem tgy < % sequndos. Nessas condicoes, utilizamos

8|

) = S x(kty) sen (27bt — k)

, sendo kts os instantes de amostragem
kEZ 27Tbt — k’/T

para reconstruir a onda x (t) .

O Teorema 1.1 é utilizado nao somente em discretizacao de fontes, mas também em codificacao e
modulacao de sinais em canais, constituindo importante resultado para o estabelecimento de limitantes
para capacidade de canais.

1.3 Codificacao de Fonte

Uma abordagem mais detelhada sobre este tépico pode ser encontrada em [5], Capitulo 2 (pp 27-45).

Nesta etapa, estamos interessados em codificar, de maneira eficiente, um simbolo (sinal discretizado)
proveniente da fonte, eliminando o maximo possivel de redundéancias sem que haja perda de informacao.
Naturalmente, assim como no processo de discretizagao do sinal comentado acima, hé limitantes para a
codificagao de fonte. O principal destes limitantes é conhecido como Teorema de Codificacao de Fonte.
Enuncia-lo-emos a seguir; antes, porém, se faz necessario a introdugao de um conceito muito importante:
a entropia de uma fonte.

Definicao 1.1 A entropia de uma fonte discreta sem memdria com simbolos S = {s1,...,8m} e dis-
tribui¢ao de probabilidades P = {p1,...,pm} € dada por

m 1
H(S) = Ypilog, —

i=1 7

sendo o bit (b =2) a unidade de medida da entropia por simbolo da fonte.

1
Observe que log, — é uma medida da quantidade de informacao obtida com a ocorréncia do simbolo

s; na fonte: se a probébilidade p; da fonte emitir s; é alta, a quantidade de informagao obtida é baixa;
ao contrario, se p; for baixa, a quantidade de informacao é alta. Com efeito, a entropia nada mais é que
a medida do conteiido médio de informagao por simbolo emitido pela fonte.

Outro conceito importante é o de cddigo de fonte unicamente decodificdvel, o qual possui a
seguinte propriedade: qualquer seqiiéncia de palavras-cédigo de fonte estd em correspondéncia bijetora
com uma seqiiéncia de simbolos da fonte. Finalmente, entendemos por comprimento médio de um c6digo
de fonte a média dos comprimentos das palavras-codigo que o compde.

Com estes conceitos, temos condigoes de enunciar o Teorema de Codificacao de Fonte.

Teorema 1.2 (Teorema de Codificagdo de Fonte ou 12. Teorema de Shannon) Seja uma fonte
discreta, sem memdria, de simbolos & = {s1,...,Sm} com probabilidades P = {p1,...,pm}. Todo cdédigo
de fonte C, g-drio e unicamente decodificavel, possui comprimento médio L limitado inferiormente pela
entropia da fonte:

m 1
L>H(S)= Zpilogq;.
i=1 7

A igualdade ocorre se, e somente se,

pi=q "

sendo lq,...,l,, os correspondentes comprimentos das palavras-codigo de C.
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Quando existe um codigo de fonte C satisfazendo a igualdade estabelecida no teorema acima, dizemos
que C estd casado com a fonte.

Existem procedimentos para a obtencao de cédigos de fonte univocamente decodificivel com o menor
comprimento médio possivel para uma determinada fonte. Tais codigos sao chamados de étimos e o
principal método de obtencgao destes é chamado de Método de Huffman. Na referéncia [5], pdginas 41
a 42, encontramos a apresentacao e demonstracao deste método para cédigos bindrios e nas paginas 45 e
301 (Problema 2.5) para c6digos g-drios, q # 2.

1.4 Codificacao de Canal

Uma exposigao detalhada desta se¢do pode ser encontrada em [5], Capitulo 3 (pp. 46-86).

Devido ao fato de os canais de comunicagao serem alvo de interferéncias que podem destruir parte da
informagao que estd sendo transmitida, é necessario que se elaborem esquemas que permitam minimizar
as perdas de informacgao, o que é feito por meio de um cddigo de canal, ou seja, as palavras-cédigo
proveniente do codificador de fonte sdo associadas (substituida por meio de uma transformagao bijetora)
a outras palavras-cédigo (do cédigo de canal), geralmente com redundancias, mais “robustas” a ruidos,
ou seja, palavras-codigo que permitem reconstituir a informacao original por meio da corregao de erros
introduzidos pelo canal. Tais cédigos sao chamados cddigos corretores de erro.

O grande desafio em projetar codigos corretores de erros esta relacionado em satisfazer o maximo
possivel as seguintes imposigoes:

(i) A informagao possa ser transmitida ou gravada em um ambiente ruidoso o mais répido possivel.
(ii) Fidelidade na recepgao ou reprodugao.

(i4i) Custo de implementacao/manutengdo o mais baixo possivel.
Tipos de Cdédigos para Canal

Usualmente sido adotados os seguintes tipos de c6digos de canal: de bloco, convolucional (treliga) e
“turbinados” (turbo codes). Os mais usados sdo os de bloco e os convolucionais, 0s quais passaremos a
explanar.

Codigos de bloco sao caracterizados como sendo aqueles em que as palavras-codigo tém o mesmo
comprimento n. Cada uma das seqiiéncias (u;) = (u1, ..., ux) estd associada de modo bijetor a cada uma
das palavras-cédigo. No caso bindrio, temos 2% possibilidades de palavras-cédigo distintas. Naturalmente,
para assegurar a insergao de redundancia nas palavras (v;) = (v1,...,v,), impomos k < n; sendo assim,

dizemos que tal cédigo de bloco possui taxa R = — ou parametros (n, k). Acrescentar redundancia as
n

palavras-c6digo (v;) tem por objetivo “proteger” a mensagem de possiveis distirbios ocasionados por
ruidos no canal.

4
A tabela abaixo mostra um cédigo de bloco® com taxa R = 7

3C6digo binario de Hamming de parametros (7,4) .
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’ Cédigo de Fonte \ Cédigo de Canal ‘

0000 0000000
1000 1101000
0100 0110100
1100 1011100
0010 1110010
1010 0011010
0110 1000110
1110 0101110
0001 1010001
1001 0111001
0101 1100101
1101 0001101
0011 0100011
1011 1001011
0111 0010111
1111 1111111

Como uma seqiiéncia (u;) estd sempre associada a uma palavra-cédigo (v;) independente das seqiiéncias
ocorridas anteriormente a (u;), dizemos que o cédigo de bloco nao possui memoria.

Cddigos convolucionais sao caracterizados como sendo aqueles cujas palavras-cédigo possuem
comprimentos varidveis e mais, que uma dada seqiiéncia (u;) depende nao apenas da presente seqliéncia
que estd sendo codificada, mas das seqiiéncias emitidas anteriormente. Dizemos, portanto, que este tipo
de c6digo possui memoria.

Para estipular parametros semelhantes aos atribuidos aos cédigos de bloco para os convolucionais,
trabalhamos com blocos de digitos de comprimento k (seqiiéncia de informagao que entra no codificador
de canal) e analisamos os blocos de digitos de comprimento n (seqiiéncia de informagdo que sai do
codificador de canal) que sdo associados aos blocos que entram. Nessas condigdes, o c6digo possui taxa

k .
R = — e, naturalmente, como no caso anterior, devemos ter n > k.

Como salientamos acima, o diferenciador dos cédigos convolucionais é a memoria e esta é caracterizada
do seguinte modo: um bloco de comprimento n resultante da codificagao de um bloco de comprimento
k depende deste ultimo e dos m blocos de k digitos armazenados no codificador. Estes m blocos de k
digitos sao resultados da codificagao dos ultimos blocos de comprimento k que entraram no codificador.
Nestas condigoes, dizemos que o ¢6digo convolucional C possui parametros (n, k, m).

Uma caracterizagao mais precisa do conceito de meméria de um codificador convolucional pode ser
encontrada em [45], Capitulo 10 (pp. 287-314).

Um exemplo de um codificador convolucional é ilustrado na Figura 1.2 com k=1, n=2em = 2.

(@) '><
(uj) =>— (vj) = (a,bj)

(bj)

FI1GURA 1.2: Codificador convolucional bindrio de pardimetros (2,1,2) .

Neste codificador?, a seqiiéncia 1101000 ..., por exemplo, é codificada em 11 10 10 00 01 11 00 ...

O processo de decodificagao para codigos convolucionais nao é tao simples como no caso dos codigos
de bloco devido ao fato da memdria introduzida no processo de codificagio. O método mais conhecido
e utilizado para decodificacao de tais codigos é o Algoritmo de Viterbi, ou equivalentemente, decodi-
ficagao por méaxima verossimilhanca. Uma explanagao detalhada de tal algoritmo pode ser conferida em
[45], Capitulo 11 (pp. 315-349).

4Bin4rio: as somas indicadas no esquema s&o mod 2.
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Teorema de Codificagao de Canal

Comentamos que o objetivo da codificacao de canal é “proteger” a mensagem de eventuais erros
que possam ser introduzidos pelo canal, acrescentando-lhe “redundancia”. Do ponto de vista pratico,
considera-se um canal como ruidoso quando a probabilidade de erro do sistema é tal que: P, > 1072 sem
codificacdo de canal, e P, > 107° com codificacio de canal. Em geral, a confiabilidade do sistema de
comunicagoes deve ser muito alta e, portanto, a codificagao de canal deve ser muito eficiente. Uma maneira
de reduzir a probabilidade de erro do sistema é acrescentar mais “redundancia” & mensagem, ou seja, é
aumentar o comprimento das palavras-codigo; porém, este procedimento nao é eficiente, pois diminui a
taxa de transmissdo. Um exemplo sdo os chamados cddigos de repeticdo®. Resta, portanto, procurar
codigos tais que as palavras-cédigo tenham comprimento grande de tal forma que a taxa de transmissao
seja mantida constante. O Teorema de Codificagcdo de Canal aponta um limitante que possibilita esta
procura dentro de certas condicoes.

Suponhamos que cada digito u; da seqiiéncia (u;) = (u1, ..., ux) tenha t; segundos de duracdo. Supo-
nhamos que cada digito v; da palavra-cédigo de canal (v;) = (vi,...,v,) tenha t. segundos de duracdo.
Como cada seqiiéncia possui k digitos, o tempo de duracao de uma mensagem ¢é kt; segundos. De
modo andlogo, cada palavra-cédigo que sai do codificador tem um tempo de nt. segundos. Para uma
transmissao coerente, devemos ter

kty = nt.
ou
L
n tf

Como cada simbolo da fonte S tem associado uma probabilidade de ocorréncia, a quantidade média
de informagao da fonte é dada pela entropia H (S).
Numa transmissao, definimos a quantidade ou taxa média de informagao da fonte por segundo como

H(S)
t

sendo . No caso da base do logaritmo ser 2, a unidade associada a H (S) é bits/simbolo. Logo,

H
# tem como unidade bits/segundo.
f

C
De modo anélogo, definimos a capacidade de canal® por segundo como sendo - em que C é medido
(&

. o C . :
em bits/uso do canal, implicando que o é medido em bits/sequndo.
(&
Com estes conceitos, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.3 (Teorema de Codificacdo de Canal ou 22. Teorema de Shannon) Seja S uma fonte
discreta sem memdria, com entropia H (S). Consideremos um canal discreto sem memdria com capaci-
dade C. Sejam ty > t. racionais positivos.

a) Dado 0 <e <1 e se

<

5S40 cédigos de bloco tal que cada palavra-cédigo consiste simplesmente na repetigio n vezes de cada digito da mensagem
vinda do codificador de fonte.

6 A capacidade C de canal discreto é a quantidade méxima de informagio que pode ser processada (transportada) pelo
canal. E definida por

p(z;) | j=0i=0 (y5)

—1m—1 e
€ = max {qz 51 (e ) o, p;y'“}
sendo:

m: cardinalidade do alfabeto das palavras-cédigo na entrada do canal (ou entrada do modulador).
¢: cardinalidade do alfabeto das palavras-cédigo na saida do canal (ou saida do demodulador).
p (x4,y;): probabilidade conjunta de enviar o simbolo z; e receber o simbolo y; no canal.
p (yjlx;): probabilidade de se receber y; dado que x; foi enviado.
p (y;): probabilidade de se receber y;.
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t .
entao existe um codigo C com tara R = t—c tal que a probabilidade de erro P, do sistema de comunicagoes

implementado com este cddigo (denotada por P, (C)) satisfaz
P.(C)<e.

Obs.: Vemos que tomando uma seqiiéncia (en), oy

de reais entre 0 e 1 tal que lim &, = 0, existe
n—oo
uma seqiiéncia de cédigos Cp, todos com taza R fiza tal que P, (Cp) < &,.
b) Se
H(S) ¢

_— >
ty te

de reais entre 0 e 1 tal que lim e, = 0, nao existe uma seqiiéncia

n—oo

entdo para qualquer seqiiéncia (€n), oy

te .
de codigos C,, com taza R = t— tal que a probabilidade de erro P, (C,) < €, para ¥n € N.
f

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada nas péginas 63 a 77 da referéncia [5].

Um fato importante a ser mencionado é que a demonstragao é existencial, ou seja, nela nao existe um
procedimento algoritmico de como obter esses cédigos. Este fato motivou a busca pelos cédigos que o 22.
Teorema de Shannon afirma existir, culminando com os recentes “turbo codes”: cédigos que satisfazem
as condicoes do Teorema 1.3.

Outro fato que deve ser observado é que o teorema diz que a taxa R dos cédigos é que deve ser
mantida fixa. No caso dos cédigos lineares, a cardinalidade do cédigo deve aumentar para cada aumento

log;, ‘C|
n

do comprimento da palavra-cédigo de tal forma que R = fique constante.

1.5 Modulacao

Dependendo do tipo de canal, os digitos que constituem a palavra-codigo devem ser associados a formas
de ondas apropriadas para transmissao. O responsédvel por essa transformagao é o modulador. A forma
de atuagdo do modulador é através de mudangas na amplitude e/ou freqiiéncia e/ou fase em um sinal
padrao. Algumas destas técnicas sdo conhecidas como:

- PAM (pulse amplitude modulation) ou ASK (amplitude shift-keying): alteragdo de amplitude.

- FSK (frequency shift-keying): alteragao de freqiiéncia.

- PSK (phase shift-keying): alteracdo de fase.

- QAM (quadrature amplitude modulation): alteragdo de amplitude e fase.

Como estamos interessados em sistemas discretos, o modulador deve gerar um sinal continuo (analégico)
de duracao T segundos para cada digito, ou grupo de digitos, da palavra-cédigo. Desta forma, a trans-
missao da seqiiéncia de sinais correspondente as palavras-cédigo é chamada de transmissao digital.

Vejamos um exemplo.

Consideremos um modulador que gere um sinal s; (t) para o digito 0 e ss (¢) para o digito 1 num
sistema de comunicages bindrio. Uma escolha para sp (t) e s2 (t) é

2F
s1(t) =1/ — cos (27 f.t)
T
2F T
e
s9 (1) = cos (27 fot + )

SISl

sen<27rfct—g); 0<t<T
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sendo f. um multiplo inteiro de 1 e E a energia do conjunto de sinais formado por s (t) e sa (t).

Esta modulacao é chamada de 2-PSK, pois o sinal transmitido é um pulso de onda senoidal cuja fase
é g ou —~.

A Figura 1.3 ilustra a modulac@o da palavra-cédigo (v;) = (1101000) .

ATV
o NIRRT

«—>
T

F1GURA 1.3: Modula¢do 2-PSK da palavra-cédigo 1101000.

A forma de ruido que ocorre num canal de transmissdo é decisiva na escolha dos esquemas de mo-
dulagao e de codificagao que devem, entre outras coisas, ser o mais imune possivel a forma predominante
de ruido existente no canal. Neste sentido, em alguns sistemas de comunicagoes, procura-se tratar a etapa
de codificagao de canal e modulacao como uma unica operagao. Esse tipo de tratamento em sistemas de
comunicagoes prosperou com os trabalhos de Ungerboeck [58] em 1982.

1.6 Canais e Ruidos

Iniciaremos com a apresentacao de alguns dos canais de transmissao mais comuns:

- Canal Telefonico: pode ser composto por linhas telefénicas convencionais, cabos coaxiais, fibras
Opticas, microondas e satélites. E um bom meio de transmissio de dados a longa distancia, devido a
grande rede global desenvolvida nas ultimas décadas. No caso de linhas telefonicas convencionais, estas
possuem faixa de freqiiéncia entre 300 e 3.400 hertz e taxa de transmissao em torno de 56 kbits/seqgundo.

- Cabos Coaziais: sdo constituidos por dois condutores concéntricos separados por material isolante.
E necesséria a instalagao de retransmissores de sinais em intervalos de distancia pré-determinados devido
a um desvanecimento do sinal. Possuem ampla faixa de transmissao, interferéncia praticamente nula e
taxa de transmissao de até 274 Mbits/sequndo (retransmissores a 1 km de espagamento).

- Fibras Oticas: sao constituidas, basicamente, por um condutor cilindrico de vidro ou plastico com
indice de refracdo muito alto no qual um sinal luminoso pode “viajar” dentro deste. Também é necessaria
a instalacao de retransmissores em intervalos de distancia pré-fixados. Possuem as mesmas caracteristicas
dos cabos coaxiais.

- Microondas: o sucesso deste canal depende da localizagao das antenas transmissora e receptora.
Estas devem estar em locais altos e entre elas nao pode haver grandes obstaculos naturais. Em contra-
partida, este canal possui taxa de transmissdo que pode chegar a 30 Gbits/segundo; porém, estd mais
suscetivel a interferéncias.

- Canal de Satélite: Basicamente, é um canal de microondas. O satélite geoestaciondrio funciona como
um retransmissor de sinais de microondas entre duas antenas. A vantagem deste sistema € a eliminacao
dos obstaculos naturais e a baixa interferéncia na transmissao.

Um dos ruidos mais comuns que ocorrem em transmissao de informacao é o chamado ruido gaus-
siano branco aditivo (AWGN: additive white gaussian noise)”, ou seja, se o sinal transmitido é s (t), o

7"Gaussian: a varidvel aleatéria que descreve o ruido em um canal de transmisséo é gaussiana.

White: a densidade espectral de poténcia (funcao da varidncia) ndo depende da freqiiéncia que estd sendo utilizada para
transmitir os sinais.

Additive: o ruido (que também é um sinal) é adicionado ao sinal transmitido resultando no sinal recebido.
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sinal recebido no demodulador é s (t)+n (t) , sendo n (t) uma amostra de processo gaussiano com variancia
o2. E tarefa do demodulador e do decodificador de canal tentar reconstituir a mensagem transmitida.

Se a sequiéncia na saida do demodulador nao depende das seqiiéncias anteriores, dizemos que o conjunto
modulador/canal/demodulador é sem memdria ou, resumidamente, canal discreto sem memdria
(DMC: discrete memoryless channel). Um canal DMC é completamente caracterizado pela sua matriz
de transicao [p (yjlz:)] = [p(l1)], 0 < ¢ <m—1,0 < j < ¢g—1, sendo z; simbolo da entrada do
modulador, y; simbolo da saida do demodulador e p(j|i) a probabilidade de se receber y; dado que z;
foi enviado.

A Figura 1.4 ilustra dois esquemas representativos para canais DMC’s. No primeiro caso, m = q = 2,
p=p(1]0) = p(0|]1) e 1 —p = p(0|0) = p(1|]1); o canal recebe o nome de canal simétrico bindrio
(BSC: Binary Symmetric Channel).

0 p(O\%o
1p (o)1)
0 S 0 p<1|0>\
1
’ P11
: ) PE1D_Cp(g-110)

FiGURA 1.4: Esquemas de canais discretos sem memdria.

As probabilidades de transigao podem ser calculadas conhecendo-se os sinais que serao utilizados, a
distribuigao de probabilidade do ruido e os niveis de quantizacao na saida do demodulador.

De um modo geral, podemos classificar demoduladores em dois tipos distintos quanto ao uso de cédigos
g-arios:

- Quando o numero de niveis de quantizacao na saida do demodulador é ¢q. Neste caso, tanto a
entrada como a saida do decodificador sao g-drias. Dizemos, neste caso, que o demodulador faz decisoes
abruptas (hard decisions).

- Quando o numero de niveis de quantizagdao na saida do demodulador é superior a q. Neste caso,
a entrada do decodificador é maior que ¢ e a saida do decodificador é ¢q. Dizemos, neste caso, que o
demodulador faz decisées suaves (soft decisions).

A Figura 1.4 ilustra os dois tipos de canais que empregam os demoduladores descritos (¢ = 2).

Quando a saida do demodulador depende das saidas anteriores e nao somente do sinal recebido,
dizemos que o canal tem memoria. A esquematizacao de um canal com memoria, de modo genérico, é um
tanto quanto complicada; sendo assim, é comum tratar cada caso de canal com meméria isoladamente.

Dois parametros importantes em qualquer sistema de comunicagoes digital sao: a taxa de transmissao
e a largura de faixa (bandwidth) do canal. Discorramos brevemente sobre estes parametros:

Se transmitimos um simbolo codificado a cada T segundos, a taxa de transmissao é definida por %
Se a taxa do cdédigo é R = %, a taxa de transmissao serd % digitos/seqgundo. Se estamos num canal
ruidoso, para minimizar o efeito dos disturbios, devemos ter uma faixa de freqiiéncia b em torno de %
hertz, ou seja, % = 2b. Logo, % = 2Rb. Desta forma, em um sistema de comunicagoes, se desejarmos

uma taxa de transmissao maior, devemos aumentar a faixa de freqiiéncia do canal.
Decodificagao por Maxima Verossimilhanca

Um diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes tal que o ruido é o AWGN é mostrado na
Figura 1.5.
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Codificador () Codificador (i) > Modulador s®
de Fonte de Canal : ¢ ;
Ruido n(t) —» | Canal AWGN

DMC'; (1) ¢
Demodulador
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Decodificador (i) Decodificador () Quan 2<l b
< D <o Detector|::
de Fonte de Canal g ncjjeis clector

FiGURA 1.5: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes em um canal AWGN.

O que se deseja numa transmissao é (u;) = (u;), ou, equivalentemente, (v;) = (v;), sendo (7;) a
estimativa que o decodificador faz de (r;). Portanto, dado (r;), numa decodificagdo devemos minimizar
a probabilidade condicional de erro do decodificador, definida por

Pe(rj) = P([(05) # (v3)] [ (7)) -

Num canal DMC, isto é equivalente a maximizar
P ((rj) [ (v;) = ITP (rivi) s (rj) = (r1,imn) 5 () = (V1,05 0n) -

Um decodificador que escolhe (%;) com vistas a maximizar P ((r;) | (v;)) acima é chamado de deco-
dificador de mdxrima verossimilhanca (MLD: mazimum likelihood decoding).

Um resultado importante em canais AWGN é o Teorema de Capacidade de Canal AWGN, devido a
Shannon que afirma ser possivel transmitir informagdo, de modo confidvel, a uma taxa de transmissao
R < C: capacidade de canal. Eis o enunciado:

Teorema 1.4 (Teorema da Capacidade de Canal AWGN ou 32. Teorema de Shannon) Se o ruido

em um canal de transmissio € o AWGN com densidade espectral de poténcia 70 (i.e. 0% = Nob), entdo

a capacidade de canal C com faiza de freqiéncia limitada a b hertz para uma dada poténcia de sinal P
watts € dada por
P
C=blogy |1+ —=| bits/sequndo.
Nob
Este teorema e o Teorema de Codificagdo de Canal indicam que, dados P: poténcia média do sinal e b:
faixa do canal, é possivel transmitir a uma taxa menor que C' com probabilidade de erro P, arbitrariamente
pequena a depender do esquema de codificagao/decodificagido do canal.
O codigo que viabiliza atingir a probabilidade de erro tao pequena quanto se deseja é tal que o
decodificador seja de maxima verrossimilhanca. Em particular, existem cédigos de bloco de comprimento

n tal que
Pe S 2—7’LEb(R)

e existem cédigos convolucionais com memoria m tal que
Pe S 27(m+1)nEC(R)
— 9 na E.(R)
sendo ng = n(m+1); E, (R) e E.(R) funces positivas de R para R < C' que sdo completamente
determinadas pelas caracteristicas do canal.

Convém relembrar que o Teorema de Codificagao de Canal de Shannon afirma a existéncia de codigos
com as caracteristicas acima, porém nao fornece subsidios para construi-los.
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Tipos de Erros

Em um canal sem memdria, ha independéncia dos simbolos transmitidos, ou seja, o ruido afeta cada
simbolo transmitido independentemente. Como exemplos de canais deste tipo, podemos citar canais de
satélite.

Como o erro pode ocorrer aleatoriamente numa seqiiéncia transmitida, estes canais sao também chama-
dos de canais de erro aleatorio e o codigo utilizado para correcao de erros desse tipo é chamado de
codigo corretor de erro aleatorio. Este é o 1°. tipo de codigo.

O 2°. tipo de cédigo é o cddigo corretor de erro tipo surto (burst), empregado em canais com
memoria, ou seja, canais que sao caracterizados por dependéncia entre os simbolos transmitidos. Estes
canais também sao chamados de canais de erro tipo surto e sao esquematizados, como, por exemplo, na
Figura 1.6.

ql << C]2
I-q, @ @ -4
0 P 0 P2 g
P Py
pl Estado bom: S, Estado ruim: S,
1 Py
1 1 1 1
1-p, 1-p, DI <<D,

FIGURA 1.6: Exemplo de esquemas para canais de erro tipo surto.

Este canal possui 2 estados (estdgios): um “estado bom” com probabilidade de erro p; =~ 0 e um
“estado ruim” com probabilidade de erro po =~ 0,5. Quando ocorre um surto, o canal passa a operar no
estado ruim. Como exemplo, podemos citar interferéncias (linhas cruzadas) em linhas telefonicas.

Estratégias de Controle de Erro

Quando a transmissao de simbolos é feita em uma diregao (transmissor — receptor, mas nao receptor
— transmissor), cédigos corretores sao utilizados para que os erros sejam automaticamente corrigidos
no receptor. E o sistema FEC (Forward Error Correction). Por exemplo, os cédigos corretores para
recepgao de informagao gravada em fita cassete sao do tipo FEC.

Quando a transmissdo de simbolos é feita em duas diregoes (transmissor « receptor), utilizam-se
cédigos detetores que se valem do sistema ARQ (Automatic Repeat Request), ou seja, quando erros sao
detetados na recepcao, é requisitado (aqui entra receptor — transmissor) um reenvio da mensagem até
que a recepgao esteja correta. Como exemplo de transmissoes em duas vias, podemos citar os canais
telefonicos.

Existem dois tipos de sistemas ARQ: continuo e “para e espera”’. Os ARQ’s continuos sdo mais efi-
cientes que os “para e espera’, porém seu custo de implementagao é maior. Canais de satélite constituem
exemplos que podem utilizar cédigos detetores com o sistema ARQ) continuo.

1.7 Representacao Geométrica de Sinais e Dimensao

Palavras-cédigo e sinais podem ser representados por meio de esquemas compostos por pontos e vértices
de grafos em espacos de curvatura constante. Ao conjunto de tais pontos chamamos indistintamente
de constelagao de sinais. Um exemplo trivial sao os codigos de bloco para canais: supondo os
parametros (n, k), toda palavra-cédigo (v;) = (v1,...,v,) é um vetor em R™. Naturalmente, em estudos
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sobre codificagao, nem sempre esta representacao no espago euclidiano n-dimensional continuo com a
métrica usual é adequada, uma vez que este esquema nem sempre representa com perfeicdo uma das
métricas discretas possiveis sobre o cédigo.

Doravante, concentraremos a atuacao no desenvolvimento de representagoes geométricas dos principais
esquemas de modulagao de sinais mencionados anteriormente.

M-PAM: Pulse Amplitude Modulation ou M-ASK: Amplitude Shift-Keying

Este esquema de modulagao é linear e composto por M sinais que possuem representacao na reta real
R. Sua representacao em termos de sinais é dada por

. dmin
5j(t) = (2 = 1= M) ==0(t)
sendo que:
(i) 0 <t <T; (T é o tempo de duracdo do sinal)
(ii) j = 1,.., M;
(#4) dmin € um real positivo;
1

w t) é um sinal portador. Em geral, toma-se ¢ (t) = —.
() ¢ (t) p g e (t) 77

Desta forma, ¢ (t) pode ser pensado como uma “base” para representar os sinais em R. Assim,

. dmin
Sj:(ijlfM) B)

55 (t)

sendo, portanto, dpyi, a distancia euclidiana minima entre os sinais. A Figura 1.7 ilustra o 4-PAM e o
5-PAM com dyi, = 2 em R.

B3 -1 1 3
4-PAM —e—e—e—e—> R

-4 -2 0 2 4
5-PAM —e ® ® ® —>» R
Sl S2 S3 S4 S5

F1GURA 1.7: Representacdo geométrica do esquema de modula¢do 4-PAM e 5-PAM.

M-PSK: Phase Shift-Keying

Este esquema, amplamente utilizado, é composto por M sinais representados por

s; (t) = \/?cos <27cht + QMW (- 1))
= <\/Ecos <2M7r (- 1))> (\/zcos%rfct) - <\/Esen <2M” (G — 1)>> (ﬁsen%'fct)

sendo que:
(1)) 0 <t <T; (T é o tempo de duragao do sinal)
(ii) j = 1,..., M;

1
(i) f. é um miltiplo inteiro de T
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d12nin

4sen? I7’
Pelo modo como foram definidos os sinais, percebemos que o nome dado a esse esquema (PSK)

faz sentido: o que diferencia um sinal do outro é justamente a fase; portanto, um modulador do tipo

PSK deve fazer mudangas de fase a cada T segundos em um sinal portador (carrier) de freqiiéncia f. e

(iv) E é a energia do sinal: E = sendo dp,in um real positivo.

[2F
amplitude T Na secgao sobre modulagao, por meio da Figura 1.3, ilustramos essa mudanca de fase

via um exemplo utilizando o 2-PSK.
Percebemos que as fungoes

2
o1 (t) =4/ Tcos?wfct
(t)—\/z 2m fot
o (t) = Tsen 7 f,

podem ser tomadas como uma “base” para o sinal s; (t), ou seja,
21 . 2w,
s (t) = VEcos (= (j—1)) ) o1 (t) = (VEsen | =— (j —1)) | @2 (£).
M M
Podemos representar esses sinais geometricamente em R%. Um sinal s; = s, (¢) do tipo PSK terd por

coordenadas . <\/Ecos (QMW (- 1)> ,—VEsen (?\Z (j— 1)>>

e, portanto, estd sobre um circulo de raio VE. O valor dpin, introduzido no item (iv) acima, é a distancia
euclidiana minina entre os sinais. A Figura 1.8 ilustra uma constelacdo do tipo 8-PSK em R2.

FI1GURA 1.8: Representacdo geométrica do esquema de modulacdo 8-PSK.

m?-QAM: Quadrature Amplitude Modulation

Este esquema de modulag@o possui diversas maneiras de representacdo. Consideraremos o caso mais
empregado na pratica, cujo esquema consiste de m? pontos que podem ser representados por uma cons-
telagao quadrada de m x m pontos.

O sinal, neste caso, é dado por

i A
sij () = —=—=a; cos 2 fot + ——b; sen 27 f.t

V2T V2T
sendo que:
(i) 0 <t <T; (T é o tempo de duracdo do sinal)
(ii) i,j =1,...,m;
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1
(i) f. é um miltiplo inteiro de T
(1v) dpmin é um real positivo;
v) os elementos (a;,b;) compoem a matriz m x m dada por
Jement b; 5 tri dad

(-m+1,m-1) (-m+3m-1) -+ (m—1m—1)
(-m+1,m-3) (-m+3m-3) -~ (m—1,m—23)

: : : : (1.1)
(—m—i—l,'—m—&—l) (—m+3,.—m—|—1) (m—1,-m+1)

Ji

Logo,

o1 (t) = \/3 cos 2 fet (1.2)
o (t) = \/zsen 27 fot

formam uma “base” para o sinal s;; (t), ou seja,

dmin

2

dmin
aipr (t) + bjpz ().

sij () = 5

A representagao geométrica é, portanto, bidimensional e os sinais s;; = s;; (t) possuem coordenadas

dmin dmin
Sij:( 5 5 bj>

sendo dp,;y a distancia euclidiana minima entre os sinais. A Figura 1.9 ilustra um exemplo de representacao
do 16-QAM com dpyin = 2 em R2.
A R?

° [ 3 e (]

S11 $21 $31 S41

[ ] [ ] [ ] [ ]

S12 S22 $32 S42

—-3 -1 1 3—>»

° e _]1 o .
16-04M $13 $23 $33 S43

. e -3 o .

Si4 Soa | S34 S44

FI1GURA 1.9: Representagdo geométrica do esquema de modula¢do 16-QAM.

Representacao da estrutura aditiva do ruido de canal AWGN

Os sinais em um esquema de modulagao sao fisicamente a entrada do canal. Conforme mencionado,
devido as interferéncias que podem ocorrer durante o processo de transmissao, o sinal recebido no de-
modulador pode nao ser exatamente o enviado. Neste ponto, entra a analise do tipo de canal utilizado e
a natureza do ruido que pode ser bastante variada, dependendo do sistema de comunicagao. Suponhamos
que os sinais em uma constelagao sejam equiprovaveis, ou seja, todos os sinais tém a mesma probabilidade
de serem escolhidos para a transmissdo e que o ruido n (t) seja do tipo AWGN. Devido ao comporta-
mento aditivo do ruido, quando o sinal s; = s; (t) é transmitido, o sinal recebido no intervalo de tempo
0 <t<T édado por

r(t) =s;(t) +n(t)
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sendo n (t) uma amostra de um processo aleatério gaussiano estacionario com média 0 e variancia o2. Se
o sinal r (t) estiver na regido de decis@o (regido de Voronoi) do sinal s; (t), a decisdo no demodulador sera
pelo sinal s; (t), ndo acarretando erro de transmissdo. A Figura 1.10 ilustra um possivel sinal recebido r
(que estd na regiao de Voronoi Vg de sg) em um 8-PSK quando o sinal sg é enviado.

Vs

FIGURA 1.10: Representacdo geométrica do ruido n(t) AWGN sobre o sinal sg (t) em um 8-PSK.

Dimensao e comparacao de desempenho entre constelagoes de diferentes dimensoes.

A dimensao do espaco na qual uma constelacdo de sinais estd inserida afeta, de modo direto, as
propriedades geométricas da constelagao, o que pode refletir diretamente no desempenho do sistema de
comunicagoes, como, por exemplo, a probabilidade de erro. Discorramos um pouco sobre a questao da
dimensao no quesito comparagao de desempenho entre constelacoes. A taxa que serd definida a seguir
(veja [51], Subsecao 5.2.10, pp. 282-284) leva em conta a quantidade de informagao por dimensao numa
transmissao e nao considera a distancia minima entre sinais da constelacao, o que a torna um tanto
deficiente para comparagoes mais criteriosas. Outros parametros de comparacao de constelacoes de sinais
envolvendo dimensdo podem ser encontradas em [9], Segdo 5.6 (pp. 242-249).

Suponhamos que seja possivel uma seqiiéncia de informacao composta por k digitos g-arios em T'
segundos a uma taxa de R digitos por segundo. Logo, para transmitir um digito, gastamos o tempo de

1
= (segundos por digito). Para enviar os k digitos de informagéao, gastamos kﬁ = T segundos, ou seja,

temos a relagao
k= RT.

A quantidade possivel de seqiiéncias g-drias de comprimento k é dada por ¢*. Chamemos esta quan-
tidade de M.
Temos, portanto, a relagao
M = " = ¢FT.

Logo,
1
log, M = log, ¢"" = RT = log, M = R = T log,, M.

Quando as M palavras sao equiprovaveis, a taxa R = %1ogq M digitos/segundo é chamada de taza
de informacao.

Essas mensagens podem ser representadas geometricamente por meio de uma constelagao de sinais
imersa em um espago euclidiano n-dimensional. Mais ainda: estes digitos podem ou nao ser distribuidos,
ocupando posicoes associadas as dimensoes do espago. Por exemplo, se tomarmos M = 4 mensagens
bindrias com comprimento k = 2: 00;01;10;11; estas mensagens podem estar dispostas num espago

unidimensional:
[} [} [} [}

00 01 10 11
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e, deste modo, os dois digitos da mensagem estao relacionados com a dimensao 1 do espago. Mas, estas
mensagens também podem estar dispostas em um espacgo bidimensional:

01 e o 11

00 e e 10

e, deste modo, cada digito da mensagem esta relacionado com uma dimensao do espaco.

Escolhida uma representagao geométrica, durante a transmissao definimos a quantidade d de di-
mensodes disponiveis por segundo. Durante uma transmissdo eficiente de uma mensagem (7' segundos),
todas as n dimensoes sao usadas. Logo, nesta transmissao, devemos ter a relagao

dim

Logo,
d= % (dim/s).

A partir desta consideragao, podemos definir a taxa R,, de transmissao de digitos por dimensao

1
_E_TIquM_llo M(dl’g/s_dig)
o d n T %8 dim/s  dim”’

T

Ry,

Portanto,
1
R, = —log, M.
n

Esta taxa € ttil para efeitos comparativos. Dois sistemas de comunicacoes comparaveis devem possuir,
entre outras coisas, a mesma taxa de digitos por dimensdo. Assim, por exemplo, 25 pontos no R*
associados a mensagens binarias possuem

1

R4:4

1
log, 25 = 3 log, 5
digitos por dimensdo, enquanto 25 pontos no R? possuem
1
Ry = 5 log, 25 = log, 5

digitos por dimensao.

Esta taxa pode também ser vista como taxa de informagao por dimensao. Vemos, portanto, que no
exemplo acima, existe mais informacdo por dimensao no sistema de comunicacbes em 2 dimensoes que
no sistema de comunicagoes em 4 dimensoes.

1.8 Constelacoes de Sinais, Superficies Quocientes e Espacos
Hiperbdlicos

1.8.1 Cébdigos de Grupo e Cdodigos Geometricamente Uniformes

Conforme esbogado na secao anterior, podemos representar codigos e esquemas de modulagao por meio
de uma constelagao de sinais no espaco euclidiano. Na realidade, varios codigos podem ser representados
dessa forma.

Pretendemos chamar a atencao para o estudo de constelagoes de sinais em superficies compactas
inspirados por dois artigos muito importantes na Teoria da Informacao e Codificagao: o de David Slepian,
publicado em 1968 [54] e o de David Forney, publicado em 1991 [32].
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Slepian introduziu o conceito de Cddigos de Grupo para canais perturbados por ruidos do tipo
AWGN. Neste trabalho, estudam-se constelacoes de sinais em S™ obtidas pela érbita de um ponto p € S™,

por meio de um grupo ortogonal G C O (n) de matrizes®.
59

Propriedades de simetria das constelagoes do tipo cédigo de grupo, como:

(i) homogeneidade de suas regides de Voronoi’ que garante o mesmo nimero de vizinhos para cada
ponto e mesma probabilidade de erro em canal AWGN;

(#1) maior distdncia minima (dmi,) possivel entre pontos,
sao vitais para um bom desempenho do cédigo. Alids, as propriedades de tais constelacoes de sinais
foram, e sao, fontes de varios estudos que passaremos a apresentar. Este trabalho pioneiro teve diversos
progressos, como, por exemplo, [55], publicado por Slepian, em 1971, que estende o estudo sobre distancia
minima em cédigos de grupo, iniciado anteriormente por ele préprio. Em 1972, Biglieri e Elia [12] avangam
parcialmente sobre a questao da existéncia de codigos de grupo para M e n fixados, questao que, em
1977, é praticamente liquidada com o trabalho de Downey e Karlof [28]. Em 1976, Biglieri ¢ Elia [13]
fazem um estudo sobre c6digos de grupo ciclicos (G C O (n) é ciclico), ressaltando a importancia da

59

ciclicidade de G em processos de geragao de constelagoes por meio de programagao linear. Em 1991, o
conceito de constelagoes de sinais associadas (casadas) a grupos é estendida por Loeliger [47] e, neste
mesmo ano, surge mais um trabalho pioneiro na area de representacoes geométricas de cédigos por meio
de constelagoes de sinais. Trata-se do segundo trabalho que comentamos acima, de Forney, que apresenta
o conceito de cddigos geometricamente uniformes definidos para conjunto de sinais de R™. Os trabalhos
[25] e [24] foram desenvolvidos a partir da extensdo deste conceito a espagos métricos mais gerais como
colocamos a seguir.

Definicao 1.2 Sejam (M, d) um espago métrico, C uma constelagao de sinais (pontos) em M e S o grupo
de simetrias de C em M. Dizemos que C é um cdédigo (ou constelagio) geometricamente uniforme
se S age transitivamente em C, ou seja, se dados quaisquer dois pontos p e ¢ em C, existe uma isometria

w em S tal que ¢ (p) = q.

Uma conseqiiéncia imediata de tal definicao é que as regioes de Voronoi dos pontos de C sao todas
congruentes em M.

Nossa énfase serd o estudo das propriedades simétricas das constelagoes de sinais utilizadas em Teoria
da Informacao e Codificacao, uma vez que todo sistema digital de comunicagoes eficiente possui cddigos
com boas propriedades de simetria, como regioes de Voronoi congruentes e méaxima distancia minima
possivel.

Finalizando as citagoes nessa linha, temos recentemente o trabalho de Biglieri, Karlof e Viterbo [14]
que estabelece, sob certas restrigoes, uma equivaléncia entre codigos de grupo e cddigos de permutacgao,
que sao codigos que podem ser associados a grupos de permutagao.

1.8.2 Por que Superficies Quocientes com Curvatura Constante?

O interesse em estudar constelagbes de sinais em superficies quocientes surge com a possibilidade de
representacao e estudo de tais constelagoes em um espago métrico bidimensional de curvatura constante.
Eis a definicao de superficie quociente:

Definicao 1.3 Sejam (M, dy) espago métrico bidimensional de curvatura constante e G um grupo topold-
gico discreto de isometrias de M. Consideremos a sequinte relacdo de equivaléncia ~ sobre os pontos de
M:

p~q<Jp G tal que p(p) =¢q

8Uma constelagio de pontos com cardinalidade M obtida pela érbita de p € S por G C O (n) é um cddigo de grupo e
sg

é indicado por {M,n} ou [M,n].
9Seja p pertencente ao espago métrico (M, d) e G um grupo de isometrias agindo em M. A regido de Voronoi de p é o
conjunto V, tal que:
Vp={reM:d(r,p) <d(r,q),Yq € Gp}.

No capitulo 3, apresentamos a defini¢ao de regidao de Voronoi formalmente.
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e denotemos a classe de equivaléncia de p € M pela relagdo ~ por [p]. Ao conjunto

={[p] : p € M}

Q=

denotamos superficie quociente M por G.

A distancia dy; de M induz uma distancia d u 10 quociente:

dy ([p], [g]) = min{dw (p.q) : p € [p] e q € [q]}

M -
ou seja, o quociente é um espago métrico: <G’ dné) ; e é este fato que permite o estudo de constelagoes

quocientes em M, comentado acima.
Podemos, ainda, pensar em uma constelagao de sinais sobre uma superficie quociente (compacta ou
nao) como sendo gerada por um grupo I' tal que G C T'; sendo assim, um sinal da constelacdo é visto
59

r
como uma classe de equivaléncia, ou seja, como um elemento (classe lateral) de rek Este procedimento

possui diversas vantagens. Listemos algumas delas:

(i) uma constelacdo, apesar de estar topologicamente em uma superficie, possui uma representagao
ou visualizagdo sobre uma regiao fundamental de G (no espaco de curvatura constante original), o que
possibilita lidar com “ferramentas convencionais” para estudar constelagoes de sinais em ambientes mais
complicados.

(ii) é possivel acrescentar propriedades algébricas e geométricas, como ciclicidade e homogeneidade,
a constelagoes que, em seu ambiente natural, nao as possuem. Por exemplo, constelacoes do tipo QAM
podem ser alocadas sobre a superficie de um toro plano e adquirir ciclicidade como no caso de constelagoes
PSK, proposto em [24].

(iii) é possivel mergulhar isometricamente!” superficies quocientes de curvatura constante em espagos
euclidianos ou hiperbdlicos. Esse procedimento permite a geragao de constelacgoes de sinais nesses espagos
com todas as propriedades métricas atreladas a sua representacao em uma regiao fundamental de G.

Temos estudado particularmente constelagoes de sinais sobre o toro plano (homogéneo): [1], [23],
[24] e [25]. Também [37] e [34] apontam outras propriedades advindas da alocagao de sinais sobre um
toro topoldgico, aqui considerado como superficie tridimensional. Destaque especial para o mergulho
isométrico do toro plano em S?* C R*, o que permite a obtencdo de cédigos de grupo ciclicos (que sao
chamados de Slepian-type groups nos trabalhos citados) com cardinalidade p? + ¢, p e ¢ primos entre si.

1.8.3 Por que o Espaco Hiperbdlico?

O trabalho com constelagoes de sinais em espacos hiperbdlicos estd se mostrando um grande desafio
perante a diversidade de constelagoes interessantes sob o ponto de vista de Teoria da Informacao e
Codificagao. Um dos principais motivos para seu estudo reside no fato de que todas as superficies
compactas de género g > 2 diferencidveis, os g-toros, admitem uma métrica hiperbélica (homogénea com
curvatura constante negativa), ou seja, podem ser obtidas como quociente do plano hiperbélico H? por
algum grupo discreto de isometrias préprias: os grupos fuchsianos. Além disso, assim como no caso do
toro, é possfvel (mas nao trivial) o mergulho isométrico de qualquer g-toro em S8; [16] e [17]. Aqui, é

importante lembrar o resultado de Nash [50] que afirma a existéncia de mergulho isométrico C*° para
. . . . . . - n@n+11) -
qualquer variedade riemanianna diferenciavel compacta de dimensaon em R~ 2 e para nao-compacta
n(n+1)(3n+11)
2 .

em

Essa diversidade de constelagoes permite, por exemplo, a alocagao de sinais que estao sobre os vértices
de um grafo sobre um g-toro tal que exista uma tinica curva geodésica, composta por arestas deste grafo,
que contenha todos os sinais da constelacdo. Estas curvas sdo os “nds” sobre os g-toros. Ademais, é
possivel colocar constelagoes com cardinalidade poténcia de dois com esta propriedade e ainda podendo
ser trabalhadas como “camadas” de PSK’s de diferentes energias (raios). Estas possibilidades, que

100 mergulho isométrico é uma aplicagio injetora que é homeomorfismo sobre sua imagem e que preserva distancias.
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apresentaremos com mais detalhes no Capitulo 4, advém do fato de H™ nao ser um espago vetorial
(compativel com sua métrica), conseqiiéncia essa devida ao fato do 5°. Postulado de Euclides nao ser
vélido nessa geometria.

Por outro lado, a infinidade de geodésicas por um ponto, paralelas a outra geodésica dada, traz
desvantagens para o uso pratico dessas constelagoes. A principal delas, sem duvida, é a dificuldade
em caracterizarmos o ruido que afeta um “canal hiperbélico”. Devido & auséncia da estrutura vetorial
compativel com a métrica, nao podemos falar aqui em ruidos gaussianos aditivos no sentido estrito do
caso euclidiano. Uma tarefa nao trivial é precisar as propriedades do ruido que afetariam, na pratica, um
sistema de comunicagoes utilizando constelagoes de sinais regidas & métrica hiperbdlica. O mais provavel
em termos praticos, é que a agdo do ruido sobre os sinais da constelagao com a métrica hiperbdlica
tenha, dentro de certas condigoes, comportamento similar ao AWGN. Inspirados por estes apontamentos,
realizamos o estudo da probabilidade de erro em constelacoes hiperbdlicas, “modelando” o ruido como
gaussiano, porém adaptado ao novo ambiente. Esse ruido, que chamamos simplesmente de gaussiano
hiperbaolico é estudado em detalhes no Capitulo 3 do presente trabalho, dando continuidade ao trabalho de
Brandani [19], que aborda aspectos deste problema em dimenséao 2. Neste capitulo, pudemos desenvolver,
inclusive, um estimador para a probabilidade de erro.

Quanto ao enfoque das aplicagoes da geometria hiperbdlica no campo pratico da Teoria da Informagao
e Codificagao, devemos ressaltar que, tanto constelacoes de sinais, quanto a probabilidade de erro, nao
sao assuntos totalmente alheios a teoria. Um exemplo importante é o fato de que as fungoes distribuicao
hiperbdlica de probabilidade de erro para dimensao maior ou igual a 2, que serd apresentada posterior-
mente, é uma extensao natural da funcao distribuicao hiperbdlica de dimensao 1 e esta, é exatamente a
distribuigao conhecida como log-normal amplamente utilizada para fins praticos em sistemas mdveis de
comunicagoes submetidos a canais com desvanecimento (fading channels), conforme podemos constatar
em [9], Capitulo 13 (pp. 686-724). Outra aplicacdo muito interessante dos modelos euclidianos planos
de Poincaré para a geometria hiperbdlica estd em linhas de transmissao, em que as conhecidas Cartas de
Smith sao representadas por determinados conjuntos de geodésicas esbocadas nos modelos supra-citados.
Podemos verificar essa interessante aplicagado em [40], Capitulo 2, Segbes 16 e 17 (pp. 104-112).
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Capitulo 2

Topicos Sobre Geometria
Hiperbdlica

Este capitulo tem por objetivo a apresentacao das principais definigbes e resultados da Geometria
Hiperbdlica, principalmente aqueles relacionados aos préximos capitulos. Nossa abordagem nao traz
demonstracoes. Estas podem ser encontradas nas referéncias citadas durante o seqiienciamento dos re-
sultados que ora apresentamos. No entanto, a exposicao estd mais detalhada se comparada a que foi
realizada no Capitulo 1 com relacao a Teoria da Informacao e Codificacao, uma vez que serao utiliza-
dos resultados muito especificos desta drea. Devido a este enfoque, a sucessao de conceitos e resultados
apresentados nao segue a abordagem tradicional, baseada no encadeamento das idéias envolvidas nas
demonstragoes.

Textos de geometria hiperbdlica que contém de forma complementar os tépicos aqui apresentados
s@o, por exemplo: [31]; [8]; [39]; [3]; [52] e [57]. Para um estudo detalhado da geometria hiperbdlica sob
o ponto de vista de variedade riemanniana de curvatura seccional constante, hé as referéncias[60]; [21],
Capitulos 0 a 4 e 8; e [33], Capitulos I a III.

2.1 Variedades Riemannianas

O assunto desta segdo pode ser aprofundado em [21], Capitulos 0 e 1 (pp. 1-47) e [33], paginas 52 a 68.
O estudo de geometria hiperbdlica e superficies compactas feito adiante se baseia nos modelos eucli-
dianos de Poincaré para esta geometria. Estes modelos sao exemplos de variedades diferenciaveis, dai a
necessidade de um estudo mais detalhado deste conceito.
A busca por ferramentas que estenda os métodos do calculo diferencial a espacos mais gerais que R™
gerou a noc¢ao de variedade diferenciavel dada a seguir.

Definicao 2.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um conjunto M munido de uma familia
de aplicagoes injetoras oo @ Ay C R™ — M, sendo « pertencente a um conjunto de indices e A, abertos
de R™ satisfazendo:

(i) U 0a (Aa) = M.

(ii) Para todo par o e 3 com 04 (Aa)Nog (Ag) =V # @, 0s conjuntos a1 (V) e 051 (V) sdo abertos
em R™ e a aplica¢ao Uﬁ_l 00, € diferencidvel em ot (V).

(i1i) A familia {(Aa,0a)}, chamada de estrutura diferencidvel, é mazimal em rela¢io as condi¢oes
(i) e (ii) acima.

O par (A,,04) é chamado de sistema de coordenadas (ou parametrizagdo) de M nos pontos

p € 04 (Ay) - Vemos, assim, que os conjuntos o, (A, ) funcionam como vizinhangas de seus pontos, fazendo
com que M seja uma “colagem suavizada” destes conjuntos. Nocoes como diferenciabilidade e espagos
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tangentes a pontos p em M, indicados por T,M, podem ser definidas fazendo uso de seus “andlogos” no
R™ transportados para M via as aplicagoes o, ’s.

O préximo passo importante para se lidar de forma mais concreta com variedades diferencidveis é
tornéd-las um “espago métrico”, munindo-as de uma métrica riemanniana, definida a seguir.

Definicao 2.2 Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) numa variedade diferencidvel
M de dimensao n € uma aplicacao

. M {# (@)}
9 - (T,M) €M
p [ gp
sendo F ((TQM)2> conjunto das aplicagdes reais com dominio (TqM)2 e
gp: Tp,(M)xT, (M) — R
(2,9) — (z,y),

sendo (.,.), produto interno (forma bilinear simétrica positiva definida) em T), (M) que varia diferenci-
avelmente em M no seguinte sentido:
Se 04 1 Ay CR™ — M € sistema de coordenadas em torno de p € M com o, (a) =p e

0 def
=d(oy), (0,...,1,...,0
oy @) 2400, (0., 1,0.,0
pos. 1
entao
gij : A, CR" = TPM — R

(1, ) — <ai (p), aij (p)>p

€ diferencidvel.

A métrica riemanniana em M nao depende do sistema de coordenadas o, escolhido em torno de p.
Ao par (M, g) chamamos de variedade riemanniana.
Os dois exemplos abaixo ajudam a compreender o conceito de métrica riemanniana.

Exemplos

(i) Se
g: R — {.7: ((T‘IRQ)Q)}qu

(CL, b) — g(a,b)
com
9(ab) * T(a,b)R2 X T(a,b)R2 =R2xR? — R
((z1,91) s (22, 92)) — ((@1,91), (22,92)) (4p) = T172 + Y192

entao (RQ, g) é variedade riemanniana.

(ii) Se H? = {(z,y) e R? :y >0} ={2 € C:Imz > 0} e

g: HZ — {f((TqH2>2)}qu2
(a,b) — 9(ab)

com 9 5
g(a,b): T(a,b)H X T(a,b)H — R

((r90), @22) (1 00) s @2, 2)) 0y = 35 (2122 + 112)
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entdo (H?,g) ¢é variedade riemanniana. O
E usual representar a métrica riemanniana g pela matriz 9p = [9ij (p)]ij e, com isso,
Y1
n
(,y), = 2915 (p) wiy; = [ @1 o @ ] gp |
2,
’ Un
sendo = (1, ..., @n) € Yy = (Y1, o, Yn) -
No exemplo do R2, acima, temos

w=o 1]
')

(x,y), temos

e, no exemplo do HZ,
11
9p = b72 0
sendo p = (a,b) .
Em R2, se 7 = (r1,72) é um vetor em T,R? = R?, 5 =
r* = |(ry,m2) |
((r1,72) , (r1,72))0
2
>_9ij ()it
i.j

=1} 4713,

<
—

2

=

o que implica dr? = dr? + dr3 ou, equivalentemente,

ds = +/dx? + dy?

sendo ds, portanto, elemento de comprimento na métrica g,. E comum, por simplicidade, identificar ds
com a métrica riemanniana em R2.
Em H?, se r = (rq1,72) é um vetor em T,H? = R?, s = (z,y), temos

r* = |(r1,m2)|?
((r1,72), (r1,m2)) 0

i () rar;
i

yz (Tl + 7"2)

_dri+dr3
2

implicando dr? = ou, equivalentemente,

Vdz? + dy?
ds = ¥———.
Y
Terminamos esta segao com a nogao de isometria numa variedade riemanniana, dada pela definicao

abaixo.

Definicao 2.3 ¢ : M — My € uma isometria entre as variedades riemannianas My e Ms se ¢ é
diferencidvel, bijetora e

oy (1) iy () ) = (1:0), 4
sendo dy, : TyMy — T,(,)My aplicagao derivada de ¢ em p € My e u,v € T,M;.
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Particularmente, se M; = My = M, ¢ é isometria em M.
O resultado abaixo fornece a equivaléncia entre a definigdo de isometria apresentada acima e a definigao
“usual” de isometria, ou seja, aplicacao que preserva distancias.

Proposicao 2.1 ¢ : M; — My € isometria entre My e My se, e somente se,
dMl (.’K, y) = sz (QO (SU) P (y))
para quaisquer x,y € My, sendo dy;, e dy, métricas usuais' em My e M.

A demonstracdo desse resultado néo é trivial e envolve uma série de conceitos e resultados de Geome-
tria Diferencial. Ela pode ser conferida em [41] a partir da pagina 169.

2.2 Modelos Euclidianos para a Geometria Hiperbdlica

A variedade riemanniana (]HI2, ds) apresentada na secao acima é chamada de modelo euclidiano do semi-
plano superior de Lobatchevski para a geometria hiperbdlica plana ou, simplesmente, plano de Lo-
batchevski. Além do modelo do semiplano, ha também outro modelo, denominado modelo do disco
unitdrio de Poincaré. Ambos podem ser generalizados para dimensées quaisquer, conforme a defini¢ao
abaixo.

Definigao 2.4 Seja n > 2. As variedades

H" = {(z1,....,zn) : 7; € R, z, > 0}

B — {(xl,...,xn) cx1; € R, :17% + ... +xi < 1}

munidas com as métricas riemannianas

\/2—2
s dxy + ... + dz? (2.1)

L

o/dzT + ..+ da?
ds T T AT (2.2)

1 (22 ...+ 22)
respectivamente, sao chamadas de modelos euclidianos de Poincaré do semi-espaco superior e da
bola unitdria para a geometria hiperbdlica.
Os “bordos” dos modelos H™ e B"™, que sao os conjuntos
OH" = {(%1,...,xn) 1 x; € R, x, =0} U {00}
(00 é o ponto adicionado na compactificagdo de Alexandrov) e
OB" = {(21,....,zn) 1 2; ER, 2]+ ...+ 2] =1}

respectivamente, sdo definidos como sendo a fronteira ideal de H" e B"™. Utilizamos, quando conveniente,
a notacao

H" = H" U 9H"

B" =B" U JB"

para denotar a uniao do modelo e sua fronteira ideal. Um ponto na fronteira ideal de um modelo é dito
ponto ideal.

1Chamamos de métricas usuais as que sio definidas como na Definicdo 2.5 da Segdo 2.3 adiante.
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Veremos adiante a equivaléncia entre esses modelos que, alids, ndo sdo os unicos. A geometria
hiperbdlica é auto-consistente e, portanto, todo trabalho feito do ponto de vista tedrico independe da es-
colha do modelo. Eles podem ser pensados como visualizadores ou “janelas” para o ambiente hiperbdlico.

A geometria hiperbdlica pode ser estudada com enfoque riemanniano (a partir dos modelos definidos
acima), como também com enfoque axiomdtico, admitindo um dos casos da negagido do famoso 52.
Postulado de Fuclides, para a geometria euclidiana plana, que afirma: dada uma “reta” r e um ponto
p fora dela, existe apenas uma “reta” s paralela a r passando por p. Se admitirmos a pluralidade de
“retas” s paralelas a r passando por p, temos a geometria hiperbdlica. Se, ao contrario, admitirmos a
nao existéncia de uma “reta” s paralela a r passando por p, temos a geometria esférica.

Encerramos esta se¢cdo com um comentario sobre um conceito muito importante em variedades rieman-
nianas: a curvatura. A defini¢ao precisa e um estudo aprofundado de curvatura seccional em variedades
riemannianas pode ser conferida em [21], Capitulo 4 (pp. 88-109) ou [60], Capitulo 2 (pp. 45-96). No
entanto, para nossos propositos, basta a idéia intuitiva de que a curvatura é uma medida do quanto uma
variedade “deixa de ser euclidiana”. As variedades mais interessantes do ponto de vista préatico sao,
sem duvida, as que possuem curvatura constante, devido a sua homogeneidade em termos geométricos e
algébricos, possibilitando o trabalho explicito com geodésicas, isometrias e expressoes analiticas para a
métrica.

Os modelos de Poincaré, introduzidos acima, sdo exemplos de variedades com curvatura constante
negativa (—1). A esfera unitdria é outro exemplo de variedade com curvatura constante positiva (1) e,
obviamente, o plano euclidiano é também uma variedade de curvatura constante; neste caso, nula.

2.3 A Distancia Hiperbdlica

Nesta se¢ao, obteremos expressoes, a partir da métrica riemanniana, para a distancia entre dois pontos
nos modelos de Poincaré.
Sejam I = [a,b] CR e
vy: I — H"
to— (xl (t) y ooy Iy (t))

curva parametrizada diferenciavel por partes em H™. Definimos

HHL/V +'+x”3t
|| =

n (t)
como sendo o comprimento hiperbdlico de v em H™.

Observemos que o integrando provém da métrica riemanniana em H"™.
De modo anélogo, para J = [¢,d] CR e

6: J — B"

curva parametrizada diferencidvel por partes em B"™. Definimos

\/xl 02+ . 4 (1)
|w—/ S +%@ﬁﬁ

como sendo o comprimento hiperbdlico de § em B™.
Com efeito, é possivel definir a distancia hiperbdlica entre dois pontos de H™ ou B™ conforme abaixo.

Definicao 2.5 Sejam x,y € H". A distdncia hiperbdlica entre x ey € definida por

dyn (X, y) = inf {lv11}-
~v:I—H", C* por partes,
tal que y(a)=x e v(b)=y

De modo andlogo, define-se a distancia hiperbolica para x,y € B™.
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E facil demonstrar que as funcoes dy~ e dpn sao func¢oes distancia nos respectivos modelos, ou seja,
elas satisfazem os axiomas da definicdo usual de métrica.
Quanto a expressoes analiticas para as fungoes distancia, temos os resultados seguintes.

Teorema 2.1 Para x,y € H":
2

‘ x -yl
i) coshdyr (x,y) =1+ ———;
(i) mn (X, y) 220 Yn
x-yP\ | _x-yllx-5]
(ii) senh dyn (x,y) = <1+);-r_n;,n> _1:%;

1 _
) e g () = 32

‘ 1 x-y°  |x-7l
h *d n = ]. = ,
(i) cos (2 i (%, ”) T dongn 2y

1 x —yl

tanh | =dgn = :

(’Z}) an <2 H (Xay)) ‘X—y|7 -

x—yllx-¥| .

)

2$nyn + |X — y‘z

x -yl +Ix—yl
x -y —[x -yl

(vi) tanh dyr (x,y) =

(vii) | dgn (x,y) = In

Para x, y € B":
1 —
(viii) senh <2d[ﬂgn (x,y)) = x vl

)
(=) (1= vR) + -y -y
\/(1 - |x\2) (1 - \y|2) +lx—yf - x—yl |

1+ x|
1— x|’
1 —xy|+|x—yl
1 —xy| - [x -yl
ser corpo, fornecendo a estrutura multiplicativa)

et —e”t et et
Neste teorema, senht = ————  cosht = ———— e, se z = (21, .., Zn—1,2n) , Z = (21, ey Zn—1, —2n) -

(iz) | dgr (x,y) = In

Particularmente:

(z) paray = 0 temos dg» (x,0) = In

(xi) para n = 2 temos dgz (x,y) = In . (simplificag¢do possivel devido ao fato de C

As equivaléncias sao facilmente provadas, observando-se as relacoes
1 = cosh?t — senh?¢
t t
cosht = cosh? = + senh? =
2 2
t t
senht = 2senh — cosh —.
2 2

Alids, podemos obter virias expressoes envolvendo dg» (como no caso dgr ), valendo-se destas relagoes
trigonométricas. No entanto, para uso pratico, as expressoes importantes sao as destacadas no teorema
acima.

2.4 Geodésicas em H" e B"

A definigao precisa de geodésica em uma variedade riemanniana pode ser encontrada em [21], pdgina 61
) )
que a apresenta como sendo uma “curva cuja aceleracao é nula”’. Nao iremos apresentar esta definigao,



51

por entendermos ser desnecessaria a introdugao de todos os conceitos que ela exige. No entanto, uma
conseqiiéncia de tal definicao é que geodésicas podem ser vistas como curvas que minimizam distancias,
ou seja, sao as “retas” da variedade riemanniana. Doravante, iremos adotar esse conceito de geodésica
em nosso trabalho.

A partir das métricas riemannianas introduzidas nos modelos de Poincaré, é possivel deduzir quais sao
suas geodésicas. Iremos apresentd-las juntamente com algumas de suas principais propriedades. Antes,
porém, serd ttil introduzirmos duas transformagoes muito importantes em H" e B™.

Inversoes

Denotemos a compactificacao? de R™ por I@", ou seja,
R" = R" U {oo}.

O primeiro tipo importante de tais transformagoes sao inversoes em hiperesferas, cuja definicao
é a seguinte: seja S = S, (p) hiperesfera de raio r e centro p em R™. A inversao em S é dada por

ig : R — R™
00; Se X =P
X pP; se X = 00

o tinico ponto de px tal que |p —x||p —is (x)| = 7?; se x # p, 00

Sintetizamos alguns de seus resultados mais importantes na proposi¢do seguinte.

Proposigao 2.2 Seja S =S, (p) em R™. Temos:
- Se x # p,00; entdo ig possui a sequinte erpressao:
) X—p
is(x)=p+r2 2P
|X - p|

- Se II ¢ hiperplano em R™ e p € 11, entdo ig (II) =

- Se Il ¢ hiperplano em R™ e p ¢ 11, entdo ig (II) € theresfem contendo p.

- Se X € hiperesfera em R™ e p € &, entdo is (X) € hiperplano.

- Se ¥ € hiperesfera em R™ e p ¢ X, entao is (X) € hiperesfera.

- Se ¥ € hiperesfera ortogonal a S em R™, entdo ig (X) = 2.

A nogao de conformidade e preservagao de orientagao também é importante. Antes, porém, precisamos
da defini¢ao de angulo entre geodésicas de uma variedade riemanniana M, que conceituamos do seguinte
modo: o angulo entre duas geodésicas concorrentes em p € M é o angulo entre seus vetores tangentes
em T,M. Desta forma, se 71,72 : R — M, séo geodésicas parametrizadas com 71 (0) = 72 (0) = p, entéo

(71 (0), 74 (0))
175 )] 117 (0113

Uma aplicagao diferenciavel ¢ : R — R"™ que preserva angulos entre curvas continuamente dife-
rencidveis é dita conforme. Além disso, se det dpx > 0, Vx € R", dizemos que ¢ preserva orientac¢do e,
se det dypx < 0, Vx € R™, dizemos que ¢ reverte orientagao. _

Nao é dificil mostrar que toda inversdo em S, (p) é conforme e reverte orientacao em R™.

As inversoes em hiperesferas S ortogonais as fronteiras ideais dos modelos sao de especial interesse a
nossa abordagem pelo fato de manterem invariantes os modelos de Poincaré.

o coseno do angulo entre elas é dado por

Reflexoes

O segundo tipo importante de transformacoes nos modelos de Poincaré sao as chamadas reflexoes
em hiperplanos. Definimo-as do seguinte modo: consideremos 0 # p € R™, ¢ € R e o hiperplano
compactificado

P =P (p) U{oo},

2fin e B sdo espacos topoldgicos compactificados cuja topologia é a mesma de R™.



52

sendo P; (p) = {x € R™: (p,x) =t} subespaco afim de R™. Tomemos

ip: R* — R
00; S€ X = 00
X — o tnico ponto ip (x) tal que xip (x) é ortogonal a P e
intercepta P no ponto médio de xip (x); se x # 0o

Chamamos ip de reflexdo em P.
A proposicao abaixo sintetiza alguns resultados sobre reflexoes.

Proposigao 2.3 Seja P = P, (p) U {oo} hiperplano compactificado. Temos:
- 1, POSSuL a Sequinte expressao:

-1
ip(x)=x— 2%@ vx € R™.
p|
-x—y|l=lipx) —ip(y)|, Vx,y € R™. (ou seja, ip € uma isometria euclidiana)

- Se ¥ € uma hiperesfera em R™, entdo ip (X) é hiperesfera.
- Se ¥ é uma hiperesfera ortogonal a P, entdo ip (¥) = X.
-ip € conforme e reverte orientacao.

Como no caso das inversoes, as reflexdes por hiperplanos P ortogonais as fronteiras ideias dos modelos
sao de especial interesse devido ao fato de manterem invariantes os modelos de Poincaré.

A principal importancia das inversoes e reflextes para a geometria hiperbdlica é dada no resultado
abaixo.

Teorema 2.2 As inversoes em hiperesferas e reflexées em hiperplanos
compactificados ortogonais as fronteiras ideais dos modelos de Poincaré para a geometria hiperbdlica
sao isometrias quando restritas aos modelos.

E demonstravel que qualquer isometria nos modelos para geometria hiperbdlica pode ser obtida por
composicao de um nimero finito® de inversdes e/ou reflexdes. Mais adiante, faremos a classificacio das
isometrias para o caso bidimensional.

Quanto as geodésicas, temos o resultado abaixo.

Teorema 2.3 (i) As semiretas euclidianas de H" ortogonais a OH™ e os semicirculos euclidianos de H"
com centro em OH™ sao as geodésicas de (H™,ds) .

(i) Os diametros de B™ e arcos de circunferéncias euclidianas de B™ ortogonais a OB"™ sao as
geodésicas de (B™,ds).

Algumas propriedades decorrentes deste teorema:

- Por dois pontos distintos do modelo passa uma tinica geodésica.

- Duas geodésicas se interceptam no méaximo em um ponto do modelo.

- Inversoes por hiperesferas e reflexoes por hiperplanos compactificados ortogonais as fronteiras ideias
dos modelos levam geodésicas em geodésicas.

- Dadas duas geodésicas 1 e 2 quaisquer, existe uma aplicacdo ¢ que é composicao de inversoes e/ou
reflexdes do tipo do item anterior tal que ¢ (v1) = 2.

- Dada uma geodésica v e um ponto p do modelo fora dela, existe uma unica geodésica ortogonal a
~ contendo p.

Quanto a questao do 52. Postulado de Euclides, que nao estd satisfeito na geometria hiperbdlica,
adotamos, para uma geodésica v dada e um ponto p do modelo fora dela, a seguinte terminologia:

3No méximo trés.
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(i) as geodésicas que passam por p e “encontram” 7 apenas em um ponto ideal, denominamos de
geodésicas paralelas a . Notemos que, dada v, existem exatamente duas geodésicas satifazendo esta
condigao.

(ii) as geodésicas que passam por p e nao cruzam com 7, nem na fronteira ideal, denominamos de
geodésicas hiperparalelas a . Notemos que, dada ~y, existem infinitas geodésicas satifazendo esta
condigao.

As geodésicas que passam por p e cruzam 7y, denominamos geodésicas concorrentes a . Também
sao infinitas as geodésicas satifazendo esta condigao.

A Figura 2.1 ilustra exemplos dessas geodésicas para n = 2 nos modelos do semiplano e do disco.

H? H? H?
P p Y
Y m“/ U
paralelas hiperparalelas concorrentes
B’ B2 B2

N\ %

FIGURA 2.1: Posicdo relativa de geodésicas em H? e B2.

Com a nogao de geodésicas nos modelos, finalizamos esta secdo com uma expressao analitica in-
teressante para a distdncia hiperbdlica em H?. Para tanto, definimos a razdo cruzada dos pontos
X1, X2,X3,X4 € R” como sendo

\X1 - XQ\ |X3 - X4|
[X17X2;X33X4] -

%2 — X3 [x4 — 1]
A partir desta definigao, temos o resultado seguinte.

Proposicao 2.4 Sejam x,y € H?, x £y ey a geodésica unindo X a 'y com pontos ideais X* e y* tais
que x estd entre X* ey. FEntao,
g2 (x,y) = Infy, x"; %,y

2.5 Isometrias nos Modelos H" e B"

J& comentamos na Segdo 2.1 a definigdo riemanianna de isometria (Defini¢ao 2.3) e sua equivaléncia com
a nogao usual de isometria (Proposi¢ao 2.1). Denotamos o conjunto de isometrias de H" por Iso (H") e,
o conjunto de isometrias de B™ por Iso (B").

A uma aplicagdo obtida por um ndmero finito de composigoes de inversoes em hiperesferas e/ou
reflex6es em hiperplanos compactificados em ]Ii", chamamos de transformacao de Mobius de R™.

O conjunto de transformagoes de Mébius, munido da operagao de composicao, forma um grupo que
¢ denotado por GM (R™) e chamado de grupo geral de Moébius. Naturalmente, este grupo possui um
subgrupo de indice dois composto pelas aplicagoes que preservam orientacao, que é denotado por M (If@")
e chamado de grupo de Médbius. _ _

Como visto anteriormente, Iso (H™) e Iso (B") estao contidos em GM (R™) e, portanto, GM (R™) age
transitivamente sobre o conjunto das geodésicas dos modelos. _ _

Alguns resultados interessantes sobre transformagoes de Mobius ¢ : R® — R”™ sao os seguintes:

(i) ¢ é transformagao de Mobius se, e somente se, preserva razoes cruzadas.

(ii) Se  (0) =0 e ¢ (B™) = B", entdo ¢ (x) = Mx para alguma matriz ortogonal M.
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(i1i) Se ¢ (B™) = B", entdo ¢ (x) = Mig (x) para alguma matriz ortogonal M e alguma inversao ig
em hiperesfera ortogonal a OB™.

(iv) Se ¢ (00) = 00, entdo ¢ (x) = kMx + ¢ para alguma matriz ortogonal M, k >0 e c € R™

(v) Se ¢ (c0) # o0, entdao ¢ (x) = kMip (x) + ¢ para alguma matriz ortogonal M, k > 0, c € R" e
alguma reflexao em hiperplano compactificado ip.

2.5.1 Isometrias entre H" e B"

Nesta subsecao, trabalhamos o fato de os dois modelos de Poincaré para a geometria hiperbdlica serem
isométricos.

Consideremos:

(i) a inversao em S = S; (p), p € R"™!. Conforme j4 visto, para x # p:

isi ]ﬁn—’_l h— Hin—’_l .
X—PpP
X — p+72
Ix —p|

Para p = (0,...,0,1), ig|g» mapea a bola B™ no “hemisfério inferior” da hiperesfera S™.

us 1
(i1) a rotacao de angulo 3 no sentido anti-horario em torno do eixo {(ml, ey Tpp—1, 0, 2) 1x; € R}

dada pela expressao
Ri: R — R7+1
X —  Mix+ vy

sendo
Idnfl ‘ O(n—l)><2
M, = 0 cosm/2 —senw/2
(=1 | genm/2  cosm/2

n+1
11
272

ev, = (o, s 0 ) € R+,

1
(iii) a rotagdo de angulo g no sentido horario em torno do eixo { <x1, ey Tp—1, 0, 2) tx; € IR{} dada

pela expressao
Ro: RPFL — R 1
X —  Mox + vo

sendo
Id,,—1 ‘ O(n—1)><2
My = 0 cos—m/2 —sen—m/2
=1 | sen—71/2  cos—7/2 il
11
— _ - = n+1
e Vg 0,...,0, 2,2)€R .
Definamos
Ipogn : B CRML H"* ¢ R*+1 ,p=1(0,..,0,1) (2.3)
. . X —
x o is(Ra(is () =225 —p
Ix — p|
e
Tygngn : HP CR™H B C R+ . p=1(0,..,0,1). (2.4)
. . X+
X — s (Ra(is (x))) :271)2+p
Ix + p|

Nestas condigoes, Ignyn € uma isometria entre os modelos B e H" e Iynpn € sua inversa.
A Figura 2.2 ilustra a agdo de Igzppe.



55

X X

FIGURA 2.2: Acdo da isometria Ig2pz entre os modelos B? e H?2.

Observemos que, a partir de expressoes para a distancia em H", é possivel obter expressoes para a
distancia em B™ por meio de Ignm» € vice-versa?; o que ajuda a encontrar as expressdes esbocadas no
Teorema 2.1.

2.5.2 Isometrias em H? e B?
O Modelo H?

Uma associacdo importante envolvendo H? C C é a que passamos a descrever.
Consideremos o grupo

SLQ(R):{M:<(2 Z):a,b,c,deRedethl}.

Definimos
_ SLy(R)

- {+1d}

como sendo o grupo topoldgico especial linear projetivo e a transformacao

PSL, (R)

Ty: H? — C
az +b
T =
z = i (2) cz+d
sendo M = ( ZL 2 ) € SLy (R). Notemos que T (]1—]12) = H2.

Podemos ainda estender o dominio de T a I?]F, definindo
- Ty (00) = 00 se ¢ = 0;

() = eI = s

c
az+b
-Ty (z) =
m (2) cz+d
A importancia destas definigoes encontra-se no fato de que transformacoes Tj; sao isometrias que

preservam orientacao e, portanto, pertencem a Iso (H2) , ou seja, as Ths’s sao transformagoes de Mobius

nos demais pontos de OH?Z.

que pertencem especificamente ao grupo de Mobius M (@2) Com efeito, devido ao isomorfismo natural
é possivel demonstrar o resultado seguinte.

Proposigao 2.5 PSL, (R) € isomorfo ao grupo de Mébius M(R2).

ddgn (x,y) = dgn (Ignmn (x) , Ignan (¥)) -
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Definamos também o grupo
S*Ls (R)
PS*Ly (R) = ———=

sendo S*Ls (R) o grupo das matrizes 2x 2 com determinante £1. Com esta defini¢do, PS Ly (R) é subgrupo
de indice dois de PS*L (R) e temos o seguinte resultado que estende a proposicdo acima.

Proposigao 2.6 Iso (H?) ¢ isomorfo a PS* Ly (R)

Como conseqiiéncia, podemos pensar em PS* Ly (R) como sendo o grupo composto por transformagoes
de Mobius, ou seja,

az+b
cz+d’ L4

Iso (HQ) = <TM (z) = (z) = —z>, M € SLy (R).
Notemos que ¢ é uma reflexao pelo eixo imaginério no plano C.
O Modelo B?

De modo analogo ao caso acima, tomemos

SLQ((C):{M:<(2 b):a,b,c,dece dethl}

d
e
Ty: B2 — C .
az +b
T =
2z~ Tu(z) cz+d
O ponto divergente aqui é a imposicao da condi¢ao b = ¢ e d = @ para que tenhamos Ty (IB%Q) = B2.
Assim, considerando A = {M = < Z g ) ta,c€Ce detM = 1} C SLy (C) e definindo
A
B =
{x1d}
podemos demonstrar que
Iso (B?) = TM(Z):LM p(z)=-2z), M € B.
cz+a’ ’

2.5.3 Classificagao das Isometrias Préprias de Iso (H?) e Iso (B?)

Chamamos as isometrias que preservam orientagao nos modelos de Poincaré de isometrias proprias
ou positivas. Ao conjunto de isometrias préprias de Iso (HQ) denotamos por Iso™ (HQ) . Analogamente
para o modelo B2. Observemos que, com essa notacao, Iso™ (H?) = PSLs (R) e Iso™ (B?) = B (definido
na subsegdo acima).

az+b

Se Ty (z) = it d M € SL(R), definimos o trago Tr de T); como sendo

Tr (Ty) =la+d|.

az + ¢

2 2
Analogamente, para Ty = —, la|” = |c|” = 1.

. catal o
Com esses conceitos, temos a classificacdo seguinte.

Definigdo 2.6 Ty € Iso™ (H2) ou Ty € Isot (B"), Ty # 1d, é chamada
isometria eliptica (ou rotagdo hiperbdlica) quando Tr (Thr) < 2 e indicaremos Thyr por e.

isometria parabdlica quando Tr (Tyr) = 2 e indicaremos Ty por p.
translag¢do hiperbdlica quando Tr (Th) > 2 e indicaremos Ty por b ou t.
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Visando nao sobrecarregar, desnecessariamente, o texto com notagoes, optamos por utilizar o modelo
H? no desenvolvimento desta subsecio. No entanto, os conceitos e resultados citados valem naturalmente
no modelo B2.

Temos algumas caracterizacoes geométricas interessantes para as isometrias préprias de H2. Antes,
porém, é conveniente a apresentacao do resultado abaixo.

Proposigao 2.7 Sejam M € SLy (R) ex,y € H? dois pontos fixos por Tyr. Entdo, a geodésica contendo
X ey € invariante por Tar. Além disso, se x ou'y pertencerem a H2, entdo Ty = Id.

Também, é til discorrermos um pouco sobre circulos hiperbdlicos.
Denotamos de modo usual a circunferéncia de centro p € H? e raio r > 0 por C" (p):

Cl'(p) = {x € H? : dy2 (x,p) =7} .

O fato interessante nos circulos hiperbédlicos é que estes coincidem com os circulos euclidianos (mas os
raios nao); apenas os centros dos hiperbélicos estao deslocados em relacdo aos euclidianos. No entanto,
nos modelos hd um novo tipo de circulo: o de raio infinito, definido do seguinte modo: seja q € H?
ey =7(), 0 <t < oo, raio geodésico (“semireta hiperbdlica”) parametrizado tal que v(0) = q.
Naturalmente, v tende a um ponto p de 9H?, quando ¢ — oo. Consideremos a seqiiéncia de circulos
hiperbdlicos C’fﬂ (7 (t)) que passam por q. O interessante é que, se v tender a um ponto p de OH? — {o0},
o “limite”? tILrEO C’,’?ﬁ (v (t)) existe e é um circulo euclidiano tangente a H? em p passando por q. A este

circulo, chamamos de horocirculo e o denotamos por Hp, (q).

A Figura 2.3 ilustra o procedimento descrito acima, sendo nesta, alguns dos circulos hiperbdlicos
C! (v (t)) representados pelas linhas pontilhadas.

FIGURA 2.3: Horocirculo em H2como limite de circulos hiperbélicos.

No caso de 7 tender a oo, o limite acima ¢ uma reta euclidiana horizontal (paralela a OH? — {oo})
passando por q. Chamamos esta reta de horocirculo degenerado e denotamos por Hy, (q) .

No modelo B? néo existem horocirculos degenerados.

Os horocirculos sao os circulos hiperbdélicos de raio infinito e “centros no infinito”, ou seja, centros na
fronteira ideal do modelo.

A Figura 2.4 ilustra alguns circulos hiperbdlicos e horocirculos. Em ambas as ilustracoes, algumas
das geodésicas que contém os raios (dos circulos hiperbdlicos e horocirculos) estdo representadas pelas
linhas pontilhadas.

5Aqui deverfamos definir precisamente a nocdo de “distancia entre circulos”, para poder falar em limite. No entanto,
para o nivel de nossos propdsitos, basta apenas a nogao intuitiva e geométrica de uma seqiiéncia de circulos “tendendo” a
um determinado circulo.
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A
H? circulos hiperbdlicos com centro em p
oH?
A )
) horocirculos com centro em p
H

»
>

oH?
FIGURA 2.4: Circulos hiperbélicos e horocirculos em H? sdo curvas invariantes por isometrias elipticas

e parabolicas respectivamente.

Com o auxilio desses resultados e apontamentos, temos as seguintes propriedades para cada tipo de
isometria prépria.

Isometrias Elipticas

(cosO)z + senf
(sen )z + cos @’

),0<9<27r,97é7r.

(i) Toda ¢ € Iso™ (Hg) eliptica é conjugada a alguma e (2) = 0<6<2m 0#m, ou

seja, AN € SLy (R) tal que NM N~ = ( Z;)Ez if)rslz

(ii) e possui um tinico ponto fixo p e este pertence a H? (no caso de eg, p = i). Considerando o circulo
hiperbdlico de centro p e raio r, C?* (p), é facil comprovar que ¢ (C!* (p)) = C! (p) para qualquer r € Ry
e, portanto, geometricamente, ¢ é uma rotacao (no sentido hiperbdélico) de centro p e angulo 6.

(#4i) Outra caracteristica de e é a igualdade (neste caso 6bvia) inﬂ_fp dyz (x,¢(x)) = dyz (p,e(p)) = 0.
x€

Sintetizando, nao ¢ dificil deduzir a seguinte cadeia de equivaléncias:
- ¢ € eliptica;
- ¢ é conjugada a uma aplicacdo do tipo eg em SLy (R);
¢ possui um unico ponto fixo p e este pertence a HQ;
- Os circulos hiperbélicos centrados em p sdo invariantes por ¢;
- iélmfp dm2 (x,¢(x)) = 0 e é atingido (no ponto p).
X

Isometrias Parabdlicas

(i) Toda p € Iso™ (H?) parabdlica é conjugada a alguma p; (z) =z + ¢, t # 0, ou seja, IN € SL; (R)
1t
tal que NMN—! = ( 01 ),t;«éO.

(ii) p possui um tnico ponto fixo p e este se encontra na fronteira ideal de H? (no caso de p;, este
ponto é o c0). Supondo que o ponto fixo p néo seja o co, podemos considerar um horocirculo Hp, (q) com
q € H2. Temos assim, p (Hp (q)) = Hp (q) para qualquer g e, neste caso, p funciona como uma espécie de
rotagdo. No entanto, se o ponto fixo p de p for 0 0o (como no caso de p;), os horocirculos invariantes sao
os degenerados H (q) e, neste sentido, p funciona como uma translacao (no sentido euclidiano inclusive).
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(iii) Como no caso eliptico, uma caracterfstica de p ¢ a igualdade inf dy2 (x,p (x)) = 0, mas este néo
xeH

¢é atingido.

Sintetizando, temos as equivaléncias:
- p é parabdlica;
- p é conjugada a uma aplicacdo do tipo p; em SLy (R);
- p possui um unico ponto fixo p e este estd na fronteira ideal do modelo;
- Os horocirculos centrados em p sao invariantes por p;
- inf dg2 (x,p (x)) = 0 e nao ¢ atingido.
x€H?

Translagoes Hiperbdlicas
ok

bz = efz, k # 0, ou
Vek

(i) Toda translacio b € Iso™ (HQ) hiperbdlica é conjugada a alguma by (z) = e

@0)

0 L ,k#O.Notemosque\/eikJri>2,k7é0.
- N
(ii) b possui dois pontos fixos e estes se encontram na fronteira ideal de H? (no caso de by, estes pontos

sdo 0 e 00). Considerando a geodésica &, que liga estes dois pontos, temos h (&) = & e, portanto, b

funciona como uma espécie de translagao. A esta geodésica invariante por h ligando seus pontos fixos,

chamamos de eizo de h.

(iii) b possui a seguinte caracateristica: iélﬁfp dyz (x, 5 (x)) = |k| # 0.
X

seja, AN € SLy (R) tal que NMN~1 = (

Também temos a cadeia de equivaléncias:
- b é hiperbdlica;
- b é conjugada a uma aplicagao do tipo b em SLy (R);
- b possui dois pontos fixos p; e ps distintos e estes estao na fronteira ideal;
- O eixo &, de b é invariante.
- inf dg (x,b(x)) > 0.
x€H?

A Figura 2.5 ilustra a acao de uma translagao hiperbdlica e seu eixo, ligando os pontos fixos p1 e ps.
As linhas continuas sdo curvas invariantes pela isometria e as pontilhadas, geodésicas ortogonais ao eixo
(e as curvas invariantes).

IIZ

p1 | p2

FIGURA 2.5: Eizo &, e curvas invariantes de uma translagdo hiperbdlica b.

Finalizamos esta subse¢ao com uma observacao que estende o conceito de eixo de translagao hiperbdlica.
Os “eixos” em isometrias elipticas e parabdlicas sdo os circulos hiperbdlicos e os horocirculos respecti-
vamente. Notemos que nao ha a unicidade de “eixos” nestes dois 1ltimos casos, o que torna o caso
das translagoes hiperbodlicas particularmente especial. Notemos, também, que os “eixos” das isometrias
préprias euclidianas (rotagoes e translagoes) sao os circulos e as retas, ndo possuindo também a unicidade
particular das translagoes hiperbdlicas.
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2.6 Circulos Isométricos em H? e B2

Nesta se¢ao, apresentamos o conceito de circulo isométrico de uma isometria nos modelos de Poincaré. Os
resultados obtidos a partir deste conceito sao muito tteis para o trabalho numérico que envolve equacoes

de geodésicas e expressoes de isometrias.

az +b
Chamamos de circulo isométrico da isometria Ty (z) = —td’ ¢ # 0, de H? C C o conjunto de
cz

pontos de C dado por
Iry ={z€C:lcz+d|l=1}.
. . s az+c¢ 9 . .
Analogamente, o circulo isométrico de Ty (z) = L c# 0, de B C C é o conjunto
cz+a
Iry ={z€C:|cz+a|l=1}.
. . L - - . 1 o
Atentamos ao fato de que os circulos isométricos sao circulos euclidianos de raio r = ﬂ No primeiro
c
d a . , .
caso, seu centro é dado por —— e no segundo, por ——. Mas, o interessante destes circulos é o fato de que

C
a isometria Ty age como isometria euclidiana quando restrita a seu circulo isométrico.
Encerramos com dois resultados interessantes sobre tais circulos.

Proposigao 2.8 Sejam Ty isometria em H? e Ir,, seu circulo isométrico.

(i) Ir,, NH2 € geodésica em H?;

(i1) Trr aumenta distincias euclidianas quando restrita ao interior de Ir,, e diminui, quando restrita
ao exterior.

Resultado andlogo é vélido para isometrias em B2.

2.7 Area Hiperbdlica e Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta se¢ao, abordamos o conceito de area nos modelos de Poincaré e apresentamos um impressionante
resultado, envolvendo area de um triangulo hiperbdlico e seus angulos internos.

Definicao 2.7 Seja A C H2. Definimos a drea hiperbdlica de A como sendo

1
ppz (A) :/ — dxdy
AY
se a integral estiver bem definida.
Se A C B2, a definicdo € andloga:
(A) / 1 dxd
pg2 (A) = | ——————dxdy.
4 (1= (22 +y%)°

Observamos que areas hiperbdlicas sao invariantes por isometrias de Iso (HQ) e Iso (IB%Q) .

Poligonos em H? ou B2 sdo definidos como sendo curvas fechadas compostas por um ntmero finito de
segmentos geodésicos. No entanto, na geometria hiperbdlica, devemos atentar ao fato da possibilidade
de existéncia de vértices na fronteira ideal do modelo (vértices de dngulo zero). Com esta observacao,
podemos enunciar um dos principais resultados da geometria hiperbdlica.

Teorema 2.4 (Gauss-Bonnet) Se A é triangulo hiperbélico com dngulos internos a, 3,7, entdo
pre (A) =7 — (a+ 5 +7)

sendo H? = H? ou B2.
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Duas conseqiiéncias muito interessantes deste resultado sao:

(i) a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo geodésico hiperbdlico é estritamente
menor que 7 €;

(i1) a medida maxima da drea de um tridngulo hiperbdlico é 7 (atingindo este valor se o tridngulo
possuir todos os vértices na fronteira ideal).

A Figura 2.6 ilustra tridngulos A com &rea hiperbdlica maxima.

2
B H2

. »
>»>

FIGURA 2.6: A € triangulo de drea hiperbdlica mdxima m. Seus dngulos internos sao todos nulos.

2.8 Trigonometria Hiperbdlica

Nesta sec¢ao, tratamos de alguns aspectos importantes do caso n = 2 nos modelos de Poincaré. O plano
hiperbélico é especialmente importante, quando lidamos com trigonometria hiperbdlica, uma vez que,
dado um tridngulo geodésico A qualquer em H”, existe subespaco totalmente geodésico isométrico a H?
que contém o tridngulo A dado. Portanto, toda a trigonometria hiperbélica pode ser desenvolvida no H?2.

Seja A triangulo hiperbdlico com angulos O,g e a # 0. Chamamos o angulo a de dngulo de pa-

ralelismo de A.
No modelo H?, A é representado com vértices 00,4 e p como na Figura 2.7.

A
o0

HZ

»
>

FIGURA 2.7: « € o dngulo de paralelismo do triangulo A.
Temos o resultado seguinte sobre angulo de paralelismo.

Proposigao 2.9 Seja A triangulo hiperbdlico com angulos 0, g,a # 0 e vértices 00,1, p. Consideremos
d = dy2 (i,p) < 00. Temos:
(i) tan o =

sen{ld;
(ii) sen v = @;
(i) secaw = tanhd’

O teorema abaixo estabelece as identidades trigonométricas que relacionam angulos e lados de tridngulos
hiperbdlicos.

Teorema 2.5 Seja A triangulo hiperbélico de lados com comprimentos hiperbdlicos a, b, ¢ finitos e angulos

opostos «, 3,y respectivamente. Temos:

(i) R d senha  senhb  senhc
i) Regra do seno: = = :
J sen a sen (8 sen -~y
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(ii) Regra do cosseno I: cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos 7;
cos acos 3 + cosy

sen asen 3

(i4i) Regra do cosseno II: coshc =

A regra do cosseno II ndo possui andloga na geometria euclidiana e significa que, se dois triangulos
hiperbdlicos possuem os mesmos angulos, deverao possuir as mesmas medidas de lados (f () = coshx é
injetora em R ), ou seja, os dngulos determinam as medidas dos lados. Conclus@o: dados dois triangulos
hiperbélicos com os mesmos angulos internos, existe uma isometria que mapeia um triangulo no outro.

Corolario 2.1 (Teorema de Pitdgoras hiperbdlico) Se v = g no teorema acima, entao

cosh ¢ = cosh a cosh b.

Comparacao entre Trigonometria Hiperbdlica, Esférica e Euclidiana

O objetivo desta subsegao é apenas estabelecer um paralelo entre as identidades do Teorema 2.5,
enunciadas para triangulos hiperbdlicos, com as respectivas identidades para triangulos esféricos e euclid-
ianos.

Consideremos as variedades riemannianas S, R? e H2. (%)

Teorema 2.6 Seja A um tridngulo em M de lados com comprimentos’” a,b,c e dngulos opostos ., 3,7
respectivamente, Temos®:

(4) Se M = §2:
sen a senb __senc

i) Regra do seno: = = ;
(1) Reg sena  sen3  senwy

(ii) Regra do cosseno I: cosc = cosacosb+ senasenbcosy;
cos a.cos 3 + cosy

(#i) Regra do cosseno II: cosc =
(B) Se M = R2:
a b c

) R d : = = ;
(?) Regra do seno sena  sen(3  sen-<y
(i) Regra do cosseno “I”: ¢* = a® + b — 2abcosy;
(iii) “Regra do cosseno II”: cosy = —cosacos 3 + senasen 3 = —cos (o + () que é equivalente

aa+0+vy=m.

(C) Se M = H?: (Teorema 2.5)

(i) R d senha senhb senhc
1) Regra do seno: = = :
g sen a sen 3 sen -y

(i) Regra do cosseno I: cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos 7;
cos acos 3 + cosy

sen asen 3

(iii) Regra do cosseno II: coshc =
sen v sen 3

6Podemos estender estes espacos. Seja r > 0.
(1) S2 = {(rcosfsen¢,rsenfsen¢,rcos¢) €R3:0< ¢ <7, 0< 6 <2r} (coordenadas esféricas) munido da métrica

ds = r\/d¢2 + (sen? ¢) d92. Este espago é a esfera de raio r e suas geodésicas sio os circulos maximos. S2 é variedade

riemanniana de curvatura seccional constante —.
r

(ii) R2 = {(z,y) : #, y € R} munido da métrica ds = rv/dz? + dy2. Para r = 1, é o plano euclidiano. As geodésicas sdo
as retas. R2 é variedade riemanniana de curvatura seccional constante nula.

., Vda? + dy?

(iii) H2 = {(z,y) € R? : y > 0} munido da métrica ds = . O espago H2 é chamado de esfera de raio

Y
imagindrio ir. Para r = 1, é o plano de Lobatchevski que estamos estudando. H2 é variedade riemanniana de curvatura

seccional constante -
r
"Provenientes das respectivas métricas riemannianas.
80s resultados apresentados continuam valendo para as variedades estendidas S2, R2, H2, bastando, para tal, dividir os

comprimentos a, b, ¢ por r onde estes ocorrerem nas identidades.



63

2.9 Grupos Fuchsianos

2.9.1 Grupos Discretos

Iniciamos o estudo dos grupos fuchsianos com o conceito de grupo discreto de isometrias. Mais uma vez,
fizemos o estudo para H?; lembrando, entretanto, que tudo que foi feito em H? possui andlogo em B2.
Comegamos com a estrutura de grupo topoldgico em PSLs (R).
Introduzimos uma norma em PSLs (R) do seguinte modo: seja

Ty : H2 — H?
az +b

z cz+d

isometria prépria em H?. Definimos

Tl = 1M1 = Va2 + 5 + & +

Com a distancia induzida d (Tys, Tw) = ||M — N||, PSL2 (R) é um grupo topoldgico e a topologia é
a induzida pela norma definida acima (é a topologia do R%).

Definicao 2.8 Um subgrupo G de PSLy (R) é discreto quando a topologia induzida de PSLo (R) sobre
G é discreta.

Percebemos que um subgrupo discreto de isometrias de H? constitui um conjunto discreto de pontos
em R*. Temos a seguinte caracterizacio dos subgrupos discretos de PSLs (R).

Proposicao 2.10 G C PSLs (R) € discreto se, e somente se, Ty, — Id, Ty, € G (convergéncia na
59

norma definida acima) implica Ing € N tal que Tyy, = 1d para n > ny.
A definigao de grupo fuchsiano é dada abaixo.
Definicao 2.9 Um subgrupo discreto de PSLy (R) é chamado de fuchsiano.

Proposigao 2.11 Se Ty € PSLs (R) € isometria parabdlica ou translagdo hiperbdlica, entao (Ths) é
fuchsiano.

Se e € PSLy (R) é eliptica, entao (e) é finito se, e somente se, (¢) é fuchsiano.

2.9.2 Grupos com Agao Propriamente Descontinua

As definigbes que seguem sdo validas para espagos mais gerais que os modelos de Poincaré, por isso serdao
introduzidas de modo genérico.

Uma familia {A, : @ € J} de subconjuntos de um espago métrico M (J é um conjunto de indices) é
chamada de localmente finita, quando, para qualquer conjunto compacto K C M, temos A, N K # &
somente para um numero finito de indices o € J.

Se x € M e G é grupo de homeomorfismos em M, dizemos que Gz = {g (z) : g € G} é drbita de z
por G. A multiplicidade de um elemento Gz é a ordem do estabilizador de z, ou seja, |Eq ()|, sendo
E¢ () ={g9 € G: g(x) = x} (subgrupo de G que fixa z).

Definicao 2.10 Dizemos que G age de maneira propriamente descontinua em M, quando a orbita
de qualquer ponto x € M € localmente finita.

O resultado abaixo estabelece equivaléncias importantes envolvendo os conceitos definidos acima.
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Proposicao 2.12 Seja G um grupo de homeomorfismos de um espaco métrico M localmente compacto®.
Sao equivalentes:

- A agdo de G ¢é propriamente descontinua.

- Para qualquer x € M, existe uma vizinhanga aberta V,, de x tal que g (V,) NV, # & apenas para
uma quantidade finita de elementos g € G.

- Para Yz € M, 3V, aberto contendo x tal que (9 (Vo) NV, # S = g(x) =z, Vg € G).

- Seja K C M compacto. Temos g (K) N K # & apenas para um nidmero finito de elementos g € G.

Retornando aos modelos de Poincaré, temos os resultados seguintes.
Proposigao 2.13 (i) Se x € H? e K C H? é compacto, entdo o conjunto
C={Ty € PSLy(R) : Ty (x) € K}

é compacto (topologia de PSLsy (R)).
(ii) Se G C PSLy (R) tem agdo propriamente descontinua em H?2, entio o conjunto
59

{x e H?: 3Ty € G com Ty (x) = x}
€ discreto.
O seguinte resultado é central.
Proposicao 2.14 G SC PSLs (R) € fuchsiano se, e somente se, sua a¢ao for propriamente descontinua
em H2. !
Desta proposigao e das equivaléncias acima (Proposi¢ao 2.12), resulta que G ng PSLs (R) é fuchsiano

se, e somente se, a 6rbita de qualquer ponto de H? por G for discreta. Este resultado nio é valido para

H? e como contra-exemplo, temos o grupo PSLsy (Z) C PSLy (R) que é discreto, mas a 6rbita de um

ponto p € Q x {0} C 9H? é densa em OHZ. O grupo PSLs (Z) recebe o nome de grupo modular.
Encerramos a subsecao com o conceito de conjunto limite.

Definicao 2.11 O conjunto de todos os pontos de acumula¢io das drbitas de pontos x € H? por um
grupo fuchsiano G é chamado de conjunto limite de G e indicado por A (G).

Na verdade, A (G) pode ser obtido apenas pelos pontos de acumulagdo de uma drbita arbitrdria
qualquer, pois os pontos de acumulacao de qualquer érbita em H"™ sdo os mesmos.

De imediato, temos que se G é fuchsiano, entdo A (G) C OH?. Além disso, A (G) é invariante por
elementos de G.

Baseados nestes apontamentos, dizemos que um grupo fuchsiano é de primeiro tipo se A (G) = OH?
e de segundo tipo caso contrério.

Finalizando, um resultado interessante: A (PSLy (Z)) = OH?.

2.9.3 Grupos Fuchsianos Abelianos

Definimos o centralizador de um elemento Ty de PSLj (R) como sendo o conjunto Cpgr,w) (Th) =
{¢o € PSLy (R) : TanrTy, ¢~ =1d} (grupo dos elementos de PSLs (R) que comutam com T)y). Baseado
neste conceito, temos dois resultados interessantes.

Proposicao 2.15 (i) Dois elementos de PSLs (R) comutam se, e somente se, possuirem 0s mesmos
pontos fixos.

(i) O centralizador de wma isometria eliptica ¢ de PSLs (R) € composto por todos as isometrias
elipticas que possuem o mesmo ponto fizo de e, além da identidade. Resultado andlogo vale para isometrias
parabdlicas e translacoes hiperbdlicas.

o
9todo ponto = de M possui uma vizinhanca compacta, ou seja, 3K, compacto tal que = € K.
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Proposigao 2.16 Se quaisquer Th; e Ty pertencentes ao grupo fuchsiano G (diferentes da identidade)
possuem o mesmo conjunto de pontos fixos, entdo G € ciclico.

Sintetizando, temos o resultado seguinte.
Teorema 2.7 Todo grupo fuchsiano abeliano € ciclico.

Definimos o mormalizador de um grupo fuchsiano G' como sendo o conjunto Npgr,r®) (G) =
{T\ € PSLy (R) : T,yGTy, = G} (o maior subgrupo de PSLs(R) no qual G é subgrupo normal) e
encerramos esta subsecao com um resultado referente a grupos fuchsianos nao abelianos.

Proposigao 2.17 O normalizador de um grupo fuchsiano ndao abeliano em PSLy (R) € fuchsiano.

2.9.4 Grupos Fuchsianos Elementares

Questionamentos a respeito da érbita de elementos de H? sob a acdo de grupos fuchsianos levam-nos a

uma classificagao que possui resultados bastante relevantes, como os que citamos abaixo. Comecemos

com uma definicio um pouco mais abrangente: G C PSLs (R) é dito elementar se 3x € H? tal que a
59

orbita de x por G é finita. Caso contrario, diremos que G é nao-elementar.

Proposicao 2.18 (i) Se G C PSLs (R) possui somente isometrias elipticas (além da identidade), entdo
59

G é elementar e ciclico.
(i1) Se G € grupo fuchsiano elementar, entdo uma das alternativas ocorre:
- G € ciclico;
- G € conjugado em PSLs (R) ao grupo

<<(1) —01),<\/0€>’“ \/E;k);ke]l%*+>.

Finalmente, caracterizagoes de grupos nao-elementares.

Proposigao 2.19 (i) Um grupo nao-elementar de PSLy (R) possui translagcdo hiperbdlica.
(ii) (Desigualdade de Jorgensen) Sejam Ty, Ty € PSLa (R) e (T, Tn) discreto e nao-elementar.
Temos
(Tt (Thr))? — 4‘ + |(Te (T TN T TRY)) — 2| > 1.

(i1i)) G C PSLs (R) discreto € nao-elementar se, e somente se, VI, Ty € G temos (Tar, Tn) discreto.
59

2.9.5 Regiao Fundamental

Para nossos propdsitos, é interessante uma relagao entre grupos discretos de isometrias e certos tipos de
ladrilhamento do espago hiperbdlico.
Um primeiro passo nesta diregao é dado (mais uma vez de modo abrangente) pelo seguinte conceito:

Definicao 2.12 Sejam M um espago métrico e G um grupo de homeomorfismos agindo de modo propri-
amente descontinuo em M. Dizemos que um subconjunto fechado F C M é dominio fundamental de

G se:
(i) Ug(F) =DM

9eG
(it) F N g(F) =2, g #1d;
(iii) F # o.
Em virtude de {g (F) : g € G} formar um ladrilhamento de M, chamamos F', as vezes, de ladrilho.

O proximo passo é bastante proveitoso por estabelecer uma relacao entre dominios fundamentais de
grupos.
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Proposigao 2.20 Sejam:
- M espago métrico;
- G grupo de isometrias agindo de modo propriamente descontinuo em M;
- F dominio fundamental de G;

-H C G deindicen < oo egy,..gn €G tais que G = g1 HU ...U g, H seja decomposicio de G em
59
classes laterais.

Entao F' = g1 (F) U ...U g, (F) € dominio fundamental de H.

Quando estamos trabalhando com isometrias, exigimos uma defini¢ao de dominio fundamental em
que o volume (hiperbdlico) seja invariante por agao dessas isometrias. Conseqiientemente, dois dominios
fundamentais de um grupo de isometrias possuem sempre o mesmo volume, o que podemos verificar pelo
préximo resultado.

Proposicao 2.21 Dois dominios fundamentais Fy e Fy de um grupo fuchsiano G tal que pgz (Fy) < oo
e 2 (OF1) = pgz (0F2) = 0 sdo tais que pgz (F1) = pge (F) . (1)

Como conseqtiéncia dos ultimos resultados, temos: se H é um subgrupo de indice n < oo do grupo
fuchsiano G tal que F e F’ sdo dominios fundamentais de G e H respectivamente, uyz (F) < oo e
gz (OF) =0, entao pge (F') = nuge (F) .

Dominios de Dirichlet

Como vimos, a 6rbita de um ponto p € H? por um grupo fuchsiano G é discreta. Isto nos remete
ao estudo de um tipo especial de conjunto que, a primeira vista, é um candidato natural a dominio
fundamental; porém, com propriedades importantes. EE o dominio de Dirichlet.

Definigao 2.13 Sejam G grupo fuchsiano e p € H? tal que Tas (p) # p, VTar € G. O conjunto
Dy (G) = {x € H? : dyg= (p,x) < dg2 (Tns (P) ,x), VT € G}
¢ chamado de dominio de Dirichlet (ou regiGo de Voronoi'l) de G em p.

Proposicao 2.22 Todo dominio de Dirichet de um grupo fuchsiano em um ponto de H? é dominio
fundamental.

Como conseqiiéncia deste resultado, todo dominio de Dirichlet é convexo (geodesicamente).
Os proximos resultados mostram como os dominios de Dirichlet podem ser 1teis para a compreensao
da estrutura de um grupo fuchsiano.

Proposicao 2.23 Sejam G grupo fuchsiano e p € H? tal que Dy, (G) € dominio de Dirichlet.

(i) O ladrilhamento proveniente de um dominio de Dirichlet de G em p; {Ta (Dp (G)) : Tay € G} €
localmente finito.

(11) Dado x € 0Dy, (G) ; fronteira de D, (G); ITnm € G, T # 1d, tal que T (x) € 0Dy (GQ) .

Para os préximos resultados, é conveniente estabelecer uma distin¢ao entre os vértices da fronteira
(composta por geodésicas, raios ou segmentos geodésicos) de um dominio de Dirichlet.

O ponto de encontro de duas arestas distintas de Dy, (G) é chamado de vértice ordindrio de Dy, (G).
Se G possuir isometrias elipticas de ordem dois, entao os pontos fixos destas isometrias estao sobre as
arestas da fronteira de Dy (G) (e nao coincidem com os vértices ordindrios). A estes pontos fixos,
chamamos de vértices singulares de Dy (G).

109F ¢ fronteira topolégica de F.
HVer Definigdo 3.1.
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Proposicao 2.24 Sejam G grupo fuchsiano, p € H? e Dy, (G) dominio de Dirichlet de G em p.

(i) Dada uma aresta A de Dy (G), 3Ty € G, Ty #1d, tal que A C Dy (G) NT (Dp (G)) .

(i1) Seja v vértice de Dy (G) . Temos:

v € vértice ordindrio de Dy (G) se, e somente se, 3T, Tn € G, T, Ty # 1d tais que v = Dy (G) N
Ty (Dp (G))NTN (Dp (G)) -

Dizemos que duas arestas A; e Az de um dominio de Dirichlet Dy, (G) sdo equivalentes se 3Ty € G
tal que Ty (A1) = As. E imediato verificar que esta é uma relagdo de equivaléncia. Temos o resultado
seguinte envolvendo tal relagao.

Proposicao 2.25 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet possui dois ele-
mentos.

Por conseguinte, se Dy (G) possui uma quantidade finita de arestas, estas necessariamente devem
ocorrer em numero par. Além disso, dado A, aresta de Dy, (G), 3T € G e Ay aresta de Dy (G) tal
que Ty (A1) = As. Por esse motivo, chamamos A; e As de arestas parelhadas (ou identificadas).

E conveniente também definirmos uma classe de equivaléncia especial de vértices de um dominio de
Dirichlet: os ciclos.

Chamamos de ciclo o conjunto

C = {Tn (x) : x e Tps (x) sdo vértices de Dp (G)}.

E fécil verificarmos que C' ¢ finito (posto que o ladrilhamento associado a Dy, (G) é localmente finito).

O préximo resultado é central nesta subsegao.

Teorema 2.8 Sejam G grupo fuchsiano e p € H? tal que Dy, (G) é dominio de Dirichlet de G em p.
(i) O conjunto dos elementos de G que parelham arestas distintas de Dy, (G) sdo geradores de G.

(it) Sejam Vi, ..., v, vértices de um ciclo de Dy (G) com dngulos internos 61, ...,0, respectivamente

e m a ordem do estabilizador de G em um destes vértices (a ordem € igual em qualquer vértice de um

2
mesmo ciclo). Entdo, 01 + ...+ 6, = il
m

Como ilustragao, na Figura 2.8 temos dois dominios de Dirichlet centrados em p = 0 no modelo do
disco B2.

O primeiro dominio é do grupo fuchsiano G; gerado pelas translacoes hiperbdlicas parelhadoras
t1,..., tg. Trata-se de um dodecagono regular hiperbdlico com éangulo interno il cujos 12 vértices or-
dindrios formam um tnico ciclo. Como nao hé isometrias elipticas em G com centro em qualquer vértice
v;, a ordem do estabilizador de G; em v; é 1. Vemos que os 12 vértices sdo identificados e a soma dos
angulos é 27.

O segundo dominio é do grupo fuchsiano Gy gerado pelas translagoes hiperbdlicas parelhadoras
hi,..., h7. Trata-se de um poligono regular hiperbdlico de 14 lados com angulo interno il cujos vértices

ordindrios numerados pelos 7 impares (bolas vazadas) formam um ciclo e os numerados pelos 7 pares (bo-
las cheias) formam outro ciclo. Como nao hé isometrias elipticas em G2 com centro em qualquer vértice
v;, a ordem do estabilizador de G2 em v; é 1. Vemos que os 7 vértices pares sao todos identificados assim
como os 7 fmpares e a soma dos angulos de cada ciclo é 2.
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9
Dp(Gy) 10

FIGURA 2.8: Dominios de Dirichlet Dy (G;) em p =0 € B? de G1 = (t1,...ts) e G2 = (b1,...,h7) e seus
ciclos.

Veremos no Capitulo 4 que tanto G; quanto G geram uma superficie quociente localmente isométrica
a B? com género 3 (tritoro).

2.9.6 Grupos Fuchsianos Geometricamente Finitos

Regiao de Nielsen

Como o dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano possui formato poligonal (no sentido hiperbdlico),
o seu estudo nos remete a uma classe de dominios fundamentais especificos: os dominios fundamentais
poligonais. Particularmente, chamamos um grupo fuchsiano G de geometricamente finito se existir
algum dominio fundamental poligonal convexo, com um numero finito de arestas, associado a G.

Vimos na subsecao anterior que se um dominio de Dirichlet possui um nidmero finito de arestas, o
grupo fuchsiano associado é finitamente gerado. Assim sendo, o objetivo, neste topico, é estabelecer
relagoes entre grupos fuchsianos finitamente gerados e grupos fuchsianos geometricamente finitos. Para
tanto, precisamos definir um tipo especial de conjunto em H? que chamaremos de regido de Nielsen,
que é o menor (no sentido de 4rea hiperbélica) subconjunto aberto e convexo de H? invariante por G.
Denotamos tal regiao por N (G).

Os seguintes resultados sobre regiao de Nielsen sao bastante significativos.

Proposigao 2.26 Seja G grupo fuchsiano.

(i) Se G é de primeiro tipo, entdo N (G) = H?.

(i) Se G € nao-elementar, entio N (G) pode ser obtida univocamente a partir da unido disjunta e
enumerdvel dos segmentos abertos que compoem OH? — A (G) .

O principal resultado desta subsecao é dado pela proposicao abaixo.

Proposigao 2.27 Seja G grupo fuchsiano nao-elementar e N (G) sua regido de Nielsen. Sao equiva-
lentes:

- G € geometricamente finito.

- Dado um poligono fundamental convero P, uyz (PN N (G)) < co.

- G € finitamente gerado.

Assinaturas de Grupos Fuchsianos

2
Trabalhamos, neste tépico, com um pouco de espagos quocientes. Particularmente, com — sendo

G grupo fuchsiano. Uma das primeiras perguntas que surge neste contexto é a respeito da compacidade

do espago quociente (com a topologia quociente). Para fixar nomenclatura, doravante diremos que um
2

grupo fuchsiano G é co-compacto se — for uma superficie compacta.

G
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De maneira ébvia, se G esté associado a um dominio fundamental compacto, entao G é co-compacto.
A reciproca também é veridica, conforme resultado abaixo.

Proposigao 2.28 Um grupo fuchsiano que possua dominio fundamental convero mdo-compacto ndio é
co-compacto.

Como conseqiiéncia, um grupo fuchsiano é co-compacto se, e somente se, possuir por dominio de
Dirichlet um conjunto compacto.
Seguem alguns resultados associados a grupos co-compactos.

Proposigao 2.29 (i) Todo grupo fuchsiano co-compacto ndo possui isometrias parabdlicas.

(ii) Sejam G grupo fuchsiano e p € H? tal que Dy (G) é dominio de Dirichlet.

Se Dy, (G) ndo € compacto mas possui drea finita, entdo:

- Dy, (G) possui pelo menos um vértice na fronteira ideal e todo ponto de Dy (G) na fronteira ideal é
vértice.

- Cada ponto na fronteira ideal de Dy, (G) € fizo por alguma isometria parabdlica de G.

- Se x € OH? € ponto fivo de alguma isometria parabélica, entdo 3Ty € G tal que Tyr (x) € ponto na
fronteira ideal de Dy, (G).

Em decorréncia dos resultados acima expostos, um grupo fuchsiano G é co-compacto se, e somente

2
se, [y2 ( e ) < 00 e (G nao possui isometrias parabdlicas.

Consideremos G co-compacto e Dy, (G) dominio de Dirichlet compacto de G em p. Temos D, (G) com
um numero finito de vértices e, portanto, com um numero finito de ciclos. Consideremos um eventual
ciclo C' que possui vértices (ordindrios ou singulares) fixados por isometrias elipticas de G. Como os
estabilizadores de vértices de um mesmo ciclo sao conjugados entre si, estes possuem a mesma ordem nos
vértices de um ciclo. Chamemos de m a ordem de um estabilizador de um vértice de C. De modo analogo
ao ciclo C, tomemos todos os ciclos de Dy, (G) que possuem vértices fixos por isometrias elipticas de G e
chamemos de my, ..., m, a ordem de seus estabilizadores de vértices.

Tremos chamar de assinatura de G a (r + 1)-upla (g, my,...,m;) sendo my, ...,m, obtidos como no
H2
paragrafo anterior e g o género de —-.

G

Enunciamos abaixo um importante (e impressionante) resultado envolvendo assinaturas.

Teorema 2.9 (i) Seja G grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g, my,...,m,.). Temos

e ()04 £,0-38)

(i1) Dados inteiros g, r > 0, my, > 2 tais que

2(9_1)+k§1(1_1> >0

mg
entdo existe G, grupo fuchsiano co-compacto, com assinatura (g, my,...,m;) .

Como conseqiiéncia do resultado acima, toda superficie compacta ¥ com género g > 2 pode ser
2

modelada pelo plano hiperbdlico (ou seja, 3G grupo fuchsiano tal que ¥ = ?)

A condigao de G ser co-compacto pode ser enfraquecida de modo a termos ainda um resultado seme-
lhante. Neste caso, levamos em consideracao o nimero s de ciclos cujos vértices sao fixados por isometrias
parabdlicas e a assinatura de G serd denotada por (g, mq, ..., m,; s). Eis o novo resutado.
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H2
Teorema 2.10 (i) Seja G grupo fuchsiano tal que g2 (G) < o0 e com assinatura (g, my,...,My; S) .

e (5) - ouvene (- 2)

(ii) Dados inteiros g,r,s > 0, my > 2 tais que

Temos

2g—1)+s+ D (1—1)>0

k=1 mg

entao existe G, grupo fuchsiano geometricamente finito, com assinatura (g, my, ..., my; ) .

2.10 Grupos Triangulos

Uma classe importante de grupos finitamente gerados agindo em H? ou B? sdo os gerados pelas in-
versoes ou reflexdes nas geodésicas suportes de um tridngulo hiperbélico A (de angulos internos 61, 65, 03).
Chamamos um grupo assim obtido de grupo tridngulo e indicamos por Ta. Notemos que grupos
tridngulos nao sdo fuchsianos e, dependendo dos valores de 6;, podem nao ser discretos. Um grupo
tridngulo sempre possui um subgrupo de indice dois composto pelas isometrias que preservam orientacgao
de angulos.

Envolvendo tais grupos, ha alguns resultados importantes e, ademais, interessantes.

Proposicao 2.30 Seja Ta grupo triangulo tal que seu subgrupo de indice dois composto pelas isometrias
que preservem orientac¢do de angulos seja fuchsiano. Entao, os dangulos internos 61,05,05 de A sdo tais

41
que 01 + 03 + 05 < EW'

Um subgrupo de PSLs (R) é grupo de tipo (

~

i p,q,7 € NU {0} - e indicamos por Ga,

3

) Y r

[ 2=

sendo A triangulo hiperbdlico de angulos internos - se existir um grupo tridngulo Th tal que

) )

=

=S
D

Ga =TANPSLy (R). Assumindo esta terminologia, fin

com a interessante proposi¢ao enunciada a seguir.

lizamos o resumo do estudo de grupos fuchsianos

Proposigao 2.31 G C PSLs (R) ¢ grupo de tipo (p,q,r) se, e somente se, G for discreto, de primeiro
59

tipo e de assinatura (O;p,q,r;O).

2.11 Grupos Kleinianos

Nesta secao, apenas introduzimos o conceito de grupo kleiniano, que é uma extensao natural dos fuch-
sianos. Um estudo mais aprofundado sobre o tema, bem como suas diversas propriedades, pode ser
encontrado em [8], Capitulos 2 a 5; [11] e [42].

Comecemos com a definigdo formal de tais grupos.

~ SLy(C)
- {+1d}
existir A # @ conjunto aberto de C=Cu {oo} tal que K age de maneira propriamente descontinua em
A, ou seja, AN Kx € finito para qualquer x € A.

Defini¢ao 2.14 Seja K subgrupo discreto de PSLs (C) Dizemos que K ¢é kleiniano se

A agao de K sobre C 6 definida por

K xC — C .
a b ” . az +b
c d )’ cz +d
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Vimos que G C PSLs (R) é fuchsiano se, e somente se, G age de maneira propriamente descontinua
59

em A={zeC: Imz > 0} . Com efeito, todo grupo fuchsiano é um grupo kleiniano.

|dz|

Vimos, também, que se munirmos A da métrica riemanniana ds = ——, obtemos o modelo euclidiano

mz
H? para a geometria hiperbélica plana. Como conseqiiéncia, PSLy (R) = Iso+ (HQ). Portanto, um grupo
fuchsiano ¢ um grupo discreto (como grupo topolégico) de isometrias de H?2.

Definindo H? como sendo C' = {(x, y,t) ER®:t > 0} e munindo-o da métrica riemanniana

g Vda? +dy? +d?

= ; ,

podemos enxergar os grupos kleinianos como grupos discretos de isometrias de H?, que é um modelo
euclidiano para a geometria hiperbdlica tridimensional. Esta associacao dos grupos kleinianos com
as isometrias se faz do seguinte modo: tomemos H? como subconjunto da &lgebra dos quatérnios
Qa = ({zl+yi+tj+vk:z,y,t,v € R}, +,-); (a multiplicagdo é proveniente da operagdo do grupo
dos quatérnios Q = (i,j,k :i* = j2 = k* = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j)). Definamos
a acdo de K sobre H?® como sendo

K x H3 — 3

a b T a(zl+yi+tj)+d
c d )Y clxl+yi+tj)+d

(H? é invariante sob a acdo de subgrupos de PSLs (C)). Feito isto, é possivel mostrar que PSLy (C) =
Iso™ (H?). Portanto, um grupo kleiniano é um grupo discreto de isometrias de H?.
Temos o resultado seguinte, analogo ao caso fuchsiano.

Proposicao 2.32 Um subgrupo de PSLy (C) € discreto se, e somente se, age de maneira propriamente
descontinua em H?.

Como conseqiiéncia, um grupo kleiniano K age de maneira propriamente descontinua em H?3.

Terminamos esta breve introdugao observando que existem grupos discretos de isometrias que agem
de maneira propriamente descontinua em H?®, mas que nio sdo kleinianos. Como principal exemplo,
podemos observar o grupo de Picard.

. i 0 1 -1 0 —1 1 —1
s =((5 %) (02 )(3 o) (a 5 )
H ¢ discreto, mas nao age de maneira propriamente descontinua em nenhum subconjunto nao-vazio
de C, pois o conjunto dos pontos de acumulac¢do de uma 6rbita qualquer Hxg (que estd em C ) contém

QxQU{oo}.
H é o grupo PSLy (Zi]) que é conhecido como grupo de Picard, sendo

Zlil]={a+bi:a,beZ},+,")

anel dos inteiros de Gauss.
Essas propriedades do grupo de Picard sao provenientes do Teorema 2.2, pagina 60 e se¢ao V.1 do
Capitulo 5 de [48].
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Capitulo 3

Probabilidade de Erro Associada a
Constelacoes de Sinais em Espacos
Hiperbdlicos

3.1 Introducao

Neste capitulo, introduzimos distribui¢ées de probabilidade para o espago hiperbdlico. A principal mo-
tivagao para tal estudo, conforme ja citada na Secao 1.8, é a diversidade de conjuntos de pontos com
propriedades interessantes em termos de simetria que nao possuem analogas no espago euclidiano. No
entanto, paralelo ao estudo de constelacoes de sinais que podem ser usadas em esquemas de modulagao,
segue a questao da modelagem do tipo de ruido que afeta o canal de um sistema de comunicagGes com
modulacao hiperbolica. Este capitulo é uma contribuigao nesse sentido e, a exemplo do que ocorre no
espago euclidiano onde o principal tipo de ruido - 0 AWGN - estd associado a uma distribuicdo de proba-
bilidades gaussiana, fizemos a modelagem da distribuigao de probabilidades, que pode estar associada ao
ruido do canal hiperbolico, baseados nas mesmas propriedades da distribuicao gaussiana euclidiana. Nesta
linha, existe o trabalho de Brandani [19] que introduziu o estudo no caso hiperbélico bidimensional. O
presente capitulo contém uma extensao desse trabalho tanto no caso bidimensional como para dimensoes
maiores.

Sob o ponto de vista pratico, hd uma importante questao, ainda nao resolvida a contento, sobre o
modo com que o ruido hiperbolico atua sobre o sinal hiperbélico. No caso do ruido AWGN, este é aditivo,
ou seja, assim como o sinal pode ser representado no espaco euclidiano como pontos, o ruido também.
Devido a estrutura vetorial do R", estd definida a soma vetorial entre o vetor-sinal e o vetor-ruido, a qual
constitui um novo vetor-sinal que pode ou nao estar na regiao de Voronoi do vetor-sinal original. No caso
hiperbdlico, ndo temos a estrutura de espaco vetorial que permite uma operacao de “soma vetorial” (ou
“multiplicagao por escalar”) fechada no espaco, o que significa dizer que, embora haja a possibilidade de
associar sinais e ruidos a pontos nos modelos hiperbdlicos, nao estd clara a maneira como o ruido afeta
o sinal, que se traduziria em uma operagao fechada (nao vetorial) no espago hiperbélico. Em relagdo a
reta hiperbdlica, este problema nao ocorre devido & isometria existente com a reta real, fazendo com que
a “operacao” seja transportada e realizada em ambiente real. Para o caso n-dimensional (n > 2), ndo
dispomos de semelhante recurso. No entanto, a nao caracterizacao da aditividade nao impede a anélise de
probabilidade de erro uma vez estabelecida uma cota superior para o ruido. Neste sentido as distribui¢oes
gaussianas podem ser estendidas ao espaco hiperbdlico.

Trabalhamos, portanto, na modelagem tedrica da distribuicao de probabilidades do ruido hiperbdlico
e, também, de um estimador para a probabilidade de erro associada a sinais hiperbdlicos. Para tanto,
iniciamos com o estudo de um importante limitante superior para a probabilidade de erro em canais
AWGN, que serve de base para desenvolvimento andlogo em canais hiperbdlicos. Antes, porém, apresen-
tamos algumas simplificagdes de vocabulario que foram utilizadas em sec¢oes ulteriores:
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(i) Uma func¢ao densidade de probabilidade ou distribui¢ao de probabilidade associada a uma varidvel
aleatéria continua assumindo valores em um espaco amostral E é chamada simplesmente de densidade
em E.

(i1) A média e a varidncia de uma varidvel aleatdria continua, com fungao densidade de probabilidade
f, assumindo valores em um espaco amostral E é designada, concisamente, por média e variancia da
densidade f.

3.2 Probabilidade de Erro em Canais (Gaussianos

Uma das principais preocupacoes no estudo de modulagao de sinais é encontrar meios para determinar
ou estimar a probabilildade de erro associada a sinais. Para canais afetados por ruido do tipo AWGN, o
célculo aproximado da probabilidade de erro pode ser feito por estimadores como, por exemplo, o limitante
de Bhattacharyya ([9], pp. 191-192). Este estimador pode ser aplicado a constelagdes de sinais no espago
euclidiano de qualquer dimensao. Nosso objetivo, nesta se¢ao, é apresentar uma demonstragao geométrica
de um estimador para a probabilidade de erro associada a sinais equiprovéveis (todos os sinais com a
mesma probabilidade de serem escolhidos para a transmissio) que possui o limitante de Bhattacharyya
como caso particular. Baseados nesta demonstragao e sob certas restri¢coes, desenvolvemos adiante um
limitante para a probabilidade de erro associada a sinais em espacos hiperbdlicos. Para tanto, comecamos
por estender o conceito de regidgo de Voronoi, ji introduzido na Defini¢ao 2.13 (dominios de Dirichlet),
para o caso hiperbdlico.

Definicao 3.1 Seja C uma constelagao de sinais em um espago métrico (M, d) e p € C. Ao conjunto
Vp={reM:d(p,r) <d(r,q), VgeC}
denotamos por regiao de Voronoi de p em M.

Consideremos uma constelagao de M sinais equiprovaveis que esteja representada no R™. Vimos que o
ruido n (t) do tipo AWGN age de maneira aditiva no espago, ou seja, quando se envia o sinal si = si, (¢),
0 que se recebe é o sinal

r(t) = sk (t) +n(t)

sendo n (t) determinado por uma densidade gaussiana com média 0 e variancia o2. (1)

Naturalmente, se r = r (¢) for um ponto pertencente a regiao de Voronoi Vj, do sinal si, o demodulador
fard opcao por si para continuar o processo de decodificagao. E claro que, se o ruido n (¢) for tal que r seja
um ponto fora de Vi, temos um erro de decodificacao, uma vez que s nao serd escolhido. Observemos
ainda que o sucesso na decodificagao do sinal depende também da distancia entre os sinais, que, por sua
vez, depende da quantidade de energia F que se disponibiliza para o envio do sinal.

A densidade gaussiana associada a s, em R”™ para canais AWGN é dada por

gs, : R — RT
1 |X—Sk|2
X — —————exp|————
(2mo2)" P 20

sendo |.| a norma euclidiana em R", 02 a variancia e s; a média.

Observemos que
() 1 x|*
gn (X) = —/——=exp | -3
(2w0?) 20

¢ a densidade gaussiana do ruido e que o grafico de gs, é a translacao do grafico de g, pelo vetor Sk

IMais precisamente, a varidvel aleatéria definida no instante ¢, n (t), é uma fungdo amostra de um processo aleatério

gaussiano com média 0 e variancia o?.
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Com isso, a probabilidade de acerto na transmissdo do sinal sj é igual ao volume (n-dimensional)
acima da regido de Voronoi Vj de s; e abaixo do gréfico de gs,, que é dada por

1 / |x — sk|2
— exp | ————
v (2ra?2)" Jv, 20

sendo dVg» elemento de volume cartesiano em R".
Como

Pa (Sk) = dV]Rn

Pe (Sk) =1-P, (sk)

e os sinais sao equiprovaveis, a probabilidade de erro P, associada & constelagao de sinais é dada por

1M 1 x —si|*
P = — 7/ exp [ -l ) dVin. 3.1
‘ Mkzz:l V(2m02)" Jrn v, 202 . (3.)

A Figura 3.1 ilustra, em perspectiva, a parte central do grafico de gs, em um 8-PSK.

S

F1GURA 3.1: Parte central do grdfico da densidade gaussiana associada ao sinal sg no 8-PSK.

A proposigao a seguir fornece um limitante superior para (3.1) que pode ser encontrado em livros-
texto. No entanto, a demonstracao aqui desenvolvida possui caracteristicas que podem ser estendidas ao
caso hiperbdlico abordado adiante. Antes, porém, é ttil introduzir a notacao usual para duas fungoes
muito utilizadas em Teoria da Informacéo e Codificagio. Uma delas é a fun¢do erro, definida por

erff: Ry — [0,1]
2 /m P
r — — [ e tdt
VT Jo
A outra é a funcao erro complementar, definida por erfc (x) =1 — erf (x), ou seja,
erfc: Ry — [0,1]

2 +°°_t2dt.
x _ —= (&
VT o

Proposicao 3.1 Seja um sistema de comunicagoes utilizando um esquema de modulacao com M sinais
representados no R™ e canal de transmissio afetado por ruido tipo AWGN. Se os M sinais forem
equiprovdveis, entdo a probabilidade de erro P, associada ao esquema de modula¢do satisfaz

M v
PeSMZ > gerfe | =+

sendo Sg;, j = 1,..., vk, 0s sinais que determinam a regiio de Voronoi de s. (?)

20s sinais que “determinam a regizo de Voronoi” de s; séo os “vizinhos” de sy, ou seja, os sinais Sk; tal que o ponto
médio do segmento SkSk; estd sobre o interior de um lado da regido de Voronoi de s.
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Demonstracao

Considerando as hipéteses da proposicao, para k = 1, a probabilidade de enviar o sinal s; e receber
outro sinal qualquer diferente de s; (indicada por P. (s1)) satisfaz

Pe(s1) < D P(s1,5m)
m#1

sendo P (s1,8,,) a probabilidade de erro conjunta P (s1) P (s;,]s1)

Interpretemos geometricamente o que seja P (sy,s,,): probabilidade de obter os sinais s; na entrada
do canal e s,, na saida.

Como o canal é afetado por ruido AWGN, a densidade associada ao sinal s1 é

(x) = —— o)
o (X) = ——=exp| ———>—
9s1 Sy P =

1 (z1 — 81,)° + oo + (T — 51,)°
s, ('rlv"'vxn) = Wexp ( - 202 - y 81 = (5117"'751n) eX= (.Il,...,l'n) .

Tomando a regido de Voronoi V; de s; em R™, P, (s1) é o volume ((n + 1)-dimensional) abaixo do
grafico da densidade e acima da regiao que exclui V3 em R™.

Tomando o hiperplano My, mediatriz (n — 1)-dimensional entre os pontos sy € S;,, temos um divisor
de decisoes associado aos pontos s; e s,, €, desta forma, P (s1, s,,) é numericamente igual ao volume abaixo
do gréfico da densidade e acima do semiespaco de R™ (contendo s,,) que possui M, por fronteira.

Temos, assim, um refinamento para P, (s1):

Pe (81) S ZI:P(S1,S1J.)
j=1

sendo v; a quantidade de sinais vizinhos a s; que influem (determinam um lado) em V;. Os volumes

V1
P (s1,s,,) tais que m # 1;; j = 1,...,v1; estdo contidos em ) P (sl, slj) e contéa-los seria redundante.
j=1
Nosso trabalho agora se restringe a encontrar um modo mais simples de representar o valor P (51, slj) .
Tomemos j = 1. Facamos a translacao do gréafico da densidade pelo vetor —s'; seguido da rotacao tal
que s1, fique sobre o eixo x1 na parte positiva. Esta aplicacdo T’ (composta de rotagdo com translagao)
é uma isometria do espaco R™ que se estende canonicamente a R**! e que pode ser aplicada ao grifico
da densidade. Logo, o volume sob o novo grafico da densidade é preservado.
Com isso, a mediatriz entre T'(s;) = 0 e T'(s1,) = (a,0,...,0) é o hiperplano (n — 1)-dimensional
a
“vertical” x1 = 5
Logo,

+o0 +o0  ptoo 2 2
1
—00 —0o0 2 uxe o g

2
2 2 2
+o0 exp (f%) +o0 exp <727%> +o0 exp (f%)
= 7d$1 7d1‘2... —F—ax
[5 V2ro? —o0 V2mo? o0 V2mo? "

Ty
Fazendo =y = — = —— = dz; = V202du.
V202 dxy 202 !
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P ¢ — a
ara 117 = — U= ———.
2 2V 202

Para 1 = 400 = u = 4o0.

Logo,
/+oo 1 % +oo 1 ( )
exp (—) dry = / exp V2o?du
a 2 202 a 2
e V2o o e o
+oo 1
:/ ) ﬁexp( u2)du
21202
Mas N
a 2 o
erfc ( ) = —/ exp (—uQ) du
2 a
220 T =
e, por conseguinte,
+oo
1 5 1 ( a >
—u du = —erfc | —— | .
/ a ) 2 2v/202

2V202

Lembrando que a = |T (s1) — T (s1,)| = |s1 — s1,/, temos

1 ‘Sl S1 |)
P (sy1,s1, :ferfc !
(51,51,) < 2v202

Assim,

g

- |Sl_slj|
(sl)<2 erfc( Wore )

Tomando a média (sinais equiprovéveis):
1 M M v |Sk*5kv|
— S P, (sk —|.
Z (51) < k213212 ( 2V 2072

a
O corolério abaixo é util quando nao se consegue determinar quais sao os sinais que influem na regiao
de Voronoi de um dado sinal.

Corolario 3.1 Nas hipdteses da Proposi¢do 3.1, temos

1M 1 (|s;C - sm|)
P < — —erfe | ——— ).
‘ ngmz;é:ﬂ 2202
Demonstracao
Segue diretamente do fato de que

1 M sk — sk, 1M 1 ISk — Sim|
B2 < — fo (B _Zml)
ZZQ (222 _MZZ er6<2

M ;== o h=1m2k 2

O estimador delineado no corolario abaixo é conhecido como Limitante de Bhattacharyya.

Corolario 3.2 Nas hipdteses da Proposicdo 3.1, temos

1 M \skfsm|2
P. <MZ > exp(—ga2 )

k=1m#k
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Demonstracao

Segue do fato de que

logo,

O

Coroldrio 3.3 Nas hipdteses da Proposi¢do 3.1, acrescida da condi¢ao da constelagdo de sinais (esquema
de modulagdo) ser geometricamente uniforme, temos

Demonstracao

Se a constelagao é geometricamente uniforme, hd um grupo de isometrias em R" agindo sobre a
constelagao com acao transitiva. Logo,

Yk ] ‘Sk_sk‘| Vm 1 |Sm_sm-’
—erfc | ——— | = > —erfc| ———— |, Vk,m=1,..., M.
J;12 ( 2v/202 ) ]212 ( 2v/20

Fixando k£ = 1, temos o resultado. O

Estimativa da Probabilidade de Erro Associada aos Principais Esquemas de Modulagao em
Canais Gaussianos

Faremos uso dos esquemas introduzidos no Capitulo 1.
M-PAM
Supondo que este esquema de modulagdo seja empregado num sistema de comunicacoes cujo canal

apresenta ruido tipo AWGN e que os sinais sejam equiprovaveis, a probabilidade de erro associada aos
sinais centrais é dada por

=2 A en(-Z
P (sk) =2 ————exp <2> dx
dnéin 2770'2 20'
e fC dmin\/i
prd r ;
4v/ 02

sendo k = 2,..., M — 1 e dnin a distancia minima entre pontos da constelagao.
Para os sinais extremos (k =1, M), temos

+o0 1 2
Pe(s1) =Pe(sm) = ———exp (2> dx
dnéin RV 2770'2 20

1 erfe dmin\/§
= —€r .
2 4V o2
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Logo,
1 M
Pe = Mkzz:lpe (sk)
o i 1 erf dmln\/§ + (M . 2) erfc dmin\/i 1 £ dmin\/i
M\ 2 4o? 4o? 2 Vo2
M -1 dmin\/§
= erfc .
M 4V o2
M-PSK

Num sistema de comunicagoes com ruido AWGN, a probabilidade de erro associada a sinais equiprovaveis
do PSK, que é uma constelagao geometricamente uniforme, é dada por

2702 202

2
1 (x — \/E) + y2
P.=1-— / exp | — dxdy
Vi

2
1 +oo (tan %)x (:17 — \/E) + y2
=1- TO’Q/ / exp | — dydx
0 —

(tan ﬁ)x,

V'E é o raio da constelagdo (F é a energia de cada sinal).
Como esta integral nao é facil de ser calculada, faz-se uso dos estimadores desenvolvidos acima.

Utilizando o Corolério 3.3:
v 1 — s,
ﬂgzem0&5d>

1 |51_SQ|> 1 <|S1—SM|>
= —erfc | ——= | + —erfc | ———
2 < 2202 2 2202
dmin
= erfc (2 ) , (3.2)

202

sendo dpin a distancia minima entre os pontos da constelagao.

m2-QAM

A probabilidade de erro associada a sinais equiprovaveis do QAM em um canal afetado por ruido
AWGN é dada por:
(i) Para i,5 # 1,m:

Pe(sij) =1—

1 dmin  fdmin T — dimin )2 + _ dmin 2

N o e I PP L O Ve )
7172#02/0 exp (W dx/o exp T Y- dy

=1—erf? dinin /2 .
4V o2
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(ii) Para i,j = 1,m e ij # 11, lm, m1, mm:

2 2
L g (e ) - )
— dxd
27r02/0 /0 exp( 202 ey
2 2
1 e (o — dan) i (y — an)
=1- N 27 )4 27 g
2ro? /0 P < 202 :1:/0 P 202 Y
1 dmin\/i 1 2 dmin\/§
=1-——erf ——erf* | —— | .

2 4v/ o2 2 4v/0?

(i41) Para ij = 11, lm, m1, mm:
2 2
L A (v = %) + (y = %)

— dxd

27r02/0 /0 eXp( 202 ray
2 2
1 +oo (m _ @) +oo (y _ @)
=1 27 \dq M 27 |y
2702 /0 P ( 202 x/o P 202 Y

3 1 dmin\/§ 1 2 dmin\/§
=- ——erf ——erf’| —— | .
4 2 4V 02 4 4V o2

P. = n}ﬂ ((m 2)2 (1 — erf? (dz\l;;g>> +4(m—2) <1 - %erf <d;n\l;§> - %eer (dz\l;g>>
3 1 dmin\/§ 1 dmin\@
(3o () ()

((m —1)erf (%) + 1)2.

Pe (sij) =1—

Pe (Sij) =1-

o2

=1-

m2
3.3 Densidade Gaussiana na Reta Hiperbdlica
Ao conjunto dos niimeros reais positivos R} munido da métrica
dg: RL xR, — Ry

x
T,y — ln’
(z,y) "

chamamos de reta hiperbodlica e indica-lo-emos por H.
Consideremos o conjunto dos nimeros reais R munido da métrica usual

d: RxR — R,
(,y) +— |-y’

Desta forma,
T: R — H

r — ¥

é uma isometria entre R e H com as métricas definidas acima.

Isto significa que todas as propriedades inerentes a R que dependem da métrica usual podem ser
transportadas para H por meio da isometria 7. Em particular, densidades de variaveis aleatorias continuas
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,

em R podem ser transportadas para H, pois dependem, exclusivamente, de propriedades métricas. E
exatamente este transporte de densidades que consideramos abaixo.

Seja X varidvel aleatéria continua em R com densidade gaussiana (ou normal) de média p e varidncia
2,

ag~.
1
R — 0,—| CR
IR ( \/2770}
2
P S Gt D
V2mo? 202
ou seja,

o) g (~£1521)

Temos, naturalmente,

Queremos encontrar a varidvel aleatéria continua Y em H (e sua densidade) que corresponde a variavel
aleatéria X gaussiana. Para este fim, consideremos o conceito de densidades equivalentes por isometria.

Densidades Equivalentes por Isometria

Sejam X e Y varidveis aleatérias assumindo valores nos espagos métricos (amostrais) (E, dg) e (FF, dr)
respectivamente. Suponhamos que

fx: (E,dﬂ;) — R
X —  fx (x)

é densidade em E. Consideremos uma isometria

T: (E, d]E) — (F, d]F)
x — y=T(x)

T induz uma densidade fy em F dada por:

fy: (]F,d]p) — R
y —  fx (T (y)) ~

Notamos que fy definida acima é, de fato, densidade, pois

/fY (y) dry =/ fr (T (x)) ZE (x)| drx
F T-1(F)=E x
—_———

:d]gx

- / fx (%) dix
=1.

Chamemos as densidades fx e fy, assim relacionadas, de densidades equivalentes por isometria.
Exemplo Importante

Seja X varidvel aleatéria assumindo valores em (R, |.|) com

1 (= p)?
9x (x) N V 271_0'2 P <W>
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ou seja, gx € a densidade gaussiana em R.
Seja Y varidvel aleatéria assumindo valores em (H, dy) , relacionada com X por meio da isometria

T: R]]) — (H, dy)

x — y=T(x)=¢""
A densidade gy, equivalente a gx, é dada por

gy W) = gx (T7' (v))

Observemos que

=1.

or—1t N . .

Como dyy = 3 (y)| dry, a primeira integral pode ser escrita em termos do elemento de compri-
Y
mento euclidiano, dgry:

o = & (,¢")
gy (y) duy = ———exp (—H> dwy.
/0 0o V2mo3y 202

Denotamos a densidade gy definida em (3.3), associada & varigvel aleatéria Y, por gy.
Um fato interessante a ser observado é que
1 d? (y,e*
exp <_ i (y ))

Py \Yy) = —F7——
) V2mo2y 202

é exatamente a densidade lognormal®.
Pelo fato de T' ser uma isometria, é natural chamar gy de densidade gaussiana hiperbdlica uni-
dimensional. g

Na seqiiéncia, estudamos a média e a varidncia da densidade gy em seu ambiente natural, a reta
hiperbdlica (H, dy) . Para tanto, devemos tornar claro as propriedades métricas que norteiam a definigao
de média e varidncia de uma densidade em R. Tendo em mente essas propriedades, podemos utiliza-las
de forma similar numa densidade em H, uma vez que estamos trabalhando com densidades equivalentes
nestes dois ambientes.

3Bastante usada em economia.



83

Por definicdo, a média p e a varidncia 02 da densidade fy de uma varidvel aleatéria X em R é dada
por

u:/Rfo (x) dz

7= [ @) fx @) da

respectivamente.
A S . ‘o 2
Observemos que a varidncia é um valor quantitativo da varidvel aleatéria e o termo (x — u)”, que
L . A < . 2
aparece em sua definigdo, é precisamente a distancia ao quadrado de z & média p, ou seja, (x — p)” =
d? (x, ) e, portanto,

7t = [ &) f (@) da.

Assim, a variancia o* é exibida em termos da métrica euclidiana, da densidade e do elemento de com-
primento euclidiano. Portanto, este valor quantitativo pode ser obtido de modo semelhante em uma
densidade de uma varidvel aleatéria com espaco amostral (H, dy) , ou seja, a varidncia hiperbdlica da
varidvel aleatéria Y em H é dada por

Uffﬁ/Hd%n (y, i) fy (y) duy

2 ¥

— [0 Ly ) duy.
H 20

A média requer um pouco mais de reflexdo, pois em sua definicdo (em R) estamos trabalhando com

“média ponderada” e, portanto, envolve elementos do espago amostral. Isto significa que a média é uma

amostra do espago (um ponto de R) e ndo um valor quantitativo como na variancia e, por conseguinte,

2

nao podemos escrever a integral / zfx (z) dx puramente em termos métricos e trabalhar como fizemos

R
com a variancia. O modo mais natural a considerar é utilizar a isometria 7', ou seja, a média em H como
sendo a imagem da média em R. E justamente o que iremos fazer, porém respaldados num interessante
resultado de [38], pdgina 139, valido para densidades em R:

“Dizemos que uma densidade integrdvel fx de uma varidvel aleatdria X em (R,d) é simétrica em
+oo n—=z
torno de p, se P(X > p+2z) = P(X <p-—2z), ou seja, fx (z)dx = fx (z)dx, para todo
pn+z —00

z € R. Desta forma, se fx € simétrica em torno de u, entdo /fo (x)de = p.”
R

Verificando que

et ™% +o0
/ gm (v) day = / L. 91 (y) duy, Vz € R
0 entz

e observando que dy (e, e~ %) = dy (e, e!t?), Vz € R, é natural chamarmos T (u) = e de média
sitmétrica de gg.
Sendo assim, definimos o conceito seguinte.

Definicao 3.2 Seja
gp: H — R

y — gu(y)
a densidade gaussiana hiperbdlica em (H,dy). Definimos a média simétrica de gy por

pm = et

sendo . média da densidade gaussiana em R e a varidncia de gg como sendo

2= | m® L g (y) duy.
O /HH o 9u (y) dey
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Proposicao 3.2 Seja
gn: H — R

exp ( dg (y, e“))

1
—
Y V2o 202
densidade gaussiana hiperbolica em (H,dy) . Entdo,
O—H =0 .

Demonstracao

Temos

+oo
oy = / n® L gy (y) dery
0 HH

+oo x xT
1 1
= n? & exp [ —— In® <) de
oo et \/2ro 202 er

oo 1 (z — p)?
2 H
/_(><> (x — ) 5 exp ( 572 dx

O

Uma das motivagoes para adotarmos a definigdo da média simétrica em H, como acima, segue de que

HH “+o0 1
/ gu (y) day = / gu (y) duy = 3
0

HH

ou seja, uy € ponto simétrico de divisdo da area hiperbdlica abaixo do grafico de gy e acima de H. Além
disso, o ponto de méaximo da distribuigao é exatamente a média.
Uma das motivagdes para a definicdo da variancia em H é que

M pe® 1 1
/ gu (y) duy = / gu (y) duy = 5 erf (2\@) :
w

He 7 2
Isto significa que, independente do valor de oy, temos
pme?” 1 pto
/ gu (y) duy = erf <2\/§> = / gr (z) dz
pme=7 pn—o
ou seja, aproximadamente 68,27% da &rea abaixo do grafico de gy, acima de H estd entre os pontos

pme” 7 e puge”. Exatamente como ocorre com a densidade gaussiana em R.

A Figura 3.2 apresenta os grdficos euclidianos* de duas densidades gy de varidncia o2 = 0,1; uma

com média pug = €” = 1 e outra com média g = e~ L.

R
by =e”

FIGURA 3.2: Grdficos euclidianos de densidades gaussianas hiperbdlicas de variancia o = 0,1 em H.

4Entendemos por grdfico euclidiano de uma densidade g com dominio em H” ou B" como sendo o conjunto dos pontos
(x,9 (x)) do espago R™*! tais que x pertence ao dominio de g.
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3.4 Densidade Gaussiana no Espaco Hiperbdlico de Dimensao
Maior ou Igual a Dois

Aqui, deparamos com o problema da néo existéncia de uma isometria entre R™ e H"™ = H"™ ou B” para
n > 2 (espagos de curvaturas diferentes). Logo, ndo hd uma maneira natural de se definir, por meio de
isometrias, uma densidade em H" “equivalente” a densidade gaussiana de R™:

grn (x) = S exp <d2(x,,u)>

(27T0_2)7L 20-2

2

sendo x = (21, ...,x,) € R" u= (1, ..., ) @ média e o a variancia da densidade ggn.

No entanto, é possivel definir uma densidade para o espago hiperbdlico que possui as mesmas ca-
racteristicas geométricas da densidade gaussiana no espago euclidiano. O primeiro fato a ser observado
em grn € que a dimensao nao influi no fator 292 que multiplica —d? e que p é ponto de simetria radial

o

do gréfico de ggrn. A deducdo de gy que fizemos na segao anterior nos revelou que estas propriedades
devem ser preservadas em gxn, bem como a variancia: 072_” = ¢2. Com esses apontamentos geométricos,
a densidade gy» em H"™ serd definida com o seguinte aspecto:

1
grn (X) = kygn exp (_Md?“n (x, H))

sendo ks constante que, a priori, pode depender do modelo de Poincaré utilizado, x = (21, ..., z,,) € H",
p= (1, ..., fbn) a média e 02 a variancia da densidade gz

A distancia hiperbdlica entre dois pontos de H"™ = H™ ou B™ é proveniente da métrica riemanniana
(2.1) e (2.2) respectivamente. Expressoes analiticas para as métricas dyn» foram fornecidas pelo Teorema
2.1

No desenvolvimento em busca de k= que fazemos a seguir, optamos pelo modelo B™ da hiperesfera
devido as suas facilidades em termos de mudanca de variavel. No entanto, pelo fato de os dois modelos
citados serem isométricos, tudo o que for feito para B™ pode ser transportado para H™ por meio das
isometrias (2.3) e (2.4).

Também tomamos a média hiperbélica como sendo a origem da hiperesfera, ou seja, u = 0, inspirados
pelo fato de que em um sistema de comunicagoes perturbado por ruido AWGN, a densidade considerada
possui média zero.

Assim, devemos ter a igualdade

22, (x,0
/ ]f]Bn exXp <]B2ET);)> dV]Bn = ].

n
dz. (x,0) 2
k[Bn exp <— ’ dVRn =1
/Bn 202 1—|x?
1 1—22 1—zi—...—x2 — 1 1n AV RS n
/ / ' / ' kgne 27 1=/ faf ; dxq...dx, = 1.
—1J—y/1—22 —y/1—22—.. . —22 1- (E% e 1%
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Se utilizarmos coordenadas hiperesféricas, o desenvolvimento se torna mais facil:

T, = rCosaq
Tp—1 = TSEN g COS (i
Tp_o = T SEN (1 SeN (g COS /3
T,_3 = T SEN (1 SeN (g SeN (v3 COS (u4
(3.4)
T3 = Tp_(n—3) = T SEN (] SEN (g SEN (13... SN (lyy 3 COS (2
To = ZEn_(n_g) = 7 Sen (v Sen (xg Sel (x3... SeN Oy, 3 SeN Xy, 2 COS 1
T1 = Tp_(n—1) = 7 SEN (] SEN (g SN ('3... SeN (3 SeN iy, 2 SN (1
sendo: " € Ry, 0< a1 <2m, e 0 < gy ey g < .
O jacobiano da mudanca de coordenadas é dado por
0
(@1, Tn) =" Lgen" "2 g sen” > (... sen? ay, 3 sen g, _a. (3.5)
O(ryar, ..., 1)
Logo, fazendo
drdoy...doy,_odo,—1 = dV
a integral acima pode ser escrita como
27
1+ 2 O (1, Tp)
kan ex —712 R av =1
/ / / / i p< > (1_T2> 6(7",0{1,-.-,0(”_1)
o 1 14 9 (6(361,4..,;8”) ) dv
2 T n—1 O(r,Q1 5.0y 1 av.
/ / / </ k]BnQXp( 252 In 1—7") (1—7‘2) dr) 1 e =1
O(1,--,Zn)
1,147 2 \" ., 2T T Sl | AV
kw exp| —5 5 In 5 | " odr — — =1
0 2 1—r 1-— T 0 0 0 T d’f‘
O(x1,...,Tn)
1 o _O@1,0@n)
2 1+r _ a(rar,..an_1)| dV
ke~ 707 M 1 =1y / / / =1y — =1
</0 . (1 — T2> pn—1 dr
1 27r
1 +7r 2 O (1, .y y)
kgn e In " tdr A dv =1.
</0 B Xp( 202 1—7") (1—1"2) > O(r,a1, ...y 1)
Mas
21
(z1, ., x
L) | oy
(rya1y .y ap_1)

é exatamente o volume Vi da hiperbola B} de dimensao n e raio 1.

Logo,
1 n
1 5,14 2 1 1
kgn R —— " ldr = .
/0 B exp< 22 " 1—r> (1—r2> " " nVpn

Fagamos uma pausa no desenvolvimento da densidade para o espago hiperbdlico B" e trabalhemos
um pouco com VB{H pois, para efeitos comparativos, precisamos desse valor.
Temos a proposicao seguinte, cuja demonstracdo pode ser encontrada, por exemplo, em [22]. No

entanto, devido ao fato de a demonstracao possuir elementos uteis a consideragoes ulteriores, transcreve-
mo-la abaixo.
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Proposicao 3.3 Seja By a bola de dimensao n e raio R. Entao, o volume de Bf, indicado por Vpy, é
dado por '

Demonstracao

Temos de calcular / 1dV, sendo dV elemento de volume cartesiano n dimensional. Utilizando as
By

coordenadas hiperesféricas dadas em (3.4), temos o jacobiano dado em (3.5) e, portanto, a integral que

fornece o volume Vg é dada por

27 g i R
/ / / / " Leen™ 2 g sen™ 3 ay... sen? a5 sen oy, _odrday ...dagy, 1 =
o Jo o Jo

R’I’L ™ ™ s
27r7/ senan_Qdan_g/ sen? Oén_3d()én_3.../ sen" "2 ayday. (3.6)
0 0 0

Precisamos integrar poténcia de fungoes seno. Aplicando uma vez integracao por partes em / sen” ada,

m € Z, m > 1, obtemos
m 1 m—1 m—1 m—2
sen” ado = —— sen acosa+ —— [ sen ada + C.
n m

Com este resultado,

m—1m—-3m—5 42 L
——2; se m é impar

™ m m—2m—4"53
/ sen” ado =
0

m—1m—-3m-5 31 ,
- m—2m—4'"427r’ se m é par

Logo, voltando & integral (3.6) e fazendo n impar,

RrR" T2t
n = 21—2
Vey =27 n (n—2)(n—4)...(5)(3)

2R" (27) 2
T nn-2)(n—4)...(5)(3)
2R (21)° T (n—1) (n—3) (n —5)... (4) (2)
nn—1)n—-2)(n—3)(n—4)...(3)(2)
o (2 (258 (258) - (1) ()

2R"™ (27) 2 =
nn—1)(n—2)(n—3)..(

2R" (2m)°F 2°3 (") (%51 - 1) ("5 -2) - (D (1)
)
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Para n par,
R (2m) 2
Ve = 2 = (n—4)...(4) (2)
R" (27)2

T nn—-2)(n—4)..(4)(2)

_ R rs
5 (%22) (%531) - (3) (3)

_ Rz
5G-1)(E-2)-@0)
R*rs

Retornando a densidade hiperbdlica, facamos a mudanca de coordenadas

| 1+7r du 2 e —1
u=1In — — = er = .
1—r dr 1—172 e 41
Logo,
+o0 2 2u n—1
U e —1 1
kgn - _— du = —
/(; B eXp< 20’2) < 2ev ) b nVBIL
1
kgn = — -
Vi [ e (3 (54" du
0
1

+oo ) !
nVB{L/ exp (—22) (senhu)" ! du
0
Observemos que kg» é, de fato, constante; portanto, é a mesma para qualquer média p.

Uma vez obtida a densidade para H" = B", vamos transportéa-la para H™ = H" por meio da isometria
2.4), ou seja, a densidade gy deve ser “isométrica”’ a densidade gg» no seguinte sentido:
g

gur (y) = ger (Tunge (¥))

1
= k]Bn exp <_Md]%" (IHan (y) 7/’l')>

1 . n
= kpn exp (wdﬁn (Tgrpe (y) , Ignpn (n))) ; pois 3ln € H" tal que p = Ignpn (1)

1
= kpn exp <_Md]%ﬂ" (Yﬂ?)) .

Observemos que a constante k]Bn nao se altera no modelo H™ (como era de se esperar ou seja
’ ’
an = k]B"- Em virtude da preserva(;éo da constante, denotamo-la, simplesmente por k’}—‘n.

Com estas consideragoes, podemos dar uma definicao formal para a densidade nos modelos de Poincaré.

Definicao 3.3 Seja H™ um modelo de Poincaré para a geometria hiperbolica. Definimos a densidade
gaussiana hiperbdlica n-dimensional com média i e varidncia o® em H™ como sendo

i (%) )

n = kyn
grn (%) H eXp( 952
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sendo

1

“+oo
nVBT,/ exp (— 2% ) (senhw)" " du
0

n

2

Vpp = (2)' sen € par
5)!
n—1 _
T2 2n,(n21)! o
Vgn = ———— =2 sen € impar.
! n!

Um problema de ordem numérica é trabalhar com o valor de ky» dado acima. Por isso, nao é vidvel
trabalhar com célculos de probabilidade envolvendo gp» na prética; mas, sim, com um estimador mais
simples. E o que faremos a frente. Antes, porém, é conveniente encontrar um valor manipuldvel para
kxn» no caso bidimensional, que é o caso mais estudado neste trabalho.

d’?—ﬂ (X7 /J’)

952 )densidade gaussiana hiperbdlica bidimensional
o

Proposicao 3.4 Seja gz (x) = kyz exp (—

em H?. Entdo®,
1

V20273 exp (%2) erf ( ‘722)

forge =

Demonstragao
Sej 1 T
eja a = —. Temos
4 202

+oo

2 Foo 2
efau +udu 7/ efau 7udu
0

+oo 2u
-1
/ e~ <e) du
0 ev

/0+
-

ef(ﬁufﬁ)zeﬁdu — /+°° 67(ﬁu+ﬁ)2eﬁdu.
0

Sejam

U= +00 =— T = +00

1
U=0=1=——r

2v/a
U = +00 = y = +00
1 d
Y \/au—l—Q\/a du a B B 1
u=0=—=y=——%
2y/a

7 “+oo 2
5E possivel encontrar uma expressao analitica para a integral / exp (— 2’(‘7—2) (senh u)"_l du que aparece na constante

knn para qualquer n fixado. Abaixo apresentamos alguns destes valores (obtidos com o auxilio do software Mathematica

v.4):
(i) n=3: ZZQW (—1+exp (202)) ;

o2 o2 p= -
(ii) n = 4: WGXP(;) <—3erf (T) + exp (402) erf <3 22 2)) :

8
V2oin
16

(4ii) n = 5: (exp (20’2) — 1)2 (3 + 2exp (20’2) + exp (402)) .
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ev -3l Va be Vva
1 L + +
_ oxp (3q) ( [ s ® e / “e-yzdy>
\/E _2\1/5 2\1/5 2\1/5
1 1
_ &Xp (5)2

a
/ e da, (e_’”2 é fungao par)
0

_ o (3) p VT (21)

Por conseguinte,

+o0 u2 e2u 2-1 +o0 u2
2V, o du =2 (712 -
o) () s o)

Restam trés observagoes importantes:

(i) a média p é ponto de maximo no gréfico euclidiano de gy, ou seja, kyn é valor maximo de gpn.

(ii) as hipersuperficies de nivel® do grifico euclidiano de gy~ sdo exatamente hiperesferas hiperbdlicas”

centradas na média. De fato:
Seja c € RY. tal que
grn (y) =c.
Logo, ¢ < kyn devido a observagao acima e, portanto,

—20%1n < > 0.
H?L

De gyn (y) = ¢ extraimos

dyn (y, ) = y/—2021In
H"L

c
ou seja, gyn (y) = ¢ é uma hiperesfera hiperbélica de centro u e raio , /—202In .
H‘n

A Figura 3.3 ilustra os graficos euclidianos de gy> para H? e B? (deslocados para cima) e algumas
curvas de nivel.

6Se n = 2: curvas de nivel;

Se n = 3: superficies de nivel.
7Se n = 2: circulos hiperbélicos;
Se n = 3: esferas hiperbdlicas.
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FIGURA 3.3: Grdficos euclidianos de gy (deslocados para cima) com médias p (modelo B2) e n
(modelo H?). Os circulos hiperbdlicos sio curvas de nivel.

(i) As constantes kyn e kg dependem, ¢ claro, de 2, ou seja, sao funcdes da varidncia: kyn = kyn (02)
e ki = ku (o) . Definamos a fungao

Qn: Ry — R
o2 — G (‘72)
(ku (02))"

Com o auxilio de um software algébrico-computacional, é possivel verificar que

. 2\
0121?0 Qn (0 ) =1
para qualquer n. Também é verificavel que esta convergéncia é bastante rapida, a ponto de podermos subs-
tituir kyn (02) por (kH (02))n para o2 < 0,25 sem prejuizo computacional aprecidvel. Como exemplo,
abaixo segue uma tabela com alguns valores.

L o® [hu(0®) [ (b (6®)" | ke (0%) || (i (02))” | ks (0%) | (kua (o))" | oy (03) |
0,1 | 3,9804 15,915 15,863 63,493 62,861 253,3 248,27
0,01 | 39,804 1591, 5 1591,5 63493 63487 || 2,533 x 10° | 2,5325 x 10°

Nas densidades gaussianas euclidianas, sempre ocorre kg = (kg)" , uma vez que estas sao produtos de
densidades unidimensionais (independéncia do ruido em relagio as dimensoes). A igualdade nao ocorre
no caso hiperbélico devido ao fato do espago hiperbdlico n-dimensional nao ser vetorial e, portanto, o
produto de densidades hiperbdlicas unidimensionais nao origina uma densidade hiperbédlica n-dimensional.
No entanto, a observacao acima nos conduz a um “produto assintético” de fungoes de uma variavel que
sdo, de alguma forma, “proximas” das densidades unidimensionais.

Algumas técnicas matematicas uteis para o aprofundamento nesta direcdo podem ser encontradas
nos artigos [7], [15] e [6]. Estes artigos nao tratam de densidades hiperbdlicas como as que estamos
desenvolvendo; no entanto, do ponto de vista geométrico, as densidades por eles consideradas apresentam
algumas caracteristicas interessantes, as quais passamos a discorrer.

As densidades introduzidas por Barndorff-Nielsen [7] sdo chamadas de “hiperbdlicas” nao pelo fato
de estarem definidas sobre o espago hiperbdlico; mas, sim, pelo fato de os graficos do logaritmo natural
das classes mais importantes dessas densidades (as que possuem aplicagdes praticas) serem hiperboldides
n-dimensionais. Como conseqiiéncia, o logaritmo natural das densidades marginais sdo hipérboles. Isso
significa que, além de estarmos lidando com densidades sobre o espago euclidiano (devido a existéncia de
densidades marginais euclidianas), estamos, em certo sentido, “generalizando” o conceito de densidade
gaussiana no R™, uma vez que o gréfico do logaritmo natural desta tltima é um paraboldide n-dimensional
e a densidade gaussiana pode ser obtida como limite de densidades “hiperbdlicas”. Um fato geométrico
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bastante curioso dessas densidades no R? é que os “eixos de reflexdo” das curvas de nivel sdo hipérboles
(as curvas de nivel da densidade gaussiana de dimensao 2 sao elipses que possuem retas ortogonais como
eixos de reflexao, ou seja, cada elipse possui eixo maior e menor sobre esses eixos de reflexdo). Devido as
semelhancas que as superficies de nivel das densidades “hiperbdlicas” apresentam com as das densidades
sobre os modelos hiperbdlicos, é possivel aplicar alguns métodos de célculo de probabilidades que podem
ser eficientes no caso que estamos abordando, apesar de a métrica hiperbdlica ser de mais dificil manuseio.

3.5 Estimador para a Probabilidade de Erro Hiperbdlica

Como ja comentamos, trabalhar com a densidade gaussiana hiperbdlica definida na se¢ao anterior nao
é tarefa muito facil. Por esse motivo, estimar a probabilidade de erro associada a sinais nos modelos
hiperbdlicos se torna uma questao importante em abordagens praticas ou comparativas. Conforme en-
fatizado acima, a densidade gaussiana hiperbolica nao é produto de densidades de dimensoes menores,
0 que, certamente, dificulta o trabalho matematico de majoragao. No entanto, baseados no fato de que
num esquema de modulagdo com M sinais a probabilidade de erro condicional P, (si) associada ao envio
do sinal s; sempre satisfaz a condigao

Pe (si) < > P(Sk,Sm)
m#k

sendo P (sk,sm) a probabilidade de erro conjunta P (s, Sm) = P (sg) P (Sm|sk), percebemos que a
estimativa de P, (s) se d& sobre a soma de parcelas tais que cada uma depende apenas de um par de
sinais. Cada par de sinais esta sobre uma geodésica no modelo de Poincaré e toda geodésica é isométrica
a H. Portanto, iremos supor que cada par de sinais estda submetido de modo independente a um ruido
gaussiano unidimensional.

Nosso objetivo agora é obter limitantes para a probabilidade de erro no caso hiperbélico comparaveis
ao desenvolvido no caso euclidiano (Secéo 3.2).

Comegamos com o lema abaixo, ressaltando que, quando nao é importante a distingao entre os modelos
de Poincaré em questao, denotamo-los genericamante por H".

Lema 3.1 Sejama € Ry, b€ R ec€ R}. Entdo

+oo 2
p—ctny _ [T o [(CFDTY g (2elna—b—1
/a Y \/Zcexp < 4c erte Ve ’

Demonstracao
Seja
r=Ilny = y=e".
Logo,
d 1
—x—f:>dy=ydx:e dx
dy

Para y = a, temos x = Ina e para y = 400, temos x = +oc.
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Com isso,
ol e b
clny cT 1‘ dl’
[ e
+oo
:/ (b+1z cx? dx
Ina
b+1)°  (b+1)?
= — 1 —
/lna exp( (cx b+1)x+ i " dx
B b+1\>  (b+1)?
_/ exp( (ﬁ_2ﬁ>+ m” dx
(b+1)° /+°° B b+ 1)?
p( 4c Ina P \/Em 2\[ -
Seja
b+1
Logo,

dt 1

Para z = Ina, temos ¢t = \/clna — e para r = +00, temos t = +0oo.

+
2y/c
+o0 2 +o0 2
by _ o (4D / (e IV
/a Y eXP( 4e Ina P \ﬁ Qﬁ !
2 +oo 2
p<(b+1) )/ e gy
4c \flnaLber—1 \ﬁ
o0 5
= i exp (b+ 1) / e U dt
\ﬁ 4c \flma—b+—1
1 bO+1)"\ V7 b+1
= % exp ( Ic ) 7 rfC (\/Elna 2\/E>

_ ] (b+1)? erfe 2clna—-b-1
V2 TP T e e '

Teorema 3.1 Seja uma constelagao de sinais com cardinalidade M mno espaco hiperbdlico H™, n >
2, empregada em um sistema de comunicagdes com canal afetado por ruido gaussiano hiperbdlico. Se
0s M sinais sy, ...,spy forem equiprovdveis e independentes, entao a probabilidade de erro associada a
constelacao satisfaz

Com isso,

O

sendo 02 a varidncia do ruido e v, o numero de sinais Sk, que determinam um lado® na regido de Voronoi
de sy.

8Ver nota na Proposicio 3.1.
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Demonstracao

Fixemos o modelo H"™ para a demonstragao.

Devido & equiprobabilidade dos sinais, podemos fixar um indice, por exemplo k£ = 1, e deduzir
um limitante superior para a probabilidade de erro no envio de s; e recebimento de s,, com m # 1.
Indicaremos essa probabilidade por P (s1,s,,), m # 1. Entretanto, nem todos os m’s sdo necessédrios para
o célculo do limitante para P.. Facamos algumas restrigoes.

Tomemos a regiao de Voronoi V; de s;. Como a quantidade de sinais na constelacao é finita, V7 é um
politopo (poliedro n-dimensional nao necessariamente compacto) hiperbdlico com um nimero finito de
hiperplanos (n — 1)-dimensionais delimitando-o. Cada um desses hiperplanos é mediatriz entre sy e s;
para algum j. No entanto, podem existir mediatrizes que nao determinam lado em V;.

Como exemplo simples, o sinal s; na constelagdo euclidiana 4-PSK (s; = (1,0), so = (0,—1),
ss3 = (—1,0), s4(0,1)) possui regido de Voronoi V; delimitada pelas mediatrizes de s153 e 5154, mas
a mediatriz de $1S3 nao intercepta o interior de Vj e, portanto, pode ser descartada. Sendo assim,
consideramos apenas os sinais cujas mediatrizes determinam lado em V; e, sem perda de generalidade,
suponhamos que estes sejam s1,,...,s1, , v1 < M.

Seja 7 < v1. Como os sinais s; e 1, sao independentes, estao submetidos ao ruido gaussiano uni-
dimensional de mesma variancia. Fazendo s; = (s1,...,s,) e tomando a geodésica que passa por estes
sinais, podemos transporté-los para H por meio de uma isometria ¢ de H” (dada uma geodésica, sempre
existe uma isometria que a mapeia em H). No caso n = 2, ¢ = ¢ é uma isometria eliptica com centro em
S1 e raio dype (sl, slj) , conforme ilustrada na Figura 3.4 abaixo.

H
B HZ
1 ¢
Sy exp(j dH (s ’slj))’,."
. S ‘
mediatriz de's, 8. . el N
! Z 1°1j ..... 8H2

FIGURA 3.4: Acado da isometria eliptica e de centro s1 e raio dye (sl,slj) em HZ.

Logo, podemos escrever

+00 —=i51In L
/ ]_ 1 ( fy > 20 Sn d
exp | In| = HY
Sn exp(%dﬂn (sl,slj)) V2mo? Sn

+oo 1 y fﬁln e
-/ - (2) duy
Sn exp(%du{n (51751j)) \/ﬁ Sn

—+o0

7o .
27T'0'2 Sn exp(%d}ﬂn (sl 1815 ))
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Wlnexp Ldun (s1,81;)) (Sn)ln((%)iﬁ>

—— dy
2mo? /5n exp dHn 51,51 )) ln(y7ﬁ>fln(s;ﬁ>
(sn)

(s ln(s;ﬁ) (y)1n<yﬁ>1n(sn*i2>1

V2mo? snexp d‘gn 1,81, )) ln(y_ﬁ>
(sn)

n

Como s, >0, 3! 4 € R tal que s,, = . Assim,

e (7=7) ln (e‘“) 27 (y)1n<y*ﬁ>71n((eu)*ﬁ)f1

P (s1,s1,) < / dy
( ’ J) V2mro? exp ;,H» d]Hn 51751 )) ( M)1n<y7#>
e
a1
(et1) zor oo )" (” ” >+ A
\/W exp(u-{-%du{n(sl,slj)) y_#
_ﬁ)
_ exp( 202 /+°C y%—l—ﬁlnydy
\% 2mo? exp(y,#»%dﬂn (sl’slj ))

Pelo Lema 3.1,

2
exp (—”—) +o0 exp( ) 2 2 " ‘
N ) / y%_ 20 Zlnydy— Ul exp (M )erfc e (S1,51,) (s1,51,)
€

V2mo? xp(pt Sdin (s1,51,)) V2mo? 2 202

d
erfc( 2 51,51 )>

1 dpn (s1,81,)
P (s1,s1,) < ierfc (W) .

Com este resultado, a probabilidade de se enviar o sinal s; e receber outro qualquer é limitado
superiormente, ou seja,

Por conseguinte,

Pe (Sl) < iP(Sl,Slj)

j=1
< vzl 1 erfc <dw(sl’slﬂ>> .
j=12 2V 202
Sendo todos os sinais equiprovéveis,
1 M
Pe S MkZ::lPe (Sk)

=

1M ol dyn (Sk,Sk,)
< Serfe [ ———2
B kZ Z 2 ( 2v/ 202
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lembrando que o segundo somatério é apenas sobre os indices dos sinais sg; que influem na regiao de
Voronoi de sy.

Finalizando, devido ao fato de os modelos H™ e B™ serem isométricos e o limitante acima depender
apenas da métrica dgn, o resultado acima nao depende do modelo utilizado. O

Corolario 3.4 Nas condicoes do Teorema 3.1, acrescido da hipdtese do conjunto de sinais ser geome-
tricamente uniforme, temos

Demonstracao

Se o conjunto dos sinais é geometricamente uniforme, a regiao de Voronoi de s; é congruente a regiao
de Voronoi de s, para quaisquer k,m < M. Logo, vy = v, €

1 dpn (Slmsk-) Um 1 dpn (Sm,Sm-)
Serfe | DRk ) AL e (S B ) vk < ML
> —erfc ( > > —erfc ( Wors m

Fazendo k£ = 1, temos o resultado. O

E importante notar a similaridade dos limitantes hiperbdlicos com os limitantes euclidianos dados pela
Proposigao 3.1 e pelo Corolario 3.3. Na verdade o que acabamos de provar é que os limitantes sao validos
tanto na métrica euclidiana como na métrica hiperbdlica. No entanto, os estimadores hiperbdlicos sao
mais precisos que os euclidianos quando aplicados & constelacoes que possuem representantes euclidianos
e hiperbdlicos como os esquemas PSK hiperbdlicos definidos adiante. Exemplificamos esta “vantagem de
precisao” na proxima segao.

3.6 Constelacoes PAM e PSK Hiperbdlicas

Nesta secao, estabelecemos os esquemas de modulagao hiperbdlica que fazem correspondéncia aos es-
quemas euclidianos de modulagdo PAM e PSK e, com a ajuda dos limitantes desenvolvidos na secdao
anterior, estimamos a probabilidade de erro associada a esses esquemas para canal afetado com ruido
tipo gaussiano hiperbolico. Antes, porém, é importante salientar a nao existéncia de um correspondente
direto do esquema de modulacio QAM no plano hiperbélico 2.

Como vimos no Capitulo 1, uma constela¢ao do tipo QAM possui por “base” um conjunto {p1, pa}
formado por duas fungdes 1 e @9, dadas pelas expressdes (1.2). Do ponto de vista geométrico, este
conjunto pode ser associado & base canonica {€}, €2} do R? e, com isso, é possivel construir a constelagio
C dada pela matriz (1.1). Esta constelagdo C possui diversas propriedades geométricas que devem ser
mantidas em uma eventual constelacio correspondente em 2. Dentre elas, regides de Voronoi quad-
rangulares (hiperbdlicas) com mesma &drea (desprezando o efeito bordo). No entanto, esta propriedade
pressupoe a existéncia de um grupo fuchsiano abeliano gerado por duas translagoes hiperbdlicas, ou seja,
este grupo deveria ser isomorfo a Z X Z, o que néao é possivel, devido ao Teorema 2.7 que afirma ser ciclico
tal grupo.

Apesar da nao existéncia do “HQAM”, podemos construir diversas outras constelagoes semelhantes,
tanto em H? quanto em superficies ndo compactas provenientes de quocientes de H? por um grupo
fuchsiano. Algumas delas sd@o abordadas no Capitulo 4.

3.6.1 M-HPAM (PAM hiperbdlico)

Nesta subsecao, iremos estabelecer o equivalente hiperbdlico ao esquema PAM do caso euclidiano.
Baseados no fato de R e H serem isométricos por

T: R — H

T — eéE?
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a constelacdo PAM em R dada pelo conjunto
. dmin .
Cri-PAM = Sj ER:Sj = (2.]—1—M)7, ] = 1,....M

pode ser transportada isometricamente por T, resultando na constelacao M -HPAM dada por

. dmin .
CM_HPAM:{sjeH:sj:exp(Qj—l—M) 5 ),]Zl,...,M}

em H. A Figura 3.5 ilustra um 3-HPAM com di, = 2.

e? 0 e?
o e e——>» H
51 %2 53

F1GURA 3.5: 3-HPAM com distancia hiperbdlica minima 2.

Quanto & probabilidade de erro associada a um M-HPAM, com distancia minima d,;,, para canal
afetado por ruido gaussiano hiperbdlico,

too 1 dZ (z,e%)
P, (s;) =2 ————=|d
) /exp(dm;n) Varo? ( 22 )

2/+°° 1 ln2:c) 1d
= ——exp | ———= | =dz
EXP(dmi“) Vono? P 202 ) x

2

dmin 2 .
= erfc ( f) , para j = 2,.... M — 1.

4v o2

Foo 1 dZ (z,€°)
Pe (s5) = / ——exp| ————— | dz
( ]) cxp(id"gi“) V2moly P ( 202
1 £ dmin\/i
— €riC
2 4v/0?

), para j =1, M.

Por conseguinte:

1

M ;

M=

Pe = Pe (s5)

1
1

dmin\/§ 1 dmin\/i
Y (M—2)erfc< o? ) —|—2<Qerfc< o )))

(M - ]-) £ dmin\/§
T €eric 4\/0-72 .

Chegamos, portanto, a uma conclusao importante: a probabilidade de erro associada a um M -HPAM
é a mesma de um M-PAM (ambos com a mesma distdncia minima dp,;, em suas respectivas métricas).
Isto é exatamente o esperado, pois estamos lidando com conjuntos isométricos e o comportamento de uma
constelagao C em R, utilizada em um canal com ruido gaussiano, deve ser o mesmo de uma constelacao
C* =T (C) em H, utilizada em canal com ruido gaussiano hiperbdlico. Também ¢é importante ressaltar o
fato de que, numa eventual aplicacdo pratica, o que pode decidir o uso de C ou C* é o tipo de ruido do
canal do sistema de comunicacoes e nao a andlise de desempenho entre as constelagoes. Esta observacao
deve se estender a espagos hiperbdlicos de dimensao mais alta, apesar da nao existéncia de isometrias
entre H™ e R™ para n > 2.

I
N
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3.6.2 M-HPSK (PSK Hiperbdlico)

Definamos o andlogo ao PSK no caso hiperbdlico.
Apesar de as constelagdbes PSK possuirem a mesma “base” {¢1,p2} do QAM, sua representagao
geométrica por meio do conjunto de pontos

Car-psi = {sj eR?:s; = (\/ECOS (?\; (G — 1)) ,—VEsen (?\; (G — 1))) L 1<j< M}

é ciclica, ou seja, existe um grupo I' discreto de isometrias? em R? tal que o M-PSK ¢ 6rbita de um
ponto pela acdo do grupo. Este grupo I' de isometrias é isomorfo a um grupo fuchsiano no H?: o grupo

™
G gerado pela isometria eliptica com centro em i (caso H?) ou em 0 (caso B?) e angulo A O grupo

fuchsiano G preserva todas as propriedades geométricas inerentes a I', tais como congruéncia de regioes
de Voronoi.
Sendo assim, é natural definir a constelacio M-HPSK em B? como sendo

VvE vE
) 9. _ (et -1 (27 . eVt —1 2r _
CM—HPS’}(—{S_7 B .S]—<e\/EHCOb(M(j—1)),—6\/E_|_166D<M(]—1) s 1S]§M .

Notemos que o raio hiperbdlico do circulo que contém a constelagao é v E, como no caso euclidiano.
Em H?, a constelacdo é definida por

Cr-mpsk = {Ip2mz (sj) € H?:s; € M-HPSK em B? e Igey2 é a isometria (2.3)}

{sjeﬂl<0+ i):e(z) (cos f7) 2+ sen 7 ,jl,...,M}.

eVE — (sen %)z—i—cos%

Como exemplos, vamos trabalhar a probabilidade de erro associada a um 4-HPSK e a um 8-HPSK
em HZ2.

4-HPSK

Fixando E =1 (por exemplo) em C4_gpskx no modelo H? e considerando as isometrias elipticas com
centro em (0, 1):

ek H2 — H?
Z COS k—ﬂ- + sen k—ﬂ
4 4
o —zsenk—ﬂ —&-cos]ﬂ
4 4
. 1,
temos, para k= 0,1,2 e 3, os sinais (z = ez):
s1 = (0;0,37)
s = (0,76;0,65)
s = (0;2,72)
sq = (—0,76;0,65)

A Figura 3.6 ilustra os sinais s; do 4-HPSK e suas respectivas regices de Voronoi V;.

s
9Grupo gerado pela rotacio euclidiana de centro na origem e angulo A
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\/

FIGURA 3.6: Uma constelagcdo 4-HPSK e as regides de Voronoi V; dos sinais s;.
Esta constelacao é geometricamente uniforme e, de acordo com o Coroléario 3.4, a probabilidade de
erro satisfaz
v ] dp2 (81,81,
P« 35 Lg% (su) )
=12 2v/202

Como o somatério é sobre os indices dos sinais que influem em V7, temos, no presente caso, que a soma
possui dois termos apenas, ou seja,

Pe < 1erfc (dH; (51, SQ)) + L erfc (dH; (sl,s4)>

2 202 2 202
o (dH2 (51752)>
2v/2072
pois dy2 (s1,82) = di2 (s1,54) -
Como
0,76 + 0,65i + 0,37i| + |0, 76 + 0, 65i — 0, 37i|
dHZ (Sl,Sg) =1In N . - .
|0,76 + 0,65¢ + 0, 37i| — |0, 76 + 0,65 — 0, 374
=1,5053
concluimos | 5053
P. < erfc < ! > .
2V 202

1,5053
2V 202

O gréfico do limitante superior erfc ( ) estd ilustrado na Figura 3.7 (curva indicada por 4-

HPSK).

2 -8 -6 14 12 -]

10—2,2

FIGURA 3.7: Grdficos dos limitantes superiores para a probabilidade de erro em fun¢ao da variancia o

para o 4-HPSK e o 4-PSK.

2
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Na tabela abaixo, apresentamos alguns valores numéricos para o limitante superior esbogcado no
grafico acima (segunda coluna). A terceira coluna apresenta alguns valores para o limitante superior

erfc( dmin
2v/202

PSK euclidiano (dmin = \/5) Vemos, claramente, uma equivaléncia numérica entre os estimadores, com
uma leve precisao no caso hiperbdlico. Esta comparacao qualitativa mostra a relevancia do limitante

encontrado no Teorema 3.1.

> (cujo gréfico também estd ilustrado na figura acima), apresentado em (3.2), para o 4-

[ o2 [ 4-HPSK [ 4-PSK
0,4 0,234 0,264
0,2 0,092 0,114
0,1 1,73x 1072 || 2,53 x 1072
0,05 | 7,63x107% || 1,57 x 1073
0,025 | 1,93 x10°% [[ 7,74 x10°F

0,0125 | 1,67 x 10711 || 2,54 x 10~ 10

8-HPSK

Fixando F =1 e considerando as isometrias elipticas com centro em (0, 1):

ek . H2

temos, para k =0, ..., 7, os sinais <z

A constelagdo estd ilustrada na Figura 3.8, bem como as geodésicas que delimitam as regides de

Voronoi dos sinais.

— H2
Z COS klr + sen kj
— ——hn
—zsen 3 -+ cos 3
s1 = (0;0,37)
so = (0,35;0,42)
s3 = (0,76;0,65)
sq = (1,17;1,40)
s = (0;2,72)
s¢ = (—1,17;1,40)
s7 = (—0,76;0,65)
ss = (—0,35;0,42)

Ficura 3.8:

»
>

Constelagao 8-HPSK e suas regioes de Voronoi.
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Nas condigoes do Corolario 3.4,

2202

Analogamente ao caso acima, a regiao de Voronoi de s; é delimitada pelos sinais sg e sg. Portanto,

de (Sh Sg))
P. <erfc | ——= ).
( 2v/202

v 1 d ,S1.
P. < iferfc B (Sl Sl]) .
=12

Como
di (s1, )Afln|07354*0,42i470,37ﬂ4+|0,35470,42i470,37u
m2 (S1,82) = |0,35 + 0,42i + 0,37i| — |0,35 + 0,42¢ — 0, 37|
=0,86924
concluimos R
P. < erfc (’) .
2V 202

0,86924

A Figura 3.9 ilustra o grafico do limitante erfc < ) (curva indicada por 8-HPSK).

2v/202

A P,
1072

FIGURA 3.9: Grdficos dos limitantes superiores para a probabilidade de erro em funcgdo da varidncia o>

para o 8-HPSK e o 8-PSK.

A tabela abaixo consta de alguns valores numéricos para o limitante esbogado acima (segunda culona).

Como no caso do 4-HPSK, a terceira coluna apresenta alguns valores do limitante superior erfc ( min >

2V 202
(ilustrado na figura) para o 8-PSK euclidiano (dmin =V2- \/Q)

[ o° | 8HPSK | 8-PSK
0,4 0,492 0,545
0,2 0,331 0,392
0,1 0,169 0,226

0,05 |5,19x10°2 | 8,70 x 102
0,025 | 5,98 x 103 || 1,55 x 102
0,0125 | 1,01 x 102 |[ 6,20 x 10— 2
0,00625 | 3,85 x 105 || 1,29 x 10-©
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Capitulo 4

Constelacoes de Sinais em

. . H?
Superficies Quocientes —

G

Neste capitulo, introduzimos algumas familias de constelagdes de sinais para ambiente hiperbdlico. As
constelagoes presentemente estudadas foram consideradas devido ao fato de satisfazerem alguns principios,
ora algoritmicos (em termos de geragdo a partir de isometrias), ora simétricos que fazem com que ex-
pressoes analiticas gerais possam ser deduzidas. Neste ambito, a explicitagao das constelagoes, das isome-
trias, dos grupos, das geodésicas e do espaco quociente em termos de expressoes analiticas se torna algo
quase inevitavel, estando, portanto, presente no decorrer do capitulo. Alguns conceitos e ferramentas
analiticas para tal abordagem em dimensao dois foram extraidas de livros-texto de fungoes complexas
como [27] e [46]; outros, de livros-texto de geometria hiperbdlica plana e grupos fuchsianos como [31] e
[52]. Algumas referéncias mais especificas foram introduzidas no decorrer do capitulo.

4.1 Preliminares

Conforme comentado na Secao 1.8, o estudo de constelagoes de sinais em superficies compactas, tendo
em vista suas propriedades métricas e desempenho em codificagao e modulacao de canal, tem ocorrido
com freqiiéncia nos ultimos anos em Teoria da Informacao e Codificacao. Constelagoes de pontos na
esfera S, n € N*, tém sido bastante estudadas e efetivamente usadas em sistemas de comunicacoes
desde meados do século 20 (M-PSK’s se enquadram neste ambito), principalmente apds o trabalho de
Claude Shannon [53] que é um marco na Teoria da Informacao e Codificacao. A partir de 1968, com o
trabalho de David Slepian [54], constelagbes de sinais em esferas n-dimensionais passaram a ter maior
importancia pratica e, portanto, a serem estudadas de forma mais intensa. Esse trabalho consolidou
a associacao de estruturas algébricas, como grupos discretos de isometrias, a tais constelacbes. Apds o
conceito de Cddigos Geometricamente Uniformes, introduzido por David Forney em 1991 [32], a busca
por constelagoes associadas a grupos discretos de isometrias em espagos métricos tornou-se bastante
freqiiente, visto que, em qualquer sistema pratico de comunicagoes, a simetria da constelagao sempre
desempenha papel de otimizadora, tanto em codigos corretores de erros quanto em probabilidade de erro.
Em particular, cédigos geometricamente uniformes sobre toros tém despertado, recentemente, o interesse
de diversos pesquisadores da area, tanto de codificacao de canal, quanto de codificacao de fonte. Alguns
trabalhos nessa linha sao [25], [37] e [34].

Um dos objetivos neste capitulo é prosseguir no caminho delineado acima, ou seja, estudar constelagoes
de sinais sobre superficies compactas com género maior que um ou nao-compactas obtidas por quociente.
Para tanto, o espago hiperbdlico desempenha um papel bastante importante, visto que qualquer g-toro
T, (toro de género g) localmente isométrico a H? pode ser obtido topologicamente por quociente de H?
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por algum grupo fuchsiano G de H?, ou seja,

H2
Tg = 6

Particularmente, para cada género g, esta acao pode se processar pela identificacao de lados de um

poligono regular de 4¢g ou 4g + 2 lados em H? por 2g ou 2g + 1 isometrias que geram G. Com isso, temos

uma via natural para a geragao de constelagoes sobre T}, ou seja, qualquer grupo fuchsiano I' de H? tal

que G C I' é subgrupo normal, pode gerar constelacoes, ou sub-constelagoes, C geometricamente uniforme
59

(ou um grafo aresta-regular) sobre T,. Neste ambito, também hé a facilidade de analise de desempenho
de C em termos da probabilidade de erro, aplicando o majorante desenvolvido no Capitulo 3. Antes,
porém, de introduzirmos estas constelagoes, é conveniente tecer alguns apontamentos sobre quociente de
espacos hiperbdlicos por grupos discretos de isometrias e sua importancia como ferramenta matematica

([10], pp. 258-268).
2

Os quocientes — comegaram a ser considerados com mais afinco na comunidade matemética como
conseqiiéncia natural do desenvolvimento de problemas de uniformizag¢ao de curvas algébricas
planas (p(z,y) = 0; p(x,y) polindmio em x e y) , sub-drea da Teoria de Uniformizag¢do. Uni-
formizar uma curva algébrica plana p(z,y) = 0 (ou a superficie de Riemann p (z,y) = 0) consiste em
encontrar um par de fungdes meromorfas!  (z), v (2) que sejam “parametrizacdes” nao triviais (dife-
rentes de = (2) = z, y(z) = f(z(2))) de p(z,y) = 0 com dominios em subconjuntos simplesmente
conexos D C C) tais que:

a) (z(2),y(2)), z€ D <= p(z(2),y(z)) = 0.

b) Existe um grupo G de bijegoes analiticas de D tal que: p (z (z1),y (21)) =p (2 (22),y (22)) =0 <=
dg € G tal que g (21) = 2.

O Teorema de Riemann?; [46], paginas 439 e 444) diz que um conjunto D ¢ C = C U {oo}
simplesmenﬁe conexo é conformemente equivalente a um dos seguintes conjuntos®:

i) D = C = S? (via projegao estereogrifica);

i) D = C =R
iii) D = H?,
. . S . T . az+b
e, ainda, como conseqiiéncia, as bijegdes conformes de tais dominios sdo do tipo ¢ (z) = o d a,b,c,d €
cz

C e ac — bd # 0, ou seja: transformagcoes de Mobius em D.
Temos ainda o Teorema de Uniformiza¢cao de Kobe e Poincaré que afirma que qualquer curva
algébrica plana possui uniformizagio. Assim, toda curva algébrica p (z,y) = 0 pode ser descrita como o

quociente o uma vez que todos os pontos da érbita de zg € D por G sao identificados em um mesmo

ponto da curva p (x,y) = 0. Desta forma, o estudo de curvas algébricas planas possui um paralelo muito
interessante com o estudo de grupos discretos de isometrias de S?,R? ou H2. Como a classificaciio de
grupos discretos de isometrias (nfo isomorfos) em S? e R? é algo bem conhecido, as curvas algébricas
planas “contidas” no quociente de S? ou R? por esses grupos sio também bem classificadas; no entanto,
a riqueza e complexidade advém do “caso hiperbdlico”, uma vez que, ao contrario da esfera e do plano,
podemos obter uma infinidade de superficies (compactas ou nao) provenientes de quocientes de H? por
seus grupos discretos de isometrias. Alids, a pesquisa e desenvolvimento do “caso hiperbdlico” na Teoria
de Uniformizagao se encontram em plena fase de expansao nos dias atuais.

Esses apontamentos sobre uniformizacao de curvas algébricas sdo importantes de serem mencionados
no presente contexto basicamente por dois motivos:

(i) a importancia de se considerar constelagoes de sinais em superficies obtidas do plano hiperbdlico,
visto que ha uma infinidade de constelagoes e grafos “nao isomorfos” contidos nessas superficies, ou

1Fungées F: DCC — C que sdo analiticas em D — P, sendo P um conjunto discreto de polos de F|p_p.
20u Teorema de Uniformizagio de Riemann.
3Existe uma funcdo analitica f: DCC — DC C , que preserva angulos (entre curvas) em médulo e orientagao.

z — f(®
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seja, ha todo um universo inexplorado, em termos de codificacao e transmissao de sinais, nos espagos
hiperbdlicos;

(#4) ha muito desenvolvimento tedrico pronto, proveniente da Teoria de Uniformizacao, que pode ser
usado no enfoque deste trabalho.

E
Um outro fato muito importante de se observar quando tratamos de quocientes — de espagos de

curvatura constante por grupos discretos de isometrias é que a geometria do espaco E “desce” ao quociente

através da projecao das orbitas

E
II: E — —
G

x +— II(x) =Gz

ou seja, todas as propriedades métricas locais em [E se preservam em — devido ao fato de existir, para cada

ponto p € E, uma vizinhanca V,, C E tal que II|y, é injetora e também devido ao fato de G ser composta
por isometrias (portanto preservam propriedades métricas). Isto significa que o estudo de constelagoes
de pontos no quociente estd diretamente ligado ao estudo de constelagoes de pontos no préprio espago E,
atentando-se, ¢é claro, para o fato da nao globalidade métrica existente entre esses dois espagos. Veremos
adiante como isso ocorre com mais detalhes.

4.2 Constelagoes nao Geometricamente Uniformes sobre Super-
2

ficies rel nao Compactas

A busca por constelagdes de sinais que possuam comportamento similar & constelaggo QAM do plano eu-
clidiano leva-nos a considerar estruturas de pontos sobre superficies quocientes que possuem propriedades
interessantes enquanto reticulado. As constelagoes que estudamos a seguir nao sdo geometricamente uni-
formes (assim como as QAM’s também nao o sdo), no entanto, podem ser vistas como uma seqiiéncia de
HPSK'’s sobre um reticulado cilindrico ou conico. Constelagoes geometricamente uniformes sobre estas
superficies serao consideradas apods a introdugao das superficies compactas, aproveitando os desenvolvi-
mentos analiticos e conceituais que serao introduzidos.

Consideremos algumas proposigoes que ajudarao (principalmente nos exemplos) a fornecer expressoes
analiticas para as isometrias que geram os reticulados.

Proposicao 4.1 O eizo &, da translacao hiperbolica

h: HZ — HZ2

az +b
zZ
cz+d
dz —b —d
(ou de sua inversa h=1(z) = z7)7 ad — bc = 1, é a geodésica com centro em 2% 1 0i e raio
—cz +a 2c
(a+d)* —4 ) a—d ,
T, ou seja, Eh =C W TC+OZ .

Reciprocamente, dado um eixo com centro em (m + 0i) e raio r, uma translagao hiperbélica ) com
circulo isométrico Iy = C gz—m (m + k +0i) , k> 1, €

h: HZ2 — H2
— —m24k?
(vihe) =+ (s - VI
O () (@)
V2 ]
ou, simplificadamente,
b (z) (m—k)z—m?+1?
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Usando os circulos isométricos das isometrias, a demonstracao desta proposicao se torna essencial-
mente euclidiana e, portanto, vamos omiti-la.

Proposigao 4.2 A isometria eliptica ¢ com ponto fixo em p =i e dngulo o < m no sentido anti-hordrio
pode ser dada pela expressao
e: HZ — H?
o

ZCos § + sen g
VA |

cop & o
—Zsen 5 -+ cos 5

Este resultado é também facilmente demonstrado, levando-se em conta que os circulos isométricos de

eee ! sio

« .
Csen g (cotan 5 + Oz) ;e

T, = C.
Ie -1 Csen

Wl

@ .
(— cotan — + Oz)

2
respectivamente.

Proposicao 4.3 A isometria parabdlica p com ponto fixo em p = 0 que possui circulo isométrico I, =
Cr (m+0i), m > 0, pode ser dada pela expressio

p: H2 — H?
z

2z _°
—%z—l—l

Proposicao 4.4 Dados dois pontos G+0biec+di em H2, a geodésica v que os contém é dada por

_ @ - -
v= \/((a—6>2—ﬁ2+&2)2+52 2(a—v¢) A

2(@—2)

Por fim, as demonstracoes destas duas ultimas proposicoes sao triviais.

Retomemos a Definigao 1.3 para E = H2. Seja G = (T) grupo fuchsiano ciclico. Definindo a relagao

de equivaléncia sobre H?:
7z ~w <= z="T"(w) para algum k € Z
2
temos a superficie quociente YeR
H2
e {[z] : [z] é classe de equivaléncia da relacio ~}.
H2

Como comentamos acima, toda a estrutura métrica de H? é preservada em o pois sua métrica é obtida

da métrica de H? do seguinte modo:

d%z ([z] ,[w]) = min{dyn2 (z,w) : 2 € [z] e w € [W]}.

4.2.1 O Cone Eliptico

Comecemos com o tipo mais trivial de superficie quociente: a gerada por grupo fuchsiano ciclico G = (e},
sendo ¢ isometria eliptica com ponto fixo ¢ e angulo a no sentido anti-horario. Deste modo, G é composto
apenas por elementos elipticos.

2

A superficie — é um cone com bico, como os cones euclidianos (topologicamente um plano) e a

chamamos de cone eliptico. O ponto fixo de ¢ gera uma singularidade ordinaria na superficie quociente.
A Figura 4.1 ajuda a compreender o procedimento topoldgico envolvido neste quociente, via identi-
ficagao dos lados 71 e 2 de uma regiao de Voronoi de e.
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\4

cone eliptico
2

i
(¢)

F1GURA 4.1: O cone eliptico: superficie quociente , sendo e isometria eliptica com ponto fizo i.

HZ
Para construir uma constelacao de sinais homogénea em ek consideremos o grupo I' gerado pelas
isometrias e, (tal que (e,)" = ¢) e hz uma translacdo hiperbdlica com eixo no circulo isométrico de e,
T =1, ouseja, I' = (e, bz) = Z,xZ. Com isso, G C I.
sg

2
A orbita de p = i sobre —-, indicada por

G
% ={[T(%)]: T eT, [T(i)] é classe de equivaléncia de T (i)}

H? - -
é um reticulado sobre —- de dificil estudo e determinacao. Porém, é possivel tomar uma constelacao

(ndo geometricamente uniforme) no formato de uma rede circular de pontos uniformemente espagados,

dado pela o6rbita . _
Fg”“e’; (h%(i))] e g:k,jez}.

Cada ponto (classe de equivaléncia) dessa constelacao é cruzamento de uma das n geodésicas (que
dividem homogeneamente uma regidao de Voronoi de Gq, q # i) com um dos infinitos circulos hiperbdlicos

[yt
que contém as Orbitas —%9”  Este reticulado é semelhante as constelagoes concéntricas de PSK’s no plano

euclidiano, em que cada ponto é cruzamento de reta com circulo, ou ainda, é semelhante a uma malha
circular sobre um cone euclidiano onde, em cada nivel (altura), temos uma constelacao PSK. Obviamente,
a variagao dos raios dos PSK’s no cone euclidiano é linear, fato que néo ocorre no caso hiperbdlico (que
possui variagdo exponencial).

Outro fato interessante a ressaltar é o procedimento algoritmico que envolve a geragdo do reticu-

| PY)
lado gj . A partir do ponto 7, todos os demais podem ser gerados computacionalmente pela composta
ek (bJI (z)) fazendo, para cada j, k variar de 0 até n — 1.
1 Tyt
Anadlise de Desempenho de e

= ~ Ty i
Devido & ndo congruéncia hiperbélica das regides de Voronoi do reticulado —2-, o meio mais coerente

de utilizagao da constelacao em canal hiperbélico é como seqiiéncia de HPSK’s de diferentes raios, ou

Tkt
seja, cada elemento de <k]> é um ciclo fechado de n pontos todos sobre um circulo hiperbdlico
JEN*

| oY)
M7 seus vizinhos de mesma energia (raio) sao [e,, (s)]

“quocientado”. Desta forma, fixado um sinal [s] €
e [e; ! (s)} e, portanto, a probabilidade de erro associada a sinal no mesmo nivel de energia (indicada por
plEll ||| = du= (s, %)), é majorada por

e < eric 2\/@
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de acordo com o Corolério 3.4. )

Para fins comparativos entre constelacoes de sinais em Yok podemos tragar o grafico do estimador
da probabilidade de erro em funcéo da variancia para qualquer constelagdo, como fizemos nos exemplos
do final do Capitulo 3. Também, como no caso de qualquer constelacao euclidiana, podemos aumentar
indefinidamente a distancia hiperbolica minima entre os pontos da constelagao, ao custo do aumento da
energia média do sistema.

Um exemplo ajudard a compreender os procedimentos acima esbogados.

Exemplo

Tomemos: .
(i) a isometria eliptica de ponto fixo p =i e angulo 5 no sentido anti-horario

e: H2 — H?2
z+1
—z+1

V4

T
(ii) a isometria eliptica de ponto fixo p =i e angulo A no sentido anti-horario

€4 : H2 — H2

 n2eVar B2 Var B
a2 Va2 e v2 Ve

(ii) a translacdo hiperbélica de eixo Z = Z, = C s (1 + 0i)

V4

hr: H2 — H? .
(B+v2)z+1
z+(1+\/§)

2
G

| PR
transitiva sobre a constelagao %, que estd ilustrada na Figura 4.2.

z

Consideremos os grupos G = (¢) e I' = (eq,h7) . Logo, ¢ um cone eliptico e I' age de maneira

r
FIGURA 4.2: A constelacao no cone eliptico.

G

Quanto a andlise de desempenho, fixando o sinal

Sop = €4 (hI (’L)) = 0, 78 + 2,04Z
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seus vizinhos de mesma energia sao

s; = bz (i) =1+ v/2i
sy = ¢f (hz (i) = <1+\6) i.

Temos

HSOH = dH2 (S()vi) = 0788
dH2 (SQ,Sl) = dH’z (So, SQ) = O, 39

Logo,

dp2 (SO Sl)
P88 < erfc (H !
o 2V

Nerfc( 0,39 >
B 2202 )

4.2.2 O Cone Parabdlico

Neste caso, a superficie quociente é obtida por meio de um grupo fuchsiano G gerado por isometria
parabdlica p, sendo p = 0 ponto fixo ideal da isometria.
2

A superficie —- é um cone com bico no infinito (topologicamente isomorfo a S' x R) e chamamos de

cone parabdlico. O ponto fixo ideal de p gera uma singularidade ideal na superficie.
A Figura 4.3 ilustra a agao de G na obtengao dessa superficie quociente.

H2 P

\ 4

=
Il

=
3

cone parabolico

H?
it

Observemos que, apesar de estarmos chamando esta superficie de “cone”, ela também pode ser vista
como um ctlindro parabdlico, uma vez que nao possui singularidades ordinarias.

Como no caso eliptico, uma constelagdo de sinais homogénea (mas ndo geometricamente uniforme)
H? n
em —- pode ser construida considerando o grupo I' gerado pelas isometrias p,, (tal que (p,,)" =p) e bz

Fi1GurA 4.3: O cone parabdlico: superficie quociente , sendo p isometria parabolica com ponto fixo O.

uma translacao hiperbdlica com eixo no circulo isométrico de p, 7 = Z,.
No caso anterior, havia um ponto natural que podiamos tomar como partida para a obtencao de uma
constelagao homogénea, o ponto fixo de isometria eliptica. Neste caso, nao podemos tomar o ponto fixo

de uma isometria parabdlica p, pois este é ideal. Fagamos uma opgao aleatéria por qualquer ponto q nao
2

ideal de Z (*). Assim, a 6rbita de q sobre o indicada por

Fq_
= =

4Como o subreticulado que serd considerado néo possui regides de Voronoi congruentes, para cada ponto escolhido como
representante de érbita, temos um subreticulado distinto em termos de perfil de distancias entre pontos.

{[T(q)]:TeT}
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2
é um reticulado sobre I que possui uma constelagao dada por

L {[p,’z (v (@)] e G hie Z}

que, por sua vez, possui as propriedades geométricas que estamos procurando.

Os sinais dessa constelacao estao situados sobre os cruzamentos das n geodésicas que dividem homo-
geneamente uma regido de Voronoi de G' com os horocirculos originados pelas isometrias p¥. No entanto,
ao contrario do caso eliptico que possui um ciclo de pontos com raio minimo sobre circulos hiperbélicos
identificados, se fixarmos uma isometria parabdlica pz, ha infinitos ciclos de pontos sobre horocirculos
identificados que possuem raios decrescentes tendendo a zero.

Como no caso anterior, o procedimento algoritmico para a obtengao da constelagdo de sinais sobre
2

H
ral é feito dentro das mesmas consideracoes ja tracadas.

T
Andlise de Desempenho em —k4

As consideracoes sobre analise de desempenho requerem um pouco mais de cuidado, se comparadas ao
caso anterior. O fato de ndao haver um ponto ordinario que funcione como centro dos sucessivos elementos

I'kjq ~ . L.
de [ —— , faz com que nao possamos falar em energia destes elementos e, portanto, é incorreto
JEz

G
atribuir o sentido de “sucessao de HPSK’s” a este reticulado. Para contornar este problema, vamos tomar
o ponto q acima como “origem” para o calculo da probabilidade de erro que, além da variancia, depende

apenas da distancia minima entre pontos de cada elemento da sucessdo. Assim, diremos que a drbita
T ,
kg’q, jo fixo, possui “energia”’ jo = dp2 (q, by (q)) .

ijoq
G

Um sinal [s] € possui por vizinhos os pontos [p, (s)] e [p,’ (s)] e a probabilidade de erro no

nivel jy é estimada por
_ de> ([s], [pn (s)])
Pl <erfc | 4—r=—1.
2v/ 202

Exemplo

Consideremos as isometrias:
(1) parabdlica com ponto fixo 0 e circulo isométrico Z, = Cy (1 + 0¢)

p: H2 — H?
z

Z —

—z+1

(ii) parabdlica py com ponto fixo 0 e tal que pj = p
Py HZ2 — H2
4z
—z+4

VA —

(i11) translacdo hiperbdlica de eixo Z =7,

bz : HZ2 — H2
4z
z+ 2

Z —

2 4 Ty
Tomando o ponto q = — 4+ —14, a constelagao ke é ilustrada na Figura 4.4.

5 5 G
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r
FIGURA 4.4: A constelacao & no cone parabdlico.

kj
G
Quanto a andlise de desempenho, fixemos o nivel jo = 1 e tomemos o ponto

so = 3 (hz () = 2i.

Os sinais vizinhos que determinam lado em sua regiao de Voronoi no mesmo nivel sao

4 8.
s1=pa(hz(q) = ¢ + i
4 8,
so = pj (b7 (q)) = 5T
Temos
de (S(),SQ) = de (507 S4) = 0, 50
Logo,

d 2 (S0,81)>
P! < erfc (H
- 2v 202

< 0,50 )
= erfc .
2v/202
4.2.3 O Cilindro Hiperbdlico

Neste caso, a superficie quociente é obtida por meio de um grupo fuchsiano G gerado por translagao
hiperbdlica t.

2
A superficie — é um cilindro hiperbdlico.

A Figura 4.5 ilustra o procedimento de obtencao desta superficie quociente.

HZ
¢
T X it —>>
0 m >

FigurA 4.5: O cilindro hiperbdlico: superficie quociente

cilindro hiperbolico

2

H
W’ sendo t translagao hiperbdlica com eixo .
H2
Como nos casos anteriores, uma constelagao de sinais homogénea em Il pode ser construida con-
siderando o grupo I' gerado pelas isometrias t,, (tal que (t,)" =t) e bz uma translacio hiperbdlica com
eixo no circulo isométrico de t, Z = Z;.
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2
Seja um ponto q em Z. Assim, a érbita de q sobre —-, indicada por

I'q

A {r@):Ter

2
é um reticulado sobre — que possui a constelagao dada por

G
Tl _ {[t’; (k@) € 2. eZ}

que ¢ alvo de nossas atengoes.

Irja . L. ..
Neste caso, os pontos de e estao sobre o cruzamento das n geodésicas que particionam uma

regiao de Voronoi de G com as curvas equidistantes ao eixo 7. Vale observar que (tfl (hjz (q))) é

J€z
uma seqliéncia cujos “raios” dos elementos possuem um limitante inferior diferente de zero e, como no
caso parabdlico, a inexisténcia de um ponto fixo ordindrio impossibilita considerarmos os elementos desta
seqliéncia como “camadas de HPSK’s”.

I‘ .
Analise de Desempenho em —k4

Aqui, as mesmas consideragdes quanto ao caso parabdlico sdo observadas. O fato de nao haver

o . . I'yja
um ponto ordindrio, que funcione como centro dos sucessivos elementos de e , nos conduz a
JEL
considerar o ponto q acima como “origem” para o calculo da probabilidade de erro. Assim, dizemos que
1. Trejea . . s ;
a Orbita %, Jo fixo, possui “energia”’ jo = dp2 (q, 70 (q)) .
kjod

Um ponto [s] € possui por vizinhos os pontos [t, (s)] e [t,! (s)] e a probabilidade de erro no

nivel jo é estimada por
, dgz ([s], [t (s)])
Pl <erfc | ——r——].
2v/2072
Exemplo
Consideremos as isometrias:

(i) translac@o hiperbélica com eixo v = C; (0) e circulo isométrico Z; = C\/(%)iz_l <g + Oi)

t: H2 — H2

3z — 2
z T e
—2z +3
(ii) translacdo hiperbélica t4 com eixo 7 e tal que t] = t
ty: H?2 — H?

—\/6+3\/5+2\/20+9\/5z+1
[ —
z—\/6+3\/5+2\/20+9\/5

(#i) translacdo hiperbdlica de eixo Z = Z;
hr: HZ — H2 .
(7+V11)z—2
2z +1+ 11

VA

2 5 Tyi
Tomando o ponto q = 3 + %i, a constelagao gq

¢ ilustrada na Figura 4.6.
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\ 4

I'y;q

FIGURA 4.6: A constelacao no cilindro hiperbdlico.

G
Quanto a analise de desempenho, fixemos o nivel jo = 1 e tomemos o ponto
_ 42 ;
so =ty (bz (q)) = 1,88
os sinais vizinhos que determinam lado em sua regiao de Voronoi no mesmo nivel sao

s1 =t4(hz(q)) 20,79 + 1,59
so =3 (hr (q)) = —0,79 + 1,59

Temos
de (So,Sl) = dH2 (SQ7 SQ) = 0,48

Logo,
V202

0,48 )
20202/

2
E importante ressaltar que, em superficies quocientes rel nao-compactas, uma regiao fundamental de

=~ erfc

P! < erfc (dH2 (o, Sl))
T 2

4.2.4 Grupos de Schottky

G em H? deve sempre ser ilimitada na métrica hiperbélica (Proposicdo 2.28). Tendo em vista essa
condicao, podemos obter infinitas superficies com caracteristicas tanto do cone parabdlico quanto do

cilindro hiperbdlico, mas que nao séo obtidas por quocientes de grupos ciclicos. Por exemplo, se G = (p, t)
2

é gerado pela isometria parabdlica p e pela translagao hiperbdlica t, o quociente el pode possuir aspecto

como o da Figura 4.7 abaixo.

H2

A

t
0

FIGURA 4.7: Superficie quociente obtida por grupo de Schottky.
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Os grupos fuchsianos que originam superficies nao-compactas como as descritas acima pertencem a
uma classe mais abrangente de grupos incluidos em PSLs (C) (ver Segao 2.11 sobre grupos kleinianos)
que passamos a introduzir por meio da defini¢do seguinte.

Definigao 4.1 Sejam m > 2 e J = {C1,C},...,Cm,C.} conjunto com 2m curvas de Jordan em C
disjuntas e tais que a regiao ilimitada determinada por cada curva contém todas as demais curvas. Sejam
Ic; e Lo, as regioes ilimitadas e limitada, respectivamente, determinadas por Cj € J € h, ...hp, elementos

de PSLy (C) tais que h; (IC].) = LC;. Ao grupo H = (hy, ..., hy,) chamamos de Grupo de Schottky.

Como conseqiiéncia segue que todo grupo de Schottky ¢ kleiniano. Fazendo a restrigao da definicao
acima a H?, concluimos que todo grupo de Schottky nos modelos da geometria hiperbélica é fuchsiano.
Em particular, o cone parabdlico e o cilindro hiperbdlico sao obtidos por grupos de Schottky, mas o cone
eliptico nao.

Como nos casos dos quocientes gerados por grupos de Schottky ciclicos, também é possivel gerar
constelagoes homogéneas sobre superficies quocientes geradas por grupos de Schottky nao ciclicos. No
entanto, caracterizar uma constelagao homogénea como as consideradas nesta se¢gao nao é tarefa facil.

4.3 Constelagoes Geometricamente Uniformes sobre Superficies
2

— Compactas
G p

2
4.3.1 Obtendo o g-toro como Quociente —

G

Nesta subseg¢ao, dedicamo-nos ao estudo analitico das superficies de género g > 2 localmente isométricas
a ‘H? (portanto, diferencidveis) obtidas por quociente por grupos fuchsianos. Embora o procedimento
de obtencdo de superficies de género g a partir de H? seja abordado em vérios textos de geometria
hiperbdlica, o seqiienciamento das demonstragoes que desenvolvemos aqui visa introduzir o ambiente dos
grafos e constelagoes trabalhados nas préximas segoes.

A Regiao Fundamental de G

Recordando o Teorema 2.9 e defini¢cbes pertinentes que foram fornecidas no Capitulo 2, o quociente
H? . , . .~
el que origina o g-toro® é obtido por parelhamento de lados da regido fundamental F de G e esta deve
possuir um numero par de lados. Impondo a condigao de que F seja um poligono hiperbdlico regular
centrado na origem do modelo B? (®), podemos caracterizar (encontrar expressdes) para as isometrias
que geram o grupo fuchsiano G de assinatura (g; —) (7) a partir de F.

Nestas circunstancias, a condigao

2 (122) = pp2 (F) =4m (g —1)

implica que F deve ser um poligono hiperbdlico regular com 4¢ lados (todos os vértices formam um dnico
ciclo cuja soma dos angulos é 27) ou com 4¢g + 2 lados (os vértices formam dois ciclos).
Concentremo-nos na regidao J mais simples, ou seja, a que possui 4g lados. Esta regiao fundamental é

T
composta por 4¢g tridngulos hiperbdlicos isésceles, sendo que um dos dngulos internos possui medida 20"
g

5Superficie diferencidvel de género g.

60ptamos pelo modelo do disco devido & sua simetria euclidiana em relagio & origem. Isto facilita tanto a visualizagio
quanto a construcao que iremos empreender.

"Para que tenhamos o quociente localmente isométrico a H?, ndo podemos ter elementos elipticos fixando os vértices da
regido fundamental F de G, ou seja, ndo temos os pardmetros mq, ..., m, da assinatura (g, m1,...,m,) de G, o que implica

.
a inexisténcia do somatério > (1 - %k) na medida da drea hiperbdlica do quociente fornecida pelo Teorema 2.9.
k=1
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, . L - N ™ ca . . .
Além disso, os vértices de angulo % de todos os triangulos se encontram na origem. Assim, a area Aa
de cada um desses tridangulos é dada pela expressao

4 -1
_dnlol)_ T (4.1)
4g g
Seja « a medida de cada um dos outros dois angulos de cada tridngulo em questao. Pelo Teorema de
Gauss-Bonnet (Teorema 2.4):

Aa

AA:ﬂ—<27rg+a+a>. (4.2)
De (4.1) e (4.2) temos
™
Ty
ou seja, os angulos internos dos 4¢ triangulos hiperbdlicos isésceles que compdem F sao 21, 41 e 41
g 29 g

O préximo passo, um tanto quanto euclidiano, é encontrar as equagoes dos circulos que contém as
geodésicas que formam os lados de F. Para tanto, consideremos a Figura 4.8, que destaca em B? uma
das geodésicas de F em consideragao.

FiGuraA 4.8: Obtendo expressoes analiticas para as geodésicas de F.

Temos as seguintes relacoes obtidas a partir dos dois triangulos retangulos:
m
r? = u?sen® —

29
T 2
(u+v)? = (u+ucos2> =147
g

resultando

tan &~
29

4/2—|—2sec%

1+ sec =
u+U:“72 29

Com isso, os centros euclidianos das geodésicas dos lados de F sao

Al 1+ sec o~
— | =+ k —— % k=0,..,49—1
o (5 (3 ) R k0

e os raios (que sdo todos iguais)

T =

tan &~
29

,/2—!—25602’7—9'

Sintetizando os resultados desta subsecao, temos:

r =
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Proposigao 4.5 Seja F - poligono hiperbélico reqular de 4g lados centrado na origem de B2 com um
vértice no eizo real positivo - regido fundamental do grupo fuchsiano de assinatura (g,—) gerador de
BZ
G

=T,. Entao, os lados de F estao contidos nos circulos euclidianos

1 1+ sec =
C ang exp(i; <2+k>)1/229
NaEr=== 9

Observemos que procedimento totalmente analogo poderia ser empregado se houvéssemos optado por
F com 4g + 2 lados.

As Isometrias Geradoras de G
. . .. . 8 A 2T 2 .
Fazendo uso das isometrias elipticas com centro na origem® e angulo S0 + k4—, ou seja,
g g
ep: B2 — B2 , k=0,..,49 — 1 (4.3)

temos o trabalho de encontrar apenas uma isometria geradora de G. As outras sdo conjugadas com
rotagoes do tipo acima.

Rotulemos os lados de F com 1y, ..., 744, sendo a contagem iniciada no sentido anti-hordrio e a partir
do angulo zero no primeiro quadrante.

Seja
h: B2 — B2 ,aceC,aa—cc=1
az +¢
z —
cz+a

a translacao hiperbdlica que parelha os lados v, e y3 de F.
Também consideremos a inversa de f

h=': B> —  B?
az — ¢
—Cz + a

O centro de ~; pode ser dado por

e o centro de y3 por

r /1 1 +sec o-
.7 - 2 79
o0 (1 (32—

. . o . . _ a .
O circulo isométrico de h possui centro —— e raio ﬂ, e ode h~! centro — e mesmo raio.
c c c

Logo,
a 1+ sec &~
a LT 29
_t_ il 49 4.4
p exp <Z4g> \/ 5 (4.4)
i: tanQLg (4.5)
|| /2+2sec2lg
a T /1 1+ sec o
- = — | =+ 2 -9 4.
p exp <12g <2+ >) 5 (4.6)

8Neste caso, essas rotacdes coincidem com as rotacdes euclidianas de mesmo centro e giro.
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Conseqiiéncia de 4.4 e 4.6:

Deaa—ce=1c¢e4.5:

Utilizando novamente 4.6:

C= —

\/2 (1+coszlg> cos% 3
exp( ) )z

el
sen =
sen 5 4g

B2
que explicita os valores dos coeficientes de h em termos do género g de ek
Finalmente, observemos que as isometrias geradoras de G sao, de fato, hiperbdlicas, pois seus tragos
. 7r
sao 2 4+ 2cos —.
29
Sintetizando:

Proposigao 4.6 Seja F como na Proposicdo 4.5. A translagdo hiperbdlica b que parelha os lados v1 e
~v3 - rotulados em sentido anti-hordrio a partir do semi-eixo real positivo - é dada por

T . T - 3'/T
al + cos 5, exp (ZQg) zZ— /2cosQ—geXp (249)
/2 cos == exp (—1371-> z — ,/1+ cos =~ exp (—iﬂ->
2g 4g 2g 29

As outras isometrias que geram G podem ser obtidas por conjugacdo com (4.5).

h(z) =

Mais uma vez, se a opgao fosse por F com 4g + 2 lados, o procedimento seria totalmente analogo.

As Figuras 4.9 e 4.10° ilustram a agdo topoldgica de G sobre F de 4g lados no caso g = 2 (bitoro) e
g = 3 (tritoro). Elas servem também como sugestao para a escolha dos pares de lados (e isometrias que
os parelhem) em um g-toro com g maior que 3.

FI1GURA 4.9: A¢do topoldgica de G sobre a regido fundamental octogonal reqular F para a obtengdo de

um bitoro.

9- baseadas nas ilustragdes da pagina 301 de [36].
- optamos por trocar o rétulo v, das geodésicas por k (em algarismos romanos).
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F1GURA 4.10: A¢ao topolégica de G sobre F para obteng¢do de um tritoro com G gerado por 6
translagoes hiperbolicas.

Os Eixos das Isometrias Geradoras

EI;I se tratando de geradores hiperbdlicos em GG, podemos utilizar, na geragao de constelagoes de sinais
em BL, os eixos dessas isometrias. B o que consideramos concisamente abaixo, aproveitando a notacao
desenvolvida até entao.

Sejam:

- D a distancia euclidiana entre a origem e o centro do eixo &y;

- R o raio de &y;

- M a distancia entre centros de &, e da geodésica v1;

- d a distancia entre a origem e o centro de 73 €;

- r o raio de ;.

Como a fronteira ideal de B2, 9B, a geodésica 1 e o eixo &, sao ortogonais entre si, temos as seguintes
relagoes:

D?=R?>+1
M? = R? + 72
=1+

M?=D?+d? - 2Ddcos1.
29

Logo,
B 1
dcos %
Mas a
d= |-
c
e, portanto,
™
D= ‘f‘ sec —.
29
a_ ¢
Como +=—=~ ¢é versor do vetor que liga a origem ao centro de &,
c  a

B sec % _
= ( sgn (Im a) al ic
a

oo
Q [alfR ol
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¢ centro de &,. Finalmente, o raio de &, ¢ dado por

Sintetizando:

~ L L . . . az+c _ - _
Proposicao 4.7 Nas condigées da Proposi¢ao 4.6, o eizo &, de uma isometria b (z) = a aa+cc =

cz+a
sec 27'—9 B
C\/W sgn (IHI (l) |a‘ ).

Familias de g-toros Metricamente Distintos

1, geradora de G € dado por

Nesta pequena subsegao, pretendemos tracar alguns apontamentos sobre uma questao que surge nat-
uralmente durante o desenvolvimento do g-toro acima.

Obviamente, a regidgo fundamental F que foi considerada para a obtengao analitica de G poderia ser
outra. As condigoes que devem ser preservadas na obtengao do g-toro sao, basicamente, o parelhamento de
lados de F de mesma medida hiperbdlica, a medida da area hiperbdlica de F e a auséncia de singularidades
na superficie quociente (os ciclos devem somar dngulo 27). Dentro deste contexto, existem infinitas
maneiras de obtermos g-toros metricamente distintos'® e, portanto, é natural pensar no espaco M,
das superficies diferencidveis de género g > 2 ('), sendo cada elemento deste espaco uma classe de
equivaléncia das superficies (diferencidveis de género g) metricamente idénticas.

A determinacdo de M, nao é um problema ficil, uma vez que as simetrias de uma superficie de
género g introduz “singularidades” e “bordos” em M,. No entanto, sua dimensao pode ser determinada
sem muito esforgo: 6(g — 1); por meio da anélise da quantidade de varidveis livres apds o processo de
identificacao dos lados de F.

O maior desenvolvimento na caracterizacao de M, foi feito por Teichmiiller que definiu um espaco 7,
chamado de espaco de Teichmiiller, que é uma espécie de recobrimento com “pontos de ramificagoes”
para M, em que cada uma destas ramificacoes correspondem a g-toros com simetrias. A principal
vantagem do espaco de Teichmiiller é o fato de ser homeomorfo a R%9=1) e os espacos M, podem ser
obtidos de 7, por meio de quocientes, assim como os g-toros.

Percebemos que, assim como existem infinitos g-toros metricamentes distintos, também existem infini-
tas constelagoes (geometricamente uniformes ou nao) metricamente distintas sobre estes mesmos g-toros;
uma via para classificd-las é possivel com o auxilio dos espagos de Teichmiiller.

Referéncias interessantes para o estudo destes espagos sdo [10], pdginas 268 a 286, e [11], capitulos 5
e 6.

4.3.2 Ladrilhamentos Hiperbdlicos e Constelagcoes Geometricamente Unifor-
mes em 7

Constelagoes C de sinais geometricamente uniformes em H™, com regiao de Voronoi possuindo um nimero
finito de lados delimitados por hiperplanos, podem ser obtidas por meio de ladrilhamentos por grupos
discretos de isometrias G' de H", ou seja, dado um grupo discreto de isometrias G em H"™, podemos pensar
na constelagao C como sendo a érbita por G de um ponto fixado p € H"™ tal que este seja o “centro”
de uma regido fundamental do tipo regido de Voronoi de p. Esta é uma maneira genérica de gerar uma
constelacdo de sinais geometricamete uniforme em H'™; no entanto, ndo muito eficiente no seu caso mais
geral, uma vez que a partir de G, nem sempre é possivel descobrir, com muita facilidade, propriedades de

10Entendemos por metricamente distintos quando considerados globalmente. Localmente, é claro que ndo sdo distintos
devido ao fato de a métrica induzida sobre o quociente ser precisamente a métrica hiperbélica de H2.
HOu espaco de mddulos das curvas de género g.
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C como distancia minima entre sinais, niimero de vizinhos de um sinal sobre o grafo de arestas ortogonais

aos lados das regides de Voronoi e mesmo o préprio formato da regiao de Voronoi de um sinal de C. Tendo
n

em vista facilitar este estudo, as hipersuperficies quocientes compactas e localmente isométricas a ‘H"

(portanto, diferencidveis) obtidas a partir de H"™ desempenham uma ferramenta matemadtica importante,

pois seu recobrimento universal constitui um ladrilhamento em H", o que significa que, se conseguirmos
n

“sub-ladrilhamentos” de ek estes originardo constelacoes finitas de sinais geometricamente uniformes
sobre hipersuperficies compactas.

Restrinjamo-nos ao espaco hiperbdlico bidimensional.

O primeiro passo nesta diregao consiste em considerar os grupos triangulos Tha (Segao 2.10), pois estes
geram naturalmente ladrilhamentos em H? que possuem regides fundamentais “bésicas”, no sentido de
que uma regiao fundamental poligonal homogénea de um grupo G pode ser triangulada em m partes tal
que G C Ta de indice m.

sg

E conveniente observar que, ao contrario de S? e R%, H2 possui infinitos ladrilhamentos por tridngulos.

Verificamos esse fato por meio da condicao necessaria sobre a soma dos angulos internos de um triangulo
) T T, . . .
em H?2, ou seja, para que —, —, — sejam angulos de um triangulo que ladrilhe 72, devemos ter p, ¢, € N*
P r

1 1
e — + — + — < 1, inequagao esta que possui infinitas solugées. O grupo triangulo Ta de isometrias que
p q T
gera este ladrilhamento é gerado pelas trés reflexdes sobre os lados do tridngulo (ver [2], Teorema 8 pdgina

103). Também observemos que existe um subgrupo fuchsiano natural de indice dois em Ta obtido pela
composicao duas a duas das reflexoes que geram Ta. Eo grupo fuchsiano G de tipo (p,q,7).

Nosso trabalho serd, portanto, procurar sub-ladrilhamentos triangulos no g-toro obtido de acordo com
o procedimento delineado na Subsecao 4.3.1. Comecemos com o resultado abaixo.

2
Proposicao 4.8 Seja Ty g-toro, g > 2, dado pelo quociente el sendo G com regiao fundamental F

poligonal reqular. Se G possuir um numero par de geradores, entao o grupo triangulo Ta gerado pelas
TTOT
reflexdes sobre o triangulo hiperbdlico A de angulos internos 11 % gera uma constelacdo C de sinais
g
geometricamente uniforme sobre T, com cardinalidade 8g.

Demonstracao

O principal ponto nesta demonstragao é verificar que G C Ta de indice 8¢ ou, equivalentemente,
sg

verificar que A ladrilha (por reflexdes) F, a regido fundamental de G poligonal regular com centro em
O (12), com 8¢ ladrilhos. Para tanto, consideremos os pontos médios my, ...,myg dos lados de F e os
segmentos geodésicos que ligam a origem a estes pontos médios. Chamemos os vértices de F de vy, ..., vyq
tal que m; estd entre v; e v,y (indices mod 4g).

Os pontos O, m;,v;,m;;; formam um losango hiperbélico £ de angulos internos

o3

7r T m
29° 2729 2
spectivamente.
s
Afirmamos que o segmento geodésico 7, bissetriz de um dos angulos 5 (em m; o mj;4) divide £ em

dois triangulos hiperbdlicos congruentes.

Para verificar esta assercdo, fixemos o modelo do disco B? e consideremos uma isometria ¢ que
transporte os lados Om; e m;Vv; de £ sobre os semi-eixos imagindrio e real positivos respectivamente.
Com isso, o segmento geodésico ¢ () bissetriz do dngulo do vértice ¢ (m;) = 0 estd sobre a bissetriz
euclidiana do primeiro quadrante. Como a geodésica ¢ (Ovj) estd sobre um circulo euclidiano com centro

na mesma bissetriz euclidiana do primeiro quadrante, concluimos que ¢ (73) é ortogonal a ¢ (Oiv]) . Como
qualquer isometria em B2 é conforme, resulta que as bissetrizes dos dois angulos retos de £ coincidem
e dividem £ em dois triangulos hiperbdlicos com os mesmos dngulos internos. Pelo Teorema de Gauss-
Bonnet, estes dois triangulos devem possuir a mesma &area, ou seja, os triangulos sao congruentes.

120 = 0 se H? = B?;
O =ise H? = H2.
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Seja A tridngulo hiperbdlico de vértices O, m;, ms.

Definamos:

(i) t1 como sendo a reflexdo com eixo geodésico contendo mymy (base de A).

(ii) s1 e s como sendo as reflexdes com eixos geodésicos contendo Om; e Omy respectivamente
(lados de A).

(m) TA = <t1,51,52> .

Assim, A é regiao fundamental de Ta e a érbita de A por Ta, TAA, é un% ladrilhamento de F, ou

seja, TaA é um ladrilhamento em H? e

é um ladrilhamento no g-toro —-.

Definindo a constelagao C como sendo o conjunto das classes de equivaléncias dos incentros hiperbélicos
TAA

T,
dos triangulos AT’ obtemos uma constelacdo geometricamente uniforme sendo cada tridngulo de

T,
uma regido de Voronoi da constelacao. O grupo de simetrias de C em Tj; contém £,

Quanto a cardinalidade, basta observar que para cada losango £ existem dois tridngulos A. Como o
ntimero de losangos é 4¢g, concluimos a assercao sobre a cardinalidade no enunciado da proposi¢ao. [

Na construgao das constelagoes apontadas pela proposigao, devemos fazer uso dos incentros hiperbélicos.
Por este motivo, enunciamos a proposicao seguinte.

Proposicao 4.9 O raio hiperbolico r do circulo inscrito no triangulo hiperbdlico A de angulos internos
«, B, satisfaz
cos? o 4 cos? 3 + cos? v 4 2cosacos Beosy — 1

tanh’r =
antr 2(1+cosa)(1+cospf) (14 cosy)

A demonstragao deste resultado pode ser conferida em [8], pagina 152.
Observagoes

(1) os geradores de G: By, ..., h2, sdo obtidos por compostas de duas reflexdes em lados alternados de
F, portanto, sao elementos de Th.

(ii) O grafo I'c de C com arestas geodésicas ortogonais aos lados da regiao de Voronoi é aresta-regular,
ou seja, de cada ponto partem sempre trés arestas. Além disso, I'¢c nao é planar e se realiza apenas em
T

g-

(#ii) a distancia de um ponto a seus trés vizinhos sobre o grafo I'c é a mesma, ou seja, é a distincia
hiperbolica minima dp;, de C.

(iv) o caso g = 2 é especial devido ao fato de apresentar um ladrilhamento por tridngulos hiperbdlicos
equilateros.

(v) cada tridngulo isésceles do ladrilhamento sobre Ty pode ser dividido em dois tridngulos retos. Os
incentros destes formam uma constelacdo geometricamente uniforme sobre T, com cardinalidade 16g.

Exemplo

Consideremos o bitoro T5.

TaAA

Confome a Proposicao 4.8, a constelagao C é obtida por incentros dos ladrilhos

Tomemos duas geodésicas consecutivas que formam dois lados da regiao fundamental poligonal regular
F de G. Por exemplo (Proposicao 4.5):

V8+6v2 %2\/§> g V2V2 -2

- geodésica viii: centro
& < 4 4 2
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-geodésica i: centro <

V8 +6v2 \/2\/§> .
1 — € mesmo raio.
(V2-1)vV8+6v2

2

Logo, o ponto vg = (

,0) é vértice de F.
Mas

(V2-1)V/8+6v2

1+ 3

(V2-1)/8+6v2

2

d[Bg2 (0, Vg) =In

1—
~ 2 45

. , . . N oy ~ . T,
O raio r dos circulos inscritos nos tridngulos A (equildteros de angulos internos —) é tal que

27T 2T 2T ™ ™ T _
cos® 7 + cos” 7 + cos 4—|—2cos400s,400s4 1

2. __
tanh™r = 2(1—|—cos %) (1+cos§) (1—|—cos %)
_ 22
(2+v2)
r=0,36

Seja cg e dg pontos sobre Ovg tais que

dg2 (0,c3) = W —r=0,86
dg= (0,dsg) = %0,‘18)-1—7“%1,59
Logo,
cs 22 (0,41;0)
ds = (0,66;0)
Para gerar C, basta aplicar as rotagbes exp ikl , k = 1,..,8, sobre cg e dg. O resultado é a

constelagao da Figura 4.11, sendo que as linhas pontilhadas sao do grafo aresta-regular I'¢c que contém a
constelagao.

FiGURrA 4.11: Um exemplo de constelagao geometricamente uniforme obtida por ladrilhamento de um
bitoro.
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Anadlise de Desempenho da Constelagao do Exemplo

Como a constelacao C é geometricamente uniforme, precisamos apenas analisar o perfil de distancias
de um sinal qualquer. Neste caso, a distancia hiperbdlica minima entre sinais da constelagao é

de (Cg,dg) =2r= 0, 73

§erfc (d]Bz (cg’d8)>
2 2v/202
3

‘ ( 0,73 >
— erfc .
2 2v/202

Podemos ampliar muito o alcance da Proposicao 4.8 em busca de constelagoes de sinais geometrica-
mente uniformes sobre grafos aresta regulares em g-toros. No entanto, esta generalizacao permanece no
campo tedrico, ou seja, nem todas as constelagoes apontadas pelo teorema abaixo possuem um procedi-

mento algoritmico de geracdo como estes que estamos utilizando até o momento (na verdade, sdo poucas
as constelagoes “factiveis”).

Logo,

Pe

IN

1%

2

Teorema 4.1 Seja T, g-toro obtido por quociente ek Uma condi¢do necessaria e suficiente para que
. . . . T . H?
m triangulos hiperbdlicos de angulos internos —, —, — ladrilhem (lado a lado) el é
r
1 1 1
(i)m(l— fffff >:4(g—1).
p q T

(i1) a unido de todos os m triangulos forme uma regiao fundamental de G.

A demonstragdo do item (i) procede do Teorema 2.9. A condigdo (7) restringe (e é decorrente do) o
ladrilhamento em Tj.

O “problema” desta generalizagao é construir os ladrilhamentos (e conseqiientemente a constela¢ao
de sinais) em T,. Hipdteses restritivas como as da Proposigao 4.8 s@o necessarias para fornecer respaldos
algoritmicos para a geracgao de constelagoes. No entanto, mesmo sem conhecer o formato da constelagao
em T}, podemos calcular o estimador para a probabilidade de erro, uma vez que esta depende apenas da
distancia minima entre os sinais da constelagao. Eo préximo resultado.

Proposicao 4.10 Seja C constelagao de sinais geometricamente uniforme obtida por grupo triangulo Ta
X T T 2 o . o
de dngulos —, —, — em Ty = T Suponhamos que C seja utilizada em um sistema de comunicagcoes com
p q T )

canal perturbado por ruido gaussiano hiperbdlico. Entao, a probabilidade de erro associada a sinais do
sistema de comunicacéoes é majorada por (13)

2 T 2 T 2 T ™ s us
cos* T 4+ cos* T +cos* T 4+2cosTcosEcost —1
p+ q—i— - T p p -

2 <1+cos%) (1+COS§) (1+c0s%)

P, < gerfc (\/ﬁa) - tanh !

A demonstracao segue do fato de a distancia minima em C ser duas vezes o raio do circulo inscrito
num ladrilho (ver Proposigao 4.9 acima) e do fato de que cada sinal possui trés vizinhos.

Finalizamos esta segao com uma constelagao C geometricamente uniforme composta por 336 pontos
sobre um tritoro cujo grupo fuchsiano G é gerado por 7 translacgoes hiperbdlicas (a regido fundamental F
é um poligono hiperbdlico regular com 14 lados). Este exemplo ilustra bem a dificuldade em encontrar
um ladrilhamento satisfazendo as hipéteses do Teorema 4.1. Neste caso, temos a condigao

e, percebemos que p = 2, ¢ = 3 e r = 7 a satisfaz'®. A parte central da constelacio estd ilustrada na

13tanh~1! (z) designa a inversa de tanh (z), uma vez que esta tltima é injetora.
4Este ladrilhamento em particular foi descoberto por F. Klein em 1879.



124

Figura 4.12.

FIGURA 4.12: Um exemplo de constelagao geometricamente uniforme com 336 pontos (sé os centrais
estao ilustrados) em um tritoro quociente por grupo fuchsiano gerado por 7 transla¢oes hiperbdlicas.

Quanto a probabilidade de erro em um sistema com canal hiperbédlico utilizando esta constelagao,
temos, de acordo com a Proposicao 4.10, o seguinte estimador:

3 0,105
P, < —erfc | = .
‘T2 <\/ 202
Quanto ao procedimento algoritmico para a geragao de C, bastam as expressoes das trés isometrias
geradoras de T (que geram uma constelagiao geometricamente uniforme infinita em B?) e as sete isome-

trias geradoras de G (que determinam as 336 classes de equivaléncias sobre a superficie do tritoro). Estas
expressoes, conforme procedimento delineado na Subsegao 4.3.1, sao faceis de serem obtidas.

4.4 Constelagoes Geometricamente Uniformes sobre Superficies
H2

rel nao Compactas

Nesta secao, retomamos os conceitos introduzidos na Secao 4.2 em que tratamos de constelagoes de sinais
nao geometricamente uniforme sobre quocientes nao-compactos.

O Cilindro Hiperbélico

Constelagoes infinitas geometricamente uniformes sobre o cilindro hiperbdlico podem ser obtidas a
partir de ladrilhamentos em H2 por grupos tridngulos e, por conseguinte, como casos particulares dos
resultados que obtivemos para o g-toro. Neste dltimo, ao invés de considerarmos um grupo G com 2g ou
2g+ 1 geradores, tomamos apenas um gerador para quocientar o espaco, originando o cilindro hiperbédlico
e “herdando” o ladrilhamento por triangulos do g-toro que, naturalmente, se estende por todo o cilindro
(lembremos que T ladrilha H? por cépias de A).

Aproveitando a Proposigao 4.8, temos como corolario a seguinte familia de constelagoes geometrica-
mente uniformes.

Proposicao 4.11 Sejam Ta grupo triangulo com A de dangulos internos %, %, 21 e G = (h1,...,hag)
g
. . . . . L HE . Ta
grupo fuchsiano gerador do quociente Ty. Entdo o cilindro hiperbdlico m € ladrilhado por m e as
J J

classes de equivaléncia originada pelos incentros de TAA formam uma constelagdo geometricamente uni-
forme infinita sobre o cilindro.
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Quanto a anélise de desempenho, é exatamente a mesma do g-toro.

O Cone Parabdlico

Constelagoes geometricamente uniformes no cone parabdlico podem ser obtidas a partir de grupos
triangulos que tenham pelo menos um vértice ideal. Dentre as constelagoes infinitas sobre quocientes
nao-compactos, o cone parabdlico é, sem duvida, o “locus” mais atraente devido ao fato de alojar algumas
constelagoes realmente especiais.

Duas familias de tais constelacoes sao caracterizadas pelas proposigoes abaixo.

= . . . - R . T 27 2r 7
Proposicao 4.12 Sejam P poligono hiperbdlico de 2k lados com angulos internos 0, —, —, ..., —, —;
m’' m m’'m

m € N*; e 1,72 geodésicas de H? que contém os lados de P que convergem ao vértice ideal. Seja p

2

H”
)

o . ™ T . A .
de angulos internos 0, 5 e as classes de equivaléncia formadas pelos incentros de TAA formam uma
m

isometria que parelha 7y1,7v2. Entao, o cone parabdlico € ladrilhado pelo grupo triangulo Ta; sendo A

constelacao geometricamente uniforme infinita sobre o cone.

Proposigao 4.13 Sejam P poligono hiperbdlico de k > 4 lados com todos os vértices ideais e 1,72 duas
geodésicas de H? que contém dois lados adjacentes de P. Seja p isometria que parelha v, e 2. Entdo,

o cone parabdlico @ € ladrilhado pelo grupo triangulo Ta; sendo A de vértices ideais; e as classes de

equivaléncia formadas pelos incentros de TaAA formam uma constelagdo geometricamente uniforme sobre
o cone.

Os enunciados das proposigoes sao extensos devido ao fato da descrigao da regiao fundamental de (p) .
No entanto as demonstragoes destas seguem o mesmo molde de demonstragao da Proposicao 4.8 e vamos
omiti-las, observando apenas que as condicoes 2k e k > 4 nas hipdteses sao para garantir a propriedade
“aresta-regular” dos grafos das constelacoes.

Particularmente, uma constelagao sobre o cone obtida da Proposicao 4.12 é de especial importéancia.
Trata-se da constelagao gerada pelo grupo triangulo Ta, sendo A triangulo hiperbdlico de angulos internos

2
0, 57 g Neste caso, o poligono P pode ter 4 lados e angulos internos 0, g, §7 g e a isometria p pode ser
dada por

p: HZ — H?
z +— z—2

Sobre esse ladrilhamento de H? - que pode ser quocientado a um cone parabdlico - urge apontar que
o grupo fuchsiano Ga de tipo (00,2,3) é isomorfo ao grupo modular PSLs (Z) ([48], Teoremas 3.1 e
3.2, pp. 108-111). Em termos de nomenclatura, o grupo tridngulo Ta é chamado de grupo modular
estendido.

A Figura 4.13 ilustra a constelacdo geometricamente uniforme obtida do grupo modular estendido
2

W

sobre o cone parabdlico
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p
y, | Y
[ ] [ ] [ J [ J
[ ] [ ] [ ] [ ] H2
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

Ficura 4.13: Constelagao geometricamente uniforme sobre um cone parabdlico gerada a partir do
grupo modular estendido.

Em termos de desempenho da constelacao em canal gaussiano hiperbélico, pela Proposicao 4.10, temos

3 0,21
< Zerf . .
7’@_261?0(\/@)

Quanto & Proposigao 4.13, um exemplo interessante é obtido quando se toma P como sendo, por

exemplo, um hexagono hiperbdlico. Neste caso, a isometria parabdlica pode ser tomada como sendo

p: H2 — H?

VA

Z —

—2z+1

Chamarnos a atengao nesta constelagao o fato de ela ser a que possui a maior distancia minima dentre
todas as constelacoes obtidas por grupos tridngulos. Esse fato se deve ao triangulo ideal A ser equildtero
e possuir a maior area possivel dentre todos os triangulos hiperbdlicos, o que se traduz como o maior
raio para o circulo hiperbdlico inscrito. Neste caso, o desempenho desta constelagao em termos de
probabilidade de erro é, pela Proposicao 4.10, majorada por

3 0,55
P, < =erfc | — )
2 (\/202)

A Figura 4.14 ilustra tal constelagao sobre o cone.
A

H2 [ ]

»
y

Ficura 4.14: Constelagao geometricamente uniforme gerada por grupo triangulo de maior distancia
minima sobre um cone parabdlico.

O Cone Eliptico

O cone eliptico é realmente um caso mais apartado dos demais devido ao fato de nao ser uma superficie
totalmente “diferenciavel”, possuindo uma singularidade ordindria nao muito interessante do ponto de
vista de homogeneidade. E possivel caracterizar algumas constelagoes geometricamente uniformes origi-
nadas por grupos triangulos sobre este cone. No entanto, pelo fato de néo haver (ou termos descoberto)
propriedades mais relevantes que as ja comentadas no caso do cilindro hiperbélico, optamos por ignora-las.
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4.5 Constelagoes nao Geometricamente Uniformes sobre Super-
2

ficies rel Compactas

4.5.1 Constelagoes Ciclicas em Nés sobre o g-toro

A busca por constelagoes de sinais com propriedades andlogas ao QAM euclidiano leva-nos a considerar
algumas classes interessantes de curvas sobre o g-toro: os nds. A inspiragdo para o tipo de constelagao
que iremos introduzir vem do toro usual (g = 1). Constelacdes QAM com cardinalidade p? + ¢%, p e q
primos entre si, podem ser alocadas em um né sobre o toro (ref. [1], [23] e [24]), o que faz com que
constelagoes do tipo QAM admitam estrutura ciclica, uma vez que todos os sinais da constelagao podem
ser gerados e rotulados por uma isometria que atue sobre o né.

Como ja comentado, a auséncia da estrutura vetorial no espago hiperbélico nao permite que tenhamos
constelagoes QAM hiperbdlicas, mas permite que tenhamos constelagoes ciclicas sobre nés. Nos g-toros,
ao contrario do que ocorre nos toros, as constelacoes ciclicas nao sao geometricamente uniformes, o
que representa, sem duvida, uma desvantagem que é parcialmente recuperada pela ciclicidade e pela
regularidade dos grafos que estes nds originam, abrindo a possibilidade de um estudo nos moldes da
teoria de c6digos sobre grafos (ver [20]).

Aproveitando as notagoes estabelecidas até o momento, temos o resultado abaixo que apresenta algu-
mas propriedades de constelagoes ciclicas sobre g-toros. Para tanto, consideramos apenas quocientes por
grupos gerados por niimero par de isometrias.

Proposicao 4.14 Sejam:
2

(a) G = (t1,...,ta9) grupo fuchsiano gerador do g-toro T, = o com regiGo fundamental poligonal
reqular F centrada na origem de B? (com lados rotulados de 1 a 4g no sentido anti-hordrio).

(b) b1, ..., bag translagoes hiperbolicas tal que b; parelhe os lados j e j+ (29 —1).

Entao:

(i) os eivos &, j = 1,...,4g formam uma nica curva geodésica (portanto, diferencidvel) sobre Ty,
ou seja, um unico no sobre Ty.

(ii) o nimero de auto-intersecgoes do né de eizos E,; sobre Ty € 8g (g —1).

Demonstracao

(i) Primeiramente, mostremos que os eixos &, realmente interceptam os lados de . Para verificarmos
essa intersecgao, basta considerarmos tal propriedade para o eixo da translacao h; que parelha os lados
1 e 2g. Os demais eixos possuirao propriedade semelhante devido a simetria de F. Rotulemos os dois
vértices de F pertencentes ao lado 1 de aj,a] e ao lado 2g de agg,agg de tal modo que a; e azy sejam
opostos em relagao a origem. Veja a figura 4.15.

FI1GURA 4.15: Figura auziliar de demonstragao.

Consideremos duas geodésicas: v ligando a; a ag, (v contém a origem) e 7' ligando aj a as,. A
medida a7 do angulo formado pelo lado 1 de F e y é
T

<7T
o= — < —.
Y749 T 2
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A medida o} do angulo externo formado pelo prolongamento do lado 1 de F e v’ é

oy = 71'71 +C>E
L 29 2

sendo ¢ a medida do angulo entre 4’ e o lado 2 de F. O mesmo procedimento repete-se no lado 2g de F.
Devido a variagao continua dos angulos das geodésicas que interceptam os lados 1 e 2g de F com mesmo

A . . s . ~ 7T
angulo (em ambos os lados), necessariamente hd uma geodésica que intercepta esses lados com angulo 5

Esta geodésica é o eixo &, .

Seja o eixo & ;. Observemos que devido ao fato de todos os lados de F serem circulos isométricos das
isometrias 1, ..., hag, as imagens de &, via as isometrias elipticas

er: B2 — B2 , k=1,...,4¢
o
zZ exp(zk)z
29

formam, precisamente, o conjunto de todos os eixos das isometrias f’s. Como as isometrias geradoras de
G sao obtidas por conjugacao com ¢, cada par de eixos que cortam um lado j de F é simétrico em relagao
ao ponto médio do lado j. Logo, o parelhamento de lados via as isometrias t’s implicam o ligamento dos
eixos das isometrias h’s. A diferenciabilidade da(s) curva(s) formada(s) segue do fato de os eixos serem
todos ortogonais aos lados de F.

A priori, a identificagao descrita no paragrafo anterior poderia gerar mais de uma curva geodésica
fechada sobre Tj;. No entanto, isso nao ocorre, ou seja, o né dos eiros &, forma uma tnica curva geodésica
fechada sobre Tj. Para verificar isso, rotulemos os pontos de interseccdo dos eixos com os lados de F
de 1 a 4g no sentido anti-horario a partir do cruzamento de &, com o circulo isométrico Zy,. Sejam
kE=1+4(g—1)e (z,),cy seqiiéncia de nimeros naturais tal que:

I = ].,

x; = xj_1 + k para j par;

xz; =xj_1 + 5 se j é impar e da forma 3 + 8m ou 5 + 8m;

xj =xj_1 — 3 se j éimpar e da forma 7+ 8m ou 9 + 8m;

A seqiiéncia (), possui periodo 4g e descreve, em cada periodo, a sucessao de rétulos sobre o né de
eixos & medida que se percorre o né a partir do rétulo inicial. Esta propriedade segue como conseqiiéncia
do fato do ndmero 4g de lados de F e o periodo 2g — 1 dos parelhamentos de lados pelas h’s'® serem
primos entre si, ou seja,

mdc (49,29 — 1) = 1.

Concluimos dai que o né de eixos contém todos os 4¢g rétulos.

(ii) Para cada j, &, divide F em duas regides geodesicamente convexas. A regiao Ry, de menor drea
hiperbélica ¢ a que contém integralmente os lados j + 1, ..., 7 + 2g — 2. Portanto, Ry, possui 2g — 2 lados
de F. Cada um destes lados, é interceptado por 2 eixos. Logo, &; é interceptado por 2 (2g — 2) eixos
distintos. Existem 4g isometrias h’s, portanto, 4¢g eixos distintos. Logo, o niimero de intersecgoes de eixos

é
(49)2(29 —2)
2
(dividido por 2 porque cada intersecgao é contada duas vezes). Conclusdo: o nimero de auto-intersecgdes
do né constituido por eixos é

8g(g—1).

15Pois b; parelha os lados j e j + (29 — 1).
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Observemos que, se tomarmos a constelacao de sinais C como sendo as auto-intersecgoes do né de
eixos, todos os sinais da constelagao pertencem a uma tinica curva e podemos induzir um rotulamento dos
sinais pelos elementos do grupo Zgy,—1). Observemos, ainda, que o tinico caso possivel de constelagao
com cardinalidade poténcia de 2 é no bitoro (16 pontos).

Exemplo

Ilustremos a constelagao ciclica sobre o né dos eixos para o caso g = 2. Utilizando as Proposicoes 4.5,
4.6 (junto com a isometria eliptica 4.3) e 4.7, podemos obter todas as expressoes e equagoes analiticas
necessarias para a geragao de F, do grupo G, das isometrias hi,...,hsy e de todos os seus eixos. O
resultado é a constelacao ciclica da Figura 4.16, que rotulamos por elementos Zs alternadamente, como
ilustrado.

FIGURA 4.16: A constelacdo ciclica sobre o no dos eizos de b, ..., Hag sobre um bitoro.

Finalizamos esta secao observando que, assim como no casos das constelacdes nao geometricamente
uniformes introduzidas na Segao 4.2, as constelacoes ciclicas C sobre o né de eixos de by,...,hsy em T
podem ser vistam como uma seqiiéncia de 2 (g — 1) 4g-HPSK’s concéntricos (com centro na origem) de
raios crescentes, uma vez que a configuracao de pontos de C é sempre estrelada. Quanto a probabilidade
de erro associada a sinais de C em canal hiperbdlico, ha duas abordagens possiveis: C como seqiiéncia de
HPSK’s ou C como constelagdo inica. Em ambos os casos a determinagao do perfil de distédncias nao é
dificil de ser obtida.

Também cabe citar que o estudo de nds sobre superficies compactas, como o toro usual por exemplo,
tem resultado em aplicages préticas na codificacao de fontes continuas como podemos constatar em
[59]. Este trabalho sem duvida abre caminho para a possibilidade de aplicagoes de nds sobre g-toros em
codificagoes de mesma natureza.



130



Perspectivas Futuras

Gostarfamos, para finalizar, de tecer sucintamente alguns apontamentos sobre caminhos para uma possivel
continuidade deste trabalho. Alguns destes ja foram considerados no decorrer dos capitulos, quais sejam:

(i) A caracterizacdo do ruido hiperbdlico. O fato do espago hiperbdlico ndo ser vetorial indica a
natureza nao aditiva deste ruido. A implementacao pratica do canal hiperbdlico depende desta caracte-
rizagao e, conseqiientemente, o uso de constelagoes de sinais hiperbdlicas em sistemas de comunicagoes
de mesma natureza também depende desta modelagem.

(ii) O estudo quantitativo da aproximacao de densidades hiperbdlicas de dimensao n ao produto de n
densidades de dimensao 1. A auséncia da estrutura vetorial em H"™ impossibilita que tenhamos o referido
produto. No entanto, conforme indicado no final da Se¢ao 3.4, ha uma espécie de “convergéncia assintdtica
de densidades” a medida que a variancia tende a zero, o que faz com que a densidade hiperbélica de di-
mensao n, para variancias pequenas, possa ser considerada “quase produto” de n densidades de dimensao
1.

(i1i) O Teorema 3.1 apresenta um limitante superior para a probabilidade de erro associada a cons-
telacoes de sinais hiperbdlicos em relagao a variancia e a distancia hiperbélica. Uma questao que se faz
pertinente diz respeito a margem de erro do estimador e se hd como obter estimadores melhores e tao
simples quanto o apresentado pelo referido teorema.

(iv) No campo das constelagoes sobre superficies ndo-compactas, hé todo o estudo de constelagoes
sobre superficies hiperbdlicas obtidas por grupo de Schottky. Em tltima andlise, todas as constelagoes
obtidas sobre o cone eliptico, o cone parabdlico e o cilindro hiperbdlico sao “casos particulares” de
constelagoes sobre “superficies de Schottky”.

(v) A caracterizagao de constelagdes geometricamente uniformes sobre g-toros que néo sao provenientes
de grupos triangulos. Em nosso trabalho, as constelacoes dessa natureza foram todas obtidas a partir de
grupos triangulos. Proposigdes como a 4.8 e Teoremas como o 4.1 seriam necessarios para outras familias
de constelagoes.

(vi) A questdo do mergulho isométrico de superficies hiperbélicas compactas ou ndo em espagos
hiperbdlicos ou reais de dimensdo maior. Fizemos alguns apontamentos sobre esse tema na Secao 1.8.
Este estudo é interessante, porque constelagoes QAM ciclicas sobre o toro possuem mergulho isométrico
em S? C R* (ver [25], por exemplo), resultando em propriedades bastante atraentes do ponto de vista de
implementacao pratica.

(vii) O estudo de constelagoes de sinais sobre nés do g-toro. Uma vez mais nos reportamos & existéncia
de constelagoes QAM ciclicas sobre nés no toro. Em nosso trabalho, apenas apresentamos uma familia
de constelagoes ciclicas sobre nés no g-toro (Segdo 4.5). A caracterizagdo de outras familias de tais
constelagoes, via proposigoes como a 4.14, torna-se necessaria para desenvolvimentos futuros.

(viii) A caracterizagao de constelagoes (geométrica ou nao geometricamente uniformes) sobre toros
metricamente distintos dos g-toros presentemente considerados. Fizemos mencao sobre tais g-toros na
Subsegao 4.3.1, em que ressaltamos o estudo dos espagos de Teichmiiller como ferramenta importante.
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(iz) A questao da comparacao de desempenho entre constelagoes de mesma cardinalidade e dimensao
no ambiente hiperbdlico. O desenvolvimento de pardmetros de comparacdo adaptados ao ambiente
hiperbdlicos se faz necessario. Parametros como o apresentado no final da Secao 1.7 sdo insuficientes.
Cabe salientar que comparacoes entre constelagoes reais e hiperbdlicas se mostram como algo nao coerente
devido ao fato de estas estarem submetidas a tipos de ruidos diferentes.

(x) As constelagOes sobre hipersuperficies hiperbdlicas n-dimensionais. Este item pode estar rela-
cionado de modo direto a questao do mergulho isométrico de g-toros. Generalizagdes de grupos fuch-
sianos triangulos para grupos kleinianos “tetraedros” sao uma via natural de obtengao de constelacoes
geometricamente uniformes sobre hipersuperficies hiperbdlicas.
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