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INTRODUCAO

Se E € um espaco vetorial munido de duas topologias de espa-
¢o vetorial topologico, digamos n e 1, a nogao de Yy-convergen-
cia & introduzida da seguinte maneira: diz-se que a rede {Xa}
y-converge para x € E, e escreve-se XOCM:L %, se {Xa} e T-limi
tado e X, 7 X na topoleogia n. Surge entao o problema de carac-
terizar a y-convergéncia por meio de uma topologia de EVT sobre
E, isto &, obter uma topologia de EVT sobre E de tal maneira

LTS

|
que X, 77 X se e somente se x  ~ X nessa topologia.

A nogac de y-convergéncia no caso real ou complexc foi intro-

duzida e estudada por Fichtenholz, Alexiewicz e Semadeni no caso

em que as topologias v e T provém de normas I e §:i*, res
pectivamente (Ver (1], [2], [31, e [8]). A solugéo do problema
acima citado foi cbtida por Wiweger [20] e [21] e Persson [1s1 ,

gue batizaram a mais fina das topologias de EVT gque fornece a y-
convergencia de "topologia mista". Tanto Wiweger como Persson con
sideraram topclogias n e 1 localmente convexas (E real ou com-
plexo). O casc real ou complexo nac localmente convexo fol estuda

do por Iyahen [10].

A utilizagao de uma ncg¢ac de "limite-indutivo” feoi introduzi-
da por Garling {9j.
Nesta tese estendemos ¢ estudo das topoleogias mistas para o

contexto dos espagos vetoriais topoldgicos sobre uri anel de divi-

sdo nao trivialmente valorizado (F,|{.}|)-
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No §1 caracterizamos a topelogia mista v in,T] como um exem-
plo de limite indutivo generalizado e estudamos alguns casos par-
ticulares, como por exemplo aquele em gue (E,n) e (E,t}) sac espa-

cos localmente F-convexos no sentido de Monna [11], Van Tiel [19].

No § 2 caracterizamos sistemas fundamentais de vizinhangas da

origem para a topologia mista vy {n,71].

Os espacos de Saks reais ou complexos foram originariamente
estudados por Orlicz [1l2] e [13] e Orlicz e Ptak [14]. Neste ca-
so 1 €& induzida por uma pseudo-norma ou F-norma (isto &, a condi
cao de homogeneidade & substituida por outra mais fraca mas que
garante continuidade da multiplicagac por escalares), e portanto
a topologia mista associada nao & localmente convexa. Em sua mono
grafia [7], Cooper adota em sua definicgao de espagos de Saks o
ponto de vista localmente convexo: um espago de Saks & uma terna
{(E;n,b.1) onde E & um espago vetorial (real ou complexo), n &
uma topolcgia localmente convexa em E, e I & uma verdadeira
norma sobre E tal gue & bola unitaria {x € E; Ixl < 1} & fecha
da e limitada na topologia n. No § 3 fazermos um breve estudoe no
presente contexto, e caracterizamos um sistema fundamental de se-
minormas qgue define a sua topologla mista y[n,?P.1]. Um decs prig
cipais exemplos & o de Cb(X;E), espago de todas as fungoes contl
nuas e limitadas, definidas num espaco localmente compactec e 0O-
dimensional X e com valores num espago normado E, n e a topolo-
gia compacto-aberta e .l & a norma do supremoc. Mostramos gue

nestas circunstancias vIn,l.l] coincide com a topologia estrita
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B definida em Soares [18] por meio de pesos induzidos por fungoes

nulas no infinitc.

Uma questao que naturalmente se poe & a seguinte: se E & uma
dlgebra sobre (F,|.|) e n e T sdo topologias de algebras topoldgi
cas, em que circunstancias a topologia mista vI[n,1] & uma topo-
logia de algebra topoldgica. Esta questdo e outras correlatas sdo

estudadas no § 4 .,

Finalmente nc § 5 estudamos o espectro da topologia mista de
Cb(X;E) mencionada acima, quando E @ uma algebra normada sobre
(F,}.]). O casc real ou complexo foi estudado por Prolla [17] no

contexto das algebras de Nachbin.



§0 - PRELIMINARES

Em todo este trabalho, consideraremos espacgos vetorials sobre

um anel de divisao ndo trivialmente valorizado (F,|-|).

DEFINICAO 0.1: Um subconjuntoe A de um espago vetorial E & dito
F-ccnvexo se para gualsguer x, y € 2z em A ¢ para gquaisquer g,
B e yem Fcom o+ p+y=1 |lal <1, 6] <1 e |y| <1,
ocorrer ox + By + yz € A. Se (E,t) € um EVT que possui uma base

de vizinhangas F-convexas de origem, entao (E,t) & chamado um EVT

Localmente F-convexo.

DEFINIGAO 0.2: Um subconjunto A de um espago vetorial E & dito
semiconvexs se existir um escalar A € F* tal que A + A C XA,
Se (E,T) € um EVT gue possul um sistema fundamental de vizinhan-
¢as semiconvexas da origem, dizemos que (E,t) & um EVT Localmente

ACMACONRVEXD.

PROPOSICAO 0.3: Se (®,T) ¢ um EVT Localmente F-convexe, entdc

(E,t) 2 fLocafmente semiconvexo.

DEMONSTRACAC: Seja U uma base de vizinhancas F-convexas da ori-
gem em E e seja U € U. Vamos mostrar que U & semiconvexa. Como
0 €EU, se ¥ e y entac em U, temos x+y =1l'x+ Iy - 1-0 € g,

Logo U + U C U e portanto (E,1) & localmente semlconvexo.
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DEFINIGAO 0.4: Dizemos gue um EVT (E,1) & quase-convexe se existir
um conjunto F de partes eguilibradas, semiconvexas e T-limitadas
de E formandco um sistema fundamental de subconjuntos t-limitados
de E.

Observamos que existindo F como acima, & possivel ser encon-

trada uma familia F' cujos elementos sao também t-fechados.

PROPOSICAQ 0.5: Se (E,T) ¢ um EVT RLocalmente F-convexe, entao

(E, 1) & quase-convexo.

DEMONSTRACAO: Seja B € 1L (1) e seja B, ¢ E sua envoltdbria F-
convexa e equilibrada. Seja V uma vizinhanga fechada e F-convexa

da origem em (E,T).

Entao existe § > 0 tal que B C AV sempre que XA € F* com

RYIESLE

Como AV & F~convexo, fechade e contém B, temos B, C AV,

Portanto B, € IL(T1).
Alem disso, como B, & F-convexo, & também semiconvexo. Con-

cluimos entao que (E,t) @ gquase convexo.

PROPOSICAO 0.6: Se (E,T) ¢ um EVT ndo arquimedianc Localmente {4

mitado, entac (E,T) ¢ quaste convexc.

DEMONSTRACAO: Sejam B € IL(T) e V uma vizinhanca limitada, fe-

chada e equilibrada da origem em (E,t). Entao existe & > 0 tal
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que B C AV sempre que |A] > &8, X € F¥. Seja A, € F* com

i 1 1

pois V & rt-limitada, e B, & fechado e equilibrado.

essa propriedade e seja B, = AOV. Temos B C B,, B, C IL(t) ,

Como V & uma vizinhanca da origem em (E,r), B também &, e

B]4‘B] € IL {t). Logo existe 6] > 0 tal que para ‘qualcgquer

u € F* com |u| > 61, B,+B, C 1B Portanto B, & semiconve

1° [

X0. Assim, (E,T) € um EVT guase-convexo.

COROLARIO 0.7: Se¢ (E,T) e um EVT noamado nao arquimedianc entao

(E,T) ¢ quase-convexo.

DEFINICAQO 0.8: Uma sequéncia U = (U ), eq e subconjuntos nao

vazios de um espago vetorial E €& uma cokda em E se:

Mt

a) para cada n € W, U equilibrado;

n

b) para cada n € W, U, e absorvente:

c) Un+1+Un+1 C Un’ para todo n € W;

d) para algum A € F, com 0 < |[A] < 1 (e portanto pa-
ra tode X € F¥*), dado Un € U, - existe Urn e, m>n,
tal gque U_ C AU_.

m n

U & chamado o n-e¢sdmo no de .

DEFINICAO 0.9: Uma corda U = ‘Un%IEIJ em um EVT (E,t} e dita

T-topologlea se para cada n € I, U & uma t-vizinhanga da origem em E.
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DEFINICAO 0.10: Uma corda U = (U.) em um EVT (E,t) & dita t-
n'n€IN

boani{vora se, para cada n € IN, U & um subconjunto T-bornivoro de E.

DEFINIGAO 9.11: Seja E um espaco vetorial e sejam 1 e u duvas topo-
logias de EVT sobre E. Dizemos que'a topologia u & T-fechada se u

admite um sistema fundamental de vizinhangas t~fechadas da origemn.

DEFINICAO 0.12: Um espacgo topoldgico (X,1) é chamado O-dimensional se

cada ponto de X possul uma base de t-vizinhangas abertas e fechadas.

DEFINICAO 0.13: Seja X um espaco localmente compacto e O-dimensional.
Denotaremos por C (X;F) o espago das fungoes continuas e limitadas
definidas em X com valores em F. Definiremos sobre .Cb(X;FJ ‘as seqguintes

topologlas, que serao eventualmente abordadas no decorrer deste trabalho:

1) a fopologia da convergencia unlfonme sobre X, definida pela norma

If£#_ =sup |£(x)| e denotada por o;
x€X
2) a fopologia da convergéncia uniforme sobre as partes compactas de

X, definida pelas seminormas Hfl,  ou seja, p,(f) = sup |£(x) | onde K per-
d *EK
corre a familia de todos os subconjuntos compactos de X, denotada por «;

3) a Adopologila estriia, denctada por B, definida pelas seminormas
p¢ (£} = sup |[¢(X)£(x) I, onde ¢ percorre o espago CO(X;F) das fungoes de
HEX

Cb(X;F) nulas no infinito.

As topolegias k, R e o satisfazem: (a) k C B C o.

Para mostrarmos que k C B, consideremos a k-vizinhanca da origem.

wo={f € C (X;F); sup [£(x)] < €}. Mas dado o compacto K de X,
X€K



_5_

existe um compacto-aberto V tal que K € V. A fungao caracte-

ristica ¢ de V pertence a C( _(X;F) e é tal que ¢i(x) =1, se

o

X EK e ¢(x) =0 se x € V. Seja ¢ = {¢}. Considerando a g-

vizinhanca da origem dada por

U®’€ = {f € € (X:EF) ¢ p@(f) < €},

temog que se g € U entao

o,
sup |9 (x)g(x)] < e.

XK

Portanto, se x € K,

lg(x) ] = |e(x)gx)| < ¢,

do que segue gque g € W.

Vamos mostrar agora que B C o. Seja

= C .
® {w],...,wn} CO(X,F).

Consideremeos a f-vizinhanga da origem dada por

U = {f € C (X:F) : max sup |¢, (%) £(x)| < €}
b.c b j<i<n  xe€x

e consideremos a o-vizinhanga da origem dada por

V= {feC (G HEN, < = },

b



onde

—_ i -
M = max {le I veees H@n it

Se g & B, temos, para todo x € x,

e, (gl <M - & = €.

e
Logo g U®'€

(b} B e k codncddem sobre 08 conjuntos o-Limilados.

Com efeito, seja

B = {f€C (X3F) « Hfh, < M} € IL(o).

Por (a), temos k € B scbre B. Falta mostrar gue sobre B,
BT k. Seja A CB um conjunto éﬁaberto nao vazio e seja f € A,

Entao existe uma B-vizinhanca Ug c da origem tal que

N C C
{(f + U¢’€) B A B,

onde

= {p ,---,wn} C C{X:F) .

Seja k > 1 tal que HWiH <k, i=1,...,n.
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Para cada 1 = 1,...,n, consideremos o conjunto compactoc
K, = {x€ X : |e.(x}] > —y.
i i — ZM+ k
Seja K = Ky no,.. N Kn , gue & um conijunto compacto, onde temos,
£ .
> = .
para todo x € K, |wi(x)[ > Sy L ¢ para todo i =1, iy
Seja
£
= [ - -
v {f Cb(X,F) : sup |[f(x)| < T }.
XEK
Se h € (f + V) N B, temos
g=h-f €YV e lgi, = th- fl_ < 2M,

pois h e £ pertencem a B.

Vamos mostrar que g € U® e - Seja x € X. Para todeo i =1,...,n,
f

temos
!wi(x)g(x)| <k oe = < e, se X € K;
k+1
e
o, (x)g(x) | < £ 2M < ¢, se x & K.
2M+ k
Logo, h € (f + U ) N B, o gue completa a prova.

b,e

J—



DEFINICEO 0.14: Se um corpo nac arguimediano nao trivialmente
valeorizado (F,]'f) for um espago topologico localmente compacto

de Hausdorff, entao serd chamado um coipe Lecal.

Y oum anef de divisac nao talvialmente

TEOREMA 0.15: Seja (F, /|-

valorizado nao arquimedianc. Seja (E, Bk} um espago de Banach

). Sejam X um espacgo T, O-dimensional e K um sub-

conjunio compacito de X. Entdo, para toda fungdo conlinmua £ :X ~ E,

Acbre (F,

existe uma fungdo f € Cb(X;E) Zfal que f/K = f _ e

e = NEN, .

r

Para uma demonstracao deste teorema, precisaremos dos seguin-

tes lemas:

LEMA 0.16: Sefam F, E, X e K como no Teonema 0.15. Entao

Cb(X;E)/K e fechado em C(K:E).

DEMONSTRACAO: Seja g uma funcao de Cb(K;E} pertencente ao fe-

cho uniforme de Cb(X;E)/K e seja {gn ; n € IN} uma sequencia

de fungoes em Cb(X:E)/K gue converge uniformemente para g sobre

K. Para cada n € IN, consideremos a funcao én € Cb(X;E) tal

1t

que §H/K g, - Queremos mostrar gue existe £ e ¢ _{(¥;E) tal

b

1l

que f/K J .
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Consideremos uma subsequéncia de fungoes de {gn;1162m}

=]
Kn

tais que Hgk “9 <y t, onde {u_} & uma sequéncia em E
n+1 n n n
convergente a zero. Afirmamos que existe seguéncia {fn :n € N}

em Cb{X;E) satisfazendo:

(1) fn/K =g,
n

(2) Ilfnﬂ--fnll00 < HunH, para cada n € N.

Vamos supor encontradas f , £ am Cb(X;E) satisfazendo

IRARREE
(1} e {2), isto &, fi/K =g, ,1i=1,....n
C i
“fi+1_fi”miﬂuin' i=1,...,n.
Tomemos fn+1 = 9y sobre K e consideremos o conjunto aberto
n-+1

e fechado

- -1

G, = (g ~£,) (B0 W)

em X .

B claro que K C G pois, sobre K,

i g -f I =lg -g, I < #p 1
kn+1 n kn+1 kn B n
vamos definir entdo a fungac f_,. de X em E por
fn+1(x) = (x), s = G,
n-+1

fn+](x) = fn(x)+un, se x € X\ G



_‘]O_
que & contilnua, porque G, & aberto e fechado, e & limitada.

Em G_, temos
n

! -
fn+l an < HunH
pela definigao.
Em X\ G_, temos
n
1§ -£1 = [ - Po= ‘
EooE 0 ';;%{ £ (x)+u_~£_(x) AUR
Disto e da construgao de £ .1 decorre que £ satisfaz
as condigoes (1) e (2). Como Cb(X;E) - a completo, a série
f, + X {f -f ),
1 n=1 n+i n
converge uniformemente a uma fungac £ € Cb(X;E).
Para cada x € K, temes:
f{x) = I1im £ (x) = 1lim g__ {x} = g(x)}
st 4o DI « > oo nt

Logo f/K = g/K, o© que mostra que £ & a funcdo procurada.

LEMA 0.17: Sejam F, E, X ¢ K como no Teorena .15, Entao Cb(X;EJ/K

¢ denso em C{(X,E).

DEMONSTRAGAO: Chamando W = Cp (X;E)/K, temos que W(x) = E, pa
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ra todo x € K, pois W contém as constantes. Além disso, o fa-
to de X ser T, e O-dimensional, implica que a subalgebra W de
C{K;E) separa pontos em K. Estamos pois nas condigoes do Teore-

ma 3.5 [18] de onde segue o resultado.

DEMONSTRAGAQ DO TEOREMA 0.15: Consideremos uma fungao f : K = E

continua. Dos Lemas 0.16 e 0.17 segue dque existe uma fungao

I
H

h € Cb(X;E) tal que h/K
O conjunto Y = h_i(B(O, Il £ Hm)) & aberto e fechado, por ser

h continua e (E, {-Il) nao arquimedianc e temos claramente K C Y.

Tonando entao

hix), se X E Y e
E(X) = <
[ 0, se X & X\Y,
temos E = Cb(X:E), %/K = f e H%ll = L£ 0 w ¢ C€Omo queriamos.

DEFINIGAO 0.18: Seja FE um espago vetorial e sejam n e T duas
topologias de EVT sobre E. A terna (E;n,t) € um espaco velorlal

bitopologice (EVBT) se IL (1) C IL (n).

OBSERVACAQ: Esta nomenclatura foi introduzida por Ivahen [10].

EXEMPLO 0.19: Se n C 1 entdo (E;n,T) 6 um EVEBT. Em particular,

(€, (X;F);«k,0) & um EVBT. Outros exemplos serdo vistos nos pardgra-
fos 1 e 2.



§1 - A TOPOLOGIA MISTA «vI[n,t1]

Seja {(EK,TA); A € A} uma familia de espagos vetoriais topo-

16gicos sobre o mesmo anel de divisdao nao trivialmente valorizado

(F, +]). Para cada A€ A,

L

). Seja E um espago vetorial sobre (¥,
seja i, : E, * E wuma transformagao linear. A Zfopofogia Limife
indutive 1 sobre E com respeito a familia (e, 1y ,1y)5 & € AJ,
(ver Balbi [ 41) & a mais fina tovclogia de EVT sobre E tal que
cada transformacgao iy & continua. O limite indutivo desta familia

sera denotado por Lim{{EA’TA’iA); A € A}. Come em Garling [ 91,

generalizando esta definigao, temos:

DEFINTICAQ 1.1: Para cada i € A, seja M, um subconjunto de E,.
Seja j, a restricao de i, a M . A fopologia Limite Lndutd-

vo genenalizado induzida sobre E pela familia
. . p
UE, 703, M) 5 A A}

& a mais fina dastopologiasde EVT scbre E para a qual cada uma
das transformagoes jA , de (MA’?A) em E, é-continua, onde %A

denota a topologia induzida sobre My POr Ty

Para construir essa topologia, consideremos o conjunto

@SZ{TO‘J;OLEI}

de todas as topologias de EVT sobre E para as duais cada
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transformagao 3y, & continua. Se (E,T) € o limite indutivo

(B, 1) = lim{(EA’Tl'lh); e A},

entaoc para cada A € A, i, & continua e portanto 3y = i/ é

continua também, isto &, 1t € 65 e portanto @; £ .
Seja & = sup {Ta ;0 € I}. Por Bourbaki [ 5] £ & uma topo-
logia: de EVT sobre E, j& gue todas as T, © sao. Afirmamos que

£ SCH Com efeito, seja V um aberto basico em £, isto &,

V=n{v;aeJ},

onde J & um subconjunto finito de 1 e para cada o € J, VCt 2]

um Tu—aberto. Para cada X € A temos

1 Rl
] (V) = Mmoo 4 (Vv ).
A WET A o

Agora, cada conjunto j;1(va) a %Aﬂaberto, pois TGEEGB . En-

tao, para cada A € n,j;1(v) é aberto em "M, na topologia ?A e

-

portanto jk & continua. Logo & € 65.

OBSERVACAC 1.2: Como ja observamos acima, a topologia limite in-

dutivo T estd em ® . TIsto mostra que

OBSERVACAO 1.3: Consideremos (G,u) um EVT e E um espago vetorial
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sobre o mesmo anel de divisdo (F,|-|). Consideremos a aplicagao

f :E -~ (G,u). A topologia imagem inversa de u pela fungao f em

E, denotada por £ (u)é agquela cujos abertos sac os subconjuntos
f_](A), A € u. B claro gque a topologia f_1(u) torna £ continua e

& a menos fina das topologias em E para as gquais isso acontece.

Considerando agora a transformacao

temos, pelo precedente, gue

. el -
3y 0 My, 30 (B)) 0 (E,8)

& continua e portanto

.= ~
];\ (E) - T:X‘

EXEMPLO 1.4: Seja (E,n) um espacgo vetorial topoldgico. Para cada

A€ A seja M, um subconjunto de E e seja Ty = N- Consideremos

A

a transformagac identidade i em E e jl a inclusao de (Mkfﬁ)

A
em E. Neste caso, se § & a topologia limite indutivo generali-

zado sobre E com respeito & familia

UEm,i,M,)5 A € A)

}\!
temos as seguintes propriedades:

(1) n < g
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DEMONSTRAGAO: Esta propriedade & claramente satisfeita, pois £

e o supremo de G; e ne@® .

(2) (M, ,E) = (M, M) para cada X € A.

A

DEMONSTRAGAO: Por (1), temos n C £.

-~

Reciprocamente, se A & t~aberto em M, entao A=VN M,
onde V & um E-aberto em E. Entao £ c j;T(E) para cada X € A.

De (B), vem dgue 2 C ﬁ.

(3) £ & a mais {ina topologia de EVT sobre E tal que (2}

¢ verdadedira,

DEMONSTRACAC: Seja @;] o conjunto de todas as topologias T de

EVT sobre E tals gque

;T) = (MA,n), para todo A E A (%) .

Por (2), E 6(5 . Logo G;] £ .
Seja &' = sup 65] . E claro que ¢ C &7,
Suponhamos agora que T € @5] . Entao

-~

(Mkr%) = (M;\(n} r
para cada A € A, donde

3y 2 My ,m = (BT



_.]6_.
& continua para cada X € A. De fato, seja A um subconjunto
T-aberto de E. Para cada A € 4, jk {A) = A D My & um subconjun-

to T-aberto em Mk e por (¥}, jA () & ﬁ—aberto em MA' Assim,

T E 65 e portanto 1 C £,

Logo, &' C K.

DEFINIGAOC 1.5: Seja E um espaco vetorial sobre (F,|-]). Sejam
n e T duas topologias de EVT sobre E. A Zopologila mista defi-
nida em E por n e T, indicada por vyln, 11, & a topologia limite
indutivo generalizado induzida sobre E pela familia

{(E (Y B € IL (1)}

B’ 'R TRTB

onde, para cada B € IL (1), E, = E, Ty =M iB ¢ a identidade em

E M_ = B.
€ Yy

OBSERVAGAC 1.6: Da Definicac 1.5 e do Exemplo 1.4 segue-~se gue a

topologia mista vin 7} satisfaz as seguintes propriedades:
(a) n<ylnrcl
() v [n,T) e n coincidem nos conjuntos t-Iimitados de E.
{c) yIn, Tl @ a mais fina das topologias de EVT sobre E
gque gozam da propriedade (b), istoc &, se j§I & uma topo-

logia de EVT sobre E que coincide com n nos conjuntos

t-limitados, entao u € v [n,1].
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Seja E um espago vetorial scbre (F,|-|). Sejam n e 1 duas
topologias de EVT sobre E e B = {BA; A € A} € IL(t). Para cada
A€ A, sejam EA =5 e T, = n. Seja ainda iA :EA -+~ B a apli-
cagao identidade e i, a restrigao de i, a B, . Indicaremos

por Y [n,T:B8] a topologia limite indutivo generalizado induzida

em E pela familia {(EA’TA’ik’B)); X € A}. Claramente, temos

vy in,ti {0yl = viIin,t].

PROPOSICAQ 1.7: WNas notagces acima, se F = {Lgi ¢ & A} ¢ wn A48~

tema fundamental de subconjuntos v-Limitados de E, entao

y [n,t;F] € vy [n,t:8].

DEMONSTRACAO: Pela definicao de v [n,7;B], basta mostrar gue

jk :(Bk’ﬁ) + (B, vy [n,T;F1) & continua para cada B, € B, Como F

A
& um sistema fundamental de T-limitados, dado BA e B, existe
L5 € F tal gue Bl - Lé. Pela definigac de v [n,1:;F], a trans-
formacgao jG :(Lé:ﬁ) - (B, vy [n,t;F]) & continua e portanto
jl = jﬁ/B também &.

Logo v In,Tt;F] € y[n,t;B].

COROLARIO 1.8: Se¢ F ¢ F' saoc dodis sistemas jundamentais de sub-

confjunitos t-Limitados de E, entdao

yla,c:F] = vy In,m:;F'} =y in,1l.
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Em panticular, yIn,7;F) = vy In,t] para todo sistema fundamental

Fde t-2imitados.

OBSERVACAQ 1.9: Mostramos acima que a topologia mista vyin,tl
estad determinada por qualquer sistema fundamental F de subcon-

juntos t-limitados de E, no sentido de que vyin,t;Fl=+vI[n,t].

PROPOSICARO 1.10: Seja B um espaco vetorlal sobre (F,|+|). Sefam
n, T ¢ & Zopologias de EVT sobre E, Se IL{T) € IL (&) entao

yIn,el © yvIln,tl.

DEMONSTRACEO: Por definigéo, a topolcocgia vy [n,£] coincide com n
nos elementos de IL{f) e portanto nos elementos de IL (T1). Mas
Y In, Tl & a mais fina das topclogias de EVT sobre E gue cocin-
cidem com n nos elementos de TIL{t). Logo vy ([n,&}] € yl[ln,tl.
CORCLARIO 1.11l: Se IL(t) = IL(E) entac vy I[n,7]l = v [n.E1.

COROLARIO 1.12: Se & C 7, entac vy I[n,&E]1 € vy (n,t].

DEMONSTRAGCAO: Do fato de &£ C 1 segue que IL(T) C IL(£), e o

resultado segue da Proposigao 1.10.

COROLARIO 1.13: Se¢ 1° denota a topoliogla tonelada associada a

1 em E (ver Prolla [17]1 ) entac ~vIn,t] C v {n,Tt].
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DEMONSTRACAQ: O resultado € verdadeiro, pois 1 € 1

COROLARIO 1.14: Seja F g topelogia bonnologica assocdiada a T

{ver Proffa [171). Se o ¢ uma fopofogdia de EVY scbre E Zal gue

TCocC TB, entao vy [n,ol = v [n,t].

DEMONSTRAGAO: Se T C g C Tg, entdo I (t") € IL{o) C IL(v). Mas

da construcao de TB (ver Prolla [161), IL (1) = IL(TB). Logo
TL (o) = IL(t), e portanto Yy [n,o0]l = v In,tl.
t -
COROLARIO 1.15: Se 1% e a topologia quase-tonelada associada
t
a 1™ em E {ver Bafbd [ 41}, entao v [n,Tq I =y lIn,tl.

e —~ X r‘rt B
DEMONSTRACAC: Da Proposicao 6.6 Balbi [ 4], segue que 1t € 1% C1”.
0 resultado segue entao do Corolario 1.14.

PROPOSICAO 1.16: Nas notageoes da Defindgao 1.1, seja & a ZLopo-

Logia Limite indutive generallizado Anduzida em E pelfa famildia
LTy, P
{(Ek;tl,lk;Mk), A il

Sefa (G,v) wm EVT sobre o mesmo aneld de divisac (F,]-]). lima
thansfoamagao Linear T :E > G pextence ao espage £{(E,85), (G,v))

se, e somente se, para cada A € A, a aplicacac

T ojk : (M ) > (G,v)
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¢ continua. Mais adnda, entre Zodas as topologdas de EVT  sobre

E, & ¢ a unica com essa propriedade.

’

DEMONSTRAGAO: Consideremos a transformagao T € L ((E,8); (G,v)).

Para cada X € A, temos (M ) = {MA,E), o gque torna a aplica-

AT
cao jl : (Mk’?k) -+ (E,&) continua. Distc e da continuidade de

T, decorre gue a aplicacdo T Djh : (MA'?k) - (G,v) & continua.

Seja agora T :E ~ G uma transformagao linear tal gue para

cada * € A, a aplicacao T Ojk & continua. Como T leva (E, &)}

em {G,v), T & continua se,e somente se, tivemos u <, onde
-1 , -

u=T"rT (v). Logoc basta provarmos gue u € 65 isto e, que

3y ¢ 0T+ (B

& continua. Isto segue do fato gque todo subconjunto u-aberto de E

e do tipo T '(a), onde A & v-aberto em G.

Vamos mostrar a segunda parte. Para isso consideremos © con-
junto Q; de todas as topologias 1 de EVT sobre E tais gue para

cada X} € A, a aplicacao jk : (MA’% ) - (BE,7) & continua. Seija

A
&' o conjunto de todas as topologias v' de EVT sobre E tais
que para tecdo EVT (G,v) e para toda aplicacgao linear T :E > G,

T e L((E,T"), (G,v)) se, e somente se, a aplicagao

T oj, * (MA,TK) - {G,v)

& continua.
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Ohservemeos incialmente gue C RN @5 . Com efeito, seja
' € Gﬁ'. Tomando G = E, v = 1" e considerando T a identidade
sobre E, T pertence entao a L({(E,1"), {(G,v}))-. Resulta gue

Toj, =3, : fMA,?l) > (E,t")

& continua, para todo X € A. Logo 7T' € & .

Como & = SUE)QS . resulta entac gque

(1) ' € §, mpara todo T' € @5‘.

Afirmamos agora gque para qualquer ' € & & gualguer
T € @5, temocs T C t', ou seja Id : (E,t') - (E,v) & continua. Com

efeito, seja 1' € ®' e 1€ ®&. como 1t e &, temos que

Id DjA )~ (E,T)

& continua. Mas T1' € 65‘, logo decorre dal que Id:(E,t'} - (E,1)

i

continua e portanto 1 C T'.

Aplicando a observagao anterior a topologia £ = supizf,-umms

(2) £ C1', para todo 1' & 65'.

De (1) e (2) vem gue Q5 ' = {£}, como gueriamos.

COROLARIO 1.17: Sefa E um espago vetoadal sobre {(F,]<|). Sejam

n e 1 duas Zopologdlas de EVT sobre E e (G,v) um EVT Aobre
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(¥,

}. Uma Trawnsformacao Linearh T « E > G perfence av  espago
L{E, Yy [n,t1),(G,v})) se, e somente se, sua restricao a cada ele-
menio de IL(T) € continua. Ainda mais, entre fodas as fopologlas

de EVT sobre E, v [n,t] ¢ a andica com essa propriedade.

Observamos que, na verdade, © resultado acima continua verda-

deiro se tomarmcs apenas um sistema fundamental B IL(r).

COROLARIO 1.18: Sejam {E,T) e {(G,v) como no Corolanic 1.17. Se
T (T) possue um sisfema fundamental de conjuntos n-metrizaves,
entde T 2 v [n,t]l-continua s5e¢, e somente se, T e vy In,r]-sequen-

cialmente continua.

DEMONSTRACAO: Se T & y[n,t]-continua, claramente T & yin,tl-

sequencialmente continua.

Reciprocamente, suponhamos gue T & vy [n,1}-sequencialmente
continua. Por hipdtese existe sistema fundamental B de subcon-
juntos T-limitados gue sao n-metrizaveis. Se B € B, segue qL
T/B & ﬁ—sequencialmente continua. Como B & ﬁ—metrizével, T/B

& f-continua, o gque implica, pelo Corolario 1.17 que T @

y [n,7]-continua.

PROPOSIGCAO 1.19: Seja E um espago vetorlal sobre (F,|-|). Sejam

n e 1 duas fopolfogias de EVT sobre E. Enfao

Yy [n,7] = v Iy [n,1],7].
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DEMONSTRAGAO: Por definicao, v [n,r] & a mais fina topologia de

EVT sobre E tal gue, para cada B € IL (1), (B, v Im,Tl) = (B, .

Por outro lado, v {v [n,t]l, t] & a mails fina topologia de EVT

sobre E tal que para cada B € IL(t), (B, ¥y [y [n,cl,t)=(®B, ¥ [n,71).

Entao (B, ; v {in,t], 1) = (B,ﬁ) para cada B € 1L (7v}. Portanto

Y[y fn,t], T} € vy [n,1].

Consideremos agora a aplicagac identidade
T« (B, y Iy In,tl, 11} » (E, v {n,c]).
Para cada B € IL(t), a restrigao
I/B : (B, ¥ [n,v1) ~ (E, v [n,1])

g claramente continua. Logo, pelo Corolario 1.17, I & continua,

donde v [n,v] € v [y In,tl, t}].

EMA 1.20: Sejam E ¢ G dois espaces vetondais Lopeloglcos sobae

) e T i E -~ G uma transformagao Linean. Sefa M um  sub-

(F, |-

conjunte ecquilibrado e semiconvexo de L. A Trawnsgormacdo S = T/M
e uniformemente continua em M e, e somenfe se, e conlinua na ori-

gem @m M,

DEMONSTRAGAO: Vamos supor inicialmente § continua na origem. Como

M & semiconvexo, existe ) € F* tal que M + M C M.

Seja V uma vizinhan¢ga equilibrada da origem em G. Da
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continuidade da aplicagéo X + AX, segue gue existe uma vizinhan-

¢a equilibrada W da origem em G tal que AW C V.

Como S & continua na origem, existe uma vizinhanca U da ori-
gem em E tal que S{(U N M) C W, Consideremos a vizinhanga U' da

origem em E dada por U' = AU e seja a € M.

Se x € {a + U'Y N M, entao
(x —a) e U' N (M -M) CAUNXMC X(UNOM,
desde que M & semiconvexo e equilibrado. Entao
S(x - a) € S[A(UNM] < 2wV,

Assim S(x) € S(a) + V e portanto S & uniformemente continua em

M. Claramente temos a reclproca.

PROPOSICAO 1.21: Seja E um espago veroniak sobne (F,]-]) e se-
jam n e T duas topologias de EVT sobre E. Seja B um sistema
fundamental de subconjuntos t-Limifados de E que sdo  semiconvexos
e equilibrados e sefa F o conjunto de todas as condas U = U ) e
em E tais que para cada B € B ¢ para cada n € IN, U, N B e
uma N-vizinhanca da orndgem em B. Entac o conjunto A de todos os

nos de todas as condas de F ¢ um sistema fundamental de uizinhan-

cas da ondigem para a topoloegia v [n,t] em E,

DEMONSTRAGAO: F & um conjunto dirigido. De fato, sejam uz(anEEq



_25_

e V = (vn)nEIN duas cordas de F. Seja W = (wn)nEIN corda em
E tal gue para cada n € IN, Wn = Un n Vn . Seja B € B. Como
Un "B e Vn N B sac ﬁwvizinhangas da origem em B segue gue
W NB = (U NV} NB= (U MNB} N (V 0OB)
n n n n n

& uma N~vizinhanca da origem em B. Logo W € F. O conjunto A @
entac um sistema fundamental de vizinhangas da origem para uma

topologia Tr de EVT sobre k.
Afirmamos que Ye = Y In,tl.

Conforme Observagao 1.9, a topclogia vy [n,7] estd determi-

nada pelo sistema fundamental de T-limitados B, isto &,

vy {n,t} = v [n,1:8!.

1) Vamos provar inicialmente que T. v In,l,
Conforme a definigcao de vy [n,t:B], basta provarmos qgue para
cada B € B, a inclusao iB : (B,ﬁ) - (E,TF} e continua. Seja
U € F. Entao para cada n € 1IN, Un NnB = ig1(Un) & uma ﬁ"viZMﬂmn—

ca da origem em B. Assim iB & continua na origem. Como B & se

miconvexo e equilibrado, segue do Lema 1.20 gue iB € continua.

2) Para provarmos que y [n,7;81 C TF , consideremos a apli
cagao identidade I de (E,TF) em {E,vy In,7;B1). Seja Y uma

v [n,1;8] ~vizinhanga da origem.
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Seja W = (wn)nEIN uma corda v {n,T1;B]~-topoldbgica em E com

W, C V. Entao para cada n € IN, W & uma vy [n,t:B] - vizinhanga

da origem.

Agora pela definigao de v [n,1;8), para cada B € B a in-

clusao IB . (B,71) - (E, v [n,t;8]) & continua. Assim,
I (W) =W N B
B n  'n
& uma ﬁ—vizinhanga da origem em B e portanto W € F, ou seja, W

1]

e Tp-vizinhanga da origem e por-

TF—topolégica. Mas entao W,

tanto, o mesmo & verdadeiro para V. Logo I & continua.

COROLARIO 1.22: Sejam E, n, 17, B e F como na Proposdicac 1.171.
Se (E;n,t) foa um EVT bitopologice e m o conjunic formado pelas

condas perfencentes a F que sa0 t-bornivoras, entdo T, = Y [ntl.

DEMONSTRACAO: m & um conjunto dirigido, pois se as cordas

U = (Un) e V = (Vn) estdao em m entao a corda

n<€m n€IN

= = N
W (Wn)neﬂq (Un vn)nEIN

& também t-bornivora; além disso, se para cada n € IN, Un nNB e

v, "B sao ﬁ—vizinhangas da origem em B, entao
W_. M B = (U_NB})y N (V. NBRB)
n n

também o é. Iogo W € m.
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Vamos mostrar agora gue a topologia T gerada por moé a
topologia mista vy [n,t} = vin,7t;8]. Pela Proposicao 1.21, bas-
ta demonstrar gque T, = T

A inclusao T, - Tp e evidente, pois m C F.

Reciprocamente, seja U € F, Pela Proposigao 1.21, U &
vy [n,7] ~topoldgica e portanto v [n,v]-bornivora. Como (E;n,T)
& um EVT bitopologico, temoes IL{(T) C Wy [n,rl). Assim sendo,

U & t-bornivora, logo U € m,

PROPOSIGRO 1.23: Seja E um espago vetorndal sobae (F,|-]). Entac
L i

(B;n,T) ¢ um EVBT s¢,e somente se, n < Td.
DEMONSTRACAO: Seja (E;n,T) um EVBT. Entao ]L{TB) =Lty € ILin.
Decorre disto gue a aplicagao identidade T : (E,TB) -+ (E,;n) e
limitada. Como (E,TB) & bornolégico, I & continua. Portanto
n TB.

Reciprocamente, seja n C TB. Entao L (1) = IL(TB) C . {n)
O gque mostra que (E;n,T) & um EVBT.
PROPOSIGAC 1.24: Seja E um espagoe vetorial scbae (F,{-|). Sejam
n e t duas fopologias de EVT sobre E. Entdo (E:n,t) e um
EVBT se,e somenfe se, IL{T) C IL{y [n 1]}.

DEMONSTRACAO: Suponhamos inicialmente gue (E:n,T) & um EVBT.

Seja B € IL{t) e consideremos as seguencias {xn; n &€ W} de
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elementos de B e {ln; n € N} de elementos de F¥* tal que
|Rn] - 0. Como B € IL(T), a sequéencia {Anxn i n € N} & 1-con-
vergente a zero. Segue-se dai que o conjunto

= . e U
L {knxn ;N m } {0}
€ t-limitado. Portanto, pela definicao de vy [n,t}l, temos

(L, v [n,t1) = (L, (1) .

Agora, como B € IL{(n) por ser {(E;n,T) um EVBT, a seguéncia
{knxn ; n € IN} converge a zero também na topologia n. De (1),
a seguéncia {lnxl ; n € IN} converge a zero na topcologia yin,t!.
Iogo B C IL(y[n,t]).

Consideremos agera IL(v) € IL(y [n,7t]1). Como da definigéo de

yin,7] temos n C vy [n,t], segue que IL{y {n,t}) C IL(n).

Logo IL(tr) € IL({n) e portanto (E;n,1) &€ um EVBT.

COROLARIO 1.25: Se (E;n,t) ¢ um EVBT, entde (E;y [n,Tt)l, 1) fambem

¢ oe.

COROLARIO 1.26: Se¢ (E;n,T) @ um EVBT, entao temos v [n,t] C TB.

8

DEMONSTRACAC: Pela Proposicaoc 1.24, temos IL{t7)= I {0)C IL{y [n,t]

By % (&, yIn,1]) & limita-

B

da. Como (E,TB) & bornoldgico, I & continua. Portanto vy [n,t] C t°.

Logo a aplicagac identidade I : (E,T
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COROLARIO 1.27: Se (E;n,T) ¢ wum EVBT, enfdo temos

Yy [n, vy In.,t}] € v in, t].

DEMONSTRACAO: Como (E;n,T) € EVBET, temos Tn(t) © iy in,ti1).
Entao, pela Proposicao 1.10, temos v [n. v In,vy]l] € yin,7 ] ,como

queriamos.

A proposicac 1.24 nos mostra que em todo espago vetorial bi-
topoldgico (E;n,T) se tem IL(t) € IL(y [n,t]). Gostariamos de sa

ber sob gue condig¢des sobre E, n e 1 & valida a igualdade.

Vale o0 seguinte resultado:

TEQOREMA 1.28: Sejfa (E;n,T) um EVBT. Se (E,T) & um EVT quase

convexo cuja fopologia e n-fechada, entac ILi{t) = IL{y[n,t]).

Para uma demonstragéo deste teorema precisaremos do seguinte

lema:

LEMA 1.2%: Sejam E, n ¢ T como no Tecrema 1.28. Se wuma sequin-
efa {x_ ; n € IN} de efementos de E converge a zero na topologia

v {n, T}, entac ¢ conjunto {xn s ne WM} e t-fimitado.

DEMONSTRACAO: Seja {xn ; n € IN} sequéncia v [1n,7]- convergente

Ll

a zero em E e seja V uma t-vizinhanga n-fechada da origem em E.

Se o conjunto {xn ; n € IN} nao & T-limitado, entao existe

uma subsequéncia {Xk(n); n € WM} de {xn} tal que para todo
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& A_V.

S exist € F* com > n, mas X
n v, ste ln |kn| > n, X (n) N

Para cada n € IN, Anv & n-fechada, logo existe uma sequén-—

cia {Un; n € IN} de n-vizinhangas da origem tal que

n
Xk(n) 3 AnV + U . (A) .

’ € F* i - =
Seja A € F* fixado com 0 < [A] < 1. Seja V (Vo mey e

corda T-topoldgica tal que V, Cve Vo C AV~ para todo m > 1.

Consideremos também uma corda n-topoldgica Unr(Ug)mEIN satisfa-

n

n n
-
zendo U U e Um+I

1 AUE para todo m > 1. Vamos definir,

para cada m € IN, o conjunto

wo= N Qv + uhy .
ne  Dom m
Afirmamos que W = (Wm)mEIN e uma corda vy [n,7]- topologica

em E. Para verificarmos, vamos mostrar incialmente gque @ & uma

corda:
(1) a) Para cada m € 1IN, W ¢ equilibrado,

Com efeito, seja A € F* com 0 < |Al <1 e seja m€ IN.

Entaoc

WS N AV + Ui) c n (v +UuM =y

porque para todo.n, m € IN, Anvm e Ui sao equilibradas. Assim,
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W & equilibrado.

(1) b} Para cada m € IN, W_ ¢ absorvente.
Basta observarmog gue, para cada m € IN, temos

W O N A vm ) vm ,
nein

e V. & absorvente.

C .
(2} Para cada m € IN, Wm+l + Wm+1 Wm

c .
De fato, se x Wm+1 + Wm+1 ; entao
x € N (AV + U+ N (ALY +ut )
i : v -
nEIN nm m+ 1 LEIN n m+1 m+ 1
n n
con
[hn(vm+? * vm+l) * (Um+1 * Um+1)]
n&IN
C (v + U,
ncIy n
porque 4" e V sdo cordas.
Portanto x € Wm .
(3) Paia algum X € F, 0 < |A| < 1 {e da< para todo ) €F*},

dado m € IN, exisfe p > m Lal que Wp C AW -

Isto & claro, poils, da construgao de UE e de Um , dado mEN,
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' n n .
- -
temos Um+1 AUm e Vm+1 Avm . Assim, temos
Wy = 0 OV ) C
nen nom m
n _
< N (kRan + kUm).-~4 ka .
n<€lIN '
Portanto 1 & uma corda em E.
Consideremos agora um sistema fundamental B € IL {1) cujos

elementos sao semiconvexos e equilibrados. Sejam B& B e m &€ IWN.
Comoe B & t-limitado, existe n, € IN tal que B C AV sempre

que |[r| > n_ . Assim,

I
[(Anvm + Um) N Bl

=
)
m

If
[

& uma ﬁ—vizinhanga da origem, pois para cada m € IN,(Aan—kuﬁ)ﬂB

contém o conjunto UE N B, que & uma n-vizinhanca da origem.
Logo, pela Proposicao 1.21, a corda & & vy [n,t]-topoldgica.

Agora, para gualguer n € IN, o conjunto an + " contém Wle
de {(A) vem gque Xy (1) Z hnv + Un, para tode n € IN. Portanto
Xk(n) & WT para toede n € IN. Como Wy e v [n,t]|~vizinhanca da
origem, isto contradiz o fato de {xn ; n € IN} convergir a zero

na topologia vy [n,T}.

Logo {xn i n € IN} € IL (7).

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 1.28: Da Proposigdo 1.24, temos



Vamos mostrar a segunda inclusac. Para isso consideremos urm
subconjunte vy [n.T]-limitado B de E, uma sequéncia {xn; n € IN}

de elementos de B e uma sequencia {An ; n € M} em F* com

Seja p € F* tal que |u| < 1. Vamos construir uma seguén-

cia {un ; n € IN} em F* da seguinte maneira: para cada n € IV,

existe um Unico k € IN tal que

2k -2 2kr
T )
) 2k
tomemos entao = u e vamos provar gue |un| » 0. Com efei-
to, seja ¢ > 0 dado. Como |Kn| » 0, existe n_ & IN tal que
para todo n > n_ , temos Ikn] < €. Seja n>n_ . Como
2kn—2
’U | < |)\ |f
temos
2k
~2
N TR T
Ou seja,
il < eul® < e,

para todo n > n, -

Mostramos entdo gue lun| - 0.
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Além disso, para cada n € IN, existe vn S F tal que v“n::vn

e a sequencia {|vn]; n € IN} converge a zero.

Como B € IL(y(n,t]) e {xn ; n € IN} € sequéncia em B,
{vnxn ; n € IN} converge a zero na topologia v [n,T]. Pelo Lema
1.29, o conjunto {vnxn : n € INY & T~limitado.IogD,{unxn;11EIN}
converge a zero na topologia 1T e portante, dada uma t-vizinhancga

equilibrada V da origem em E, existe ny. € IN tal gue para to-

do n > n, , ~temos e € V. Da construgaoc da seguéncia
{un ; n € IN} vem que para cada n € IN, ]Anl < |un|, cu seja,
-1 -1
< 1. = () e >
]Anun | < 1. Logo knxn ()nun )unxn V para todo n > Ny o
que implica gque {lnxn ; n € N} converge a zero na topologia T.

Isto mostra gue B & rt-limitado.

TEOREMA 1.30: Sefam E, n e T como no Teorema 1.2&. Uma sequén-
cia em E e vy [n,1]l-convergente a zero s¢, e somente ¢, e T-Limd

fada e n-conveagente a zero.

DEMONSTRACAO: Seja {xn : n €& IN} uma sequéncia v [n,1]-conver-
gente a zero em E. Pelo Lema 1.29, ela & Tt-limitada. Ainda mais,
como n C y[n,T], segue que {xn ;n € IN} converge a zero na

topologia n.

A reciproca segue imediatamente do fato de n e y In,t}

coincidirem nos subconjuntos 17-limitados de E.

EXEMPLO 1.31: Seja (F,|+]) um anel de divisdc naoc trivialmente
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valorizado nao arguimediano. Um exemplo de uma terna que satisfaz
as hipoteses do Tecorema 1.28 pode ser dado por . (Cb(X;F);K,o)
onde X & um espago topoldgicc localmente compacto, x denota a
topologia da convergéncia uniforme sobre as partes compactas de X

@ ¢ a'topologia da norma sup-l-1li_ , onde

TER, = sup |[£(x)],
®EX

para toda funcao f pertencente ao espago Cb(X;F) das fungoes

continuase limitadas de X em F.

Com efeito, sabemos que K © g, C gue torna a terna

(C.(X;F}; x,0)

b

um EVBT. Como (C, (X;F), o) & : normado, segue do Corolario

b

0.7 que & um EVT guase convexo.

Além disso, se S denota a familia de seminormas {pK: K C %

compacto} gque define a topologia «, vale -} = sup S. Logo

a bola:unitéria B de (Cb(X;F),IE'Hm} € k-fechada do que segue que

a topologia definida pela norma el em (Cb(X;F))é k—fechada.
Do Tecrema 1.28 concluimos que g e yixk, ol possuen

o35 mesmos limitados,

Vamos dar agora uma caracterizacao de uma topologia relacio-

nada com v [n,T7] no caso em que {(E,n) & localmente semiconvexa.

Seja B um sistema fundamental de subconjuntog T-limitados de
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E que sac equilibrados. Consideremos a colegcao W de todos os
subconjuntds n%o:vazios, equllibrados, absorventes e semiconvexos
W de E tais que para todo B € B, o conjuntc W N B & uma
n-vizinhanga da origem em B. Vamos mostrar que W constitue um
sistema fundamental de wvizinhang¢as da origem para alguma topolo-
gia de EVT sobre E que & localmente semiconvexa. Para isso, te-

mos:

(0) W # ¢, pois E O B =B & uma n-vizinhanca da origem em
B e E & semiconvexo, eguilibrado e abscrvente. Além

disso, ¢ & W, pois 0 & ¢.

(1) Dados W ¢ W, em W, existe WE W tLal gue

[

WCW NW

O conjunto W =W, O W é claramente equilibrado, absorvente

1 2
e nao vazio. Vamos mostrar que & também semiconvexo. Como W, e
W2 sao semiconvexos, existem o, S F* @ o, € F*¥ +tais que
W, + C
p P C e,
e

W, + W, C a.W

Sejam x e y elementos de W. Entac x + y € o WI porque x e

i

y estaoem W, e x+ vy € a

1 W, porgue x e y estac em W,

272

seja a_ € F tal que ]ao[ = max {la,|, ja,[}. Assim,
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=+ = M = [l =
Xty € aW, a W, aO(W] W,) a W,
o que mostra gue W & semiconvexo.
Além disso, para todo B € B, temos que
M N = M M N
(W, W) B (W, B) (W, N B)

& uma n-vizinhanga da origem em B como intersecgdo de duas delas.

Logo W C (.
(2) a) Todo efemento W E W ¢ eguilibrado ¢ absorvente.

Isto vem da definigao de .

(2) b) Dado W € W, existe V E€ W Zfal gue V + V C W,

Com efeito, como W & semiconvexo, existe o € ¥ tal que

W+ WC aW. Tomando V = oo W, temos claramente V4+VCW e v

& equilibrado e absorvente. De W + W € aW vem gue

1

mniw + o WC a_T(aW) = a(a_]w),

porgue W & equilibrado. Logo temos V + V C oV e portanto V &

semiconvexo.

Resta~nos mostrar que para tode B € B, o conjunte V N B e
uma n-vizinhanga da origem em B. Com efeito, se B € 3, entac
W N oB & uma n-vizinhanga da origem em oB. Logo existe uma n-vi-

zinhanga U da origem em E tal que U N (gB) € W N (aB),ou seja,
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(u_lU) N B C (a_1W) N B, isto &, VNB = (am1w) N B & uma n-vi-
zinhan¢a da origem em B.

Logo V & WW.

(2) c) Para algum X € F, com 0 < |x] < 1, dado W € W,
existe V€W taf gue V C AW.

Consideremos X & F com 0 < [ | < 1 fixo e  tomemos

Vo= AW E claro que V & eguilibrado, absorvente e nao vazio.

Além disso, existe a € F* tal que W + W C aW. Logo

V+H V=3I WA+ AW=3 {wW+ W C X {(aW = gl W =aV
(] O O o O

porgue [Aoal = |Jad,| @ W & equilibrado. Logo V & semiconvexo.

Vamos mostrar gque para todo B € B, VN B & uma ﬁ—vizinhanga

da origem em B. De fate, se B & B, WnN (l;]B) & uma ﬁmvizinhag

¢a da origem em A;]B € B. Logo existe uma n-vizinhanga U da ori-

gem em E tal que U N (k_1B) CWnN (A;1B), ou seja,
(AU) NBC (AW) NB =7V N B.
o o

Com isso mostramos gue V N B & uma n-vizinhanga da origem em B.
Logo V € (.

De {0}, (1) e (2} e usando o Teoxema 2.15, Preolla [17], con-—
cluimos que a familia  forma um sistema fundamental de vizinhan

¢as da origem para uma topolcogia de EVT localmente semiconvexa
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sobre E, a qual denotaremos por v' [n,T}.

PROPOSICAO 1.32: Se B € B foxn semiconvexc, entdo a Lnclusac
(B,n) > (E, y" {n,t])

2 continua.

DEMONSTRACAO: O resultado seque c¢laramente da definigaoc de W e

do Lema 1.20,

Observamos gue se {E, T} for um EVT guase convexo, da Propo-
sigao 1.32 e da definigao de 65 , obtemocs y'[n,t] € Gé, isto &,
y'In,t1 € v [n,7].

Denotemos por GSSC a familia de todas as topologias de EVT
localmente semiconvexas W sobre E tais que para cada B &€ b6 a

inclusao (E,n) - (BE,u) & continua.

I
PROPOSICAO 1.33: Se (E,T) 4ok wm EVDT gquase-convexo entdo

y'"In,t] = sup 655c

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que os elementos de 8 sejam semicon-
vexos. Da Proposicao 1.32 segue gque ' [{n,1] € G;sc . Congidere-
mos agcra oy € GSSC . 8e V & uma p-vizinhancga equilibrada e semi

convexa de origem em E, da definicao de Gssc seque gue para

todo B € B, o conjunto V N B = Jg (V} & uma H—vizmﬂmmgackaorigan
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em B. Logo, da definicac de W segue que V € W e portanto V &

uma vy' [n,t]-vizinhan¢a da origem em E. Portanto u C v' [n,t].

Isto completa a demonstragao.

COROLARIO 1.34: Suponhamos que 04 efementos de B saoc semiconvexos

e que (E,T) e um EVT fLocalmente semiconvexc. Enfac:

(a) n<y'ln,rl
(b) n e vy'[n,tl codfnedldem sobre os confunitos T- Lionitados
de E

(<) y'[n,t} ¢ a mais 4ina das topologias de EVT Locabmente
semiconvexas que coinedidem com n sobre os conjuntos T-

Limaitados de E.

DEMONSTRAGCAO: (a) Seque imediatamente da Proposigao 1.32 e da Pro-

posigao 1.33.

(b) Seja B € IL{r). BEntao existe B, € B tal gque B C B

portanto em B.

.
De (a), temos n C ?"[n,T} emn B1,
Para mostrarmos a segunda inclusao, consideremos uma v '[n,t}-

vizinhanga da origem em B, € B, que é do tipo V N By, onde V e

uma v' [n,T)]- vizinhanga da origem em E. Mas entaoc existe W €W

tal que W C V. Logo, V N B D WM By e portantc V N By e uma

ﬂ—vizinhanga da origem em B,. Logo (y'[n,t])  C © em B.

1
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(c) Se 0 & outra topologia de EVT localmente semiconvexa

sobre E que coincide com n nos elementeos de IL(T1), temos
j, ¢ (Byn) =~ (E,q)

continua para cada B € B, Logo u € anc , O gue implica gue
o Cy'In,tl.

Se B & um sistema fundamental de subconjuntos t-limitados se

miconvexos equilibrados de I da construgao de ' in,v}, indi-

caremos tal topologia por vy' [n,v:B] e vamcs mostrar que y' [n,T]

independe do sistema fundamental de t-limitados equilibrados B.

PROPOSICAC 1.35: Se Bi e 82 sao dodls sdstemas fuadamentals de

subconjuntos semiconvexos equilibrados e t-Limitados de E, entao

Y InetiBol =y iveTiBL,] = vy In,Tl.

DEMONSTRACAD: Seja B, € B] e consideremnos a inclusao

1 s o ! LI Y .
]B1 .(51,n; - (E,v _lu,T,BZ])-

Dado B, € 81 existe B, & B, tal que B, C B, . Da definigao de

' {ﬂ;T?BE], a inclusao

Y jB2 (Byrn) > (E,y" [n,tiBs1) € conti-

nua. Logo jB = jB /BF & continua, ¢ que implica que
1 2

v [R;Tzﬁzl C oy [H,T;BT].
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Analogamente mostramos gue

y'In,tiB,1 € Y‘[n;T:le-

PROPOSICAC 1.36: Suponhamos que tode elemento de B e semiconvexo,
que (E,n) E um EVT fLocalmente semiconvexo ¢ seja (G,v) outho
EVT {Localmente semiconvexo sobre (F,|+1). Uma transformacao Linear
T:E->GC 2 vy [n,r]—conilnua se e Aomente se T|B & n-continua

para todo B € B.

DEMONSTRAGAO: Seja B € B. Se T & uma transformagac linear
¥' [n,7)-continua, como n = Yy'[n,7] sobre B, segue que T/B &

o~ -
T]"COI’ltlI'lua .

Suponhamos agora que para cada B € B, T/B & n-continua. Se-
ja V uma v-vizinhanga equilibrada e semiconvexa da origem em G.
Por hipdtese existe uma n-vizinhanca U da origem em E tal que
UNBC (T/B)"1(V) = T_1(V) N B, isto &, T_I(V) N B & uma nN-vi-
zinhanga da origem em B. Pela definigao de W, para que T (V)

seja uma v' [n,T]-vizinhanga da origem em E falta mostrar que

T_i(V) e equilibrado, absorvente e semiconvexo.
Se A E€F & tal que 0 < |A] < 1, como V & equilibrada, se-

gue qgue

1

vy = o7 vy € TNy

o gque implica que T ' (V) & eguilibrado.
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Seja x & E. Como V & absorvente, existe § > 0 tal que pa-

ra todo A € F com |A| > §, T(x) € AV. Logo

xer  x)cr v o= 2T (v,

Portanto TWT(V) & absorvente,

Como V & semiconvexa, existe & > 0 tal que para todo a€ F

o - =1 -1
com |a| > &, temos V + V C aVv., Seja x+y €T (V) +T (V).
Fixando um tal o = G temos T(x) + T(y) € V + V C uOV donde

. - - ]
T(x + v) = @z com z eV, isto @ x + y =T (uoz) = aOT (z}.

Logo, x + vy € aon1(V), o gue implica gque

Ty o+ vy o )

para todo B € F com [B] > |uo|, por ser T % equilibrado. Por

tanto TH](V} & semiconvexo.

Agsim, T_1(V) & uma vY' [n,7]l-vizinhanga da origem em £ e

portanto T & Y' [n,1]-continua.

Suponhamos agora gque (F,]-]) & nao arquimediano e (E,n) & um
EVT localmente F-convexo. Uma andlise da construgao da topologia
' [n,f} mostra que, tomando a colecao wo de todos os subconjun-
tos nao vazios, equilibrados, absorventes e F-convexos W de B
tals que para todo B € B, WN B & uma ahvizinhanga da origem em
B, W, € um sistema fundamental de vizinhangas da origem para uma

topologia de LVT sobre £ gue naturalmente & localmente F-convexa.
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Denotaremos esta topologia por Yo [n,Tl.

Claramente temos n C Yy In,t] e ambas coincidem nos elemen-
tos de IL (7). Mais ainda, vygpin,t] €& a mais fina das topologias

localmente F-convexas sobre E com essa propriedade.

TEOREMA 1.37: Sejfa {(E;n,T} um EVBT Ztal gque (E,n) e (E, 1} AQ0

EVT's [fLocalmenie F-convexos e T ¢ n-fechada. Entac

o (1) = IL(YF (n,tl}).

DEMONSTRAGAO: A demonstragao deste teorema & anidloga a do Teore-

ma 1.28, onde & usado 0 seguinte resultado:

LEMA 1.38: Sob as hipofeses do Teorema 1.37 se {xn ; n€ IN} e
wma sequéncia em E que conveige a zero na topolfogia vp [n.tl,

entao {xn sn € W} 2 rt-Limifada.

DEMONSTRACAQ: Seja {xn : n € IN} sequéncia Yg [ n,T] -convergen
te a zero. Vamos mostrar que ela € rt-limitada. Para isso, consi-
deremos uma T-vizinhang¢a equilibrada, F-convexa e n-fechada V da
origem em E. Se {xn i n € IN} nao fosse t-limitade, existiria

uma subseguéencia n € IN} tal gue para todo n EIN, exis-

{xk(n):

tiria A_ € F* com |A > n, mas x # A V para todo n € IN.
n — k{n) n

N
Seija {Un ; n€ IN} uma sequéncia de n-vizinhancas equili-

bradas e F-convexas da origem tal que X & AHV + Un : para

k(n}
cada n € IN.



Seja

W= 0 (AV + U
nem n In

e seja B um sistema fundamental de conjuntos t-limitados de B.

Se B € B, entao B C A, V para algum n_ € IN.

&}

I
O
WnNnB= nN (Url M B},

n=1

Logo

do que seqgue gue W N B & uma n-vizinhancga da crigem em B.

Como [kn[ > n, segue que

W n AV DV
n<in f

que & absorvente. Logo W & absorvente,

Vamos mostrar que W & equilibrado. Para 1sso
A €F com 0 < |A <1 e temos:
AW = N (}\Z\HV + A0 ) 0N (A V + Un) R

neIN n ne m

consideremos

porque, para cada n € IN, Anv e Un sao equilibrados.

Observamos também que W & F-convexo. De fato, se

X+ v €W+ W, entdo X E AV +U e
1l n

para todo n € IN. Logo

S +
Y knv Un '
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& + + + C +
X +y € ln(V V) (Un Un} AnV Un ,

para todo n € IN, porque V e U, sao F-convexas para cada n€NN.
Logo x + y € W, o que mostra que W & F-convexo.

Da construcac de Ve [n,t] seque gque W & uma Y [n,tl-

vizinhanca da origem em E. Mas por hipdtese, e & hnv + Uq

k {n)

para todo n € IN, o gue implica que x € W para todo n € M.

kin)
Isto contradiz o fate de {xn : n € IN} convergir a zero na to-
pologia Yg fn,t1-

TEOREMA 1.39: Sejam E, n e T como no Teorema 1.37. Uma sequen

cla em E & vy [n,T]-convergente a zerno, se ¢ somente se & T-Ld-

mitada e n-convengente d zeno.

DEMONSTRAGAO: Este resultado seque do Lema 1.38 e sua demonstragao

& anadloga 3 do Teocrema 1.30.



§2 -~ BASES DE VIZINHANGAS DE vy [n,tT]

Sejam (E,T) um EVT sobre (F,|:|) e IL(t) a familia de to-
dos os subconjuntog t-limitadeos de E. Se n & outra topologia de
EVT sobre E, vimos no §1 gque a topologia mista v {n,1] tem as

seguintes propriedades:
(1) ¥ [n,T}] coincide com n nos elementos de IL (1) ;

(2} vy {n,1} & amais fina de todas as topologias que gozam

da propriedade (1}.

Vimos também gque a topologia v [ n,T] pode ser determinada
por  um sistema fundamental de subconjuntos t1~limitados de L.

Ainda mais, vy {n,t] independe do sistema fundamental de t-limi-

tados escolhido para sua construgac, [ver Obs. 1.9].

Estamos interessados agora em encontrar um sistema fundamental
de vizinhangas da origem para v In,t]. Se n for localmente F-
convexo e IL {T) possulr um sistema fundamental de conjuntos que
sao F-convexos (e igto ocorre, em particular, sempre que (E,71) for
localmente F-convexo), gostariamos gque vy [n,t] tambéem fosse lo-

calmente F-convexa.

Vamos caracterizar entao um sistema fundamental de vizinhangas
da origem para v [n,t] no casc em que IL (T} possue um sistema

fundamental enumeravel B. Sem perda de generalidade, podenos
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eécolher B ='{Bn ; n e N} e AO € F com 0 < [k

que, para todo n € IN, sejam satisfeitas:

+ B C
(a) Bn Bn Bn+1

(b) Bn “ kan+T

(c) B & equilibrado.

Para isso, seja C( = {Cn ; m € IN} um sistema fundamental de
T-limitados equilibrados de E. Vamos construir ¢ sistema funda-
mental enumeravel B = {Bn ; n € N} da sequinte maneira: tomemos

B, = C tais que (a) e (b)

1 .. ,B

e suponhamos escolhidos B K

estejam satisfeitas para k = 1,2,...,n -1.

1 10"

Como © conjunto .Bn + Bn + A_IB

+ C & rt-limitado, existe
¢ n n+1

P E M tal que Cp contém tal conjunto. Pondo Bn+1 = CP temos
(a) e (b) verificadas para k =n.

Com o sistema fundamental B8 C I, (1) assim definido, vamos
construir uma base de vizinhangas da origem para uma nova topolo-
gia a qual denotaremosg por vy* [n,y] e mostraremos, no Corolario
2.6 que ela coincide com a topologia mista vy [(n,T] definida
inicialmente, no caso em que IL {1T) possuil um sistema fundamental

enumeravel. Em seguida mostraremos algumas propriedades que Sao

satisfeitas pela topologia «v* [n,1].

Para obtermos v* [n,t], consideremos a familia A de todos os

conjuntes da forma
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vy = Yoz (U NBI,
n=1 k=1
onde U = {Un ;i n € IN} & uma sequéncia arbitraria de n-vizinhan
cas de origem em E e B = {Bn ; n € IN} & uma sequéncia funda-

mental crescente de t-limitados nao vazios satisfazendo (a), (b) e
(c).
Vamos mostrar que a familia A determina um sistema fundamen-

tal de vizinhancas da origem para uma topologia de EVT que sera

indicada por vy* [n,T7]. Temos:
(0} A origem pertence a vy ({U), logo vy (U) # ¢ ; ¢ & y(U).
(1) Dados
faal n oa Ti
= U M = U = M
Y = U T NBY e v = Y T (v 0B
n=1 n=1 n={ k=]
existe um conjunto y(W) € A tal qgue
YWY C© v (U}y N v({V),
Com efeito, tomemos a sequéncia {Wn ;on & IN} de n-vizi-

nhancas da origem com wo=1u,n Vn para cada n € IN. Assim,

o I o n
y{Wy = U Z (W npBYyo U (U, "B ) N (v, NRB)
n=1 k=1 k k n=1 k=1 k k k k
o T ©a n
< ou z (Uk M Bk) nou p> {Vk M Bk) = v (U} N y(¥).

n=1 k=1 n=1 k=1
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(2) a) Cada conjunto y({U) & equilibrado.
Para verificarmos, consideremos A € F com 0 < [A| < 1.Te~
mOS :
© 1
= U z N C
Ay (U) - ~ (kUk kBk)
n=1 k=
© n
c u & =
n=1 k=1

pois, para cada n € IN, Un e Bn sao equilibrados.

Cada vy {U) & absorvente.

De fato, seja x € E. Seja ko € IN tal que x € By - Como
Uko & absorvente, existe §, > 0 tal que para qualquero A E Fx
com [A] > 6§, X € AU . Seja um tal X com [A] > 1 e tome-
mos & = |A|. Entdo paraoqualquer W E FY, |ul > 6,

€ N
X u(Uk Bk ) I
o o

pois By & equilibrado. Assim,
Q

n
x € U U 2 (Uk M Bk) = py (U) .

(2) b) Se y(U) € A, entao existe vy (V) € A com

Y (V) + y (V)T v (U).
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Seja

oo it
vy = Y Z (u

M B ).
n=1 k= k

k

Para cada k € IN, seja V uma n-vizinhanga da origem tal

k
C 4 -
Vk + Vk Uk+1 . Consideremos

o Il

y(Vy = Y E (v. OB,
el Je=1 k k

Assim, se x € vy (VY + y(V),
P il
XE€ % (v, "B )Y+ X (v, NB)
o= 1 k k Kt 1 k k

para algum p e para algum m em IN. Loge x = v + z onde

Y =¥y ¥ ... T Y com Yy S Vk e Yy @ Bk

Suponhamos m < p. Temos:

que



_— L A E
X (x1 + y]) + ... + (xm + jm) + Yok + .+ yp
o} N
S (V] + V1) (B] + BT) + ... + (vm + vm) (Bm + Bm)
a !
Vg VBt etV B,
C N N
U2 By + - * Um+1 n Bm+1 < Um+? n Bm+2 e Vp+1 Bp+1
] n
c U = -
v (U, 0 B) v {U) .
n=1 k=
(2) c) Para algum A € F* com 0 < }[i] < 1, dado vyl € 4,

existe vy (V) € A com vy {V} C Avy({U).

Seja yv({l) dado e escolhamos AO € F* como na definicao de B.
Para cada k € IN, existe uma n-vizinhancga 'Vk da origem tal gue

vV, © A2 U
o]

k k+1
n
Se x € v(V), entao x € X (Vk N Bk), para algum n €IN.
k=1
Entao
n n
x € 2 (AU A_B Y = X T (U, N B ).
k=1 k+1 o k+1 o =2 k k
-1 n
Portanto, AO x € kiz (Uk N Bk) C yv{(U), e entac x € koy(U).
De {(0), (1) e (2), e usando © Teorema 2.15 Prolla [17], con-

cluimos que a familia A de todos os conjuntos vy (U) definidos camo

acima forma um sistema fundamental de vizinhangas da origem para
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uma topologia de EVT sobre E.

DEFINICEC 2.1l: Como j& observamos, a topologia acima obtida sera

entao denotada por «y* [n,tl.

EXEMPLO 2.2: No caso particular em que 1 é proveniente de uma

norma |-l em E, podemos tomar B = {B_; n € IN} da seguinte
maneira: escolhamos A € F com 0 <fr_[ < -% e chamemos
o= |k0[. Tomando, para cada n € IN, Bn = {x e E: Izl < p“n}, B

satisfaz, para todo n € IN as condigoes:

(a} B +B CB
n n

n+1
(b) Bn “ AOBn+1
(c) B & equilibrado
(a) B, = l;nB, onde B={x€E: [IxH§ <1}

DEMONSTRAGCAO: (&) Se x € B, + B entdoc x =y + z com Yy e

z em B s}
n

lx o< iyl ozl o< 27T < T o = p :

€ . + B_C .
e portanto =x Bn+l Logo Bn Bn Bn+]

() Se =x € Bn , entao hx Il < p_n, donde



-1 -1 -1 - ~{n+1
Ta_xl = p Ixll < p ]p no_ (n )
O ——
-1
. _ . c
Assim, ko X € Bn+1 ; € portanto x € Aan+1 Logo Brl lan+1
(c) £ evidente -
{da) Se x € K;HB, entao AEX € B, donde anxII= ngxl[i 1.
portanto, llx < p_n. Logo x € Bn .
-n.,n -n
Se, por cutro lado, x € B_ , fagcamos x = A _ A X = A v com
n o © o}
v o= AE X e obtemos
v =M ix1 < p™p ™ = 1.
Assim, v € B e portanto x € A;HB.
_ ,—n
Isso mostra gue Bn = Ao B.

EXEMPLO 2.3: Se (E,T) possui uma vizinhanca t-limitada U da ori-
gem, entac a sequéncia fundamental B pode ser escolhida tcmando-se

B, = a U, onde {an :n € IN} & uma sequéncia de elementos de F*

satisfazendo |an| - + o,

Para isso, escolhamos AO € F com 0 < ]AO] < 1 e dada uma

sequéncia {bk :k € N} em F* com |[b, | > + =, escolhamos a se-

x|

da seguinte maneira. Seja a, = b1.

Seia B, = aU. O conjunto A, = B, + B, + k;]B] e t-limita-

guéncia {an}nEIN

do. Decorre dal que existe 6 > 0 tal gue para todo A € F com
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(Al > 8, Ay ©XU. Como by | >+ » existe k, > k; =1 tal que
|bk2| > 6, e portanto A, C bsz. Chamando a, = bk2 e B, = aU,
temoes:
C
(a) B, + B B, e
C
(b) B, A By -
Supconhamos escolhidos k] < k2 < ... < kp tais gque
E + B C B e B C A B
n-1 n-1 n n-1 n

para todo n = 1,...,p.

~ )
0 conjunto Ap =B + B + A TB € 1-limitado e pelc mesmo

P P o p
raciocinio anterior, existe kp+1 > k tal que A_ C bk U. Cha
p+1

mando analogamente ap+] = bkp+1 e Bp+1 = ap+1U, temos

(a) B +B_CB e

P P pt1
c
(1) Bp lon+T

= 1 - E - .
Uma vez escolhido {an ;N N} como a subseqt,lencla{]Dkn}naN

de (b} . temos que \an| >+ o e claramente a familia

keIN
B = {Bﬂ ; N &€ IN} & um gistema fundamental de subconjuntos T-1li-

mitados de E.

Desde gue tenhamos escolhido U como uma vizinhanga T-limitada
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e equilibrada da origem, temos também satisfeita a condicgac (c¢)da
pagina 46. Assim, se {Un :n € IN} € uma seguéncia de vizinhangas da

origem para uma topologia n de EVT scbre E, os conjuntos do tipo

w n
vl = U 2 (U, n aiU) formam um sistema fundamental de wvizinhan-
n=1 i=1

cas da origem para a topologia Y* [n,T1] sobre E.
PROPOSICAC 2.4:

(1) n ¢ menos fina que Y* In,Ttl.

(1i) y* In,T] e n codineidem nos subconjuntes t-Limitades de E.

(iii) v* [n, 1] e a mais {ina topologia de EVT que coinelde com

n nos subconjuntfos tv-Limitados de E.

~

DEMONSTRACAO: (i) Seja U uma n=-vizinhanca da origem em E. Existe

sequéncia Ui’UQ""’Un"" de n-vizinhangas da origem tais gque
U] + U2 + ... + Un C U. Tomemos
0 n
y{lu) = n:1 k§1(Uk nB.

Se x € y{U), entado

para algum n € IN. Logo

(ii) Como n C y* [n,7], basta mostrarmos gue Y* [n,t] C n
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nos t-limitados nao vazios de E.

Sejam B € IL {T) e x €
Seja

vy = A z (Uk 8 Bk).

Escolhamos ko € IN tal que B - B C Bk . Consideremos W = U

k
]
que é n~vizinhanca da origem. Vamos mostrar que

(x, + W) N BC (x_ + y(U) N EB.

Se w € (x_+ W) N B, entao

o ¥ & B donde x

X E B-BCB
)

e X € x + W donde x - x € W =71 . Assim,
e} o} k

X € X + (WnNn B Y x + (U M

Portanto,

X € (xo + vy} m B.

(iii} Seja Vv uma topologia de EVT sgobre E que satisfaz (ii)

e seija V uma v-vizinhanca da origem em E. Consideremos uma se-
quéncia {Vn + n &€ IN}

de v-vizinhangas da origem em E tal gque

V, + V, + ... +V_ CV,
1 2 n

para todo n € 1IN,

Como n C v nos elementos de B, escolhamos uma sequéencia de
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n-vizinhangas U ...,Un,... da origem tais que

T r
U N B CV, NB ,

para todeo k =1,2,... .

Assim sendo, temos

U N B 4+ ... +0 NB CV, + ... +V CV,
1 n n n
Entao vy (U) € V, o que completa a demonstracao.

COROLARIO 2.5: Se exdstin sequéncla fundamental ecnumeravel B C IL{(T),
satisgazendo as propriedades f(a), [b) e [ci . da pagina 4§

femos:
(1} y* [n,t]l 4independe da escofha de B,

(2) Se n,oe Ny sa0 duas topologias de EVT sobre E

r

entao Y*{n1;T] = y* [nz,T] se e somente se M, e N,

coinedidinem nes conjuntos t-Limitados de E.

(3) vy*¥ [n,7] codnedde com a topologia mista v [n,t]).

TEOREMA 2.6: Se exdstirn sequencia fundamental B € IL{t) em E

formada porn conjunfos n-fechados, entao femos IWiy[n,t]) C IL(T).

Para uma demonstragao deste teorema precisaremos do seguinte



..59_

lema.

LEMA 2.7: Sob a hipotese do Teorema 2.6, uma sequincda [xn; n € m}
conveage a zeno em (E,y in,Tl) 4e e somente se {xn;rae W} € I (1)

e converge a zeno em (E,n).

DEMONSTRAQKO: Se {xn ; n € IN} converge a zero na topolaogia
vy In,7], entao converge a zero também na topologia N, por ser n

menos fina que vy [n,t].

Supcnhamos agora que {xn ; n € M} & IL(1). Entac existe sub-

sequéncia {x ; n € N} tal que x_ € B para todo k € IN.
Ny Iy k
Como por hipdtese B, & n-fechado, existe uma seguéncia
{Uk; k=1,... ,nl

de n-vizinhancas da origem em E tal gue para cada k & IN,

X & Bk + U

nk k

Consideremos uma sequéncia {Vk ; k€ I} de n~vizinhancas da

origem tal que:

N
=

Entac para cada k



= U N N
v (V) D:1(v] B1 + ... + Vk+p Bk+p)
- N N 7 N
pzl (Vi "By + ...+ v, | NB _, +V NB 4 ... Vg vk+p)
= U .
p:I(B1 + + Bk_1 + vk + .+ Vk+p)

Assim, X0 ¢ y(V) para cada k € IN, o que contradiz a hipOtese
k

de {xn ; n € IN} ser convergente a zero na topologia vy [(n,T].
Reciprocamente, seja {xn ; n€ IN} € IL(t). Por Proposigao

2.4.0i1), n e vy lin,1] coincidem neste conjunto. Assim, do fato

de {xn ; ne€ IN} convergir a zero na topologia 1, segue o re-

sultado,.

DEMONSTRAGAQ DO TEOREMA 2.6: Seja B = {Bn ; n € IN} € IL (1) tal
gue para tode n € 1IN, Bn € n-fechado. Consideremos um conjunto
BE€ IL{y[n,T]) em E. Se B ¥ IL(t), entaoc existe uma seguéncia

{xn ; € IN} em B tal gue X & A B, para todo n € I, onde

fA,+ n €& N} & unma sequéncia em F*, com [A_ | > + . Mas entdo
=1 - . -1

[An | >0 e como B & IL(y[n,tl), a sequéncia {A, % 7 n € IN}

e vy [n,r] —convergente a zero. Pelo Lema 2.7, o conjunto

-1 - .. ,
{An X 7 on € N} & r-limitado, logo existe ko € IN tal que



para gualguer n € M, X} x_ € Bk . Mas entao % E Ak Bk ,

0 que & uma contradigaoc.

TEOREMA 2.8: Se existin wuma sequencLa fundamental B & IL(T)

formada por confjuntos N-Limitados e N-fechados, entao

Ly {n,7]) = IL(T).

DEMONSTRACAQ: Pelo Teorema 2.6 temos que IL{y [n,t]) € IL (7).

Por outrc lado, segue da hipotese feita que IL(t) € IL{n).

Pela Proposicao 1.24, temos IL (1) € IL({y [n,T]), como qgueriamocs.

Se A for um subconjunto n-compacto e t-limitado de ¥, como
n e vIin,r}] coincidem nos T~limitados, temos que A & v {n,v]-
compacto. Vamos ver agora que sob as hipOteses do Teorema 2.7 a

- - )
reclproca e verdadeira.

PROPOSIGAOQ 2.9:. Se exdstin em E wna sequencia fundamental B C IL(T)
formada por conjuntos n-4echados, entac ftodo subconjunte vin,t)-

compacte de E ¢ n-compacte e tT-Limitado.

DEMONSTRACAO: Se A CE & v I[n,t]-compacto, entio & y In,t]-
limitado. Pelo Teorema 2.6, A & também T-limitado. Pela Proposi-
gao 2.%.{(ii), n e v lIn,t! coincidem em A. Logo A €& também

n—compacto.
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DEFINIGAC 2.10: Um espago vetorial topoldégico (E,t) & chamado

semd-Montel se seus limitados sao relativamente compactos.

PROPOSIGCAO 2.11: Se (E;jn,T) @& EVBT ¢ (E,y{n,t]) e semd-Montel,

entdo todo subconjunto t-Limi{tado n-fechade de E ¢ n-compacto.

DEMONSTRAGCAO: Seja B € IL({t) um subconjunto n-fechado de E. Pela
Proposigdo 1.24, B & vy in,7]-limitado e como n € y{n,1}, B &
também v [n,t]-fechado. Como por hipdtese (E,y [{n,T1]) & semi-—

Montel, segue gue B & v [n,T}-compacto. Logo B & n—compacto.

PROPOSICAO 2.12: Se exdsiin sequéncia fundamentafl B © IL{t) em
E {4oamada por conjuntos n-compacitos entac (E,y [n,t]) g semd-

Montel.

DEMONSTRAGAQ: Seja B = {Bn ; n € IN} sequéncia fundamental de
T-limitados gue sdo n-—compactos. Seja B € IL{y [n,t]) e seja B

seu fecho em {(E,vy [n,t]1). Pelo Teorema 2.6, B & t-limitado. Logo

existe n € W tal que B C Bn ; ©onde Bn € compacto. Pela Pro-

posicac 2.4.(ii), Bn &€ vy I[n,r]l-compacto. Assim sendo, B &

v [n,T] —compacto, o que completa a demonstracao.

COROLARIO 2.13: Se exdstir sequencia fundamental B C IL{T) {for-
mada por conjuntos n-Limifados e n-fechados e se (E,n) for semdi-

Montel, entac (E,y [n,t]) ¢ semi-Montel.
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DEMONSTRACAO: Seja B = (B_; n € IN} sequéncia fundamental de
t~limitados tal que para cada n € IN, Bn & n-fechado e n-limi-
tado. Como (E,n) € semi-Montel, Bn e mn-compacto para cada n € IN.

Estamos, pois, nas condigOes da Proposigdo 2.12, de onde segue

que {(B,y {n,t]) €& semi-Montel.

COROLARIO 2.14: Se (E;n,T) for EVBT e se exdsldr segquencia jun-
damental B C IL (1) foramada por subconjuntes n-compactos de E,
entac (B,y In,1]) e semi-Montel se ¢ somente s¢ Tode subconjunto

T-Limitado n-gechado de E e n-compacto.

LEMA 2.15: Se¢ (E;n,t) ¢ EVBT ¢ se¢ (E,t) & boanclogdlco [em par-

ticulan se (E,T) ¢ noamade) enfdo vy En,1] < T.

DEMONSTRACﬁO: Consideremos a identidade I : (E,t) - (E,vy {n,ti)
e B CE um subconjunto t-limitado. Como (E;n,v) & EVBT segue,
pela Proposicao 1.24, gque B & v [n,T]~-limitado e como (E,T) &

bornoldgico, I & continua do que segue o resultado.

PROPOSICAO 2.16: Seja (B,T) um espagco noamado. Se existin wna se-
quencia fundamentaf B C IL(T) {formada pon conjuntos gque sao n-fe
chados e s¢ (E,y [n,v]) ¢ boanelogico {em particular metnizavel),

entao T C vy [n,tl.

DEMONSTRACAQ: Pelo Teorema 2.6, IL(y {n,t)) € IL(T).  Logo, a
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tdentidade I : (E,v [n,T]l) = (E,T) & continua pelo fato de

(E,v [n,t]) ser bornoldgico. Decorre dal que T C vy [n,1].

Vamos apresentar uma nova descricac das vizinhangas da origem
para v [n,T] no ¢aso em que IL {7} possul um sistema fundamen-

tal enumeravel.

Para isso, consideremos uma sequencia U = {Un ; n € 0,1,...1}
de n-vizinhangas equilibradas da origem em E e B = {Bn ; nEI;
uma sequéncia fundamental cfescente de subconjuntos T-limitados de
E, satisfazendo (a), {(b) e {c) da pagina 46. A familia A" de to-

dos os conjuntos do tipo

Y"(B) = U_ N

5 (U_ + Bn)

o8

constitue um sistema fundamental de wvizinhangas da origem para uma

topologia v" [n,T1] de EVT sobre E, pois
(0) G & A" e A" # &, pois B e chescente.

(1) Dados ") =0U_n 0O (U_+ B ) e

L = 0 '
YU =, 00 (T ),

existe y" (W) € A" tal que vy oy Uy oy VY.

de

[

Com efeito, se tomarmos a sequéncia {Wn ;on=0,1,...
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n-vizinhangas da origem tal que W

" = moN
v () W (Wn + Bn)

n=

C (U NV
o

= "y ooyt (V).

(2) a} Cada

Seja A € F

pois, para cada
Logo Ay ")

Consideremos

com O <

n = 0,1,.

C Yll (u)

agora X

|x] < 1.

e portanto

& E. Seja

Entao

e B
n
.Yn (u)

n [
|8

Como a segueéncia B & crescente, para todo

YU ¢ equilibrade e absonvente.

sao equilibrados.
& equilibrado.
N tal que X

n = no , temos

=
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Como cada Un & absorvente, para cada i = O,l,...,nO -1, existe
6, > 0 tal que para todo A € F com |Ai| > 85
€
p'e AiUi C ;\i(Ui + BiJ.
Tomemos
§ = max{ﬁo .o ’Gn 1 17
o
Assim, para todo A € F com |A] > &, ocorre que x € AU, para
todo i = 0,1,... . Segue-se entac que
= N = "
x € AU, 0 AU+ B = Ay
n=1
(2) b) Se y"(U)y € A", entaoc exdisfe y"(V) € A" com
Y'“(U) + YII(V) C .Y“(LI) .
Se
" = M M
v U UO (Un + Bn),
n=1
escolhamos uma seguéncia {vn i n=20,1,...}) de n~vizinhangas da

origem tal que

C m
VO + VO UO U]

Vo4V
n n Un+1 !
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para todo n € I, e seja

e

y

Se x €¥" (V) + y'"(V), entdo x =y +z com y e z em V

¢ Zz em Vn + Bn para todo n & IN. Assim

X =y + 2z € VO + VO C Uo nu, - Uo s (U] + B])
e para todo n € IN,
= € C -
x=y+z€V +B +V +B CU. . +B .

Lego
xe U n 0 (U + B )} = vy"({hH.

neIN In )

(2) ) Para algum A € F com 0 < || < 1 (e dal para fodc
A€ F*) ) dade y"(U) € A", exdiste y" (V) € AV tal
gue y"{V) C Avy"({U).

Seja

1 | - ;
v U UD NN (Un + B_}

dado e seja A € F com 0 < || < 1 escolhido da definigidc de

B, Por hip&tese, para cada n = 0,1,..., existe uma n-vizinhancga
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Vv da origem tal gue Vn C AUn e existe uma n-vizinhancga v

n O

+1

da origem tal que

vo - k(UO M U1) C l[UO N (U, + 31)].

1

Assim, como para cada n € IN, Bn - ABn obtemos

+1

vy (V) v, N (v1 + B]) N (V. + B.) N ... C

2 2

N

lUO il ;\(UT + B1) M }\(U2 + B2) n ... =

= Ay"(U).

PROPOSICAC 2.17: Sob a4 condi¢oes acima, vy" [n,t] = v* [n,1}.

DEMONSTRACAQ: Vamos mostrar inicialmente que y"[(n,t}l € v* [q,1],

em cada conjunto By € B. Para cada k € IN, temos

Y4y N8B

i
=

0
2

2
W

+ M =
n Un)] B

k k

que & uma n-vizinhang¢a da origem em B, - Segue entao da Proposigao

L1

2.4.(ii1) que vy" [n,71] € v* [n,1].

Consideremos agora uma v* [n,T)-vizinhanga da origem dada por
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o0 n
vy = YU X (U, 0 B.).
. i
n=1 i=1
Para cada n = 2,3,..., consideremos uma n-vizinhanca Vn da ori-
+ C . € y" 3
gem tal gue Vn Vn Un+2 Se X ¥" (V) entao

¢ que implica gue para cada n > 1, X possui  uma decomposigao

X =y _ + z com ' = Vn e z € 3B

n n n n
Vamos definir X, = 2y, X, 7 22 - Zy. ;xn = 0 Zn—l'
e temos:
+ x., + ... + X+ = + - + ... + - + -
1 2 : n T ¥n T T %27 % n " %n-1 7 ¥y
= -+ =
z_ Y X
rta - = .
e po nto Y- Yo X
Logo,
¥ = - e + o - C
Kn Yn-1 Yy Vn vn 1 Vh—1 1 vn—l Un+1
e
X =3z - Z = B + B C B + B <R .
n n n-1i n n-1 n n+1
Assim temos = N B . 1
emos  x, < Uy n+i (1)
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Seja agora n, escolhido tal gue x € Bn . Entao

0
= - € B + C B C B
Y, x -z n B n 41 n +2
0 o} O o 0
e
e - .
n Vn Un +2
e} e}
Logo,
= N
Yo, Un 49 Bn +9 (2)
o G
e (1) e (2), temos
= + ... + + = n + ... N B +
X X *h Yn (UB BZ} (Un n )
0 0 0 Q
+ ...+ (Un 42 m Bn +2) C oy (Uy.
0 0

Isto mostra gue vy*[n,tl € v" [n,t].

TEOREMA 2.18: Se IL (1) possud uma sequencia fundamental formada

por conjuntos n-fechados, entaec a topologia vy [n,T] e n-fechada.

DEMONSTRAGAO: Vamos tomar um sistema fundamental de vizinhangas

da origem para «v" In,t] formado por conjuntos do tipo
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onde BC IL(t) & formado por conjuntos n-fechados, e

{f

H
=
=
]

It
o
—
L

& uma sequéncia de n-vizinhangas n~fechadas da origem.

Como cada conjunto vy"(U) desse tipo & claramente n~fechado,
segue que v" {n,7] & n-fechada e consequentemente, yin,t! é
n-fechada.

PROPOSICAO 2.19: Se n for Localmente F-convexa € & Aequencia
fundamental B = {Bn i n € N} puder sern escolhida £al gue para
tode n € I, B e P-convexo, entac vy [n,r]l @ Localmente F-con-

vexda,

DEMONSTRAGAO: Congiderxemos uma v [n,t}-vizinhanca da origem

w n
y(th = v ¥ (U
n:1 k=1

x " Bk);

onde, para cada n € 1IN, Bn & F-convexo. Como n €& localmente F-
convexa, existe uma seguéncia r = {Ui i k € W} de n-vizinhangas
F-convexas da origem tal gque UL C Uk para cada k &€ IN. A vi-
zinhanga Y (U') da origem & F-convexa viste que para cada n € W
o conjunto UA B & F-convexc. Ainda mais, temos y(U') < v (i)

n
do que segue gque Y [n,T]l &€ localmente F-convexa.

PROPOSICAO 2.20: Sefam £, n e T como na Proposdigac 2.19. Entdo
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y [n,t] = Yp (n t].

DEMONSTRAGAO: Vamos mostrar incialmente que Y in,t] € vyIln,7}.
Mas Yy fn,T] = n nos subconjuntos y-limitados. Entao pela Ob-

servagao 1.6, temos Yp {n,71 € v [n,t].

Para mostrarmos a segunda inclusao, lembramos que, Y In,t]
& a mais fina topologia de EVT localmente F-convexa gue colncide
com n nos subconjuntos T-limitados de E. Além disso, v [n, 1l
coincide com 1n nos subconjuntos T-limitados e pela  Proposigac

2,19, & localmente F-convexa. Logo vy [n,T] C YF [n,Tl .



§ 3 - ESPACOS DE SAKS

Seja E um espag¢o vetorial sobre F e sejam n e 1 duas to-
pologias de ZVT sobre E. Se n & determinada por uma familia de
seminormas, gostariamos de encontrar uma familia de seminormas que
define a topologia vy [n,T]. Para isso vamos pedir gque E, n e 1

satisfagam a propriedade:

(*) A topologia T & definida por uma norma I« {: a topo-
legia n é determinada por uma familia S de seminormas

p tais que

BEll = sup {p(f); p € S},

para todo £ € E.

Quando a norma H-+ I & naoc-arguimediana suporemos que a fa-
milia § acima pode ser encontrada de modo que cada seminorma
p € S & nac-arquimediana. Diremos entac gue vale a propriedade

(*) n.a.

Observamos gue numa terna (E;n,T) como acima sac verdadeiras

as seguintes propriedades:

(1) Para todo nimeno real 1r > 0, a bofa fechada Er de naly

r em {E,7) e n-&imitada.

|

Isto & verificado imediatamente, pols para qualguer X €



~7h-

com r > 0 fixado, temos p(x}) < lIxll < r, do que segue que n C T.

(2) As bolas ﬁ; 540 n-fechadas.

Com efeito, consideremos o net {XS ; 8 € A} em ﬁ;, n-con-
vergente a um elementoc x de -E. Como para qualquer 6 € 4, x6€E§;,
temos, para tedo p € S, p(xé) < Hxéii < r e portanto plx) < r.

Logo,

lxli=sup {p{x) : p € S} < =x

e portanto x E'gr .
Segue da propriedade (1) gue (E;n,Tt) & um EVBT, e  da pro-
priedade {(2) que a topologia 7, dada pela norma i+, & n-fe-

chada. Portanto, se H- |l for nao argquimediana, entao (E:n,T)

satisfaz as condigoes do Teorema 1.28, e portanto IL (t)= IL(y [n,tl}-

DEFINICAO 3.1: Se (E:n,T) satisfaz a propriedade (*) (respectiva
mente (*) nao arguimediana) diremos que (E;n,T) € um espage de

Saks (respectivamente espace de Saks nao axrquimedianc) .

Se a topologia Tt for proveniente da norma -1, poderemos

denotar a terna (E;n,t) por (E:n, {l-l).

EXEMPLO 3.2: Seja (E, l-ll}) um espagcco normado sobre (F, ). seja

¢ um conjunto de funcionais lineares continuos sobre E taig que
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x| = sup le(x)].
YweED
Seja . a topologia definida em E pela familia 8 de seminormas
x - |le(x)| quando ¢ percorre ¢. Entdo (E;n, Il-1) & um espacgo
de Saks. Como exemplo, seja E = & o espago de todas as sequén-

cias {xn ;' n € IN} com x, € F tails que

Ixll_ = sup |xn[ < o,
n
Neste caso, ¢ sera o conjunto de todos os funcionais lineares

continuos x = (x - X ara cada n € IN.
( m)mEIN nt P

EXEMPLCO 3.3: Consideremos a terna (E;n, -}, onde E & o espaco

vetorial de todas as sequeéncias {xn ; n &€ IN} com x €F tais

gue

<, = 2 |x | <,
' It
n=1

n & a topologia definida pela familia S de seminormas

1
p, (%) = i lx. |, e e = Wx It .

Temnos:

=l = 2
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o que implica que a terna (E;n,l-i) & um espago de Saks.

Consideremos agora um espacgo de Saks (E;n, §-1) e 8 uma fa-
milia de seminormas n-continuas que definem a topologia 1, fecha
da por supremo finito e tal gque -l = sup S. Observamos agui gque
S & um conjunto dirigido.

Para cada par de sequénchs{pn ; n € W} e {An i n&€ IN}, on
de para cada n € IN, P € 5 e hn € F* com Ihn| > + w, a apli-
cagao |

-1
P : X - sup {[kn| pn(X), n € IN}

& uma seminorma sobre E.

Seja vy [n, -1}l a topologia definida sobre E pela familia S

de todas as seminormas p assim definidas.

Observamos gue a familia S & um conjunto dirigido.

o)

PROPOSIGAC 3.4: Se (E;n, l-lIl) ¢ um espaco de Saks ¢ ; (n 411

a topologia defindda pela famifia S acdma, entdo

Y in =01 € vyin, i-1l].

DEMONSTRAGAO: Seja B = {Bn ; n € IN} uma sequencia fundamental
de subceonjuntos [+ [ -limitados de E satisfazendo (a), (b) e (c)
da definicaoc de  B.

Usando a PrOposigao 2.5.{ii1), basta mostrarmos que



_?7-

¥y [n,1- ] € n em cada elemento B' € B. Seja vV uma v o, -0~

vizinhanga da origem em B' dada por

B* N {x € E : p, (x) < 1} =

<3
1l

B' N HS] {x € E « p (x) < |x [},

onde, para cada n € 1IN, Py € 5 e {kn ; n € IN} é sequéncia em
*
F* com [A_ | = + .
Como B & IL(fi-H#), existe § > 0 tal que para qualquer A & F¥,
com |xl > 8§, temos B' C AB, onde por B denctaremos a bola uni
taria fechada de (E, I -ll). Logo existe n € IN, tal que, para

todo n > nO ;

visto gque |+l = sup S e p. € S.

Assim,

B'" C N {x :p (x) < [a |}

n=n 1 n
o
e portanto
n
@ o
N : = B' : |
B {z s p (x) < 2 1} B' NN {x :op (x) < [a i},

n=1i n=1
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gue & uma n-vizinhang¢a da origem em B'.

togo, v In, 0«01 €y [ n,t).

PROPOSICAC 3.5: Sefa (E;n, h-I) um espacce de Saks. Consdidenremos

as seguintes condigues:

(a} para cada x € E, para cada € > 0 e para cada p € S

existem elementos v e z em E Lails que

X =y + 2z, plz) = 0 e ly I < pi{x) + €.
(b) a bola unitaria B de (E, l-l) e n-compacta.

Se {a] ou (b} estiver verificada, entac

Y Inele BT €y In =M1,

DEMONSTRAGAO: (a) Vamos supor inicialmente gue estd satisfeita a

condigao (a) e vamos provar dque

" In, =011 € ¥in k-1, onde y" [n,lh+ 1]

e a topologia definida em 2.17, supcndo-se que n & dada por uma
familia S de seminormas e B = {Bn ; n € IN}, com B = pnB,sen-

do p_. =X , para algum XA € F*, com 0 < |A] < —%

Consideremos entao a Y" [n,l - Il J-vizinhanga da origem dada por



L1 — m m
v (U U, (Un +ou By
n=1

== = E ! H < F - 2

onde para cada n 0,1, evvr U {x E pn(x) < en] e, >0 e
= 5.
Pn
Seja KO € F* tal que AO| < e, € para cada n € IN, seja
&k ] 4 &~

», € F* tal que e + |An| < fu,l. seja x € E tal que

px) = sup{|ln|_]p (x}:; n=0,1,...}3 < 1.

Por hipdtese, para cada n € IN, existem y, © 2z, em E tais gue

R pn(zn) =0 e

by, I < p (x) + [A | < e

il
=
ro
‘.-1.
o)
=
o]
0]
N

A
Lot
)
s

m
=

vs

Assim, para todoc n

o gue implica que =x € Un + unB.

Para n =0, se

"o (x):no=0,1,...3 <1,

p(x) = sup {2 | 'p,

entao  p_(x) < fAOI, do gue segue que x € U_ .

Logo, x € y"({U}) e portanto {x; p(x) < 1} € y"(U) o que im-

plica que ~"{U) & uma v [n,ll- #]-vizinhanga da origem em E.

Logo, v {n,t] © v [n,t].
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{b) Suponhamos agora gque B & n-compacta.
Seja U uma v {n,l- li}]-vizinhanca aberta da origem em E. Como
vy In, 7] e n coincidem sobre os |+ #-1limitados de E, existen

p. €S e e > 0 tais que {x : po(x) < ¢} NBCUNB.

Suponhamos encontradas PyseesPy € S tais gue

I
N {x : Py (%) < |;\k1}m MB €U N B,

k=1
onde A € F* com 2] < e e |;\ki >k -1, k=2,...,n ep EF* com
kilukiiwkﬂfr kK =1,...,n - 1.
Queremos provar que existe P € S tal que
n+1
n {x : pk(x) < |kkl} n un+1B cugn pn+]B.

k=1

Vamos supor, por absurdo, gue nao existe uma seminorma nestas

condicoes. Entao para qualquer g € S, o conjunto

Y
n+]B v)

Il
Co= N lxap (x) 2 3] 0 {x : q(x) <n} N

& nao vazio. Como o conjunto Mg B VU & vy [n,l- 1]~ compacto e

portanto n-compacto, pela propriedade da intersecgéo finita existe

BAU) N"n N C e portanto

um ponto X, em (
qes

M+
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{x « p (0 < A |},

"
m
(R e

Temos entao glx_ ) <mn < lun[ para cada g € S, o que implica
< L]
Ix 1< hug |
0 : a8 z
Logo xo S Un unB e portanto x € U Un+1B' O gue €& uma

contradicao.

w 1

Assim foi construida, por indugac, uma sequéncia {pn; n € INj;

de seminormas de S tal gue

22

{x : Py () < |Ak|} C U

para todo n € IN.

Logo, para todo n € IN, temos

1
{x |ln| pn{x) < 1} ¢ U.
Portanto existe uma ; fn,{l - 'l ~vizinhancga U da origem dada
por U = {x : 5(x) < 1} gque est&d contida em U.
Logo vy In, <] < v in,I-41, como gqueriamos.
OBSERVACAO 3.6: Por este resultado e por 3.4 vimos que se (E;n, i) 3

um espago de Saks onde uma das condig¢oes (a) ou (b} da Proposigaoc
3.5 & satisfeita, entao uma base de vizinhancas da origem para a

topologia vy In,Il- 1] pode ser dada por conjuntos do tipo



M X € E : xX)] <
{ pn( ) = |}\n|}r
=
onde {ln ; n € IN} & uma sequéncia em TF* com Iknl >+ @ e
{pn i n € IN} & uma seguéncia de seminormas n-~continuas perten-

centes g GS.

EXEMPLO 3.7: Vamos dar um exemplo de um espago de Saks nao arqui-
medianc onde estad satisfeita a condigao (a) da Proposigao 3.5. E
facil ver que a terna (25n, I+ _) do Exemplo 3.2 onde n & a
topologia localmente F-convexa definida pela familia de seminor-

mas nao arquimedianas {pi : 1€ M}, onde p, (x) = |xi| & um

espage de Saks nao arquimediano.

Sejam € » 0, X &€ E e 1 € IN fixados. Se tormarmos
y = (x],...,xi ;0,...) e z = {0""'O’Xi+1'xi+2"")

am 2 temos:
o

X =y + z, pi(z) = [zi] =0
e
ly# =sup ly,| = max |[x.| <ixl < Ix¥ + €.
i 1<7<4

Logo (& in, (-1 _) satisfaz a condigao (a) da Proposigao 3.5
e portanto uma base de vizinhancas da origem para a topologia mis-

ta v [n,Il- 1 pode ser dada por conjuntos do tipo
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0dx oz e < ATl

i= * *
onde {An ; n € IN} & uma sequencia em F¥ com [Ani -
EXEMPLO 3.8: Ja vimos gue a terna {£1;n, ”°|]I) do Exemplo 3.3 é

um espaco de Saks. Vamos mostrar que agui também a condigao (a) da
Proposigao 3.5 estd satisfeita e vamos apresentar uma base de
vizinhangas da origem para vy {n,H°|I1] ern 11. Da mesma forma,

fazendo, para cada x € 21, e >0 e 1€ IN,

y = (XI’ ,xl,0,0, .)ooe z = (0,0, "0’X1+1'Xi+2 , L)
i
obtemos x =y + 2z, p.(z) = Z |xk| = 0 e
i = |
i i
Iyl =sup Z |y | = Z Ix | <lixhk < lIlx¥d + €.
o E 1Yy “aFd = <
i k=1 k=1
Assim, (2 :n, H-EI1) satisfaz a condicao (a) da Proposicgao 3.5
e portanto uma base de vizinhancas da origem para v {n,ﬂ'll1] e
dada por conjuntos do tipo
oo i
n {x € g x| < |A, |3,
i=1 S
onde {An ; n€ IN} & sequéncia em F* com |An| > 4

EXEMPLO 3.9;: Daremos agora um exemplo de um espago de Saks no qual
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& satisfeita a condigao (b) da Proposi¢ao 3.5. Seja (E, K -H) unm
espago normado sobre um corpo local nao trivialmente valorizado
(F,{+]) tal que IEI < |F| e seja E* seu dual.

Para cada w € E*, definamos a norma

ly I = inf {r > 0; Jed{x)}| < r iix1l}.

Seja n a topologia fraca w* que & definida em E* pela familia

de seminormas p_ : ¢ > le(x) |, x € E.

Vamos mostrar que

le || = sup v (x) |-
=1 <1
Se IIxl < 1, temos le (x) ]| < r, do gue segue que
sup { |e(x) | = ixll <1} < r

para todo numero real positive r. Logo,

sup {|e(x)|; Bxll <1} < Neh. (1).
Tomemos agora r = sup {|p(x)|; Ix1 < 1} e x € E arbitra-
rio. Seja A € F tal que [A] =1lxIl . Entdo

A o= (AT ik =1
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e portanto Lo (A ux)|_ir, ou seija ll|“1|w(x)| < r, o que implica
e (x) < x lixl.
Da definicgao, segue que

o < r =sup {|e(x)] « Ixl < 1}, (2)

De (1) e {2) temos

lg I =  sup |e(x)].
= W <1
Isto mostra gue a terna (E*;u*,i« ) & um espago de Saks.
Como {F,]*|} & localmente compacto, pelo Tecrema de Alaoglu,
para tode r >0 a bola fechada de raic - r em (E*%, {|"1) & w*~compacta. Logo
(E*;w*, Il<ll) satisfaz a condigao (b) da Proposigao 3.5.

Assim uma base de vizinhangas da origem para a topoclogia mista
v lw*; -] em E pode ser dada por conjuntos do tipo

N {p € E* : Iw(xi)[ < Ikii},'
j=

onde {ln ; n € IN} & uma seguéncia em F* com Iknl -+ 4+ w e

X, € B com Ix.} < 1.
1 1

EXEMPLO 3.10: Vamos dar outro exemplo de espage de Saks onde a con-

di¢ao (a) da Proposicdo 3.5 & satisfeita. Consideremos o espago
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Cb(X;F) das fungoes continuas e limitadas definidas sobre um es-
pago topoldogico localmente compacto e 0-dimensional X e conside
remos socbre Cb(X;F) a topologia compacto-aberta « e a topologia

g da convergéncia uniforme sobre X, proveniente da norma e,

Para cada f € Cb(X;F), temos | £ Iloo = sup pk(f), onde K per-
k

corre a familia de todos os subconjuntos compacto de X. Assim,

I£0_ = sup {pK[f); Py € St,

onde S €& uma familia de seminormas gque define a topologia k sobre

Cb{X;F). Isto mostra que (C (X;F),k, i+ I} & um espago de Saks.

b
Para mostrarmos que esta terna satisfaz a condigao (a) da Pro-
posigao 3.5, consideremos dados f € Cb(X;F), g » 0 e K C X

compacto. Seja A um subconjunto compacto-aberto de X tal que

KCA e
sup |[£(x)]| < pK(f) + €,
XEA
Seja v € C_(X;F) a fungao caracteristica de A, Entao

¢(x}) = 1 para todo % € K e ¢(x} = 0 para todo x € A.

Definindo as fung¢oes h(x) [1 - w{x)]£(x) e g(x)= vi{x}L(X),

temos: £ = g + h; pK(h) =0 e

lgil = sup |g(x)f= sup |£(x)] < Py (f) + €.

xXEX NER

i
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Assim a condigao {a) estd satisfeita e portanto uma base  de
vizinhangas da origem para Y [k,0] pode ser dada por conjuntos do
tipo

b= n {£e¢ (X:F); p, (£) < |a_|}
nEIN b -Kn n

onde {An in €& IN} & uma sequéncia em F com |An|-+-+w e {Kn;r1€HQ}

é uma sequéncia estritamente crescente de compacto-abertos de X.

TEOREMA 3.1l: Se « e o 4do topologias definidas sobre G, (X7 F)

como no Exemplo 3.10, entac B = v {k,o].

DEMONSTRACAO: Vimos em 0.13 que B e k coincidem Sobre os o-limi~

tados. Logo B C vy [k,0].

Vamos mostrar que v [k,0] € 8. Seja U uma vy [K,0]-vizinhanca
da origem. Pelo Exemplo 3.10, existe uma vy {«,¢]-vizinhanga da

origem U, C U do tipoc

1

U, = 0 {f e C(X;m); p, (£) < |2}
1 HETN b Kn — n

e as sequéncias {Kn ; n€ IN} e {An i n € IN} satisfazem  as

propriedades 1d enunciadas.

Vamos definir uma fungao limitada ¢ : X = F pondo
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-1
k] . se x € Kj
d{x) = < A‘] s x €K - K
AxD= n ' © n n-1
0, se X € X\ U K,
k . nE€IN
gque & continua. Com efeito, seja =x_ € X. Se x_ € U K , en-
; - o fa)
nein
tac x_ € U H , onde H, =K] e H =K _Kn—1 , para n >1.
neEM n n
Leogo, para algum J € IN, Lemos ¢(xo) = k;1. Dada uma vizinhanga

), podemos escolher uma vizinhanga W’

W do ponto A;T em (F,

de k51 tal que W' C W e h;1 ¢ W', para todo n # j. Assim

sendo - ¢—I(W') = Hj , que & um subconijunto aberto e fechado de X

e contém o ponto %« Portanto ¢(Hj) C W.

Se x_ € X\ U K , entac ¢(x. ) = 0. Seja entac V uma wi-
o) n o
n<IN
zinhanga do zero em {F,|+|). Como A;I -+ (), existe n, € IN tal
gue para todo n > n, - 1;] € V. Seja
n
o
A =X\ U K_,
n
n=1
que & um conjunto aberto e fechado e contém X, - Se x € A e
¥ # X v temos ¢ {x) = A;] para algum n > ng - Portanto ¢(x)€V,

ou seja, ¢(A) C VvV,

Logo ¢ e continua.



_89_

Da construcaoc de ¢ decorre imediatamente que $ € CO(X;F).

Assim a aplicacac

£ > p,(f) = sup | & (x) £ (x) |

x €
& uma seminorma para a topologia R. Considerando entao a B-vi-
zinhanga da origem U¢ = {f e Cb(X;F) : p¢(f) < 1}, temos gque se
g & U entao

¢ 7

P¢(g) = sup |¢{x)g(x)]| < 1.
v ¥

Portanto, para cada n © IN, temos

1
p. (£) = sup |g(x)| = sup |A_)_ gi(x)| =
I<n x &K XEK non
n n
= fa ] sup [T go ] <
XEKn

[ A

2, swp JeGag ] < A ]

XEI{n

Logo g € 1.

Mostramos assim que a topologia estrita definida no §0 & a
topologia mista v {k,0].

Na verdade este resultado continua verdadeire mesmo guando £
estiver definida sobre o espago das fungoes continuas e limitadas
definidas em X e com valores em um espaco normado (E, Il -1}, em

lugar do anel de divisao (F,|+]).



§ 4- TOPOLOGIAS MISTAS DE ALGEBRAS

DEFINICEO 4.1: Seja F uma anel de divisao. Uma algebra E sobre
F & um conjunto que possul uma estrutura de espaco vetorial sobre
F, no qual esta definida uma aplicagao (x,y) ® x *y de EXE~E
satisfazendo, para gquaisguer elementos x, v e z em E e o em

F, as propriedades:
(1) (x + v}z = X2 + yz e X{y + z2) = Xy + %2
{2) a(xy}l = (ax)y = x{ay).

Uma algebra E & dita asscciativa se a multiplicagao satisfi-

zer também a propriedade:

(3) ®*{yz) = (xy)z para qualsquer elementos x,y e 2z emn L,

Dizemos gque E @ comutafiva se for satisfeita:
(4) Xy = yxX para qualisquer elementos x e y em E.

E & uma afgebra com identidade se existir um elemento nao
nulo e em E chamado elemento identidade de E tal que ex = xe =x

para todo x € E.

DEFINICAC 4.2: Uma algebra Zopologica sobre (F,|-|) & umpar (B,71)
onde E & uma algebra sobre F e T & uma topologia de EVT sobre

E tal que a aplicagao (x,y) > x 'y de E x E em E & continua.
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DEFINICAC 4.3: Uma algebra L & dita uma afgebra noamada se E &

um espag¢o normado cuja norma i+ I satisfaz, para guaisquer ele-
mentos x & y em E, lxyll < lxt-1lyl.
Se E for uma algebra com identidade, suporemos que |le il =1.

Claramente, toda dlgebra normada & uma algebra topoldgica. Mais
geralmente, (E,T) & uma algebra topoldgica se E for uma algebra
e 71T for uma topologia de EVT scobre E dada por uma familia de

geminormas ' tal que dada p € T’ existe g &€ 1 satisfazendo
plxy) < glx)igly),

para todo par x e vy em &.

Com efeito, se U & uma vizinhanca arbitraria da origem, exis-

te € > 0 e Pyr---Dy € I' tais gue
U2 {x € E; p,{x) <e, 1=1,...,n}.
Para cada 1 = 1,...,n, seja a9y e r satisfazendo a propriecdade

acima. Entao

V={XEE:qi(x)‘¢\/ﬂ€F}

é tal que V - V C U.

Seja ¥ uma algebra sobre F e sejam n e 1 duas topologias
de EVT sobre E com n € 1. Como vimos no §l, as topologias N
e 1T dac origem a uma nova topologia v In,tl de EVT sobre E, a

qual foi chamada topologia mista determinada em £ por 1 e T.
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Veremos a seguir algumas condigoes scbre E, n e 1 gue tor-

nam (E;y [n,7]) uma algebra topoldgica.

.

LEMA 4.4: Se¢ja E uma alfgebra sobre (F, Y. Se T e uma topologia

de EVT tal que a multiplicacdo (x,y) = xy @€ coniinua na origem,

entaoc (E,T) e wna afgebra topologica.

DEMONSTRACAO: Sejam (xo,yo) € EXE e U uma T-vizinhanga da ori-

gem em E. Seja V outra vizinhanga da origem tal que
V+V+VCU

e consideremos uma T-vizinhanga equilibrada W da origem satisfa-

zendo WW C V.,

Como W & absorvente, existe § > 0 tal que se A EF com

x| > &, temos {xo,yo} < AW. Escolhido e fixado A& F com

[ 3] > 4§ e x| > 1, temos que k_]xo €EW e A ]yo € W. Conside-—

remos ¥ € X + kH]W e y & Y4 + k_1w. Entao existem w e w' em

W tais que x = X + h_1w e y =y, + k_]w'.

Logo,

1 1,

w' + A'wA w

If

_'[ —_
Xy Xy, + X wy Xol

1 B —1 _ .
Mas A wy_ = w (A yo) € WW C V;

-1 ., _ -1 . .
XOA w' ={A xo)w c WW C V;
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pois W & equilibrada e [A

Concluimos que xy € XY, + U, e portanto (x,y) = xy ¢é& con-

tinua no ponto (xo,yo).

LEMA 4.5: Seja (E,t) uma algebra topologica. Se U ¢ uma t-vizd-
nhanga da ondigem e B e T-Limitado, entac exdiste uma T-vizdnhanga

Vv da onigem Zal gue VB C U e BV.C U.

DEMONSTRACACQ: Comc (x,y) * xy & continua, existe uma - t1~vizi-
nhanga W da origem tal que WW C U. Como B & t-limitado, existe
§ > 0 tal gue para qualquer X € F com [X] > &, temos B © AW,

Seija % um deles fixado e seja V = A_ W. Entao

2

. -1
VB (ko W)(ADW)

-1 .
C furd C
BV C (A W) (A W) = WW C U,

como queriamos.

TEOREMA 4.6: Sefa E uma afgebra sobre (#,l+}|) ¢ n e 1 duas fto-
pologias de EVT sobre E. Suponhamos gque 1 € defdnida poa uma noama

submultiplicativa |« e que B = {Bn i n € IN} e um Ssistema
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5ﬁndamen2a£ de subconfuntos t-Limitados de E satispazende as pro-
priiledades fa}~(d} do Exemplo 2.2.. Suponhamos que para cada n-vi
zinhanca U da oﬁigem ¢ para cada n € IN  exisfa uma n-vizdinhanga

V da ordgem satisfazendo (VN B B, € U. Entde (E; v [n,t}]) ¢ uma

algebra Zopologica.

DEMONSTRAGAC: Pelo Lema 4.4, basta provarmos a continuidade da
multiplicagac na origem.

Seja

(U, NRB.)
A 1

uma vy [n, tl-vizinhanca da origem (ver 2.,1). Lembramos que da

: -1 1
propriedade (d), B, = A B, onde X € F com 0 <|AO[ < e
B={x€%E8 :xl <1}. Consideremos . a aplicagao injetora
v : IN x IN = IN definida por

o i o+ 3) (i + 3§ + :
ving) =2 NG I 2Dy,
para cada par (i,j) € IN x IN.
Queremos encontrar n-vizinhangas V],...,Vn da origem tais

que

(vi N Bi)(vj N Bj) C U {A)

vii,5 " Bei,ge

Usando o Lema 4.5 para B e U

: obtemos uma n-vizinhanga

v{i1,1)’
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V] da origem tal que

N C n
(V1 N B])(V1 B1) (v'1 ]31)]5»,1 C UV“'” .
aAlém disso, como i °* ) & submultiplicativa, temos
~1 =1 -2 .
B]B1 )\O B)\O B 7\0 B‘B )\O B 82 BV“,”
pois B & equilibrado e v(1,1) =4 > 2.
Logo,
M M C I
(v, B (v 1By Yo, Be1, 1)

Suponhamos escolhidos V .,Vn satisfazende (A), para cada

.];.-

par 1i,j < n. Seja

uma N-vizinhanga da origem. Pelo Lema 4.5, existe uma n-vizinhanga

Vn+1 da origem tal que (Vn+1 N Bn+1)Bn+1 U,

Assim, para cada k, 1 < k < n + 1, temos:

(Vk M B, ;(V M

C
n+1 Bn+1) Bk(Vn ns )<

k +1 n+1

r

n+1 n+1 v (i,n+1)

para todo i, 1 < i <n + 1.
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e

N -
‘vk Bk)(vn+1 n Bn+l) Ban+1 « Bk+(n+1)
< By(k,n+1) "
Logo,
M M N C
(Ve BB Vo T By Yok, n+1) ' Buix,n+1)
Tomando
oo n
v o= U .Z (Vi N Bi)’
n=1 i=1
temos:
hed n n n
vy = U Z (v, NNB.,) *+ U X (V. nB.,)C
n=1 i=1 * j=1 3=1
© n
< U z (v, N Bi)(V. N B.) C
n=1 i,j=1 = J
o0 n
n=1 i,j=1 v{i,J) v{i, ]}
por (A).
Logo, VV C U,
EXEMPLO 4.7: Seja X um espag¢o topoldgico localmente compacto
B =vik,o1 a topelogia estrita sobre C(, (X;F). Por exemplo,

b
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quando X & O-dimensional, vide Exemplo 1.31l. Vamos mostrar que

(Cb(X;F),B) satisfaz as hipdteses do Teorema 4.6.
Se f£,g € Cb(X;F), temnos
Ifglle= sup [£(x)g(x)]| < sup |£(x)]| sup |g(x}| = Hf iy~ ligl, -
xE€X xEX KEX
Portanto -4 _ & submultiplicativa.
Agora, seja B_ = {f € C (X;F) : Ifl_ <o "}, onde p = [2_]
e i, €F tal 0 < ]AO] < % & escolhido para a definigaoc do
sistema fundamental B = {Bn 7 n € IV} de ¢ —limitados de

Cb(X;F). Consideremos a k-vizinhanga da origem dada por

U= {f € ¢ (X;F) : py(f) < e},

K

onde K & um subconjunto compacto de X e ¢ > 0 dado. Escolhamos

8§ >0 tal que Sp "<& e V= {fE€ C, (X:iF) ip, (£) < 8},

Se £EVDN B e g € B s entac

sup |f(x)| < §

xEK
e
-n
sup |g(x)| < sup |g(x) | < o 7,
xEK xEX
o que implica gque para todo x € K, [f(x)g(x)]| < dp“n, e portan-

to ftg € U,

Pelo Teorema 4.5 (Cb(X;F),B), & entao, uma algebra topoldgica.
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-

DEFINICAO 4.8: Seja (B, I+l) uma algebra normada sobre (F, )

e seja n uma topologia de algebra topoldgica sobre E tais gue

existe um conjunto S de seminormas n-continuas que define a to-
pologia n satisfazendo i+l = sup S. Sob essas condigoes, o es
pago de Saks (E;n, - ) serd chamada uma afgebra de Saks.

TEOREMA 4.9: Sejfa (E;n,l« |} uma algebra de Sahs tal gque 1 esta

defindida per um conjunte S = {pi ;1€ 1) de seminoamas ALals que
para Lodo 1 € I, exdsie J € 1 satisfazendo p, (xy) il%(X)EB(Y)
para todo par x e y de efementos de E. Se uma das condicoes (a)
ou (b)) da Proposicac 3.5 estiver satisfelta, entao existe um si4-
tema fundamental de seminormas T que degfine a topologia Y [n, -]
tat que dada p € I, exdste g € I satisfazendo pixy) < glxigly),

pata toede par x, y € E,

DEMONSTRAC@O: Pela Proposigéo 3.5, uma familia de seminormas gue

define vy [n,l- 1] pcde ser dada pelas aplicacoes X > p(x} onde
p(x) = sup [Xn|—1pn(x) onde {kn ; n € I} & uma segquéncia em F
n

- -+ : .
com |An| w e {pn ne€ mWlcs

Seja W € F tal que |u|l > 1. Vamos definir uma sequéncia

fu, 7 n€ N} em F pondo n, = 2% e tal que para cada n €N,
2 \ 2n+2 —

I = [Anl < ful=? °.  como |Unl = |IJ|2n > ]an <l 2 e como

|an[°|u|"2 - + «©  segue que Iun| i

Além disso, para cada n € IN, un =+ u @ | 1
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Consideremos, para cada n € 1IN, jn € 1 tal gue
' <
pn(xy) <Py (x)p

Agsim, dada

y -1
px) = sup A e (=),

temos, para quaisquer x e y em E,

- -1
Bixy) = sup |A_ | p_(xy) <sup [A | 'p, ()p, (¥} 2
n n B n & In In
P ony =1 -1
< sup |4 | p. (x) + sup |u | p. (x) =
n In n In
= g{x)g(y) .
COROLARIC 4.10: Scob as hipoteses do Teorema 4.9, (E;y [n,h-1l1)e

uma algebra topologdica.

Sejam dadas agora E uma algebra sobre F, T uma topologia de
EVI scbre E e m: E X E - E a aplicacac dada por m(x,y) = Xy,

para todo (x,y} € E x E.

Consideremos as seguintes propriedades:

(1} m 2 separadamente contlnua.

(2) m 2 hipoconilnua, isto e, para cada T-vizinhanga U da

origem e para cada subconjunto T-limitado B de E, existe
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uma T-~vizinhanga V da origem em E tal que VB VBV CU.

(3} m e continua.

Claramente (3) = (2) = (1).

Numa algebra topoldgica, a condigao (3) estd@ satisfeita  por
definigao. Vamos introduzir, seguindo [6 ], uma classe de alge-
bras para as guais (2) estd automaticamente verificada e gue contém
propriamente a subclasse das algebras topoldgicas constituida pe-

las algebras normadas.

Se (E, I+I'} & uma algebra normada e n & uma topologia de EVT
sobre LE passaremos a estudar algumas propriedades da topolegia

vy [n, 1+ 11 que sac herdadas da topologia n.

Inicialmente veremos algumas definigoes:

DEFINICEO 4.11: Chamamos de afgebra s-fopologica a uma algebra E
munida de uma topologia de EVT que torna a multiplicagac -em E,

separadamente continua.

Claramente, toda algebra topoldogica & s-topoldgica.

DEFINIGCAO 4.12: Um subconjunto A de uma algebra s —topoldgica
(E,T) & m-boanlvono a esquernda se para todo subconjunto limitado
B de E existir & > 0 tal gue para todo X € F com (A] > &,

tivermos BA C AA. Analogamente define-se conjunto m-bornlvore a direita.

/=~

|

CLh

0

L)
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DEFINICAO 4.13: Uma algebra s-topoldgica (E,t) € chamada fLocafmente
m-bornivora a esquenda (respectivamente a direlfa) se possuir um sistema fun-—
damental de vizinhangas da origem consistindo de conjuntos m-bornivoros a  es
querda (respectivamente 3 direita). Diremos que (E,T) & focalmente m-boindvora

w Possul um sistema fundamental de vizinhangas da origem conzistinto de conjun-

tos m-bornivoros a esquerda e & direita.

OBSERVACAO 4.14: seja (E,t) uma algebra topoldgica cuja topologia
& dada por uma famflia T de seminormas tal que dada p€ I’ existe q €T
satisfazendo, para todo %, v em E, plxy) < p(x)q(x). Entdo (E,1) & local~-
mente m-bornivora. Com efeito sejam B € IL(T) e U uma vizinhanca da ori
gem. Entdo existe p1,...,an ' e e>0talgque U D{x€g: pi(x} <e},
i=I,..,n. Para cada i =1,...,n, existe qi er tal;que pi(xy) g_pi(x)qiiy}.
Mas dados 0 < § < 1 e V={XGE:qi(x) <8}, existe u > 0 tal
que B C AV sempre que |A| > u. Disto temos BU C AU  para todo
A& F com [A] >u. Logo U & m-bornivoro d equerda. Analogamente mos

tra-se gque U & m~bornivoro a direita, do que segue o resultado.

OBSERVACAO 4.15: Se (E, Il-#) & uma dlgebra normada entao e local-

mente m-bornivora. Isto segue claramente de 4.14 e da befinigio 4.8.

OBSERVACAC 4.16: Em uma algebra localmente m-bornivora (E,T) a mal
tiplicagao & hipocontinua.

De fato, sejam b € IL{(T) e U uma T-vizinhanga da origem em E,
Por hipdtese existe 6 > 0 tal gue para todo X € F com |[A] >§,
tem~se BU C AU. Fixando um tal X e tomando a t-vizinhanga da origem

-1 -1 -
dada por V=X U, temos BV = B() U)C U o que implica que a multiplicacao &
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hipocontinua a esquerda. Analogamente provamos gue a multiplica-

cao & hipocontinua a direita.

PROPOSICAC 4.17: Sejam (E,n) e (E,T) duas algebras s-tfopologicas
tal que TL{T) possue um sistema fundamental enumeravel. Entao

(E, v [n,71]) ¢ uma algebra s-topologica.

DEMONSTRACAO: Seja

uma v [n,t]-vizinhan¢a da origem dada como em 2.1, e seja X c E.

Para cada n € IN, seja jn € IN tal que xan C Bj . Como (IE,n}

& s—-topoldgica, dada Uj existe uma n-vizinhanga U~ da origem
n
tal gque XoUn C Uj . Considerando a vy {n,t]-vizinhanga da crigem
n
dada por
o n
v = U 2 (v, NB.),
n=1 i=1 i i
temos
© n © n
v= U I N cC U 3 N -
X e = (xovi ng.) N = (U Bj,)
n=1 i=1 n=t i=] i i
© m
- Y 2 (u NB)
n=1 k=1 k k
onde m = max {jl""’jn}'



-103-

—

Analogamente mostra-se que dado Yo € E e U, existe uma

vy {n,t]~-vizinhanca W da origem. tal gue Wyo c U, (2)

De (1) e (2) decorre gque (E, v [n,1]) & s—topoldgica.

TECREMA 4.18: Se (E;n,T) ¢ uma afgebra de Saks Zal que as semi-
nonmas de S sdo submultiplicativas e se uma das condigoes [al ou
(b) da Proposicdo 3.5 estivern satdisfedifa, entac (E,y In,t]) ¢ uma

algebra Localmente m-bornivora.

DEMONSTRACAO: Pela Proposicao 4.17, (E,v [n,tl) & uma algebra s-
topoldgica. Pela Proposigac 3.5, uma base de vizinhangas da origem

para v [n,7] pode ser dada por conjuntos do tipo

Lo sl

= N € B -
U r {x € E : p,(x) < [anl}
n=1
onde para cada n & IN, a & F¥, la | >+ e p_ € 8.
n n n
Seja U uma vy [n,t]-vizinhanga da origem deste tipo e seja
L € Im{y [n,7}). Como (E;n,t) & um espaco de Saks, IL (T) possul

uma sequencia fundamental de conjuntos n-fechados. Portanto, pelo
Teorema 2.6, LE€ IL{t). . Seja B a bola unitaria de . (&,1).
Entao existe & > 0 tal gue para todo X € F com |A]| > &, temos

L € XB.

Se X €L e b€ L, temos para cada n € IN,

p,{xb) < p (x)p (b) < p (xMbl < ]anl - Ial,
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isto &, =xb € AU. Logo U & m-bornivoro a esquerda. Analogamente
mostra~se que U & m-bornivoro & direita, de onde segue o resul-

tado.

Ja vimos no Exemplo 4.7 qﬁe (Cb(X;F),B) com X localmente com-
pacto & uma algebra localmente m-bornivora. Observamos aqui que

(C_(X;F);k,li+ Il ) satisfaz também as hipdtese do Teoreoma 4.18.

b
TEOREMA 4.19: Seja (E;n, <) uma algebra de Saks para a qual esta
satisfedita uma das condicoes (al ou (b} da Proposdi¢ac 3.5 e  su-
pqnhamoa que a famifia S de seminormas n-continuas com li-If = supS
satisfaz a segudinte propriedade: (*} existe q €-§ dLal que paia
toda p € 8, e para ftode par x e y em E, pixy} < pixigly).
Seja T a correspondente familia de  seminormas que define
v [n,ll* §1. Entac existe uma semincama Y [n, i+ ll-continua g zalk
que p(xy) < p(x)g(y) para todo p €T e para fodo par x ¢ y em

E.

DEMONSTRACAO: Pela Proposicac 3.5, as seminormas de [ sao do
tipo

x> 500 = sup |7 e ()
n

onde {pn ; n € IN} & uma segquéncia em S e A, > + = em F. Seja
S' a familia das seminormas n-continuas dada pelos miltiplos es-—

calares positivos dos elementos de 5. E claro gue cada seminorma
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de S' & nm-continua e S' satisfaz a propriedade (¥*).

Consideremos a seminorma

~ -1

% - g(x) = sup ]Anl
n

hn|q(x)},

{

onde q & dada por hipdtese. £ claro que ¢ €& v [n, II*l}-continua
por ser n-continua e tem-se, para toda p & T e para gualsquer
X e y em E,

-1

pixy) = sup |ln[ pn(xy)
n

| A
el
X
a0
<

Isto completa a prova do teorema.

COROLARIO 4.20: Sob as hipoteses do Teonema 4.19, (E,y [n, - ¥])

o uma algebra Localmente m-boanlvora,

TEQREMA 4.21: Sefa (E,t) uma algebra normada ¢ seja (E,n} uma
algebra s-topologica fal gque a bola unitaria B de (E,T) ¢
n-fechada e salisfaz, para tode confunto U de uma base U de n-vg

zinhancas da ondigem, a condigcdo UB VY BU C U. Eyptac (E,vy In,71) ¢

uma algebra Localmente m-boanlvona.

DEMONSTRACAO: Pela Proposigao 4.17, (E,y [n,t]) e uma algebra
s-topoldgica. Por Proposigao 2.17, uma base de vizinhangas da ori-

gem para a topologia v [n,T] pode ser dada por conjuntos do tipo



onde {Un ; n=20,1,...} & uma sequéncia de n-vizinhangas da ori-

geme f{a_; n=20,1,...}) @& uma sequéncia em F* com |an| > 4o,

Seja U uma vizinhanga da origem desse tipo e seja L um sub-
conjunto vy [n,7]-limitado de E. Como B & n-fechada, pelo Teo-
rema 2.6, L & t-limitado. Entao, para algum A E F*, temos

L € AB. Assim sendo,

LU = LU N N (LU N La B) € ABU_ N N (ABU_ N xa BB) C
o e n n n=1 n n

]

Crlu N N (U NaB)] €y,
< n=1 n n

pecis para tede n = 0,%1,..., BUn C Un .
Analogamente mostra-se que UL C U,

Segue-se entao que (E,vy [n,r]) & uma adlgebra lccalmente mbor-

nivora.

EXEMPLO 4.22: Vamos dar exemplo de uma algebra E e duas topolo-
giag n e T definidas sobre E, satisfazendo as condigaes do Teo
rema 4.21, tornandeo portanto (E,y [n,T!) uma &lgebra localmente

m~bornivora.

Seja (E, I +l) uma &lgebra normada e (E,n) uma algebra s-topo-

18gica definida por uma familia [ de seminormas satisfazendo
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(1} existe p €I tal que IxI[ < p{x) para todc x € E.
(2) gixy) < Ix#gly) para tode x, y em I e g € I'.

De (1) segue imediatamente gque a bola unitaria B de (E, [+})
& n-fechada e de (2), que UB Y BU € U para tode conjunto U de
um sistema fundamental U de n-vizinhangas da origem. Logo as ni-
pbteses do Teorema 4.21 estao verificadas e portanto (E,yin,#-f1)

& uma algebra localmente m-bornivora.

EXEMPLO 4.23: Unm exemplo concreto da situacgac anterior € o se-

guinte: tomemcs E = Cb(X;F), onde

v & topologia em E dada pela norma [[- 1 _ o que torna (E,T) uma

algebra normada; @€ 01 a topologia em E dada pela familia de semi-

normas
r={p : ) = E &
= {p_ :p (f) =sup |fx)] = x|}, n€m v (0}
n n
PS¢
Observamos gue
HEN = sup |E(x)| « [x]9 = p ()
e} = (4]
xeX

Assim, T € 1, do que segue gue a bola unitaria t-fechada de (E,T)

& n-fechada.
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Afirmamos agora dque para cada U pertencente a um sistema fun

damental de n-vizinhangas da origem em E, se B denota a bola

unitaria de (E,v), entaoc BU U UB C U. Com efeito, seja

U=U_=1{f€E: gup |F(x)] « |x|" < ¢}.
n
xeX
Se £ €B e g & U, temos
pn(fg) = sup |f(x)g(x)| - |x|n <
xEX
< sup [f(x)]| sup |g(x)]| - |x|n <
XEYK KEW
< N < - = .
< el (9 1 -« €
Além disso, (E,n) & uma algebra s-topoldgica, ou seja fixa-
do f € E, a aplicagao (foyg) > ng & continua na origem. De

U=1{h €% : sup |h(X)| B |X[n = e},
EX

sedla

V=1{h€E: sup |h{x)]| - |X|n A }
® E€X N£,01,,

Se g £ V, temnos
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sup J(fog)(x)| > |x[n < sup ifo(x) « sup |g(x)| - Exln <
REX x&EX KEX
£
< I f_H e T
- ° N
0 [ee]

Pelb Tecrema 4.21, (E,v [n,t]1)} & entao uma algebra localmente

n-bornivora.

DEFPINICAO 4.24: Seja E um espago vetorial sobre F e sejam 1 e
v duas topologias de EVT sobre E. Consideremos a familia N de

( i i ) f

onde {Un ; n € IN} & uma sequéncia arbitraria de n-vizinhangas
da origem e {an ; n € IN} € uma seguéncia em F com iaHI - o
E facil ver que N constitue um sistema fundamental de vizinhan-
cas da origem para uma topologia de EVT sobre E. Vamos denotar

essa topologia por w.

PROPOSICAO 4.25: Sejam E, n e 1t como na Dejdindcac 4.24. Entao

n < w.

DEMONSTRACAO: Dada uma n-vizinhanca V da origem, existe uma

vizinhanga U] da origem tal que UT + U1 C V. Da mesma forma,

exlste uma n-vizinhanca U2 da origem tal gue Lb +{b C'UV Assim,
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para cada n € IN existe uma n-vizinhanga Un da origem tal que
u, + U ¢ Uiy - Concluimos, entac que existe uma seqguéncia
{Un ; n € IN} de n-vizinhancas da origem tal que, para cada n&€m,

& portanto n < w.

TEOREMA 4.26: Seja (E,n) uma afgebra noramada e (E,t) uma algebra
s-topologica para a qual exisie wuma base U(r) de vizinhangas da
orLgen consistindo de conjuntos U gque absorvem 08 conjuntos

US U sU. Entac (E,w) e uma algebra Localmente m-bornivora.

DEMONSTRACAQ: Seja

o n
W= U z (U, N a,uj
. i i
n=1 i=1
uma w-vizinhanca da origem onde para cada n & IN, Un = anS para
algum a, € F* gendo S a bola unit&ria de (E,n).
Seja L um subconjunto w-limitado de E. Como n C w, L 2

> 0 tal gue para tode A EF

também n-limitado e portanto existe 6}
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com |x] > 51 ;, L € AS. Assim, para cada n € 1IN,

LU < ASa. 5 <€ Ao 5 = AU_ .
i n n e

Por hipotese existe 62 > 0 tal que para todo e F com

lul > 6, , US U SUC wu. Assim, LU C ASU C 2uU para tode 1 e

para tode u em F com (A > &, e lpv] > 8,6,

Se & = max {61,6152}, temos

bl
<
2
o
Lan
i

Lu M La U C
n n

CwU N a vy =
n n

= vlUu_ N a ul,

para todo v € F com |v| > §.
Logo,
co n G n
LW = U T (LU, NLa U < v U Z (U, Ma,l) = wW.
1 i n . i i
n=1 i=1 n=1 i=1
Analogamente mostramos que WL C yW para todo v &€ F  com
v > 8.

Logo W & wum conjunto m-bornivero e portanto (E,w) & uma Aal-

gebra localmente m-bornivora.
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COROLARIO 4.27: Sejam E, n e 1 como no Teoreoma 4.26. Entao

a muliiplicacac em {E,w) ¢ hipocontinua.
DEMONSTRACAO: Segue do Teorema 4.26 e da Observagao 4.16.

EXEMPLC 4.28: vVamos dar um exemplo da situacao do Teorema 4.26.

Consideremos a algebra €, (F) das fungoes continuas e limitadas

definidas em F e com valores em TF. Seja £ € Cb(F) tal que
f{x) = x para todo x € F. Consideremos também a subalgebra
= = - H = = +
B {g €¢;(F}i g = fh, h € Cb(r)}

de Cb(F).

Seja n uma topologla em E induzida pela norma

gl = sup |g(x)].
XER

E claro gque {(E,n) & uma algebra normada.

Seja T a topologia definida sobre E pela seminorma

pl{g) = sup |h(x)].
XEF
Se gy = fhy e I, = fh2 p temoé
p{g,,9,) = sup |h1(X)92(X)I < gy Ilplg).

wEFR
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Analogamente obtemos p(g1,g2} < HgWHp{gﬁ). Com isto acabamnos

de provar que (B,7) & uma algebra s-topoldgica.

Observamos ainda gue dada uma T-vizinhanga U da origem e con
siderando a bola unitaria S de (E,n), se g, €U0 e g, £ 5, te-

mos plg,.g9,) < llg,iplg,) < plg,), o gue implica US C U,
Analogamente temos SU © U.

Entao, pelo Teorema 4.26 se ® & a topolegia correspondente a
nooe v Ccomo na Definigao 4,24, (E,») e uma algebra localmente

m~bornivora.

) um anel de divisac nao trivialmente

EXEMPLO 4.29: Seja (F,

valorizado nac arquimediano. Ja mostramos, no Exemplo 4.28, gue

=

(E,7) € uma élgebra s—topoldgica. Vamos mostrar gue a multiplica-
cao em (E,T) nac & hipocontinua. Para isso vamos definir uma se-

gquéncia {gq ; n € N} de fungoes dadas por

=1 2
J n % se x € B(0,|an| )
I, =
a se x & B(O,|a [2)
n ‘ " n
onde {an ; n € W} & uma sequéneia em F com 1 < |an| >+ @,
Claramente temos 9, € Cb(F), para cada n € IN e
_ e
plg) = |an|

Assim, {gn ; n € IN} converge a 2zero na topologia t. Mas
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{g_ ; n€ W} nao & T-convergente a zero, pois para todo n €IN,

= 1.

Consideremos uma t-vizinhanga U da origem dada por
U=1{g€E : plg) < 1}
e o conjunto

B = {gn ; n € IN} € TL(T).

Para gqualguer T-vizinhanca V da origem, existe n € IN  tal gue

¢ 9, € V, mas 9.9, g U, pois p(gz) = 1.

para tode n > n 0

o}
Isto contradiz o fato da multiplicagao ser hipocontinua em

(E,t).

Este @ um exemplo de uma algebra s-—topoldgica que nao & topo-

logica.

TEOREMA 4.30: Sefa (E,n) uma afgebra s-topoliogica cuja multipli-
cagao ¢ hipocontinua e seja (E,t) uma dlgebra noamada cuja bola
unitaria e n-fechada. Entdo a multiplicacdo em {(E,y In,T1]1) ¢ hipo

continua.

DEMONSTRAGAO: Seja

vy = U (U, M a,u)

| no =
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uma Y [n,t]}-vizinhanga da origem em E onde U & uma rt-vizinhanga
limitada da origem em E e seja B um subconjunto v [n,t] -limi-

tado de E.

Como n < yin,tl, B & também n-limitado e como (E,n) tem
multiplicagao hipocontinua, para cada n € IN, existe uma n-vi-

z ] i U VB C .
lnhangé Vn da origem tal gue an Vn Un

Agora, dada a T-vizinhanga U da origem em E, como (E,T) )
uma algebra normada, existe uma t=-vizinhanga W da origem em E
tal que WW C U. Ainda do fato de (E,T) ser normada e de possuir
a bola unitdria n-fechada, seque do Teorema 2.6 que B & também
T-limitado. Logo para algum A € F, temos B € AW. Escolhendo uma

T-vizinhanca da origem V = AH]W, temos

BY C AWA 'W = WW C U

1

VB C A WAW = WW C U.

Logo, tomando,

oo n
Yy = U X (v, Na.v),
. i 1
n=1 i=

temes:



oo n
By(V) = U X (Bv, Na,BV) C
n=1 3.:1 1 i
oa Il
C =
U XU, Nal =y
n=1 i=t .

e, analogamente, vy {(V)B C v ().

Assim sendo, 'a multiplicacao em (E,v [n,tl) & hipocontinua.



§5 - O ESPECTRO DE (Cb(X;E}, vy lk,0])

.

DEFINICAO 5.1: Seja (F, ) um anel de divisac nac trivialmente
valorizado. Um espago topoldgico (X,T1) é dito F-ultra-regular se
dados um ponto x em X e um subconijunto t-fechado M em X nao

contendo %, existir uma fungéo f & Cb(X;F} tal que f(x} =0 e

£(My = {11}.

PROPOSICAC 5.2: Seja X um espago topologico. Sao equivafentes:
{a) X e O-dimensional;

(by X & F-ultra-regular, qualquen gue seja ¢ aneld de di-

visdo valonizado (F,|-1).

(c) X e Feulitrha-regular, para afgum anef de divisae va-

Lonizade e ndo-arquimedianc (F,{-[).

DEMONSTRAGCAC: (a) = (b):

Suponhamos que o espago topoldogico (X,t) seja 0-dimensional.
Seja x € ¥ e seja M um subconjunto fechado de X gue nac contém

o ponto x. Seja M' o complementar de M. Por hipOtese, existe um

-

) wn

conjunto aberto e fechade U € M' tal que x € U. Seja (F,
anel - de _ divisao nao  trivialmente valorizado e seja f a
funcao F-caracteristica do complementar U' de U. Entao fEECb(Xﬂﬂ

pois U' é aberto e fechado, f(M) = {1}, porgque ™M C U', e f{x)=0,
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pois x & U'. Logo (X,1) & ultra~regular.
(b)) = (c): F obvio

(¢) & (a): Consideremos um ponto x, € X e uma T-vizinhanga
aberta U de x_ em X. Como (X,7) é F-ultra-regular e o comple-
mentar U' de U & t-fechado, existe uma fungao £ & Cb(X;F) tal

que f(xo) =0 e f(U') = 1.

D

Consideremos a bola unitaria aberta V = B{0,l) de (F,
Como (F,l-[) & nao arguimedianc, V & uma vizinhang¢a aberta e fe-
chada do zero. O conjunto W = f_](V) é aberto e fechado em (X,T1)

e WCU, ¢ gue prcova gue (X,t1) possue um sistema fundamental de

vizinhang¢as da origem abertas e fechadas.

ORSERVACAQ: Em vista da Proposigac 5.2, diremos gue um espago to-

poldgico & ultra-regular se ele for 0-dimensional.

PROPOSIGAO 5.3: Se (E,T) e wm espago topologice ultra~regular, en-
tac T & a fopologia fraca gerada por C,(X;F), para todo anel de

) nao trivialmente valfonizado.

DEMONSTRAGCACO: Seja 1 a topologia fraca sobre X gerada por C, (X:F) .

Pela propria definic¢ao, temos 1 C 1.

Vamos provar agora gque T C n. Para isso, consideremos um sub-

conjunto t~fechado M de X, M # X e x um ponto do complementar
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M' de M. Por (X,T) ser (O-dimensional, existe uma vizinhanga
T—aberta & t-fechada U de x contida em M'. Seja £ a fungﬁo
caracteristica de U, que & t-continua e portanto n-continua pela

definicao de n. Logo U = f_]({l}) & n-fechado e, sendo também U

o

a imagem inversa do complementar do conjunto {0}, seque gue U

n-aberto. Assim M' & aberto e portanto M & fechado.

De ‘agora em diante, neste paragrafo, (X,T) serd um espago to-
pologico T, e O-dimensional e (B, Il «11) uma Algebra associativa
normads ndao arquimediana sobre um anel de divisao nao trivialmen-

} -

te valorizade (F,

Observamos que do fato de (X,T) ser T, e 0-dimensional seque

que Cb(X;E) separa pontos em X.

DEFINIGCAC 5.4: Seja A uma algebra sobre (E,|-]). Um ideal & es-
guerda I de A & dito #egufasr se A possuir uma identidade 3
direita modulo I, isto &, se existir um elemento u € A tal que

para qualquer x € A, xu - x € I.

Analogamente definimos quando um ideal a direita em A & regu-
lar.

LEMA 5.5: Todo Ldeal {a dinedita ou & esquerdal regufan de C (E)

Iy
e um Cb(X;F)-mﬁduzo.

DEMONSTRACAO: E andloga 3 do Lema 3.1 de Prolla [17].
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LEMA 5.6: Seja W C C (X;E) um Cb(X;F)—mEduEG. Entao para toda
fungao £ € C (X;E), £ pertence da ylk,0]-adenencia de W se e
somente se, para cada x € X, f(x) pentence a adengncia de W{x)
em (E, II+1).

DEMONSTRAGAO: Sejam x € X e £ > 0. Se f estid na v [k,0] ade-

réncia de W, segue-se gque f estd na k-aderéncia de W, pois
k € v [k,0]. Portanto, dades o compacto K = {(x} e ¢ > 0, exis~
te g € W tal gque ig{x} - £(x}ll < €. Assim £ {x) perténce a

aderencia de W(x) em (E, I«}).

Consideremos agora uma fungac £ € Cb(X;F) tal que para cada

x € X, f{x) estd na aderéncia de W(x) em (E}II'H).

Consideremos também o subconjunto o-limitado B =B(0,1 + I fll)
de Cb(X;E). E clarc que f € B. Sejam K um subconjunto compacto
de X e 0 < e < 1 dado. Pelo Teorema 3.5 (18], f/K esta na
k—aderéncia de W/K . Entao existe g € W tal que pK(§ -f) < g.
Temos claramente p (§) < HEl + ¢ < NEN + 1.

Seja

A= (g - £f) "(B(0,1))

que & um conjunto aberto e fechado e cqntém K. Tomando ¢ EC%(XQQ
dada por g = X, - g, temos g € W, g{x) = g(x}, se X &€ A e

g{x) =0 se x & A,

Logo gt <1 +HE£fll, ou seja, g € B.
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Concluimos entao que g € W N B e pK(g - f) < £. Logo

K
feEwnB..

Como as topolcocgias k e v [k,0] colncidem sobre B, seque que

f estda na vy [x,0]-aderéncia de W N B e portanto esta na vy[k,0j

aderéencia de W.

DEFINICAC 5.7: Seja (A,T) uma dlgebra topoldgica sobre um anel

Y. 0 especiro de A g, por definigao, o conjunto

de divisao (F,]-
A(A,T) de todos os homomorfismos de algebra definidos em A e sobre

F, continuos e nao nules, egquipado com a topologia o (A%,A).

TEOREMA 5.8: Seja X um espag¢e Localmente compacito ¢ O-dimens.ional.

Exisle wum homeomorfismo. entre ob espagos X x AE, I-1) e

ﬁ(cb(X?E)r ylk,ob).

DEMONSTRACAC: Consideremos a aplicacao

G : X x A{E, I«I) = &(Cb(X;EJ, v [k,o01)

definida por G{x,h) = h OSX , para cada par (x,h) € X % A{(E).

{a) G & injetora.

Com efeito, consideremos ©os pares (x] ’hI) # (X2,h2} em X xA(E) .
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Se x., # X, entao h](v) # h2(v) para algum v € E. Escolha~

1

mos f € Cb(X;E} tal que f(xl} = v. Temos, entac
{h1 06X1)(f) = htff(x1)) = h](v) # ho(v) = (h2 oéxz)(f)»
Se x4 o X, , como X €& ultra-regular, escolhamos ¢ € Cb(X;E)

com ¢(x;) =0 e ¢(xy) =1. Seja u € E tal que u & Kern (h,)

e seja f € Cb(X;E) tal que f(xz) = u., Tomandoc

g = ¢f € Cb(X;E),
temos
(h, 06X1)(g) = hy{g(x,}) = h,(0) =0
(h, 06X2> (g) = h,{g{xy)) = h,(£(x,)) = h,(u) # 0.
Assim sendo, G & injetora.

(b) G & sobrejetora.

Seja H € Q(Cb(X;E), y [k,¢61). . Por ser H ¥ 0 um
morfismo. continuo, o conjunto M = Kern H C Cb(X;E), que
ideal maximal regular, & proprio e fechado. Pelo Lema 5.6

x € X tal que M(x) # E, ou seja, M{x}) ¢ E & proprio.

Seja £ € Cb(X;E) uma fungao tal gue H{f) = 1. Entao

homo-
é um

exisgte

f e
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uma identidade modulo M, pois, para todeo g & Cb(X;E), temos

1t

H{fg ~ g) H(f)H(g) - H(g) = 1 « H{(g) - H(g) = 0

e portanto £g - g € M.

Para cada u &€ E, seja u*¥ = uf € Cb(X;E} e vamos definir uma

funcao h :E * F como h{u) = H{u*), para todo u € E.

Se¢ u; e u, sao elementos de E, temos:

il

h(u1u2) = H(u1u2f) = H(f)H{u1u2f)

= H(fu1u2f) = H(fu])h(uz) =

1l

H(fuif)h(uz) = h(u])h(uz);

o que mostra gque h €& multiplicativa.

Seja I = Kern h.

Se u € I, entac H{u*) = h{(u) = 0, o que implica que u* € M.
Escolhamos g € Cb(X;E) tal que g(x) = u. E claro que gf~ g € M
e entao uf (x) - u & M{x).

Agora, f{uf) (x) = u*(x) € M(x). Segue-se entao que

u = u*(x) -~ [uf({x) - ul € M(x) C M(x).

Como M(x) C E & prdprio, temos que h # 0. Disto, e do fa-

to de h C E' ser multiplicativa, seque que h € A(E, II«1}).



~124-

Consideremos agora W = kern (h OGX). Queremos mostrar que

M CW. se g€ C (X;E) & tal que g ¥ W, entac h(g(x)) # 0, don-

de g(x) & I. Além disso, temos I C M{x) C M(x), M(x) & proprio

e I & maximal. Decorre dal que I = M(xX). Mas entac g(x) & M(x)
e pelo lema 5.6 g § M. Logo, M C W. Como M & maximal e W & um
ideal proprio fechado, segue gue M = W. Logo H = h oéx , ou se-

ja, G(x,h) = H.
(c) G & continua.

Para provarmos, consideremos um par (xo,ho) em X X A(E, II-H}}).
Dados € > 0 e uma fungac g € Cb(X;E), escolhamos uma vizinhanga

v de ho em A(E, [-1l) tal que para gualquer h € V,
| (h - ho)(g(xo))| < g,
Seja W uma vizinhanca de g(xo) em E tal que
|h(w -~ g(xo))[ < €,

para toedo weEW e h € V.

Consideremos também uma vizinhanga U de x_  em X tal que
g{x) € W para todec x € U. Entao, se (x,h) € U x V, temos que

g{x) €W e h € V, donde

lh{g(x) - g(xo))| < g



-125-

Assim sendo, para todo par (x,h) € U x V, temos:
[Gix,h) (g) - Gix_,h ) (g}] = |h{g(x)) - h (glx))] <

< Irtgx) = glx)) + (B - h)glx )| < e.

() G_1 & continua.

Com efeito, consideremos © net {HU] de funcoes de

AC, (XE), ¥ [k 0])

gue & convergente a H € A(Cb(X;E), v [k al).
Como G €& sobrejetora, existe um net [Xa] em X e um net [h@]
em A(E) tais gue Ha = G(Xa'hu} e existe um par (x,h} em

X x A(B, Ih-8)

tal que H = G(x.,h).

Seja f € Cb(X;E) tal que H(f) = 1 e seja o € A tal que,
para todo o > a_ |Hu(f)[ A 0,

Se ¢ & uma funcao em Cb(X;F), temcs

pf € Cb(X:E)

e, para todo o > o_ ,

O
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i

wl(xg) = olx )h (F{x )){h (£(x))] =
= b (v (x ) EGe DA (£)) 7" = B (pE)[8 (5]
Portanto.
¢lx,) = H (¢D)(H_(£)]
converge a
H(l,of)[H(f)]“1 = H(pf) = hip(x)£(x)) = ¢{x)h{f(x)) =
= @ (x)H(f) = ¢(x}.
Como X & ultra-regular e ¢ € Cb(X;F) & arbitraria, pela
Proposigao 5.3 segue gue x, X

Consideremos agora u € E. E claro que uf € C (X;E), e, para

b
todo o > ao, “temos
_ - -1 _
ha(u) = ha(u)ha(f(xa))[ha(f(xu))] =
- -1 -1
= ha(Uf(Xa))EHa(f)] = Ha(uf)fﬂa(f)J ’
o gque implica que ha(u) - H{uf) +« 1 = hiu).
Logo (Xu’ha} -+ (x,h) e portanto G_1 & uma fungao continua

do espectro de (Cb(X;E), ¥ [«,0]), sobre o produto cartesiano
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Xox MBI = 1),

COROLARIO 5.9: Seja X um espago Locadmente compacto e O-ddimen-

sdonal, Existe um homeomornfismo . entrhe X e 0 espago
&(Cb(X?F): Y [KrO] ) ¥

dade pela thansformacdo hix) = 6, -
Agui (X,7) serad um espaco topdlégico localmente compactc e 0-

dimensional e (F,|.|) um anel de divisdo ndo trivialmente valo-

rizado nao arguimediano completo.

TEOREMA 5.10: Sefa I um ldeaf de Cb(X:F) e segya 2{(I) 0 conjun
Lo de fodos os elementos x de X para 06 quadls g(x) = 0 paia
toda fungac g de I . Entdc uma funcdo f de € (X F) esta  na
yik,0l-aderencia de I se,e somente se, £(x) = 0 para todo x € Z(I).

Para uma demonstracac deste teorema veremos inicialmente o se

guinte lema:

LEMA 5.11: Sefam I e Z{I) como ne Teorema 5.10, mas considehre-
mes X oum espago compacito. Se uma funcac £ € C{X;F) ¢ ftal que

f(x) = 0 para tode x € Z(I), entac £ esta na adergncdia de I .

DEMONSTRAGCAO: Seja £ € C(X;F) tal gque f£f{x) =20 para todo

x € Z{(I}) e seda 0 < £ < 1. Consideremos o subconjuntc compacto
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A={x€X: |[f(x)|] > e} de X. E claro que A N Z(I) = ¢.

Para cada x € A, escolhamos hX € I tal gue hx(X) = 1. A

familia {Vx}xex formada pelos conjuntos  abertos e fechados

v, = ix €A : Ihx(x)~l| < £} & uma cobertura para A . Comc A @
compacto, existem XpreeesX €W A tais gque A T Vl U..WY Vn’ on
de Vi denota o conjunto Vx , 1 =1,...,n.
i
Consideremos a familia {Wi' i=1,...,n} de conjuntos aber-
tos e fechados dada por W] = V],
= \

W, v, W1,

W, = A K k =1

K - Vk igT WiHT R = reaasy,

que & disjunta e ainda cobre A. Consideremos também a fungao

h' (x) = XW]h1(x)+...+anhn(x), para todo x € X, onde por fH_ es-
tamos denotando a fungao hx.' i=1,...,n.
i
Obtivemcs assim uma fungao h'! em I, pois para cada
i=1,...,n, hi € I e Xy € Cb(X;F). Além disso, h'(x} # 0
para todo x € A. Pelo Teoiema 0.15, existe k' € C(X,F) , COom
K'(x) = [h' (x)] ! para todo x € A e 0 < |k'(x)]| < |h'(x)|_i

para todo x € X,

)

Se h h'k', temos que h € I, h(x) =1 para todo xXx € A e

Ihl < 1,

Tomando a fungao g = fh em I, temos

[£(x)-g(x)| = [£(x)] . |1-h(x) | = 0,
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se €A e |f(x)~-g(x)| < .1 =€, se x & A, ouseja, |f-g]|<¢,

do que segue gque f pertence a aderencia de I .

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 5.10: Seja f € Cb(X;F) uma fungao per-
tencente a v[k,c]-aderéncia de I. Do fato de « C yik,0l, segue
que £ esta na k-aderéncia de I. Para cada elemento a do conjun

to t—-fechado

1

Z(I) = N g (0) ,
g€l
consideremos a fungao 6a : Cb(X;F) - P definida por 6a(f} = f(a).
Seja v, = {x € F : |A] <€} e consideremos uma x-vizinhanga

W da origem em Cb(X;F) dada por

i = 1 = B . . = [ i

W If € CL{XiT) & Py oy (D) [f(a)y| < e} .
Se £ € W, entao ]éa(f)| = |fla)| < e, o que implica que
Ga(f) & Ve' Tste mostra que Ga. & k-continua e portanto & v lk,0) -

continua. Agora, se a € Z(I), entao éa(g) 0 para todo g € I.
Logo, da v (x,ol-continuidade de 6a_, temos Ga(f) = 0 para teda
fungace f pertencente a vylk,0l-aderencia de I. Assim £f{a) = 0,

para todo a € Z(I).

Suponhamos agora gue f(x}) = 0 para tede = € Z(I) e vamos

provar que f estd na vyl[k,0}l~aderéncia de I.

Seja B = B(O,ﬂfﬂm) e seja Kk um subconjunto compacto de X .

Como I & um ideal de €, (X;F), o conjunto I/K €& um ideal de

b(
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C(K;F). Com efeito, sejam f € I/K e g & C(K,F}). Da definicao,

existe f € Cb(X;F) tal gue %/K = f e pelo Teorema 0.15, exis-~

te uma funcae g € C _(¥X;F) gqgue & a extensdo de g a X. Mas I &

b
ideal de Cb(X;F), logo §f € I, do gue segue que

gf = §/K.f/K € I/K.

Comc f£/K = 0 para tode x € Z{I/K), vem, pelo Lema 5.11, que
f/K pertence a aderéncia de I/K. Entdo existe h € I tal gque
PK(ﬂ—f) < £€. Além disso, temos claramente pK(ﬂ) < FEI+1.
.

Seja H = (ﬁ—f)ﬁ (B(0,1}), que & um conjunto aberto e fechado

o

e contém K. Tomando h € Cb(X;F) dada por h =¥ temos

H® !
h € I, h(x) = ﬂ(x), se x € H e hix) =0 se x & H.

Logo #hl < 1+Ifl  istc &, h € B.

Concluimos dal que h € I N B e pg(h-f) < ¢ o que implica

gue f estd na rk-aderéncia de I N B.

Como ¥ e vylk,0] coincidem sobre B, conclulmos que £ estd
na 7vlk,o]l-aderéncia de I N B e portanto estd na vlk,0l-aderén

cia de I.
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