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Resumo

O objetivo deste trabalho € construir um isomorfismo de espacos de Wiener
abstratos (AWS) entre o espaco de Wiener candnico dado pelas trajetdrias do movimento
browniano (i, Hom, Col0,11) e um espago de Wiener abstrato (i, L, V), definido sobre um
espaco vetorial normado dado por um subconjunto do espaco de todas as seqiiéncias de
numeros reais. Além disso, apresentamos uma generalizacfo da construcfio feita por Paul
Lévy da medida de Wiener no espacgo de fungdes continuas Co[0,1]. Mais precisamente,
Paul Lévy construiu a medida de Wiener a partir da integral do sistema ortonormal
completo de Haar. No nosso trabalho, tomamos a integral de uma base ortonormal
gualquer de L*([0.1], B([0,1], m), onde B([0,1] é a o-dlgebra de Borel do intervalo [0,1] e
m é a medida de Lebesgue.

Abstract

In this monograph we construct an isomorphism of abstract Wiener space (AWS)
between the canonical Wiener space given by the trajectories of the Brownian motion
(1, Hom, Co[0,1]) and the AWS (i, L, V) defined over a normed vector space given by a
subset of the space of sequences of real numbers. Moreover, we present a generalization of
Paul Levy's Wiener measure in the space of continuous functions Co[0,1]. Precisely, he
constructed the Wiener measure from a series of gaussian random variables multiplied by
the Haar orthonormal basis of L7 ([0,1], B([0,1], m), where B([0,1] is the Bore! c-algebra
in the interval [0,1] and m is the Lebesgue measure, we extend this method to a general
orthonormal basis of this Hilbert space.
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Prefacio

Neste trabalho, estudamos dois resultados dentro da teoria de Probabilidade. Primeiro,
fizemos uma generalizagao da construcao da medida de Wiener feita por Paul Lévy. De-
pois, estabelecemos uma isometria entre os espagos de Wiener abstratos (7, Hoy, Co [0, 1))
e (1,05, V).

Norbert Wiener foi quem introduziu em uma série de artigos escritos na década de
vinte (ver M. Kac, 1980 e referéncias contidas nele) o tema sobre integracio em espagos de
fungbes. Mais tarde, reuniu alguns aspectos de seu trabalho em um capitulo sobre fungoes
aleatérias no livro “Fourier Transforms in the Complex Domain”. Wiener construiu uma
medida no espaco Cy {0, 1] das fungdes f : [0, 1] — R continuas com f (0) = 0, baseada nas
leis de probabilidade de transicdo do movimento browniano estabelecidas por Einstein e
Smoluchowski.

Consideremos a o-élgebra em Cy 0, 1] gerada pelos conjuntos de funcGes que nos
tempos

O<t;<ta<...<t, <1

assumem valores nos intervalos

(ah 181) ? (012, 162) 3 eee (aﬂaﬁn) ’

ou seja, os conjuntos da forma

{f = CO [Ga 1];31 < f(tl) < ﬂl:a2 < f(tg) < ﬁQ! ey Ol < f(tﬂ) < ﬁn}‘

A medida (ou probabilidade) atribuida & esses conjuntos ¢ dada, pela teoria de



Einstein-Smoluchowski, por

191 52 n

ff fP(D | Il,tl)P(.’El I $2,t2 — tl) P(mn_ ‘ En, tn-—l) dxldwz...dmm

xy G2

onde P (z | y;t) é o micleo do calor (solucao geral de % = A.Au) dado por

PN (y—2)°
P(ffiy:f)—ﬁexp("T)-

Wiener provou que, se GGy, Gy, Ga, ... s80 varidveis aleat6rias gaussianas independentes,

cada uma com média zero e varidncia 1 entdo

(a) a série
co -1

Gty T GE e“""“t

fm] fuedn—1

converge uniformemente com probabilidade 1;

(b) se denotarmos por f{t) a soma da série acima, tem-se

P({al < f(tl) < ﬁl: ey O < f(tn) < /81:}) =

B Bn

= ffP(O P 213t1) o P (Zn1 | i tn — ta1) dz1...dZx,

a;
onde P é a medida de probabilidade produto das varidveis gaussianas e P (z | y;t) € dado
acima.

Isto significa que a medida no espago Cj [0, 1] consistente com a teoria fisica do movi-

mento browniano fica estabelecida pela transformacao dada por

o 21
FO=Gt+3 3 G \/—-sen'rrfct
n=1k=2n-1

de C; [0, 1] no espago produto infinito R X R x R X ... com a medida produto das varidveis



gaussianas.

Observacgao 1 A transformac¢do acima ndo € 1-1 pois, enguanto pare cade f(t) em
Cs [0, 1} corresponde uma tnica segiiéncia Go, G1, Gs, ..., a rectproca somente é verdadeira
fora de um congunto de seqiiéncias de medida nula (lermbremos que a série em (a) converge

uniformemente com probabilidade 1).

Mais tarde, Paul Lévy fez uma construcdo alternativa da medida de Wiener, descrita
por Ciesielski [5] :

Consideremos o sistema ortonormal completo de Haar, cujas funcoes

ho(t),ho (£),0< k< 2" —1,0<t < 1

séo dadas por
ho (1) = 1;
k kE+3
W <t< 2
k 1
B )= vz, fra o, Rl
2n n
0 caso contrario,

paran=10,1,2,...
As funcoes de Schauder
So(t) =t
i

S® (1) = ] B (s) ds,n = 0,1,2, ..
4]

formam uma base para o espago das fungGes continuas f : {0,¢] — R, com f(0) = 0,
0 < t < i no sentido que toda f é unicamente representado como uma série uniformemente

convergente de funcoes de Schauder:

O =as% )+ s 5 o8P ().

n=0 k=0
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Para se obter a medida de Wiener, basta substituir a sequéncia dos al,s por varidveis
aleatérias gaussianas independentes Gy, Ggf.), cada uma com média zero e varidncia 1.

No nosso trabalho construimos a medida de Wiener generalizando a construgio de
Paul Lévy no sentido que definimos as funcdes de Schauder a partir de uma base ortonor-
mal qualquer do L? ([0, 1], B([0,1]) ,m), onde B ([0, 1]) é a o-dlgebra de Borel do intervalo
[0,1] e m é a medida de Lebesgue. Isso ¢ possivel se considerarmos o produto interno em

L% ([0,1],B(]0,1]),m) dado por

<fg>= / £(s)g(s)ds,
1]

de modo a obtermos o L? ([0,1], B ([0, 1]) ,m) como um espaco de Hilbert separével.
Definimos as fungtes de Schauder pelas integrais

S, (t) = jh" (s)ds.

Tomando uma seqiiéncia de varidveis aleat6rias gaussianas {X,,n > 1} indepen-
dentes, definidas em um espago abstrato de probabilidade (X, Fx,Px), cada uma com
média zero e varidncia 1 e considerando o espago produto infinito enumerdvel de (X, Fx, Py),

que chamamos ({2, F,P), definimos, para cada n € N,

Za (10,8) = g X; () 8 (),

ondet € 0,1l e w = (w1, wy,...) €, comw; € X, j €N,

Provamos no Capitulo 1 que, para cada t € [0, 1], a seqiiéncia {Z, (,,t) : n > 1} con-
verge P-g.c. e em L? (Q, 7, P) para uma varigvel aleatéria Z (.,1). Além disso, o processo
{Z (w,t),w € Q,t € [0,1]} possui uma versdo separdvel {W (w,t),w € Q,t € [0,1]} cuja

convergéncia se dd uniformemente em ¢ para quase todo w € €.



Se escrevemos

W: Q — C[)[O,}.]
w o~ Wi(w,.),

temos que W : 2 — (4 [0, 1] é uma varidvel aleatéria sobre (2, F). Entdo, a medida de
Wiener é dada pela probabilidade induzida u = W.P sobre (C; [0,1], B(C, [0, 1])), onde
B(Co [0, 1]) é a o-slgebra de Borel do () {0, 1].

O segundo resultado deste trabalho é a construcdo de uma isometria entre os espacos
de Wiener abstratos (¢, Hoar, Co [0, 1]) € (4,13, V), definidos abaixo.

Consideremos o espago Heay, denominado espago de Cameron-Martin, de todas as
funcoes f : [0,1] — R absolutamente continuas tais que f (0) = 0 ¢ a derivada f’ estd em

L*([0,1], B ([0,1]),m). Tomamos em Heuy 0 produto interno <, >y,,, dado por

< .9 >How= f F(9)d ()ds.
1)

Com este produto, Hcopyr € um espaco de Hilbert separdvel.

Podemos definir em Hops wima semi-norma mensuravel da seguinte forma:

|F17e¥ = sup |F (¢)].

t£0,1}

O completamento do Cameron-Martin em relacdo 4 essa semi-norma corresponde ao
espaco Cy [0, 1].

Obtemos desta forma o Espago de Wiener Abstrato (z, Hour, Co [0, 1]).

Consideremos agora uma base ortonormal {h, : n > 1} do L?{[0,1},B([0,1]) ,m) e

tomemos, para cada n € N, as funcoes de Schauder

t

S (t) = f b (s) ds.

o



Provamos no Capitule 2 que, para toda seqiiéncia {a,} € Iy, a série

i arSk () 5t € [0,1]
k=1

converge uniformemente em ¢. Assim, definimos em /; a semi-norma mensurével

i axSk (t)

an}? = sup |55 }

t€l0,1}

O completamento de l; em relacéio & semi-norma H"f é dado pelo conjunto

V= {(al,ag,...) € R*: sup
£€[0,1]

i @Sk (t). < oo} :

kel

Obtemos desta forma o Espaco de Wiener Abstrato (¢,1,, V).

Podemos estabelecer uma isometria ¢, entre o espago de Cameron-Martin e o espaco
ly a partir da seguinte caracterizacao de Hgjs apresentada no Capitulo 2:

Seja {hn : m = 1} uma base ortonormal de L* ([0, 1}, B ([0,1]),m). Ent&o uma funcéo

f:[0,1] — R estard em Hgpy se e somente se existir uma seqiiéncia {a,},,~, € [ tal que

i

F{) = lim iakfhk(s)ds

o

com convergéncia uniforme em ¢.

Definimos entao uma funcéo ¢, : Hepy — I» dada por

&1 (f) = (@1,02,0a3,...} € la.

A funcao ¢; é de fato uma isometria entre 0s espagos Hgys e Iz, como mostramos no

Capitulo 2.
Além disso, considerando as medidas de Gauss py_,, em Heow € 1y, em by, temos

que((6), Lrg,, ) = b, © ((611), ) = £y, OU seja, ¢; preserva a medida de Gauss.

8



Podemos estender ¢, a uma fungdo ¢ : Cp [0,1] — V. Basta notarmos que as fungdes
{8, : n > 1} formam uma base de Schauder para o espago Cy [0, 1], ou seja, para toda
f € Cy[0, 1], existe uma sequéncia {a,} em V que satisfaz

F0 =S asi®):teb .

Por outro lado, dado um elemento {a,} € V, existe uma funcéo f € Cy [0, 1] tal que
a relac&o acima é vdlida.

Assim, estendemos a isometria ¢, para uma funcio ¢ : Cp [0, 1] — V dada por

(,IS(f) = (a’}.:a2a---) € V.

A estrutura desse trabalho ¢ feita da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos o primeiro resultado, ou seja, a construcdo da me-
dida de Wiener através de uma base ortonormal qualquer do L2 ([0,1],B([0,1]),m).
Para isso, provamos primeiro que, para cada t € [0,1], a sequéncia {Z, (.,t):n > 1}
¢ um L%-martingale e, portanto converge P-g.c. e em L?(Q}, F,P) para uma varidvel
aleat6ria Z (., t) : {1 — R. Mostramos, depois, que o processo {Z (w,t),w € §,t € [0,1]}
possui uma versao separdvel e mensurdvel no sentido de Doob, que denotamos por
{W (w,t),w € Q,t € [0,1]}. Finalmente, provamos que a sequéncia {Z, (w,t) :n > 1}
converge uniformemente em ¢ para W (w,t) para quase todo w € Q.

No Capitulo 2 estudamos primeiro uma caracterizacao do espago de Cameron-Martin,
estabelecendo uma isometria ¢, entre este e 0 espaco l;. Definimos a medida de Gauss em
um espaco de Hilbert e mostramos que a isometria ¢, ¢ invariante em relacdo a ela. Con-
struimos os espagos de Wiener (i, Hear, Cp [0,1]) € (4, 12, V) e finalmente estabelecemos a
isometria ¢ entre eles.

Os Capitulos 3 e 4 foram chamamos de Apéndices por conterem as definicoes e resul-

tados bésicos da teoria de Probabilidade usados nos dois primeiros Capitulos.



Capitulo 1

Processo de Wiener

Seja Co [0, 1] o espago das fungdes f : [0,1] — R continuas com f (0) = 0. Considerando
a topologia da convergéncia uniforme, podemos munir Cj [0, 1] com a o-4lgebra de Borel
B(Cy[0,1]). Neste primeiro capftulo, construimos uma medida de probabilidade sobre
(Co[0,1], B(Co[0,1])) denominada medida de Wiener. Para isso, definimos wma sequén-
cia de processos aleatérios gaussianos { Z, (w,t) ,t € [0,1],w € Q : n > 1} com trajetorias
continuas e mostramos que esta sequéncia converge uniformemente em ¢ (a menos de um

conjunto de medida nula) para um processo de Wiener.

1.1 Construcao do Processo de Wiener

Consideremos o espago de medida ([0, 1], B(|0, 1]}, m), onde B [0, 1} é a o-4lgebra de Borel
no [0, 1] e m é a medida de Lebesgue. Denotamos por L% = L*([0, 1], B([0, 1]), m) o espaco
das funces f : [0, 1] — R quadrado integréveis com o produto interno dado pela integral

< fig>= / £(5)g(s)ds.

Sabemos que, com este produto interno, L? & um espago de Hilbert separdvel. Seja

10



{hn :m > 1} uma base ortonormal de L2. Para cada n € N, definimos as funcdes

t

&@:/m@@

o

denominadas de fungtes de Schauder.

Notemos que, para cada n € N, S, € Cy [0, 1] & absolutamente continua. Além disso,
mostramos no Capitulo 2 que as fungdes S, formam uma base de Schauder de Cj [0, 1].

Consideremos agora um espago abstrato de probabilidade (X, Fx,Px) e tomemos uma
sequéncia «[Xﬂt :m > 1} de varidveis aleatdrias gaussianas, independentes e identicamente
distribuidas, com média zero e varidncia 1, definidas sobre (X, Fx,Px). Seja (2, F,P) o
espaco produto infinito enumer4vel, onde 2 é o conjunto das sequéncias w = (wy, ws, ...),
com wy, € X, para todo k, F é a o-4lgebra gerada pelos cilindros e P é a probabilidade
produto (Apéndice 1). Para cada n € N, definimos

Zn (w,t) = in (w;) S; (2),

onde w € §2 et € [0,1]. Observemos que, para cada n € N, Z, (w,t) é mensurdvel em
relacho & o-dlgebra produto F x B ([0, 1]).

Proposigao 1.1 Para cada t € [0,1] fizo, existe uma varidvel aleatoria Z (.,t) tal que
nhm{}go Zn ., t) = Z (1)
em L? () e Pg.c.

Demonstragio: Vamos provar primeiro que, paracadat € [0,1], asequéncia {Z, (.,£) :n > 1
& um L*-martingale discreto (Capitulo 4) sobre o espago de probabilidade (£2, F,P) com
respeito & filtragdo (F,),>, dada por

fn == O"{X;,.XQ, Xn} n e N.

11



A familia {Z,(.,t),n > 1} é claramente (F,)-adaptada, como também & claro que
E[|Z.(., t)F] < 00,1 < p < co. Além disso,

E(Zua(,t) | F] = E [gxk(.)sk(t) | fn] _
w B [gi:l Xi(-)Se(t) | fn:l + E X1 ()Sns1(t) | Fo] =

- E_% Xu()Sk(t) = Za(,8) Pgc.

pois, como as varidveis aleatérias {X;} s@o independentes, segue que

B {X0:1()Sns1(t) | Fo] = Spea (BB [Xnss ()} = 0.

Logo, paracada t € [0,1], {Z, (,,t) : n > 1} & martingale.

A seguir, vamos mostrar que sup E [Z2 (.,t)] < oc. Tomamos, primeiro
n

E[Z(.t)] = B (En: Xk(.)sk(t))g] =K [(y_; Xk(.)Sk(t)) (Fil Xk(.)Sk(t))] =

- E zz:(xk( )Sk(8) (X3()S; (t))] S 3 B [(X()SB) (OSSO =

kwl j=1 k=1 g=1

L]

= 3 S SOSOEXOX0) = 3 50 =3 (zhk@)ds) -

k=1 j=1 k=1

3

= 3y (}Jm (s)hk(s)d.s) 2 .

k=1 \0

Entao

wups (72,0 = o 5 (Fos(oa(ds ) = tim 3% ([ Toutophe(orts)

neN n—o0 £
Aplicando a identidade de Parseval, obtemos

(X)

supE [Z2(, )] = ( [ Ioy (s)hk(s)ds) = | Tyl . =t < 0.

ngN k=1

12



Portanto, para cada t € {0,1], {Z.(.,t) : n > 1} & um L?-martingale. Segue do Teo-
rema 4.3 e Proposigio 4.8 do Apéndice 2 que, para cada £ € [0,1], existe uma varigvel
aleatéria integrével Z (.,t) : {2 — R tal que

Zu(st) — Z(,t) Pgc.eem L* (), F,P) e
E[Z (':t) l fn] = Zn (‘:t) P-g.c.

Temos que

Z: QxT — R
(w,t) = Z(w,t)
define um processo aleatério gaussiano. De fato, desde que, para todot € [0,1} en € N,
as varidveis aleatorias Z, (.,t) so gaussianas, entdo Z (.,1) = nﬁ._{gozn (.,t) P-gc também
é gaussiana (Apéndice 1 - Proposicio 3.3 e Teorema 3.10). Com isso, obtemos uma

famflia de varidveis aleatérias gaussianas {Z (.,t) : £ € [0, 1]} que & um processo aleatério

gaussiano.

Lema 1.2 O processo Z possui as seguintes propriedades:
1. A varidneia de Z é dada por B[22 ()] = t;
2. A covaridncia de Z é dada por T (s,t) = B{Z (,,s) Z (,,t)] = min{s,t}, s, € [0,1];

3. O processo {Z(.,s) — Z(.,t)} possui média B{Z (.,s) ~ Z (.,t)] = 0 e varidncia
E{(Z(,8) - Z(,t)]=1s—1t, s,t €[0,1].

Demonstragio: (1) Como Z, (.,t) é L*>-martingale para todo t € [0, 1], segue que, para
cada t € [0,1] a familia {Z,(.,) : n > 1} é uniformemente integravel. Utilizando o

13



Teorema 4.13 do Apéndice 2, obtemos

E[Z°(,1)]

C o 2 o
E (ZXk(-)Sk(t))] [ ZXk()Sk(t) (Z ()S(t)]

- E zzxxk()sk(t))(xosan} 5 5 BIX0S0) (505 0)

= S GOS8 OEX ()X ().

k=1 j=1

Como as varidveis {X;} sdo independentes, segue que

2

E {Zz (., )] 2 SZ(t) = (f he (s) ds) = g:} (Z Tz (8) b (3) ds) )
Pela identidade de Parseval,
B[22 ()] = |ngl =+

(2) Sejam s,t € [0,1] com s < £. Temos que

k=1 j==1

B(Z(.s)Z(.t)] =E Lﬁﬁ X5 () Sk (s) i": X;()S; (t)] =B [i $ (X () Sk (5) X; () 8 (1)
Novamente pelo Teorema 4.13 obtemos

BIZ(,9)Z(.0)] = i“li(m[xk()sk(s)x (80 = £ 5 595 B () X, ()]

k=1j=1
1

- Ss@s0=3% [ Toahs @) [ o (w)
el § v
0 0

Pela identidade de Parseval,

E[Z (., S) Z(.,t)] = < I[e,t],fig,,g; > = S.
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(3)Temos que

BZ(,5)~Z(,8] = B [i X ()50 () = 5 X ()50 (t)] -

oy [f Xa () (5a (5) — S (t))] = £ (50 - S BE () =0

e, tomando s <1,

E[(Z(.8)=Z(, )] = B[Z%(,s)~2Z(,8) Z (., t)+ Z2(,1)] =

= s—28+t=1—s.

A seguir, vamos provar que o processo {Z (w,t),t € [0,1],w € Q} possui uma modi-

ficacéo separdvel no sentido de Doob (Apéndice 1) com trajetérias contfnuas P-g.c.

Lema 1.3 Existe um processo aleatério gaussiano W = {W (w, ) : w € Q,t € [0, 1]} separdvel

e mensurdvel tal que

P(W (.,8) = Z (1) =1LVt e0,1].

Demonstragao: Considere, para cadan e Nek = 1,...,2" os intervalos

ol k) e k=1,.0m
c . - on Tom
nk — E—1

[ o L1 se E=12"

Temos que, para todo n € N, os intervalos Cy, , formam uma partigdo B-mensurével
do intervalo [0, 1], ou seja,

Coi € B([0,1]),Vk=1,...,2%

Cn,k; N Cn,kg = @;

15



2!’}.
kglcn’k = [G, 1] .

Definimos
Wy (w,t) = Z (w,%) set € Cpy.

As funcdes W), sao processos aleatdrios gaussianos mensurdveis (observe que cada W,

é uma funcéo escada).
Utilizando a desigualdade de Chebychev, obtemos, para cadan € N,

P (|W,, (w,t) — Z (w, t)| > -11;) < RE[(W, (w,t) — Z (w,8))*] =

= n’E [(z (w ;j—;) —~ Z (w, t))2]

quando ¢ € Cpg. Assim,

1 k 1
_ N2 4l <2
P (]Wn (w,t) — Z (w,t)| > ’n) <0’ o tl <no
e, portanto
< 0.

> P (IWn (w,t) = Z (w,8)] > i—) <Snio

n=1
De fato, pelo teste da raiz,
1\* 1 1
" i
lim (ﬂ.2*—-) = '2- Hm (ﬂ?); B "2' < 1,

n—c0 an

logo, a série é convergente.
Utilizando o Lema de Borel-Cantelli, obtemos

B(W, (w,t) — Z (w,t)) = 1,Vt € [0, 1].

16



Definimos, entdo, o processo aleatério gaussiano

W (w,t) = lim sup W, (w,t);w € Q,¢t € [0, 1].

Temos que W :  x {0,1] -+ R & mensuravel e P(W (.,t) = Z(.,1)) = 1 para todo
telo,1].
Falta provar que o processo W é separdvel. Observemos que, se t = —2% para algum

neNek=1,..,2" entdo W (w,t) = Z (w,t) para todo w € (.

Assim, para todo w € Q,

W (w,t) = lim sup Wn(w,t)z]imsupZ(w,i> =

00 T OO Al
. k
= lim sup W ('w,»é;;) ,
n—eo
com
k 1
— =t < N
o ‘ 5 €

Isto significa que, dado £ > 0,

W(w,t)e{W( ,%) :neN,[z—}i-*tlss},

ou ainda,

W (w,t) € {W (w,s): s € SN B{t,e)},
onde S = {%:neN,kzl,...T}. 0

Vamos mostrar agora que W possul trajetérias continuas P-g.c.. Para isso, utilizamos

o seguinte Teorema:

Teorema 1.4 (Fernique, pag.47) Seja X = {X (t,w),t € [0,1],w € Q} um processo
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aleatorio gaussiano separdvel e seja ¢ : [0,1] — R" a fungdo definida por

w(h) = sup \/T'(s,8) — 2T (s,2) + T'(t,1),
3,te(0,1]
|s—ti<h

00
onde I' é a covaridncia de X. Suponha que a integral f @ (e"’z) dz seja convergente.
—00

Entdo, as trajetorias de X sdo continuas P-q.c.

No nosso caso, temos que, para s,t € [0, 1],

Cov[W(.,s)W{(, )] =0 (s,8) = Cov|Z(,s) Z (.,t)] = min{t, s},

logo
@(h) = sup \/s—2min{s,t} +t= sup Vit = s = vh.
5,86{0,1) 8,8€[0,1]
ls—ti<h js—ti<h
Portanto

o o
/'go(e”mz)dm:f\/;;gdx < oC.
b 0

Pelo Teorema 1.4, W tem trajetérias continuas P-g.c.

Teorema 1.5 O processo W é wm processo de Wiener (movimento browniano gaus-

siano.
Demonstracdo: Devemos provar que
1. A covaridncia I' (s,t) = B[Z (.,) Z (., 5)] = min {¢, s};

2. O processo {W(.,s) — W (.,£)} tem distribui¢do gaussiana com média zero e va-

risncia |t — s|, Vs, t € [0,1];

3. W tem incrementos independentes;

18



4. W tem trajetérias continuas P-q.c,

Os itens (1) e (2) seguem imediatamente do Lema 1.2 ¢ o ftem (4) foi provado acima.
Vamos, entao, provar o item (3):

Consideremos u, v, s,t € [0, 1], tais que u < v < s < t. Entéo
E{W (,v) - W (,u)(W(H)-W(, )=

=EW (o)W () —W(o)W (.8 -W(u)W(H+W(u)W(,s)=

=y —p—u—u=_0

Finalmente, vamos mostrar que a convergéncia da sequéncia {Z, (.,t) : n € N} se d4

uniformemente em ¢ para W (., t) P-g.c. Para isso, utilizamos a seguinte lema:

Lema 1.6 Sejat € [0,1] fizo e seja {t,},,., uma sequéncia em [0,1] tal que
(1) t, conwerge para t;
o0
(2) 8n = [t, — t| satisfaz 3. 63/% < .

n=1

Entdo, Z, (.,tn,) — W {(.,t) Pg.c..

Demonstracao: Fixado n € N, suponhamos que ¢, < {. Entfo, pela desigualdade de
Chebyshev,

P [{w € Q1| Zn (w,tn) — Zn (w,8)] > 5;/4}] < (6—3/3)2193 [(Zn (w,t0) ~ Z, (w,8))] =

5n {(ZXk()Sk(tn)—Z-Xk()sk(t))} l:(i: ()/hk(s ):!m

1 2 1 2
= gg}iE (&2 Xx () 0/ It (5) P () dS) = g};@k; ( f It 4 (8) i (3) dS) <
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1 2
1 &= 1
< 5172 k; (/ I, (8) b (5) 073) = i730n = 652

0 7

Notemos que, se t, > t, o resultado é andlogo, logo
2 P{1Z () = Zu (w,6)] 2 8Y4} < T8 < ox,
Pelo Lema de Borel-Cantelli obtemos
| Zn (., t0) — Zn (., 2)| — 0 P-g.c. quando n — +o0.
Desde que, para todo w € €,

| Zn (w, b} — W (w,1)]

Il

Zp (w,ty) — Zn (w,t) + Z, (w,t) — W (w,t)] <
< |Z‘n (w$tﬂ) ~ Zn (wtt)l + 1Zn (wvt) - W(“":ﬂl 1

segue que

| Zn (o tn) — WA, £)] — 0 P-gec.

Teorema 1.7 (convergéncia uniforme emt)

lim sup |Z,(.,t) =W (,t)] =0 Pyg.c,

n—0 te(0.1)
isto é, Zn (w,t) converge uniformemente em t para W (w,t) para quase todo w € €.

Demonstragao: Vamos supor que a convergéncia nao é uniforme P-g.c., ou seja, que
existe um conjunto A € F, com P[A] > 0 tal que Z, (w,t) ndo converge uniformemente

em t para Z (w,t) se w € A. Entéo, existe ¢ = ¢ (w) > 0 tal que, para todo n € N,
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podemos achar um j > n tal que
!Zj (w:tj) - W(wat}')l > £

para algum ¢; € [0,1] e w € A. Assim, obtemos uma subsequéncia {Y;} de {Z,} e uma
sequéncia {¢;} C [0,1] tal que

(1) Y, (w,tn) — W w, t,)| >e,Vn € N,Vw € A,

Desde que o intervalo [0,1] é compacto, a sequéncia {t,} admite uma subsequéncia

convergente o {0, 1] que também denotamos por {f,}. Seja 7 = lim t,. Definimos
T OO
61;2 lT"tnl,nzl.

Ao tomarmos qualquer enumeragdo da sequéncia {¢,}, tomamos outra subsequéncia
{tn, } com

nkminf{neN:[T——tnl<(1/k)4}.

Desta forma, a subsequéncia {t,, } C {t,} ¢ tal que

I, — T €

S < S (/K <o
k=1 k=1

Pelo Lema 1.6, Z,, (.,tn,) — W {.,7) P-g.c. Além disso, como W (w,.) é continua
P-q.c. segue que, a menos de um conjunto de medida nula, W (w,t,, )} — W (w, 7).
Entdo temos que, a menos de um conjunto de medida nula, dado ¢ > 0 e w € ),

existe um ko (£, w) € N tal que, para todo k > ko (e, w),

Yo, (w,tn,) — W(w,tn )| = [Yo (w,tn,) —~ Wi, )+ W(w,7) - W(w,t,)| <
< !Klk (w‘ltnk) - W(“’?T)! + IW(w?T) - W(watnk)l < E.



Observe que ky muda conforme o w que tomamos, mas sempre vai existir um, o que

contradiz a expressao (1). .

Coroldrio 1.8 (Convergéncia uniforme em (w,t)} Dado § > 0, existe um conjunto

Y comP(Y) >1—6 tal que

lm sup |Z,(w,t) — W (w,t)| =0,
=00 1210, 1]
wef)

isto &, Z, (w,t) converge uniformemente para W (w,t) em € x [0,1].

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, a sequéncia de fungdes sup [Z, (w,t) — W (w, t)]
te[0,1]
converge para gero P-g.c. Pelo Teorema de Egorov, dado § > 0, existe (' C ), com

P(QY) > 1— 6 tal que

sup ]Z'n (w:t) - W(wat)l — 0
t<(0,1]

uniformemente em (V. .

1.2 Medida de Wiener

Consideremos o espago Gy [0,1] com a norma ||f|| = sup |f(#)]. Entio, temos que
d(f,9) = |If — gl ¢ uma distancia em Cy[0,1] e deﬁ;i[ﬁg] topologia da convergéncia
uniforme. Definimos a o-dlgebra de Borel B(Cy[0,1]) de Cy[0,1] como a o-slgebra
gerada pelos abertos desta topologia.

Vamos definir a medida de Wiener no espago (Cy [0, 1], B (C; [0,1])). Para isso, es-

crevemos:
W: Q - Col0,1]

w - Ww,.)
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Podemos ver claramente que W & uma varidvel aleatéria sobre (2, 7). A medida de

Wiener & a probabilidade induzida p = Z,P sobre {C; [0,1], B(Cy [0, 1])).
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Capitulo 2

Espacos de Wiener

Neste Capitulo, estabelecemos uma isometria entre os espagos de Wiener Abstratos
(3, Hopr, Co [0,1]) e (4,12, V), onde Heys € o espago denominado Cameron-Martin e V
& um subconjunto de R*. Para isso, estudamos primeiro uma caracterizacao de Hpjy de
forma a estabelecermos uma isometria ¢, entre este e o espaco [; das sequéncias quadra-
do somaveis. Depols mostramos que a medida de Gauss, a ser definida, ¢ invariante em
relagdo 4 isometria ¢,. Finalmente, estudamos cada um dos espagos de Wiener acima e

chegamos & isometria entre eles.

2.1 Caracterizagcao do Cameron Martin

Consideremos o espago Heoar C Co [0, 1] de todas as fungdes f : [0, 1] — R absolutamente
contfnuas tais que f(0) = 0 e a derivada f’ estd em L? = L2([0,1},58([0,1]) ,m), onde
m € a medida de Lebesgue. Tomemos em Hgy 0 produto interno <, >p.,, dado pel

integral

1
< f.g >Hcmﬂff' (s) g (s)ds.
)

Com este produto, Hepy € um espago de Hilbert separdvel (Kuo, pag. 88). Sej
{h, :n > 1} uma base ortonormal de L?. Como f' estd em L%, pela identidade ¢
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Parseval, existe uma tnica sequéncia {a,} € {» tal que
; n
F(#) = lim > aghy (t)
=0 o]

com convergéncia no L2,

Desde que a convergéncia no L? implica em convergéncia no L', segue da Proposicéo

3.4 do Apéndice 1, que

k=1

Tim j 3 axhs (s)ds = j F (s)ds = £ (¢)

uniformemente em ¢. Ou seja, existe uma tinica sequéncia {a.} € I, tal que

1]

£ = nlggggj ak/hk (s) ds.
-1 /

Por outro lado, se tomarmos uma sequéncia {a,} € I, existe uma vnica funcio g € L?

tal que
g(t) = lim >° axhy ()
RO o]

com convergéncia no L?. Novamente pela Proposicio 3.4, temos

t ¢ ¢
/g(s)dsz]im/Eakhk(s)deHmZakfhk(s)ds
n—oo [ g2 no0 k21

0 0 0

com convergéncia uniforme em ¢. Logo, existe uma tnica funcdo f absolutamente con-

tinua, com f {0) = 0 tal que

t

f(t):]g(s)dsz lim iak hi (8)ds.
0 TR

Com isso, obtemos a seguinte caracterizacio do espago de Cameron Martin (Hear):

25



Proposic@o 2.1 Seja {h, : n > 1} uma base ortonormal de L?. Uma funcéo f € Cy [0,1]

estard em Hcar se e somente se existir uma sequéncia {a,} € Iz tal que

i

f{t) = lim Zakfhk(s)ds
=1
com convergéncia uniforme emt.

Podemos, entao associar a f uma funcéo ¢, : Hoyr — lg, definida por

é; (f) = (1,02, 03,...) € lo.

Teorema 2.2 A funcdo ¢, estabelece uma isometria entre os espagos de Hilbert Hon e
ly.

Demonstragao: Sejam f,g € Hcy. Tomamos as sequéncias {a,}, {b.} € b2 tais que

£(£) = lim 3 auhe (2

g (t) = lim 3 behy (2)

com convergéncia no L?. Utilizando a identidade de Parseval, obtemos:

1
< f,Q PHem™ /f’ (3) g’ (3) ds = gakbk =< {a'n} s {bﬂ} PR=< ¢1 (f) » ®1 (9) >y -
J =
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2.2 Medida de Gauss

Nesta secdo, mostramos que a medida de Gauss é invariante em relacao & isometria
@, : Hoar — la. Antes, apresentamos algumas definicbes cldssicas de probabilidade
cilindrica.

Consideremos um espaco de Hilbert H separével, infinito dimensional, com produto

interno <, >g e norma |.|5. Seja P (H) a classe de todas as projegdes ortogonais P com
imagem de dimensao finita.

Os conjuntos da forma:
Cp = { P~ (B) : B Boreliano na imagem de P}
s30 chamados cilindros de dimensao finita. A classe dos cilindros de H é definida por

Cp= U )
H PE'F’(H)CP

Observemos que Cy é dlgebra, mas ndo é uma o-dlgebra. Para todo P € P(H), a

classe Cp consiste nos conjuntos:
C={he H:(<hh;>y,.. <hhy>g)€ F},

onde {h1,...hx} C P(H),F € B(R*) e k > 1. Os elementos {As, ..., hs} podem ser
tomados como uma base ortonormal na imagem de P.

Definigao 2.1: Uma probabilidade cilindrica n sobre (H, Cy) é uma func¢do de con-
junto o : Cy — [0, 1] finitamente aditiva, tal que para todo P € P (H), a restrigao np de
n sobre (P (H),B(P (H))) é o-aditiva (probabilidade).

Uma forma bastante interessante de caracterizar uma probabilidade cilindrica é o

funcional caracteristico cilindrico:

Definigao 2.2: Seja n : Cg — [0. 1] uma probabilidade cilindrica sobre (H,Cy). A
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funcao v : H — C, definida por

v = [ew<hh>nn(h) ; he
H

& denominada funcional caracteristico cilindrico.

Observacao 2 A integral na definicdo de ¥ estd bem definida, pois o integrando é uma
fungdo Cp-mensurdvel para qualguer P € P (H), tal que h € P (H). Basicamente, a mes-
ma relag@o entre uma probabilidade e uma funcio caracteristica é estabelecida entre uma

probabilidade cilindrica e seu funcional caractertstico cilfndrico, como mostra o Teorema

seguinte:

Teorema 2.3 (Kallianpur, pag.59) (a) Sejan uma probabilidade cilindrica em (H,Cy)

e seja v 0 funcional caracterdstico cilindrico de n. Entdo:

(@) w(=h)=v¢((h) e (0)=1;
(i1) ¥ € definido positivo, isto é

k
> aay (hy — hy) =20

ig=1

para hy, ... hx € H, a;,..ar € C e k > 1. Aqui, @; é o complexo conjugado de a;;

(#12) A restricde de ¥ a qualquer subespago H, finito-dimensional de H ¢é continua

(na topologia relativa em H,y).
(b) Inversamente, se € qualquer fungio de H em C satisfazendo (i), (it), (é44) acima,

entdo eriste uma tinica probabilidade cilindrica n em (H,Cy) tal que 3 € seu funcional

caracteristico cilindrico.

Definigio 2.3: A tnica probabilidade cilindrica py sobre (H,Cy) tal que

1
v =exp (~310ly) 3 ned
& denpominada medida de Gauss.
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A seguir, vamos mostrar que a isometria ¢, : Hopy — lo € invariante em relagao a
medida de Gauss.

Para todo cilindro C' € Cg,,,, existe P € P (Hpar) tal que
C = {h € Hep - (< h, hy P Hops o h,hg >HCM) < F},

onde {h1,....7u} C P(Heum),F € B(R*) e k > 1. Desde que ¢, ¢ uma isometria,

obtemos

C= {h € Hey - (< ¢ (h) s & (hl) gy ey < @ (h’) » @1 (hk) >lz) € F} :

Assim
H{O)={a€ly:(<a,b; >p,...,<a,bg>,) € F},

onde a = ¢; (k) e b = ¢, ().
De maneira andloga, podemos mostrar que todo cilindro do I3 pode ser transformado

em um cilindro do Heyy via a isometria ¢;. Desta forma, ¢, estabelece uma transformacio

bijetora entre os cilindros de Heypy e 1o,

Consideremos agora as medidas de Gauss p1y,,,, sobre (Hear, Crgy, ) € py, sobre (lg, Gy ).

A imagem de py__ sobre (Ip,Cy,) através de ¢, é dada por

((‘351)* #HGM) (E) = pim,,, (¢;1 (E)) ; Bedy,

e a imagem de p, sobre (Heas, Chg,,) através de ¢7 ', é dada por

((671), 11,) (C) = py, (¢1(C)) 3 C € Chgns-

Lema 2.4 As seguintes relagdes sdo vdlidas:
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(¢) Para todo C € Cy,,,, temos que

EHon (C) = ty, (&1 (@)
(#2) Para todo E € Cy,, temos que

My, (E) = Heom (fi’;l (E)) .

Logo, temos que ((¢1), pa,,,) = t, € (671, 1) = tu,,,, U seja, ¢, é invariante

em relacdo & medida de Gauss.

Demonstragio: Vamos provar a parte (¢). Para todo a € by, seja
0@ = [epli<aboy) (6. ) @) =
Iz

= [ e (i< 67 (@), 67 ) >en) (00, ) ().

Denotemos por k := ¢7* (a). Segue do Teorema da medida induzida que

1
",b ((1) - f e€xp (7’ < h’a h‘l >HCM Ju'HCM (dhl)) = €Xp (““2— |hI§ICM) =

Hom
1 2 1,
= €&Xp 3 16 (h)izg ~ €Xp T3 [alzz :
Desde que {(¢), #g,,, ) tem funcional caracteristico cilindrico dado por

v (@) =exp (-3} )

concluimos que ((¢y), iz, ) corresponde & medida de Gauss no (I3,Cy,). A parte (i)

prova-se da mesma maneira. 0
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2.3 Espacgo de Wiener Abstrato

Seja H um espaco de Hilbert infinito dimensional, separdvel, com produto interno <, >y
e norma |.|5 e seja P (H) a classe de todas as projegdes ortogonais P com imagem de
dimensao finita.

Definigdo 2.4: Uma semi-norma || em H é denominada mensursvel se, para todo

e > 0, existir P, € P(H) tal que
;LH{heH:lP(h)if >5}<£ . VP LP., PeP(H).

Observe que, se dim (H) = co, entdo, |.|; ndo é uma norma mensurivel.

Lema 2.5 (Kuo, pag. 61) Seja ||.|| uma semi-norma mensurdvel. Entdo, eriste wmna

constante ¢ tal que ||h|} < clh|g,,Yh € H.

Em vista do Lema 2.5, qualquer semi-norma mensurdvel é mais fraca que a norma
e
Dada ]]fI uma seminorma mensurdvel, denotaremos por B o completamento de H

em relacao a esta seminorma.

Sejam H' e B’ os duais de H e B, respectivamente. Como H ¢ Hilbert, identificamos
H' = H. Observemos que cada elemento y € B’ pode entio ser interpretado como um

elemento de H, ou seja, podemos merguthar B’ em H. Assim definimos
ppir€B: (i (), (@) €EFt=pg{he H: (< y1,h >y < Yn,h >n) € F},

ondey, € B, F € B{R"}en € N. Um conjuntodaforma{z € B: (y; (z), ...,y (z)) € F}

é chamado cilindro em B. Seja Rg a colegéo de cilindros em B.

Teorema 2.6 (Kuo, pags. 63 e T4) A funcdo de conjunto pg € o-aditiva na o-dlgebra
gerada por Rg. Além disso, temos que o (Rg) = B(B).
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Ao denotarmos por ¢ : H — B a injecdo candnica, obtemos o espago de Wiener
abstrato (2, H, B).

2.3.1 O Espaco de Wiener Classico

Vamos tomar o espaco Hegjs com a seguinte norma:

|flHen = sup |£ (8)].

10,1}

Entdo, |.|7 ¢ mais fraca que |-l 51, De fato, se f € C, entéo, paratodo 0 <t < 1,

] 1

F@)l= / f (s)ds| < ] F ()] ds < ] () ds < [ flg -
1)

0 0

Lema 2.7 (Kuo, pag. 91) |f ]‘;ICM é uma norma mensurdvel sobre Hopy.

O complemento do espago de Cameron Martin em relacéo & norma |.[§ICM corresponde
a0 espaco Cp [0, 1]

De fato, seja A, o conjunto das fungdes z € Cp [0, 1] tais que z toma valores racionais
em k/2", n € Nk = 1,..2", e é linear entre estes pontos bindrios. Seja A = noleAn.
Entdo, A é denso em Cy [0,1] e, consequentemente, Hcys € denso em Cy [0, 1], um_a vez

que A C Hewr

Ao interpretarmos um elemento y € Cj, como um elemento de Hj,, = Heyy, podemos

definir uma funcéo de conjunto

beo 9 € Col0,1]: (41 (9) -0 (9)) € E} =

= FHeu {f € HCM : (< f7y1 ZHepr o < f)y’n >Hcm) € E}J

ondey, € Cyparak =1,....ne E € B(R™). Osconjuntos {g € Co[0,1] : (41 (g}, --¥n (g)) € E}

sdo chamados de cilindros em Cy[0,1]. Denotamos por Re, a colegdo dos cilindros de
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Cov[0,1].

Pelo Teorema 2.6, a o-dlgebra gerada por R, coincide com a o-dlgebra de Borel
de Cp [0, 1] e p, estende-se a uma probabilidade sobre (Cp [0, 1], B (Co10,1])), que co-
incide com a medida de Wiener. Com isso, obtemos o Espago de Wiener Cléssico

(i, Hon, Co [0,1]), onde 2 : Hopr — Co [0, 1] € a injecio canodnica.

Proposigao 2.8 As fungdes {S,,n > 1} definidas no Capttulo I formam uma base de

Schauder de fungdes absolutamente continuas para o espago Cy 0, 1].

Demonstragao: Observemos que, por construgao, S, = f h, (s)ds & uma base orto-
normal do espago de Cameron-Martin. Portanto, todo h € Heys pode ser escrito como

N
h = lim Z&ij,

onde a; =< h, S, >po= [ H.hndz.
[0,1]
Como a inclusdo i : Hepr — Co [0, 1] é continua (nas respectivas topologias), temos

que
. . X N . N . . N
BR) =i Jim 3o a;S; | = lim 3 ai(Sy) = lim 3 a8,

ou seja ger {S;} C Heu € denso na topologia da convergéncia uniforme.

Como Hen € Gol0,1] é denso na topologia da convergéncia uniforme, concluimos

que S, é base de Schauder em C; [0, 1]. O

Observacao 3 No caso de base trigonométrica, por exemplo, se f € Cy[0,1] for abso-
lutamente continua, a sequéncia de polindmios trigonoméiricos que converge uniforme-
mente para f é dada pela série de Fourier da f. Mas, se f ndo for absolutamente

continua, €ssa sequéncia de polindmios trigonoméiricos pode ndo ser a série de Fourier

da f.
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2.3.2 O Espaco de Wiener (i,l5, V)

Seja {hn : 7 > 1} uma base ortonormal de L% = L? ([0,1], B ([0,1]) ,m) e sejam {S,,,n > 1} as
fun¢bes de Schauder definidas no Capitulo 1.

Pela Proposicio 2.1, para toda sequéncia {a,} € l5, temos que
[ 4]
2 axSe(t) 5 t€[0,1
k=1
converge uniformemente em t. Assim, definimos a norma

Hax}? = sup

tElG 1§

$ asef0)].

k=1

Desde que a isometria ¢, : Hopr — I3 € invariante em relacio 4 medida de Gauss e a

Hear g

norma |.|;’°* € mensurével, obtemos que a norma |.|”? também é mensurdvel. Denotamos

por V C R* o completamento de lp em relagdo 4 norma I.]?, ou seja

= {(al,ag, ) €R®: sup

t€[0,1]

gaksk (t)t < oo}.

Definimos, entao, a funcio de conjunto:

Ky {93 € V: (yl ((E),...,’yn (:t)) S F} = Ju’lz {CL € l2 : (< ylaa >127~-~:< y'naa>l2) S F}s

ondeys € V', F € B(R")en € N. Um conjuntodaforma {z € N : (y; (z),....,¥. (z)) € F}
& chamado de cilindro em V. Denotamos por Ry a colecao dos cilindros em V.

Novamente pelo Teorema 2.6, o (Ry) = B(V) e py estende-se a uma probabilidade
sobre {V, B(V)), onde B (V) ¢ a o-4lgebra de Borel de V.

Obtemos dessa forma o Espago de Wiener Abstrato (i,12,V), ondei : Iy — V éa

injec@io candnica.
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2.4 Isometria entre os Espacos de Wiener

Vamos estabelecer uma isometria ¢ : Cy[0,1] — V. Pela Proposicio 2.8, as fungGes
{S,,n > 1} formam uma base de Schauder para o espago Cq[0,1]. Logo, para toda

f € Col0, 1}, existe uma sequéncia {a,}em R™ que satisfaz:
o0
f(t) = Z axSi (‘f:)‘, te [0, 1]
k=1

com convergéncia uniforme em £, ou seja, a sequéncia {a,} estd em V.

Por outro lado, dado um elemento {a,} € V, existe uma funcéo f € Cy|0,1] tal
que a relagdo acima é vélida. Assim, podemos estender a isometria ¢; para uma funcio
¢ : Cy[0,1] — V tal que

o (f) = (a1,a2,...) € V.

Observe que, para toda f € Cp [0, 1],

FHen = sup |£ (8) = sup |5 axSe(®) = {axhl? =
t€(0,1] t€(0,1] k=1 i
= lp(Hl.

Com isso, estabelecemos o seguinte Teorema:
Teorema 2.9 A trunsformacdo ¢ : Co[0,1] — V' & uma isometria.

Ao restringirmos ¢ ao espago de Cameron Martin Heyy, obtemos a isometria ¢, :

Hepr — la. Além disso, temos que

o, Af €GO : (), (f)eF}=

= p’HCM {g e HCM : (< .9 >HCM7 ey <X Yny G >HcM) € F} =

= M, {b Ely: (< 21,b >y ooy 20, 0 >,{2) S F} =
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= iy {2 € N : (21(a) 20 (a) € F,

onde yx € Cp, zx € V' para k = 1,..n, F € B(R*) e n € N. Com isso, obtemos a

seguinte Proposicao:

Proposicao 2.10 As seguintes relacdes sdo vdlidas:

(1) Para todo C € B(Cy [0,1]), temos

too (C) = py (¢(C));
(i) Para todo E € B(V), temos
o (B) = gy (67 (B))
Logo, ((9), icy) = pv € ((677), 1v) = b,
Demonstragio: Temos que, para todo cilindro C € Ry, vale
He, (C) = py (0(C)).

Desde que a classe Rg, € fechada por intersecgio finita e gera a o-dlgebra B (Cy [0, 1)),
conclufmos que ((¢—1)* p,V) = lg,- A parte (¢%) pode ser demonstrada de forma andloga.
0
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Capitulo 3
Apéndice 1

Neste Apéndice, encontram-se as definigoes e os resultados bdsicos da teoria de Probabi-

lidade utilizados nos dois primeiros Capitulos.

3.1 Definicoes Basicas

Definicao 3.1: Seja (2, F) um espago mensurdvel. Uma medida de probabilidade em
(Q, F) é uma aplicaciio PP: F — [0, 1] tal que:

1. P() =0,

2. P()=1,

3. Se (An),~, € uma seqiiéncia disjunta em F entdo P ( oLfI}IAn) = i P(A4).
- = =3!

Chamamos a tripla (Q,F,P) de espago de probabilidade. Os conjuntos F' € F sfo
chamados eventos. Dizemos que P(F) é a probabilidade do evento F' acontecer. Em
particular, quando P(F) = 1, dizemos que F' ocorre com probabilidade 1 ou quase certa-

mente,

Lema 3.1 (Borel-Cantelli) Seja (0, F,P) um espago de probabilidade e seja (Az),>,
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uma sequéncia em F. Entao

i]?(Aﬂ) < m&P(Emsup&) = 0.
n=1

R—O0

Definicao 3.2: Seja £ um espago métrico completo munido com a o-algebra de Borel
B e seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Uma varidve] aleatéria no espago (£, B)
é uma funcdo mensurdvel X : Q — F.

Dada uma varidvel aleatéria X, denotamos por ox a sub-o-dlgebra gerada por X,
isto & ox = {X~*(B); B € B}.

Defini¢ao 3.3: Dizemos que os eventos A, B € F séo independentes se tivermos
P(AN B) =P(AP(B).
Se G, H C F sio sub-o-dlgebras, entdo G, H sdo independentes se
P(ANB) =P(AP(B),YAc G,VB € H.

Duas varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se o x e oy sdo independentes.

Defini¢ao 3.4: Seja X : ) — E uma varidvel aleatéria. X induz uma medida X.P
em E definida por X,P(B) = P(X~1(B)),VB € B. Dizemos que X,P ¢ a distribui¢do de
X (ou lei de X).

Definigao 3.5: Definimos a esperanca {ou média) de X pela integral
E[X]= f X (w)dP(w).
)

Teorema 3.2 (Da medide induzida) Sejam (X, Ex,pu) um espaco de medida e (Y, Ey)

um espago mensurdvel. Se&: X —Y e f:Y — R sdo mensurdvets, entdo
[tot@)iute) = [ rwaenw.
X s
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Definigao 3.6: Duas varidveis aleatérias X, X’ sfo ditas iguais quase certamente se

P(X # X') = 0. Esta relagio ¢ claramente uma relacio de equivaléncia e é denotada por
X = X' Pge.

Temos que

eX = X' Pg.c.
X=X'PgeceY=Y Pgc.=><{ X+Y=X+Y Pgec.
XY =XY' Pyg.c

Da mesma forma, se I & um conjunto enumerdvel e X; = X P-q.c. para todo i € I,

entéao

sup X; = sup X, P-g.c. e inf X; = u}fX: P-g.c..
1 I

Definig¢ao 3.7: Dizemos que uma sequéncia (X,,), ., de varidveis aleatérias converge

quase certamente se

limsup X, = liminf X, P-g.c..

Definigdo 3.8: Uma sequéncia de varigveis aleat6rias (X, ),>, converge em proba-

bilidade para uma varidvel aleatéria X se, dado € > 0,

P(|Xr — X| > €) — 0 quando n — o0.
Escrevemos P-lim X, = X.

Proposicao 3.3 Toda sequéncia (X)), de varidveis aleatorias que converge quase cer-
tamente, converge em probabilidade ao mesmo limite. Inversamente, de toda sequéncia

(Xn)n>1 que converge em probabilidade, podemos extrair uma subsequéncia que converge

quase certamente ao mesmo limite.

Demonstragdo: Seja (Xy),., uma sequéncia de varidveis aleatérias e seja X uma va-

risvel aleatoria. Entéo:
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(1) X, = X P-g.c. = Plim X, = X desde que, para todo ¢ > 0,
limsupP{|Xn - X|>e}) < P [ﬁmsup{[}fn —X| > s}] <
c
< P ({ms—{—limsuan <X <5+Iimiann} ) =0.

(2) P-limX, = X = P-lm{X, —X,) = 0 qdo m,n — o desde que, para todo
e >0,

{|Xmn —Xu| > e} C {1Xm“"X]>%}L3{1Xn—X1>?2.}

e portanto
P{| X, — Xal >s)§lP’(]Xm—X| >-§-)+P(|Xn——X| >-§—) — 0 qdo m,n — co.

(B)Plim X, ~ Xy = 0 gdo myn — 00 = X,; — X P-g.c. e PlimX, = X para
alguma varidvel aleatdria X e alguma subsequéncia (n;). De fato, determinamos os

termos dessa sequéncia passo a passo colocando n; = 1 e tomando para n; o menor

inteiro N > n;_; tal que

1 1
P({X,—X3|>§;) <-3-3-_-ser,s}_N.

Segue entao de

1 1
;P(]an ~ Xn,| > 53) JE-"?:JT < oo

que a sequéncia (Xn j)j>1 é convergente quase certamente. Além disso, se X denota seu

limite, fazendo n,j — oo em

P(| X, — X| > €) ;<_)P(1Xn~—an| > -‘;—)Jr]?(an,- - X|> 2—)

e usando a hipétese e (1), segue que P-lim X, = X. O
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Definic¢ao 3.9: Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatérias (X,),,.., converge

em [P para X se
lim B[ X, - X[} = 0.

T G0

Proposicao 3.4 Uma sequéncia de varidveis aleatorias integrdveis {X,,n > 1} converge
em média (p = 1) para uma varidvel aleatoria X se e somente se | W Kn i) X uni-
TE—O0

formemente em A.

Demonstracao: Temos, por um lado, que

A]x,,—Afx sAlen—XISlen—Xl

e, por outro,

[ramxi=( [ x.- [x) - [x-[x

AY
onde A, = {X, > X}. O

Definicao 3.10: Uma seqiiéncia (f,) de fungdes mensurdveis € dita convergente quase
uniformemente a uma funcio f se para cada § > 0 existir um conjunto Es em X com

P(E;) < 6 tal que (f;,) converge uniformemente a f em X\ E;.

Teorema 3.5 (Egorov) Suponha que P(X) < oo e que (f,.) € uma segiéncia de fungdes
reais mensurdveis que converge P-g.c. em X a uma funcdo real mensurdvel f. Entdo a
segiiéncia (fa) converge gquase uniformemente a f.

3.2 Variaveis (Gaussianas

Teorema 3.6 (Radon-Nikodyn) Sejo (X,X) um espaco mensurdvel e sejam v e y duas

medides o-finitas definidas em ¥ tais que v << p (v € absolutamente continua em relacdo
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a ). Entdo, existe uma funcdo L-mensurdvel positiva f tal que
v{A) = ]fdu , YAe 5.
A

Além disso, a fungdo f é unicamente determinada u-quase certamente (a menos de um

conjunto de medida u nula). A funcdo f é chamada de derivada de ”Radon-Nikodyn” e
denotada por
_dv
=

Defini¢ao 3.11: Seja X : Q — R uma varidvel aleatéria e seja X, [P sua distribuicao
em (R,B{R)). Definimos a densidade (de probabilidade) de X como a derivada de
Radon-Nikodyn de X.JP em relacio & medida de Lebesgue A:

f

_d(X.P)
Px ==

Observagao 4 Isto é posstvel se X,P << A. Neste caso, (X.P)(A) = [pxdX , onde
A
A € B(R).

Definigao 3.12: Uma varidvel aleatéria X é chamada gaussiana (ou normal) se sua

distribuicéo tiver densidade da forma

(& —m)?

px(z) =p(e) = —=exp(—0),

onde ¢ > 0 e m sao0 constantes. Neste caso,

E[X] = Q/Xdi?: R/:rp(:z:)dﬂ: =m

var(X) =B [(X — m)?] = f (z — m)?p(z)dz = o2,
R

Observagado 5 var (X) ;= varidnecia de X.
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Definicao 3.13: Dizemos que X estd na classe de varidveis gaussianas com média m
e variancia o2

NOTACAO: X € N(m,o?).

No geral, a varidvel aleatéria X : @ — R™ , ou seja X = (X, Xs, ..., X»), ¢ gaussiana
N{(m,C) se

@F 50l e=m) = oL el Ses sz

p(z) =

onde C' = [¢jx] € uma matriz simétrica. Neste caso, E[X]=me C™!' = A= [a;s] € a

matriz covariante de X, isto é:

ajre = B {(X; ~ m;)(Xe - mi}],

onde m; = B [X;].
Definigao 3.14: Seja X : & — R" uma varidvel aleatéria. A funcdo caracteristica
de X é definida por

dy: R*—C
u— B[ 0] = f &2 (X,P) (z).
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Observagio 6 E [¢/ X)) = fei<“’x>d]1”= fe““’”d (X.P) (z).

Observagao 7 A fungdo ®x depende somente da lei X, P(z) da varidvel aleatéria X.

Além disso, ela determina unicamente a distribuicao de X.

Teorema 3.7 Se X : @ — R" ¢ gaussiana N (m, C), entdo

Oy (u) — ez‘{u s my—3{u, Cu)



Demonstragio: Ox (u) =E [¢/®: X)] = / e’x“’X}--(-gE;wge_%(G(z“m}’{z“m”da:.
- T 2

Rn
Teorema 3.8 Sejam Xi,...,X; : Q@ — R wvaridveis aleatérias. FEnido, o vetor X =

(Xq,...,Xa) € R? & uma varidvel gaussiana se e somente se Y = A X1 + ...+ AXq €R
é gaussiana, YA, ... A € R.

Demonstragao: Seja u € R. Se X = (X3,..., Xz) é gaussiana, entdo:

®x (uAy, ..., uw) = E [eiu(Al-Xl'f'---‘*’AdXd)] o pi(ud, M)~ {CuX )

- eiu{/\ , my—2u(CA, X = &y (’U,) ;

onde A = ()\17 bt )‘d) em=E [X] = (E [Xl] s a]E [X D
Portanto ¥ = A\ X + ...+ 22Xy € gaussiana de média (A, m) e varidncia 0% = (CA, A).
Inversamente, suponhamos Y normal com E[Y] = my e E[(Y — my)z] = ¢%. Entdo:

Ay (u) = [ez'u(.\1X1+...+)\dXd)] — eiumyw—lz-u%z’

onde
my = Ay + ... + Agmg; my; = E[X;]

2 2
d d o
52=E[( Aij“ZAjmj) } =E K )\j(Xj—mj)) } =Y AAici;
i=1 i=1 j=1 b

e = B(Xi —ma) (X; —my)].
Logo @y (u) = ™ =3930 2 — §y (y)) , onde C = (ci).
Portanto X = (Xj, ..., X4) € gaussiana N (m,C). O

Teorema 3.9 Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias gaussianas. Entdo, X eY sdo inde-

pendentes se e somente se E[(X —E[X)){Y ~E[Y}]=0.



Demonstragao: Temos que provar gue

I?({w : X (QU) €GieY (’L{J) & Gg}) = ]?({X € Gl})fp ({X S Gg}) , YGi, G5 C R mensuréveis.

Consideremos a varidvel aleatéria Z (w) = (X,Y) € R? e sejam
m = [Z] = (E[XLEM) €

o?(z) 0 .
C = a matriz de covaridncia de Z.
0 o*(y)

Pelo teorema anterior, Z é gaussiana. Entao

veR o) = L ap (~5(07 - m). (0= m)) ).

P({w : Z(w) € Gy x Go}) = ZP(Gy x Gy) = f pd) , onde d) = dady.

G1xGz
Suponhamos E[X] =E[Y]=0. Entdo, m=0e

det C1 -
P(ZeCxCy) = f m‘ye_%<c e, gy =
Gleg
I P
27o (x) o (y)

1x Gz

32 2
- ! f T P : f et Eway | =
2mo (x) 270 (y)
& é

= P[(X € G) (Y € Go)]. 2

Teorema 3.10 Seja X; : @ — R™ uma sequéncic de varidveis aleatdrias gaussianas tal

que X, — X em probabilidade. Entdo, X € gaussiana.



Demonstracao: Temos que

|l ® — el <y, 2) — (u, )] = {u, z—y)| < lu] lz -yl

Assim, fixado u € R* — {0},

P({w:|ef %) _ X 5 1) <P ({w X, — X > H—Zﬂ}) .

Como X, converge em probabi]idade para X, segue que €*>*») converge em pro-
babilidade para ¢/*> %X} Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, ¥+ X=)

converge em L? para e¥*> %) ou seja

lim E [eﬂu,xﬂ)] :E[ezxu,xq = lim ®x_ 6 = Px.

n—o0 T OO

Logo

®x (u) = lim e, ma L R ei(u,iimn_.wmn>—m;(umn_,m C,;"lu,u)_
T 00

Portanto, X é gaussiana com média m = lim, ., m, e matriz de covaridncia dada

por C7% = lim, e C7L. 0]

3.3 Esperanca Condicional

Definicao 3.15: Sejam (2, 7, P) espago de probabilidade, X varidvel aleatéria integravel
e A € F sub-o-élgebra. Definimos a esperanca condicional E [X | A| de X em relacio a

A como a varidve] aleatéria (iinica P| ,~quase certamente) que satisfaz:

1. B[X | A] é A-mensurdvel,
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9, !E[X;A]dpiA:A/Xdp,v.AeA.

Proposicao 3.11 Dada f : Q@ — R, f € L}Y(Q,F,P), existe uma tnica f: Q- R,
feLY(R,A P|,) td que

[F@ir, @ = [ foap@, vae A
A A
Demonstragao: {Existéncia)

Se f > 0, defina a medida p; : A — Ryo por up(4) = [ fdP , VA € A. Entéo,
a
{,Lf << PI_A'

d
Pelo Teorema de Radon-Nikodyn, existe = ;lf : 2 — Rsyg, A-mensurdvel tal que
A

ur) = [ -&%’;ftwd Bl (@), A € A
A

Tome

i

. d

F=19f;

(Unicidade) Seja  tal que | fdP, = [ =] FdP,.
Entdo | (F-PdPl, =0,VA e A

Portanto ?z f, P| 4-quase certamente.

Para uma f em geral, tome fi, f» > 0 tais que f = f; — fo. Entéo, fz };w . O

Proposigao 3.12 A esperanca condicional satisfaz as seguintes propriedades:
1. BlaX +bY | Al=aB[X | A| +BE[Y | A],
2. BEX | Al =E[X],
3. EBX| A =X se X for A-mensurdvel,
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4. B[X | Al=E[X] se X ¢ independente de A.,

5 EY X | Al=YE[X ! A seY for A-mensurdvel (. denota o produto interno usual
em R" ).

Demonstracao: (4) Se X ¢é independente de A, temos que, para todo A € A,
/E[X |A]d]F’|Am/XszfXIAdP:fXdEP/IAszEE[X]P(A).
A A Q o) 0

Logo, E [X] satisfaz as condigbes (1) e (2) da definicio.
(5) Seja Y =14 , A€ .A. Entdo, para todo G € A,

G[YE[X[A]d}P—_— f]E[X|A]d]Pz fxm:cfyxm

GnA GNA

Logo, YBE [X | A] satisfaz (1) e (2) na definigdo.

Similarmente, obternos o resultado no caso geral, usando o fato de o operador linear
El | Al : LNQ, F,P;R) — L' (2, A, P| ,;R) ser continuo. De fato:

Seja f > 0. Entdo E[f | A] > 0e

B | Al =]¥E[fl«4]|d1?mffdﬁ”=i|fllu-
Q

Q
No caso geral:

f=fr—f",com fr=fVv0e f~=—(fA0). Logo

Blfi—flAlln = EBATA-Ef | Allp < B AllL +IEf] Al =
= |IAllp + 1 f2lp = {IAlL

Portanto, no caso geral, o resultado segue aproximando-se f por fungoes simples. [
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Definicao 3.16: Uma funcdo continua f : R — R & dita convexa se, Vz € R, 3o tal
que f(y) = flz) +aly — z).

Proposigao 3.13 (Desigualdade de Jensen) - Seja X uma varidvel aleatéria real, inte-

gravel e seja [ : R — R uma funcdo conveza. Entéo
1. BIf (X)) > fEX]),
2. BIf (X) Al > F(E[X]A].

Demonstracao: (1) Seja m = E [X]. Entdo, Ja tal que
FX)zfm)+aX—m)=

= B[f (X)]2Elf (M) +aB (X —m)] = f(m) = f (BX]).

De fato,
BLf (m)] = [ £ (m)dP = £ (m)P(@) =/ (m) =  (BIX) e

Q
EW—ME/WWMﬂwmmeQWQ
19

(2) Tomemos m = B{X | A]. Existe uma variavel aleatéria o (dependente de m e,
portanto A-mensurével) tal que

fXYzfm)+a(X -m)=

= Ef (XA ZE[f(m) | Al+oE[X —m{ Al =f(m).

De fato,
E[f(m)| Al=f(m)e
EX-m|A=EX| A4 -E[EX]|A|A=0. O
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Proposigao 3.14 O operador linear E{. | 4] : L7 (Q,F,P;R) — LP (A P ,;R) ¢

continuo, 1 < p < oc.

Demonstracgao:

B Al = [B0 | AFdP 2 [B(F | A= [157dP =111,
Q

Y Ly

* |.IP & convexa. g

Em particular, para p = 2:

Proposicao 3.15 E|[. | A] € a projecdo ortogonal de L? (Q, F,P; R) no subspaco fechado
L? (2, A Pl R).

Demonstracao: E|[. | A] é projeciio, pois E[E[X | A] | A =E[X | A].

Logo, BE[. | A] é auto-adjunto em L? , ou seja,

BIX | A ,Y):(X,EE[Y[A])@[]E[X]A]Ydﬁ”m/XE[Y}A]dP.
« Y]

Além disso,
Im(E[|A)=L?

e tomando X = E[X | A], temos que
(X=X, )2 =0¥f € L (2, F,P;R).

De fato, para f =14, A€ A, temos

(X -X, f)szf(meE)1@?:[(}(-5&)&?:!}(&—!}?&?:@.

Q
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3.4 Processos Aleatdrios

Definigao 3.17: Seja T um conjunto qualquer (em geral, Rsq, N, Hilbert) e seja (0, 7, P)
um espago de probabilidade. Um processo aleatério indexado por T com valores no espaco
de estados (E, &) é uma aplicagio

X: (TxQ)—-E
tw) — X, (w)

tal que X; : @ — E & varidvel aleatdria mensurdvel vt € T.

X.(w) : T — E é chamada de trajetéria de w € Q.

Definicdo 3.18: Sejam (2, F,P) e (¥, F',IP') dois espacos de probabilidade. Entao,
os processos X : T'xQ — Ee X' : T x ¥ — E séo equivalentes (versdo) se Vti,...,tn € T
e YA, ..., A, € E. tem-se

PUXy, €eAni=1,..,n}) =P ({X, € 4,i=1,..,n}).

Definicao 3.19: Seja (2, 7, P) um espago de probabilidade. Dizemos que os proces-
sos X, X' : T x Q — E séo modificacdes um do outro se P({X; = X]}) = 1 para cada
t € T. Dizemos que X e X’ sfo indistinguiveis se P({X, = X, Vt € T}) = 1.
Exemplo: Q = [0,1], com a medida de Lebesgue, T = [0,1], X; (w) =w, Vi e

w se tFw

X, (w) = :
0 se t=w
Entao:
P({w: X; (w) # X (w)}) = P({t}) = 0 = modificaco.
PUX, =X, Vi€ T} =P(@)=0. L
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Observagao 8 Indistinguivel = Modificacio = Versdo.

Definigao 3.20: Sejam T e E espagos topol6gicos. Dizemos que X : O x T — E &

continua [P-quase certamente se P ({w : £ — X, (w) é continua }) = 1.

Teorema 3.16 (critério de Kolmogorov): Se X : [0,1] x @ — R ¢é tal que existem
constantes o, 5, K > 0 com B[| X, p ~ X% < K lhl”’@ para todo t,h > 0, entdo X tem

uma modificacdo continua.

Definigao 3.21: Seja X = {X (t,w) : t € T,w € 1} um processo gaussiano, ou seja,
para todo conjunto finito {t1,...,¢,} € T, o vetor (X,,..., X, } é uma varidvel aleatéria
gaussiana. Dizemos que o processo X & separdve] se existir um conjunto enumerdvel
S ¢ T, denominado separante, e um conjunto N (§) € F*°, com u (N (S)) = 0 tal que,
vYw ¢ N(S),teT ee >0,

X{tw)e{X (s,w):s€SNB(te)}

Isto significa que X; é ponto limite de uma sequéncia no conjunto { X, : s € SN B (¢, &)}
Em outras palavras, um processo X é separdvel se quase todas as suas trajetdrias sdo

“ta0 regulares ”quanto sua restri¢do a um conjunto enumerével S escolhido conveniente-

mente.

Observacao 8 O conjunto separante ndo é tinico. Além disso, um tal conjunto é neces-

sariamente denso emT. De fato, {X,:s € SN B(t, &)} € ndo-vazio para todow ¢ N (S)

e todo t € T somente sob essa condigdo.

Definigdo 3.22: Dizemos que um processo X : {X ({,w):t € T,w € Q} é mensu-
rével se a aplicagdo (¢, w) — X (¢, w) é mensurdvel de (T x 2,7 x F) em (R, B (R)).
3.4.1 Movimento Browniano

Proposigao 3.17 Dada uma medida de probabilidade p em R, existe um espaco de pro-

babilidade (Q, F, P} e uma sequéncia de varidveis aleatdrias reais independentes definidas
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em , tal que X,..P = u para todo n.

Demonstragao: Tome:

Q=R =RxRxRx..,

F = o ({cilindros finitos}),

P(A; X .. Xx Ag xR x..)=p(A) . u(4),

Xn (a1, 09, ... Gn, ...)) = Q.

Pelo Teorema de extensao de Kolmogorov, existe uma nica probabilidade P definida
em F satisfazendo X, P = pu. 0

Como consequéncia, temos:

Proposicao 3.18 Seja H um espago de Hilbert real separdvel. Entdo, eriste wm espago
de probabilidade (2, F,P) e uma familia X (h), h € H de varidveis aleatérias em Q tal
que:

O mapa h — X (h) € linear

Para cada h, a varidvel aleatoria X (h) é gaussiana centrada e B [X (h)z] = ||r])%,
(ou seja, | X (M)l| 2 = [l g).

Demonstragio: Seja (e,) uma base ortonormal em H. Pela Proposicdo 3.17, existe
um espago de probabilidade (2, F,P) no qual podemos definir uma sequéncia (gn) de

varidveis aleatérias independentes, N (0, 1) e reais.
D

Definimos, para cada b € H, X (h) = Y (h,en)g,. Temos que X (h) estd bem
n=l1
definida, pois

2

|

N ] (TSI (<h: en>gn)2 +2 %(ha &) (h, ej)gigj) dP =

idj

2
dP =

;(hs €n)Gn

E__Zl(h, €n)gn

= X(hen)? = [l
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4

Por comnstrucio, {X (h),h € H} & subespaco de L? (€0, F, ) isométrico a H. Além
disso,
B[X (h) X (H)] = (b, R} 5.

Como, no caso de varidveis aleatérias normais de média 0, independéncia é equivalente

a ortogonalidade, segue que X (k) e X (') sfo independentes se e s6 se h e h' sdo

ortogonais em H.

Consideremos, agora, H = L% ([0, o0), B, A) e seja B (h) tal que

h +— B (h) é linear,
E [B ()] = [iAlly

Tome B; = B (Iy) ,t > 0 (B, estd na classe de equivaléncia B (Ijy). Temos que:

1. O processo B tem incrementos independentes, isto é,se 0 = £y < £; < ... <t entao

as varidveis aleatérias By, — B;,_,,1 =1, ...,k sBo independentes. De fato,

E{(B, — B,)(B.— Bs)] = E [B (I{u,ﬂg) B (I[s,t])} = Jrus Lis) = 0,
Vu<v<s<t

2. O processo B é gaussiano, isto é, se 0 = %y < t; < ... < #, entdo o0 vetor v.a.

(Bigs - Bt,) € um vetor v.a. Gaussiana.
3. Paracadat, i [B?] < I[o,f,}, I[g,;} >={ Em partimllar, i) [Bg] =0=r By =0P-q.c.

Segue que, para um conjunto de Borel ACRet > 0,

PiB, € Al = _/gt (z)dz,
4
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onde g; (x) = (27rt)_% exp (——“2"—:) (densidade de B;)
Tgualmente, o incremento B; — B, tem varincia £ — s. Além disso, a covarilncia
E [B,B;] = inf (s,t). De fato, usando a independéncia dos incrementos ¢ o fato de todos

os B; serem centrados, temos, para s < ¢,
E[B.B;)]| =E [Bs (Bs + By — B,)]=E [BE] +E[Bs (B — B,)] = 5

Lema 3.19 Seja X uma v.a. N (0,h). Entdo, E[X?] = 3h*

Demonstracdo: Definimos: X (£) = E [eX] = [e®dv(z) = ¥ (t) (transformada de
Laplace da medida v = X,P)

Entdo X € N(m,0%) = X (1) = e T -;—lt-(ﬁ?(t)) lt=0 = B [Xe™] = E[X]

Em geral: Ed;()? ®) =EB[X"] 0]

Considerando a v.a. X = By,;, — B, temos: X (v) = g3k,

Logo B [(Bss — B:)*] = 3k2. Pelo Critério de Kolmogorov:

Teorema 3.20 Eriste um processo continuo P-g.c. com incrementos independentes tal

que, para cada t, a v.a. B; ¢ cenlrada, gaussiana e tem varidncia t.

Definigao 3.23: O processo cuja existéncia é garantida pelo Teorema acima é chama-
do de Movimento Browniano.

Para qualquer x € R, o processo Bf = x + B; é chamado de Movimento Browniano
inicializado em z. E claro que P{B? € A] = [ g, (y — ) dy

Se B, BZ..., B2 sio d copias independent:s de B;, definimos um processo X no espago
de estados R% estipulando que a i—ésima componente de X; é B;. Este processo é

chamado de d—dimensional Movimento Browniano. X é um processo gaussiano continuo
P-g.c. tal que P{Xq = 0] = 1.

Proposigao 3.21 Eriste uma tnica medida W em C(R,,R) para a qual o processo

coordenade € um M.B.
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Observagao 10 Processo Coordenado:

B :R. x C(R.,R) — R
(t,w) —  Bi(w) =w(t)

Demonstragio: Tomamos W como a imagem por B. : Q@ — R® da medida de proba-

bilidade P em (2, F), onde B é um M.B. O

3.5 Espaco Produto Infinito Enumeravel

Definicao 3.25: Considere o espago de probabilidade (€2, F,P). Definimos o produto
Q> como o conjunto de todas as sequéncias da forma (wq,ws,ws, ...}, onde w; € §2, Vi.
Vamos munir 2*° de uma ¢-4lgebra 7 e uma probabilidade p. Considere, para cada
n € N, o espago produto mensurdvel (2", ), onde 2" é o conjunto de todas as n-uplas
(wy, w2, .., Wn), cOmw; € Qi=1,2,...,neF*"=F x F X...x F & a o-dlgebra produto.
Seja D = {u = (uy,u9,...,u,) C N,m > 1}. Para cada v € D, seja II,a projecio
ortogonal com imagem finita:

I, : Q= — ar
w= (wla Wy, W3, '“) = (wu17 Waygy eoey w‘&n)

Definigao 3.26: Os conjuntos da forma {II;'(B) : B € F"} sio chamados de
cilindros em 2.

Denotamos por C a classe dos cilindros, ouseja, C = {II;1 (B):u € D,B € F*,n > 1}.
Proposicao 3.22 C ¢é uma dlgebra de subconjuntos de (.

Demonstragao: E claro que §, Q> € C.
Se A€ C, entdo Ju € D ¢ B € F™ para algum n € N tais que A = II;*(B). Logo:
Ac = (T4 B)) = ;1B € C jadque B® € F~.
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Finalmente, sejam A;, A; € C. Entao 3m u = (u1,ua, ..., Un), v = (V1,00 ...,0) € D
e By € F™, By € F™ tais que A; = II1(By) e Ay = II7H(By).

Supophamos que v Nv = 0. Seja w = u U v e sejam B! = By x Qx(&}nz(ez;;.)x Qe
B?=0x2x..xQx%x B,

Entéo,{i?\iizg)z € F™t e A = II;4H(BY) , Ay = II;1(B?). Logo:

AU Ay = TI(BYUIN(BY) = TI;Y(B U B%) e C.

Se u Mv # B, basta tomar o niimero apropriado de produtos de {2 para os conjuntos
B! e B2 O

Observemos que C ndo é o-dlgebra, C é unido de o-dlgebras e ndo a o-dlgebra da
unido.

Definicao 3.27: Definimos a o-dlgebra produto 7°° como a menor o-dlgebra que
contém C.

Vamos definir, agora, uma probabilidade g em (Q°, F*°).

Sabemos que, para cada n € N,existe uma tnica probabilidade P* em (Q", F*) que
satisfaz: P*(A; X Ag X ... X Ap) = P(A))P(A).. P(4,),VAy, Ag, ..., A, € F.

Seria interessante que (I1,).p = P Vu = (uy,us ..., 4,) € D.n > 1. Definimos

e C — [0,1]
ILY(B) ~ p(I;}(B))=P"B)

Vejamos, primeiro, que g estd bem definida:

Sejam By € F*, By € F™u = (uy,tz, ., Un), ¥ = (U1,09,...,U) € Dym,n € N.
Temos que II7}{B;) = II;'(B:) se e s6 se uma das duas condigdes abaixo acontece:

(JuCrveBy=B; xQxOx..xQ,

(m-n vezes)

(FE)vCueBi=ByxQxQx..xQ

(n-m vezes)

Supondo que acontega o caso (i), temos que
p(II5H(By)) = P™(By) = P™(B; x 4 x Q x ... x Q) = P*(B)) = p(II;1(By)).
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Logo, g estd bem definida.

Além disso,

w(0) = p(I5;' (@) =P"(@) =0,

u(@) = p(IZ(OR) = B(E") = 1.

Sejam Aj, 4y € C, A1 N Ay = 0. Entéo, 3mu = (ug, Un, ..., Un), ¥ = (V1,V2,...,0m) €D
e B € F* e By € F™ tais que A; = [I1{B1) e Ay = I;1(B;). Sendo w = uUw e
tomando B* e B? como antes, temos que A; = [I71(B'), 4y = II;Y(B*) e BN B? = {.
Logo:

wAU4) = p(IN(BY) VI (BY) = w(II (B" U B) =
- W+R(BI U Bz) — W+n(Bl) +Pm+n(B2) —
= p(I;H(BY) + (I (B) = (A1) + u(Ay)

Ou seja, p & finitamente aditiva.

(O Teorema abaixo garante a o-aditividade de p.

Teorema 3.23 (Halmos, pag. 57) Se (Q, F,P) é um espaco de probabilidade, entdo
existe wma tdnica probabilidade p definida na o-dlgebra F* com a propriedade que, para

todo congunto mensurdvel E € C com E = II;'(A), onde A € F*, tem-se u(E) = P*(A).

Definicao 3.28: A medida g é chamada de medida produto e o espago (2°°, F*°, i)
de espaco produto infinito enumersdvel de probabilidade.

Consideremos, agora, uma sequéncia (X, )s>1 de varidve] aleatéria reais definidas em

(£, -Faip) Tomamos ¥ = (X13X2a X37"')! isto é

Y: Q=,F®) - (R, B(R*))
w = (w1, we, w3, ... — (Xy(w:), Xo(ws), Xs(ws),...)

Proposigao 3.24 Y ¢é uma varidvel aleatsria.
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Demonstracao: Seja B um retdngulo mensurdvel em R™, ou seja:
B=PBxByx..xB,xQxQx..,
onde B; € B(R),i=1,2,...,n. Entdo

Y—l(B) = {w = (?.Ul,‘ll)g, ) e Q°°;X1(w1) = Bl,Xz(?.Ug) & Bz,...,Xn(wn) € Bn} =
= {w == (’U)l,'wz, ...) = ro; un € Xl_l(B}),TUQ < XEI(BQ), LUy & X,;l(Bn)}.

Como cada X; é mensurdvel, i = 1, ...,n, segue que Y 1(B) € F*.

Vamos provar que Y~} B) € F> para cada conjunto B € B(R*).

Considere o conjunto A = {B < R™ : Y™1(B) ¢ F*}. Sabemos que A é uma
o-dlgebra de subconjuntos de R™. Além disso, o conjunto R dos retdngulos mensurdveis

em R® estd em A. Como B(R*®) = o(R) C A, o resultado segue. O

Podemos tomar, entao, em (R™, B(R*)) a medida induzida n = Y.u. Temos que 7

satisfaz
n{B1 X By X ... X By x R X R x ...) = (X7 * P)(B1).(X2 # P}(B2)...( X, * P)(B,),n > 1,

onde B, € B(R), k=1, ..n.
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Capitulo 4
Apéndice 2

Neste Apéndice estudamos alguns resultados sobre Martingales. Comecamos definindo

Filtracdo e Martingale para depois nos concentrarmos na convergéncia de Martingales

Discretos.

4.1 Filtracoes e Martingales

Definicdo 4.1: Uma filtraciio no espaco mensurdvel (€2, F) ¢ uma famflia crescente
(Ft)i»p> de sub-o-dlgebras F; de 7. Um espago mensurdvel (€2, F) munido de uma
filtraciio (Ft),»¢ € chamado de espago filtrado.

Definicao 4.2: Dizemos que um processo X em ({2, F) é adaptado a filtracdo (F3)
se X, & F;-mensurdvel para cada .

Qualquer processo X é adaptado 4 sua filtrac8o natural 77 := o (X,, s < t). (F?) é
a filtragio mfnima para a qual X é adaptado. Dizer que X é adaptado a (F7) significa
que F7? C F; para cada t.

Definicio 4.3: Um tempo de parada relativo & filtracdo (Ft),p ¢ uma varidvel
aleat6ria '

T:Q— [0,0]
tal que, para todo t, o conjunto {w : T (w) < t} € F;.
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Definic¢ao 4.4: Seja 7 um conjunto qualquer (em geral R.,N, Hilbert). Um processo
(Xt)yers (Ft)-adaptado é chamado de Martingale com respeito a (F;) se

1. E[X; ] <o paratodot € 7,

2. B[X. | F.| = X, quase sempre, Vs, tais que s < ¢.

(X;) & Submartingale se E [X, | 7] > X,, Vs < t.
(X;) é Supermartingale se B [X; | F,] £ X,, ¥s < L.

Em outras palavras, um Martingale é uma familia adaptada de varidveis aleatérias

integraveis tal que
/ XodP = / X dP
A A

Se 7 = N, dizemos que (X;),., ¢ um Martingale discreto. Neste caso, escrevemos
(Xﬂ)nZI'
Um (F)-martingale X é um martingale com respeito a sua filtracdo natural o (X, s < ¢).

paratodo s <te A€ F,.

Mas, se F: C G, nédo podemos afirmar que um (F;)-martingale seja um (G;)-martingale.
O conjunto dos Martingales com respeito a uma dada filtracdo € um espago vetorial.

4.2 Convergéncia de Martingales Discretos

Nesta secdo, (Xn},, denotard sempre um Martingale discreto com relaggo & filtracao
discreta (Fn),s1-
Proposicao 4.1 Suponhamos que X, € L? (0, F),1 < k < s. Entdo, parap < s,

k—1

B [X7] - B [X) = Y B (X1 - X,7].

I=p

Demonstracao: Para m < j, temos

EXju — X | Fo] =B[Xj — X; | F5 | Fm] = 0.
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n—1
Escrevendo X, = X, + Z (Xj+1 = X;) e expandindo X2, obtemos
i=p

E(XZ] = E[XZ+ nijlﬁ (X1 = X0 4+ 23 B [(Xira — X3) (Xjr — X)) +

i=p i
n—1

+2ZE [Xp (Xj+1 - XJ’)] :
i=p

Vamos provar que todos os termos das 1ltimas duas somas s&o nulos. Suponha j < i.

Entao

E[(X5m — X;) (Xinn — X3)] = EBE[(Xjn — X)) (X - X)) | Full=
= B — X)EXin — X | Fiall =0.

Similarmente,

EXp (Xjri — XN =EBEX (X0 - X)) | Bl =B XE X - X; | Hll = 0.

Corolério 4.2 (B[X72)]),cx € uma sequéncia crescente.

Demonstragao: Basta aplicar a Proposicao acimaap=k — 1. 0

Definigdo 4.5: Dizemos que a sequéncia (Xn),.y ¢ um L?martingale se tivermos

supl [X2] < co. Segue do Coroldrio 6 que lim E [X?] existe e ¢ finito.
Teorema 4.3 Seja (X,),on um L2- martingale. Entdo, eziste X, € L* (Q, Foo) tal que

1. | Xn = Xool[z2 = 0,
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2 Xi= E[Xoc l ]Fk]-

Xoo € chamado de valor final do Martingale (X,,).

Inversamente:

Sejam (Gn ), eon Uma sequéncia crescente de sub-oc— dlgebras em (U, F) eGoo =0 (ugn).
Sejam f € L? (0, Go) e Xy = E[f | G]. Entdo

1. {X,) é um L?—martingale,

2. | Xn— fllgs —0
Para demonstrarmos esse Teorema, vamos primeiro provar o seguinte Lema:

Lema 4.4 E [(Xa:p — Xo)’] = E[X2,,] -E[X2].

n-4-p

Demonstragio: B [(Xaip — Xn)°] =E[X2 ] + E[X4 ~ 2E [XpspXa)-
Mas E [Xn:pXn] = BB [XnipXn | Full = BIXZ]. O

Demonstragao: (do Teorema) Temos que a sequéncia a, = E[X?Z] é convergente. Logo,

dado £ > 0, 3no € N tal que, Vp > 0,
HXT"'""'P - Xnuiz < 5, V’n Z ng.
Logo, (X,,) é uma sequéncia de Cauchy em L? e, portanto, converge. Além disso,

Xy = B [Xesr | Fi] para todor > 0.

Fazendo r — o0, temos Xi., — X em L2

Como o operador linear

E[|A]: LP(Q,A,P) — [P(Q, A P|,)
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é continuo, 1 < p < co, segue que
E[Xitr | Fr] — BE[Xo | Fl-
Para provar o inverso, temos que
EE[f | Gnsl | Gal =E[f | Gnl,

ou seja

E (X ik | Ga] = X

Além disso,

Xl = E[X7] =B[E[f 1G]] < BE[f|6]]=
= B[f*] = filz-

Logo, (X,) é um L? martingale. Pela primeira parte do Teorema, 3f,, € L? tal que
[ Xr — foollpe = 0 Xo =E{fw | G-

Pelo Lema, f = fo. U
Lema 4.5 Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade, filtrado por (Fn).

Pomos Fo := o (UF,). Entdo

VEIf | Fo] —E{f | Foolllpa — 0 para toda f € L.
Demonstragao: Consideremos o espago (fechado) de L? (0, ),
Vo = L2 (Q, F)

64



e seja

Voo 1= UV,
L)

Denotamos por [Iy;, e Ily, as respectivas projegoes ortogonais. Entao

“Han - Hme”Lz - 0.

Além disso, V,, € L% (), Fo) , ¥n. Como V., é 0 menor subespaco fechado de L? que
contém todos os V,, segue que V,, C L? (), F.). Seja B = L,;’fn' Entdo, B é uma 4lgebra
em e B C Foo. Temos que, se B € B, entao Ig € V,,,. Seja M a classe dos subconjuntos
D < ) tais que Ip € V. Vamos provar que M & um classe monotona.

Seja (D) uma sequéncia de elementos de M com limite Dy,. Entdo, I, — Ip_ e,
pelo Teorema da Convergéncia de Lebesgue: ||Ip, — Ip_l|;2 — O.

Como P () = 1, o resultado anslogo para sequéncias decrescentes segue tomando-se
complementos.

Logo M é uma classe mondtona, ou seja, M = F,. Segue que, se B € F, entao
Ig € V. Como o conjunto de todas as fungdes simples é denso em L?(Q, ), segue

que L? (Qs foo) C Vi e, portanto, L? (Q:foo) = Vg U
Vamos definir agora

X, = sup |X,| e X* = im X,.

1<p<n
Chamamos X* de funcdo maximal do Martingale {X,,).
Proposicao 4.6 (Desigualdade mazimal de Doob): Para toda constante -y > 0:

LPX 2 S 2EIXN+EIX]),n=01,..,

2. P(X* 2 7) < 2sup, B[ Xa]].
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Demonstragao: Seja A7 = {w: SUPycn Xp (w) > v} € seja

T(w)x{mf{pzxp(w)zv} wedy
n ywé¢ AD

Entdo, T (w) < n. Além disso,

{w:T{w}>q} = qu{w:XP(w)’(’y}efq se g < n,
{w:T (w) >n} @.

il

Por exemplo: T(w) > 3= Xi (w) < v, Xe (w) <7ve Xz(w) <.

Entdo, T & tempo de parada. Seja (XI) o Martingale truncado por T, ou seja,
Xg = X‘nl‘\T‘ Entdo

B [X{] =B X fren] + B [X{Tren] -

Temos que: X1 >~ em {T < n} e vF ({T < n}) =P (A7), portanto
B (XT) 2 7P (45) + B [Xafien].

Logo

E(X:] 2 7P (A}) + E [Xaliper) = 7P (A7) S E[Xi] ~ B [Xaliren]

VP (A%) < E{Xa) + E{X:l}.

(1) segue observando que

w2} =50 {wsswp(-X) 20},

p<n
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Para provar (2}, basta notarmos que (X)é uma sequéncia crescente com limite X*.

Desta forma, X* >y = Ve > 0,3n tal que X} > v —e. Logo, por (1),

P(X*>2v< sup B [1X,[]-

o

Dizemos que (X,,) é Regular se existir Z € L' (0, F,P) tal que X,, = E[Z | F,],Vn.

Exemplo: Todo L% martingale é regular. O

Seja Fo =0 (%Fn) e porha X, = E{Z | Fo]. X € chamado de valor final de(X,).

Teorema 4.7 (Convergéncia em L'): Seja (X)) um Martingale regular e seja X seu

valor final. Entéo:
1. Xn :E[Xoo l fn}a
2. B[l Xn — Xo|] = 0 quando n — 0.

t se ~M<t<M
Demonstracgao: Considere a funcéo: ¢, () =< M

se t>M
-~M se t<M
Ponha ZM = ¢,,(Z). Entao
(1) | ZM — Z||,, — 0 quando M — cc.
Além disso,
@ B2 R] - X, <]2Y - 2],
[B{2" 1 Al < 12Y) e = M

Observagao 11 X, =E[Z | o] ¢ [E(f | B||;» < {[fllz» para 1 < p < 0.
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Portanto E [ZM | .‘Fn} & um L°— martingale. Usando o Teorema 4.3 ¢ o Lema 4.5,

obtemos

E[Z"| Fo] =B [E (2" | Fu] | ]

B2 | Fu] —~B[2M | Folll,. — 0.

|22

Desta forma, (1) é provado usando (1) e (2) com M tendendo ao infinito.

Similarmente, como a convergéncia em L? implica em convergéncia em L pela de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz, (2) segue para E[Z™ | F,]. Fazendo M — oc, (2) segue
para X,. !

Proposicao 4.8 (Convergéncia Quase Certamente): Seja (X,) um Martingale regular

e sefa Xoo seu valor final. Entdo

X (w) — X (w) quase certamente.

Demonstragao: Seja 3, (w) = sup,,.,, (X« (w) — X, (w)] e seja § (w) = limy o 3, (w).
Para um g fixo, sejar Z, = Xy — X {m > 0).
Entdo (Z,) ¢ um Martingale regular relativo a filtragdo (Fj.m) €

Sup 1Zmlle = sup | Xgam — Xl = sup [ Xgim —~ Xoo + Xeo =~ Xgllpn <

< e ~ Xq“z,l + sup || Xoo ~ Xpuy .
P>q

Pelo Teorema 4.7, o lado direito é menor que £ se ¢ > qo. Portanto, usando
desigualdade maximal de Doob

ny

P({w: B, (w)>~}) <%§seq>q9‘
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Fixado -y e fazendo ¢ — oo, temos que

P{w: Bw)>~}) =0,

pois (ﬁq) é uma sequéncia decrescente de fungdes. Logo 8 {(w) = 0 quase certamente
e, portanto, (X,) converge quase certamente (g.c.). Seja Z,, seu limite. Como (X)
converge em L' a X, existe uma subsequéncia (X,,) que converge g.c. a Xo. Logo,

Zoo = Xoo- O

Defini¢go 4.6: Dizemos que um Martingale (X,,) ¢ um L'- martingale se tivermos
sup [|Xall x < o0

Exemplo: Todo Martingale regular ¢ um L!- martingale. [l

Proposicio 4.9 Seja (X)) um L - martingale. Seja (T,,) uma sequéncia de tempos de
parada tal que, para todo j, T; (w) < oo g.c. Entio

Z (X1, (W) — X, (w))2 < 00 g.c,

=1

Demonstracao: Seja ¢ = sup || X, |j;, e seja X* a funcfio maximal. Entdo, pela De-
sigualdade Maximal de Doob,

P(X* > p) < —.
(X* = p) ”

Portanto

(1) X" (w) < o0 g.c.

Seja f a funcdo convexa continuamente diferencidvel definida por

£? 5|ti D
2t —p* [ =p

IA

f@)= (p fixo).
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Seja g a funcio nio-negativa definida por
g (v1,v9) = f (v2) — f (v1) — (w2 —v1) f' (v1).
Entdo: g (v1,2) = (v2 — v1)* se |v;| < p,i=1,2.
(2) E [f (Xn)] < 2pE [|X,]] < 2pa.

B EXGa-X)F(X)] = BE(Xm-X)F () | Fll=
= [f (X)E[ F+1 Xj!ﬁ']]ﬁ@

Logo

B{f (Xa) — F(X1)]

il

E{i(f(xm) X))} ZE[g(XJH,X)]
= SB[ - X s Xl Spb=Lm

=1

Portanto

o0
E {Z (X1 = X;)°1 [X‘SP}:{ < 2pa.

i=1

Fazendo p — o e usando (1),

4) Z(X_l(w) ()’ < oo gec.

Agora, seja {T},) uma sequéncia crescente de tempos de parada. Queremos mostrar

que

o

(5) > (X (w) = Xy (w))® < 00 g

j=1
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Temos gue

f(Xg) - f(X) = Z(f (Xg+1) — F (X)) Imy>qs

g=1

e<]

}:E [9 (Xgr1,Xg) 11Tj>q1] <

g=1

E[f (Xg,) — (X))

il

< D Elg(Xge1, Xg)] < 2pa.

q

Portanto
@) Bl (Xn)] < 4pe.

Seja Fr, =0 (Fq N Tj"l (@)),q € N. Entdo
(3) E [(XT:'H - Xg) f (XTa‘) i -7'-1",] =0.

Isto prova (5).

Teorema 4.10 (Fatou): Seja (X)) um L'- martingale. Entdo, im X, (w) eziste ¢.c.

Demonstragao: Vamos assumir que o limite nao exista. Entao, existe b > 0 tal que

P ({w : ﬂgf]].rl;?_’lm sup | Xy (w) — Xp (w)] > Qb}) > 0.
Seja T1(w)=1e

Ty (w) = inf {g: ¢ > Ty (w) e | X1, (w) — X, ()] > b}
Entdo, a sequéncia (T,, (w)) é crescente e

[XT:H—L (w) — Xy (’w)l > b, V.
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Isto contradiz a Proposigdo anterior. 2

Definigao 4.7: Dizemos que um subconjunto H de L' é uniformemente integrdvel

se, para todo £ > 0 existir n > 0 tal que B[l I4] < ¢ para todo h € H e todo A € F
com P{A) < 1.

Proposicao 4.11 Seja H um subconjunto de L'. Entdo, as seguintes afirmagdes sdo

equivalerttes:

1. H € uniformemente integrdvel,

2. iy oo |SUDpey f thidP| = 0.
Ihi>q

Demonstragao: Para provar que (1) — (2) vamos primeiro provar que (1) implica que
existe M < oo tal que ||h]|;; < M,Vh € H.

Seja 7 > 0 o mimero associado com ¢ = 1. Entdo, o resultado segue colocando-se
M=2+1

Por Chebyshev: P ({h] > q) < $M.

Como esta expressao tende a zero quando ¢ —» oo, (1) implica (2) formalmente.
Vamos provar agora que (2) — (1). Suponha que existe g > 0 e sequéncias (h,) em H

e (F,) em F tais que
Blh,la,] >0 e P{A,) — 0.

Seja gg escolhido de maneira que f hdP < %,Vh € H.

lh|>go

Seia By, = {w : |h, (w)| > go}. Entéo
g0 <E [hula, (In, + Ing)] < Efnln,] + P (An).

Como o primeiro termo do lado direito € menor que £ e o segundo tende a zer

quando n — oo, isto nos d4 uma contradicao. ’
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Proposigio 4.12 Sejo H im subconjunio uniformemente integrdvel de L' e seja H,

o fecho de H na topologia da convergéncia quase certa. Entdo Hy, é uniformemente

integrdvel.

Demonstragao: Colocamos ¢ (e) = sup,E{|h|l4], com h € H e P(A) < &. Seja

(h,) uma sequéncia de elementeos de H que converge a hp q.c. O Lema de Fatou implica

que

¢ (€) > iminf B [|ha| La] > E[[ho| L4]-
Portanto

supE[lhi| Ia] € ¢(g),Yh; € H,VA tal que P(4) < e.

Teorema 4.13 (Generalizacio da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja (un) uma

sequéncia de fungdes integraveis no espag¢o de medida (X, %, 1), p(X) < 00, tal que
1. a familia {(u,) é uniformemente integrdvel,

2. u, converge q.c. G ug.
Entéo, ||un — ugll ;2 — 0.

Demonstragio: Pelo Teorema de Egoroff, existe e >0 e B € £ tal que p (BY) <z e

{un) converge uniformemente a uy em B. Entao

[un — toll ;1 < Eflun — uo| Is] + Blun} Ipe] + B luol Ip<]-
O primeiro termo do lado direito tende a zero pela convergéncia uniforme, o segundo

pela integrabilidade uniforme e o terceiro pela mesma razao que na Proposi¢ao anterior.
O
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Teorema 4.14 (Critério de Regularizagdo): Seja (X,) um L'- martingale. Entdo as

sequintes condi¢bes sdo equivalentes:

1. (Xy) é regular,

2. {X,:1<n< oo} € uniformemente integrivel.

Demonstragdo: (2) — (1) Pelo Teorema de Fatou, X, (w) — Z g.c. Pelo Teorema 4.13,

isto implica que || X; — Z|j,, — 0. Portanto, usando a identidade X, = E[X, | F.},q >

n, fixando n e tomando ¢ — oo, temos

(1) — (2) Para um c a ser fixado, seja B, = {w : | X, (w)| > ¢}. Entéo, como B, € F,

e | X, <E{Z|| F.] segue que

B{|XalIs,] < BlpE{Z]| 7]

Portanto, com b também a ser fixado,

f 2| dP =

[ Xnl>c (X Z|>0)

/ \Z| dP + 8P (|X.| > ).
| Z|>8

Mas, pela desigualdade de Chebyshev
P(1X,| > ¢) < B [|Xal] <

Paortanto

| XnldP <

[ Xn|>e |Z]=b

4

| Z| dP+

EE([Z| I, | Foll = B[ Z]| I8}

|Z1dP <

({Xnl>el(iZ]<t)

“B(2]).

f 12)dP+-E [ 2]



Ponha b = q% e ¢ = g. Entao, o lado direito tende a zero quando ¢ — o0 e a conclusao

segue da Proposicao 4.11. O
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