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INTRODUGAQ

O problema da colisio de uma particula com o ntclec pesado do
atomo (espalhamento) assume wum interesse particular, uma vez que
evidencia o significado fisico da fungio de onda. Como ¢ sabido, a
fungioc de onda, ¥(r,th ®°x R R serve para escrever o estade de uma
particula e ¢ solugde da equagéo de Schrddinger ihd¥/gt = H¥ onde H ¢ o
operador enargia, também chamado hamiltoniano do sistema.

Supanhamos uma fungio de onda do seguinte tipo:
¥ = { clexp[ixp/h] + czexp[Iyp/h] } exp{-—ipzt/2m]

neste estado a energia é igual a E = p2/2m porém o movimentc nio tem
uma diregdo definida. Fazendo-se um experimento que permita constatar a
direcio do movimento (por exemplo, por mio de um diafragma com a
abertura orintada de uma certa maneira) e o repetirmc muitas vezes,
verificamos que existe uma ceta probabilidade de detectarmos a
particula deslocando-se, ao longo do eixo dos x, com velocidade v =
p/m, assim como existe a probabilidade de a detectarmos, deslocando-se
ac lengo do eixo dos y, com a mesma velocidade.

No estado descrito pela fungdo de onda acima, a particula tem uma
certa potencialidade de ser detectada ao deslocar-se segundo qualquer
uma das duas diregdes. E claro que isto pressupde um estade totalmente
diferente daquele que corresponde ac movimento da particula segundo a
resultante da soma das duas diregGes.

Agora, se a particula se deslocasse ao longo da bissetriz do
a&ngula formado pelos eixos dos x e y, com a velocidade correspondente a

energia E = p2/2m a sua funglo de onda seria igual a

¥ = C exp[ }—11 X :/)2( p ] expl-iEt/h]
2

sendo esta fun¢do de onda completamente distinta da anterior.
A probabilidade de existirem estados nos quals uma dada grandeza

ndo ter valor determinado e que se obtém a partir da superposigiio de



estados com um determinado valor desta grandeza, constitui uma
caracteristica da mecénica quantica que a distingue radicalmente da
mecanica clasica.

A necessidade de adotar o principio da superposigdo resulta do
fato de s6 com base neste principio ¢ possivel explicar a natureza

dualistica da luz e da matéria que se manifesta tanto scb a forma de

onda como sob a forma de particulas.

Analisande do ponto de vista da potencialidade & possivel escrever
uma expressio que nos dé a probabilidade de detectar a particula
deslocando-se segundo o eixe dos x ou segundo o eixo dos y, se
inicialmente ela se encentrava no estado caracterizado por ¥. Estas
probabilidades s8o proporcionais aos quadrados dos médulos das
amplitudes e a razdo entre elas é igual a |Cl]2 : |Cz]2 onde os C sdo
os coeficentes de expansfo da base do espago considerado,

No inicio da mecénica ondulatéria, De Broglie interpretava a
funga‘xo' de onda como uma certa onda especial, a qual representava um
cojunto de particulas susceptiveis de se difratarem, as chamadas ondas

de De Broglie{ ”.

A seccdo de choque de espalhamento elédstico de uma particula com
energia E, movendo-se num campo de forgas central, ¢ determinadc pela
diferenca de fase das ondas parciais, de diferentes momentos angulares
na qual a funcio de onda da particula pode ser descompostam. No final
da década de quarenta Bargmannm) discutiu a conex8o0 entre diferenca de

fase e o potenciai espalhador, construindo e discutindo potenciais com
fases equivalentes.

No comeco da década de sessenta Bhattacharjie e Sudatshanm
apresentaram um método de coastruir potenciais independentes da
velocidade, para os quais a equagdo diferencial de Schrédinger,
independente do tempo, é resolvida em termos de fungfes analiticas e
dai estudaram as correspoendentes amplitudes de espalhamentos.

No contexto da fisica matematica 580 varias as

(5,6,7,8,9)

aplicagdes onde propriedades das fungSes analiticas s&o

usadas para fornecer aproximagfes numéricas razodveis. Assim, pelo
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menos para sistemas simples- potenciais sollveis~- a solugio analitica
exata Jjoga um papel importante. Entende-se por potenciais solveis
aqueles para os quais a equagdo diferencial de Schrédinger possa ser
resolvida em termos das fungdes analiticas, as chamadas fungdes
especiais da flsica-matematica.

Infelizmente s3o pouces os potenciais soldveis, quase todos
encontrados isoladamente. Dentre estes potenciais soldveis podemos

citar: Oscilador Harménico Isoténicom; Potencial de Morse e Potencial

de PEjschl—Teller[b’ e Atomo de Hidrogéniols}.

Para que um ploblema dindmico esteja completamente resolvido
devemos conhecer os auto-valores, as auto-fun¢des e a respectiva fungio
de Green associada ao potencial em questdo. Os deis métodos mais
usados para determinarmos o espectro mecénico-quintico sfic: O método de

§{0)] )

fatoragéo e as técnicas de teoria de grupom. 0 métode cléssico

para obtengdo da funglo de Green € o método de expansio tipo
Sturm—Liouville(lz).

0 métode de fatoragdo é um  procedimento que nos capacita
responder, de modo direto, questdes sobre problemas de autovalores. Tal
método considera um par de equagbes diferenciais de primeira ordem como
sendo equivalente a equagfo diferencial de segunda ordem com condigdes
de contorno. Utilizando este métedo Dongpeim obteve um nove potencial
com o espectro de um oscilador harménico com uma barreira centripeta,
também chamada oscilador isoténico, Bar‘ut~lnomata—Wilson(5], também,
utilizando o método de fatoragdo obtiveram os operadores escada da
respectiva dlgebra dindmica.

As consideragBes em termos de técnicas de grupos tém mostrado ser
importante no que tange a obtengio de novas equagBes de movimento bem
como a determinagio das soluclies de equacties j4 conhecidas. Na década
de sessenta Barut(m encontro, para certos sistemas, um grupo ndo
compacto tal que suas representagdes irredutiveis continham todas as
representagdes irredutiveis do grupo simétrico maximal, assocido com os

niveis de energia do respectivo sistema. Este fate culminou com a idéia

da assim chamada Algebra dinamica, a qual nic é uma algebra do grupo



simétrico uma vez que contém operadores conectando diferentes niveis de
energia. A partir do estudo das algebras din&micas surgiram duas
correntes, uma das quais concentra a atengdo na derivagfo explicita das
dlgebras dinfmicas para dades sistemas quénticos(m e ¢ outro grupo
investigando a possibilidade de estender o formalismo A fisica das
particulas elementares",

Budini® mostrou que o© espectro de energia de um dado sistema
fisico pose ser deduzido dos operadores de Casimir da correspondente

6
’ mostou que um problema

4lgebra dinadmica. Aida, o mesmo autor*(1
dinimice pode ser completamente resolvido dentro da estructura da
algebra dindmica sem o conhecimento explicito do potencial. Entéo,
podemos esperar que seja possivel resolver o problema inverso, ou seja,
determinar o potencial cu uma classe de potenclals para uma dada
&lgebra dinfmica.

Na presente dissertagio pretendemos, a partir de transformagdes
funcionais efetuadas sobre uma equagfo diferencial ordinaria, linear de
segunda ordem, reduzi-la a uma equagdo de Schrédinger unidimencional,
uma Unica variavel espacial e, portanto, obter a forma mais geral para
o potencial, com o qual a equagido de Schrédinger possa ser resolvida em
termos de fungBes analiticas. Também pretende-se obter a forma mais
geral para o potencial via técnicas de teoria de grupo.

Uma vez obtido a fotma mais geral para o potencial, mostraremos a
redugio da respectiva equagio a uma classe de equacdes
hipergeométricas, a qual serda identificada com a respectiva 4algebra
dinamica do problema em questfc. A partir de processo de limite
discutiremos a forma mais geral para o potencial que nos leva a outra
classe de equacg8es, ou seja: equagtes hipergeométricas confluentes.

Para a resolugdo destas equagfes utilizaremos o método de
fatoragdo nos  resprctivos  casos, equagBes  hipergeométricas e
hipergeométricas confluentes, bem como técnicas de teoria de grupo
discutindo as A4lgebras assosiadas =aos grupos correspondentes a tais
fungdes.

Resumindo, construiremos potenciais unidimensionais independentes

iv



da velocidade para os quais a equagdo de Schriodinger pessa ser
resolvida em termos de fungBes hipergeométricas e hipergeométricas
confluentes. Entd3o, para tals potenciais, conhecemos a solugao
analitica completa com a qual podemos estudar a sua forma assintética e
dai estudar a matriz de espalhamente associada ao respectivo potencial
em questlo.

O presente trabalho estd organizado da seguinte Imaneira: No
primeiro capitulo construimos a forma mais geral para o potencial com o
qual a equagfic de Schrédinger possa ser resolvida em termos das fungdes
hipergeométricas e hipergeomémetricas confluentes. No segunde capitulo
discutiremos as técnicas de grupo, apresentande a Algebra simétrica, a
&lgebra geradora do espectro e a dlgebra dinfmica relacionadag com a
4dlgebra sol2,1} que estd associada as fungBes consideradas. No capitulo
trés discutiremos o método de fatoragdo, enfatizando as fatoragdes tipo
A e tipo B as quais estfo associadas as fungBes hipergeométricas e
hipergeométricas confluentes, respectivamente. No capitulo quarto
discutiremos uma aplicag¢do ao problema do potencial de Poschl-Teller
bem como a maneira a ser seguida para obter a respectiva matriz de

espalhamento. Finalmente apresentamos as conclusdes.



CAPITULO I

TRANSFORMACOES SOBRE AS EQUACOES HIPERGEOMETRICA E
HIPERGEOMETRICA CONFLUENTE

Neste - capitulo discutiremos a transformagio funcienal sobre as
equacbes hipergeométricas e hipergeométricas confluentes a partir de
uma equacdo diferencial! geral linear de segunda ordem. Obtemos assim um
potencial geral,e, como um caso particular, obtemos potenciais da forma
de Schrédinger. '

Consideremos entfic a equaclo diferencial geral linear e de segunda

ordem, em uma variavel independente

(1.1) d _ u(z) + P(2) gz ulz) + Q(z) ulz) = 0.

2
dz

Introduzindo-se as seguintes substituigdes, nas variaveis
independente e dependente

(1.2) z =flr) ; ulz)=girle(r);g(r)z0
obtemos

(1.3) 4 oir) + Alr) 5= olr) + B(r) o) = 0
) 4 dr

onde A{r) e B{r} sfo dadas, respectivamente, por:

i 2 d d d%f(r)/dr?
ﬁ{l")—m a;g{r) + P(r) a-? fir) —W

.2 2 yA
dglr)/dr d dgl(r)/dr
B(r) -_g(r_] ] + Q(I")[ﬁf\(l‘]] + [—Hﬁw—g[r] ]

(1.4)

d d%1(r)/dr’
P{r) I f(r) - —dF(ry7dr ]

| P(r) = plf(r)] :  Q(r) = qlf(r)]



entfo, tomando-se Alr) = 0 ; Blr) = K- Vir)y;

CL{D-
=

equagdo de Schrédinger
2

(1.5) d—z plr) + Kzgo(r} = V(r)e(r)
dr

Para o caso particular da equacio hipergeométrica tomamos

_ c-(a+b-1)f(r) . ab
Pr) = syt = roen - Q) = = FOEyTI=FO)

e dal, temos:

_g’r) _ ab , 2
(1.6) Blr) = glr) f(rI[1-f(r}] [ (e

g'(r) [ e-(a+tb+1)f(r) ,
t e [ POty L )

_frrir) ]
f'(r)

onde a (') denota a diferenciagio.

Por cutro lado temos a ceondigio A(r) = O logo com

(a+h+1)f(r)

PIr) = ¢ = fOTI=F 0]

obtemos a seguinte equacfo diferencial

2 c-(a+b+1)f(r}

. f!t[r)
27 & =]

f'ir)

'(r) -

Integrando esta equagdo diferencial obtemos
f'{r) = M gz(r] £ - ey 2

ou, ainda

(1.7) g¥r) = [ f'(;[’ £ - £(r)] <! ]

Vir) = 0 obtemos a



onde M é uma constante.

Introduzindo g(r) em Bi{r} e usando & condicdc B{r) = K* - v(r)

obtemos uma equacgdo diferencial de terceira ordem, nfo linear, para f,

ou seja:
199 vy 72 o A2 _
{1.8) _12._1:__ _%[f_] +é[20 zc +a+b+12 c
r r 2f (1 - f}
2
_(a+b +! —zc} _ 2ab _f{? t ?]+ 1 —c)c] A T
2[1 ~ f]

onde f = fir}.

JA& que a solugdo geral desta equacdce diferencial € intratavel,
devemos encontrar solugBSes particulares, istoe &, fungdes particulares
f(r), glr) as quais levam a forma da equagdo de Schrodinger {1.5).

Como um exemplo consideremos a seguinte escolha

[£*1° a2 = K
f1-¢1 - "™ % o

onde ab & um parimetro real arbitrério. Logo integrando obtemos

fir) = senzltxr‘ﬂ@]

onde 8 é uma constante de integracio. E por (1.7) obtemos para gir)

gi(r) = g‘% sen' lar+8] cos "X [grag)
assim
S(IEI)‘J = cr.([a+b—c:+1/z] tan[ar+g) - (c-1/2) cotiar+3]

e de (1.4) temos



B(r} = K* - V{r)

logo substituido (1.6) e usando (1.8) nesta expressio obtemos

g e (o)]?
vir) = =10 2[ g(r)]

portanto, temos para o potencial

Vir) = txz[(a+b]2 L 178 ~(a+b-c)? _ (c—uz)[c—a/z)] -

coszltxr‘ﬂi} senz[aNB]

Agora, para obter potenclais independentes da  velecidade,

escolhemos o e a+b independentes de K, logo

a=7y+ (?2_'_ K2/40'.2)1/2 = ?+_é_:;
2 L2, 23172 ik
b=y - v+ K78 ) = 7 -5

entido (1.3) se reduz

il

e (r) +[ K® - V(r)] olr) = 0

com K° = xz - 40:72 e substituindo a e b em V(r) obtemos

178 = (29-¢)®  (c-1/2)(c-2/3)
<p”(r]+{x2+a2[ 2 ¥y-c)” _ (c 2c /3 ]} o5 = 0
cos lar+g} sen [ar+f3]

com 0 = r { », a qual € uma equacio com potencial de Ptschl-Teller de
primeiro tipo.

Na tltima equagfo podemos introduzir as seguintes mudangas



elr) = sen'”?lar+B] yip)

r = Ztanwllexp(p]l

e obtemos

174 - (2y - &)®1 | (x = 1/2)(x + 172}
senhZ[p] coshzlp]

¢ (p) + az[ ] wip) -

—(c- 1)) =0

a qual é uma equagflo de Schridinger com potencial de Poschl-Teller de
segundo tipo. As equagdes acima com ambos potenciais, primeiro e
segundo tipos, serdc resclvidas no capitulo III, pelo métedo de
fatoracgéo.

Agora, para passar ao caso da equagio hipergeométrica confluente,
a partir da equagio (1.8), tomamos f(r} = £f(er), b = 1/e e obtemos um

potencial geral quando € 3 0 da seguinte forma:

1 ”2 ,2 *
1.10) %f_-%[L]+E(1_E)[f_]+(§_a)ﬁ-
-

- 21001% = K% - Vir) = B(r)
onde f = f(r)
Este potencial ¢é igual ao ° potencial obtido fazendo uma
transformacg8o funcional na equacio hipergeométrica confluente da mesma

forma que fizemos para a equagdo hipergeométrica,

Como exemplo consideremos a escolha

fo)=r 3 ey =1 ; '}y ="(r) =20

logo obtemos



assim

2
¢n(r)+[_%+(%_a)%_(C“zC)] ¢[l")=0

Esta é a equagio de Whittaker, cuja solugio é

$(r) = explr/2] ple-1sz

Fla;c;r).
onde F{a;cir) € solugio da equag8o hipergeométrica confluente.

Agora podemos escolher f{r)

1}

explar] logo temos que

f'{r) = o« explar] ; £°(r) azexplm‘] ; £7(r) = aaexp[cxr]

1l

portanto sustituinde em (1.10) obtemos, com « = 1

B(r) = - - a Jexpir] - 211 explar]

INPS
+
——
[\ R e
|
§NY)
LS
-+
—
W&

Seja, agora, s+I/2 = ¢c/2 -~ a e m

(crz - 1,2}, obtemos

Blr) = -m° + (5 + 1/2) explr] - 174 expler]

logo

¢ r) + (—1(4 expler} + (s + 12} expir] - m® ]¢(r] = 0

esta € a equagfo com potencial Morse, onde J =0 da equagio sugerida

por Morse??”,



CAPITULO II
TECNICAS DE TEORIA DE GRUPO

Neste capitulo discutiremos os tratamentos algébricos e
representagfes de  daigebra de Lie para  obter o} espectro
mecénico-quéntico de alguns potenciais solGveis para os quais a
equagdo diferencial de Schrédinger possa ser resclvida analiticamente,
No apéndice A, definimos o conceito de &dlgebra de Lie e as algebras de
Lie envolvidas no presente capitulo.

Passamos agora a discutir o problema geral de construgio sobre
realizagfes de uma dada 4lgebra de Lie e subsequentemente mostramos
como a obtenglo de representagdes, pode ser usada para conjuntos socbre
formalismos algébricos gque permitem a solugdo completa de um problema
de mecénica quantica. Nés damos aqui uma formulagdio matemética do que
entendemos pelas técnicas que permitem desenvolver um tal pregrama. A
saber, as técnicas sfo: Algebra Simétrica (AS), Algebra de Geragio
Espectral (AGE) e Algebra Dinamica (AD).

Por AS, usualmente se entende uma éalgebra ¥ associada a um grupo
invariante do sistema quintico considerado. Ndés s6 estudaremos um
sistema tendo uma A.S. de iipo maximal, isto ¢, quando existe uma
correspandéneia um a um entre os nivels de energia do sistema e um
conjunto de representacdes irredutiveis de £ (ver apéndice A). Nosso
propédsito & encontrar a conex8o entre o Hamiltoniano, H, e os
operadores de Casimir, C, da A.S., ja que as Representaqﬁes
Irredutiveis (R.1}) de £ s8o completamente determinadas fornecendo-se o
valor de um namero suficiente de operadores de Casimir da élgebra“m,

entdo
(2.1) H= f(Cll

Por AGE, para um sistema, entendemos uma &lgebra tal que seus
geradores possam ser usados para substituir as variaveis canénicas na

equagdo de Schriodinger de tal forma que o espectro de energia ¢é entéo



conectado ao espectro de geradores simultaneamente diagonalizéveis da
dlgebra.

Dada uma; representagio R de uma dlgebra de Lie £ em termos de um
conjunto irredutivel de operadores, consideramos uma combinacioc linear,
com coeficentes reais dos geradores Jl da Algebra e formalmente

encontramos uma expressido contendo o Hamilteniano, como segue

(2.2) G(H—E)zz:alll-d

onde G & um operador ndo singular arbitrario. Os coeficentes a e d
assim como os geradores Jl podem, em geral, depender da energia. Uma
vez que a representagio dos geradoreg JI ¢ dada, da equagido (2.2),
determinamos, em geral, uma familia de Hamiltonianos tendo £ como AGE e
as mesmas restrigdes fisicas, tal como hermiticidade ou propriedades
simétricas particulares serfo impostas a H. E possivel determinar o
espectro discreto por meio de uma transformacio de similaridade , para
mudar o ladgo direitc da equagioc (2.2) em uma combinagfdo linear de

geradores compactos ( operadores com espectro discrete ) cormutativos,

De fato, se este € o caso temos

-1 co
(2.3) TG (H-E) T = }bs”-d

onde os JTD sdo geradores compactos e assim podem ser simultaneamente
diagonalizados. l.ogo, por hipbiese, se o conjunto irredutivel da
representagdoe induzida pelos J1'5 ¢ conhecida, conhecemos, em
particular, os autovalores Jl(r‘) dos operadores .I;:D, assim o espectro

discreto de H ¢ determinado, de acordo com a equ¢do (2.3), por

(2.4) [ b (E) J (r) ~ d(E) = 0

Ainda mais, podemos ver de um ponto de vista mais geral a AGE,
fazendo uma anzlogia entre a equagfo (2.2} e o novo formalismo. Isto &,

escrevendo



(2.5) C me()f]!l’ = G(H - E)zpm(y]w

onde C ¢ o operador de Casimir da &lgebra #, ¢ (y) € uma fungdc que
m

depende s da parte angular, G é um operador arbitrério ndo singular e

a fungdo ¢ depende s6 da variével fisicamente relevante para o sistema

cujo hamiltoniano & H, aqui o hamiltoniano H nfio depende da variavel y.

Podemos definir a AD como a menor A&lgebra contendo a A.S. e
A.G.E., iste &, uma vez conhecida a A.5. e a A.G.E. é considerado todo
o conjunto de operadores os quais representam estas duas algebras entdo

as fechamos em uma Unica algebra.

Discutiremos agora um exemplo usando ¢ enfoque da AS, o oscilador
harmoénico em trés dlimensBes, o qual tem come A.S. a Aalgebra su(3) e ela
¢ de tipe maximal. Nés usaremos os operadores de criagic e aniquilagio

para esquematizar as representa¢es. O problema é o seguinte:

a) Esquematizar uma representacfio da &lgebra su(3) emtermos de pares de
operaderes de criagdo e aniquilagéo.

b} Identificar estes operadores come fungdes de observaveisfisicos.

¢} Resclver a equagfo de autovalores para os correspondentes operadores

de Casimir.

d} Expressar o Hamiltoniano do sistema como uma fungio destes

operadores.

O Hamiltoniano do oscilador harménico em trés dimensdes, com massa

o, &

{2.6) H - pz P . A q

onde R é constante. Da representagio de sul3) obtém-sedefinindo os

operadores,



{2.7) E =R --RS§ , {1 =123)

3
onde R =% R“ e
i
{28] |4 =b a + =
1) (| L3
onde bi R sfio o©os operadores de criagic e aniquilagio,

1
respectivamente, e eles satisfazem a relagdes de comutacio

[al,bj] =8, [ai,ajl = [bl,bJ] =0

J

Pode-se verificar entfo a relacfio de comutagio

[Eu » B = Sy BT % B

da 4lgebra sul3).
Agora para estudar o operador de Casimir desta representagio

definimos as bases standard Fa{a = 1,.,8)

(2.9)

. _ 1/2
F=(E, - E.,)/iF=-(3)"E_

\ 2

estes operadores satisfazem a relagiio de comutagéo

[F , F1l =1 f F

a b abe c
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o - N &)
onde as constantes f b gio totalmente antisimétricas
abc

0Os operaderes de Casimir para a algebra sio

B
2
Cl _az»::l Fa € CZ - Z dahc Fa Fb Fc

a,b,c

3
com d . completamente simétricos ),
abeo

Logo, podemos obter os operadores de Casimir, usando (2.7), (2.8)
e (2.9}

c = é[ [ 121 biai] [ lil ba + 73 ] ]

Agora escolhendo os operadores bi e a em termos das variaveis

posicdo e momento, ¢como
a = -l-— 1/2 ( p. - ifig )
{(2B) 1 i

1

b = V2 ( p, *+ iBq )

]
o

obtemos
Cl = N{(N+3 )3

cnde N é o operador numérico, dade por

e, por outro lado, os autovalores de N s8o os inteiros ndo negativos,

logo © espectro de C1 ¢ dado pelos autovalores

(2.10) Cl(n) = n(n+3¥¥3 : {n=ol.)

11



e da mesma forma obtém-se para C2
cC, = N (N+3){2N+ 3 }/18
szn] =n{n+3} 2n+ 3)/18 ;s (n = o,1..)

Falta ainda expressar o Hamiltoniane como uma fungdo

destesoperadores, para tanto escrevemos

o
[a¥]
[\ ie]
~

N=—p +

w

logo

e de (2.6}, obtemos

2 4 2 2 2 2.2 2 4 4
H® = (p" + 8°q° p° + B8P q" + B q')ap’

portanto

2
(2.11) H® = [i] (12c +9) .
m 1

E, como Hzrp = E° @ obtemos a partir de (2.10) e (2.11) o
n n n
espectro de energia para o sistema meclnico quintico considerado, ou

seja

E =8 (n+3/2)p

Da mesma forma pode-se tratar o problema do atomo de hidrogénio,

mas acontece que a representagio explicita da A.S. para obter (2.1},

12



nio pode ser construida de modo fé4cil, através de representagdes

““. Entioc os geradores L's da A.S.

equivalentes da algebra abstrata
serdo conectados com os operadores L’s de outra representacio da
adlgebra por uma transformagfo unitaria U que ndo pertence ao grupo,
logo os operadores de Casimir das duas representagdes nfo terfo a mesma

expressic e em lugar da equagdo (2.1} teremos uma relagio da forma

H = U*f(cl')u

= . = . (2)
onde C;s sdo os operadores de-Casimir da representagéc principal .

Agora passamos a aplicar a AGE como técnica para resolver

problemas concretos de mecanica quéntica,

Comecgamos considerando a representacdo da algebra de Lie so(2,1)

J0= ( s+ T )4
(2.12) I = (S-T)A
J =-{ R /2
2
LY
0ndeS=az+pT_1; T = b% R=ab+% s [a,b] =1

”0"]1] =1, 3 [JZ,JO] =15 [JZ.JI] = 1

e g operador de Casimir definido por

c=1>-1_p
4] H z

é igual a ¢ = -3/16 - p/4

13



Dada ent8o, a representaglio em termos dos operadores criagio
e aniquilag8o a,b expressamos estes operadores em termos da posicio
relativa e operadores momenta de duas partfculas sem spin.

Supomos que b ¢ uma fungdo s6 do moédulo g do vetor posigio, em

trés dimens8es

b = igl(q)
tal que glq) é invertivel. Entdo podemos tomar
a=Tf{q) gp + jlq}
onde

9P =4p + q,p, * 4.p,

assim calculando os comutadores

It

. d
[f(q)q p . iglq)]l = flq)qh aq glq)
1

Il

Flq)q_h j—q glq)
2

[f(q)qu2 , igl{q)]

[f(q)qap3 , iglql] f(q)qah ga glq)
3

e usando o fato que [a,b] = 1 , obtemos

fa,b] = f(q)h q g'lq) =1
logo
£lq) = [q g (g™

onde h = | e jlq) ¢ uma fungdc a ser determinada convenientemente, e a
() indica a primeira derivada em relagio a q.

Também obtém-ge expressSes para ST e R como segue:

S =a’+ pT-l

( f{q) q.p + j{q) ]2 - p/glq)

I}

(ag’@ ) *(a.p)?+ 2( ag’(@ Japi@

+

(3ta) ) - prg’tq)

14



~ e usando a identidade
2 22 . 2
(qp ) =dap +igp-L
obtemos

s = (g7(q) P p®+ [ g (@1( 2/ag' (@) + g”"(9)/ (g’ (@) "a.p

- Lz/( qg’{q) )2 -ij'(q)/g’(q) + ( jl ) - p/g%q)
R = (ig(q)/qg’(q))q.p + iglq)jlq) + 1/2
T = -g°(q)

Escolhendo, agora, jl{q) tal que o termo g.p de S desapareca, temos

j @) = -/212¢qg’ (@) + g"’(a) /(2" (@)},

e dai obtemos

2

s= (&) p* - (@) L® - 12 ') (2’ @) +

+ 3/4 (g”{q)]z (g'(q)]"4~ p(g(q})_z

R = (igla)/ag’ (@) a.p +gla)2((2/ag ()] + g (Q/1g(@))°) +

+ 172

T= -g°(q)

estas equacgles conduzem & representagdo geral da &lgebra so(2,1)
por meio das equagfes (2.12).
Introduzindo a fungio hiq) = gz[q)/ﬁl e usando as equagfes acima,

com (2.12)e colocando A = -p/16 obtemos

15



{2.13} Jo

il

2

S lhpt L mth 3 (23] L «n
4 h.z 8 h,a 16 [h.]q 16 | h
onde h = hiq) e .]2 ge obtém usando a relagéo Jz = -i[JO,J1] )

Agora ja temos a repfesentaqéo geral de so(2,1), logo podemos

escrever, de acordo com a equagdo (2.2)

2
— — — p— —
(2.14} Za(JO + Jl) zrsuo Jl} + 3 G[q)[ 5=+ Vig) - E ]

e, usando (2.13) e escolhendo Glg) = 2ma h[q].o"ih'(q]l2 para ter
coeficentes iguais dos termos em pz, em ambos os lados de

(2.14),obtemos

[N ys 2 N 2
wo T [ow R
4,,2 _8)1?% L% _ _

desta equagie podemos achar o potencial V(q) escolhendo uma fungéo
hi{q} particular. O problema chave entdo, consiste em isolar o lado
esquerdo de (2.15) em termos que nic dependam de q e possa assim ser

identificado com o termo 2mE do lado direito.

16



Escolhamos, por exemplo, hig) = q2 ; & = —m—;E; = _acrg_w
2, _L?
e A(LY) = = + ¥ ; o« arbitrario i «,f < 0
16 8
a gqual nos conduz a
2 2
Vig) =wq ™ + Lz
q

que ¢ um potencial tipo cscilader harmoénico com barreira.

D
Escolhamos agora, h(q) = expl-a(q-q )] ; 5 = 4mb2a
a
B=- mg ; AME) = - —PE . o arbitrarior a > 0
2a 128a

- L H k) 2
onde a, b, D sio constantes arbitrarias, com a condigo L™ = O obtemos

Viq) = D { expl-2a(q - qo}] - 2b expl[-alg - qo)] |3

o qual € um potencial de Morse, igual ao potencial obtido em (1.10)

comcoma:l;q—q0=r;D=—1/4;b=25+l

Passemos agora a discutir o tratamente geral, usando a férmula
{2.5). Comecamos entdo por considerar uma representagic geral da

algebra so(2,1), introduzindo os trés operadores

_ .2
JS = l'a—y
(2.16)
% . PR . 2
I = exp[ily][ A+(r)§ - 1B+{r]§§ + C+(r):|

que satisfazem as relagbes

17



e o operador de Casimir é dado por:

(2.17) C=51 +12-1.
3 3

Da relagdo [J+, I = ZJ:3 obtemes as seguintes equagles

diferenciais

AA -AA +AB_ +BA

I
o

(2.18) AB -AB -2BB_ =2

AWC+ - A+C~_ + B+C__ + B C

{]
o

+

onde (*) denota a diferenciagfio em relagic a r.
A partir destas Oltimas equagles, podemos obter solugdes
escolhendo A (r) = —A+(r‘) logo obtemos que B {r) = B (r) e agora

substituindo estas igualdades na segunda equacgioc de (2.18) obtemos

(2.19) A (r) =[1+B(r)] 7/ B,(r)
e substituindo na terceira equacgido de (2.18) resulta
C(r) = -C+(r) + 2ql1 + }3:[1*)]1/2

onde  é uma costante arbitraria, ou

172

(2.20) C,lr) = qll + BX(r))""* + D(r)

portanto {2.16) fica

18



{(2.21) J7 = expl*iy] .

172

2
_[i1+B{r]8

a 2
= = iB(r) z— + q[i « B7(r)]" " % D(rl]
B’ (r) oy

ar

onde B(r) = B+(r‘).

Comparando com o operador de Casimir {2.17) cbtemos

2 22 .2 2 2
(2.22) c=—[£’i] -3—2+1+B U+E)B"—2D—B]g—r—
B’ ar B' (B*)
2 62 2,172 8 2. 2 2
- {1 + B")—_ - 2igBI[l1 + B — + {1 + B)q" ~ D" -
6y2 8y
2
- L"'_.Em D' + BD.
Bl
Por outro lado ¢ hamiltoniane é
2
H=_a_.. +2“(E—V}—M
ap? 2
r r

logo para escrever a relagdo (2.5) o termo contendo 8/8r tem que

desaparecer e devemos ter

(2.23) Dir} = =

Introduzindo agora, uma nova fungdo f{r) da ferma:

i 1+ f(r)
(2.24) Blr) = = — -
¢ Irm )V

e substituindo (2.24} e (2.23) em (2.22) obtém-se
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(2.25) C

e desta equagio segue que

S
- z

()2

+

(1 - )%

R
93y ~ 2 | TIT + fI

2 2
(2.26) [C-ulu + 1)] explimy] g(r) = ”—llw—fzi { a .
(f") ar
1f00 S[f"]z 1 1 21(r")? [1
+ o = + =t = - (m + q} - | 5 + gm +
25 A | 2 I 2
(£)° F 1 1 ()2 ,
+ ulu + ll]f =T —_ 5+ ulu + ”Ja—":_f_)uz }exp[mly] w(r)
Impondo agora que
2 2
(2.27) [C - ulu + 1] explimy} p(r) = H =T { 2 .
(f*} ar
+ 2uE - V) —!—[-LZLL}—} explimy] ¢(r)
r
obtemos
1 e 3T £ 1f 1 AT 7% [ 1
f f
2 2
{(r’) 1 (f’) _
+qm+U[U+l}]W—[E*.u[ud'l]]{l”r}z =

_ L+ 1)

2
r

= 2u(E - V)

A equagBo (2.28) coincide identicamente com a equagdo (1.8) com:

20



1/2 - (m + @ = 2¢c - &°

172 + qm + u(u +1) = 2ab - {a+b +1 - ¢clc

it

172 +ulu+1) =1/2[{a+ b +1-c)’=(a + b + 1 —¢)]

E agora, novamente como fizemos no primeiro capitule, por um
processo de limite obtemos a equagdo de Schrédinger com um potencial
independente da velocidade na forma mais geral, relativo as fungdes
hipergeométricas confluentes, portanto a nova representagdo (2.26) da
adlgebra so(2,1) é a mais geral, isto &, ja nio precisamos da
representagio (2.12) para cobter potenciais de tal forma que a equagio
de Shrodinger tenha sclugdo em fungfo das fungSes hipergeométricas
confluentes.

Os resultados entfio, para o problema de construir potenciais
independentes da velocidade, a partir do ponto de vista da teoria das
equagdes diferenciais, tratado no capitulo I, para os quais a equagde
de Schrédinger possa ser reduzida as equagdes hipergeométricas ou
hipergeométricas confiuentes, sio idénticos aos resultados obtidos com

as técnicas de teoria de grupo.
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CAPITULO 111

O METODO DE FATORAGAO

QO método classico para solucionar um problema de autovalores
consiste em encontrar a solugio geral da equagfo diferencial e entdo

determinar os possiveis valores do parametro A tal que satisfagam as

condigbes de fronteira e daf obter as autofungOes.

10)

Neste capitulo discutiremos o método de f‘ator‘aqéio( o qual nos

capacita responder, de um modo direto, questdes sobre problemas de
autovalores. Tal método considera um par de equagles diferenciais de
primeira ordem no lugar de uma equagioc diferencial de segunda ordem com
as condigbes de contorno.

A equagdo a ser resolvida, na forma standard, ¢ dada por

2
(3.1) d_z ylx) + rlx,mly(x) + ay(x) =0
dx

onde r{x,m) ¢& uma fungdo que caracteriza um particular problema.
Suporemos m como sendo um inteiro nio negativo que emerge do processo
de separagdio de varlaveis onde seus valores s#o restritos pelas
condigdes de conterno.

0 método de fatoragdo trata a equacdo diferencial de primera ordem
diretamente ou substitui a equagdo diferencial de segunda ordem por um

par de equagdes de primera ordem, com a seguinte forma

m+l

|

. d 1/2
k(x,m+1) - d—] y" o= [A - L[m+1]] Y
x 1

dx 1

. q 172
k(x,m) + —] YY" - [A -~ L{m) ] YT_I

conde k(x,m) e L(m) estdo assoclados a um dado r(x,m) e len ¢ a [ungao

y(x) normalizada, no sentido de J‘|yTl |2 =1,

: . . « (10) . « -
Existem somente seis tipos de fatoragdo "os quais ndo sao
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independentes.Uma vez encontrada a fatoragfio correta, os autovalores e
as correspodentes autofungdes podem ser obtidos quase que imediatamente.

Nosso procedimento serd transformar & equagio diferencial
considerada na forma padrio, equagdio (3.1), onde m = m +, m +2,...

tomando m = Q. Tal transformagdo é possivel se, na forma original
[+]

d dP _
%[P%]+qP+ApP—O

as fungbes p, p sdo ndo negativas e p/p existe em quase todas partes. A

transformagic que conecta estas equages €

Y = [pp)l/zP , dx = {p/plvzdﬁ

Dizemos que a equagde (3.1) pode ser fatorada se esta pode ser

sustituida per cada uma das seguintes equagdes

(3.2a) H™ TH™y(xam) = (A - Lim+) ) y(x,A,m)
(3.2b) H” "Hyx,Am) = (A - L(m) ) y{x,A,m)

onde H" = kix,m) % (d/dx)

Notemos que (3.2a) pode ser obtida de (3.2b) comutando o operador H
e trocando m por m+1 exceto na fungdo y(x,A,m}.

A idéia fundamental do meétode de fatoragido pode agora ser
estabelecida através dos cinco teoremas seguintes, apresentados sem
pr‘ova(m.)

TEOREMA I :
Se y(A,m) é uma solugdo de nossa equagHo diferencial (3.1) e se ela
for fatoravel entfo

-, m+l

H™ y(A,m)
+Hmy(?u,m}

(3.3a) y(A,m+1)
(3.3b) y(A,m-1}

sdo também solugBes correspondentes ao mesmo A mas para os diferentes
m’s sugeridos pela prépria notagéo,

Se nds temos uma soluglo, podemos, pelo tecrema I, usar o operador
H para encontrar outras solugdes, e continuando o processo, obtemos uma

escada de solugles pertencentes a um A fixo. Agora podemos, entdo,
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interpretar as equagdes (3.2) como: Indo um passo acima da escada e
outro passo abaixo ( ou vice versa ) chegamos & solugdo com a qual
comegamos, mas multiplicada por A - L{m+1) ( ou A - L(m) ). Passando
através de (3.3} podemos alcangar uma solugfo que é identicamente nula.
TEOREMA II:
Se ¢ e f sfo funcdes de quadrado integréavel de R em R tal que, ¢f
sio nulas nos extremos do intervalo (a,b) e os Integrandeos abaixo

sdo continuos no intervalo, entio
b b
Jtp(Hmf]dx=L(ngo ) dx
a

Este teorema afirma que os operadores H, 'H sio mutuamente
adjuntos, isto &, em termos de preoduto interno

-.m j"-m J‘%m bom
(qo’Hf)= SUHT ) dx = a(Htp]f‘:( H, )

TEOREMA 1II:

Se y(A,m) é quadraticamente integravel sobre todo x e L{m) & uma
fungdo crescente de m ( m > 0 ), entdo o operador g produz uma
fungdo, a qual é também de quadrado integrével, e nula nos pontos
extremos. Se L(in) € uma funcBo decrescente de m ( m > 0), entfo o
operador "H" produz uma f ungfo de quadrado integravel e nula nos pontos

extremos.

Passemos agora a discutir a existéncia de solugBes a partir das

condigdes scbre A. Divideremos nosso problema em duas classes:

CLASSE It

Sera caracterizada pelo fato de L({m} ser uma fungio crescente de m.
Veremos que esta situag8o usualmente conduz a uma escada finita de
solugBes pertencentes a m=0,..,1 para cada conjunto discreto de
valores hl{1=0,1,2...].

CLASSE 1II:

As solugBes aparecerfio quando L(m) for uma fungio decrescente de m.

Usualmente obtemos uma infinidade de solugdes pertencentes a
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m=1,1+1,1+2,...para cada valor Al{l=o,1.2,...} de A.

Em cada classe ao final, y(hl,:}, da escada pode ser obtida por uma
quadratura simples e as outras solugbes por meio da equagdo (3.3).
Nestes casos onde A @ ndo discreto, utilizamos a férmula de recorréncia,
equagio (3.3), mas n#c temos correspondéncia do infcio da escada de
fungdes y(i\l,l). E também possivel que L(m) seja uma constante, e neste
caso temos de novo s6 a férmula de recorréncia. A equagdo de Bessel nos

leva a um exemplo importante desta possibilidade“m.

Os seguintes teoremas determinam hl come uma fungio de 1

TEOREMA IV:

Quandc L(m) ¢ uma fungfio estritamente crescente do inteiro m para
0<{m=M=e A = o malor de L(M), L(M+l), entdic uma condigo necesséaria
para a exlisténcia da solugfio quadraticamente integravel &€ que A = hl=
L{+), onde : & um inteiro e m=0,,2,..J0 € usualmente M = w e
LM) = o

Se Lim) & uma funcfo estritamente decrescente do inteiro m, para
0=m=M e A=L(0) entdio uma condigio necessaria para a existéncia da
solugdo quadraticamente integrével €& quea = )L1= L{1) onde 1 & um
inteiroem =1, | + 1, | + 2,.

TEOREMA V:

QO operador H definido abaixo preserva a normalizagio das
autofuncbes quande estas funcgdes sfo0 normalizdveis.

QO teorema III garante cque podemos combinar as fungdes, para ter
nosso operador preservando ndo sé a integrabilidade quadréatica, mas
também a normalizagdo das autofuncdes.

Escrevemos, a partir da equagiio (3.2)
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e em vez da equaglo (3.3) escrevemos

(3.423) YT” = 'H“l’” YT

m-1 ..M

(3.4b) ‘1”l = H ¥

( L{+1)-L(m) )—1/z I H™ classel

+ ..M
onde -H = N
{ L(lJ-L(m))‘ ) IH" classe 1l

e onde a dependéncia das solugSes sobre 1 é sugerida pela nova notagéo.

Portanto se Yi é normalizdvel, as outras Y':' também o serdo pelo
teorema V.

Passemos agora a discutir as solugSes de (3.3). Para tanto,
escrevemos 0s autovalores e autofungdes de uma equagdo uma vez que esta
equagdo possue fatorag@o, isto &4, wuma vez que kix,m) e L(m)
correspondentes a um dado r(x,m) sdo conhecidos.

Consideremos o problema de classe 1. Aqui L{m) ¢ uma fungdo
crescente de m e estamos interessados s6 no caso em que A % o taior de
L(M), L{M+1).

Os autovalores, a partir do teorema IV s&o
?Ll = L(1+1) s M=0,1,20..,1

(10)

ainda mais, da demostragio do teorema IV temos que

' d !
( k{x,1+l} - a*;) Yl =0
é condi¢io necessaria para a existéncia de autofungfes normalizaveis.
Entéo temos que

(3,5) Y; = C exp ( J k(x,1+1) dx )

onde € é uma constante a ser determinada, se possivel, pela condigio
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Ib(Yi)z dx = 1

As outras solugbes normalizadas s8o, entdo, dadas por

k(x,m) + d

w172
( ax

(3.6) Y™ o= g™ YT = ( L{m+D-L(m) )

1 1 )Y.

A figura seguinte representa graficamente a situagdo usual.

m
;1'
"2 r
3 -5010
i

2 )

ré"

o“o
i "n"'
4 { 2 2 ¢ 1

Cada ponto da figura representa uma solugdo de classe 1. As
solucBes conhecldas sdo obtidas a partir de (3.5), as outras de (3.6).

As solugBes de nossa equagio (3.1) dependem de dois parametros 1,m.
A cada par de valores (1,m) correspondem duas solugdes. Se uma solug8io é
bem comportada, esta é representada por um ponto na figura. S6 para | 2
m pode-se satisfazer a condiglo de fronteira ja que sb entdo L{i+l} -
L{m+1} = 0. As solugBes ao longo da linha m = 1 s8io dadas imediatamente
por uma quadratura simples de {3.5). Depois cada uma destas solugdes é
levada por uma escada a outras solugbes pertenceﬁtes ao mesmo A =L{1+1).
Elas sdo obtidas através de (3.6).Da mesma forma trata-se o problema de

10
classe II ¢ ’

Discutiremos agora as técnicas de fatoragfis. Voltamos entfo ao
problema de encontrar uma fatoragio. Para tanto precisamos conhecer
ki(x,m} e L(m) correspondentes a um dado r{x,m}. Temos seis possiveis
tipos de fatoracgio, logo, quando estes seis possiveis tipos s#o

exibidos, o problema de fatoragfo é reduzido a identificagiio de r(x,m)
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dado come um caso especial de umo destes tipos gerais.

De (3.2} temos

) ¥(a,m)

D.-‘O..
e

4th+l —Hm-l-ly{l'm] ( k(x' m+l) + g}—) ( k(x|m+l} -

Aay{A,m)} - L(m+1)y(A,m)

e comparando com a equagho {3.1) temos

X%(x,m+1) y(A,m) + [ d_ kix,m+1) ] y(A,m)} + L{m+1) =

dx
42
= —zy{h.m} + Ay(A,m) = - r(x,m)
dx
logo temos
kz{x,m+1) + g—xk(x.mﬂ) + L{m+l) = -r(x,m)
(3.7)
kz[x.ml - g; k(x,m) +L{m) = -r(x,m)

Subtraindo as equagfes acima obtemos

(3.8) kix,m+1) - kx,m) + ‘g‘sz k(x,m+1) + g—f k(x,m) = L{m) - Lim+0)

esta é uma condig8o necessaria a ser satisfeita por k(x,m) e L{m). Ela é
também suficiente j& que qualquer k(x,m) e Lim) satifazendo esta equagio
leva, através da equagdo(3.7) a uma fungdo r(x,m) e logo a uma equagdo
a qual tem fatoragéo conhecida.

Agora as fungles k(x,m) e L(m) que satisfazem (3.8) podem ser do

tipo k{x,m) = f(m) e L(im) = —+*(m) com f uma fungdo qualguer de m,
entdo de (3.7) temos r{x,m) = 0 e logo {3.1) fica
42
— y(Am) + A y{(A,m) = 0
2
dx

. N . 172 172
cuja solugdo sdo combinagles lineares de senA” "X e cosA  X.

Uma outra maneira é comegar com uma solugdo teste do tipo
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(3.9} Kix,m) = ko +m l-:1
com ko’ kl fungdes s6 de x. Substituindo em (3.8} obtemos

2 L] ’ 2 2 »
(3.10) (((m+1) (K+kD + 20meD(k k k) ) - (m" (K+k) +
+ 2mlk k+ k' ) ) = Lim) - L{m+l)

onde a linha (') significa diferenciagio.

Logo de (3.10) a solug8o mais geral para L(m} é
_ 2,2 "o , ~
Lim) = - m (kl + kl) 21'1'1(1((:}{1 + ko} + 1

onde 1 é uma fungdo de m . x de perfodo 1 em m. Mas nés estamos
interessadossé nos valores de L{m) para valores inteiros de m assim
podemos tomar 1 = f(x) com f{x) uma fungfio arbitraria de x. Logo, como

L(m) é sb funcio de m podemos tomar, sem perda de generalidade, f(x) = 0

e
(3.11a) kf + k= - a®
(3.11b) K +kk = -ca’ se a=0

: o o1 b se a=0
com a,b,c constantes.

Portanto
2 2 2
_ | am” + 2cam se a=#0

(3-12) L{m) - [ -me se a = O

as solugBes de {3.11) s80: se a =2 0

(A) k1 = a cotla{x+p)]
k, = ca cotlalx+p)] + d/ senla(x+p)]
(B) k1 = ia : k{}| = ica + d expl-iax]

ou, se a =0

= bx/2 + d/x
= bx/d

~
Ib
s
.
"
~

{C)
(D)

1l
(=]
=
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onde d,p s8o constantes qualsquer.

Os quatro resultados ndo sfdo independentes ; B,C, e D podem ser
considerados casos limites de A. Qualquer solug8o de A a D determina
uma fungio ki{x,m), L(im) e r{x,m) através de (3.9), (3.12) e (3.7)
respectivamente, Podemos, como segundo caso, supor agora kfx,m) =

(1o

k0+mkl+ rnzk2 , o qual n3o leva a nada novo .Também podemos ter

kix,m) = k 1/m+ k0+m k1 o qual leva as fatoragdes tipo (E) e {F}, isto &

(E) k = a cot a(x+p) : k. =0 3 k =g

1

(F) k

1]

L=z P k=035 k =g

A partir de (3.7), (3.9), (3.12) e fatoragfio tipo (A} obtemos o

primeiro tipo de fatoragfo geral, correspondente a

{3.13) r(x,m) = —( a?(m+c){mic+1 ]+d2+2ad(m+c+1/2]cos[a(x+pl} )

senzla(x-bp) ]

e a fatoragio é dada por

k{x,m) = (m+cla cotla(x+p}] + d/senl[a{x+p)]
{3.14) 0 5
Lim) = a“(m+c)

Da expressfo para (3.13) obtém-se, substituindo as solugSes de tipo
(A) em (3.9) e em L{m) colocando 1 = a’’ em vez de zero.

Passemos agora a discutir o caso da fungfo hipergeométrica.

A equagBo diferencial satisfeita pela fungdo hipergeométrica
F(a,bic;z) ¢

2
{3.15) z(l-z]-c—im F + (c-{a+b+1)z)£i—— F-abF =0
dzz dz

No6s fatoraremos esta equagdo de quatro diferentes modos os quais
geram casos particulares da equacfo hipergeomeétrica

A equagdo (3.15) pode ser colocada na forma standard por meio da
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substituicéo

2
Z = genp
F = sen—c+1/2p Cos—a—bm—lfzp v
e obtemos
2 : :
Ei_zv _ {c—w:){c—uz) vV - (a+b—c-1/2)[a+b—c+1/z) Vela-b2vV=o
dp gen p cos p

Se, agora, introduzimos o par&metro m, fazendo c ctn e a+b

a+b+2n, obtemos

2
_c_i__zv - {n+c—3/2};n+c—1/2} v - {n+a+b—c-1/2){n+a+b-c+1/2) V + (a-b)V = 0
dx sen p cos p
e sendo p = oc(r'-rU] i Vip) = ¥r)
obtemos
2 2 2
d” - a'(otc-3/s2)(ntc-ivz) o« (n+atb-c-1/2} (n+tatb-c+iz),
dx ® senz[oc(r—roJ ] coszloc(r—ro)]

+ a?a-b)% = 0

Agora, identifiquemos  este potencial com o potencial de

(10)

Psch-Teller de primeiro tipo obtendo

(m+g)(m+g+1) = (n+c-3/2){n+c-1,2)

(m-g}m-g+1) = (n+atb-c-1/2)(n+atb-c+1,2)

assim temos para g e m
g=c-a/2-b2-1/2 ; m=n +a’2+b/2-1/2

logo

k(x,m) = (m+g)a cot{o:(r‘-r‘oll - (m-gla tan[tx(r-—roll
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Lim) = txoczm2

e para as autofun¢des usando (3.5) obtemos

L _ 2a T(21+43) 1+dg o g+t
qu ~ | Th+arz+g) T(i+3/2-g) ] sen (xtr o M cos” ™ Helr r‘o}]

‘prln ) _éi_( (|+2+m)[1-m]) -1/2 ( k(x,m)+ %; ) q;m+1

com m + 372 > |g] e g, m sio dados acima.

Em forma similar obtém-se as outras trés fatoragdes da equagio

. .oy
hipergeométrica .

A partir de {(3.7), (3.9),(3.12)s fatorag&o tipo(Blobtemos o segundo

tipo de fatoragfo geral.

. 22
Escrevendo a em vez de -ia e somando -a'¢ a L{m) temos

(3.18) rix,m} = —dzexp{zax) + 2ad(m+ c+1/z ) explax)

k(x,m) = d explax) - m —-c
(3.17) .
L(m) = -a’(m+c)”

Passamos agora a discutir um exemplo deste tipo, ou seja, tipo B,

ou ainda, a fung3o hipergeométrica confluente.

A equacdo diferencial satisfeita pela fungdo hipergeométrica

confluente, Fla:c;z), é
2
zg—2F+[C-—z)£l——F—aF=0
dz dz

Introduzindo—se Fla,c;z) = exp{-z/2) 2_(0—1}/2 W(z) obtemos
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2

(3.18) d—2W + (—1+[s +172) + [1ra —mzl] W =0
dx 4 z 2
z

onde s=$ H m=c—;-l- ; 0= z<m

gque & a equaclio de Whittaker .
A substituicio z=exp(x) ;

forma normal desejada :
q2

dx

com — o £ X € o,

—, U+ [—exp[zx]/4 + (s+1/2) exp(x) ] U-mU =0

Nés reconhecemos este problema como tipo (B) com a =1, ¢ =

d = 1/2 e com m, A substituidosper

kix,s) = (exp{x))/2 - s

L{s) = -s°

2 . .
s ,-m~ respectivamente, assim

1{s) € uma fun¢8o decrescente de s, entdo pelo teorema IV m =

W(z)=exp(x/2)U(x] conduz (3.18) &

0,

1,

loge consideremos m come © menor valor de s Agora, olhemos para as

solugfes quadraticamente integraveis

m e+l m+l
us,u,....,u

[12] 14 m

estas soluces sio, usando (3.5)

U$= r'%(om) exp(rnx - (exp(x))/2 ) :om D
(3.19) u® = [ {s-m) ( s+m) )-1/2 ((exp(x]]/Z -5 - SE

onde a normalizagfo é obtida de

J:( U; )2 dx
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e escrevendo s =k - 172 ; z = exp(x) temos que

Ustx) = 272 W (2)
m

k,m

logo {3.19) fica, em termos de Wez

(2) = " "Zem) ™2 expl-zs2)

m+l/2,m

—1/2( Z d ()

i"'ki’l_Z‘—

Wk m(z) =({k—m—1/2}(k+m—1/2)) dz)wk—l.m

VZ 42 )W, (2)

w m{z) = ([k-m-—uz] (k+m-—1/2)) z o ‘m

z
k-1, 2

onde a normalizagdo &

logo esta normalizag8o & diferente da normalizagio feita por Whittaker.

Cutros exemplos sobre os tipos de fatoracfes restantes C, D, E, e F séo

(1

o , cy
encontradas em )que lista todas as possibilidades.
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CAP{TULO IV

L

ALGEBRAS DE LIE PARA POTENCIAIS DE ESPALHAMENTO

Neste capitulo estudaremos a forma assint6tica e depois a2 matriz de
espalhamento assoclada ao potencial em questfio, que serd, no que segue,
do tipo de Posch-Teller'"”. Nossa discussfo se baseia em técnicas de
teoria de grupo, & saber, a técnica usada ¢é AS, pois para cada
representagdo obtemos s6 um potencial. (No apéndice B, discutimos a
teoria formal de espalhamento neo contecto cléssico}l. A técnica discutida
aqui tem duas ventagens muito interessantesml.

a) Ambos estados, ligados e de espalhamento, pertencem ao mesmo grupo.
b) A matriz de espalhamento ou matriz S pode ser determinada somente por
manipulagio algébrica, ou seja, nfio precisamos da forma esplicita das
fungdes de onda do potencial em questfo.

consideremos a Algebra de Lle z0(2,1) gerada pelos operadores“m

I = -1(23/8y + yd/82}
(4.1) Jy = i{x8/8z + z3/8x)
I = -1{x8/8y - y3/6x)

gue satisfazem as relagSes de comutagdo
(3,01 ==1 3 W ,J1=1 ; B, ,J]=1
Xy z zZ K v y z ®
e com o operador de Casimir dado por

(4.2) P=r_2.
z x ¥

Introduzindo agora as coordenadas polar~hiperbolicas

x = r cosh(p] cosl®¢] ; ¥ = r coshlpl senl®} ; z = r senhlp]

e a transformagfioc de simlilaridade 0% = { cosh[p] }1/2, obtemos uma
representagdo equivalente com:

J = n-l/ZJ QI/Z ;) = n—l/ZJ QI/Z R Q-I/ZJ 91/2

x x ¥ ¥ z z
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O operador de Casimir (4.2) toma a forma

2 2
2= 8_2 ~ sech’lp] { 8_2 -
op 8o

=

) -

ENP

e Jz = -ig/a¢ onde 0 = ¢ < 4n.
Agora esquematizamos, as autofungdes normalizadas | KM > de J° e Jz

classificadas por seus autovalores
43) S| Km>=KK-1D[Km> ; J | Km>=m | Km>

As representacdes de so(2,1) podem ser divididas em duas séries,

continua C e série discreta D como segue:

1 emCE:K>1/z.m=o,t1.12,...
{4.4a)C:K=§+K, 0 /2
em Cx t K > 1/(2) , m= % 172, t3r2,..
L 3 em D; :m =k, k+1, k+2,....
{4.4b) D:K=Z‘1'E’2'

em D; + m = -k, -k-1, -k-2,..

- . ... (18)
0 operador de Casimir tem assim um espectro misto . Por outro

lado as funcgdes de onda (4.3) tém a forma
(4.5) | Km > = u::l(p) explim®|
onde p:‘{p) satisfaz a equag8o
Jzu;(p] explim®] = K(K - Hu:[p)exp[imﬂl

ou ainda

2
(4.6) [3_2 - sech’lp] ( m® - 1/4 )] e = (K- 172 ) pie)
ap
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A equacio (4.6) é uma equagdo de Schrddinger com potencial de
P&schi-Teller de segundo tipo.

Observemos que (4.4b) juntamente com (4.6) descrevem corretamente o
espectiro de energia ligado do potencial Péschl-Teller, j4 que para um m
fixo temos

E = (K-12° ; K=12,1 3/2..|m|.

Mas nosso interesse ¢ considerar a equacgio (4.6) para a série de
representagio C. Agora K = 1/2 + Kk, com m inteiro e m semi-inteiro em c?
e c'? respectivamente, logo a equagio (4.6) se transforma na equagio de

espalhamento com potencial Péschl-Teller de segundo tipo

2
(4.7) [ 8 . secth ( m® - 1/4 ) ] |mk[p] = xzpk(p).
3,02 m m

Agora para se obter os coeficentes de transmissfo e reflex@o ou
equivalentemente a matriz 5, procedemos como segue:
Usando (4.1) em coordenadas hiperbélicas, definimos os operadores

de cria¢do e aniquilagio

s . ;. RN

(4.8a) J+ = 1J”z - Jy = | expli®] [ 3 + tanh[pl] (1/2 155) 4

(4.80) J =i +J =i exp[-iv] 9, tanh[p} (—1/2 + ia—) -

) - x y ap 89/ |
assim

(172 + m - iK)(~1/2 F m - iK)]"?| Km £ 1>

(4.9)  1,| Km >

notando que no lim tanhlpl = £ 1, definimos os operadores assintéticos:
p tw

tw

(4.10} J,7 = lim Jt=iexp[iiﬁ] [-g—i%¥ig—]

p ot
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Agora escrevemos as fungles bases assintéticas de sol(2,1)
segue:
Por (4.5} temos
[¢7 = lim | Km > = lim p:'[p) explim®}

logo p = p -

B

(4.11a) |\P_> a_ explimo] explikpl + cmexp[irnﬁ] expf-ixp]

da mesma forma

(4.11b) |

lim | Km > = & explimd] explikp]
p +® m

Por outro lado de (4.10) e (4.11) temo

: two _ i +
(4.12) im (3, |Km>)=1"[Km>=J"|¥>

p tw
e usando (4.9) obtemos
(4.13a) lim W | Km>) =

£ +w
= lim (/2 + m - K(-1/2 - m - "% | Km + 1)
p +a :

[(1/2 + m - K)N-1/2 - m - i)]"?

p+m

(/2 + m - K)-1/2 - m - ]2 6 explikp + itm+Do]

(4.13b) ij‘”’ | ¥ > =
a 1

= i expliv] [ - — = - igE ] | &m explilm+1)}9 + ixpl >

gp 2
= i[l/2 + m - ix] &m expli(m+1}9 +ikpl

logo por (4.13a,b) e a relagdo (4.12) temos

(172 + m - iK)(-1/2 - m - iK)]"? &_ explizpl explilms1)s] =

= i[l/2 + m - ik] &m expli{m+1)8] explixp]

assim

&

m

(4.14a) = 172 - m - 1x

m+l

& _.[1/2’+m - ik ]1/2

38
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agora da igualdade

m I | Xm > =3

¥ oD

obtemos da mesma forma que obtivemos & o
m

.12
J -1/2 - m - ix
(4.140) et ‘[ /2 +m - ik ] %
172
_ 172 + m = jx
(4.14c) c . = i[ 177 = = =1k ] c_

Finalmente, ji& que o potencial Pbschl-Teller com m =1/2 em (4.6)
corresponde ao sistema de onda livre, vemos que a ., = &uz P L 0.
As equagdes (4.14) podem ser resolvidas para achar os coeficientes

de transmissfio e reflexfo.

o tm T2 ¢ m - Ors2z - m - i)
m-a_ F(1T - ixg)ri-ixk}
ol
Rm = -a—m =0 para m semi inteiro
m

e a matriz § sendo
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CONCLUSOES

No presente trabalho  construimos potenciais unidimensionais,
independentes da velocidade, para os quais a equagio de Schrodinger
pode ser vresolvida em termos de fungdes hipergeométricas ou
hipergeométricas confluentes.

Para tal construgdo utilizamos dois processos, a saber:
Transformagdes funclonais e técnicas de algebras de Lie. Mostramos que
os resultados obtidos em mecinica qufintica com usc da &lgebra dinZmica
nos leva as equagbes de Schrédinger as quals s8o reduzidas as equagBes
hipergeométricas oy hipergeométricas confluentes,

Mostramos que, uma vez construida a forma mais geral para o
potencial com o qual a equagiio de Schridinger pode ser resolvida em
termos de fung@es hipergeométricas, n8o € preciso fazer uma nova
transformagio funcional ou mesmo obter uma nova representacio para se
obter a forma mais geral para o potencial com o qual a equacio €
reduzida a uma equagdo hipergeométrica confluente, isto é : Através de
um processo de limite obtivemos a forma mais geral para o potencial
com o qual a equag@o de Schrédinger pode ser resolvida em termos de
fungGes hipergeométricas confluentes.

Entdo, se temos uma equagdo de Schrdédinger e queremos saber se
esta tem soclugdo em termos de fungdes hipergeométricas ou
hipergeométricas confluentes, basta encontrar uma fungSo particular
que, quando substituida na expressfio que da ¢ potencial coincida com a
equagdo em quest8o, loge se existe tal fungdo temos a certeza que a
equagdo a ser resolvida tem solugdo dada por fungdes hipergeométricas
ou hipergeométricas confluentes. Para tais equacgdes utilizamos:o
método de fatoracdo tipo A, para hipergeométricas e tipo B para
hipergeométricas confluentes,

Finalizando discutimos técnicas de 4lgebra de Lie para obter a
matriz de espalhamento ( matriz S ) as quais possuem duas importantes
vantagens : Primeiro, ambos os estados, ligado e de espalhamento (
continuo e discreto ) pertencem ao mesmo grupo e segundo, a matriz de

espalhamento pode ser determinada somente por manipulagdo algébrica_ ou
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seja, nio precissamos da forma explicita das fungdes de onda

associadas ao potencial em questdo.
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APENDICE A

Definimos aqui o conceito de dlgebra de Lie e as algebra de Lie que
precisamos para o presente trabalho.

Uma &lgebra de Lie £ sobre um corpo F, € um espage vetorial sobre F
junto com o produto [A,B] € £ definide para todo A,B € £ tal que, para
todo ABLCe€ £ eabekF

i) [A,B] = —{B,Al
ii}  [aA + bB,Cl = alA,Cl] + b[B,C]
iii) {[A,B),C] + {[C,A],B} + [[B,C],A] = 0 ({identidade de Jacobi)

Denctemos por § uma subdlgebra da &lgebra de Lie £, isto &, J é um
conjunto de elementos de £, tal que, [x,y] € 7 se x,y € F. T dize-se uma
subdlgebra invariante se, [x,y] € ¥ para qualquer y € J , x € £. Mais
ainda, se [x,y] = O para qualquer X,y € ¥ , a subalgebra invariante ¢
chamada abeliana.

Um algebra é chamada simples,se nio possue subdlgebra invariante,
exceto £, ela mesma e zero; E esta é chamada semi-simples se ndo possue
subdlgebras invariantes abellana.

As propriedades de um &lgebra abeliana ou que possua uma subilgebra
invariante abelianasdo fAceisde se expressar em termos da constante de
estrutura C';k. De fato, se a 4lgebra & abellana, [x,y] = O para todo
Xy € & , isto & toda constante de estrutura é zero, Cl;k= 0 (Lkh =

1,2,...n} , onde

: h
=
[xl,xk] ah

Se ¥ tem uma subilgebra invariante ¥, denotamos por AI,AZ,...,AP

( p <n, ndim £ ) os elementos bases de J, entdo obtemos que

P
] . .
[hk,?.j] ---IZICkj Al ( k = p,j arbitrdrio )

assimqueci =0 parak Sp ;1> p

J
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Se a subilgebra invariante J é abeliana, entdo C:‘J= 0 para
k] = p , 1 arbitrédrio.

Definamos também o posto de um &lgebra de Lie, este € o maximo
numere de elementos independentes da 4lgebra que comuta.

Passemos, agora, a enunciar o teorema de Cartan.

Consideremos a matriz n x n

1k
g J - zcik CJI
k,! '
0 teorema afirma que uma condigio necessaria e suficiente para que

uma Algebra seja semi-simples € que

DET| g, | #0

Mais ainda, se a equacglio acima ¢é satisfeita, a condicfio necessaria

e suficiente para que o correspondente grupo seja compacto é que g,

(18) j

seja uma matiriz negativa definida

REPRESENTAGOES DE ALCGEBRAS DE LIE
Definimos uma representaciio de uma algebra de Lie, como uma fungio
de elementos da 4lgebra sobre operadores lineares de um espago vetorial

linear L

x — T(x) tal que
T{ox + By) = aT(x) + BT(y)
T([x,y]) = [T{x) , T(y)}

a expresdo [T(x),T(y}] & o comutador dos dois operadores T(x), T(y)

A representacic T(x) de £ em L dize-se redutivel se existe em L ao
menecs um subespago ndo trivial L1 de L que ¢ invariante a esquerda por
todos os operadores T(x), isto &, yT(x) pertence a L1' Se nio existe
subespago invariante para todo T(x) dize-se irredutivel. Dize-se que a
representagdo T ¢ equivelente com a representagdo S se existe uma matriz

invertivel U tal que T = USU™.
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0 OPERADOR DE CASIMIR

Consideremos a dlgebra de Lie associada a um certo grupo
A2 = g C;l; A,
chamamos operador de Casimir para a &lgebra considerada ( ou para o
correspondente grupo ) toda expressfo C nos ?t.l,S que comutem com todos
os elementos da base da &algebra, isto é, [C,hk] = Q.

Note que C, em geral, nd3c pertence & algebra, ja que este é ndo
linear nos ?ti,s.

A partir disto podemos deduzir que em qualquer representagdo da
4lgebra ou do correspondente grupe, C é um operador expressoc em termo
dos geradores da representacfio considerada, que commuta com todos os
operadores elementares da representacfio do grupo.

Se a representagBo considerada é irredutivel, C deve entfo ser um
multiplo constante da identidade no espago vetorial linear levando a
representagdo. A representagfio irredutivel pode entfo ser rotulada pelos
autovalores de um ntmero suficientemente grande de operadores de
Casimir.

Se a 4lgebra de Lie € semi-simples, podemos obter um operador de
Casimir na seguinte forma. J& que £ é semi-simples, o teorema de Cartan

garante que a matriz gU{tensor metrico ) & n3o singular.

Podemos, entdo, definir glj pela equagio

Z g”gjk - 61k
e agora pondo

C = Zg”alal

1)

calculando [C,Ak] mostra-se que C comuta com todos os Ak, assim C é um
operador de Casimir, também chamado operador de Casimir quadrético.
Pode-se provar que o nimero minime de operadores de Casimir

necessarios para se ter um conjunto completo, isto &, para especificar
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completamente as representagBes Irredutfveis ¢ o posto da algebra““.

Para determinar outros operadores de Casimir, devemos especificar a

algebra de Lie.
Definamos agora algumas 4lgebras de Lie especificas e suas
respectivas dimensGes.
giln,k) = { A e Mnxn(kJ ; k real ou compiexo }

slin,€) = { A e gl(n,C) : tr(A) = 0}

sofn} = { A € gl{n,R) : A = —a ) , dim so(n) = n(n-1}/2

solp,q} = { A € gl{n,R) : ATt = A },comptq =n e
Pa9q
-1 0
I
p'q 0 I
q
onde Ip , Iq sdo matrizes identidades de dimensio pxp e gxq
respectivamente.

e a dimens&o de sol{p,q) = plp - 1)/2 + qlq - 1)/2 + p.g = n{n - 1}/2

uln) = { A e glin,€) : A" = -A }

su(n) = u(n) n si{n,C) e dim suln} = n>- 1
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APENDICE B

Neste apéndice consideramos a teoria formal de espalhamento na
forma clasica.

Consideremos a equagio de movimento

. d B
{B.1) 1hatl1'(r‘,t) = H¥(r,t)

onde ¥(r,t) : R°xR R

e o hamiltoniano H & dado por
2
H=H + V = p— + V
0 21

onde H0 descreve o sistema Independente do tempo nfo perturbado e V ¢ a
perturbacgio. '
A solugdo da equaglo (B.1} pode ser escrita em termos dos

autovalores de H0 como

(B.2) Ut) = § C () exp (71; Et) ¥

n

_ - 1
onde HO'I'n = EH\I'n € Cn{t) = (‘Ifn , \I'(t}) exp( 5 Ent)
é a amplitude de probabilidade para encontrar o sistema no n-ésimo
estado ndo perturbado, e assumimos aqui que Hu ¢ simplesmente o operador
energia cinética.

Agora sustituindo a fungfo (B.2) na equagio (B.1) e usando o fato

que

H ¥ E ¥
0

obtemos

d _ -1 i
ihgzC (1) = ; (@)™ VC (1) exp( H(E - E )V

46



ou ainda

. d _ .
{B.3) lhacr(t) = Z.: Vrn Cn exp( 1Wmt )

onde C {t) = C ; W =(E -E Wh
n n r [ 1]

rn
e V_=@)'ve = (¥ ,ve ).
rn r n r n

Agsim, ansﬁo os elementos de matriz de pertubagiio entre os

autoestados n&o perturbados.

Em notagdio matricial podemos escrever o sistema de equagdes

diferenciais lineares homogénio (B.3) como:

C v elwlzt ...... C
1 11 12 1
d -w t
ih a-{ Cz = VZIB iz gp T TTTreeee CZ

Também temos assumide que os autovalores ndo pertubados sido
" " r n J rn
normalizados para a unidade; ou seja:

k(‘? ’\p)\=3

n rn
e as condi¢des inicials do problema sendo:

CB(-w) =1 , Cr{-w) =0 parar # s

Agora integrande a equagdo {B.3) e usando o fato que V é constante

obtemos:

t
(B.4) c) =-Ly J expliW t']dt’ + &
r h o rn

rn

Mas a integral (B.4) nfo existe, entdo devemos alterala para ter
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convergéncia. Intreduzindo um fator explat] na integral (B.4) e

escrevendo

i t
(B.5) C{t)=—-—+T I expliW '+ at’] dt” + 3

r h "rs + rs rs
o

onde ® & positive e limite « — O deve ser tomado depois do limite
t -,
0

A equagdo (B.5) serd assumida para dar Ck(t] corretamente s6 para

tempos t tais que satisfazam a relagéo
(B.6) [t]<< (170,

Notemos gque a matriz Vrs foi trocada por uma matriz nfo conhecida
T" na equagio (B.5), nés esperamos agora evitar a perturvagio
apr‘oximada sobre a qual (B.4) estid baseada, Supomosu} agora que a
matriz Tu pode ser determinada tal que (B.5) seja solugfo de (B.3),

Integrando (B.5) obtemos

T exp iW t + «at
rs

rs

{B.7 Cr(t) = 2 2
(W2, + &)
pois lim expat =0
0
a 0
t -
0

assim para estados r # s temos

IT 2 expl2at]

PSI
(Wz + az)

re

|c (] =

Por tanto, para a velocidade de transigfio no estado r :

20 1
WYZ—E exp[Z(xt] z ITI‘S

+ o
RS

d 2 2
(B.8) I e[ = |
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No limite o 0, que deve ser tomado, mas para valores finitos de

t e usando que

obtemos de (B.7})

d 2 _ on
(B.9) gt 16,017 =8w )T | = =8(E - E}T_|

Onde supde-se r # s e Que T“ ndo tern singularidade como uma
fungio de energia em Er- Es. Portanto, a solugdo (B.8} implica uma
velocidade de transigdio constante, esperada para ser o efeito de
espalhamento causando transices desde o estado s para o estado r. Por
este fato Trgé chamado a matriz de transigio.

Agora sustituindo Cr[t) de (B.7) na equagdo (b.3)} obtemos

vV T

rn  ne
(B.10) Trs - i - W + Vrs
iy ] ns

| =

se at = O de acordo com a restrigfo (B.6).

Para conectar a teoria formal de espalhamento com a descrigo mais

simples de espalhamento, ¢ conveniente definir um conjunto de vetares

{+
]'bs

) pelas equagdes lineares

(B.11) T =L (v, v ) (v w) = (v, )

s S
]

sustituindo este produto escalar em (B.10) obtemos

(v . w'")
(+} n s
(w'vws)zg("br,vwn)Es-E +ia+(¢r’v¢'s)

r

ou, ji que esto deve ser verdade para todo r
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] {+)
B.12) v =y Ty (¢, " v, )
® n o E -E +ic

1 -
=ws+§ E-"Ho-bia wn(wn'vwil)

mas pela relagdo de completeza
(+) _ {+)
(B.13) );wn (v Vo) =vy
obtemos, come resultado final, a equac¢do implicita
(+) 1 (+)

(B.14) ws =ws+E —H0+Iaku .

Esta ¢ a equacdo fundamental da teoria formal de espalhamento.
Entdo © piroblema de obter a matriz de transiciio fol reduzido a resolver
a equagdo (B.14), conhecida cofno a equagdo de lippmann - Schwinger{m.
Agora aplicando o operador Hu_ Es+ i para a equacdo (B.14) e

fazendo « 0O obtemos

#) _ .04
(B.15) (B ~E Jw =-v
ou seja w:” € um autovetor de H = I—I0+ V e Es o correspondente
autovalor.

Formalmente podemos resolver (B.14) multiplicade por E -~ Ho + i«

e somando e sustraindo -—sz do lado direito da equagdo, assim obtemos

E -H+ia)yP=(E -H+ia)y +Vy
(s )g a g ®

50



ou

(B.16) v =y 4 ! w

Nesta 0ltima equacgio aparece no denominader H em vez de Ho' Agora
se a solugdo (B.16) é sustituida em (B.ll1) para a matriz de transigdo

obtemos

(B.17) T =(¢r,v¢s)+(¢,vE—_ﬁ£+—mvws)

re

mas, para propdsito pratico n83o ganhamos multo, pois o efeito do
operador { Es— H+ia)"' énio conhecido a menos que os autovalores de
H o sejam. Portanto usualmente é necesario obter relagBes de recorréncia
por métodos de aproximagio para resolver (8.17) 2.

A solugdo formal (B.17) pode ser wusada para demostrar a

ortonormalidade dos autovetores !,tlm. de fato.

("’:+),w;+})=("”r*5r—ﬁ+ = Ve )
= (v, '“’:”*"Er =T %)
=(“”r'¢:+]+VE -El—ia‘”:))
r g
=(*”r'*”i”‘ﬁg -H: e,

logo usando (B.14) cbiemos

(+)

r

(w

da mesma forma obilemos
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ro, 8 re
onde
(B.18) - AT L vy
’ -} B E e H - i 4 ]
-3
correspondente a um conjunto ortonormal de ¢ , assim obtemos dois
5

con juntos, gll“
B8

' e '!1:}; de autovetores ortonormais do hamiltoniano total
H. A questdo é agora se estes conjuntos sdo cmpletos. Parece que cada
conjunto por si mesmo é um conjunto completo, pois os vetores ws formam
um conjunto completo, e l,b:ﬂ {ou w:_)J estdc sobre qbs gquando V 0. Mas,
H pode ter autovalores, energia, discretos correspondentes a estados
lipados produzidos pela interacgio V. Estes estades discretos, os
quais nfo tém contrapartida no espectro de Ho e ndo sido encontrados
entre as solugdes de (B.16), sdo ortogonals para os estados de
espalhamentos e devem ser somados a todos os w:” ( ou qb:_)] para
completar o conjunto de autovetores.

A partir do acima exposto segue que os autoestados continuos !ﬂ“)

. ” {-)
devem ser expressos como combinagfes linares dos ¢ ':

{+)
(B.19) Yoo ]
= g wr Srq

A partir da ortogonalidade dos estados de espalhamento obtemos

_ ) ()
(B.20) S.= (v v)

esta matriz é chamada a matriz de espalhamento ou simplesmente matriz-S.

J& que dois autovetores de H pertencentes a autovalores de energia
diferentes s8o ortogonais, qualquer matriz de espalhamento ¢ sempre
diagonal com respeito & energia. Assim, se no limite L o a energia é
vista como uma varidvel continua, a transformagdo matricial deve ser da

forma
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(B.21) S =8 +8E -EJ)U
rq rq r q rgq

onde Ul_q ¢ nfo singular para Er = E

Usando a identidade

1 1 1
5("]”““‘%[ x - i x+ie]
£ 0

podemos escrever

(B.22) s =2a 1 [ 1 1 ]U .
rq

Para relacionar U com a matriz de transicdio T sustituimas
rq rq

{B.14), (B.18) e (B.22) em (B.19) e usando a definigéio (B.11) obtemos

1 -
(B.23) E-H+ I Z l'arTrq -
q 0 r

1 {-)
+ZE—H—iG‘.v¢,r Srq
r r 4] )

desde a comparag8o dos termes proporcinais a {E - H+ i )™ obtemos

U = -2umT
rq rq
assim por (B.21)

(B.24) S

=38 -2mdE-E)T
rq rq r q rq

Agora comparando os termos propocionais a {(E - H -

1
(B.23), obtemos

i @ em
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_ (-}
(B.26) T -Z ( b Ve, ) S,
e da definicdo (B.11) podemos escrever

) T T
B.26 =
( Ja Z r] Srq .

A importancia central da matriz de espalhamento é gque ela £
. . (2}
unitaria .

Por ultimo, uma relagdo muito importante ¢ mostrada se analizamos
de novo a equagdo (B.5). No limite to - e o 0 et +a  esta
equagio se reduz a

2ui

(B.27) Clw} = - =T SW ) + 3
r rq rq

h rq

se o estado inicial & denotade por g. Comparandc esta com (B.24) obtemos

o resultado

Cfl+m) = S
r rq
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