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NO HAY OLVIDO
( Poema)

(...)

Si me preguntais de donde vengo,
tengo que conversar con cosas rotas,
con utensilios demasiado amargos,

con grandes bestias a menudo podridas

¥y con mi acongojado corazon.

No son recuerdos los que se han cruzado

ni es la paloma amarillenta que duerme en el olvido,

sino caras con lagrimas,

dedos en la garganta,

¥y lo que se desploma de las hojas:

la oscuridad de un dia transcurrido,

de un dia alimentado con nuestra triste sangre.
(...)

Pero no penetremos mas alla de esos dientes,

no mordamos las cascaras gue el silencio acumila,

porque no se qué contestar:

hay tantos, muertos,

y tantos malecones que el sol rojo partia,

y tantas cabezas que golpean los buques,

y tantas manos que han encerrado besos,

¥ tantas cosas que gquiero olvidar.

Pablo Neruda (1904-1973)



NAO HA ESQUECIMENTO
{ Poema)

(...)

Se me perguntar de onde venho,

tereil que falar com ccisas rompidas,

com utensilios demasiados amargos,

com grandes bestas freqlentemente podres

e com meu aflito coracao.

Nao s3o recordagtes as que se cruzaram

nem & a pomba amarelenta gue dorme no esquecimento

senao caras com lagrimas,

dedos na garganta,

e o que cal das folhas:

a escuridac de um dia transcorrido

de um dia alimentado com nosso triste sangue.
(...)

Mas ndo penetremos além desses dentes,

nao mordamos as cascas que o siléncio acumula,

porgue nao sei que responder:

ha tantos mortos,

e tantos diques que o sol vermelho partia

e tantas cabecas gue batem os navios,

e tantas maos que encerraram bei jos

e tantas coisas que quero esquecer.

Pablo Neruda (1904-1973)
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INTRODUGAO

P P
0 estudo que vamos fazer se propoe a dar solugac ao sistema

linear que resultou da discretizacao, por Elementos Finltos, de princi-

2

plos extremos duais aplicados a equagdo do calor g% = g«g com condl-~
ax

¢bes de fronteira u(0, t) = u(l, t) = 0 e condigac 1ntcial u(x, 0)

= uD(xJ.

Tal sistema é muito mal-condicionado e uma primeira tentativa
de solugdo pelo método dos gradientes conjugados sem pré-condicionamen-
to levounos a resultados pessimistas.

0 sucesso dos métodos aqui expostos, que dac solugdo ao
sistema, é devido a trés sugestdes chaves que gostar{amos de salientar:

1) Aproveitamentio da esparsidade da matriz;

2) Normalizacdo da matriz e emprego de precisao dupla;

3) Uso das decomposigoes de Choleéki incompletas como

pré-condicionadoras no método dos gradientes conjugados.

A primeira fol fornecida por Vera Lopes. Baseados nesta
fizemos uma rotina que chamamos de BANDA 7 que faz o produto da matriz
do sistema por um vetor aproveitando ao maximo a esparsidade da matriz.
Com ela descobrimos que nesta simples operagio, basica no método dos
gradientes conjugados, famos acumulando muito erro nos calculos.

A segunda foi proporcionada por José Vitorio Zago ao ter
conhecimento dos maus resultados que cobtivemos no comego.

A terceira é de novo sugestao de Lopes. Assim enfrentamos o
estudo dessas decomposicdes e fizemos testes que depois de alguns
arranjos, aproveitando a esparsidade da matriz, nos conduziram a
resultados promissores.

Com respeito ac conteldo do trabalho podemos dizer que:

0 primeirc capitule faz enfase nas contribui¢ces de Zago e de
Lopes [1B] na utilizagao dos principios extremos duais para aproximar
solugao da equagic do calor, chegando até o sistema que originou esta

tese,



0 segundo capitulo faz um estudo geral do método dos
gradientes conjugados e seus pré-condicionadores para resolver sistemas
lineares esparsos onde a matriz do sistema € simétrica positiva
definida. Nesta parte utilizamos pré-condicionadores da forma C = EET,
sendo EE a decomposigdio de Choleski usual de C ou uma decomposigao de
Choleski incompleta de A. E incluida também a andlise da convergéncia
do método e limitantes para o erro em cada iteragac nos dois casos de
decomposigoes.

O terceiro capltulo da os fundamentos basicos de Meljerink
(18] e [18] e Kershaw [14] com relacdc as decomposig¢des incompletas
usadas em combinagdo com o método dos gradientes conjugados para
resolver sistemas lineares. No final do caplitulo, seguindo estes
pesquisaderes, resolvemos o sistema mencionado acima.

0 quarto capitulo apresenta resultados numéricos e comenta-
rios referentes a nossas experiéncias na solugdo do sistema linear.

Uma parte final, quinto capitulo, sobre conclusces e linhas
de pesquisas futuras como continuagaoc e enriquecimento de nosso
problema € incluida.

Finalmente queriamos acrescentar que na escrita deste
material houve momentos fugazes, fronteira do efemerc com o eterno, em
que tentamos unir Ciencia e Literatura da maneira como ja o fizeram
Sigmund Freud, o pai da psicanalise e Bertrand Russel o Ilustre
filosofo e matematico ingles, ganhador do prémio Nobel de Literatura.
Talvez nac ¢ tenhamos conseguido, mas estamos certos que tivemos muito

prazer nesta atividade.

ii



CAPITULO I

UM SISTEMA LINEAR ASSOCIADO A EQUACKO DO CALOR

1.1 AS ORIGENS DO PROBLEMA

0 problema resolvido nesta tese tem suas origens mais remotas
na dissertagao de Zago [30], onde ele aplica os principios extremos
duais estabelecido por Noble e Sewell em 1972 [21] para aproximar

solugdo da equacido do calor:

du au d " du
5 * b(t) I - 3% [ a(x,t) 5;—] + gqi{x,t),
u(0,t) = (1.1)

u(l,t) = 0, a(x,t) > 0 ¥x € (0,1], Vvt € (0,T},

u(x,0) = uo(x].

Os ditos principios, resumidos abaixo, sao usados para

problemas com uma estrutura Hamiltoniana generalizada:

*
T v aV ,

ow (1.2)
T‘N’ 3}(/3\? ’

" _
onde T e T s8o operadores lineares fechados adjuntos e X(v,w) é um

funcional sobre H x H, convexo em.v e concavo em w. H e H s#o
v ™ ¥ W
egpacos de Hilbert com produtos internos (,) e <,>, respectivamente.

Definindo os dois novos funcionais Ja e K por:

B8

J“[v,w] = <y, 35/6*> - X{v,w),

KB[v,w} = (v, 8§/gv) - Xlv,w), (1.3)

podemos resumir os principios extremos duals, baseados na interpretacao

de Lopes [1B], no seguinte:



TEOREMA 1: Se X(v,w) €& convexc em v e concavo em w, entdo para

qualquer solugaoc (¥,W) de (2) temos:

a) Ja(G,ﬁ) é a solugao de min Ja(v.w}

*
sujeito a T v = 8% .

b) K, (V,%) é a solugcao de max K, (v,w),

B B

Tw = 3§/§V .

Além disso Ja(v,w) = Kﬁ(v,w)
1.2 0S PRINCIPIOS EXTREMOS DUAIS E A EQUAGAD DO CALOR

Zago (30], visando aproximar solugao da equagao do calor, leva
(1.1) ao sistema (1.2) e, usando os principios extremos duais de Noble
e Sewell, chega a segulnte formulagao:
a) Principio do minimo

min J (w_,w_)
a 172
sujeito a restrigao R

| 1T Bu, 2 aw, 42
onde Ja{wl,wz) = 0.5 J.O Ioa(x, t)[[ a ] + [ ‘6—3(— ] ]dtdx

1 T .
- J' Iql(x,t]wl[x.t]dtdx +
o0

+ o.sJ‘;[ wf(x,T) + wi(x,o] - 2v0(x)w1{x,T]]dx.

fBw dw aw

IR NTS # = alx,t) 3—){3 ] + q,(x,t)

=3 R: 6t
wl(x,O] + wg(x,O) uo[x]

wi(l,t) = w?(O,t) =0

| @
2l

e



b) Principio do maximo

max K (wl,wz)

B

sujeito a restricgao R2
1 T Bwi 2 5Wé 2
onde KB(wl,w2] = 0.5 J j a(x,t)[[ e ] + [ v ] ]dtdx +
0 "0
1 T
+ I I qz(x,t]wz(x,t]dtdx
0“0

1
_ O.SI;[ wf{x,t} f wz(x,O] - 2u0(x)w2(x.0]]dx.

rsz 6w2 3 6w1
e R2'. i—t—(’x"‘T?{t)wa—é; ;) agv[a(-}(:;,t) A% ] + ql(X;t):
1 ' 2 ’ 4] '
WE{I,t) = WE{O,t} =

.

sendo W= 0.5(u+v) w, = 0.5{u-~v)
q, = 0.5(g+r) q, = 0.5(q-r)
e a equacao adjunta de (1.1):
.
av ay _ & av
o b(t) 5% - 3x [a(x,t) Bx ] + r(x,t),
] vot)=v(l,t) =0 , 0=t =T, (1.4)
vix,T) = vo(x) , alx,t) >0 wvxe (0,1] , vt € (0,T].

Alias vo[x) e r(x,t) sao quaisquer fungdes de quadrado integravel.
Lopes [16] introduz algumas simplificacdoes ao fazer voix] =0,
r{x,t) = 0 e consegue demonstrar que os principios extremos duals para

a equagao (1.1) podem ser reformulados como segue:



a) Princlpio do minimo

min J (w ,w
a( 1! 2)

sujeito a restrigao ﬁl

sendo,
1.T 8w1 2 awz 2
Ja(w1’w2} = (0.5 I I alx, t) [[ T ] + [ I% ] ]dtdx.
0vo
1 T
- 0.5 _[ Iq(x,t)wl(x,t)dtdx
o "o
1 .
2 2
+ 0.5 J' [ W, T) + we(x,O]]dx
0
N 6w1 Bwl P aw2 1
e R1: EE_ + b[t] gx— = & [a(x,t) é‘}—{_] + E C{(X,t)

wl(l,t) =_w1[0,t) =0

B)  Principioc do maximo

B

max K _(w_,vw )
1' 2 N
sujeito & restrigao R,

sendo,
' 1 T w2 w_ 2
- _ 1 _2
KB{W1’W2) =-0.5 IO Joa(x,t)[[ T ] + [ = ] ]dtdx +

1 T
+ 0.5 J' fq(x,t)wz(x,t)dtdx
D 0



1
- 0.5 Io[ wf(x,T) + w:(x,O) - 2uo{x)w2(x,0)]dx.

e
N awz 6w2 3 Bwl
RZ: 3t + b(t) Bx = ax [a(x,t] ‘W] + 0.5 q(x!t)i
wz(l,t) = wz(O,t] =0 .
1.3 0S FUNDAMENTOS MATEHATICOS DO PROBLEMA

No passo seguinte Lopes [16] define o espago de Hilbert X
onde vai trabalhar. Ela escolhe um apropriado subespage fechado X em Hi

X Hi,
Hi = { p(x,t) e L%(10,1) x (0,71} g—z e L2([0,1] x [O.T])} :

Assim X sera Hilbert uma vez fique provado que H & Hilbert,

X
o que ela faz com detalhe.
Na proxima etapa define uma forma bilinear S sobre X x X,

mostrando que ela é continua e coerciva:

Para X = (w1'“§} e y= (ﬁi,ﬁg) elementos de X, define
1.T aw 8w 8w 8w
S(xy)=I alx,t) | == . —t+ 2. 2 |atax +
: 0" o : dx ' Ox ax ox

1.

+I.

0—

wz{x,T)ﬁz[x,T) + wz(x, 0)?’«2(x,0)]dx.-

Logo aplicando o teorema de Riesz (veja, por exemplo, Céa
[5], cbtem,
1

S(x,y) =< x,Ry > e juo(x)watx,O)dx =< b,x >,
0



para certo operador R e o vetor b,

Daqul mostra que achar max KB[wi’wz) é equivalente a resolver
o sistema Rx = b, que possui solugdo Unica. Isto decorre da aplicagao
do lema de Lax-Milgram e seu corolarioc (veja [5]). De maneira

éemelhante pode-se trabalhar o problema do minimo de Ja(wl,Wé).

1.4 APROXIMAGAO DA SOLUGAO DO PROBLEMA

No capitulo II de sua tese, Lopes [1B] encara a questao de
aproximar solugao para a equagao do calor, em espagos de dimensao
finita, desenvolvendo os calculos para o caso particular onde b{t) = 0,

g(x,t) = 0, a(x,t) = 1. Disto obtém,

o o

) at ax> , (1.5)
u(c,t) =u(1,t) =0 , 0=t =T,
u(x,0) = uo(x) , D =x=1

L

Daf, os principios extremos duais ficam:

max K (wi'wz)

B
sujeito a
O 8%
L 1
at 2

onde,
1.7 aw1 2 3“5 2
Kglu,u} = 0.5 J;j;[[ Ei‘] ¥ [ Ei‘] ]dtdx

’ 1
~ 0.5 J;[ w:{x,T) + wﬁ[x,U] -2 uo(x)wé(x.o)]dx,



e min J {w ,w)
a 1772

sujeito a
aw 62w
o= 2
at ax2

wl(O,t) = wi(l,t] = 0,

_ 1.T Bw1 e 8w2 2
onde J_(w %) = 0.5 J;J;[[ E;‘] + [ 5§—] ]dtdx +

1
+ 0.8 J;[ wf[x,T) + UE(X) -2 ub(x)wl(x,O) + wf[x,o)]dx.

Como fez anteriormente, ela trabalha 14 com o principic do
maximo, apenas.
A aproximagio ¢ feita com fungoes chapéu em t e B- splines

clbicas em x. As funcdes chapeu constituem um espacgo {¢i(t)} de fungoes

onde,
( t -t
i-1 -
At t1—1 =l ti
p {t) =<t -t (1.6)
i i+1 <
At ’ tl =ts= t141
O Lottt >t

Em nosso caso os t: sao pontos de uma malha de {0,T],
As fungOes B- splines constituem um outro espago de fungdes

{Sa(z)} onde,

é (23 + 822 + 12z +8) ; -2=x2z=x-1,
1 3 2

é (32° - B2° + 4) . 0=z<1
% (- 23 + 622 - 12z + 8); 1l=z=2




JA que nosso intervalo para x & [0,1], devemos aplicar as
correspondentes formulas de transformagao. O lettor interessado nas
propriedades destes espagos de fungoes, dados acima, pode consultar
Prenter, P.M. [23].

Lopes e Zago tomam as aproximagdes W, e W, nos referidos

espacos da seguinte forma:

N M
W (%, t) =[ z C, 1 (t)¥ (x), ¥,(0) =0 Vi
=1 j=1
tendo-se ¥ (x) = 53( E—X - i), apdés feita a transformagdo dos
intervalos.
aw, 62w1
Das relagoes —— = e wi(0,t) = wi(l,t) = 0 derivamos,
at 2 2 2
Ix
N M
w (%, t) =z ): C e (L)W’ (x), ¥'(0) = ¥'(1) =0, ¥i.  (1.9)
2 1173 i 1 i .
T=1 j=1
Agora teremos KB = KB(CH"'"Cm'czl"”'CQH""'CM"“’CNH)' ou es-
critc mais breve, KB = KB(Cij)' Portanto,

1|__T- R M

2
= . C ’
Kg(C, ) 0.5 J'O‘O 1; J; AT ACS ]dtdx

1 T N

M 2

P
ZC”ng(t}lIfl {x}] dtdx
ook i=1 131

1
o
n
b
[
k)

1r R M ng
- 0.5 C ¢ (T’ (x)]| ax

J;- i=1 jzl it ! .

1r N M ' o2
- 0.5 I [c”qu{om;'(xl dx

ol 151 3=1

1 N M 2
fouo(x)[ ¥ zciJ¢J(o)w;'(x)] ax. (1.10)

1=1 j=1

+

Para achar max K (Cij) fazemos VK

B8

(Cij] = 0; esta condigao,

B



depois de alguns calculos e arranjo de termos, pode ser escrita na

forma de um sistema linear Ax = b,

[ AA BB 0 0 0 0
BB Al BB 0 o . 0
o BB Al BB Q. 0
0 0 EB Al BB 0
A= |- ' o T ' (1.11)
0 0 0 v e s EB Al BB
| 0 0 0 e 0 BB AA |
C1 ‘ ( C1 ﬂ [ b1 ]
C ¢t b
2 2 2
X = ’ , Com Cj = ) e b=
C, JER L Cyy J s | bn Jmxa
Fu o |
o1 0
J'uG‘IJ2
b1 = e b_‘ = + .j = 2’ !M
! ‘ruowu Jhx1 . O Jnx1
sendo, AA, BB, Al matrizes NxN,
AL =(aa ), BB=(bb ), Al = (al ) ,
mi mi mi
1 AL (L 1
an_= RJ‘ VW (x)dx + 2o ¥ (0¥ (x)dx +I V(X)W (x)dx,
0 ) 0
1 ¢t At !
bbm: - AHJ‘O\Iii(x)\llm[x]dx t 5 0\1'1 (x]\lim (x)dx,



1 1
- 2 ' ' 4At res oy
almi— Etj wl(x}wm(x)dx + < I @i (wam (x)dx.
0 0
No capitulo I Lopes [16} demonstra o seguinte teorema que nos

permitira escrever a aproximagac da solugac de (1.1)

TEOREMA. 2: Se wl[x,t) e w&[x,t} sao fungdes suficientemente

regulares que satisfazem

[ awl 6w1 P Bwé 1
3—+b(t}§_: g;[a[x,t} W]-F 5 C{{X,t)
wl(l,t] = wl{O,t] =0

i wz(l,t) = wz(O,t] =0 ,

e [wl,wz) minimiza o funcional Ja de a) , entzo
ulx,t) = wi(x,t) + wé(x,t]
é solugao da equagao (1.1).

Com isso, para um ndé genérico (xz.tk} , a proximacso da

solucao e dada por,

u(xg, tk) & wa(xe,tk] + wl(xz,tk) =

N M N M
=3 C, 8, (L ¥ (xp) + ) C, 87 (t ¥, (x,).
1=1 j=1 1=1 j=1

Fazendo alguns calculos algébricos e apliecando
¢a[tk) = lim _¢“[t) , a=k-1, k, k+1 ,
t > tk

fica afinal:

10



Ax Ax
(1.12)
- L C + 4C + C ou
GAL | £-1.k-1 £, x-1 f41,x-1] !
se aplicarmos ¢&[tk) = lim +¢{'x(t}, 2 = k-1, k, k+1 ficara,
t >t
k
L[ 2 2 1o
u[xf’tk) - [5_'{ * _2]621: * [ 2 BAt] [C£-1,k C£+1,k]
Ax AX
(1.13)

1

* m[cﬂ-l,kﬂ * 4Cff,],m * C£+1,k+1]

Lopes [1B] encerra o capitule II com o teorema da
convergéncia do método de aproximagio:
Seja U a solugao de max K [wl;,w:J no espago NM-dimensional

B

X, e Ua solugao de max KB(wl,wa) no espago X. Ela
demonstra que Uk — U, mostrando que D =k§1)(k ¢ denso
em X pois no teorema 4 do capitulo I, tinha provado que:
Se {Xk} ¢ uma sequéncia de sub-espago de X tals que
D= §1xk é denso em X , entao U — U, D= span

(L) (x), Ly (%)) ]-

[[#s 029,00, 000095 0]

1.5 MAU-CONDICIONAMENTO DO PROBLEMA
Nossa matriz A oblida na segao anterior resulia ser esparsa,
tridiagonal por blocos, simétrica positiva definida e cada bloco é

banda 7. No entanto ela apresenta sérios problemas numéricos no

cdlculo. Por exemplo, ac fazer o produto de A por um vetor, ordem

11



de A sessenta, achamos que o erro maximo no produto esta entre 10 e 20,
usando precisde simples. Isto nos remete a seguinte questzo:

Supcnha que vamos resolver o Sistema linear Ax = b, onde A € uma matriz
nac singular, como em nosso caso; qual € o efeito sobre a solugao x, se
A e b sofrem uma pequena perturbaqao?

Se &x, OA, b s3o as perturbagoes em X, A e b, respectivamente e
A(x+8%x) = b + &b (supondo 8A pequeno), pode-se provar que, salvo uma

quantidade desprezivel,

toxll SA . ob
- W) [ iAo el

], K(A) = NAINAM, (1.14)
k(A) é chamado o nimerc de condicdo de A. Esta expressdac esta nos
dizendo que para 8A e S8b pequenos o errc relativo, no calculo da
solugao, depende fortemente de k(A). Se k(A) tem valores moderados (em
cujo caso dizemos que A é bem condicionada), pequenas perturbagces em A
e/ou b produzem uma pequena perturbagio na solucdoc. Se pelo contrario,
k(A) & relativamente grande (agora dizemos que A & mal-condicionadal,
pequenas perturbacoes em A efou b, podem produzir perturbagdes
catastroficas na solugao. Na pratica, com o computador, a forma que o
nimero de condigic afeta os dados depende também da - precisic da
maquina.

0 leitor interessade em aprofundar mals estes assuntos pode
consultar FORSYTHE [8] e [7], NOBLE [20] e GOLUB [9]. Neste ultimo &
apresentado um algoritmo para estimar o nimero de condig¢ao, dado por
CLINE, MOLER, STEWART E WILKINSON (1979).

Para a matriz A da segao 1.4 calculamos o nimero de condigado
para varios tamanhos, usando norm dois tal que k(A} é o quociente entre

o maior e o menor autovalor de A. Dal obtivemos para:

A 21x21 K(A) é da ordem de 10°,
A 45x45 k(A) é da ordem de 10°,
A 93x93 k(A) & da ordem de 10%. (1.15)
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Todos estes fatores servem para expllcar o mal -
condicionamento de nosso problera.
Nos dois capf{tulos seguinte apresentaremos a teoria e algumas

técnicas, que nos permitirao encarar o mal-condicionamento de A.
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CAPITULO I1

TEORIA GERAL DO METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS E SEUS PRE-CONDICIONADORES

2.1 INTRODUGAD

Desde sua descoberta independentemente por Hestenes e Stiefel
em 1952, o Método dos Cradientes Conjugados tem apresentado eficiencia
e simplicidade em inimeros problemas que levam a resolugso de um
sistema linear, cativando a atengao de muitos pesquisadores em conexao
com assuntos numéricos. Estas suas duas virtudes principais foram
assinaladas com énfase por seus descobridores na introdugao de [10].

0 metodo dos gradientes conjugados &€ a grosso modo, um método
iterativo para resolver sistemas lineares com matrizes simeétricas
positivas definidas e estd intimamente ligado ao métedo lterative de
Mixima Descida. Os métodos iterativos sdo muito Uteis na resolugio de
sistemas lineares esparsos de grande porte, principalmente porque eles
sao faceis de programar, pode-se armazenar sé os elementos nao nulos da
matriz, podem ser usados para refinar solucdes obtidas por métodos
diretos, fornecem um bom chute inicial para a solugac de certos
problemas, nao precisamos calcular mais casas decimais que as
requeridas. Por issc faremos nas duas segdes segulntes um breve resumo
ou curto estudo destes metodos.

Nas segdes 2.3, 2.4 e 2.5 seguiremos na sua esséncia [3],

[13},[17] & na 2.8 usaremos [181.

2.2 METODOS ITERATIVOS EM GERAL
Una opcso para resolver tanto problemas lineares quanto nao

lineares € aplicar algum métode iterativo. Um método iterativo, em

geral, partinde de um chute inicial XO para a solugao val gerando uma

14



sequencia de aproximagdes x, &L, que em principlo devem converglr
para a solugdo.
De maneira abstrata um método 1terativo para resolver um

sistema linear

Ax = b,

pode se definir como fun¢des ¢b’ ¢1""’¢}+1"°' onde

XX = ¢, (A, b),

x' = ¢1(XO;A,bJ,

=g X, xSAb) , k= 0,1,
veja [29].

Muito conhecidos s80 os champados métodos iterativos
estacionarios lineares basicos: Método de Jacobi, Método JOR (“Jacobi
Overrelaxation Method} associade ao Método de Jacobl, Método de
Gauss-Seidel, Método SOR (Successive overrelaxation), Método de
Richardson e Método de Richardson Generalizado.

Todos eles podem ser colocados na forma geral,

P =ce e+, k=0,1,... ' (2.1)
para alguma matriz G nxn e algum vetor f,

Em conexac com um método iterativo had duas questdes
fundamentais a resolver: por um lado o assunto da convergencla da
sequéncia {xp,xl,...,xk,...} para qualquer chute inicial xo; por outro
lado a rapidez ou taxa de convergencia da mesma.

Um resultado muito importante é que o método iterativo

definido por (2.1) converge se e somente se p(G) < 1, onde p(G) é o

raio espectral de G definide por
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p(G) = max |Ai[, sendo li autovalor de G. (2.2)
151=n

Para um aprofundamento do aqul exposto recomendamos em ordem

de profundidade dos temas tratados [11], [2}, [22], [27] e [28].

2.3 METODO DE MAXIMA DESCIDA

Sejam S ¢ R”, A uma matriz nxn simétrica e f: S— R o
funcional dado por f(x) = % % Ax - b'x +.¢, x € R, onde b € R* fixo
e ¢ € R. Diz-se neste caso que f é um funcional quadratico.

Yisto que gradiente de f, no caso que tenha derivadas parcia-
is de primeira ordem contfnuas, € Ax - b, concluimos que encontrar um
ponto estacionario para f (isto e achar X tal que Vf(X) = 0} é
equivalente a resolver o sistema Ax - b = 0. 0 gradiente de um
funcional quadratico f sera simbolizado por g {(g(x) = ¥f(x) = Ax - b).

Um concelto ligado'a um funcional quadréatico, em nosso caso,
que tem a ver com a interpretacdc geoméirica do comportamento dos
métodos numéricos para achar o minimo do funcional, é a nogio de
superficie de nivel.

Para o funcional dado acima o conjunto,
Lh ={xeS flx)=k, kef(S}} _ (2.3)

& uma superficie de nivel para cada k.

Resultados do calculo vetorial mostram que se x ¢ Lk, entao
g{x) & ortogonal a Lk em x e g(x) aponta na direcao que f cresce mals
rapidamente. Assim temos que o gradiente proxime de um minimo de f
aponta para fora.

Agora,seja A uma matriz simétrica positiva definida e § = R".

Queremos dar uma idéia do comportamento que apresentam as
superficie de nivel de f numa vizinhanga de um ponto estaclonario % de

f.
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Para isto reescrevemos f como,
£(x) = % (x - %)T Alx - &) + &, (2.4)

onde ¢ = - 1/2 bTﬁ + C.
Mas o fato de A ser simétrica, positiva definida implica que
existem um conjunto {7‘1}?—1 de autovalores de A positives e uma base

ortonormal de autovetores associados {vl}r;_1 em R". Assim a matriz V =

[vl....,vn] ¢ ortogonal e se A = diag(hl,....hn} ez=Vi(x - % entdo,
AV = VA e
f(x) = f(x +Vz)
1 T ~

= F(z) = 5 (Vz)'A(Vz) + ¢

= 3 Z (VAV)z + C

= %— 2T Az + e,

_ 1 & 2 ~ _

= 3 Zhizi + g, z= [21""’211)'

ia 722 = g, - (2.5)

onde k& = 2(k - ¢) > 0.

A expressao (2.5) diz que as curvas de nivel de um funcional
quadratico associado a uma matriz simétrica positiva definida sao
elipsoides.

Para efeitos de nossa analise definamos agora:

D = inf { sup lIlx - yll / inf Ilx - yll}, (2.6)
y £ Sk x & Lk X &£ Lk

‘sendo Sk ¢ conjunte de pontos interiores a Lk. Tomaremos (2.6) como
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a medida de distorgao de L. De (2.6) temos que D =1 e D =1 se L, e

uma esfera. Supondo 0 < hl s Az s ,.. = An encontramos para Lk dado em
(2.8):
An
Dk = g = k{ﬁ)- (2.7)

Ja podemos dizer, segunde (2.7) e o significado de nimero de
condicdo de uma matriz, que os métodos numéricos para achar o minimo de
um funcional se comportam melhor quando as superficies de nivel numa
vizinhanga do dominio forem esferas ou proximas a esferas, e sao mal
comportados se elas mostrarem muita distorgdo. Isto é, se elas diferem
muito de esferas.

Com os conceltos que precedem passamos a descrever o método
de maxima descida:

Para minimizar o funcional quadratico associado a uma matriz simétrica
definida positiva usamos iteragdes do tipo

= ke 'ckdk, kK =0,1,..., (2.8)

onde T, € um parametro e d* é um vetor ou diregao de busca.
Queremos escelher dk de maneira que f diminua e achar Tk de

sorte que,

f(xk + rkdk) = min f(xk + Tdk). (2.9)
T=Z0

TEOREMA 2.3.1

Seja f: R° —> R o funcional quadratico f(x) = % x*Ax-btx +c
associado a uma matriz A simétrica positiva definida. Para achar ©
minimo de f usando o método de méxima descida descrito pelas equagdes

(2.8} e (2.9) tomamos:
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d = - g(x), (2.10)

T

T o= - T /d* ad%, (2.11)

sendo g o gradiente de f e gk = g(xk), k=0,1,..

PROVA:
Pelo tecrema de Taylor do calculo vetorial tem-se
£(x + h) = £(x) + g"(x)h + 0 (M), (2.12)
Escolhendo em (2.12) x = xk, h = 'rkdk, ven
£(x*h = F(x) + '.rkgr(kadk + O(rk).
Para f diminuir devemos ter f£(x**') < £(x*). Isto acontece
se:

2T ()" < o, | (2.13)

e T € convenientemente pequeno para ser rkgT(xk)dk + Ot‘rk) < 0. Mas
d = - g(x*) satifaz (2.13).

Isto prova que f diminue na diregdo de menos o gradiente e
mals ainda: entre todas as direcdes de busca em x' essa é a direcio
segundo a qual f dimunue mais rapidamente. De fato, se minimizarmos as
derivadas direcionais em x* dadas por g (x'}y, onde y com iyl = 1 é a

diregdo de busca, de
1" (xM)y| = rg( Myl = ng(x*),

achamos que o minimo ¢ atingido para y = - g(xk)/llg(xk)ll.
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Para provar {2.11}, em (2.9) fazemos g; [£(x*+ vd)] = 0 e

aplicando uma das regras da cadeia do calculo vetorial escrevemos,

0= g; [£(x* + 7d*)] = g'(x¥ + vd")d*

(A(xN + ©d®) - p)Td*

T
(Ax* - b)Td*¥ + =d® ad“.

Entao fazendo T = Tk resulta (2.11), sempre que dk = 0.

Se prova que d“ = 0 sé acontecera guando a solugao Ja tiver
sido alcancada (veja {3]). A mesma referéncia pode ser consultada para
o assunto relacionado com a analise da convergéncia do método de maxima

descida.

2.4 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS
Nos propomos de novo achar o minimo do funcional quadrético

£(x) = XAx - b'x + ¢, x € R, (2.14)

1
2

onde A & uma matriz simétrica positiva definida, usandc iteragdes do

tipe

{”=Xk+3&,k=oﬁnu (2.15)

selecionando T, como em (2.11) e

a4 =-g +B8d , k=0,1,... (2.18)

O

onde d° = - g € BO,Bl,... deverdo ser tais que as diregoes dk,dk+1

sejam ortogonais em relacdo a um certo produto interno que induz uma
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norma em R® e introduzimos a seguir:
Sejam x, y € R" e A uma matriz nxn simétrica positiva

definida, entsc define-se,

<x ¥, = x'Ay, (2.17)

Ixl = < x, x >72 (2.18)
A A
LEMA 2.4.1

As expressdes (2.17) e (2.18) definem respectivamente um

- n
produto interno e uma norma em R'.

PROVA;:
E suficiente verificar estas propriedades:
<X, X >a z0, e < X, X >ﬁ = (0 se e somente se x = 0, (2.19)
< = > >
X+y, z >k X, z >, + <y, 2 N (2.20)
<AX, ¥y, =AL<XK ¥ > (2.21)
> =
<X YO =Ly, x>, (2.22)
IIxIIA =0 e IIxIIA = () ge e somente se x = 0, {2.23)
% + yllA = lellA + ﬂyHA, (2.24)
axit, = |alexi, _ (2.25)
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para todo X, y, z € R"e A eR.
Provaremcs (2.24) as outras derivam-se diretamente das

definicgbes (2.17) e (2.18). Para qualquer parametro real t,

2 _ .2
0= lix + tyllA =t " <y, ¥ >A + 2t <x, ¥ >A + <X, X >A'

Disto decorre que a fungao de variavel real t
git) =<y, ¥y >, t?+ 2t < x, y > % x>,

é uma fungdo quadratica em t e g{t) = 0, para todo t.

logo, 4 < %, ¥y >f -4 < ¥, x >A <Y, ¥ >A = 0, derivando daf
(2.24).

Visando reformular o algoritmo dos gradientes conjugados ob-
servemos que a condigdo de d* e g serem ortogonals com respeite ao
produte < » >A é equivalente, segundo (2.16}; a escrever
=<g ,dk>ﬁ/<dk, dk}A'

Com isso, se quisermos encontrar o minimo do funclonal (2.14)
ou equivalentemente resolver o sistema linear Ax = b, pelo método dos

gradientes conjugados, fazemos:

x® € R” arbitréario e d°= - g% = Ax® - b, (2.26)
kT k k k
T o=-gdv<d, d >, (2.27)
&= s rkdk, (2.28)
dk+1 - - glﬁl + Bkdks (2‘29)
_ k+1 k k k
B,=<g ,d >/<d, d >, (2.30)
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No resto desta segdo iremos salientando algumas proprledades
Importantes do método descrito de (2.26) a (2.30) gue vao nos permitir
fazer uma analise da convergéncia e estimativas de erro. Uma das motl-
vacoes de ter introduzido o predute < , >A e a norma II'IIA é precisamen-

te simplificar esta analise.
LEMA 2.4.2
Para m = 0,1,...
span {do,...,dm} = span {go.....gm} = span {gO,AgO,....AmgO}.

sendo span{vl, ...,v'} o espago gerado por vl,. v

PROVA:

Apliquemos indugao sobre m: para m = 0 o lema é verdadeiro,
pois d° = - g% por (2.26).

Suponhamos que seja verdadeiro para m = k; isto quer dizer
que

span {do, . ,dk} = gpan {ga. ca ,gk} = gpan {go,Ago, - ,Akgo}.
Primeiro vejamos que span {go, .. ,gkﬂ} Cc span {go,Ago, e ,Ak+1go}; pe-
la hipétese de indugo s6 falta ver que gk+i € span{go,Ago,...,Ak+1g°};
mas de (2.28) multiplicando por A deduzimos,
g]“:l = g_k + T Adk, (2.31)

Ad® e span {go,Ago,...,Ak+1g°} pois d* e span {gO,Ago,....Akgo}, taumbém

gk € span {go.Ago,...,Akugo} pela hipotese de 1Indugao. Entdo span

(% ..., < span (g% Ag% ... A"},
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Para deduzir a outra inclusao basta provar que: Akﬂgo € span

{go,....gk+1}. Pela hipdotese de indugio Akgo € span {do,...,dk}, acssim

A""'g% ¢ span {Ad°,...,Ad"}; mas por (2.31) cada d’, 0 = J s k, pode se

exprimir em termos de gj+1 e gJ, portantoe Akﬂgo € span {go,...,gkﬂ}.
0 k+1 0,0 k+1 0

Temos demonstrado que span {g ,...,g } = span {g ,Ag ,...,A g }.

Por outro lado, aplicando (2.29) derivamos diretamente

k+1
}

span {go,...,g !

= gpan {do,...,d

chegando com isto a prova do lema.

LEMA 2.4.3
1§ - .
g g =0, seil=] (2.32)

<d, > =0, se1=j (2.33)

PROVA:

Aplicamos indugse sobre i e j.

Suponhamos 0 = i, j = 1; entdo < a°, al > = 0 pols, pelo Ja

visto, <dk, dk+1 >n = 0. Agora,

T
1.0 _ T, 1,,0_ T, D 0,,0 d 1 0 _
g d =g (x7)d” = g (x" + Tod Jd” = az [f(x + 1d J]T':To— 0

porque Tt é calculadec sendo oOtimo. Aplicando agora (2.26) obtemos
T

1" o

g g = 0.

Supondo o lema verdadeiro para 0 = 1, j = k, devemos
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demonstrar gque

T
&gl =0, y=0.1,....k e < d, & > =0, J=0,1,....k .
o j 0 ]
De span {d°,...,d"} = span {g,...,8}, vela lema anterior,
1
tiramos d! = ) cigi, para algumas constantes cl, entao
1=0
K . i1k
g dj=ch g=0 3=0,1,...,k1
i=0

De (2.31) deduzimos,

T T
gt =g+ v, <d > =0, J=0,1,... k1,

d
dt

T
k¥l k _ k K T k _ k k _
g d =glx + Tid J'd = f{x + 1d )T=T = 0,

k

pols, T escolhido sendo otimo. Ja podemos escrever

Com isto, aplicando o lema anterior para m = j,

k+1T i k+1T : r
T
g g =g [):Bd].
r=0
para algumas constantes Br,
3
T
- Br k+1 dr =0,

T
g2 =0, 0,1,...k

Para provar a segunda parte, usandc (2.29}) vem,

. k+1
ou seja, g
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<d“, d > =<—gk+1+ﬁkd,d .

= - < g 4§ >+ B < a*, a! >

Mas <« dk, a’ >A =0, J < k, pela hipétese de indugso e

De (2.31) (tiramos) que

ad’ e span {go,...,gj+1}
e portanto,
1+1
ad' =¥ o'e
r=0
para algumas constantes qﬁ
Logo,
j+1 .
(gk+1‘ dj >A= Wrgk+1gr=0, j=0,1....,k-1
r=0

Disto deduzimes que,

A
=N
=
+
=t
.
—
w
It
)
[N
]
o
Y
-
|
—

mas,

com o qual,
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Com o visto ate aqul, pode-se demonstrar que o método dos
gradientes conjugados, na auséncia de erros de arredondamento, converge
no maximo em n passos, sendo n a ordem da matriz A; porém se n for
grande o resultado néo tem interesse do ponto de vista computaclonal,
Isto nos levara a Introduzir o conceito de pré—condicionamento que, tem
como objetivo acelerar a convergencia e diminuir os efeitos do mau-con-

dicionamento se a matriz do sistema tiver numero de condi¢@o grande.

TECREMA 2.4.1

No método dos gradientes conjugados, para algum m = n,

onde n e a ordem da matriz A.

PROVA:

De acordo com (2.32) {go,gl,....gg} € um conjunto ortogonal
de vetores em R". Mas existe pelo menos algum gm =0, 0=m=n, pols a
dimensdo de R" é ne {g°g',....&" tem n + 1 elementos.

Logo gm = A" - b = 0. Isto quer dizer gque x & a solucao de
Ax = b.

LEMA 2.4.4

No método dos gradientes conjugados x° - X° é a pro jegao
ortogonal do erro inicial x - xo, com respeito ao produto < , >A, sobre
0 espago

W = span (d°, ..., dh
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PROVA;

Devemos demonstrar que,

<xk—xo, dJ>A=<x—x0, dj>,j=(j,1,...

A

Usando (2.15), apos varias substituigdes, escrevemos:

k
k_O i _
X = x° + Z rd), k=0,1,2,...

1-0
Dai,
k Lk 0k & k
<x,d > =<x,d > + T < dj, d >,
A A A
j=0
donde,
< x*, gk > =< x°, d" >, k=0,1,2,

Daqul vem,
< xk - xO. d1 >A
Tl = i , 1 =0,1, » k-1
< dl, d >

Por cutro lado de (2.11)

(2.34)

(2.35)_

(2.36)

(2.37)

T
k .k
T = —g&d o y-o0,1,...
«d*, d*>
A
nas,
kT k k T,k T
- g d = - ax* - p)TaR = - Ak - a0 Td = - (K - x)Tad® =
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=< X - xk, &> =< X, d“ > -« xk, a >
A A
=<x, d > - < x°, d* >, por (2.36)
Entao,
<x—x0, dk >A
T = - , k=0,1,... (2.38)
" < dk’ U
A
Em particular de (2.37) e (2.38) para j =0,1,...,k-1 temos,
<xk—x0, al > =<x-—x0, al > .
A A

(2.34) é equivalente a < x - x*, d > = 0, J=0,1,...,k-1 o

. k Kk ~ s

que quer dizer que o vetor erro e = x - x em cada iteragao &
ortogonal ao subespago gerado per {do, di, e ,dk_i}.

Com os seguintes dols teoremas enfrentamos a questdo da

estimativa de erro para o método dos gradientes conjugados:

TEOREMA 2.4.2

Para o método dos gradientes conjugados,

k 0 ~
Ix - %Il = max |pk{Aj}{||3 -~ xl,Vp €P, (2.39)

~

onde Pk é o conjunto de polinomios pk(z} = B 2} de grau menor ou

J

1%

=0

L

igual a k com Bo = 1.

PROVA:

Pelo lema 2.4.4 teremos,
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k, _ _ L0y _ ok _ 0 R N
tx - x IIA = lI{x - x) {(x x ]IlA s ll(x - x) wH‘.

para todo w € wk.

Mas,
wk = span {d°, ...,dk_l} = span {gm,il«go,...,!\k"1 O}.
e temos também,
go = A - b= AXD - Ax = - Alx, x°).
Com isto,
Wk = gpan {A(x - xol,...,.Ak(x - <)}

e w e wk pode se exprimir como,

k
w=z o Aj(x - xo),
3=

portanto,

k
0 0
lx - Xk"a s (x-x) - g;;aJAJ(X - X )HA

i

K
i - Z;iaJAj] (x - x0)||A

e, (&) G - =],

1A

. 4]
I, ()], x - x°},.

Pela equivaléncia das normas em R°, aplicando o fato de que
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para uma matriz B simétrica de autovalores Al....,hn, HBH2 = m?x|hj| e
as propriedades dos autovalores para soma e poténcia de matrizes,
obteremos finalmente (2.39),

Segundo o teorema anterior para estimar o fator pelo qual se
reduz o erro Inicial Ix - XOHA ap0s k passos e suficiente construir
um polinomio p, de grau menor ou igual a k tal que pk(O) =1ep
sendo o menor possivel no intervalo [AI, An] contendo os autovalores

de A, 0 <A sA_= ... =4,
1 2

n
Os polinomios que satisfazem estas condigdes sao 0s polindmi-

os de Chebyshev, Uma estimativa esta dada pelo seguinte teorema:
TEOREMA 2.4.3

Para o método dos gradientes conjugados temos a seguinte

estimativa de erro,

K, o B -1, _ .0
Ix - x HA = Tk[(an + hl]/(hn hl)] lx - X "A’ (2.40)
além disso se p(e) é o menor inteiro k tal que
lx - x“nA < e lx - xOIIA, vx’ e R°,

entao,
ple) = 1/2 VE(AT in(2/¢) + 1, (2.41)

onde Tk e o polinﬁmio de Chebyshev de grau K e os autovalores de A

estao ordenados como 0 < Ai = Aa = ..., S A,
I}

PROVA:

A melhor estimativa para (2.39) se obtém tomando

i3 |



minnl m:x|pk(h)|.
P, &%

onde Hi é o conjunto de polinomios P, de grau k tal que pk(O) = 1. Mas

pela teoria de aproximagdes,

max [P (A)] = min  max|p ()],
A= ASA r €1
1 n k
sendo,
TI(A +A=-2A)/(A -2a)]
ﬁ (A} = k n 1 n {“
k TI(A +Aa)/(x -a)) °
k n 1 n 1

onde T, & o polindmio de Chebyshev de grau k e

max B )| = /T LA + )/ - a)].
}\lﬁhﬁknlk k n 1 n 1

Para demonstrar (2.41), seja p(e) o menor inteiro k que

satisfaz

l/Tk[(?Ln + Al)/(hn - hil] < €.
Isto quer dizer que p(e) - 1 n2o satisfaz. Ou seja,

VT o[, + A/ -] = &

ocu

K(A) + 17, _
1/TP{E)—1[ m] = € , k(ﬁ) = 2 B

Segundo a identidade,
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T (x) = %[(x-ﬁ-\/xa—l o+ (x - V-1 )“], x € R
derivamos a relacgao,
a(s) - 32 (2] (2
ki oo - 1 2 ﬁ"l V&‘+1 ) -/a_.l ]

disto decorre,

»

[m) + 1] , 1 [x/k_‘“u) + 1P
plEI-1 R(A) -1 2 m! -1

com o qual

5| —— <

k(A) + 1] < 1/ |
vk(AY -1

p(E)—i[ k{AY - 1

portanto,

[p(e) - 1] en [—-—-—“EEMH] s In(2/€).
VEEA -1

* Usando o fato de que,

(Ve + 1)/(va - 1)1 > 2/¥4 , & > 1,

obtemos (2.41).

Desta analise (2.40) poderia se escrever como,

k
lx - x“uA =2 [ LEE&E_:_}] Ix -~ x°n‘, (2.42)

vk(AY + 1

donde podemos conclulr que se A for mal-condicionada a convergéncia do

método & muito lenta.
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Dependendo da distribuigdo dos autovalores de A no intervalo
[Rl, An], o limitante dado em (2.42) pode ser reduzido. Veja, por
exemplo, [12] e [2B].

0 fato de, no método dos gradientes conjugados a taxa de
convergéncia ser dependente do numero de condigic da matriz em questzo,
nos leva a estudar técnicas para acelera-la. Uma maneira de fazer isto
¢ introduzir no metodo uma nova matriz C que seja uma boa aproximagaoc
de A de sorte que c'A esteja proxima da matriz ldentidade ou pelo
menos que o numero de condigdo de C-IA diminua consideravelmente. Estes

conceitos serao explorados ou na proxima secao.

2.5 PRE-CONDICIONADORES POR DECOMPOSIGAO GOMPLETA

Se formos resolver o gistema linear Ax = b, A matriz
simétrica positiva definida, pelo método dos gradlentes conjugados,
estamos aqul interessados em introduzir no método uma matriz C
simétrica definida positiva, de maneira que resolver Ax = b seja
equivalente a resolver um cutro sistema Ky = B envolvendo a matriz C,
onde se tenham estas vantagens: k{A) deve ser multo menor que k(A) e
resolver o sistema Ch = g seja mais eficiente que resclver Ax = b,
usando para C uma fatoracaoc conveniente como C = EE{ a conhecida
decomposicao de Choleskl; ou C = LDL’, sendo L uma matriz triangular
inferior e D uma matriz dlagonal.
Equivalentemente, queremos reduzir o problema de minimizar o
funcional
t

fix) = 5 TAx - bx + ¢

a0 de minimizar um ocutro funcional

Ply) = vy - Bly + &,

Seja, entac, C uma matriz simétrica positiva definida e C =
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EE' a decomposigdo de Choleskl usual, que chamaremos decomposicao de
Choleski completa de C para diferencia-la de outro tipo de decomposigao
a ser discutida na proxima secio e consideremos o funclonal assoclado a

matriz A em estudo

fx) = %XTAx - b'x + c.

Definamos agora o neve funcional ¥(y) empregando a transformagao

y = E'x (2.43)
por
F(x) = FETy) = Ply) = % (ETy)TAETy) - b(ETY) + ¢
= %— vy (E'aE Ny - E''y + e,

ou,

Py) = 5 y'By - By + &, (2.44)
onde,

A=F% " B=FE"ed=c (2.45)
LEMA 2.5.1

s

A matriz A assoclada ao funcional quadratico de (2.44) é
simétrica positiva definida e tanto A guanto c'a possuem oS mMesmos

autovalores,
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PROVA:

De (2.45)

~

A= (EAE )T = (ENTANE™NT = ETaET = &,

logo A é simétrica.
De (2.43) e (2.45),

(£ TAETy),

T
X Ax

yI(EAE D)y

y'By > 0 vy # 0,

pois x'Ax > 0 ¥x # 0O por A ser simétrica positiva definida,

mos que A é positiva definida.

assim te-

. ~ £ |
Para demonstrar que A e C "A possuem os mesmos autovalores,

basta ver que elas sdo semelhantes:
=T~

ETAET = E(E'AETY) E,

-1

=ETE'A = (EEN A = ¢7lA
a igualdade
ETAE = A,
prova que Ae C—iA sao matrizes semelhantes.
COROLARIO 2.5.1
Ao resolver o sistema linear Ky = B pelo

gradlentes conjugados geramos a sequéncia
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método dos



Seja

2) lim =% e lim &=,

K — K —

"3) A taxa de convergéncia de {x*} estd determinada por k().

PROVA:

Para provar (1) é suficiente ver que E'R é solugdo de Ky = B.

Ve jamos,

~

AMER) = (EME™) (E%) = EYNAR) = E'b = B,

ou seja, E'R é solucdo de Ay = B, portanto § = E'R.
Que {y*} converge para ¥ é aplicagio direta do teorema 2.4.1.

Por outro lado, a continuidade do operador E "’ nos leva a,

1im = 1m EY =ETC1in v =ET% = % por (1).

k — o ¥ — o | Q—

Para demonstrar (3) apliquemos a relagao {2.4.2) ao sistema
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k
Vﬁ(K} -1

VQ(K) +1

1A
¥}

~ k ~ Q
Ity - y u,K y - y "I , (2.47)

nas,

]

a2 T, k Ay 2
Iy ylly = IIE (x X}HK ,

(ET(x® - 2)17R (B (%X - 21,

(x* - o7 [EETAETT) ENx* - %)),

1]

(x* - 0Ta" - %),

k -
= llx - xil
A
Da mesma maneira,
~ O Lad 0
ly —~y e = {ix - 2l
Y ¥ 'y A

e substituindo em (2.47) derivamos {3).
Com o objetlivo de simplificar a referéncia damos as seguintes

definigdes:

DEFINIGAD 2.5.1

A matriz C = EE' introduzida nesta segio é chamada matriz
prée-condicionadora. As vezes diremos simplesmente que C = EE' é um
pré-condicionador para sistema Ax = b.

A matriz A = E_iAET é chamada matriz prée-condicionada.

O método descrito pelo algoritmo exposto de (2.26) a (2.30) é
chamado de o método dos gradientes conjugados sem pré-condiclonar.

Tendo em vista a apresentagac de um algoritme eficlente
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computacionalmente tante do métode dos gradlentes conJjugados sem
pré-condiclonar quante do método dos gradientes conJugados

pré-condicionado, que definiremos depois, damos o seguinte teorema.
TEOREHA 2.5.1
0 algoritmo dos gradientes conjugados sem pré-condicionar é

equivalente ao seguinte:

0 n ;o
Selecionames X € R arbitrario, calculamos

g£=a"-b, & =-¢° (2.48)
fazendo logo,
Kk, ok ok
T, =g g/d Ad, (2.49)
K= K 7 d (2.50)
gt =g+ T Ad (2.51)
I:+1T k+1 kT k
Bk =8 g /8 8, (2.82)
dk-n-l - - gkﬂ + 3kdk- (2.53)
PROVA:
JA tendo demonstrado (2.31), € suficiente provar as

equivaléncias das expressoes (2.27) e (2.48), (2.30) e (2.82).

Para a primeira parte: de (2.23) escrevemos

k _ _ _k k-1 k=1 _ k-l k-2
a“=-g‘+p _d7", d g +B _d ...
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assim fica, substituindo recorrentemente na primeira igualdade,

k
d*=-g" -] og", (2.54)
3
j=1
onde
k —
¥, = Bk-1Bk—2' ’ 'Bk—j'

Dal obtemos, depois de aplicar (2.32);

ka ka
d'g =-g g, (2.558)

o que prova a equivalencla entre (2.27) e (2.49).

Para demonstrar a outra parte: de (2.31) resulta,

Adk=r;1 (g - g5,
pertanto,
k+1T k -1 k+1T k+1
g A =t g 8 (2.56)
e
Kk KOS e k1T o1 k+1 k
d* ad =[—g -Zarg j]t (g7 -g)
i k
]=1
ou
Kk 1 Kk
dad =1 g g (2.57)

Aplicando (2.568) e (2.57) em (2.30) derlivamos (2.80),
completando deste modo a prova do teorema (2.5.1).

Se aplicarmos o algoritmo do teorema (2.5.1) a solugac do
sistema Ay = B, com A e B dados por (2.45) vem:

Selecionamos yo e R” arbitrario, calculamos
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=5 L=-3F (2.58)

e fazemos,
kT k K v o~k
%k=§§/a Ad, (2.59)
v =yt e ", (2.60)
R SR (2.61)
~ k+1T k+1 kT k
B,=d & /8%, (2.62)
gttt i Eka"; k=0,1,... (2.63)
onde
gk - Kyk _ B, yk = ETx.k-.

Além disso, ék e d° satisfazem:

LEMA 2.5.2

No método dos gradientes conjugados aplicado a Ky = B tem-se:

g = " (2.64)

ak = gfg* (2.65)

1}

PROVA:

11



= Elax* - b) = E

Para demonstrar (2.85); de (2.28) derivamos

ET R _ Tk T £Tgk
ou
R
k
mas por (2.60)
yk+1 = yk n %kak.

Das duas Ultimas igualdades se tomarmos d* e ak do mesmo
comprimento obteremos (2.865).

Em resumo, até aqui temos dito que resolver o sistema linear
AXx = b & equivalente a resolver o sistema linear Ky = B com a vantagem
de que k(A) pode ser muito menor que k(A). A tranferéncia de um sistema
ao outro fol feita introduzindo o pré-condicionador C = EE'.

Agora queremos dar um algoritmo, de reconhecida eficiéncla
computacional, equivalente ao descrito de {2.58) a {(2.63) para resolver
o sistema Ay = b, usando a matriz C e as variavels antigas, isto &
aquelas do método dos gradientes conjugados para resolver Ax = b. Isto
evitara fazer o passo cada vez que formos resolver o dito sistema
aplicando um pré-condicionador. Este algoritmo corresponde =ao método
que chamaremos no que segue Metodo dos Gradientes Conjugados

Pre-condicionado.

TEOREMA 2.5.2

0 algoritmo dade de (2.68) a (2.71) € equivalente a este

outro algorlitmo:
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Seja x” € R" arbitréario,

g =Ax -b,h =Cg,d =-h (2.88)
e fagamos:
Kk kT, ok
T, =8 h /d Ad, (2.87)
o Ky ‘L’kdk, (2.68)
gl = g + 1 ad, (2.59)
n**t = ¢, - (2.70)
1 k+ kT k
B =8 h /g h, (2.71)
¢t = - n" 4 g dt, (2.72)
onde
g=agx) =m"-b e k=01,
A operagac (2.70) devera se fazer resolvendo o sistema
ChE! = gu+1.
PROVA:

T
'ék §k= (E-lgk) T (E—‘lgk)

-TE

(E —1gk)Tgk
-1 kT k _ L
g)g =h g.

(C
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T T
R A= & (2'ar THak

(BT Tae™TE )

]
jo 3
2

pelo lema (2.5.2).
Isto prova a equivaléncia de {2.59) e (2.87). De (2.60),

T k+1 T k ~ Tk
E'x = E'x + Tk E'd,
ou
k+1 k ~ ok
X =x +T1Td.

Fazemos ?k =T € fica provada a equivalencia entre (2.60) e (2.68).

De (2.61),
Elg = Elgt 4 "Ek(E_lﬁE_T) (E'd")
ou
gk+1 = gk + ?k Adk,
mas temos que ?k = T; assim resulta a equivaléncia entre (2.61) e
(2.69).

A equivaléncia entre (2.62) e (2.71) segue do que, J& fol
demonstrado no inicio, com B, = g .

k
De (2.63) deduzimos,

ETdk-i-l o E—lgki-l + §kETdk,
au
dl.(+1. = - [E—TE-l)ng + Bkdk:
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com & qual

d“t = - 0 v g d”.

A equivaléncia entre (2.58) e (2.88) é direta.

2.6 PRE-CONDICIONADORES POR DECOMPOSIGAO INCOMPLETA

Para certo tipo de matrizes A nao singulares correspondentes
a uma familia de sistemas lineares Ax = b, que definiremos nesta secao,
¢ possivel fazer uma Unica decomposicio LU de uma certa matriz K
préxima a A, de modo que L e U sejam obtidas da decomposigiio L U de A,
seleclonando com antecedencia alguns lugares (i,J}) fora da diagonal de
A onde os elementos correspondentes em L e U serac nulos, A vantagem da
nova decomposicdo, que se chama Decomposiqﬁo Incompleta de A, é que
escrevendo A = K - R hé. um método iterativo para resolver Ax = b
associado a essa expressac de rapida convergeéncia. Se além disso A for
gimétrica positiva definlida teremos a decomposigao de Choleski de K ou
decomposicao de Choleski Incompleta de A, que podera ser usada como
pré-condicionador no método dos gradientes conjugados pré-condicionado
para resolver AX = b.

Aqui apresentaremos o desenvolvimento feito por Melfjerink e
Van der Vorst [1B] com respeito a este assunto. Antes Introduziremos
algumas definigdes e resultados do livro de Varga [27], fechando a

introducdo com um lema de Ky Fan [15] adaptade & nossas clrcunsténcias.

2.6.1 DEFINIGAO

1) SejJam A = (a“) e B {b”] matrizes reais mxn. Dizemos

¥

que A B se a” bij para todo i, ] 1=1=nmn,
1 =J=n.

Em particular, se B = 0 teremos a definig3o para A 2 O.
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2)  Uma matriz real A = (311) nxn ndo singular com 2, =0

para todo 1 # je A" = 0 é chemada uma M-matriz.

3} Sejam A, K, R matrizes nxn, A n3o singular. Se

A=K - R,

e K & n3o singular dizemos que A = X ~ R é um splitting
de A Se além disso, K 2 0 e Rz 0 dizemos que A = K-R -
é um Splitting regular de A.

E ficll ver que os elementos da diagonal de uma M-matriz A

nxn sdo positives. De fato, se

X -1 _
A= (alj) e A = (Plj)

entao fazendo o produto da linha i pela coluna i em AA =1 temos,

au

Como r,Z 0, desta ultima igualdade se deduz que a, >0, 151 sn.

Agora se tlvermos o sistema linear Ax = b e A =K - R for um
splitting de A ent3o existe um método iterativo para resolver o sistema
anterior associade ao Splitting A = K - R. Seja X a solugzo do sistema;

assim,

Kx =R +b; k=0,1,... (2.73)
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TEOREMA 2.6.1
Seja A = (alj) uma nxn M-matriz e B = (blj) matriz nxn se

= = # <
aij b1j O para 123 e O 2, % bif

Entao B é também uma M- matriz.

TEOREMA 2.8.2

Se A=K - R é un gplitting regular de A e A> 2 0, entdo o

método iterativo (2.73) converge para qualquer chute inicial x°.

TEOREMA 2.6.3

4

Toda M-matriz simétripa é uma matriz positiva deflnida.

LEMA 2.86.1% (Lema de Ky Fan)

Seja A = (aij) uma M-matriz de ordem n e C = (cij) uma,

matriz de ordem n -~ 1 definida por,

2,2 ~2a
c = n o] i, J=12,...,n -1,
1) a
nn

Entac, C é também uma M-matriz.

A seguir o teorema da Decomposicac de LU Incompleta.
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TEQREMA 2.6.4
Seja A = [aij) uma nxn M-matriz e

Pn={(i, J)/7/1=j3 1si=n 1=]j=n}.

Entdao, para para cada P ¢ Pn existe uma matriz triangular
inferior L = (EU) com diagonal unitaria, uma matriz triangular

superlor U = {uU) e uma matriz R = (rlj) com

8” =0 se (i, j) P,

uij =0 se (i, j) € P,
Py = 0 se (i, j) ¢ P,
tais que o splitting A = LU - R é regular. Além disso, os fatores L e U

ado Unicos.

PROVA:
Faremos a demonstracaoc construindo L e U. Para isto definamos
kK _ , k TR o ok k _ kK _ (o k
A= (e K= 1), L= () e RY= (),
onde
]
A7 = A, (2.74)
B = ARt 4 RE (2.75)
A =1F%, k=1,2,....n-1¢e (2.76)
k _ _ k-1
r'kj— a.kj , se (k, J) P, (2.77)
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I‘]:kz - a‘:;l , se (i, k)l ePe r-l:J = 0 nos demals casos, (2.78)

L* & a matriz identidade, exceto na ecoluna k dada pelo vetor

ke ~k ~K T
a'k-i-l k a]-:+2 k ank
0,0,...,1," —~—k’~,_ —N—k'—,...,“ :k_ . (2.79)
a 2, a
kk kk kk

A prova tem duas partes fundamentais: de um lado a prova de

que Ak, Kk sac M-matrizes e Lk, Rk =20, k=1,...,n-1; de outreo lado a
construgao de L, U e R. No final vamos definir U = An_l, L =
(w7 e R=R 4.+ RV
Para k = 1,
r‘ij=—a(:1=—a“20, (1, j) e P
rl =-a% =-a =0, (1, jleP poisaijﬁo,(i,J)eP,

11 i1 11

0.

I¥

daqui temos que R

1

b
Provemos que A € uma M-matriz,

isto e,

a =a +r =a + 1= = 0 ;
ij i] ij 1} ou

as duas Ultimas expressdes levam a,

A
e

a = a =
i) ij

Por outro lado,
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entdo, pelo teorema (2.6.1), A é M-matriz.

Provemos que =0 L' é quase a ldentidade, =a menos

coluna 1 que & o vetor

~l ~l T
a21 al
n
1, - = ,..., - X
» ~l » » -1
a a
11 11
onde
3 >0 e 3 =0
11 11

pois X' & M-matriz. Portanto L' = 0.

Para ver que Al é M-matriz, consideremos a expressao
Ak — Lk xk; (1 + Ok) Kk — Xk + Ok Kk,

onde O° & gquase a matriz nula, exceto na coluna k dada peleo vetor

~k ~Rk ~h T
ak-ﬂ k ak+2 k ank
0,0,...0,— k—’,_ T’,...,- I .
Ee— a a &
k kk kk kk
n-k

Agora, as entradas (i, j) dos produtos o* Kk estdao dadas por

n
[o“a“ i 1=k+1,...,n j=1,2,...,n,
ip pJ
p=1
kK -~k
- olk a'k_] L i=k+1’ 1 \j=1i2' + I,
escrevendo I = k + mcomo m = 1,2, » it — k vemn,
kK ok k ~k
¥ = lzi ] *
Olk kj k+m,k  Xj J 1 n
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logo,

a¥ = 3K + of ax j=1,2, n
K+m, | k+m, j ktm,k k]
ou
~k
Kk i ak+m k ~k
a = 3 - —— . a s J=L2,..., n
k+m, § k+m, j ak kj
kk
substituindo k = 1 e aplicando o lema (2.6.1) obtemos que A" &
M-matriz.
De forma semelhante pode-se demonstrar gque A¥ i s3o

M-matrizes e Lk, Rk =0, k=1,..., n- 1.

Para construir L, U, R observemos que,
L "R =R se k < m, pois

I*R"= (1 +0°) R"=R8"+ O"R" ¢

K m k _k
r =or
ip pj ik &j

n
kL m _
(OR)U“EO
p=1

nas PEJ =0 se Xk < m de acordo com a definiclo de R.

Finalmente,
An—1 — Ln-i Kn—i = Ln—l[An—Q + Rn—l)
n-1_n~1

LPEIAR2 4 L PTIR

1l

n—2vn-2 n-1_n-1

Dl TRy g W -}

i

n-1. n-2vn-2 n-1_n-1

L L" A + L7 R

|

n-1. n-2 1,0 + Ln—an-z_ » L1R1 + Ln—an—z. - Lsz. )

= L" L7 ... LA

n-i]

- YA e RV 4L+ R
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Se definirmos

U=a"%, L= ., R=r 4 BT
temos que,
. 0
A=1L1LU- R, pois A" = A,
Demonstraremos que A = LU - R é um splitting regular de A,
Confiramos que (™t = 0 e R =0, (LY = U-iLni, mag
Ul = (A" 2 0, pois A™! & Mematriz; L0 = 1™...L', onde cada

: -1
L* = 0, disto tudo, (LU} = 0,
A unicidade deriva da relagao que segue e do fato que L

possui diagonal unitaria:

LU se (i, Jj) ¢ P,
- Rse (i, j)eP.

Se além de A ser M-matriz, A é simétrica, ent3o pelo teorema (2.6.3) A
& positiva definida e podemos demonstrar o seguinte corolario deo

teorema anterior:

COROLARIO 2.B6.1

Se A & uma M-matriz simétrica, entac para cada P ¢ P, coma
propriedade que (i, j) € P implica (j, 1) € P, existe uma dnica matriz

triangular inferior L e uma matriz R ndo negativa (R = Q) com %J = 0

se (i, J) e P e ry, = 0 se (i, Jj) ¢ P tal que A = LL”

- R & um
splitting regular.

Do teorema (2.6.2) extraimos o seguinte:

TEOREMA 2.6.5

Se A, L, Ue R estaoc definidas como no teorema (2.8.4) ent3o
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o método iterativo

Wwx"'=Rx"+b k=01,..., (2.80)
converge a solucao de AX = b para qualquer chute inicial L.
A estabilidade da decomposigao LU incompleta esta garantida

pelo seguinte teorema:

TEOREMA 2.6.6

. = - i = =
Seja A (a”) uma nxn M-matriz e B (bij] com a1j blJ =0

se i 2 je0< 2, = bli. Se jam A1 e B as matrizes que surgem de A e B

por eliminacdc da primeira celuna usando a primeira linha. Ent3o,

1j ij

1 . .
e B e uma M-matriz.

PROVA:
a
aill T %y T 5;1 4
b] ] 11 ]
- Dea =b , derivamos a  =b e a =b ,
1] 1] i1 il 1] 1j
com ¢ que
> b i , =0sei=+ j
ail a1j b11 1 peis a.iJ bl} s J
X 1 1
=
Por outro lado, 0 < a11 < b11 implica /a11 /b11’ assim
a a b b
1171) 11 1j '
a
11 11
ou
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a a b
_ 11715 i1 13

a
11 11

isto e o fato que a” = biJ1 levam a

a a b b
SRS IR Y b - 11 1j

H %1 1) b11

ou geja,

(1) < b(l)

iy 1]

1 , -
Para provar que B" ¢ M-matriz, observemos que

b b bbb -b b
(1) _ 11 1] 1) 11 11713
b =b - = s 0,
1] ij b b
11 11

pols B é M-matriz, pelas hipéteses do teorema (Veja tecrema (2.8.1)).
A' é M-matriz pelo lema (2.6.1). Alids aii > 0 (propriedade

J4 vista das M-matrizes). De novo pelo tecrema (2.6.1) B' é M-matriz.
No método iterative que surge ao fazer decomposicao LU

incompleta de uma matriz A correspondente ao sistema llnear Ax = b,

temos uma estimativa de erro dada no teorema que segue:

TEOREMA 2.B.7
O método iterativo {2.80) tem a seguinte estimativa de erro:
K k 0
k' - Xl s [max {|1 A |, (1 -A |}] Ix - i (2.81)
A min max A

onde X é a solugao de AX = b, e A ' sa0 o menor e o malor
min max

autovalor de (LU)_lA, respectivamente.
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PROVA:

De Lka” = ka + b temos,
LU = Rx® + AR entio,
K = (LU) AR + (LU) 'R¢®

x' = (LU AR + (L) 'R
= (L 7AR + (L LW - Al
= (A - 0 o+ 0 Assim,
=% =11-@NTA] (k- XD,
Indutivamente se prova que, em geral,

Ko%= 1 I-0@WM* -5,

de onde se conciui que

k ~ _ -1 k ~ 1]
fx - xHA = [ I (LU) "A ] H2Hx X “A'

Mas, se A € um autovalor de B, (1 - A) é autovalor de I;B,

IBi, = max [A | e (1-2)* & um autovalor de (I-B)*. Com isto tudo

. ]
concluimos o tecrema.

Para findar este caplitulo temos de dizer que se A for
M-matriz simétrica e portanto positiva definida (Veja teorema (2.6.3))
entdoc para resolver o Sistema Ax = b pelo método dos gradientes
conjugados, podera se empregar o algoritmo descrito de (2.68) e (2.72)

na segao 2.5 trocando C por L’
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CAPITULO III

ALGUNS PRE-CONDICIONADORES POR DECDHPOSICKO INCOMPLETA
NO METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

0 universo das decomposigdes incompletas ¢ muito rico e cheio
de resultados surpreendentes. Neste capitulo queremos estudar uma
variedade delas que, em combinagdo com o método dos gradientes
conjugados, tem sido bem sucedidas e foram estudas primeiroe por
Meijerink [18] e depois por Kershaw [14], que fez uma extensao dos
conceitos daquele colocando hipoteses mais fracas.

Seguindo o roteiro de Meijerink e Kershaw daremos no final do
capitulo soluggo ao sistema linear associado a equagdo do calor surgida

no capituleo I.

3.1 UMA CLASSE DE DECOHPOSICﬁES INCOMPLETAS

Em seu primeiro trabalho Meijerink [18], logo apds ter decen-
volvido sua teoria sobre decomposigao incompleta, da duas apllcaqaes
dela. Nestas aplicagoes usa o sistema linear que resulta da aproximagao

por discretizaglo com cinco pontos da equagio diferenclal:
-2 ey Loueeyn- L xy) Eutky)) + olxviulx,y)= £(x,y)
X 'Y ax ’ ay 'Y gy ’ ’ »

com P(x,y), Qix,y) > 0, olx,y) = 0 e (x,y) € R, séndo R uma regiso
quadrada, e com condigoes de fromteira apropriadas. A matriz A= (a13)
do sistema & simétrica positiva definida e diagonalmente dominante de
ordem n e portanto M-matriz, segundo os Capitulos IIIl e VI de Varga

[27]). A figura 3.1 exemplifica a estrutura da matriz A,
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FIGURA 3.1

Na primeira aplicagdo o conjunto P do teorema 2.6.4 escolhido
por Meijerink [18] para se fazer a decomposigao incompleta de A &

*
sinalizado por P <eendo,

P = {(i,.j)/ [i-J] # 0,1,m},
onde m é a semi-banda de A. Agora se A = GG é a decomposigio de
Choleski Completa de A entdo a decomposigdo incompleta LY ‘qe A &
obtida de meneira que L' pegue de G' sé aquelas trés diagonais que
conservam a estrutura de A, parte superior, o resto é zero (vela figura
3.2, linhas sem pontilhar), Neste caso o método que usa o algoritmo do
teorema 2.5.2, Capitulo II com C = LLT & referido como ICCG(O):
"Incomplete Choleski & Conjugate Gradients, with O extra diagonal”.
' Na segunda aplicagao o conjunto P do teorema 2.6.4 para se
fazer a decomposig@o incompleta de A é sinalizado por P>,
p° = {(1, N1 = U,l,2,m—2,m—1,m},
isto é, além dos lugares originais de A, parte superior, agora permite
preencher em L' as duas diagonais de G' mais proximas a ultima diagonal
superior e mais uma diagonal, aquela cujos elementos satisfazem J - 1 =
2; o resto ¢ zero. No total deixa preencher 3 diagonais extras (Veja

fig. 3.2). Esta variante é referida como ICCG(3).
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FIGURA 3.2

Dentre as causas pelas quais o método funciona hd duas que
possuem muito peso. A primeira é que a decomposigdo de Choleski
completa de A & estavel. Isto quer dizer , neste caso, que podemos
substituir na decomposig3o completa alguns elementos relativamente
pequenos por zero e a decomposicdo que dai deriva tera quase o mesmo
comportamento que a original.

A segunda causa esta baseada na observagao feita por Meije-
rink no sentido que as entradas nao nulas decresciam rapidamente na di-
recao acima da diagonal principal e abaixo da Gltima diagonal, na de-
composicgao completa. Algumas matrizes tém esta propriedade que pode ser
aproveitada escolhendo uma decomposicdc incompleta apropriada, tendo
assim que LL! é uma boa aproximagao de A e portante (LLT)™'A  esta pro—
Xima da matriz identidade. Dito de outra maneira, a maior parte dos au-
tovalores de (LLT) A devem estar proximos a um com o qué garant imos
rapida convergéncia no ICCG (Incomplete Choleski and Conjugate Gradien-
ts}).

Num segundo frabalho Mei jerink [19], resclvendo outros pro-
blemas praticos, introduz diferentes tipos de decomposigoes incompletas
da matriz resultante, deixando preencher em L’ algumas diagonais conve-
nientes obtendo diferentes ICCG.

Como Ja visto, na primeira parte do seu trabalho, Meljerink

consegue construir decomposigoes incompletas de uma matriz A sendo esta
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M-matriz ou M-matriz simétrica, condigao forte na demonstragao da exis-
téncia e unicidade. No entanto Kershaw [14] coloca uma hipétese mais
fraca considerando que A seja s6 simétrica positiva definlda, mas o
prego disso é que a validade que ele obtém do método é s experimental.
Essencialmente, o método de Kershaw é um ICCG{0). Seu método
pode-se resumir como segue:
Suponha que vamos resglver o sistema linear AXx = b, sendo A = (aij) umsa
matriz nxn simétrica positiva definida, pelo método dos gradientes con-
jugados, empregando como pré-condicionador, uma decomposicao incompleta
de A da forma C = LLT ou C = LDLT, onde L é uma matriz triangular
inferior e D é uma maetriz diagonal. Se tivéssemos C = A = LDL' teriamos
uma decomposiciac completa de A e os coeficientes de L e D seriam

determinados recorrentemente, coluna por coluna:

jl = aji ] J = 1’2l 'n
1=-1
¢ = —[zea :i=2, j=1i,i+41,...,n
i j1 ', jk ik kk
a = (e )y (3.1)

11 1i

Definimos como padrao de esparsidade o conjunto P,

p={(i: ‘j) /al'j =0 ; i:‘j= 1:"'sn} ’

de sorte que faremos %j = 0 se (i, j) € P. Quer dizer que L é forcada
a ter o mesmo padrﬁo de esparsidade que A. Por ouiroc lado, como a con-
dicdo de ser positiva definida nao garante que fazendo tal escolha ten-
ha que ter sempre ﬂi > 0, entdo o algoritmo pode se interromper em al-
guma parte. Isto ocorrera quando tivermos no processo ﬂi= 0 ou ﬁ1< 0.
£ bom lembrar que na decomposigao completa isto nao acontecera.

Para corrigir este defeito, se acontecer 311 = 0 substituimos
este valor por algum numerc positivo e prosseguimos com o algoritmo

(3.1). Escrevendo
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A=1DT + E,

onde E € uma matriz de erro cujas entradas ndc nulas est3o no conjunto
P pode-se ver que a decisfo tomada quando ¢, s 0 faz com que o 1-ésimo
elemento da diagonal da matriz de erro seja nac nulo. As outras
entradas de E ainda estarao no conjunto P.

Deve ser c¢laro que se %i <= (0 acontecer poucas vezes O©
algoritmo aumentara as possibilidades de funcionar muito bem. Isto
dependera fortemente de LoL! ser uma boa aproximagao de A.

Ao aplicar o metodo dos gradientes cbnjugados, uma vez obtida
a decomposigdo incompleta L’ ou LDLT, colocamos estas no lugar de C no

algoritmo do teorema (2.5.2), capitulo II.

3.2 SOLUGAO DO PROBLEMA INICIAL

Os métodos que aqui usaremos para resolver o sistema Ax = b
do capitulo I ( Veja expressao (1.11)) tem a ver de um lado com os con-
ceitos de Meijerink propostos em seus deis trabalhos [18) e [18] e de
outro lade com a variante introduzida por Kershaw em [14]. Isto porgque
a matriz A em questdo € simétrica positiva definida, mas nac &
M-matriz. A validade destes métodos esta baseada principalmente nag
experiéncias numéricas feitas e na estabilidade da decomposigio de
Choleski Completa: A = GG'.

Além do mais lembremos que A é tambem tridiagonal por blecos,
tendo s0 trés deles diferentes: AA, BB, Al, cada um banda 7. Desta
maneira A possui sb6 11 diagonais superiores naoc nulas espagadas segundo
o tamanho dos blocos. Isto mostra que A € muito esparsa (veja fig.
3.3).

Em nome da simplicidade, neste capitulo sd descrevemos os mé-
todos para a solugdo do sistema, deixando a implementagao computacio-
nal, resultados numéricos e comentarios para o proximo capitulo. No en-

tanto queremos destacar antes de contlnuar, que, dado o mau-condlcio-
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namento da matriz e os erros de arredondamento, o método dos gradlentes
conjugados sem pré-condicionar converge para a solugdo s6 apds um nime-
ro de iteracgoes muito alto. Por exemplo, para a matriz A de (1.11) de
ordem 255, o método fez 2B85 iteragdes com ¢ vetor chute inicial sendo
o vetor nulo e usando como critério de parada a norma do gradienﬁe me-
nor que 10"%. Para o mesmo sistema, com as mesmas condigtes, empregando
um dos tipos ICCG conseguimos convergencia em apenas 22 1teraq3es.
Vamos agora fazer a descrigado dos tipos de ICCG que foram

utilizados na solugdo do problema em estudo.

4 23 4
- -2 s W4 1

ordem de cada bloco de A.

FIGURA 3.3
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ICCG(Q):

E o mesmo empregado por Meijerink com a variante dada por
Kershaw adaptada a matriz da fig. 3.3. Isto quer dizer que LT tera 11
diagenais nao nulas espagadas como na fig.3.3; manteremos também zero
nas entradas (i, j) das diagonais n3c nulas onde a.ij = (0. Com isso a

= o .
outra parte que deveria aparecer na decomposigao e ignorada.

ICCG(3):

Neste caso conservamos em L' a estrutura de A e deixamos
preencher mais 3 diagonais. Elas sao as diagonais nlmero B, B e 7. Veja
fig. 3.4 em linhas pontilhadas: '

- 56 7 . MR Nt N+4 -‘

FIGURA 3.4
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1CCG(2):

Além dos lugares originais de A, parte triangular superlor,
deixamos preencher em LT mais duas diagonais de ¢’ N-4 e N-3, sendo N
a ordem de cada bloco. O resto é zero. L' teria ent3o 13 diagonais nso

nulas. Neste caso s6 trabalhamos com N z 8,
ICCG(-3):

Em LT desta vez s0 aparecem as quatro primeiras diagonals e
as quatro Ultimas de ¢'. E dizer, com respeito a estrutura original de
A, parte triangular superior, ter Jjogado fora os lugares N-2, N-1, N,
onde N é a ordem de cada bloco de A. Assim L tera no total 8 dlagonais

nac nulas.
ICCG(-7):

Lt pega de GT, parte triangular superior, so’as quatro
primeiras diagonais e Joga fora o resto, E dizer com respeito a
estrutura original de A, parte superior, tem Jogade fora sete
diagonais. O resto é zero. Assim LT tem quatro diagonals ndo nulas.

0 ICCG(-7) nos surpreendeu porgue apesar de sua simplicldade,
economia de meméria e operagoes, tem um grau de precisfo para um mesmo
Ivf(x)l = €, pelo menos 1igual ao dos outros ICCG anteriormente
descritos. _

Una wvez feita a .decomposiqﬁo incompleta 1.7 de A nos
diferentes ICCG, devemos aplicar o algoritmo dado no teorema (2.5.2),
capitulo II trocando C por LLY. Dai obteremos a solugdo do sistema Ax =
b agsociado a equagao do calor.

A comparagao dos ICCG aqui estudados do ponto de vista do
tamanho do sistema e nimeroc de iteragdes, serda exibida no proximo

capitulo.
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CAPITULO IV

IMPLEHENTACKO COMPUTACIONAL E RESULTADOS NUMERICOS

1.1 NOTA PRELIMINAR

Ja tinhamos dito que nossa matriz A em estudo é simétrica
positiva definida e tridiagonal por blocos. Cada bloco tem ordem N e A
tem ordem NM = NxM, onde N, M s3o inteiros Nz 7 e M = 3,

Na pritica computacional dada a grande esparsidade desta
matriz tivemos que aproveitar ac mAximo este fato. Fol por isso que em
vez de armazenar a matriz toda guardamds sbé os trés blocos AA, BB, Al
{Veja expressao 1.11). Isto produz grande economia de meméria. Assim,
por exemplo, se armazenarmos a matriz cheia de ordem 495 (N = 33, M =
15) empregaremos 495 x 495 = 245.025 posi¢oes de memdria, enquanto que
se guardarmos s& os 3 blocos usaremes 33 x 33 x 3 = 3267 posigoes;
teremos poupado desta maneira aproximadamente 98.7% de memdoria., Mas
esta vantajosa mudanca levou-nos a fazer varias rotinas complexas
adaptadas & esparsidade de A.

Dentre elas podemos citar:

TRIBLOCO: que constréi os trés blocos AA, BB, Al de acordo

com as formulas dadas em (1.11);

BANDA 7: que faz o produto de A por um vetor, utilizando sé

os tres blocos;

DESLOCAR: que identifica cada elemento alj de A com um

elemento dos blocos AA, BB, Al de maneira que onde tlivermos

aij poderemos substitul-lo por aa ou bbi ou alij, segundo

i} J

0 Caso;
CHOLINHQ: que guarda a decomposicao de Choleski completa de A
numa matriz de tamanhce NM x (N+4}; com lsso, para a matriz de
ordem 495 conseguimos poupar 92.5% de memdéria aproximadamen-

te. Também fizemos respectivas rotinas para cada ICCG nos
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quais resolvemos o sistema (LLhHn = g, sendo LLT uma decompo—

sigdo incompleta de A, empregando s6 diagonais n3o nulas de

LT (e portanto de L).

Todos os programas foram feitos em linguagem FORTRAN e
implementados neo computador digital da linha VAX 11/785 - Sistema
Operacional VMS da UNICAMP. Além disso a matriz A fol normalizada
dividindo cada entrada por 2°° e, salvo dito o contrério, utilizamos
precisdo dupla.

Na tabela No.1 o produte v = Au foi calculado por meio da
rotina BANDA 7 com precisd@o simples nos caculos. A Potina BANDA 7 tinha
sido testada antes para varias matrizes bem condicionadas, incluindo
tamanhos grandes (ordem de A 495, por exemplo). A selegao de u(i) = i,
i=1,...,NM permitiv-nos, por um lade testar a Pdtina BANDA 7, que
estava bagseada no posicionamento dos elementos de A, e por outro medir
facilmente o erro no produto. Para as matrizes bem condicionadas que
obtivemes sempre erro 2zero

= 0.14825 x

construimos simulando a estrutura de A,
mesmo com precisdo simples. E bom notar que neste caso k(A)

107,

TABELA No. 1
PRODUTO DA MATRIZ A POR UM VETOR. ORDEM DE A 60

0 VETOR £ U, ONDE U(I)=I,I=1,...,60.

PRﬁDUTO DE A PELO VETIOR U: V=AU, USANDO PRECISAO SIMPLES.

0. 4368917E+07
0.3062500E+01
0.5125000E+01
0. 3653092E+07
-0. 2097152E+08
0. 1509375E+02

-0. 3495408E+07
0.5125000E+01
0. 4500000E+01

-0. 1470206E+08
0.5242892E+07
0. 1475000E+02
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0.8738119E+06
0. 5125000E+01
0.7625000E+01
0. 1842639E+08
0.9968750E+01
0. 1818750E+02

0.3625000E+01
0. 5125000E+01
0. 8500000E+01
0. 2621440E+08
0.9156250E+01
0. 7375000E+01



c o O O O o O

. 1031250E+02
.4334112E+08
. 1048578E+08
. 2512500E+02
. 2437500E+02
. 8039082E+08
. 1300000E+02
. 28925000E+02
. 2200000E+02

. 100C000E+01
. 4375000E+00
. 1000000E+01
. 0000000E+0Q0
. 2000000E+01
. 6562500E+00
. 2687500E+01
. 40C0000E+01
. 1000000E+01
. 5375000E+01
. 2875000E+01

0. C000000E+00

desta

Na tabela No.Z2 exibimos ¢ mesmo produto da tabela No.1 mas

O O o O o O o0 o o

. 2018730E+02
.5417643E+08
. 2162500E+02
. 2337500E+02
. 27 T5000E+02
.3516772E+08
. 1025000E+02
. 1950000E+02
. 9745084E+07

o o O © O

. 1612500E+02
. 52428B0E+08
. 1275000E+02
. 2175000E+02
. 1607819E+08
. 2802330E+08
. 2125000E+02
. 2200000E+02
. 3922996E+08

. 1083530E+08
. 4194303E+08

0. 3025000E+02
Q. 2212500E+02

-0.
. B959BOTE+QT
. 1200000E+02
. 1925000E+02
. 4922520E+08

c o o o

i

VETOR ERRC NO PRODUTO ANTERIOR E:

-0.
0.
0.

-0,

. 7T000000E+01

. 7250000E+01

. 5437500E+01

. 4000000E+01

. T825000E+01

. 3625000E+01

. 1750000E+01

. 400Q0000E+01

1250000E+01
1500000E+01
0000000E+00
2000000E+01

0.5250000E+01

. 4000000E+01

. 25000C00E+00 O,

. 3000000E+01 0.
0 ERRO

0C00000E+QD
2000000E+01

.8125000E+00
. 1000000E+01
. 10000C0E+Q1
. 2000000E+01
. 5468750E+01
. 9375000E+00

Q. 1375000E+01
0. 0000000E+DO0
0. 4500000E+01

. 5750000E+01
. 1400000E+02
. 4000000E+01

0.B5250000E+01

0.
0.

3000000E+01
0000000E+00

6431264E+08

. O000000E+00
. 1000000E+01
. 0000000E+00
. 2000000E+01

0. 7093750E+01
0. 4625000E+01

. 1000000E+01
. 1200000E+02
. 5250000E+01
. 1212500E+02
. BOOOOODE+0O1
., BS00000E+01
. 5000000E+01
. 1750000E+01
. 4000000E+01

MAXIMO NO PRODUTO E: 0. 1400000E+02

vez usando precisao dupla. 0Os resultados falam por si sé.
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TABELA No. 2

PRODUTO DA MATRIZ A POR UM VETOR. ORDEM DE A 60
O VETOR E U, ONDE U(I) = I, I =1,...,60

PRODUTO DE A PELO VETOR U: V = AU, USANDO PRECISAQ DUPLA.

. 4368917E+Q7
. 3492460E-09
. 0000000CE+0Q
. 3659087E+07
. 2097152E+08
. B966285E-09
. 1309872E-08
.4334114E+08
. 1048576E+08
. 7TS66996E-09
.8820766E-10

0.8039083E+08
0. 1105946E-08
0. 15716067E-08

.1164153E-09
. 4656613E-09
. COO0000E+00
. GOD0OQOE+CO0
. 1396984E-08
. 6548362E-09
. 7858034E-09

. 3495409E+07
0. 2328306E-09
. 1164153E-09
. 1470207E+08

0. 5242880E+07

0. 14698743E-08
.6111804E-09
0.5417643E+08
. 6693881E-09
. 2Z96B531E-08
. 1804437E-08
. 351677T2E+08
. 40745368E-09
. B6402843E-09

o o O O O

-0.1184153E-09
0.1164153E-09
0, 2328308E-09
0. 0000000E+00
0.1164153E-08
0. 6838400E-09
0.1251468E-08

0. 8738073E+06
0.4947551E~-09
. 3482460E-089
0. 1842639E+08
.9749783E-09
0.5384209E-038
. 3783498E-09

0.5242880F+08

. 20683 72E~08
. 1920853E-08
0. 1807817E+08
. 2802331E+08
0.1105946E-08
0. 1804437E-08

0 VETOR ERROC NO PRODUTQ ANTERIOR

-0.5829766E-10
0. 2328306E-09
0. 0000000E+00

. 41656613E-09

. 8294592E-09

0.2182787E-09

. 3783498E-09

B7

-0.

1164153E-08

0.2910383E-10
0.1154153E-09
0.2621440E+08
0.8294592E-09

. 1018634E-09
. 1083529E+08
. 4194304E+08
. 9604264E-09

0. 1804437E-08

E:

.B43126BE+08
. 6959793E+07
. 9895302E-08
. B402843E-09

0., 2328306E-03
0.2328308E-09
0. 0000000E+00

. 4656613E-09
. BB76668E-09

0. 4385575E-10
0. 2328306E-09



0. 1862645E~08  0.0000000E+00  0.000000CE+00 -0.9313226E-09
0.6984918E-08 -0.1455192E-09 0, 4161848E-08 -0.1076842E-08
0.5820766E-10 -0.5238689E-09 -0, 1804437E-08 0.2502929E-08
-0.1105946E-08 -0.238B8514E-08 0. 1862645E-08  0.9313226E-09
0.1862645E-08 0. 0000000E+00  0.Q000000E+00 0. 5820766E-09
-0.4074536E-09  0.756B996E-09 0.9995302E-03 0. 7566996E-09
0.5820766E-10  0.5238689E-09 -0.1746230E-09  0.5820766E-10
-0.1746230E-03  0.0000CO0E+0C  0,0000000E+Q0 Q. 000000CE+00

rs J
0 ERRO MAXIMO NO PRODUTO E: 0.416184R8E-08

Tendo ja bem claro o_fenﬁmeno que estava acontecendo quisemos
empregar um dos ICCG para resolver ¢ sistema AX = b, sendo A a mesma
matriz utilizada para as tabelas No.1l e Nu.2 e colocando b1 Como a soma
dos elementos da linha i de A para poder medir o erro, pols antecipada-
mente sabemos que a solugﬁo exata é x = 1.0 para i = 1,2,...,NM. Assin
pegamos o ICCG(2), NM = B0, e calculamos em precisdo simples com crité-
rio de parada norma do gradiente menor que 10 & obtivemos 16 itera-
¢des para resolver o sistema e erro maximo na solugio do sistema
0.02146065, enquanto o mesmo problema em precisac dupla deu 8 iteragdes

e erro maximo na solugdc do sisteme 0.1805181 x 10™'%.

4.2 COMPARAGAO DOS DIFERENTES ICCG
Visando ser coerentes com o exposto no capitulo III escolhe-
mos, por razoes de espage, a menor mairiz de nosso estudo: ela e de or-
dem 21 (N =7, M= 3, NM = 21). Apdés normalizada fizemos a decomposigao
de Choleski completa de A, A = Gl'.:-T programande ¢ algoritme dade nas
férmulas (3.1) da segdo 3.1. As diagonals ndo nulas de G' aparecem
dispostas em colunas na tabela No.3.

A diagonal da posigao J tem NM - (J -1} elementos com J = i,

no resto da coluna colocamos zero.
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A tabela 3 nos diz do decrescimento dos elementos de algumas

diagonais. Este fato, que aconteceu em todos o0s casos de nossas

experiéncias numéricas, facilitou a escolha dos ICCG que usamos.
TABELA No. 3

NESTA LISTAGEM APARERECEM AS DIAGONAIS, NAQ NULAS, DE GIEM COLUNAS
SENDO A = G * GT A DECOMPOSICKO DE CHOLESKI COMPLETA DA MATRIZ A DE
TAMANHO 21. ANTES A FOI NORMALIZADA DIVIDINDO POR 2 A 20.

DIAGONAIS NAO NULAS NUMEROS 1, 2, 3, 4,

0.2724461E+00 -0,270630B8E+00  0.1148904E+00 -0,1881869E-01
0. 17954895E+00 -0,2663366E+00 0. 1456648E+00 -0.2858525E-01
0. 1462526E+00 -0, 2591758E+00 0, 1616493E+00 -0, 3505633E-01
0.1293618E+00 -0.2535853E+00 0. 1713118E+00 -0, 396336BE-01
0.1192791E¥00 -0.2494179E+00  0.1777045E+00 -0.1343678E-03
0.1126630E+00 -0.2007744E+00 -0.5226397TE~-04 -0.2778238E-03
0.2769147E-01  0.8040439E-04 -0,2949582E-03 -0.4453134E-03
0.3576980E+00 -0,3573203FE+00 0.1528855F+00 -0.2542412E-01
0.2344474E+00 -0.3509758E+00 0, 1944783E+00 -0,3878985E-01
0, 1899778E+00 -0,3409013E+00  0.21B1575E+00 -0.4786981E-01
0.1672171E+00 -0.3329513E+00 0. 2294055E+00 -0.5438280E-01
0.153486BE+00 -0,3269276E+00 0,2382785E+00 0. 160064CE-05
0,1443721E+00 -0,2593101E+00 0,.2713916E-04 -0.1117759E-03
0.3117704E-01 0, 1588837E-03 -0.1887810E-03 ~0. 2639810E-03
0.2526713E+00 -0.25068562E+00 0, 1059890E+00 -0.1734018E-01
0. 1667446E+00 -0,24B7751E+00 0, 1345389E+00 -0.2827617E-01
0. 1360171E+00 -0.2402381E+00 0.1492157FE+00 -0.3221252E-01
0. 1204872FE+00 -0,2351535E+00  0.1580383E=00 -0.3636209E-01
0.1112623E+00 -0,2313929E+00 0. 1838430E+00 0. 0000000E+00
0.1052419E+00 -0.1869480E+00  0.0000000E=00 0O.0000000E+0Q0
0.2694615E~01 0, 0C00000E+00 0, 0000000E+0C 0, QO0CQOOE+00
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DIAGONAIS NAO NULAS NOMEROS S, 8, 7, 8,

. 000000OE+00

0. 0000000E+QD

. 00000GOE+00
. 2815278E-03
.4233971E-03
.4191525E-03
. B029034E-03

0.3655032E-06
0.4161344FE-08

. 1483522E-05
. 3292160E-04
. 1365054E-03
. 1456925E-03
.3177049E-03
. 2841262E-06
. 1884403E-06
.9314815E-06
. 0000000E+00
. 00DOGO0E+00
. 0000000E+00
. 0000000E+00

0. 0000000E+0Q
0. 0000000E+00

.5877263E-03
.BS70721E-03
. B382536E-03
. BB42BB5E-03
. 7691640E-03

0.2407760E-06

o o O Q O O Q0

. 4587714E-06
. 8634036E-04
. 1728062E-03
. 1693559E-03
.1531013E-03
. 3407609E-03
. 2082213E-06
. 1871065E-08
. D0000COE+GO
. O00000OE+00
. 0000000E+0G
. 0000000E+0C
. 0000000E+00

0.
. 1388239E-02
. 1286909E-02
. 1049533E-02
. 8570624E-03
. 7T130868E-03
. 9445967E-03
. 5801336E-07
. 1912589E-03
. 2333903E-03
. 1979B86E-03
. 1589416E-03
. 12336569E-03
. 3220043F-03
.8240182E-07
. O0CO000E+Q0
. D000000E+Q0
. 0000000E+00
. 0000000E+00
. 00000QOE+00
. GO00000E+O0

o O o o O o

000000QE+Q0

o o O o O O O 0O O O 0O O O o O o o o o o

. 133788BE+0Q
. 8832969E-01
. T234673E-01
. 6429713E-01
. 5950290E-01
. 5635724E-01
. 1321322E-01
. 1019022E+00
-BB77444E-01
.5416612E-01
. 4773280E-01
. 4386064E-01
.4129472E-01
.B9TT172E-02
. 0000000E+00
. 0000000E+00
. 00C0000E+Q0
. 0000000E+00
. 0000000E+00
. 0000000E+00
. D000000E+00

DIAGONAIS NAOD NULAS NUMEROS 9, 10 e 11

-0.1338120E+00  0.5736199E-01
~0.1310875E+00  0.7263382E-01
-0.1273094E+00 0. 8044520E-01
-0.1244458E+00  0.8513649E-01
-0. 1223437E+00 0. 8822506E-01
-0.9766430E-01 0. 0000000E+00
0.0000000E+00 0. 0000000E+00
-0.1019188E+00 0. 4389064E-01
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. 8557998E-02
. 1450319E-01
. 1780508E-01
. 2012990E-01

0. 0000000E+00
0. 000DOOOE+Q0
0. 0000000E+00

. 7279995E-02



-0.1000183E+00  0.8556367E-01 0.1110714E-01
-0.8709674E-01 0.6174255E-01 -0, 1370707E-01
-0.9480113E-01 0.6551539E-01 -0. 1557281E-01
~0.8306526E-01 0.B6803893E-01 0. 0000C000E+00
-0.7370022E-01 0.0000000E+00 0. 0000000E+00
0.0000000E+00  0.0000000E+00 0. 0G00000E+Q0
0.00G0000E+0Q  0Q,Q000000E+Q0 0, 00000CQE+00
0.0000000E+00  0.0000000E+00 0, QO00000E+0Q0
0.0000000E+00  0.00C00000E+00 0. 0000000E+00
Q. 0000000E+00 0. 0000000E+00 0. 000000Q0E+00
0.0000000E+00  0.0000000E+00 0. 000000CE+00
0.0000000E+00  0.0000C00E+00 0. 0000000E+00
0.0000000E+Q0 0. 000C000E+Q0 0.0000000E+00

Na tabela nimerc 4 comparamos os diferentes ICCG utilizados
para o sistema linear Ax = b de acordo com.o tamanho de A e o nimero de
iteragoes. 0s dados foram obtidos fixande em todos os casos N = 15 e
critério de parada norma do gradiente menor dque 10°%, 0 termo b fot
construido de maneira que b1 seja a soma dos elementos da linha 1 de A.
A solucdo em todos os casos se mantém entre 10 e 11 casas decimais
exatas, salvo no caso de NM = 495 que o ICCG(0) deu nove.

Em todos os casos deste capitulo cada vez que utllizamos ICCG

o vetor de chute inicial é o vetor nulo.
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TABELA No. 4

N = 15
1CCG M NM No. de iteracgoes
1cCG(0) | 8 75 11
ICCG(2) | 5 75 g
1cCG(3) | 5 75 10
1ccG(-3)| 5 75 13
1cCG(-7)| 5 75 18
1CcG(0) | 17 | 255 32
1ccG(2) | 17 | 285 21
ICCG(3) | 17 | 255 26
ICCG(-3) | 17 | 258 43
1cce(-7)| 17 | 255 27
100G(0) | 33 | 485 a7
IccG(z) | 33 | ass 24
1cce(3) | 33 | 495 a5
1cCG(-3)| 33 | 495 121
1ccG(-7) | 33 | 495 46
1CCG(0) | 65 | 975 68
IccG(2) | 85 | 915 |- 24
ICCG(3) | 85 | 975 56
IcCG(-3)| 65 | 975 487
1cce(-7)| 85 | 975 91

Fomos além da tabela No. 4 e pegamos a matriz de ordem 2015
(N = 31, M = 88) com as mesmas condicdes com que construfmos esta

tabela e obtivemos estes resultados:

0 ICCG(0) deu 518 iteragoes, o ICCG(2)} alcangou 153
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4.3

iteragdes, o ICCG(3) atingiu 339 iteragdes, o ICCG(-3)
conseguiu 568 iteragoes e o ICCG(-7) chegou a fazer 97
iteragdes. Cada um alcancou pelos menos 8 casas decimals
exatas, salvo o ICCG(~7) que deu 6. Para o ICCG(-7) atingir a
mesma precisac tivemos que lhe fixar o critério de parada en

1072 em vez de 10™° e assim obtivemos 108 iteracoes.

ESTUDO ESPECTRAL DE ALGUMAS MATRIZES PRE-CONDICIONADAS

Visto que o calculo de autovalores de uma matriz é um

algoritme muito caro computacionalmente, decidimos, visando fazer um

estudo espectral de algumas matrizes pré-condicionadas, pegar o sistema

Ax = b com ordem de A igual a 150 e b como nos casos anteriores. Na

tabela No. 5 colocamos o nimero de iteragdes para resolver o sistema

(ITER)}, menor e maior autofvalores da matriz pre-condiciona da: Amin

(X)) e amax (A) e também pusemos o nimero de condigdo da matriz

pré-condicionada K(A).

capitulo,

TABELA No. 5
N =15, M = 10, K(A) = 0,1033709 x 10’
NM = 150

- 1CCG ITER. | Amin (&) Amax (A} K(&)
ICCG(O) 21 0, 2478 2, 08538 8, 2908
1CCG(2) 14 0, 4799 1, 8028 3, 7563
1CCG(3) 17 0,3978 2,2108 5, 5556
1CCG(-3) 23 0, 1834 6,0122 3,2770
1CCG(-7) 20 0,5163 1,6641 3, 2228

Utilizamos sempre, para o calculo dos auto-valores neste

uma rotina que calcula todos os auto-valores de uma matriz
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real e simétrica por reducso de Householder e o algoritmo QL [28]. Essa
rotina, FO2AAF, se encontra disponivel na biblioteca NAG ( Numerical
Algorithms Groups) instalada no VAX da UNICAMP

A tabela No.B5 nos diz ainda que ao passar do sistema Ax = b
ao sistema Ay = B o nimero de condiclo da matriz em quest3o se reduz
consideravelmente. Isto deixa prever que os auto-valores da matriz
pré-condicionada se Jjuntam mais.

Na tabela No.6 exibimos os auto—\‘/alor'es da matriz pré-condi-
cionada quando resolvemos o sistema Ax = b com A de ordem 80 e usando
ICCG(0). 0.1039039 x 107. Enquanto,

segundc a tabela No.B, K(A) = 3, 7435,

Lembramos que neste caso K(A) =

TABELA No. 6
AUTO-VALORES DA MATRIZ PRE-CONDICIONADA

0.4473627031322158 0.5753976823723465 0.73338345168595589
0.9461145223823008 0.9677188112987500 0. 9740936771830067
0. 9865899734447878 0.9849143652282402 0. 9957 190857956069
0.9973024652773482 0.8974666810850144 0.9985370244238822
0.9989620817407342 0.9990721434917120 0.9894278070131190
. 0.9995642907142579 0.9996611031348182 0. 9996920716332482
0.9997895859707306 0.9988132497738346 0.9898407348620523
0.9998504744215039 0. 9988560282177615 0. 9898647703686030
0,9998816183774478 0.9989166246696718 0.9999250213860755
0,9999284791979163 0.9989348984011355 0.9899439184017623
0.9999540169902654 0. 9989628959513538 0.9999643738353435
0. 9999667779638563 0. 9999984660840078 0.98899986212361197
0.9999996065845255 0.9999997970713921 0. 889998999386592053
0.9999959999939987 0. 9999999899999995 0. 9999999989999995

1. 000000000000000
1. 000000000000000
1. 000000000000000
1. 000000000474140

1. 00G:000000000000
1. 060000000000000
1. 000000000000000
1. 000000055064155
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1. 040000000000000
1. 000000000000001
1. 000000260370386



1.0000007981163940 1.000001863190688 1.000008499021323
1.000016200763876 1,000035389548189 1.000038076317347
1.000045004418188 1. 000049696930789 1.000056717203054
1.000061200117359 1.000070418219751 1.000097659170203
1.000112253883332 1.000121621037785 1.000145375455194
1.000164160352738 1.000174023451671 1.000203621459794
1.000224633450852 1.000283134731680 1.000328646880011
1. 000403834028698 1.000569474262857 1.000592445354540
1.000916491038479 1.000932560642719 1.001549332856819
1.002082249709986 1. 002833346900283 1. 005430422829039
1.008328500956489 1.01B730155094581 1.045187552152834
1,061379924759575 1,375571918377778 1.676986919974718

0 NOMERO DE CONDICAO DA MATRIZ PRE-CONDICIONADA E: 0.3743586E +01.

Feita a decomposigao de Choleski completa de A nds quisemos
saber o que acongecia se, ao resolver o sistema Ax = b pelo método dos
gradiente conjugados, usassemos como pré-condicionador a decomposigSo
incompleta C = LLT tal que LT tivesse como diagonais ndo nulas: num
primeiro passo a diagonal principal de GT, num segundo a dlagonal
principal e a segunda diagonal nao nula de GT, num terceiro a diagonal
principal e a segunda e a terceira diagonais ndo nulas de ¢’ e assim
até chegar & Gltima diagonal ndo nula de G', em cujo caso serd C = LL'
= A. Fol o Iinteresse por resolver este assunto que nos levou a
descobrir o ICCG(-7), no qual L' sé tem como diagonais ndo nulas as
quatro primeiras diagonais ndo nulas de G

Por simplicidade escolhemos A de ordem 90(N = 15, M = B8). Na
tabela No.7 apresentamos os resultados para cada grupo de diagonais

(D), colocamos o nimero de condiglio da matrlz pré-condiclonada, K(A), e
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TABELA No. 7

D ITER. K(R)

3 91 0, 1032x10°
4 18 3,0100

5 18 3,0100

6 19 3,0100

7 19 3,0100

8 19 3,0101

g 19 3,0099

10 19 3,0102

11 20 3, 1156

12 20 3,5716

13 20 4,5886

14 21 6, 6587

15 22 |10,8360

16 g1 0, 3830%10"°
17 a1 0.9497x10""
18 91 0.9415x10°
18 1 1,0

nimero de iteracoes (ITER) para resolver o sistema com b como nos casos
anteriores. A precisdo da solugdo em cada caso fol de pelo menos oito
casas decimais exatas exceto quande usamos trés diagonais em que o erro
maximo foi de 1.3943:; dezesseis diagonalis que o erro maximo ficou em
1.7877, dezessete diagonais com erro maximo de 0.944 e dezolto
diagonais alcangando erro méxime de 0.000147. 0 caso para dezenove
diagonals era de se esperar pois, neste caso, o pré-condiclonador € a

decomposicao de Choleski completa de A, ou seja, C = LY = A
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CAPITULO V

CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Muitas conclusdes deste trabalho foram tiradas a medida em
que famos avancando no material; outras estdio implicitas nas tabelas do
capitulo IV. No entanto, queremos aqui ressaltar algumas e dar énfase
em outros aspectos que consideramos de importancia.

A normalizacdo da matriz A do sistema aumentou o nimero de
iteragies e a precisdo para resolver o sistema na aplicagao dos
diferentes ICCG e permitiu estudar com simplicidade as diagonais nso
nulas dé ¢! na decomposicao de Choleski de A (A = GG?]. Assim, sepgundo
a tabela No. 4, capitulo IV, o ICCG (2) fez 24 iteragdes para resolver
o sistema com a matriz normalizada (NM = 495), enquanto noutro teste
fez 20 iteragoes sem normalizar a matriz e deixando fixas as outras
condigdes. 0Os erros na solucdo foram 0.1722x10°° e 0.2059x107"
respectivamente, '

Aqueles ICCG deram bons resultados, na solugao dos sistemas
dos exemplos 14 expostos, porque os pré-condicionadores escolhidos, ba-
seados numa analise das diagonais nac nulas de GT, eram uma boa aproxi-
magao de A. Além disso, para A de tamanhos razoaveis como os da tabela
No. 4, ICCG(0), ICCG(2), ICCG(3) e ICCG(-7) convergem rapidamente. O
IéCG (-3) deixa prever convergéncia lenta para tamanhos de A malores
que os da tabela No. 4. Ja o teste feito para NM = 2015 permite conjec- _
turar que o ICCG(Z2) e o ICCG(-7) convergem mais rapidamente para taman-
hos de A muito grandes, além dos da tabela No. 4. Fomos mals longe aln-
da e pegamos A de ordem 4050 (N = 50, M = 90) e, com critério de parada
norma do gradiente menor que 10™°, obtivemos para o ICCG(-7) sé 148
iteragdes dando nove casas decimais exatas na solugao do sistema.

0 teste que levou a construir a tabela No. 7 diz, entre
cutrag coisas, que nem Sempre, conservar a estrutura de A ou introduzir

mais diagonals na decomposigao incompleta de A, é o mais eficlente do
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ponto de vista computacional, pois com um estudo tal como esse € possi-
vel obter o mesmo grau de precisao e um minimo de operagdes. A este
respeito, por exemplo, comparamos o ICCG(2) e o ICCG(-7) tomando os da-
dos da tabela No. 4 para NM = 495 e nos propusemos a saber o numero to-
tal de operagoes (produtos e divisces) que efetua cada um para resolver
o sistema (LL))h = g, sendo genéricamente L’ o respectivo pré-condi-
cionador em cada um dos casos. A rotina que no método ICCG(2) resolve
{LLTJh = g & chamada SISTEMA 2 e no ICCG(-7), SISTEMA 7. Delas tiramos
estes resultados: o ICCG(2) emprega 26 NM - 18N - 58 operagoes por ite-
racao e o ICCG(-7), 8NM - 12 operagdes por iteragao. Com isto o ICCG(2)
faz aproximadamente B08NM operacoes no total para resolver o sistema
enquanto o ICCG(-7) efetua aproximadamente 369 NM operacdes. £ bom
também observar aqui a economia no nimero de operagdes das rotinas
SISTEMA 2 e SISTEMA 7, ja que resultados conhecidos mostram que
para resolver o sistema (LL™)n =g, considerande L e LT como matrizes
triangulares chei- as, o numero de operagoes por iteracio & da ordem de
NM°, onde NM é a ordem de A e portanto de L e LY. A causa dessa
poupanga operacional € que nas rotinas mencionadas pegamos s6 as
diagonais nao nulas tanto de L quanto de LT,

Outra observagao pertinente & que, ao tomarmos os ICCG em
conjunto, tivemos que fazer a decomposicao de Choleski Completa de A e
daf{ extraimos a decomposigao incompleta para cada um. No entanto se
considerarmos ¢ ICCG(-7) isolado poderemos obter ainda mais econcmla
evitando fazer a decomposiqﬁo completa empregando foérmulas semelhantes
as obtidag por Meijerink {19, p. 138]. _

Lembremos ainda gue um ponto fraco no método de Kershaw [14]
& a troca dos 2” por algum numero positivo se 811 for = 0. Em nossas
experiéncias numéricas feitas com ordem de A de 21 até 4050 86
encontramos dois casos onde este efeito se apresentava e s6 uma vez por
caso: NM = 715 (N = 11, M = 65) e NM = 2015 (N = 31, M = 65). Neste 1l-
timo, por exemplo, sd para i1 = 2015 obtivemos £“< 0, 8“ = -
0,7267492E-04, o qual foi trocado por 1.0 e o resultado foi colocado no
capitulo IV (Veja ICCG (0), NM = 2015). Daqui podemos conjecturar que
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aplicando o ICCG (0) ao sistema em estudo a matriz erro n3o sofre multa
perturbacao. Isto pode ser uma causa dos bons resultades do ICCG(0) no
capitulo IV.

Na soluciio do sistema real, ou seja, usando as expressoes
{1.11) do capitule I, com os métodos ICCG(2) e ICCG(-7) para NM = 495 e
critério de parada norma gradiente menor que 10~° obtivemos para o ICCG
(2) 21 iteragdes com erro maximo no residuo de 0.1116 x 10™ e para o
ICCG(-7) 40 iteragdes e erro mdximo no resfduo de 0.3884 x 10°'. Aqui
destacamos que a rotina BANDA 7 que calcula o produto de matriz por
vetor tinha =ido testada com o vetor u; u(i) = i, i=1,...,NM que
aumenta consideravelmente o tamanho das entradas de A (Veja tabela No.
2, capitulo IV). Dal a confiabilidade no calculo do resfduc. Alias,
essa margem de erro no residuc se manteve para ordem de A muito maior,
por exemplo, NM = 2015.

Em relagac aos desenveolvimentos futuros do trabalho da tese
temos dois a curto praze que sao: "Vetorizagao" da matriz do sistema e
o uso de pré-condicionadores por blocos, e outros deis que seguirdo aos
primeiros: a utilizagdio de pré-condicionadores polinomials e o' emprego
de algoritmo de Lanczos aprimorado devido a Shao [2B] para resoclver
sistemas de equacoes lineares mal-condicionados.

Visto que Jja temos armazenados os blocos AA, BB, A1,
entendemos por "Vetorizagao" de A o armazenamento sé das diagonals n3o
nulas de cada bloco (lembramos que cada bloco € BANDA 7). Pela
simetria, para cada bloco € suficiente armazenar sé 4 diagonais. Temos
pensado, para facilitar a implementagao computacional, armazenar numa
mesma matriz R, N x 12, estes vetores ceolocando zero nos poucos espacos
vazios. Isto levaria a modificar a rotina TRIBLOCO que constréi os trés
blocos e fazer outra que identifique um elemento de cada bloco com
outro correspondente de R. Este trabalho estd bem avancado, sb6 falta
fazer os testes e as corregdes do caso. A preocupacgao nhesta parte nao é
50 do ponto de vista estético, que incontestavelmente a tem, mas também
economico. De fato, assim conseguimos consideravel economia de memdria

para aqueles casos que preclsarem de malhas mals ref'inadas,
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0 pré-condicionamento por blocos é uma motivagio que
encontramos no artigo de Concus, Golub e Meurant [B]. Eles usam
pré-condicionadores por blocos no método dos gradientes conjugados para
resolver sistemas lineares tridiagonais por blocos positives definidos
que sufgem da discretizacao de problemas com valores de fronteira de
equacoes parcials elipticas. Um papel importante nestas técnlcas
desempenha a decomposigdo de Choleski por blocos e a aproximagao da
inversa de uma matriz tridiagonal diagonalmente dominante que garante
que os elementos da inversa decrescem estritamente conforme se afastam
da diagonal principal. Em nosso caso Ja que nao contamos com a
propriedade da dominfncia e que teremos que aproximar a inversa de
matrizes de banda maior, tentaremos, por um lado, uma espécie de
adaptacio do tipo Kershaw [14] para compensar a falta de dominincia e
por outro lado, usaremos os métodos de Asplund [1] para o calculo de
inversas de matrizes de banda p = 1 e as idéias de Bevllacqua [4] para
reduzir o armazenagem no cdlcule de inversas de matrizes banda. Segundeo
os resultados numéricos obtidos em [4] os pré-condicionadores por
blocos levam vantagem sobre os correspondentes pré—condicionadores
pontuais em menor nimerc de iteragdes e trabalhe por ponto (Work/n,
onde n € a ordem da matriz do sistema). Nesta parte temos o trabalho
bibliografico quase completo.

Un proxime passo em nossas pesquisas é o uso dos
pré-condicionadores polinomiais no metodo dos gradientes conjugados.
Eles levam implicito o fascinio dos computadores vetoriais e paralelos.
0 método que seguiremos sera o de Saad [24], usado para resolver
sistemas lineares esparsos gque sufgem de discretizagao de equagoes
diferenciais parciais. A matriz A do sistema é simétrica positiva
definida. As técnicas s3o baseadas em polindmios de quadradeos minimos
no intervalo {0,b], sendo b uma estimativa de Gershgorin do malor
autovalor, isto é nao precisamos calcular os autovalores de A como
noutras versoes. Na sua esséncia, dado um sistema simétrico Ax = b, o

principic de pré-condicionamento polinomial consiste em resolver o
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sistema (pré-condicionado) p(A)Ax = p(A)b, onde p é algum polindmio
normalmente de grau pequeno. A escolha de p é feita de maneira que a
matriz p{A)}A tenha uma distribuicdo adequada de autovalores, o que quer
dizer que o método dos gradientes conjugados aplicado ao sistema
pre-condiciconade converge rapidamente. Alfas, p é escolhido de forma a
minimizar a norma L2 com uma certa funcaoc peso w definida em [0, D]
contendo o espectro de A. Neste trabalho estamos alnda em estado
rudimentar.

Finalmente, norteados pelo método de Shao [28], queremos
aplicar sua vers3do aprimorada do Algoritmo de Lanczos. Ele observa que
a estimativa do residuc para resolver sistemas lineares pelos
algoritmos de Lanczos usuais é confiavel para sistemas bem-condiciona-
dos mas n2c e este o caso para sistemas mal-condicionados. Assim, ele
propde um algoritmo que corrige esta imperfeigio e mostra bons
resultados numéricos obtidos. Nesta parte nosso trabalho esta apenas em

sSeu comego.
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