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Resumo

Este trabalho encaminha a investigacao de questoes relacionadas ao desempenho de algo-
ritmos de regiao de confianga para problemas de otimizacao irrestrita de grande porte. O
algoritmo classico de Moré e Sorensen, baseado em fatoragoes de Cholesky, é comparado
com a abordagem de Rojas, Santos e Sorensen (algoritmo RSS). Do ponto de vista tedrico
sao estudados os resultados de convergéncia dos dois algoritmos. Em termos praticos, sao
resolvidos problemas com a estrutura tipica de empacotamento de cilindros. Também sao
pesquisados o desempenho efetivo do algoritmo RSS na solucao aproximada dos subproble-
mas, e a repercussao da precisao com que os subproblemas sao resolvidos no esfor¢o global
do algoritmo.

Palavras-chave: minimizacao irrestrita; regides de confianca; solucoes dos subproble-
mas; fatoracoes; grande porte; empacotamento de cilindros.
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Abstract

This work investigates issues related to the performance of trust-region algorithms for
large-scale unconstrained minimization. The classic algorithm of Moré and Sorensen, based
on Cholesky’s factorizations, is compared with the approach of Rojas, Santos and Sorensen
(algorithm RSS). From the theoretic standpoint, the convergence results of both algorithms
are compiled. In practical terms, problems with the typical structure of packying of
cylinders are solved. The effective performance of the algorithm RSS in the approximate
solution of the subproblems is analyzed as well, together with the influence of the inner
precision of the subproblems to the global effort of the algorithm.

Keywords: unconstrained minimization; trust regions; solutions of the subproblems;
factorizations; large scale; packying of cylinders.
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Introducao

Os métodos de regiao de confianca nasceram de abordagens para o problema de estimativa
de parametros nao-lineares, com os trabalhos de Levenberg [22] e Marquardt [24]. Ambos
sugeriram a adicao de um multiplo da identidade a matriz Hessiana como uma forma de
estabilizacao, no contexto da solucao de problemas de quadrados minimos nao lineares.
Marquardt provou que a minimizacao do modelo estabilizado corresponde a minimizar
o modelo original em uma regiao restrita. Estas duas abordagens sao empregadas na
regularizacao de problemas mal-postos e na suavizagao de dados experimentais com ruidos
(ver [4, cap. 5] e [15, 18, 33, 44]).

Até a década de setenta, utilizavam-se as expressoes “método de passo restrito”, “regiao
de validade”, ou ainda, “regiao de certeza” do modelo. Aparentemente, a terminologia
“regiao de confianca” foi introduzida por Dennis em um curso que ministrou no U. S.
National Bureau of Economics Research, inspirado em uma palestra de Powell, que em-
pregou a técnica para assegurar convergencia em um método para otimizacao irrestrita
[31], bem como na resolugao de sistemas nao lineares [32]. O survey de Moré [28] certa-
mente contribuiu para sistematizar a nomenclatura nesta area. Recentemente, o livro de
Conn, Gould e Toint [7] compila o estado da arte e oferece um excelente panorama do
tema nos diversos tépicos da otimizagao.

Os métodos de regiao de confianga para minimizacao irrestrita desfrutam de pro-
priedades fortes de convergéncia e de uma boa reputacao na pratica. O principal esforco
computacional destes métodos reside na determinacao de um minimizador aproximado
para um modelo da funcao objetivo restrito a uma regidgo de confianca, que consiste na
imposi¢ao de um tamanho maximo (raio de confian¢a) para o passo, em uma norma con-
veniente.

No processo iterativo de resolucao do problema, o raio é ajustado de tal forma que os
sucessivos modelos reflitam o comportamento da fungao original na regiao de confianca.
Os modelos quadraticos sao os mais utilizados, tanto pela simplicidade quanto por propor-
cionarem convergéncia rapida ao método. Do ponto de vista tedrico, a escolha da norma
que define a regiao é irrelevante, desde que seja uniformemente relacionada com a norma

euclidiana. Tanto a norma euclidiana quanto a norma infinito sao escolhas populares,



feitas de acordo com a geometria do problema. Para problemas de grande porte, por
exemplo, a escolha de uma norma euclidiana ponderada pode ser essencial para um bom
desempenho (cf. [19], ver também [10]).

O subproblema de regiao de confianca, minimizar uma funcao quadréatica com uma
restri¢ao elipsoidal, possui uma estrutura privilegiada e tem sido intensamente explorado
sob diversos pontos de vista, conforme revela a literatura na area.

Para o caso denso, no qual a matriz Hessiana utilizada para definir a funcao quadratica
do subproblema de regiao de confianca nao apresenta uma estrutura de esparsidade, o
consagrado algoritmo de Moré-Sorensen [29], que se apdia em fatoragoes de Cholesky,
produz uma solugao quase-6tima em um numero finito de iteracoes. Este é o método
implementado no NEOS-server [2, 12] para os subproblemas do algoritmo NMTR (Newton
Method Trust Region).

Nas ultimas duas décadas foram propostos varios algoritmos livre de fatoragdes (ou
matriz free) para o subproblema de regides de confianga em problemas de grande porte.
Nestes algoritmos, devido ao custo, ou impossibilidade de se construir ou acessar os ele-
mentos da matriz Hessiana a informagao de segunda ordem do problema é recuperada por
meio do produto desta matriz por um vetor.

Steihaug [43] e Toint [45] propuseram, independentemente, que o sistema linear pre-
sente nos métodos anteriormente mencionados fossem resolvidos iterativamente via gradi-
entes conjugados, terminando quando o passo deixasse a regiao de confianga, ou quando
uma direcao de curvatura negativa fosse encontrada. Buscando melhorar o desempenho do
método de Steihaug-Toint para o caso indefinido, Gould, Lucidi, Roma e Toint [19] investi-
garam a continuacao do esquema iterativo via método de Lanczos quando uma direcao de
curvatura negativa fosse determinada (algoritmo GLTR, Generalized Lanczos Trust Region).

Outros trabalhos desenvolvidos para o caso esparso foram os de Sorensen [40], e Rojas,
Santos e Sorensen [37], nos quais o subproblema de regiao de confianga é tratado como
um problema de autovalores parametrizado. A implementacao do algoritmo proposto em
[37], e denominado LSTRS (Large Scale Trust Region Subproblem) esté descrita em [38]. A
mesma filosofia de autovalores parametrizados permeia o trabalho de Rendl e Wolkowicz
[35], que utiliza a linguagem da programagao semidefinida e propoe um algoritmo primal-
dual para o subproblema de regiao de confianca. Este trabalho foi revisto e ampliado por
Fortin e Wolkowicz [14]. Lucidi, Palagi ¢ Roma [23] identificam propriedades tedricas do
subproblema de regiao de confianca, que é reformulado como um problema irrestrito com
funcao objetivo quartica por partes, e para o qual estratégias que permitem sair de pon-
tos estacionarios distintos da solucao desejada sao delineadas. Um algoritmo baseado na
diferenga de fungoes convexas é proposto por Pham Dinh e Hoai An [30], que encontra pon-

tos estacionarios para o subproblema de regiao de confianga, e eventualmente necessita ser



recomegado. Recentemente, Hager [20] propos um método de minimizac¢do em subespagos
sequenciais (SSM, do inglés Sequential Subspace Method), no qual considera subproblemas
restritos aos subespagcos de Krylov (precondicionados) gerados por um passo do algoritmo
de programacao quadratica sequencial aplicado ao subproblema de regiao de confianga.

Também foram desenvolvidos diversos algoritmos de regiao de confianga para pro-
blemas gerais de otimizagao. O livro [7], com sua bibliografia comentada, oferece uma
extensa cobertura neste sentido, incluindo contribuigdes do grupo MCDO (Métodos Com-
putacionais de Otimizagao), do IMECC, Unicamp [11, 13, 26, 27].

As ferramentas de derivagao simbdlica (softwares Mathematica, Matlab, Mupad, entre
outros), e de derivagao automédtica (por exemplo ADIFOR [1]) certamente favoreceram as
investidas no calculo de vetores gradiente e montagem efetiva de matrizes Hessianas no
contexto da otimizagao computacional. Com um desempenho médio inferior a duas ite-
ragoes por subproblema (cf. [29]), o algoritmo de Moré-Sorensen ¢é cldssico para resolver
aproximadamente os subproblemas em algoritmos de regiao de confianga para minimizacao
irrestrita. O uso de fatoracoes de Cholesky é a principal critica para nao se adotar este
algoritmo na solucao de problemas de grande porte. Nas décadas de 80 e 90, esta talvez
fosse uma real fraqueza desta abordagem. Com o advento de maquinas mais velozes e com
crescente disponibilidade de memoria, nos perguntamos se os sofisticados algoritmos livres
de fatoracao sao de fato a melhor opgao para problemas de grande porte. Nao haveria
classes de problemas com muitas varidveis, mas para os quais fatoragoes de Cholesky (pos-
sivelmente esparsas e com salvaguardas, ver p.ex. [17]) sdo uma alternativa competitiva?

Mais concretamente, neste trabalho investigamos como se comparam os algoritmos de
Moré-Sorensen e LSTRS para problemas com estruturas tipicas. Consideramos familias de
problemas de empacotamento de cilindros [5, 8] como ponto de partida para os desafiantes
problemas de configuragao molecular [3, 25].

Um outro aspecto que pesquisamos é o desempenho efetivo do algoritmo RSS na solugao
aproximada dos subproblemas em uma implementacao via regides de confianga para mini-
mizacao irrestrita. Embora este algoritmo tenha mostrado suas potencialidades em diver-
sos casos, especialmente na regularizacao de problemas mal postos [36, 39], ainda nao foi
testado como solver interno para minimizacao sem restricoes. Analisamos se o algoritmo
RSS permite, da mesma maneira que o algoritmo de Moré-Sorensen, a obtencao de solugoes
de baixo custo e uteis no contexto dos algoritmos de regiao de confianca. A esta questao
da sensibilidade estd naturalmente relacionada a precisao demandada na resolucao dos
subproblemas e sua repercussao no esforco global do algoritmo.

Este texto estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 apresentamos breve-
mente os métodos de regiao de confianca para minimizacao irrestrita, com énfase nas

propriedades tedricas dos subproblemas que servem de subsidio para os algoritmos de-



senvolvidos para aborda-los. Os Capitulos 2 e 3 detalham os algoritmos escolhidos para
encontrar solucoes aproximadas dos subproblemas neste trabalho, respectivamente o de
Moré e Sorensen e o de Rojas, Santos e Sorensen. O Capitulo 4 descreve o problema
de empacotamento de cilindros, detalhando os aspectos computacionais relativos ao ar-
mazenamento da matriz Hessiana e a implementacao da decomposicao de Cholesky para
o armazenamento proposto. Os experimentos numéricos sao descritos e analisados no
Capitulo 5. O texto é concluido com algumas consideracoes finais e perspectivas de tra-

balhos futuros.



Capitulo 1

Métodos de regiao de confianca para

minimizacao irrestrita

O problema de otimizagao abordado neste trabalho é a minimizacao irrestrita, isto é,

min f(x)

sa xz€lR"

(1.1)

onde a funcao objetivo f : IR™ — IR é suave.

A resolugao de (1.1) é encaminhada por métodos de regidao de confianga, que podem
ser vistos essencialmente como uma estratégia de globalizacao para o método de Newton.

A idéia principal dos métodos de regiao de confianca é aproximar a cada iteracao a
funcao objetivo original por uma quadratica construida em torno do iterando z; da k-
ésima iteracao do algoritmo. Equivalentemente, pode-se trabalhar com a quadratica que
modela o decréscimo da fungao objetivo.

A cada iteracao é resolvido entao um subproblema de minimizar a quadratica em
questao sujeita a uma regiao de confianga ||z — zx|| < A com A o raio da regiao de
confianca. A escolha de A é importante para garantir que o minimizador da quadratica
aproxima bem o minimizador da fungao objetivo restrita a regiao de confianca.

Na Figura 1 temos um exemplo ilustrativo com as curvas de nivel da fun¢ao objetivo e
as curvas de nivel da quadratica no primeiro e segundo graficos, respectivamente. O ponto
preto é o iterando x; e o ponto vermelho é o minimizador da quadratica sujeita a regiao

de confianga.



Curvas de nivel de f Curvas de nivel da aproximacao quadratica
3 T

Figura 1 - llustracdo de uma iteracdo de um método de regido de confianca.

Assim, a cada iteragao deve-se resolver, aproximadamente, um subproblema que con-

siste em minimizar uma aproximagcao quadratica para o decréscimo da fungao objetivo:
L T
U(s) = 55 His +gjs
restrita a regiao de confianga
”SHQ < Ak?
onde zy, é o iterando da k-ésima iteragao, g = V f(x) é o vetor gradiente, Hy = V2 f(xy)
¢ a matriz Hessiana e Ay é o raio da regiao de confianga.
O algoritmo a seguir sistematiza os passos que produzem uma sequéncia de aproxima-
goes {z} para a solugao do problema (1.1) via regides de confianga.
Algoritmo de regiao de confianga para minimizagao irrestrita (RCMI)
e Sejam 0 <pu<n<leO<c <cy <1< cgconstantes dadas.
e Escolher zg € IR™ e o raio inicial (Ag) e tomar k = 0.
e Enquanto o critério de parada nao for satisfeito:
1. Calcular g, = Vf(zx) e Hy = V2f(xy)

2. Obter uma solucao aproximada s; para o subproblema

min  Yi(s) = gi's + 557 His
sa. sl < Ag,



S+ sk) — flax)
Vr(sk) '
Se pr, < pentdo Ay — A € [c1 Ay, c2Ag] e va para 2.

Computar p, =

Tkt1 = Tk + Sk-

Se pr < nentdo Agyiq € [caAg, Ag], caso contrario Agi1 € [Ag, c3Ag].

NS o W

Tomar k =k + 1.

Este trabalho focaliza especialmente o passo 2 do algoritmo RCMI. Escolhemos dois
algoritmos distintos para obter as aproximagoes para as solugoes dos subproblemas, cujos
desempenhos sao comparados no contexto dos problemas de empacotamento de cilindros.

Antes de detalharmos cada um destes algoritmos, apresentaremos as propriedades
intrinsecas dos subproblemas (fungdo quadratica restrita a uma regiao elipsoidal), que

serao convenientemente exploradas em cada um dos algoritmos.

1.1 Propriedades da solucao dos subproblemas

Em algoritmos para métodos de regiao de confianca é necessaria, a cada iteracao, a res-

olucao de subproblemas da forma

min ¢(s) = g's+ 1sTHs

1.2
s.a |s]ls <A (1-2)

onde g € IR", H € R™" simétrica, A > 0. Para simplificar a notacao denotaremos ao
longo deste texto a norma euclidiana por || - || = || - ||, e suprimiremos o subindice da
k-ésima iteracao nos dados gy, Hy, Ay dos subproblemas.
Uma importante classe de métodos para resolver o subproblema (1.2) é caracterizada
pela resolugao do sistema
(H—X)s=—g (1.3)

com o multiplicador de Lagrange A < 0 a ser determinado. Para uniformizar a apre-
sentacao vamos usar a notagao de [37] para o sinal do multiplicador A. Essa escolha gerou
diversas modificagoes e adaptagoes nas expressoes do algoritmo de Moré e Sorensen.

Os métodos apresentados nas préximas secoes sao fortemente baseados na busca pelo
parametro A que aparece no sistema (1.3) e sdo fundamentados pelo lema a seguir, cuja
prova pode ser encontrada em [41]. Esse lema caracteriza a solu¢ao do problema (1.2),
nao havendo ‘gap’ entre as condigoes necessarias e suficientes de otimalidade, independen-

temente de qualquer hipdtese de convexidade.
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Lema 1 Um vetor vidvel s* é solucao de (1.2) com correspondente multiplicador de La-
grange \* se e somente se s* e \* satisfazem (H — A\*[)s* = —g com H — \*[
semidefinida positiva, A* < 0 e A*(A — ||s*]|) = 0.

Em geral, a matriz H pode nao ser semidefinida positiva, tendo algum autovalor ne-
gativo. Para estes casos o problema (1.2) apresenta solucao na fronteira da regiao de
confianga. A tnica possibilidade do subproblema (1.2) nao apresentar solu¢ao na fronteira
da regiao de confianga é quando H é uma matriz positiva definida e a solugao é dada por
s*=—H g com |s*|| < A.

Muitos algoritmos sao baseados no fato de que se (1.2) tem solugdo na fronteira do
conjunto {s : |s|] < A} entdo, na maioria dos casos, uma solugdo pode ser encontrada
determinando A\* < 0 tal que H — A\*I é definida positiva e ||(H — A\*I)"'g|| = A. Porém
em um caso, denominado hard case, a equacao ||(H — A\*I)"1g|| = A nao tem solucao com
H — X\*I definida positiva.

Para encontrar uma aproximacao para o parametro \* e tratar o problema também
na ocorréncia do hard case, apresentaremos nos proximos capitulos dois algoritmos. O
primeiro, proposto por Moré e Sorensen, trata o problema utilizando a fatoracao de
Cholesky de uma matriz da forma H — Al e resolve, através do método de Newton, um
subproblema de encontrar o zero de uma funcao de uma varidavel. O segundo algoritmo,
proposto por Rojas, Santos e Sorensen, trata o problema obtendo os menores autovalores
e autovetores correspondentes de uma matriz ampliada através de um método tipo Lanc-
zos. A principal diferenca entre estes algoritmos é a necessidade de fatorar a matriz H no
algoritmo de Moré e Sorensen, enquanto que no algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen é

necessario somente efetuar produtos da matriz por um vetor.



Capitulo 2
Algoritmo de Moré e Sorensen

O algoritmo de Moré e Sorensen [29] foi proposto em 1983 para a resolugao dos subproble-
mas (1.2) no contexto do algoritmo de Newton com regido de confianga para minimizagao
irrestrita. De uma maneira geral, este algoritmo fornece a cada iteracao uma aproximacao
A para o parametro A* buscando obter uma matriz H — A\I positiva definida e entao obtém
s, solugao do sistema (H — Al)s = —g, pedindo que ||s|| = A durante o processo de
atualizar \.

A vantagem deste tipo de algoritmo é que, a cada iteracao, o problema de encontrar
s* € IR™ é transformado em um problema escalar de estimar \* € IR.

Neste método isto é feito através de uma fatoracao de Cholesky de uma matriz de
dimensao n X n a cada iteracao e da aplicagao do método de Newton para obter o zero de
uma funcao secular! de uma varidvel. A funcdo secular é caracterizada pela presenca de
polos. No nosso caso estes pélos serao dados pelos autovalores de uma matriz conhecida
e se 0 polo associado ao menor autovalor nao estd definido, teremos uma situacao que
chamaremos de hard case. Quando o problema apresenta hard case, este método obtém
uma aproximacao para uma solugao na fronteira da regiao de confianga durante o processo
e ativa um dos critérios de parada do algoritmo, como pode ser visto em maiores detalhes

nas secoes seguintes.

2.1 Estimando o parametro A\

Um primeiro resultado importante para a dedugao do método é que o problema (1.2) nao

tem solugao na fronteira da regiao de confianca se e somente se H é positiva definida e

LA terminologia ’funcdo secular’ é empregada na literatura para designar a funcao caracteristica de
um operador linear. Esta nomenclatura é uma heranga do calculo de érbitas planetarias, para distinguir
movimentos lentos (seculares) de movimentos rapidos (anuais) (cf. http://en.wikipedia.org/wiki/secular-
function)



a solugao é dada por s* = —H g com ||s*|| < A. Neste caso temos a solugao s* com
multiplicador de Lagrange associado A* = 0 no Lema 1.

Nos demais casos o problema apresentara solucao na fronteira e entao o algoritmo
busca s tal que ||s|| = A. Com isso teremos uma relagao importante.

Notando que H é uma matriz simétrica, temos sua decomposicao espectral:
H=QDQ"

onde D = diag(dy,...0,) com §; < ... < 4, os autovalores da matriz H e QTQ = I com
as colunas de () formadas por um conjunto de autovetores ortonormais associados aos
autovalores de H.

Entao, se A < 9; é uma estimativa para o parametro \* e H — A\l é definida positiva,
pelo Lema 1, sy tal que sy = —(H — AI)~'g é uma aproximacao para a solugao.

Fazendo ||s|> = ||(H — M) "'g]|? temos que:

n 72
Iall> = > 55
Jj=1 (5j - )‘)2
comy=QTg=(v,..., )"
Uma caracteristica importante desta fungao é a presenca de pdlos em A = 9;, j =
1,...,nse; #0.
Quando A — §y, [[s\|| — oo e a fungao A — ||s,|| é decrescente no intervalo (—oo, d1).
Assim no caso de y; # 0 temos sempre solugao para ||s,|| = A, como pode ser visto no

exemplo da Figura 2 e formalizado no lema a seguir (cf. [29]).

Lema 2 Se g nao é ortogonal a S; = {z|Hz = d,2,z # 0} com §; o menor autovalor de
H, entao ||sy|| = A tem soluciao A < 0 em (—o0,d;) onde sy = —(H — )" !g.

Uma implicagao do Lema 2 é que, se y; # 0, temos uma solugao A < d; tal que ||s,|| = A
com H — AI definida positiva, j& que seus autovalores sao dados por §; — A > d; — A > 0,

j=1,...,n. Entao pelo Lema 1 teremos que s, é solugdo do problema (1.2).

10
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Al
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Figura 2 - Caso em que y; # 0 e temos solu¢do para A — ||s»]| =0 com A € (—o0,d1).

Uma observagao importante é que se H é definida positiva, temos que §; > 0 e
poderiamos pensar que A também pudesse ser positivo com 0 < A < ;.

Para mostrar que isso ndo pode ocorrer, suponhamos que ||s*|| = A e H é uma matriz
definida positiva. Tomamos Ag tal que Ay = ||[H g/, ou seja, Ay é igual & norma do
minimizador da quadratica com Hessiana H para o problema irrestrito. Se mudéssemos
o raio da regido de confianga de A para Ay, estarfamos aumentando o raio (A > A)
a fim de englobar o minimizador do problema irrestrito. Neste caso teriamos a solucao
sy, = —(H —X)'g com A = 0 e [s\] = Ag, ou seja, A = 0 é uma solugao para
Ay — [|sall = 0.

Agora, quando analisamos a fungao de A original A — ||s,|| notamos que é a mesma,
apenas deslocada da constante —(Ay — A). Isso faz com que a raiz da funcao também se
desloque e entao A < 0, como pode pode ser visto no exemplo ilustrativo da Figura 3.

Assim, o algoritmo de Moré e Sorensen trabalha, de forma geral, estimando A e calcu-

lando |[sy|| = ||(H — A)~'g||. Uma nova estimativa para A é dada encontrando um zero
da fungao ||s)|]| = A no intervalo (—oo, d;).
Para resolver ||s)|| = A podemos aplicar o método de Newton para encontrar o zero
da fungao
SN =5 -
A sl

com (H — Al)s) = —g, como sugerido por Reinsch [34] e Hebden [21].
Como ilustrado na Figura 2, a fungao ¢(\) é mais suave do que A — ||s,|| e quase linear

no intervalo de interesse, facilitando a busca do zero pelo método de Newton.

11
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-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25 3
A A

Figura 3 - llustracdo do fato que A < 0 mesmo que §; > 0 (H definida positiva).

Calculando a derivada da fungao ¢(\) temos que

T
1 = S = AD)sy
N =TT

Ao aplicar o método de Newton teremos entao uma nova estimativa para A da seguinte

e SNy (”"SA”‘A) [EN(§

forma:

70N A sT(H — N)~'sy~
Como, em geral, excluindo o hard case que esta detalhado na proxima se¢ao, temos

H — \I definida positiva, podemos utilizar a fatoracao de Cholesky e entao
H— X =R"R.

Dessa forma temos que si (H — M )7sy, = ||[R7Ts,||* e entdo o passo geral do método

de Newton é dado pelo seguinte algoritmo:

Um passo do método de Newton para encontrar o menor zero da funcao
secular

Dado A < 0 com H — A\ definida positiva e A > 0
1. Obter a fatoracao H — A\ = RTR
2. Resolver RTRs = —g

3. Resolver RTq = s

12
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2.2 Tratamento do hard case

A garantia de existéncia de A € (—o0,d;) tal que ||sy|| = |[(H — M) "'g|]| = A no Lema 2

foi possivel devido a y; # 0. Neste caso temos a existéncia de um pélo em A = ;.

No caso em que g é ortogonal a 57, ou seja, 73 = 0 podemos nao ter solucao para

Isall = A com A < d1, como é visto no segundo exemplo na Figura 4. Em outras palavras,

nao conseguimos obter A tal que ||s\|| = A e H — Al seja definida positiva. Com esta

situacao temos caracterizado o hard case.

A= il

A= il

0
A

L L L L L )
-15 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3

A

Figura 4 - Casos em que 71 = 0. A esquerda temos solucio para A — IIsa]l =0 com A\ € (—00,01) e

a direita temos um exemplo do hard case.

O resultado a seguir, proposto em [29], fornece uma maneira para abordar o hard case

no contexto de fatoracoes para H — AI.

Lema 3 Dado 0 < o < 1, suponha que H — A\ = RTR, (H — A\ )s = —g com )\ < 0.

Seja z € IR™ satisfazendo

Entao

|s + 2| = A, com | Rz|*> < o(||Rs|* — AA?). (2.1)
—¢(s+2) > ;(1 —o)(|Rs]|* = AA®) > (1 — o) |y
2

onde ¢* é o valor 6timo de (1.2).

13



Uma consequéncia importante do Lema 3 é que, se z satisfaz (2.1), entao

V(s +2) =" < o],

ou seja, s + z é uma boa aproximagao para a solu¢do do problema (1.2).

Com o hard case, se temos H — Al semidefinida positiva com A < 0, entao a solucao s
de (H — MX)s = —g ¢é tal que [|s]] < A.

Para satisfazer (2.1), tomamos z = 72, escolhendo 7 onde ||s + 72| = A e Z com
|IZ|]l = 1 onde || RZ|| é o menor possivel.

Fazendo z = 7% e ||s + z||*> = A? temos duas escolhas para 7.

Como —t(s 4+ 72) = —5(||Rs||* + AA?) 4+ 272||RZ||?, para minimizar ¢ (s + 7Z), esco-
lhemos 7 com menor magnitude. Assim

A? — |l

o el 1 (2.2)
sTZ + sgn(sT2)[(s72)2 + (A% — ||s]?)]2

Para a escolha de Z devemos ter ||Z]| = 1 e ||RZ]|| o menor possivel.
Levando em consideracao o seguinte fato

min || Rsl||e = omin
Isll2=1

onde 0, ¢ 0 menor valor singular da matriz R, podemos obter Z de maneira que ||RZ|| ~
Omin-

Em Cline, Moler, Stewart e Wilkinson [6] é sugerida uma estimativa para z buscando
o autovetor associado ao menor autovalor de R através de uma iteragao do método da
poténcia inverso. A sugestao é tomar e, um vetor com componentes iguais a =1, de forma
que a solucao w do sistema RTw = e tenha norma grande, e escolher Z = H%H tal que v

seja solucao de Rv = w.

2.3 Detalhamento do Algoritmo

2.3.1 Salvaguardas

Como ¢(\) é uma fungdo convexa e estritamente crescente no intervalo (—oo,dy), temos
que utilizar algumas salvaguardas para que o método de Newton encontre a raiz desejada
de ¢(N).

Se o método de Newton ¢ iniciado com A € (—00,d1) e ¢(A) > 0, entdo, ao buscar \*

tal que ¢(A*) = 0, o préximo iterando serd tal que 6; < A, ou seja, o método ird produzir
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uma sequéncia { A} no intervalo (—oo, ).

Por outro lado, o método de Newton pode ser iniciado com A\ € (—o0,d;) tal que
¢(A\) < 0. Neste caso o préximo iterando deve ser tal que ¢(A;) > ¢(A\) e como a fungao
é crescente no intervalo (—oo, d1), teremos que Ay > A. Isso pode resultar em A, > d;.

Para assegurar que Ay fique préximo do intervalo (—oo,d;) devemos utilizar um es-
quema de salvaguarda.

Para este esquema utilizamos os parametros Ag, Ay e Ay, onde [z, Ay| é um intervalo
de incerteza que contém o A desejado e A\g é um limitante superior para o .

Com isso temos:

1. Se A < \g, entao
o A\ =max{\ A}
e A =min{\ \y}

2. Se A > Ag entdo A = min{0.001A,, —(AyAL)z})

2.3.2 Inicializacao dos limitantes \;, A\ e \g

Para a inicializacao de A\g, A, e Ay utilizamos a sugestao de [16] com as devidas adaptagoes

para contemplar o sinal nao positivo do multiplicador solucao.
u? Hu
ul'y

Pelo quociente de Rayleigh temos que d; < < 0y, Yu € IR". Em particular temos
¢ yleig
que 07 < % com e; 0 i-ésimo vetor candnico em IR"™. Assim §; < hy; = §; < min{h;}.

Logo As = min{h;;} é uma cota superior para d;.

Para a inicializagao de A\ e Ay observamos que A* no Lema 1 é tal que A = )\HQH)\*

para algum A entre 6; e 4,,.

Para mostrar isso vamos separar a analise em dois casos:
L|s*|=Ae X <6

i ||s*] < Ae A =0

Para o caso (i) temos que A? = ||s*||2. Com isso,
n 2
i
A2
&G

15



com H=QDQT e v=Q"g. Logo

A o 2=y 19Tl gl .
TG (= AR (G- A)?
A s 2= QT el

N (571 - )‘*)2 (571 - A*)Q ((571 - )‘*>2'

Dessas relagoes temos que

gl

<n< ol (2.3)

Agora, seja p(\) = /\‘Lgﬂ*. Como \* < 601, \* ¢ [01,d,], entdo neste intervalo ¢ é
continua. Assim, pelo teorema do valor intermedidrio, existe A € [dy, d,,] tal que p(\) = A.

Para o caso (ii) temos uma relagdo parecida com a obtida anteriormente. Primeiro,
tomamos Ag < A tal que ||s*||> = A2. Entao, utilizando o mesmo argumento do item

anterior temos que

2
Azs lglF
O (6 — A)?

Como A? > A2/ temos a relagao

2
oo ol
(5n - )‘*)2
Assim temos que
61—Hi||§/\*§5n—||i|| quando [[s*]| = A
e
0=\" <6, — gl quando |[|s*|| < A.

" A
Se conseguimos cotas inferior (E,,;,) e superior (E,,q,) para os autovalores de H, com

Erin <61 < ... <6, < Epge temos que min{0, E,;, — %} <N < Enaw — %. Assim

)\L = min{O, Emzn - Hi;’l} € >\U = Emax - ”i;H
sao possiveis inicializagoes para A\p e Ay.

Note que como a solucao A* < 0 e o limitante \g é tal que \* < d; < Ag, é interessante
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que Ay = min {0, As, Eaz — HKH .
Vale ressaltar que no hard case, isto é, se \* = 1, g é ortogonal ao espaco S; e

ss, = —(H — 0,1)Tg é tal que ||ss, || < A, entdo

gl
2%,

gl

- <sall <A = 6 <6, —

Como 97 — % < §; segue que

g g
Emin_”Anédlz)\*gEmax_wa
ou seja, A\, < 6 < Apy.
Para as escolhas de E,,;,, € Fpae, Notamos primeiro, através dos circulos de Gerschgorin,
que se h;; sdo os elementos da matriz H e 6 é um autovalor de H, entdo existe j € {1,...,n}

tal que

10 = Ryl <> Thigl =D [hil = |hys).
=1

i=1,i#j
Assim temos que
n n
hij— > hl <0<+ > |hyl
i=1,i#j i=1,i#j
Entao podemos escolher
n

Emin = min {hjj - Z ’h‘l]|} €

1<5<
== i=1i#j

Ernaz = max {hj; + Z |hij|}-

1<5<
== i=Li#j

Portanto, a inicializacao de Ag, A\, e Ay é dada por:

e \s = min{h;} com h;; o i-ésimo elemento da diagonal de H

. Il
)\ = )\ Emar T A
e \y mln{O, S, A

AL = Ein — ——
e )\; — min {O, m

Para salvaguardar o caso A\, = Ay fazemos Ay = max{A\y, (1 + €)A.}, onde € é uma

tolerancia.
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2.3.3 Atualizacao dos limitantes

A cada iteragao desejamos que o intervalo [Ar, \y| diminua e que Ag fique cada vez mais
préoximo de §;. Para isso devemos atualizar os parametros A\g, Ay € A\, durante o processo
iterativo.
Para a atualizacao de Ag temos dois casos. O primeiro caso ocorre quando temos
A € (—00,01) e ¢(A) < 0. Entdo, tomando 7 e Z como no final da subsegao 2.2, temos
que |RZ||? > 02, com 0, 0 menor valor singular de R e como H — A\ = RTR, entao
2

0:in =01 — A, com d; o menor autovalor de H.
Assim |RZ||? + A > 02, + X = 01, ou seja, ||RZ]|? + A também é um limitante superior

para d;. Portanto, uma possivel atualizacao para Ag é dada por:
As = min{Ag, A + || RZ|*}. (2.4)

O segundo caso ocorre quando temos A > 47, fazendo com que a matriz H — \I tenha

pelo menos um autovalor negativo. Nesta situagao, ao tentar fatorar a matriz via Cholesky
-1

fazendo H — A\l = RT R teremos que, para algum ¢ < n, (bgg — Zﬁ%@) < 0, onde by ¢
k=1

o elemento da (-ésima linha e coluna da matriz H — AI. Isso impede prosseguir com a

—1
fatoragao de Cholesky pois o préoximo passo do processo seria calcular ry = | by — Z T2,
k=1

Porém, conforme sugerido em [16], podemos expressar a submatriz ¢ x ¢ de H—\I como
RIM R, onde R, é uma matriz triangular superior de ordem ¢ ¢ M = diag(1,1,...,1,u)
com p < 0. Assim todos os elementos da matriz Ry, podem ser obtidos através da tentativa

de realizacao da fatoragao de Cholesky, com excecao do ultimo elemento, que serd dado

por
-1
2

bee — Z Y
_ k=1

Tee = .

I
Agora, com a escolha ;1 = —1, seja z solucao de Ryz = e, com ¢; € IR® o (-ésimo vetor

T
canonico. Entao para u = ( 210 ) € IR™ temos que ul (H — XN)u = el Me, = p.

Pelo quociente de Rayleigh temos que para qualquer v € IR"

ul' (H — X )u
MmMs ————=1h
ulu
com 1 < ... <, os autovalores da matriz H — \I.
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. T
Em particular, para u = ( 2T 0 ) temos

L
el

m <

Como 1, = §; — A, temos que §; < W -+ A, ou seja, temos uma cota superior para ;.

Entao, uma atualizagao possivel para Ag neste caso pode ser dada por:
— i K
Ag = miny Ag, (EE +Ap. (2.5)
z

Uma outra maneira de alcangar este mesmo objetivo é sugerida resumidamente no
artigo [29], e detalhada a seguir, com as necessirias adaptagdes decorrentes das mu-

dancas de sinal introduzidas neste trabalho. Quando A > d;, e com a notacao acima,
-1

se no decorrer da fatoragao de Cholesky tivermos by — Y 77, < 0, Moré e Sorensen afir-
k=1

mam que ¢ possivel calcular > 0 tal que a submatriz principal de dimensoes ¢ x ¢ de

(H — M + degel) é singular (neste caso, e, é o f-ésimo vetor canonico de IR™) e que, além

disso, é possivel calcular u € IR" com u, = —1, u; = 0, 7 > £ tal que
(H — M + Segef )u = 0,

seguindo, por um raciocinio analogo ao que fizemos anteriormente na deducao da estratégia

(2.5), que a atualizacao do limitante Ag é dada por:

, J
As = min {)\5, Tul2 + )\} : (2.6)

Apés a andlise do cédigo Fortran ([12]), particularmente da rotina dgqt . (disponivel
para download em http://www-unix.mcs.anl.gov/ more/nmtr/), notamos que a deter-
minagao do escalar § e do vetor u € IR" podem ser feitas como segue. Consideremos o

bloco ‘bem sucedido’ da decomposicao de Cholesky
(H — M) e—1)x@-1) = R'R,

a matriz aumentada

R'R b
(H — M + 56@6?)@@ = ( )

b b+ 6
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e o sistema homogéneo

do qual segue que

RTRa=b (2.7)

§=blu— bgjg. (28)

Chamando Ri = y, o vetor @ € IR, solucdo de (2.7), é calculado resolvendo-se os

sistemas triangulares R7y = b e Ru = y. Além disso, de (2.7) segue que
b'au=u"R"Ru =4y
e portanto, (2.8) pode ser reescrito como

0= yTy - be,e;

o que completa a deducao dos elementos necessarios para efetuar (2.6).

Assim, a atualizacao dos limitantes Ag, Ay e A;, serd dada por:
1. Se A € (—o0,6;1) e ¢(N) < 0 entdo
A = max{Ap, \}

caso contrario

)\U = min{)\U, )\}
2. Atualizar Ag usando (2.4) ou (2.5) ou (2.6)

3. Ay = min{\y, A\s}

2.3.4 Critérios de parada

Este algoritmo pode terminar em trés situacoes: se encontrar durante o processo iterativo

s suficientemente proximo da fronteira da regiao de confianca; se H é definida positiva
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e s dado pelo algoritmo é solugao do problema; ou se o hard case for detectado e entao
obtemos 7 e Z como em (2.2).

Assim, dados 01 e 03 em (0,1) e A <0 tal que H — Al é definida positiva e s é o vetor
calculado no passo 2 do método de Newton para o menor zero da funcao secular, entao o

algoritmo termina se
A= |Is]|| < 1A ou s <AeA=0 (2.9)

ou
|R(2)||* < 01(2 — 01) max{oy, | Rs||* — AA?} (2.10)

No caso (2.10) o algoritmo termina e s + 72 é a aproximagao desejada.

2.3.5 Algoritmo de Moré e Sorensen

A seguir apresentamos a esquematizacao do algoritmo de Moré e Sorensen implementado
em Matlab com os elementos necessarios para a implementacao descritos ao longo deste

capitulo.
Algoritmo de Moré e Sorensen

Dados A, H, g, tomamos s = 0.

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito

e Garantimos A no intervalo de salvaguarda conforme 2.3.1

e Tentamos realizar a fatoracao de Cholesky da matriz H — Al
e Se a fatoragao é realizada com sucesso

1. Calculamos Z e se ||s|| < A, calculamos 7 conforme (2.2)

2. Verificamos se os critérios de convergéncia sao satisfeitos conforme 2.3.4

3. Atualizamos A\g conforme (2.4) e A e Ay conforme descrito em 2.3.3

4. Atualizamos A utilizando um passo do método de Newton conforme descrito
em 2.1

e Se a fatoragao nao pode ser realizada

1. Atualizamos \g conforme (2.5) ou (2.6) e A, e Ay conforme descrito em 2.3.3

2. Verificamos se os critérios de convergéncia sao satisfeitos conforme 2.3.4

21



2.4 Convergéncia global

O método de regiao de confianca para minimizacao sem restricoes que utiliza o algoritmo
de Moré e Sorensen para resolver os subproblemas apresenta alguns resultados importantes
de convergeéncia.

Se utilizamos o algoritmo de Moré e Sorensen para resolver o subproblema do passo 2
do algoritmo RCMI e a aproximagao s da solu¢ao do subproblema satisfaz (2.9) ou (2.10)

entao é mostrado em [29] que s satisfaz

Ur(sk) — Uy < 01(2 — o) max{|¢f], o2}, [skll < (1 +01)A.

Uma consequéncia desta relacao é que, se ¢; # 0, entao a aproximacao s, dada pelo

algoritmo de Moré e Sorensen com oo = 0 satisfaz

— (sk) = Pulog]  com [|si]| < B2l (2.11)

onde [y, B2 > 0.
Com isso temos um primeiro resultado de convergéncia do algoritmo de regiao de

confianga RCMI expresso pelo teorema a seguir, e cuja demonstragao é feita em [29].

Teorema 1 Seja f : IR"™ — IR duas vezes continuamente diferencidavel no conjunto de
nivel Q = {z|f(z) < f(x9)} e considere a sequéncia {z;} produzida pelo algoritmo
RCMI, onde s, satisfaz (2.11). Se €2 é um conjunto compacto entao, ou o algoritmo
termina em z, com Vf(z,) = 0 e V?f(x,) semidefinida positiva, ou {z;} tem um

ponto limite z* € Q com V f(z*) = 0 e V2f(z*) semidefinida positiva.

Um segundo resultado importante de convergéncia nao depende da compacidade do

conjunto de nivel Q e é dado no préximo teorema, conforme [29].

Teorema 2 Seja f : IR" — IR duas vezes continuamente diferenciavel no conjunto de
nivel 2 = {z|f(x) < f(zo)} e considere a sequéncia {x;} produzida pelo algoritmo
RCMI, onde s satisfaz (2.11). Se x* ¢ um ponto limite de {z}} e V?f(z*) é nao

singular entao {x;} converge para z* e V2 f(x*) é definida positiva.

Este teorema pode ser estendido, com a hipdtese adicional ||si|| < 3Ax onde [3 > 0,
para mostrar que {x;} converge para r* com taxa de convergéncia g-superlinear e, se V2 f

¢ Lipschitz continua, entao a taxa de convergéncia ¢ quadratica.
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Capitulo 3

Algoritmo de Rojas, Santos e

Sorensen

O algoritmo proposto em 2000 por Rojas, Santos e Sorensen [37] também pode ser utilizado
para a resolucao dos subproblemas (1.2) que aparecem no contexto de algoritmos de regiao
de confianga.

A principal idéia deste algoritmo é, com base no Lema 1, reescrever o subproblema
de regiao de confianga como um problema de autovalores parametrizado, e encontrar um
valor 6timo para o parametro com o auxilio de um esquema de interpolacao. A solucao do
subproblema estard relacionada entao aos autovetores associados aos menores autovalores
de um problema de autovalor com o parametro 6timo, que veremos com maiores detalhes
neste capitulo.

Uma caracteristica importante deste método é a utilizacao apenas de produtos de
matriz por vetor, nao sendo necessario o armazenamento explicito das matrizes envolvidas

Nno processo.

3.1 Um problema de autovalores equivalente

Para deduzir o método proposto por Rojas, Santos e Sorensen primeiro consideramos a
a gt

9

. Assim temos que o problema (1.2) pode ser reescrito como:

matriz B, = (

min %yTBay
s.a. yly <1+ A2

elTy =1,

onde e; é o primeiro vetor canonico de IR".
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Supondo A autovalor de B, com autovetor associado (1,s7)T temos que
a—\=—g's e (H—X)s=—g.

Observando o Lema 1 vemos que, se H — Al é semidefinida positiva, s pode ser
um candidato a solugdo do subproblema (1.2), dependendo do sinal de A e do produto
AMA — ||s]|) ser zero.

Porém, pela propriedade de entrelagamento de Cauchy (cf. [17], pag. 396) temos que,
se 01 < ... <4, sao os autovalores de H e A\j(a) < ... < A\,41(«) s@o autovalores de B,
entao

A(a) <8 < Xa(a) < ...

S )\n<a) S 671 S )\n—i-l(a)-

Assim A\ () < 41, ou seja, os autovalores da matriz H — A;(a) ] s@o sempre maiores ou
iguais a zero, fazendo com que esta matriz seja semidefinida positiva, independentemente
do valor de a.

Entao, definindo

¢(\) = g"(H = A\)'g=—g"s

temos

O\ =g"(H=A)")Pg=s"s

onde T denota a pseudoinversa da matriz. A idéia do algoritmo é ajustar a para que
¢'(N\) = sTs = A? e entdao encontrar o menor autovalor de B,, normalizando a primeira
componente do autovetor correspondente e obtendo s através das demais componentes.

Se Ai(a) <0, entdo s serda uma solugdo para o subproblema (1.2).

Durante o ajuste de «, se encontrarmos A > 0 com |[|s|| < A, entdo H ¢é definida
positiva e ||[H 'g|| < A. Nessa situacio o problema tem uma tinica solu¢ao no interior da
regiao de confianca satisfazendo Hs = —g.

Para o ajuste de « utilizamos um esquema de interpolacao que estd apresentado em
maiores detalhes na préxima secao. A principal idéia para estimar « é utilizar uma funcao
interpolante ngﬁ()\) e encontrar A tal que ¢/ (3\) = A% Entao o serd dado pela relacao
a—A= QE(X) Com a estimativa de a, é resolvido entao o problema de encontrar o menor
autovalor de B, e seu correspondente autovetor.

Na Figura 5 temos um exemplo ilustrativo, no qual temos solugao para ¢'(\) = A?

com A < d;, onde

r._ B
)\:— —
p(N)=—g's Eéj_A

J=1

com ﬁ? a soma dos quadrados dos coeficientes da expansao de g na base dos autovetores

associados com os autovalores distintos d;, 7 =1,...,d. A reta representa y = a, — \.
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Neste primeiro caso, vemos que sempre temos solucio para ¢'(A\) = A? com \ < ¢y,
independentemente do valor de A.

Para estimar o menor autovalor de B, ¢ um de seus autovetores é utilizado um método
tipo Lanczos (cf. [42]).

Figura 5 - Exemplo de ¢()\) onde a solucdo de ¢'(\) = A2 com A < d; é sempre possivel.

3.2 Tratamento do hard case

Uma observagao importante é que, se utilizassemos a verdadeira funcao ¢ ao invés da
funcao interpolante (E, hy poderia ser exatamente o autovalor procurado. Assim, ao apro-
ximar ¢ por 5, procuramos obter ) tal que A< 6. Porém, isso nao é sempre trivial.

Uma situacao que pode ocorrer é o fato dos autovetores associados ao menor autovalor
de B, terem primeira componente nula. Neste caso podemos nao ter solugao para ¢'(\) =
A? com X < 6, o que caracteriza o hard case.

Na Figura 6 temos um exemplo do hard case, associado a inexisténcia do polo da
funcao ¢(A\) em 6; (j4 que 37 = 0). Neste caso, dependendo do valor de A, podemos nao

ter solucao com A < 4;.
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O(A)
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1 }\’ 2 3
Figura 6 - Exemplo de ¢()\) para um problema em que ocorre o hard case, com a auséncia do pdlo
de ¢(\) em 07.

A auséncia do pélo em §; estd associada ao fato de g ser ortogonal a Sy onde S; = {¢ €

IR"|Hq =0,q}, j =1,...,d, conforme estabelece o resultado a seguir.

Lema 4 Para qualquer a € Re g€ S;, 1 <j <d, {4;,(0,¢")"} é um autopar de B, se

e somente se g ¢ ortogonal a 5.

Uma consequéncia importante do hard case é o fato dos autovetores associados ao
menor autovalor da matriz B, terem primeira componente nula, exceto para um valor

especial do parametro a. Este fato é formalizado a seguir, cuja prova pode ser vista em
[37].

Lema 5 Seja g ortogonal a S;, 1 < j < dep; =—(H—d;I)'g. Entao {4, (1,p])"} é um

_ = ~ T
autopar de B, se e somente se o = &; onde a; = 9; — g p;.

Um outro resultado importante é dado no proximo teorema, cuja demonstragao também

estd em [37].
Teorema 3 Seja A(«) a menor solugao da equagao

d(\) =a — A

Entao, para qualquer valor de a;, A(«) é autovalor de B, com um correspondente

autovetor que pode ser escalado para ter primeira componente igual a 1.
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No hard case o que acontece é que a solucao do Teorema 3 pode nao corresponder a
A1(a). De fato, isso s6 ocorrerd para o« = &1 dado pelo Lema 5. Para outros valores de «,
A1(a) estard relacionado com autovetores com primeira componente nula, mas como visto
antes, isso s6 ocorre quando g é ortogonal a 5.

Entao, quando ¢ é ortogonal a S; temos um hard case potencial. Para caracterizar
os ¢ + 1 menores autovalores de B, se g é ortogonal aos autoespagos correspondentes aos
menores ¢ autovalores distintos de H, temos o resultado a seguir, que estd demonstrado
em [37].

Lema 6 Seja {\(«),v(a)} o autopar de B, dado pelo Teorema 3 e &; como no Lema 4.
Se g nao é ortogonal a S, entdo A\;(a) = A(«).
Se g é ortogonal a S parak=1,...,¢ com 1 </ < d, entao:
i.se v =aq;, 1 <i</{entao \j(a) =9;, j = 1,...,¢. Neste caso \1() é a
segunda menor raiz da equacao ¢(A\) = a — A;
. se < @y, ent@o Aj(a) = Ma) e Aj(o) =651, j =2,...,0+1;

iii. se @1 < a < @y, 2 < i < Lentdo \;(a) = Na), \j(a) =9, paraj=1,...,i—1
eN(a)=6;_yparaj=i+1,....0+1;

iv. se a > ay, entdo \j(a) =0, j=1,....0 e A\jp1(a) = AMo).

A Figura 7 ilustra os casos do Lema 6 para ¢ = 2 e diferentes possibilidades para «.
Vemos que mesmo com ¢ ortogonal a S; podemos ter solugao com A(«) < d; como ocorre

no caso ii. Porém, nos demais casos, A\;(«) = d; e temos potenciais hard cases.
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Figura 7 - Casos abordados no Lema 6. i)a = ag ii)a < @ iii)a; < a < @z iv)a > ds

Quando é detectado hard case no algoritmo podemos obter uma aproximacao para a
solugao com o cédlculo baseado nos resultados a seguir.

O Teorema 4 abaixo, apresentado e demonstrado em [37], estabelece que, sob de-
terminadas condigoes conseguimos uma solucao bem proxima da solucao verdadeira do
subproblema (1.2) quando é detectado o hard case. Essa solugao aproximada é formada
por uma combinagao linear de componentes de dois autovetores de B,, que sao obtidos
sem maiores custos durante as iteragoes do algoritmo.
7T

Teorema 4 Seja 2, = (11,2 )" um autovetor de B, associado a A\j(«). Seja \;(«) qual-

quer outro autovalor de B, com correspondente autovetor z; = (v;, 21 )T. Definimos

Z:[zl zi},Z:[El Ei],assumindoqueZTZ:[. Seja77>0.i

T

Se existe t = (11, 72)" com [|t|| = 1 tal que

1. (eTZ1)? = ﬁ e
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2. (M) = M(a))(1+ A2) < ~209(3) para § = FL.

entao

_ 1
¥ls) € 6(E) < vls)

onde s, ¢ uma solu¢ao na fronteira para o problema (1.2), com 1 (s,) < 0.

Uma consequéncia importante do Teorema 4 é que s serda um ponto quase 6timo, ja

que () esta relativamente préximo de 9(s*), de acordo com o parametro n > 0.

Sob determinadas condicoes é possivel calcular o vetor ¢t € IR? do Teorema 4. Nos
proximos dois lemas, cujas provas podem ser vistas em [37], sao estabelecidas as condigdes

para o calculo de t e como efetuar este céalculo.

Lema 7 Seja z; = (v, 2] ), com v; € IR, Z; € IR" para i = 1,2. Definimos as matrizes
7 = [ 2 % ] e 7 = [ 2L %o }, assumindo que Z7Z = 1.

Se [ ZTe1||> > 5 para 8 > 0, entdo existe t € IR* com t # 0 que satisfaz
1Zt||* = B(er Zt)*.
Ao escolher 3 = 1 + A? e normalizar ¢t para que ||t|| = 1, a primeira condigao do

Teorema 4 sera satisfeita.

O préximo lema nos fornece um caminho para calcular este vetor ¢.
Lema 8 Sejam f € IR, 3 >0e z € IR". A equagao
th[I — pzz" |t =0

em t com ¢t € IR™ tem 2(n — 1) solugoes nao triviais se a matriz M = I — Bzz7 ¢

indefinida e tem uma solugao nao trivial se M é semidefinida positiva e singular.

Estas solucoes nio triviais sao dadas por t = Py onde P € IR™", tal que PTz = ||z||e;
com PTP=1, ¢

e Se # = —1+ f||z[|* > 0 entao

y = (1,V0eDH)T e y = (=1,v/0el)T com e; o i-6simo vetor canénico em IR™',
i=1,...,n—1 (M é indefinida);

e Se = —1+f||z]|> =0 entao y = e; (M é semidefinida positiva e singular).
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Assim, no algoritmo, podemos computar o vetor t como no Lema 8 com 3 = 1 + A2
se as condicoes do Lema 7 estao verificadas. Caso também se verifique a condicao 2 do
Teorema 4, ja que a condicao 1 estard automaticamente verificada, entao temos satisfeito

o critério de parada e a aproximacao para a solucao sera dada por s.

3.3 Ajuste do parametro «

Para o ajuste de « é utilizado um esquema de interpolacao a cada iteracao. A idéia do
algoritmo é obter A tal que ¢/(\) = A? e entdo atualizar o parametro a correspondente
através da relacdo a — A = ¢(\).

Para isso, a cada iteracao, é utilizada uma funcgao gg()\) que interpola ¢ e ¢’ em dois
pontos escolhidos adequadamente. Entao, com este esquema de interpolagao em cada
iteracao k, sdo obtidos A e a4 tais que (5’@) = A2 e qpq — A\ = 5(5\) Com esta
atualizacao ay41 € computada uma estimativa para o menor autovalor da matriz B,, .,
através de um método tipo Lanczos.

No inicio do processo temos apenas o conhecimento de um ponto sg com correspondente
Ao € ag. Assim, inicialmente, é utilizado um esquema de interpolacao com um tinico ponto.

Definindo ¢ = % e impondo que ¢(Xg) = d(ho) = —gTso € ¢'(Xo) = ¢ (Ao) = s s0,

temos que 0 = A\g — g;—zg ev? = %. Assim, temos Xe a1, que satisfazem gg’(j\) =A%e
- PN 0 0
a; — A = ¢(\), dados por:
PN
[[soll A
Oé()—)\o <A—H80H> < 1 )
a1 = g+ A‘i‘i . (31)
[[soll A o

Para obter uma melhor aproximacao com o esquema de interpolacao, a partir da se-
gunda iteragao é utilizado um esquema com dois pontos, utilizando as informagoes ¢(Ax_1),
¢ (Ai-1), O(Ak) € ¢ (Ar).

Para isso definimos ¢(\) = % + 1. Entao ¢/(\) = ﬁ. )

Utilizando a informagao da derivada da funcao interpolante, pedimos que ¢'(Ax_1) =

¢ (Mrm1) = llseal? e &' (M) = @' () = [l
Destas relagoes temos entao que

2 (M = Xec1)?llse—1 1Pl sell?
([sell = [Isk-1])?

5 = )‘kHSk” - >\k—1H$k—1H
l[skll — [Isk-1l]
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E entdo A ¢ calculado para que ¢/()\) = A? (ou 1(}) = 1). Assim

D

Ai—tllsi—l[(lsell = A) + Allsell (A = [lsi—1l))

\ =
Alllskll = lls-all)

Para calcular oy utilizamos a relacao a1 = A + 5(3\), onde QAS(X) = % + .

Para a definicao de n utilizamos outro esquema de interpolacao buscando que 7 se
aproxime de ¢(\) — % para que ¢(\) = ¢(N).

Para isso definimos 7; = ¢(\;) — 51—; para j = k — 1,k e n = n(\) onde n()\) é uma

fungao interpolante em A,_1 e A tal que n(Ag—1) = Mk—1 € n(Ax) = 1k, ou seja

)\k_)\ >\_)\k—1
AN =—— _ _
o (Ak—AH)”’“ v (Ak—AH)”’“

(A L (AT
n= M — Ap1 Mk—1 M — Moy Nk

Assim temos que

e entao

~ ~

skl llskllClsell = [lse-1ll) As—s = M)Ak = A)
Wikl + (1 = w)l[sk-ll (A = Ak1)

Q1 = wayge—q + (1 —w)ag + (3.2)

~

onde w = AkAf;k/il, dp_1 = )\k—l + ¢<)\k—1) e Qp = )\k + qb(Ak)

A escolha dos pontos de interpolagao s, com correspondentes A\ e 4 sofre algumas

modificagoes no algoritmo quando ¢ detectada uma situagao proxima ao hard case.

Quando temos o hard case, o menor autovalor da matriz B, é igual a d; e estd associado
a autovetores com primeira componente nula. Neste caso, para o esquema de interpolacao
¢ utilizada uma aproximacao para o segundo menor autovalor de B, tal que a primeira
componente de um autovetor correspondente possa ser normalizada.

Uma situagao de hard case potencial é detectada quando vy é pequeno, com (vy,ul )T
um autovetor unitario de B,, correspondente a Aj(ay).

Como (v, ul)T ¢ autovetor associado a A;(az), entao temos que (H — A\j(ag)l)u; =
—gvy e entao [[(H — Ai(ax))u]l = [m]llgl. Como |[|(v1,ui)"|| = 1, segue que [ui]| =
\/1— 1% e entao

[(H — A (o) Dua | [alllg]

la i

Assim |11]]|g]] < ey/1—1f com € € (0,1) garante que ||(H — A1 (ax) )] < lluq]], ou
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seja, {A1(ag),u1} é uma aproximagao para um autopar de H, o que nos indica que v é
proximo de zero.

Logo, no algoritmo, detectamos uma situagao de hard case potencial quando |v1]]|g|| <
e\/1—vi.

Quando essa situagao ¢ detectada podemos também verificar |v»| e, se |11 e |vo s@o

pequenos, fazemos o parametro «; sofrer um decréscimo.

3.4 Salvaguardas e critérios de parada

Para garantir a convergéncia de « para o valor 6timo «a*, temos no algoritmo um esquema
de salvaguarda com a introducao do intervalo [ay,, ay].
A cada iteracao este intervalo é reduzido com a atualizagao dos limitantes oy e ap e

entao é verificado se o estd neste intervalo.

3.4.1 Inicializacao dos parametros

Para a inicializacao dos parametros ay, oy e «, primeiro supomos que \* e s* satisfazem
as condigoes do Lema 1, sendo este par correspondente a solu¢ao do subproblema (1.2). Se
a solucdo s* ndao estd no interior da regiao de confianca entdo temos que s* = —(H —\*I)Tg
tal que ||s*|| = A.

Como a* = \* — g7s*, em Rendl e Wolkowicz [35] é dada a relagao:
_lall o
o A <a* <d +|g|A. (3.3)

Pelo quociente de Rayleigh temos que

v Ho
T

0 <

Vv

para qualquer v € IR™. Entao, a* < & + ||g]|A < 22 4 ||g]|A.

vy

Em especial, se v é um vetor canonico e;, temos que o elemento da diagonal h;; da

matriz H é uma cota superior para d;. Assim, se é possivel avaliar explicitamente a

vT Ho
vy

diagonal de H, tomamos 0y = min{h;;,7 = 1,...,n}, caso contrario tomamos dy =
com v um vetor com componentes aleatérias. E entdao ay = oy + [|g]|A é um limitante
superior para o*.

Para a inicializacao de «p, supondo que ja temos ag, uma estimativa inicial para
a*, podemos entao obter A\;(ap), o menor autovalor da matriz B,,. Pela propriedade de

_ lall

entrelagamento temos que A1 (ag) < 6;. Assim, por (3.3), ar = Ai(ag) — X é um limitante
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inferior para a*.

Agora, para inicializar oy devemos levar em consideracao que, se a < 0, entao B, nao
¢ definida positiva. Assim escolhemos oy < 0 para garantir que A\;(ap) < 0. Uma escolha
simples é tomar ay = min{0, oy }.

Assim temos as inicializacoes:

ay = oy + ||g]|A,

3.4.2 Atualizacao de oy e ay

Para a atualizacao de ay sao utilizadas informacoes do menor autovalor e dos correspon-

dentes autovetores da matriz B, em cada iteragao, fazendo

: ul Huy
oy = min | oy, —
ul u1
onde “LAU — X (a) — vy L
u{u1 — M 1u{u1 :

Quando um potencial hard case é detectado, temos que {A\;(«),u;} aproxima um au-
topar de H, entao A\;(a) é uma boa aproximagao para d;. Logo, dy torna-se uma boa
estimativa para d; neste caso.

Ao atualizar ay, ou oy, a cada itera¢do, o tamanho do intervalo |y, ay] é reduzido e,
caso a1 obtido pelo esquema de interpolagao nao pertenca ao intervalo, entao tomamos

_ apta
41 = %

3.4.3 Critérios de parada

Como no algoritmo anterior, um dos critérios de parada é dado pela obtencao de um
ponto préximo da fronteira da regiao de confianga com o sinal correto do multiplicador de
Lagrange:

A = ||skll| < eal e A(ax) <0, (3.4)

onde ep € (0,1).
Quando (3.4) ocorre, entdo o algoritmo péra e a solugdo é dada por \* = Aj(ay) e

S = Sg.

O segundo critério de parada é definido para detectar uma solucao no interior da regiao
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de confianga:
il <Afr] e M(ow) > =&, (3.5)

onde g;,,; € (0,1) e (v1,ul)? é o autovetor correspondente a A;(ay). Neste caso a solugao
¢ dada por \* =0 e s* é o vetor satisfazendo Hs* = —g, sendo H definida positiva.

Outro critério de parada é definido para obter uma solucao quase 6tima. Computando
t = (11, 72) e S como no Lema 6, se as condigdes do Teorema 3 sdo satisfeitas, entao s é
uma solugao quase 6tima do subproblema (1.2) e entdo o algoritmo para com \* = X e
s =3.

O dltimo critério de parada do algoritmo é definido para detectar que o intervalo de
salvaguarda [ar,ap| é muito pequeno e nao temos ainda uma aproximagao para uma
solucao na fronteira:

lay — ar| < eq max{|agl, |aL|} (3.6)

com ¢, € (0,1).

Neste caso temos o hard case com a* préximo de &;. Entao o algoritmo termina com
A* = A (ay) com a* satisfazendo |a* — ay| < g,.

Se 1y é suficientemente grande, podemos tomar p = o Como |[|p|| < A neste caso,
uma aproximagao para uma solugao é dada por s* = p + 72 tal que ||s*|| = A, onde o
vetor Z é uma aproximagao para o autovetor associado com o menor autovalor de H.

Para a escolha de 7 temos duas possibilidades e entao escolhemos a de menor mag-
nitude, que minimizard ¢ (p + 7Z) como visto no algoritmo anterior, na expressao dada

por (2.2).

3.5 Algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen

Este algoritmo foi apresentado e implementado em Matlab em [38].

A seguir temos a esquematizacao de duas subrotinas utilizadas no algoritmo principal
de RSS.

Ajuste de «

Dados €,,e, € (0,1) e ap, ay,a com a € [ar, ay]
T T
Se k > 0, computar os autopares {)\1(04), (ul,ulT> } e {)\i(a), (Vi,uT) } correspon-

i

dentes ao menor autovalor e um autovalor préximo do segundo menor autovalor de B,
Enquanto ||g|||v1] < euy/1 — 13, |lglllv] < evy/1 — 12 e lay — ap| > eo max{|ayL|, |ay|}
e =«

o (¥ — (OéL—FO./U)/Q
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e Computar {Al(a), (ul,u’{)T} e {)\Z—(a), (Vz’,u;r>T}

Salvaguarda para «

Dados «, 0y > 61, ar, oy, ¢ = —gls; e ¢ = ||s;]|> parai =k — 1,k
g i

Se o ¢ [ag, ay]
e Se k=0 entdo a = oy + ¢ + ¢, (0 — k)
e Caso contrdrio

— Se [|sk|| < ||sk—1]| entdo o = oy + dr + (0 — i)

— Caso contrario o = dy + ¢p—1 + @1 (v — Ak—1)

e Se a ¢ |ay,ay] entdo a = (o + ay)/2

Com estas subrotinas e os elementos abordados ao longo deste capitulo temos o algo-

ritmo RSS descrito a seguir.

Algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen
Dados H, g e A e as tolerancias referentes aos critérios de parada.

e Computar dy, e oy tais que 6, < 07 < dy e o intervalo de salvaguarda inicial [ap,, ay]

como apresentado na secao 3.4.1
e Computar ag e a; como em (3.1)
e Tomar k=0

e Enquanto os critérios de parada nao forem satisfeitos

1. Ajustar «
. . ul Huy
2. Atualizar 0y = min {5U7 . }

T
uy Ul

3. Se |lgll|v1] > e,y/1 — v} entdo tomar A\ = Ai(ag) e s = uy /14

— Se [|sk|| < A entdo aj = ay
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— Se [|sk|| > A
* entao ay = oy
% caso contrario A\, = \;(ay), s = u;/v; e ay = ag,
4. Computar oy pelos esquemas de interpolacao apresentados em 3.3

5. Verificar salvaguarda para «

6. Tomar k =k + 1

3.6 Convergéncia do método na resolucao dos sub-

problemas

Para este algoritmo nao foram apresentados em [37] resultados de convergéncia no contexto
de métodos de regiao de confianca para a resolucao do problema geral de minimizacao
irrestrita, mas que seriam similares aos de Moré e Sorensen desde que fossem satisfeitas
as condigoes para as solugoes aproximadas dos subproblemas.

Porém, considerando isoladamente a resolu¢do dos subproblemas (1.2) utilizando o
algoritmo proposto por Rojas, Santos e Sorensen temos um resultado de convergencia

local formalizado pelo teorema a seguir, cuja demonstracao é dada em [37].

Teorema 5 Seja \* < ; o multiplicador de Lagrange correspondente a solugao na fron-
teira do problema (1.2), com g # 0. Sejam {A;} e {s} as sequéncias geradas pelo
algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen usando o esquema de interpolacao de dois
pontos dado por (3.2) para atualizar a. Existe uma vizinhanga B de A\* tal que se

Ai—1, \; € B, entao para k > i — 1

i. {\1} permanece em B e converge com taxa g-superlinear para \*.

ii. {s,} converge com taxa g-superlinear para y = —(H — \*I)Tg.

Além deste resultado, também é provado em [37] que o algoritmo é globalmente con-

vergente, ou seja, independentemente do ponto inicial dado, o algoritmo convergira.
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Capitulo 4

Problema de empacotamento de

cilindros

Um importante problema na vida real é o problema de empacotamento de cilindros. Muitas
vezes deseja-se empacotar varios cilindros em embalagens retangulares. Para a industria ¢
desejavel, por razoes economicas, que o maior niimero possivel de cilindros sejam embala-
dos juntos, diminuindo assim o custo.

Trabalhando com cilindros de mesmo raio, o nosso problema consiste em, dados kc
cilindros de raio r e embalagens de dimensao fixa, verificar se é possivel empacotar os
cilindros em uma mesma embalagem e, se for possivel, qual a posicao dos cilindros na
embalagem.

Este problema pode ser modelado como um problema bidimensional, de colocar kc
circulos de raio r em um retangulo de dimensoes d; X ds.

Denotando por p',...,p* as posicdes dos centros dos circulos onde p' = (pl,p)) e
o retangulo R = {p € R*|0 < p; < d;, 0 < py < dy}, para que os circulos estejam
no interior do retangulo devemos ter as componentes dos centros r < p; < dy —7r e
r < ps < dy — 1, como ilustra a Figura 8.

Outro fato importante para o problema ter solucao é que, além dos circulos estarem
no interior do retangulo, o que é equivalente aos cilindros estarem dentro da embalagem
retangular, é preciso que os circulos nao se sobreponham.

Como a distancia entre dois circulos C; e C; é dada por ||p'—p’||—2r, se ||p'—p’||—2r > 0
(ou 2r—||p’—p’|| < 0) entao os circulos nao estao sobrepostos. Logo, se nao h4 sobreposigao
de C; e C;, max{(2r)? — |p" — p’||?,0} = 0.
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Figura 8 - llustracdo de um problema de empacotamento com apenas trés cilindros em uma caixa

suficientemente grande

Assim modelamos o problema como um problema de otimizagao da seguinte forma:

kc—1 ke

min Z Z max {0, (2r)* — ||Ip’ —pj”z}Q

=1 j=it
sca r<pi<di—r, r<ph<dy—r, i=1,... ke

Se, ao resolver este problema, obtivermos como solucao um vetor (pl, ..., p5¢) tal que o
valor da fungao objetivo seja zero neste ponto, entao o problema original tem solucao. Se
o valor da fungao objetivo em (pl, ..., p5°) for maior que zero, entdao ocorre sobreposicao
de pelo menos um par de circulos, o que indica que nao é possivel colocar kc cilindros de
raio r na embalagem, ou que encontramos uma solucao local do problema.

Nosso objetivo entao é resolver este problema de otimizagao. Entretanto, para resolve-
lo com os algoritmos de regiao de confianca descritos nas secoes anteriores reescrevemos
o problema de otimizacao transformando-o em um problema irrestrito, incorporando as

restricoes na nova funcao objetivo:

min f(p1, ..., p5°)

onde

ke—1 ke 9 ke N2
fl by => > maX{O, (2r)? — sz_ijz} —i—p(Z [max{O,r—pzl}

i=1 j=i+1 =1

+ max{(],r—pg}2 —I—maX{O,pi1 —dy —|—r}2 —|—max{0,pé —dy —|—r}2 })

Utilizamos o parametro p € IR, para ponderar a fungao objetivo original e o termo

correspondente as restricoes. O valor deste parametro inicialmente esta livre para ser
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calibrado nos experimentos numéricos, podendo ajudar no desempenho dos algoritmos.
Para a utilizacao dos algoritmos sao necessarios também os calculos das derivadas de

primeira e segunda ordem. Para esta formulacao as derivadas de primeira ordem sao dadas

por:
N 4 0, sergpﬁgdl—r
=2 —lIp" = Il =PV +pq 20 —ph),  sepi <
= 2py —dy+71), sepl>di—r
N 0, ser<p2<d2—r
= Z —llp" = P10 = p5) + oy —2r—ph),  seph<r
= 20py —dy+1), sephy>dy—r
onde i; = iy,...,iy sdo tais que ||p* — pi|| < 2r.

Para as derivadas de segunda ordem temos as seguintes relacoes:

o*f N ;. , 0, ser<pi<d —r
— 8 o U\2 4l(2r 2 0|2 + ) 1
ICAE ]Zl{ (1 —pi')* —4[@2r)" — " = Y[} +p 2 sopt <roupl>d—r
O S8 - )R- A2 — = gy 4] O TSP
— — —_ T — — J
9(p5)? = P2 p per P 2, seph<rouph>dy—r
2f 0, se [[p* —p™| > 2r
opiop| —8(p{ — p)2 +4[(2r)? — |Ip°* —p™|]%], se |]pf —p™| < 2r
’>f 0, se ||pt —p™|| > 2r
Apyopsy —8(p5 — pi)2 +4[(2r)? — |Ip* — p™ ], se []pf —p™| < 2r
of  _ Pf 0, se pf =pml|>2r 4 m
Py ops opioph —8(pf — P (s — p3), se | —pm| <2r
o2 f rf L

= =S "8(pt — pi)(ph — p¥), com i, tal que |[p’ — pi|| < 2r.
Op50pt Opops ;1 b !
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Uma caracteristica importante desta fungao é que, na solucao, ou seja, quando os
cilindros nao estao sobrepostos (||p* —p™|| > 2r) e as restrigoes nio sio violadas (0 < pf <
di—rel0< pg < dy — 1), a matriz Hessiana é nula.

Este fato pode dificultar o desempenho dos algoritmos, fazendo com que a matriz
Hessiana seja singular em algumas iteragoes do algoritmo, principalmente quando nos
aproximamos da solucao do problema.

Outra caracteristica deste problema é a multiplicidade de soluc¢oes, quando ha pelo
menos uma. Isto é causado pelo fato dos cilindros serem iguais, ou seja, trocando dois
cilindros de lugar, temos a mesma solucao na pratica, mas sao solugoes distintas para o

tratamento matematico dado ao problema.

4.1 Armazenamento da matriz Hessiana e programa-
cao

Um aspecto importante para ser explorado nesta classe de problemas é a esparsidade da
matriz Hessiana. Apesar da grande quantidade de elementos nulos da matriz Hessiana
na maioria das iteragoes, nao ha uma estrutura de esparsidade pré-definida. A estrutura
desta matriz estd fortemente relacionada com a ordem das coordenadas dos centros dos
cilindros que aparece na funcao objetivo e com a quantidade de sobreposicoes de cilindros
em uma determinada iteracao.

Uma propriedade intrinseca deste problema, que influencia a sua programacao, é a
contribuicdo nula dos termos correspondentes a cilindros que nao se sobrepoe (||p* —p™|| >
2r) nos calculos tanto da fungao objetivo, como do vetor gradiente e também da matriz
Hessiana.

Outro fato importante é que, a cada iteracao interna do algoritmo de regiao de con-
fianca, nao hé alteragdo do ponto. Portanto, para resolver os subproblemas através dos
algoritmos de Moré e Sorensen ou Rojas, Santos e Sorensen, precisamos calcular a matriz
Hessiana e o vetor gradiente apenas uma vez.

Assim, para a programacao em Matlab, optamos pela criacao de uma estrutura a
qual denotaremos por m. A cada cilindro do problema estd associado um elemento de
m, composto por uma matriz com duas colunas, e nimero de linhas igual ao nimero de
cilindros que o sobrepoe, sendo nula caso nao haja sobreposicao. Cada matriz da estrutura
m contém na primeira coluna o indice dos cilindros que sobrepoem o dado cilindro e, na
segunda coluna, as respectivas distancias entre seus centros.

Para facilitar a compreensao desta estrutura, apresentamos um exemplo ilustrado na

Figura 9.
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Como podemos observar, esta estrutura é composta por um conjunto de matrizes de

dimensoes variadas, sempre com duas colunas ou vazia.

6 r=1 p'= @A)

. p°=(4.4)

: - d; =10 = (554)"
2 d,=6 ot = (82)

’ p=(3,4,55,8,4,4,4,2)

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¢ i

14 i |lp" —p"|
! l !
m{l} = (2, 1)

miZh = (i 1.15>

m{3} = (2 1.5)
m{4} =[]

Figura 9 - Exemplo para a construcdo da estrutura m

A cada iteracao do algoritmo de regiao de confianca, a funcao que calcula esta estru-
tura é chamada, tendo como dado de entrada o ponto (p,...,p%, pl, ... pk°) onde as ke
primeiras coordenadas correspondem as primeiras coordenadas dos centros dos circulos,
seguidas das segundas coordenadas.

Assim, ao computar a funcao objetivo, o vetor gradiente ou a matriz Hessiana, devemos
apenas nos preocupar com os indices que aparecem na primeira coluna das estruturas m.
Sao estes indices que contribuirao com a parte nao nula nos somatoérios que aparecem na

expressoes da funcao, do gradiente e da Hessiana.

Outro fato importante a respeito da programacao é o calculo e o armazenamento da

matriz Hessiana.
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Para o calculo da matriz temos quatro partes distintas, como observamos abaixo.

*f o2 f 02 f f 2f ]
(Gp})?  Op1opt T Oppopkc Opdpy T Op1Opse
o2 f
8pll\':(:7 lapllgc
9f 2f &2 f
Opy)?  opiopy apeopse
H =
8%f 9%f 9%f
(ap%y apé?)pg o Opé@p’gc
o2 f
0])50718[7156
9% f
L (Opke)?

Estas partes sao: a diagonal, derivadas mistas com respeito apenas as primeiras co-
ordenadas dos centros dos cilindros, derivadas mistas envolvendo as primeiras e segundas
coordenadas e as derivadas mistas envolvendo apenas as segundas coordenadas.

Como esta matriz é simétrica, mostramos no esquema apenas a parte triangular supe-
rior, que sera utilizada para o nosso esquema de armazenamento.

Para isso utilizamos apenas vetores, armazenando somente os elementos nao nulos da
parte triangular superior da matriz.

Para exemplificar este armazenamento temos um caso de dimensao pequena:

d=1[1,2 31,2 5
h=1[21,1,23 124, 1]
linh = [1,2, 1,3, 3, 4, 2, 3, 4]
neol = [1, 1, 2, 2, 3]

nzeros = [0, 1, 0, 2, 1]

SO O = O N =
N DD D = NN
S W NN Ww = O
B~ = = NN O
_ NN =W O O
Tt = e O NN O

Utilizamos um vetor d para armazenar os elementos da diagonal. O vetor h armazena
os elementos nao nulos fora da diagonal, percorrendo a matriz por colunas, da menor para
a maior linha. O vetor linh armazena o indice das linhas correspondentes aos elementos

de h. Os vetores ncol e nzeros armazenam, respectivamente, o nimero de elementos nao
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nulos e o nimero de zeros antes do primeiro elemento nao nulo de cada coluna, a partir da
segunda coluna. Estes vetores facilitam os calculos que envolvem a matriz Hessiana nos

dois algoritmos analisados.

4.2 Decomposicao de Cholesky para uma matriz es-

parsa

Para o algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen, considerando somente as operacoes que en-
volvem a matriz Hessiana, é necessaria apenas a programacao de uma rotina que computa
o produto da matriz por um vetor, que fizemos aproveitando a estrutura esparsa da matriz
e seu armazenamento como descrito anteriormente.

Jé& para o algoritmo de Moré e Sorensen, apos a realizacao da decomposicao de Cholesky;,
sao necessarias rotinas que resolvem sistemas triangulares superiores e inferiores. Estas
rotinas também foram implementadas em Matlab levando em consideracao o armazena-
mento da matriz Hessiana.

Com o objetivo de aproveitar a estrutura e o armazenamento da matriz durante a
decomposigao para efetuar as atualizagoes dos limitantes do algoritmo de Moré e Sorensen,
propusemos uma pequena modificagdo no modo de calcular o fator de Cholesky usual.

Em [9] foi proposta uma rotina para computar a decomposicio LDL? de uma matriz
esparsa e simétrica A, onde D é uma matriz diagonal e L uma matriz triangular inferior.

A principal diferenca entre esta implementacao e a tradicional é que, neste caso, o
fator L é computado por linhas, em contraste com o método convencional, em que a
decomposicao é computada por colunas. Este fato privilegia o uso deste tipo de rotina
para a decomposi¢ao de matrizes esparsas em combinagao com o algoritmo de Moré e
Sorensen, no qual a atualizacdo dos limitantes para A é feita com base na submatriz
que corresponde a porcao bem sucedida da fatoracao de Cholesky, no caso em que essa
fatoracao falha.

Neste trabalho adaptamos as idéias apresentadas em [9] para a decomposigao da matriz
A na forma GGT, onde G é uma matriz triangular inferior.

Na decomposicao de Cholesky tradicional, em uma determinada iteracao k, temos
computados os elementos das primeiras k — 1 colunas da matriz triangular inferior G. Na
nossa rotina, teremos as k — 1 primeiras linhas, ou seja, teremos a submatriz triangular
de G de dimensao k — 1.

Supondo entao que estamos na k-ésima iteragao da decomposicao, o proximo passo

serd computar a k-ésima linha de G.
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1:k-1, 1:k=1
_ , Tk-1,k _ S\ _
G1 k-1, 1:k-1 \
b y
"""""""""" —_ G
\ X K, k /\‘\
‘T G
y ‘ k, k
A G G'

Figura 10 - Esquema da k-ésima iteracdo de uma decomposicdo de Cholesky com os elementos

computados por linha.

Denotando por y o vetor formado pelos k — 1 primeiros elementos da k-ésima linha da

matriz G, ou seja, y* = G141, temos que
Gri—11:6—1Y = Avk—1k (4.1)

como exemplifica a Figura 10.
Como a submatriz Gi.x_11.k—1 j& é conhecida nesta etapa do processo, obtemos y
resolvendo o sistema triangular (4.1).

Com y calculado, podemos entao computar Gy, ; através da relagao:

vy + Gz,k = App = Grp =/ Arx — vy

Assim como na decomposigao usual de Cholesky, temos o resultado que A —y 'y > 0
sempre que A é definida positiva. No caso da matriz nao ser definida positiva durante a
resolugao dos subproblemas, esta rotina de decomposigao ¢ interrompida e o valor Ay j —
yTy < 0 serd um dado de saida, utilizado para atualizar os limitantes no algoritmo de
Moré e Sorensen, como descrito anteriormente.

O armazenamento de G ¢é feito de forma semelhante ao armazenamento da matriz
Hessiana, através de vetores que armazenam os elementos da diagonal e os elementos nao
nulos.

A estrutura de esparsidade da matriz Hessiana nao é totalmente preservada, mas é

repercutida para a matriz G. Ao decompor a matriz A = GGT, com A = H — M\, apenas
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temos a garantia de que os elementos nulos que aparecem antes do primeiro elemento nao
nulo de cada coluna de H serao preservados na matriz G.

Logo, o vetor nzeros do armazenamento de H serd o mesmo para GG, mas agora indi-
cando o numero de zeros que aparecem em cada linha de GG antes do primeiro elemento
nao nulo.

Como para o problema de empacotamento de cilindros nao temos uma estrutura de
esparsidade constante da matriz, poderiamos, em uma dada iteracao, ter uma matriz com
a primeira linha com elementos nao nulos. Isso poderia provocar o surgimento do fator G
totalmente denso. Esta ¢ uma dificuldade inerente ao uso da decomposicao de Cholesky
neste tipo de problema, mas que poderia ser evitada com um pré-processamento do ponto
antes do calculo da matriz Hessiana.

Como a ordem dos cilindros é escolhida de forma arbitraria, se trocassemos a ordem
em que eles aparecem na chamada da funcao objetivo e das derivadas, alterariamos a
estrutura da matriz H. Porém, a escolha desta ordem também provocaria um aumento de
custo computacional para a resolucao do problema. Neste trabalho, nao realizamos este

pré-processamento.
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Capitulo 5
Experimentos computacionais

Nosso principal objetivo neste trabalho é a comparagao do desempenho dos métodos de
Moré e Sorensen e de Rojas, Santos e Sorensen na resolucao dos subproblemas no contexto
de métodos de regiao de confianga para problemas de empacotamento de cilindros.

Para isso implementamos totalmente o método MS em Matlab para compararmos com
o desempenho da implementacao do método RSS, ja disponivel em Matlab (versao 1.2 de
agosto de 2006).

Os testes foram realizados em um computador com processador de 2793 Mhz e memoria
de 512 Mb. A versao do Matlab utilizada foi 6.5.

Para o método MS utilizamos 4 critérios de parada. O primeiro ocorre quando o
nimero maximo de iteragoes ¢ atingido. No nosso caso utilizamos o nimero méaximo de
iteragoes igual a dimensao 2kc, onde kc é o nimero de cilindros do problema.

Outros dois critérios de parada utilizados indicam a convergéncia do método sem a
deteccao do hard case. Neste caso, ou a solugao é encontrada na fronteira com [0 — ||p|| <
010, OU a solugdo é encontrada no interior da regiao de confianga com ||p|| < (14 r,)d e
|A| &~ 0. Para estes critérios de parada relativos utilizamos 7y, = 1073.

O 1ltimo critério de parada detecta o hard case como descrito em 2.3.4 e entao o ponto
p+ 72 ¢é a solugao retornada pelo algoritmo.

Para os critérios de parada do algoritmo RSS, utilizamos também o nimero maximo
de iteracoes igual a 2kc e os parametros sugeridos como default, alterando apenas dois
deles com a finalidade de compatibilizar a precisao das solugoes encontradas com as do
algoritmo MS. Foram eles epsilon.Delta e epsilon.Int, que passaram de 1074 e 1078
para 1073 e 10719, respectivamente.

Para a resolucao do problema principal pelo algoritmo RCMI utilizamos as constantes
pw=011n=1—pu, cg =0.0625, co = 0.5, c3 = 2, tomamos raio de regiao de confianca
inicial A = 0.1||g(p°)|| e definimos 4 critérios de parada.

O primeiro critério é satisfeito quando o nimero maximo de iteragoes é atingido. Para
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este nimero utilizamos o valor de duas vezes a dimensao do problema (4kc).

Quando h& convergéncia na resolucao do problema, o algoritmo pode parar com a
norma do gradiente pequena (| g(p*)|| < ep * max {||g(p°)]||,1}, com ep = 10~*) ou com o
valor da funcio objetivo préximo de zero (f(p*) < 107%).

O tltimo critério de parada ¢ dado pela estagnacao do algoritmo com ||p* — p*~1|| <
107°)1p°]|-

5.1 Testes iniciais

Antes de comparar o desempenho dos algoritmos de Moré e Sorensen e de Rojas, Santos e
Sorensen na resolucao dos problemas abordados em [5], comparamos os seus desempenhos
para um problema de empacotamento de 15 cilindros em uma caixa quadrada de dimensoes
d1><d2:10><10.

Como nosso principal objetivo é a comparacao dos métodos e nao propriamente de-
senvolver uma estratégia para obtencao da solucao global do problema, nao utilizamos o
nimero maximo de cilindros que poderiam ser empacotados nesta caixa.

Nos primeiros testes realizados analisamos também a influéncia da escolha do parametro
de penalidade p na resolugao do problema.

Para isso fizemos 5 testes com os valores 1, 0.1, 5, 20 e 100 para p, o parametro
que pondera a inviabilidade com relacao a caixa original na funcao objetivo. Cada um
destes testes foi resolvido 10 vezes, com diferentes escolhas para a configuragao inicial dos
cilindros.

O vetor p° de dimensao 2kc = 30 com coordenadas correspondentes aos centros dos
cilindros na configuracao inicial, foi gerado aleatoriamente com as 15 primeiras compo-
nentes entre r e d; — r e as 15 tltimas entre r e ds — r. Assim, com a configuragao inicial,
as restrigoes da caixa nao sao violadas, mas alguns cilindros podem estar sobrepostos.

Para comparar o desempenho dos métodos analisamos os tempos de execucao (t) e
sua média (t) para o conjunto de 10 testes para cada p, o valor da fungdo no ponto final
(f), o nimero de iteragoes externas (IText) e sua média (IText) para cada 10 testes, a
razao entre o nimero de iteragoes internas pelo niimero de iteracoes externas para cada

problema e os critérios de parada satisfeitos.
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Tabela 1:  Testes com 15 cilindros, caixa d = [10; 10]

e p° gerado aleatoriamente 10 vezes

MS RSS
p | IText| t |mnsolv | IText| ¢ nsolv
0.1 | 386 | 0.73 1 42.6 | 30.37 7
1 57.5 | 1.47 0 21 14.18 9
) 39.1 | 1.06 4 18.1 | 12.17 9
20 35.4 | 1.21 8 16.3 | 10.30 10
100 | 359 | 1.12 6 15.7 | 11.70 9

Na Tabela 1 sdo mostrados a média do ntimero de iteragoes por problema (IText),
a média do tempo de execugdo por problema (f) e o nimero de problemas considerados
resolvidos (nsolv) dos testes comparativos iniciais. Consideramos os problemas resolvidos
se o algoritmo de regiao de confianca convergiu com a norma do gradiente no ponto final
pequena, o valor da funcdo objetivo final menor que 10~ ou ainda se foi detectada a
estagnacao do método mas o valor da funcao objetivo alcancado foi menor que 1075,

Observando estes resultados iniciais, percebemos vantagens e desvantagens entre os dois
algoritmos para resolver os subproblemas que aparecem no método de regiao de confianga.

Uma primeira observagao importante é o fato do algoritmo RSS ser mais robusto que o
MS para este conjunto de testes, no sentido de que para todos os valores de p, o algoritmo
de regiao de confianca com RSS resolve mais problemas que o algoritmo com MS.

Porém, apesar da robustez do algoritmo RSS no contexto da resolucao de problemas
de empacotamento de cilindros, quando analisamos os tempos médio de execucao dos
algoritmos por problema, temos que o algoritmo MS resolve os subproblemas muito mais
rapido que o RSS. Nesta tabela mostramos o tempo médio por problema, sem levar em
consideracao quantas iteragoes externas foram feitas para o calculo desta média. Com
esta medida temos que o algoritmo MS é cerca 10 vezes mais rapido do que de RSS
por problema. Se levarmos em consideracao o fato de MS ter realizado mais iteragoes
externas por problema, temos uma rapidez ainda maior de MS quando comparados os
dois algoritmos.

Aqui temos uma importante observacao para fazer. Apesar do algoritmo MS utilizar
fatoragoes de Cholesky, o que poderia aumentar seu tempo de execug¢ao com uma matriz
muito densa, para estes problemas iniciais de dimensao 30, o tempo de execucao se mostrou
melhor do que o algoritmo de RSS que utiliza estratégias para obter aproximacoes de
autovalores, talvez pelo fato do bom aproveitamento da esparsidade das matrizes ao efetuar

os calculos da fatoracao de Cholesky.
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Outro fato que merece destaque é o excelente desempenho do algoritmo RSS no con-
texto de resolver subproblemas num algoritmo de regiao de confianga, ja que até entao ele
so havia sido testado ao resolver problemas isolados. O fato de seu tempo de execucao ter
sido maior pode ser amenizado com um ajuste mais refinado dos seus parametros internos
para os critérios de parada, podendo ser menos exigente quando utilizado no contexto
iterativo de regiao de confianca.

Analisamos também quais critérios de parada foram satisfeitos para os dois algoritmos
nos 100 testes realizados (50 para cada algoritmo).

O algoritmo RSS parou na maioria das vezes com a norma do gradiente pequena.
Quando o problema do empacotamento de cilindros nao foi resolvido com a precisao dese-
jada, o algoritmo de regiao de confianga atingiu o nimero maximo de iteragoes ou algum
subproblema nao pode ser resolvido pelo algoritmo RSS, retornando um vetor vazio, o que
nos obrigou a parar a iteracao externa, retornando o ultimo iterando. Mas, apesar desta
interrupcao, o valor da funcao objetivo sempre foi menor do que 102 nestes casos.

Ao contrario do algoritmo de regiao de confianca com RSS, que nunca parou com a
deteccao de estagnacao do processo, o algoritmo com MS parou 22 vezes com este critério
de parada. Porém, em 12 destes casos, o valor da funcao objetivo ja estava menor do que
1073, Isto indica uma dificuldade de mobilidade dos cilindros quando aplicado o algoritmo
de MS.

Outro fato relevante é uma maior sensibilidade do método de MS com a variagao do
parametro p quando comparado ao método de RSS. Ao aumentar o valor de p estamos
penalizando mais o ponto quando as restricoes da caixa sao violadas, sendo preferivel
sobrepor os cilindros em uma determinada iteracao a ultrapassar os limites da caixa. Este
foi um fato observado acompanhando-se os gréaficos das configuragoes dos cilindros a cada
iteragao externa com o algoritmo de MS.

A Figura 11 mostra as configuragbes para um problema com p = 1, ou seja, sem pe-
nalizar mais as restrigdes. O primeiro grafico mostra a configuragao inicial gerada aleato-
riamente. Apds a primeira iteragao (segundo gréfico da Figura 11) vemos um rapido afas-
tamento dos cilindros, porém com a violacao das restrigoes. Ja na décima iteracao temos
todos os cilindros sem sobreposicao e a partir deste momento, nao ha mais sobreposicao
em nenhuma iteracao. Isso gera uma dificuldade para a convergéencia do método, com a
pouca mobilidade dos cilindros para nao sobreporem os demais, os cilindros que violam
as restrigoes da caixa nao conseguem espaco para se moverem. Neste caso, o método
progrediu pouco a partir da décima iteragao como é mostrado com o grafico na iteragao
60.
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Figura 11 - Configurag¢Ges dos cilindros na resolugdo de um teste com p = 1 pelo método de MS

para o ponto inicial e para as iteracGes externas 1, 10 e 60 respectivamente.

Quando aumentamos o parametro p temos uma penalizacao maior para a violagao das
restricoes da caixa.

Como vemos na Figura 12, ao contrario do que ocorreu com o teste com p = 1, com
p = 20 os cilindros se sobrepoem mesmo que ja estivessem separados, ja que a penalizacao
por sobreposicao passa a ter um peso menor do que a penalizagao por violagao da restricao.

No primeiro grafico da Figura 12 temos o circulo em vermelho quase sem sobreposicao
com os demais na iteracao 15. Na iteracao seguinte ja temos a sobreposicao, dando mais
espaco para o circulo que viola a restricao a esquerda se deslocar na préxima iteracao.
Com este comportamento, o método convergiu em 27 iteracoes e temos a configuracao

final mostrada no tultimo gréafico da Figura 12.
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Figura 12 - Configura¢bes dos cilindros na resolugdo de um teste com p = 20 pelo método de MS

Outro aspecto analisado foi o desempenho interno: o ntmero de iteragoes internas e
os critérios de parada internos satisfeitos om os dois tipos de algoritmo. Para ilustrar a
andalise, mostramos os resultados para p = 20 na Tabela 2, onde [Text é o nimero de
iteracoes externas, f é o valor da funcao objetivo no ponto final, ITint/IText é a razao

entre o numero de iteragoes internas pelo nimero de iteragoes externas e t é o tempo de

execucgao total.

para as iteragoes externas 15, 16 e 27 respectivamente.

Tabela 2: Teste com 15 cilindros, d = [10;10] e p = 20

MS RSS
IText f Tt |t | ITeat f Llint t
teste 1 26 6.95e-10 | 5.61 | 0.75 12 2.29e-10 | 5.08 | 4.28
teste 2 32 2.53e-4 | 2.97 | 0.66 21 0.00 4.00 | 4.59
teste 3 30 2.46e-13 | 4.63 | 0.84 14 0.00 443 | 6.61
teste 4 23 1.42e-6 | 4.30 | 0.61 10 0.00 4.70 | 5.76
teste 5 49 3.53e-13 | 9.41 | 1.92 16 4.65e-10 | 4.69 | 14.06
teste 6 38 1.54e-12 | 2.97 | 0.78 18 6.10e-14 | 6.50 | 15.59
teste 7 41 4.53e-4 | 2.63 | 2.05 18 1.25e-13 | 4.78 | 7.67
teste 8 29 6.91e-8 | 5.59 | 0.83 12 4.90e-19 | 5.67 | 6.41
teste 9 52 0.00 7.19 | 2.34 21 1.25e-9 | 7.33 | 16.98
teste 10 34 3.30e-8 | 7.35 | 1.31 21 2.26e-8 | 6.05 | 21.02

Este teste ilustra bem o que aconteceu nos demais testes (com diferentes valores para
p), ao compararmos o desempenho dos dois algoritmos quando ambos convergem para um

ponto quase 6timo.
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Na Tabela 2 podemos observar que de uma forma geral, o algoritmo de regiao de
confianca com MS realiza mais iteracoes do que o algoritmo com RSS, o que pode ser
observado em [Text.

Apesar disso, o algoritmo com RSS consegue uma precisao melhor para a solucao, com
o valor da funcao objetivo mais proximo de zero, como pode ser visto pelos valores de f.

Analisando o numero de iteracoes internas a cada iteracao externa, temos resultados
parecidos neste caso, com uma pequena vantagem para o algoritmo de MS.

A grande vantagem do algoritmo de Moré e Sorensen é o tempo de execugao sempre
menor que o do algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen para este conjunto de testes. Como
pode ser observado na Tabela 2, em alguns casos o algoritmo MS é até 20 vezes mais
rapido do que o RSS, como ocorre no caso do teste 6.

Realizamos também 10 testes com p = 20 e dimensao da caixa d = 20 x 5, com
pontos iniciais gerados aleatoriamente. Para este problema com caixa retangular ainda
obtivemos um melhor desempenho de RSS resolvendo 9 problemas contra apenas 5 de MS.
Aqui admitimos que o algoritmo convergiu se o valor da funcao objetivo é menor do que
107%, mesmo que o nimero maximo de iteracoes tenha sido atingido.

A média de iteragoes externas por problema foi de 46.4 para MS e 25 para RSS. Quando
comparados com os resultados dos problemas com caixa de dimensao 10 X 10 temos um
aumento deste nimero para os dois métodos. Assim percebemos uma maior dificuldade
na resolucao dos problemas em caixas mais alongadas.

Uma observacao importante é que poderiamos escolher pesos diferentes para penalizar
a violagdo das restrigoes nas diferentes dimensoes. Ao invés de adotar um tunico p,
poderiamos trabalhar com pg; e pge, 0 que poderia melhorar o desempenho dos métodos
em caixas muito alongadas.

Embora nao tenhamos efetuado testes para validar esta conjectura, nos pareceu inter-
essante associar pesos distintos para a violagao da caixa, favorecendo a movimentacao dos

cilindros ao longo da dire¢ao correspondente a maior dimensao.

5.2 Testes da literatura

A etapa seguinte dos experimentos numéricos consiste dos testes com os problemas de
empacotamento de cilindros que aparecem em [5].

O nosso objetivo nestes experimentos é ligeiramente diferente do de Birgin, Martinez
e Ronconi. Estes autores desejavam empacotar o maximo nimero de cilindros possivel.
Para isso o numero de cilindros em uma determinada caixa aumentava gradativamente até
que o problema nao pudesse mais ser resolvido e o 1ltimo nimero de cilindros era aceito

como o nimero maximo que caberia naquela caixa.
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De maneira diferente, nés nao estamos preocupados com quantos cilindros cabem em
determinada caixa. Nosso objetivo é comparar o desempenho do método de regiao de
confianga com os subproblemas resolvidos pelo método de Moré e Sorensen e pelo método
de Rojas, Santos e Sorensen.

Para isso utilizamos 14 problemas descritos em [5], sendo que em alguns deles utilizamos
um numero de cilindros menor do que o maximo obtido no artigo. Os critérios de parada
sao os mesmos utilizados nos testes anteriores, com excegao do critério de parada por
estagnacao do processo, que foi removido, e uma exigéncia maior para a precisao da norma
do gradiente no ponto final, trocando o critério relativo (||g(p*)|| < ep * max{||g(p°)]|, 1}
pelo critério absoluto (|lg(p*)|| < 1078).

A primeira alteracao do critério de parada foi devida a notarmos, apds alguns testes
iniciais, a estagnacao do processo em poucas iteragoes para o algoritmo de MS. Com o
objetivo de analisar o comportamento do método sem esta parada prematura, inibimos
este critério de parada.

Ja a mudanca do critério de parada com a norma do gradiente foi feita para podermos
analisar o comportamento dos métodos também com um maior niimero de iteragoes, o que
contribui para verificarmos se ha convergéncia para minimizadores locais do problema.

Para este conjunto de problemas também utilizamos uma estratégia diferente para a
escolha do ponto inicial. Ao invés de tentarmos resolver cada problema mais de uma vez
com diferentes escolhas aleatodrias para o ponto inicial, utilizamos um ponto inicial ‘quente’
construido segundo a estratégia descrita a seguir.

O ponto inicial é construido tomando como o ntimero de cilindros alinhados na menor
dimensao, a parte inteira da divisao da menor dimensao da caixa pelo diametro dos cilin-
dros (2r). Se esta divisdo nao é exata, o espago excedente serd utilizado para espagar
igualmente os cilindros ao longo desta direcao. No exemplo da Figura 13, temos que esta
divisao resultou em trés cilindros em cada linha. O restante dos cilindros é igualmente
dividido nas colunas formadas pelos primeiros cilindros. Se esta divisao nao for exata, o
espaco que sobra é utilizado para acomodar os cilindros excedentes, que mostramos em

verde no exemplo da Figura 13.
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Figura 13 - Exemplo de um ponto inicial ‘quente’

Com este ponto inicial, temos os resultados dos testes exibidos na Tabela 3. Na tabela
sao mostrados a dimensao da caixa (d), o raio dos cilindros (r), o numero de cilindros do
problema (kc), o valor da funcao objetivo no ponto final (f), o nimero de iteragoes do

método de regiao de confianga (IText) e o tempo de execugao (t).

Tabela 3: Testes de [5] com o ponto inicial ‘quente’

Problema MS RSS
Teste d r kc f IText t f IText t
1 [12;8] 1.02 | 20 | 0.3798 80 7.20 | 1.06e-10 | 40 54.91
2 [12;8] 1.01 | 20 | 1.6710 80 7.86 | 5.7le-7 45 83.44
3 [12;12] 21 | 6 | 5.5899 8 0.12 | 2.03e-10 18 2.84
4 [10;10] 1.8 1 6 | 9.1534 18 0.18 9.1534 4 1.14
5 8;8] 1.4 | 6 | 1.9320 11 0.17 0.0070 24 5.26
6 [12;8] 1.7 | 7 | 0.7264 28 0.39 0.8030 28 6.81
7 [10;10] 1.3 | 13 | 1.7321 52 2.26 0.0242 52 100.08
8 [12;10] 1.4 | 14 | 1.1654 56 3.00 0.2132 56 87.31
9 [12;24] 2.1 | 15 | 27.5626 60 3.06 3.1438 60 68.52
10 [10;20] 1.8 | 15 | 75.6509 60 2.81 9.1607 60 121.69
11 [16;8] 1.4 | 15 | 3.5973 60 3.69 1.0807 60 119.91
12 [10;10] 0.9 | 28 | 0.3689 112 33.03 | 1.34e-14 | 33 36.42
13 [16;8] 1 30 | 15.6384 | 120 25.28 | 1.42e-8 22 43.86
14 | [4.71;1.96] | 0.14 | 120 | 4.78e-4 | 480 | 652.81 | 0.0013 94 | 2609.78
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Uma observacao importante é o reescalamento dos problemas apresentados no artigo.
Para o teste 1, por exemplo, originalmente d = [1200;800] e r = 102. Esta decisao de
reescalar o problema foi tomada levando em consideracao os desempenhos dos métodos
para alguns problemas testados com e sem reescalamento. Outro fator importante foi
nossa decisao de fixar o parametro p para estes testes. Sabemos que este parametro esta
relacionado com as restrigoes da caixa e, portanto, é natural que o parametro deva ser
alterado com o aumento da dimensao da caixa.

Analisando os testes iniciais para caixas de dimensdo d = [10;10], decidimos fixar
p = 20 para os testes com os problemas reescalados, ja que para este valor de p obtivemos,
de uma forma geral, os melhores resultados, como pode ser visto na Tabela 1.

Observando os resultados da Tabela 3, vemos que o método de Moré e Sorensen nao
se mostrou eficiente para este conjunto de problemas. Para a maioria dos problemas, o
algoritmo de regiao de confianga com o subproblema abordado via MS parou com o niimero
méximo de iteragoes externas atingido (4kc).

Ja o algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen convergiu para a solucao desejada em 5
problemas e na maior parte dos demais conseguiu uma aproximacao melhor para a solucao
do que o de Moré e Sorensen, apesar de executar o algoritmo em um tempo maior.

Um fato curioso ocorreu para os testes 3, 4 e 5 resolvidos com o algoritmo de Moré
e Sorensen. Para estes testes, o algoritmo convergiu com a norma do gradiente no ponto
final menor do que 1078, porém com o valor da funcao objetivo muito maior do que zero.
Isso indica a convergéncia para um minimizador local do problema.

Para o teste 4, o algoritmo RSS também convergiu para um minimizador local. Porém
para o teste 3, RSS encontrou um minimizador global.

Outra observacao é o fato de termos escolhido como nimero méaximo de iteragoes
externas o dobro da dimensao do problema (2(2kc)). A fim de observar o progresso do
método de MS com um niimero maior de iteragoes externas, aumentamos este valor, porém

os resultados nao foram melhores.
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Figura 14 - ConfiguracSes dos cilindros na resolugdo do teste 6 pelo método de MS para o ponto

inicial (esquerda) e para o ponto final com 4kc (meio) e 8kc (direita) iteragdes externas,

respectivamente.
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Como podemos observar na Figura 14, o método de MS nao obtém progressos signi-
ficativos em alguns casos. Nesta figura utilizamos o teste 6 da Tabela 3 com o aumento
do numero de iteracoes maximo de 4kc para 8kc.

Um outro fato importante deste conjunto de testes é que a maioria foi testada com o
nimero maximo de cilindros empacotados em [5]. Isso foi devido a nossa escolha para o
ponto inicial ‘quente’, que em alguns casos nao nos permitiu testar os algoritmos com um
nimero menor de cilindros, ja que o ponto inicial j& seria a solucao desejada.

Assim, este conjunto de testes é mais dificil para ser resolvido e era esperada a nao
convergeéncia para alguns problemas.

Para testar alguns destes problemas com um nimero menor de cilindros dentro da
caixa, utilizamos pontos iniciais com componentes geradas aleatoriamente, e tais que todos
os cilindros estao inicialmente no interior da caixa.

Para isso rodamos 5 dos 14 problemas mostrados na Tabela 3, 5 vezes cada um. Os
resultados estao mostrados na Tabela 4, onde (IText) é a média do nimero de iteragdes
por problema, (7) é a média do tempo de execugao por problema e (nsolv) é o nimero de

problemas considerados resolvidos.

Tabela 4: Testes de [5] com pontos iniciais aleatdrios

Problema MS RSS
Teste d r | ke | IText t nsolv | IText t nsolv
1 [10;10] | 1.8 | 5 18.4 0.22 3 15.40 1.76 4
2 [12;10] | 1.4 | 12 48 1.45 0 25.20 | 22.51 5
3 [12;24] [ 2.1 | 14 51§) 2.9 0 47.40 | 76.42 3
4 [10;10] | 0.9 | 25 96 17.78 2 43.60 | 160.25 5)
5 [16;8] | 1 |28 | 112 | 36.89 0 47.20 | 188.33 5

Com a diminuicao do nimero de cilindros, vemos uma melhora no desempenho do
algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen, resolvendo mais problemas e atingindo poucas
vezes 0 numero maximo de iteracoes, o que é repercutido na média do niimero de iteragoes
externas por problema.

Consideramos como problemas resolvidos aqueles para os quais o valor da funcao ob-
jetivo no ponto final é menor do que 107%. Assim, em alguns casos, embora o método
de Moré e Sorensen tenha atingido o nimero méaximo de iteragoes, consideramos que o
problema foi resolvido.

Para este conjunto de testes vemos novamente uma maior eficiéncia do algoritmo de
regiao de confianca com a resolucao dos subproblemas com o algoritmo de RSS, ainda que

o custo de uma iteracao RSS seja superior ao de uma iteracao MS.
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Consideracoes finais

Este trabalho consistiu essencialmente na comparagao entre os algoritmos de Moré e
Sorensen (MS) e de Rojas, Santos e Sorensen (RSS) para a solugao aproximada dos
subproblemas dos métodos de regiao de confianga para otimizacgao irrestrita. Os dois
algoritmos foram estudados em profundidade em seus aspectos tedricos, com o objetivo de
colocar em perspectiva tanto as caracteristicas comuns quanto os aspectos distintos destes
dois algoritmos. Visando compatibilizar suas apresentacoes, o sinal do parametro ajustado
pelo algoritmo MS foi trocado, o que gerou a necessidade de uma série de adaptagoes para
as expressoes do artigo original, e que estao registradas neste texto.

Foi desenvolvida a implementagao em Matlab do algoritmo de Moré e Sorensen, espe-
cialmente planejada para a solucao de problemas de empacotamento de cilindros. Nesse
sentido, foi criada uma estrutura de dados conveniente para armazenar as informagoes
proprias da fungao objetivo, vetor gradiente e matriz Hessiana. Também foi implemen-
tada uma rotina que efetua a fatoragao de Cholesky por linhas de matrizes simétricas,
armazenadas da maneira proposta neste trabalho. Nesta implementacao, ainda que, pelo
fato da matriz em questao nao ser positiva definida, a fatoracao de Cholesky nao possa
ser completada, as informagdes correntes sao utilizadas para o ajuste dos parametros (lim-
itantes) do algoritmo MS. A opgao pelo ambiente de programagao do Matlab deveu-se
a disponibilidade do algoritmo RSS neste software. Assim, foi programado um algoritmo
basico de regiao de confianca para otimizagao irrestrita, com as duas versoes para a solucao
aproximada do subproblema quadratico.

Com relagao aos experimentos numéricos realizados, as principais conclusoes foram
uma maior eficiéncia do algoritmo de Rojas, Santos e Sorensen quando comparado ao al-
goritmo de Moré e Sorensen, ao analisarmos o niimero de iteragoes externas do algoritmo
de regiao de confianca e a quantidade de problemas resolvidos (convergéncia para o mini-
mizador global) por conjunto de testes. Este melhor desempenho pode estar relacionado a
natureza dos problemas e as formas diferentes com que os algoritmos utilizam informacoes
da matriz Hessiana. O algoritmo MS utiliza decomposicoes de Cholesky enquanto o al-
goritmo RSS utiliza um processo iterativo que conta apenas com o céalculo de produtos

matriz por vetor. A utilizacdo de uma decomposicao de Cholesky por linhas pode ter
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influenciado o desempenho do algoritmo de Moré e Sorensen, no sentido que, quando a
matriz nao é definida positiva, o método calcula o novo parametro atualizando o intervalo
de salvaguarda através de informagoes provenientes da decomposicao de Cholesky.

Outro aspecto observado ao longo dos experimentos foi a ocorréncia do hard case em
ambos os métodos durante as resolucoes dos subproblemas, porém sem grandes diferencas
entre os métodos quanto ao nimero destas ocoréncias.

Em termos do ntimero médio de iteragoes internas, os dois algoritmos tiveram um
desempenho semelhante. Quanto ao esfor¢o global do algoritmo de regiao de confianca
RCMI utilizando MS e RSS no passo 2, observamos que o tempo gasto por uma iteracao
RSS foi superior ao de uma iteracao MS tipica para os problemas analisados.

Em termos de trabalhos futuros, planejamos prosseguir com o desenvolvimento de
algoritmos de restricoes ativas de segunda ordem para otimizacao com restri¢oes lineares,
nos quais as estratégias de restrigoes ativas se combinam com métodos Newtonianos nas
faces do politopo. Tendo em vista a solucao de problemas de grande porte via estratégias
livres de fatoracao, a investigacao da repercussao da precisao adotada para o problema
de autovalores na qualidade da solucao dos subproblemas obtidos pelo algoritmo RSS, e
como esta qualidade influencia o desempenho global do método proposto é um aspecto

que nos interessa.
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