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INTRODUGAO

Em 1972, C. Fefferman e E.M. Stein no classico trabalho "HP
spaces of Several variables" ([8]) sugerem o desenvolvimento de
uma teoria de espacgos HP sobre produtos de semi-planos. Desde
entao varios autores se ocuparam de diversos aspectos dessa tec
ria. Isto foi feito tanto do ponto de vista "analista" por Gundy-
Stein [11}, Chang [4], Chang-Fefferman [5], Fefferman [7}, Bor-
din-Fernandez [2], etc., como do ponto de vista "probabilista"

por Bernard [1}, Brossard-Chevalier [3], Gundy [10], Sato [13],
etc.

Este trabalho situa-se dentro de um programa de pesquisas
gue objetiva sistematizar a teoria dos espacos BP sobre produ-
tcs de semi-espagos de modo paralelo a teoria “cléssica" de Fef
ferman~8tein—Weiss ([8] e [15}). Lembrando que a teoria dos es-—
?agos HF divide-se na teoria para p=l e na teoria para os "ou
ﬁros" p's, nesta dissertagao, focalizamos nossa atengao sobre 0Os
¢5pa905 Hl sobre produtos de semi-espagos e sobre produtes de
faixas.

Os espacgos Hl sobre produtos de semi-espages Ja foram
ébjetos de estudo em pelo menos duas teses: a de H. Sato ([14}),
em Grenoble, gue estudou a equivaléncia entre a definigao "maxi
mal" e a definigac "via as transformadas de Hilbert parciais e

duplas" e a de K.G. Merryfield ({12], em Chicago, que estudou a
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O principal resultado agqui & o anilogo ao teorema de Stein-

25

Weiss ([15, p.23l}) sobre a existéncia de um p, com 0<p < 1,

tal que |F|P & sub-harmdnica. Gostariamos de chamar a atengao

gue a demonstracao original :de Stein-Weiss nac se. adapta ao_nos .=

s0 caso. Portanto, novas ideias foram necessarias. Estas idéias
envolvem certos resultados pouco conhecidos de A.P. Calderdn e

estudados por Coifman-Weiss[6].

s 1 .
A definicao dos espagos H , sobre produtes de semi-espagos,
"analitica" cu "classica'" & dada no Caplitulo III. Lembramos tam
bem a definicao "via as transformadas de Hilbert parciais e du-

plas" e demonstramos a equivaléncia das duas definig¢des.

No Capitulo IV passamos a estudar os espagos Hl scbre pro
dutos de faixas. Esteé espagos, denotados por hl, foram intro-

duzidos por Goldberg [9]. O aspecto fundamental aqui € que o0s
espagos hl contém os espages S de Schwartz. Novamente agui
estabelecemos a equivdléncia entre as definigbes "classica ou

analitica" e a definigdo "via as transformadas de Hilbert modi-

ficadas, parciais e dﬁplas“.

Finalmente no Caéitulo V estudamos o probléma da dualidade
para Os espagos hl. fntroduzimos entao os esPagds b;m.o-(IRz)
"nao isotrdpicos" e eétudamos 05 espagos ht atémicos; Demons-—
tramos que o dual de hl atdmico & o b.m.o. Mas, temos somente
gue o dual do hl "analitico" esta contido em b.m.o. No casc do

produto de faixas, ha pouca esperanga de se obter uma caracte-

~ : 1 P
rizagao completa do dual dos espagos h analitico em termos
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dos espagos b.m.o. Para isso veja-se os resultados de  Chang

[4] , Chang-Fefferman [5] e Fefferman [5]..

Como foi mencionado no inicio desta introdugao esta disser
tagao insere-~se num amplo programa. de pesquisa sobre os.espagos
B’ sobre dominios produtos. Mesmo no caso p=l, o gqual aqui nos
ocupamos, O assunto estd longe de ser esgotado. Diversos proble
mas interessantes e alguns bastante dificeis estao ainda em
aberto. Por outro lado, a maguindria matematica envolvida nes-
ses problemas & nao trivial e bastante rica. Tudo isso &, por-

tanto, um convite para que no futuro continuemos nos ocupando

do estudo deste tema.



CAPITULO I
ANALISE HARMONICA E BI-HARMONICA

Reuniremos neste Capitulo os resultados da Analise Harmo-
nica e Bi-harmonica que serao utilizados posteriormente. Alguns
desses resultados sao classicos (ver Stein-Weiss[17]) outros sao
mais recentes (ver Sato[14]) e alguns sao novos (pelo menos nao

temos referéencias).

As fungbes aqui consideradas estarao definidas sobre produ

tos de semi-planos ou produtos de faixas.

1.1. PRELIMINARES

1.1.0. Indicaremos por IR_E x IR_E o5 elementos da forma (x,t; v,t)

onde x,y,S8,t € IR com s,t > 0. O nucleo de Poisson no semi-

lano IR2 = {(x,s8)|x,s €E IR e s > 0} e:
1% + >
]
(1) P (X)) =C & ~g—5— ,
s 52+x2

onde a constante positiva ¢ & escolhida de modo que PS tenha
massa total igual & 1, e o nacleo de Polsson conjugado €:
X

(2) QS(X)?C'H .



1.1.l. DEFINICAO. Dizemos que uma fungao u, definida sobre

2 2 - . - . - -~
IR+ X IR+ € bi-harmonica se u & harmonica em (x,g} € IRi a

em (y,t) € IRE, separadamente, isto &,

82u 82u _
2 t— 20"
os 0x
e
32u + azu -0
2 2 7
ot 3y

Exemplos de funcles bi-harmdnicas sao as integrais de Pois

son duplas de fungOes g € LP(IR xR}, com 1 < p < o

Sejam x,0 € IR, com ¢« > 0. O cone com vértice (x,0) e

abertura a, emn IRi . € definido por

TG0 = {(x',8) € R2] |x-x'] <as)
1.1.2. DEFINIGCAO. Uma fungdo wu, definida sobre BQE)<IRE ;é
dita ter limite ndo fangencdal, L, mo ponto (x_,y, ) € I]R x IRE,
se u(x,s;y,t) tende a L quando o ponto (x,s;y,t} terde a b%ﬁygh
sem sair de Tu{xo} X FB(yO) para todo par (c¢,B) de nimercs reais
positivos (isto e, cada par (x,s) € IRi , ((y,t) € IRE)), tende

nao tangencialmente a ¥, {a yo)).



2 -
X IR+ e

1.1.3. DEFINIGAO. Uma funcdc, u, definida sobre IRE

nio tangenciafmente limitada em (x ,¥,) € RxIR se u & limi-

tada no produto cartesiano dos cones truncados:
Fx ) 0 {(x,s) |0 <s <1} x Tely)) n {{y,t)|0 <t <1}.

para cada par (a,R) de nimeros positivos.

Se u € a integral de Poisson dupla de uma fungao

g € LP(IR><IR), 1l < p < », entao, u e nao tangencialmente limi-

tada em quase todo (xo,yo) € IR x IR.
1.2. PROPRIEDADES DAS FUNGCOES BI-HARMONICAS

Necessitaremos de algumas propriedades basicas das fungoes

2

+><IR_%. Para algumas delas daremos a prova,

bi-harmbnicas em IR
outras, apenas enunciaremos, e a prova destas pode ser encontra
da, por exemplo, em [17].

1.2.1. LEMA. Seja 9 € L (IR xIR), 1 < p < «. Entéo

lim ((PSPt) * g) (%,y) = g(x,¥)

s,t+0
em quase toda parte, onde por (PSPt} * g estamos indicando a

integral de Poisson dupla de g:



{
(PSPt) * g(x,y) = JJ Ps(x—x'} Pt(yhy')_g(x',y‘)dx'dy'

Um resultado mais geral que o lema anterior & o seguinte:
1.2.2. LEMA. Seja g € LP(IR xRR), 1 < p < ». Entdo

u(x,s;y,t) = (P B.) * g(%,¥)
tem limite nac tangencial, g(x,y), em quase toda parte.

1.2.3. LEMA. Seja u bi-harmdOnica em ]Ri X IRi e tal que exis-

te uma constante C > 0, finita, satisfazendo:

sup Hu(-,s;-,t)ﬂl < C.
s,t>0

Entac, existe uma constante K > 0 tal que

sup |Ju(x,s;y,t) | < KC/st.
¥,y €IR
DEMONSTRACAO. Seja Bl(resp. BZ) a bola aberta em 322 de cen-
tro (x,s) (resp. (y,t) e raio s (resp. t}. Da propriedade do
valor médio para fung¢Ces harménicas temos, fixando (y,t) € IRi,

(1) |u(x,s;y,t)] i_K]Bl|_l IJ Ju(x',s";y,t) |dx'ds"
B
1



onde K & uma constante. Da mesma forma
(2)  Julx',s';y,.t)] < K]le-l JJ fu(x',s';y',t") jay'de’ .
B
2
Combinando (1} e (2), nds obtemos:

(3)Julx,s;y,t) | iKIleBz I‘IJJJ'{ fu(x}s';y)t') |dx'ds'ay'at’ .
.BlXB2

Seja Tl = Il><Jl = (x-s,x+s) x(0,2s), {(resp. T2-a Iz XJ2). En

tdo, existe constante K tal que
T, | = K[B;| , i=1,2

Alem disso, Bi C Ti . i=%1,2. Entaoc, de (3), concluimos que:

[u(x,s;y,t) | < K]Tlezf_; JJJJ lu(x's';y't") |dx’'ds'dy’dt’ =
. Tle2

(IJ fu(x',s';y',t")|dx"dy')ds'at'<
[oxT X

-1 -1{[
= K|I;xI, | 7 [3yxT,] IJ
2 1T 2

JixJ
< KC|J xJ ]_l [I,%I ]'113 xJ.| < RC/|I,xI_| < KC/st
= 17v2 1772 T2t 2 172 = ’

o gue completa a demonstragao do lema.

1.2.4. LEMA, Seja u satisfazendo as condigoes do lema anterior.



Entao, u & a integral de Poisson dupla de uma medida de Borel

finita, v, isto e:

u(x,s;y,t):=,jj;
R

2 B {x=x') P (y-yh)dvix',y!) -

DEMONSTRACAO. Da hipotese, podemos escolher uma subsequencia
u(x,s';y,t') que converge fracamente a uma medida de Borel fini

ta, v, quando s',t'—> 0, isto &,

f[ gix',y") u(x',s';y',t')dx'dy'—wq———9[J gix',y')dv(x',y"}

s!,t'+0/
para tcda g continua e gque se anula no infinito. Como
g(x',y') = Ps(x—x') Pt(y—y') se anula no infinito e & continua,

para cada quédupla (x,s;y,t} fixada. Entao,
(1) JJ Ps(x—x')Pt(y—y') u(x's';y',t')dx'dy’
converge para

IJ Ps(x—x') Pt(y—y')du(x',y') '

quando s',t'-— 0.

Suponhamos que a seguinte igualdade vale, (logo mais, &

provaremos),



(2) u(x,s+s';y,t+t'} = I[ Ps(x—x')Pt(y—y‘)u(x',s';y',t')dx‘dy'.

Entao, em vista da continuidade de un em s e em t, e en

vista da existéncia do limite duplo, (1), temos:que

ulx,s;y,t) = lim u(x,s+s';y,t) =
g' >0

lim {(lim wu(x,s+s' ;y,t+t’')) =

s'">-0 '+ 0
= lim u({x,s+ts' ; y,t+t’) =
st,t'»0

= JJ Ps(x-x') Pt(y—y'} dvi(x',v'}.
Assim,
u({x,s;y,t) = JJ Ps(x-x') Pt(y-fy')dv(x'y') .

Para a prova do lema estar completa, basta provarmos (2)
e isso & o0 que faremos a seguir.
- . -~ 2 .
Sabemos que se uma fungao h & harmonica em IR, e limitada
. P , ' 2
em cada semiplano propric, IRE(SD) = {(x,8) € Il+[0 < 8, ﬁ_S} ;

entao, vale que:

{3} h{x,sts') = J Ps(x-x') hi{x's')dx' .



Pelo lema 1.2.3. temos que existe K > 0 tal que:
lu(x,s;y,t) | < RC/st ,

para todo x e y em IR. Assim, fixado (y,t) e fixado 54 >0,
arbitrario, temos que se s > 5o entao,

Iu(x,s;y,t)l < KC/st < KC/SOt .

Assim, para cada par (y,t), fixado arbitrariamente, temos que u
e limitada em cada IRi(so), Sendo u bi-harmdnica, portanto,

harmonica em (x,s8), vem que, de (3),
uf{x,s+s';vy,t) = J Ps(x-x')u(x',s';y,t)dx' .
Com argumento analogo, temos
u(x,s+s';y,t+t')==f ?S(x-x')(J Pt(y—y')u(x',s';y',tﬂ)dyEde.
e pelo teorema de Fubini,
u(x,s+s';y,t+t'}) = JJ PS(X*X') Pt(y—y'} u(x',s';y'.t")ax'day’' .

e entdo (2) estd provada, o gue conclui a demonstracac do lema.



1.2.5. LEMA, Seja u bi-harménica em IRi=<IRE

. Se u & nao tan
gencialmente limitada em todos os pontos de um sub~conjunto
S C R x IR, de medida positiva, entdao u tem limite n3o tangen-

cial-em.quase- todoscos pontos=de<s S..
DEMONSTRACAQ. Ver [17].

1.3. OPERADORES DE HARDY - LITTLEWOOD E A FUNCAO MAXIMAL u* .

0 operador maximal de Hardy-Littlewood, & aguele gue asso-

cia a cada f € LP(@mM, 1 < p < =, a fungdo:

(Mf) (x) = sup ( rn}_1 J | £(x-x") |ax"' ,

>0 n |x'|<r :
onde Qn & o volume da esfera unitaria em IR"”. £ . sabido que,
se p » 1, existe uma constante K, dependendo apenas da dimen-

sao n e de p, tal que

IMEI < RIfl
p - ¥

para toda £ € tP(w").

Denotemos por Mlof o operador maximal gque associa a cada

f e Lp(IRz) a fungao maximal de Hardy-Littlewood de £(-,y), is-

-

to e,
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10 -1 [*
(1.3.1) (M f)(x,y) = sup (2r) | £(x-x",y) |dx’
r>0 =r

Semelhantemente, definimos MOl por:

01~ -1 (%
(1.3.2) (M f)(x,y) = sup (2r} | £(x,y-y") |dy"
r>0 -r

1.3.3. LEMA. Seja £ € LF(IR xR) com 1 < p < =, Entdo, existe

K >0 tal que

Ot o9y < miED L
p— P

DEMONSTRACAO. Imediata do que fol observado no inicio de 1.3,

1.3.4. DEFINIQKO. Seja u bi-harmSnica em Bif XIRE . Definimos

a funcao maximal u*, de u sobre IR xIR, por:

S u*(u) (x,y) = sup |ulx,s:y,t)| .
s,t >0

1.3.5. LEMA, Seja 1 < p < o, Entao, existe uma constante C>0

tal quef para toda f € LP(IR xIR), tem—-se que
lu*(a)l < Cchfl
p - P

onde u & a integral de Poisson de £, isto &, u = (PSPt) % f.
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DEMONSTRACAO. Se p = =, entdao e imediato. Provaremos, o lema

para 1 < p < «_

u* (u} =.,sup - IH P (x-x")P . (y-y") E(x', yl)ax'dy'| <
s,t>0 S ' t -

| A

sup IJ P (x-x") Pt(y—y')lf(x':Y')!dx'dy' =
s,t>0 S

= sup I Ps(x—x')([ Pt(y—y')|f(x',y')]dy')dx' <
s, t >0 J

sup (J Ps(x—x') sup (I Pt(y-y')If(x',y')}dY')dX'
s>0 t>0

(sl

E sabido da andlise harmdnica, ver[1l5] (pig. 62) que se
1 < p < =, existe uma constante K > 0 tal gue para toda g€

= Lp(ﬂln}, tem-se que fsup g * P_ I < Kigl_ . Entao, fixando
550 S P P :

y, elevando u* a poténcia p, e integrando com relagio a x,

temos,

f a* () P (x,y)dx < K J(sup (J Pt(y-y')If(x',y')Idy')p dx
t>0

¢ integrande em y, e aplicando novamente o resultado acima men

cionado e aplicando © teorema de Fubini, temos,

f(f u*{u)p(XrY)dx)dy)'i K'JJ ]f(x,y)]pchcdy
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assim
lu*(u)l < KIfI
p - P
isto &, se fe P, 1 < p < o, entao u* & limitado em P,

1.3.6. LEMA. Existe uma constante finita X > 0, tal que para
toda g € LP(IR xR}, 1 < p < «, tem-se que se u==(PSPt) * g ,

entao,

u* () (x,y) < K M0T o0 (ux (w))ix, v)

1 0L - - S -
onde M O, M sao 0s operadores maximals parciais de Hardy-

-Littlewood definidos no inicio de 1.3.

DEMONSTRAGCAO. Séja Bl(resp. B2) a bola aberta em IR2 de centro
{x,s) (resp.{y,#)) e raio s (resp. t). Seja Tl = Il X Jl =
= (x—5,%X+s) X(O;Zs) (resp. T2 = 12><J2). Temos entao, gue exis—
te K > 0 tal éue ]Bi] = K|Tij , i=1,2 .

Fixando (y;t), e tendo em conta que u & harmdnica em (x,s),

temos, pela proﬁriedade do valor médio que existe K>0 tal que

lu(x,s:y,t)| < K[Bl[_l JJ [u{x',s";y,t) |ax'ds' .
B
1

Novamente, pela mesma propriedade, temos dgue,
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lu(x',s';y,t)| i_K[le_l JJ |lu(x',s';y',t") [dy'dt’
B
2

Combinando essas duas desigualdades entao, por Fubini, temos,

ju(x,s;y,t)| < K[le32|_lIJJJ lu(x',s';y',t") |dx'ds'dy'dt"’
- BiXB,

1A

K['I‘lez |_l”” Ju(x',s';y',t") |ax'ds'dy’at’
T,xT

1 "2
< KlTlezl—l {J sup ju(x',s';y’',t") |dx'dy" =
IlXIZ s5,t>0
-1 ' ' ' [
= K|IlX12| JJ u*{u) (x',y')dx'dy"' =
I. I
1 72
—l _l * ] [ 1 1
= K|1,| (|1, | u* (u) (x',y")dx")dy' <
L 1

| A~

K]IZI—l f 0 (ux () (x,y") ay" <
I
2

<k et wr ) (x,v) .

o que completa a demonstragdo do lema.
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1.4. FUNGOES BI-HARMONICAS SOBRE § X S.

1.4.1. Seja S = {(x,s) ]x ER e 0 < s <1} a faixa em IRf.

Os nucleos :de:.Poisson para -axfaixd:S:podem ser. obtidosiusando-a - <

transformagao conforme:

-lt‘:)gx/uz-l-v2

(w,v) € RZ > arg(u,v) ,
F + "ﬂ' ! TT
Sao eles:
(1) Pg(x) _ sen s
2{coshmx - cos T S)
i _ o .

(2) P_{x) = P __(x)
(3) P (x) = Po(x) + Pl(x) = senws coshwmx

S 5 S : cos®nx - 2

X cos“ s

cosh(l-;2s)1r|x|

(4) P_(x) =
s cosh'n [x|
X
(5) Qg(x} _ cosh 1. s e

2{cosh m™ x - cos-ns)
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(6) Ql(x) _ cos TS ¥ e - -

2(cosh 11X + cos T 8)

cos S5~ Senh mx

(7) 0 (%) = -

2 2
cosh Tx - cCcoOs T8

A seqguir enunciaremos alguns lemas da anadlise  harmbnica
sobre a faixa dupla S x5; alqguns dos quais daremos a demonstra

cao, outros, daremos a bibliografia.

1.4.2. LEMA. Seja fk uma funcao continua e limitada em IR2 .

para cada k € O, Entao, existe uma fungao, F, definida sobre

S xS satisfazendo as seguintes condiges:

(i} F & bi-harmCnica em 8x 8
(ii) F & continua em Sx5§

(iii) Fx,k 5y.k,)) = £ (x,v), k = (kg ,k,) € O,
A fungao F é&:

F(x,s;y,t) = L IJ Ps(x—x')Pt(y'—y'}fk(x',y')dx'dy' .
kel

DEMONSTRACEQ. Ver J. I. Bertolo, Tese de Doutoradc. IMECC - NICAMP,

1982,
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1.4.3. LEMA, Seja u bi-harmbnica em SxS e tal que:

sup JJ [u(x,s;y,t) |dxdy < = .

O<s,t<l
Entao,
(1)
u(x,sts';y,t+tt) =‘fJPi_zs'(x—x')Pt_zt'@hy'hlbgs';y;tﬂ dx'dy'

onde, por Pz(x) estamos indicando a funcadc tal gue

58 (x) cosh (a - 2s) nlx
s cosh am|x|
isto e,
a -1
Ps(x} =3 Ps/a(x/aJ.

(ii) Existe uma medida de Borel finita, v, tal que:
u(z,s;y,t) = !J P, (x~x") P {y-y')avix',y').

DEMONSTRACAO. Faremos a demonstracio para fungdes simétricas em

relagdo a s = t = 1/2, isto &, para fungOes gue satisfazem:
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u(x,l-s;y,t) = u(x,s;y,t)

u{x,s;v,1-t) = u(x,s;y,t)

0 mesmo raciocinio & valido se u é antisimétrica, isto &,

u{x,l-s;y,t) = -u(x,y,s,t)

—u (XrYr s,t)

u(x,s;y,1-t)

E para o caso geral, basta observarmos que u & a soma de gua-
tro fungOes simétricas e antisimétricas em relacdo a s=t=1/2.

Assim sendo, trabalharemos com 0 < s,t < 1/2.

E conhecido o seguinte resultado para fungoes harmdnicas

em S: se w(x,s) & harmGnica em S, 0 < s < 1/2, entao vale que:

—_ L]
Pl 2s

s (x=x") wi{x',s")dx"' .

wix,s+s') = J

No casoc em que ul(x,s;y,t) & bi-harmbnica em SxS, temos

que fixado o par (y,t+t') € 8, u & harmbnica em relacadc a {x,s),
logo,

- 1
Pl 2s (x-x"Yu({x',s';y,t+t")ax' ,

u{x,s+s' ; y,t+t') = J o

do mesmo modo,

1l

JPl_zt {(y-y")ui{x',s' ;y',t")dy"' ,

u(x',s';y,t+t'}) t



18

assim, - combinando as duas ultimas igualdades, temos que:

. _ , .
u(x,s+s';y,t+t') = J Pi. 2s (x_xn) (J‘Pi 2t(y_yl)u(xl's!;yl'tl)dyl)dxl

e, entao,

- 1 - I
u{x,s+s';y,t+t") =”Pi 8" (x—x") Pi 2 (y-y"ulx',s';y',t")dx'dy’

e assim, (i) esta provada.

-

Provemos, agora, (ii}. Como, por hipdtese, "u(-,s;°,t)lll e
limitada uniformemente em s,t, entao, existe uma subsequéncia

u(+,s'; -,t'") que converge fracamente a uma medida de Borel

r

finita, v, quande s' e t' tendem a zero, isto &:

JJ gx',y") ulx!,s';y’,t")dx'dy’
converge para
” g{x',y")dv(x',y")

quando s',t' ——> 0 para toda func3o g continua e que se anu-

la no « ., Em particular, fixado (x,s;y,t), consideramos

gi{x',y") = PS(X—X') Pt(y—y') /
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como P_ e P € S(IR) (espago das fungoes rapidamente decrescen

tes), entao g, assim definida, & continua e se anula no infini-

to, logo:

(1) JJ Ps(x—x') Pt(y-y')u(x',s':y',t')dX'dy'
converge para
” P_(x-x') P, (y-y")dv(x',y")

guando s',t'—> 0.
Poﬁ outro lade, por (i), temos que:

“U;(x,s+s';yst+t'). - ” P_(x-x")P _(y-y")ulx',s";y",t")dx"dy'l =
= HJJ P;"ZS'(xax'&PinZt'(y-y')u(x',s';y';t')dx'dy' -
- IJ P_(x-x') P_(y-y") u(X'.S'fy'.t'JGX'dY'"m
e H[J[Péﬁzs'(x—x'JPtht'(Y“Y')—Ps(x—x')Pt(y-y')]u(x',s':y',t')dx'dy'"w <

— ' _ 1
< ppl=2s' pl-2t' _

. 1 . 'I!
< < N PS Pt[nﬂu( ;8" ,t"). 1 <

1-2s' _1-2t1
- i
CHPS Pt Ps Pt co

[ A



- {1al-2s" A
PPS (&) - B (e)]ag

converge para 2ero, quande s' — (0, e analogamente
t

1-2t" .
[I8172¢ ) = B fan =0,

converge para zero, quando t' ——> 0. Tambem

J]ﬁi_zt (n) |an

converge para
[1B, ) lan

quando t' —> 0. Logo

lu(x,s+s';y,t+t!) - H P_{x-x"}P (y-y")ulx',s";y',t")dx'ay"l :=

< C[JIﬁl_zt'(nldn ~f|ﬁi"25'<a) - B_(g) |ag +

S ERGIE Jlﬁi“Zt'(n) - B () |an)

gque converge a 0 gquando s',t' —> 0, Assim,

20

<
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Mas, como todos os niicleos de Poisson sao elementos de S{(IR),

entdao, vale a férmula da inversao para a transformada de Fou-

rier:
1-2s" -2t
[N GO N CO N N CONE GO

~l-2g" ~1-2t%" _5 s —2ﬂi(€x+ny)
[ #1722 @B o -8 @18, (e dgdn| <

P (E) P (n) - P_(&) P _(n)[d&an <

I

: |’\l—25l ~l-2%"
s

i A

sl=-2s’ ‘nl-2t! ~1-2t! -
JfIPS (£) Py ©0 (m) - Py 7T (E) Bo(n)[dEan +

A1-2E", LA . A _
+ J[IPt (m)B_(6) - B_(£) B (n)|dEan =

_ [|§i‘2t'(nzgﬁ- jJﬁi“2S'(s) - B_(e)fag +

+ J|§S(E}|d5 -Jlﬁi-zt'(n) - ﬁt(n{Ldn .

Al=2a?! -
Pl2sh a

Pelo teorema da convergencia monotona, uma vez gue S (x)

crescente em s', temos que
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u{x,s+s';y,t+t'") f'IJ P (x-s')Pt(Y—y')U(x',s':y',t')dx'dy'

=

converge a 0, quando s',t' -——> 0. Entao, por (1), temos que

JJPS(x—x') Pt(y—y')du(x',y') =

'liT 0 IPS(x—x')Pt(y—y')u(x',s‘;y',t‘)dx‘dy' =
S r >

= .li? ux,st+s’ ; y, t+t?) =
st,t'+0

lim { lim u(x,s+s';vy,t+t")) =
g' >0 t'-=0

I

lim d(x,s+s' ; y,t) = u{x,s ; y,t)
st'>0

uma vez gque u(x,s;y,t) € continua em (x,s) e em (y,t) separada

mente. Assim, a demonstragao do lema esta concluida.



CAPITULO II
UM SISTEMA CONJUGADO DO TIPO CAUCHY-RIEMANN

Introduziremos neste capitulo uma nogao de sistema conjuga

do de fun¢gdes, F = u,, kX € O, gue generaliza o sistema classico

kf
de Cauchy-Riemann. O resultado principal sera sobre a sub-harmo
nicidade de certas poténcias |F]P do sistema, generalizando re-

sultadeos de E.M, Stein e G. Weiss.
2.1l. UM SISTEMA CONJUGADO

No que segue usaremos a seguinte notagao:

0= {(0,0); (1,0); (0,1); (1,1)}.

2.1.1. DEFINIGAO. Para cada k € O, seja u, uma fungdo real bi-

- . 2 ) 2 . — - )
harmonica em ﬂl+ =<IR+. Dizemos que F = (uk)kEED e um Sistema

conjugado se as seguintes equacoes se verificarem:

Ju i ou au au
0 ;Mo _, o1, i _
as T ex 35S 5%
(1)
Mog Mg _ 5 Mgy Ay o

X 9s ! ax 9S8
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Buoo . BuOl o ._Bulo- .\ _Bull e
8t By ! ot 3y
Buoo ) dug, e oy 4 ) .Bull -

o ! By L st T

0y v at

Observemos que o sistema acima (1), pode ser colocade na

seguinte forma matricial:

a_F+A 3F+A i@.pA ..a.l.?..:[]
1l 38s

(2) A 2 3x TRy 5e Y By 55

onde Aj S350 as matrizes 8 x 4:

1 0 0 0 o 1 0 0
0 -1 0 0 i 00 0 0
A = A =
1 o o0 1 o 2 o o0 0 1
6 0 0 -1-, 0o 0 1 o /]
———————— / i A
ra
0 \ 0 \
Ve e e — _______ \\
Y
1 0 0 0 o o0 1 o0 |
|
|
= -1 0o - o o o |
A, 0 0 A, 1 |
o 1 0 0 o 0 o0 1
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3F ) (auoo Bulo auol aull) _ (EEE)
ds ds ' 3s ' 03s ' as T Y3s'ken
3F (8u00 8u10 auol 3ull) _ (Buk)
ax ox ' 3x ' ax ' ox T Y 3x’'k€eDn
e analogamente
aF _ (auk) OF (Buk)
ot ~ ‘adt’'ken 7 3y 3y ‘ke€ D

2.1.2. EXEMPLO. Seja f € LP(RxMR), 1 < p < =, seja P (x) [ o

2

nicleo de Poisson no semiplano R, e Q_(x) o nicleo de Pois-

son conjugado. Definimos,

H

uoo(x,ssy,tJ (PsPt) * f(x,vy)

ulo(x,s;y,t) = (QsPt) * £(x,y}

=

ugg (xr8iy,t) = (PSQt) fix,y)

i

ull (X;S?Yrt) (QSQt) * f(XrY)-

E facil verificar que F = (W )y e & um sistema conjugado.
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2.2. SISTEMAS ELIPTICOS

Nosso objetivo neste capitulo & mostrar que todo siste-
ma conjugado, F = (uk), tem a propriedade da sub-harmonicidade e
da bi-sub-harmonicidade, isto €, existem p e p' € (0,1) tal
que |F|P & sub-harménica e ]Fip' & bi-sub-harmfnica. Para isso,
necessitamos do conceito de sistema elipticos e de uma desigual

dade, devido a A.P. Calderdn, ver [61.

2.2.1l. DEFINICAO. Seja G = (G;+Gysene,G ) um sistema de fun-
¢oes a valores reais, de classe Cl, definidas num dominio D C IR®

satisfazendo:

n
(1) I A, =— =20

onde Aj 530 matrizes constantes dxm e BG/axj sdao os veto-
res colunas tendo componentes aGi/axj, i=1,2,...,m. Dizemos en

tao que o sistema (1) & um sistema eliptico se para um vetor co

luna m - dimensional v e uma enupla X = (Al,...,kn), a condi
cao

n
(2) T A. A.v =0

j=

implique




(3) v =20 ou A= (Al,...,ln) =0,
e gue as matrizes Aj sdo as matrizes do sistema eliptico.

2.2.2. LEMA. Sejam v e ul,...,un vetores de IRm,_A=(Al,...,AnJ

e Ay,...,A as matrizes dxm de um sistema eliptico.  Supo-

nhamos que

n

(1) L A, u(j) = 0
=1

e
n

{(2) I A.A.v =0 (portanto A = 0 ou v = 0)
3=1 13

Entdo, existe um niimero real a, 0 < a < 1, tal que

n . n .
(3) max z (u(j) . v)2 < T ]u(J)]2
Jvl=1 37 1=

a dependendo somente da familia de matrizes (Aj)j.
DEMONSTRACAO. Esge lema foi demonstrado por Calderdn. Ver [6].

2.2.3. PROPOSICAO. Todo sistema conjugado, F = )y en r e um

sistema eliptico.
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DEMONSTRACAO. Sejam ) = (ysdyedgidy) e vs (V1+Vyevy,v,) ele-

mentos de IR4 que satisfagam o sistema:

onde as matrizes Aj sao as matrizes 8x4, (2), em 2.1.1. Para
provarmos a elipticidade de F devemos provar gque A= 0 ou v=20.

Suponhamos gque v ¥ 0 e, entdo, provemos que A= 0, Com efeito,

4
r AA.v =0
§=1 J 3
& equivalente a
Alvi + lzvz = 0 (i) ’ A3vl + k4v3 = 0 {v)
-klvz + szl =0 (idi) ’ —A3v3 + A4vl =0 (vi)
klv3 + 12v4 =0 {(iii) . A3v2 + A4v4 =0 {vii)
—Alv4 + A2v3 =0 (iv) . —k3v4 + A4v2 =0 (viii)

Suponhamos que vy # 0, por exemplo. Entac, de (i) e (ii) con-

cluimos gue:
Ay = = A,/ v v e Ave o+ ave = 0
1 S20 71072 2°2 2°1 ~ '

como vy # 0 entao Az = 0, e assim também Al = 0. Com mesmo
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raciocinio, usando (v) e (vi) provamos que Ay = A, = 0. Assim,

v # 0 implica gue A = 0, logo o sistema & eliptico.
Depois destes preliminares estamos em condigoes de enun-
ciar e demonstrar o resultado mais importante deste capitulo.

2,2.4. TEOREMA. Seja F = (uk)kEED um sistema conjugado. Entao

(i) Existe p, 0 <p <1 tal que |F|P & sub~harmbnica, isto

-

€,

A - . D
ﬂlFJp _ 9 F g F d F 0 g

P
(i) Existem p; e p,, 0 < PP, < 1, tal que |F| 1 & sub-har-

P
monica com relagado a (x,s) € IRf e [F| 2 & sub-harménica
com relagao a (y,t) E.IRi ;, isto &,
p 2 2 P 2 2
A10|F| 1. ﬁ-% + E—%—z 0 e A01|F| 2 - §~% + E—% > 0.
08 dxX ot 3y

Antes de demonstrarmos o teorema, fagamos alguns comentd —
rios sobre a sub-haomonicidade de uma fungao. Lembremos que uma
fungao continua, ¢ , sobre um dominio U C m™ & sub-harmdnica
se, para cada ponto x € U, existe ry > 0 tal que

(1) b(x) < —=

Y1

=T f ¢ (y)dy
r jy=x|=r
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para 0 <r <r ,onde w . &amedida da esfera unitiria
Zm_l em IR™, Se ¢ & de classe C2, € bem conhecido que a de
sigualdade (1), & equivalente a A¢ > 0 em U. Se ¢ = ]F|P, en

p—— L - 2
tao, nossa funcao e de classe C em

Vv = IRf xIRi - {(x,s;y,t)| F(x,s;y,t) = 0}.

Assim, teremos a desiqualdade do valor médio, (1), desde que
provemos que A §(x) > 0 sobre V, uma vez dque ¢ > 0 implica a

validade de (1) para os pontos x tais que F(x) = 0.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.2.4., Provemos (i). Com os comentarios

feitos anteriormente vamos nos restringir ac conjunto

v = {({x,s;y,t) € IfoIR_E | F{x,s;y,t) # 0}

Calculemos A|F|F .

31F|P _ arem) P2 p-2 3F
) oS = p|F| (55 * F)

2 P : ) E_

-4 3 2 2

3_J£:£_=p(p—2)IFIP 4(£-F) +P|Flp_2f|%'gl + (& g - F)J
aos 98
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2o P el e |P . A2 P
Semelhantemente calculamos 3 [FI ’ 2 IFI , 3 ‘F’ .
2 2 2
4 ot oy

Assim,

-, 2 2.
AEP=pe-2) PPl m e Eop2s L2y g5+ P} +

p—2 2
I PSR + 17 22 . 12
2, N2 "2 2
+ P -(a g + 8 g + 8 §-+ 9 g)}
05 X ot 9y

Levando em conta a bi-harmonicidade de cada uk, temos,

alR|P = plr [P EE )2 4+ 32

BF 2 ., |OF
e + |52

+ gl

+ -2 [P 2 2 (En2y (B,

Aplicando o lema 2.2.2 com v = F/|F| e ul = dF/ds, u2==aF/Bx ’

u3 = 3F/0ot, u4 = 3F/3y temos que existe um numero &, O<a<l,
tal que
(-_E_,Q.E]z.f- ___E'_-_B_F)2+(F .£)2+(L;£2

[ A

R Pl 5% Pl 5t IF| oy
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dF 2 oF 2 oF (2 ok 2
<atlggl? « Iggl® + I5l® 10T

Assim, se p > 2-1/a, temos que p-2 > -l/a e portanto

gue ﬂ]F]p >0, 0O que prova (i) do teorema.

Prova de (ii)}. Provaremos a sub-harmonicidade apenas com
relagﬁo a (x,s), com relagéo a (y,t) segue analogamente. POr
hipotese, F = (uk) € um sistema conjugado, logo suas componen-—

tes satisfazem as segquintes equagoes, de (1), na definicao 2.1.1.

Buoo aulo - ) o au0l*7+ aull )
EE) ax d 9s ox

.Buoo ~ Bulo o ..BuOl ) .Bull s
ox 3s ' Ix 2s

Podemos colocar essas equagoes na seguinte forma matricial:

ST IF _
By g tByp3x =0 -
onde
.-'X
1 0 4] O 0 1 8] ¢
o -1 0 o _ i 0 0 0
Bl = e B2 =
0 0 1 0 0 Q 0 1
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Assim, temos um sistema eliptico, uma vez que se,

2
jil A.B.v =0 entao A=ﬂll,A2)==0 ou v==(vl,v2,v3,v4) = 0.
Logo, pelo lema 2.2.2, existe a s g < al < 1, dependendo ape-

nas de Bl e B2 tal que:

F F, 2 3F. 2 LBF 2 . L BF, 2
(1) (—--—)" + ( '——J a, (|1— + | —
Pl 4e ] 1 IBt] Iaxl

P P,
Calculando o laplaciano, AlOIFI l, de |F! 1 com relagao a

(x,t), p, a ser determinado, temos,

P p,-4
1 1 BF 2 - BF 2
A‘loiFl = pl(pl-z)lFl {(F » } + (T » }
N {|8F 2, |3B12, g R X 2
Py 3% 2 2
a8 ox
2 2
Como F & bi-harmdnica, entao i g + E—% =0 ,
35 s

Logo ,
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] b
1 1 oF 2 aF 2
Mol L = pyp ()22 pEE

ps| T olaxlT Tt
+(py-2) [ - 82y (B 0F, 2
|F| ds ¥ | ox
Tomando P; > 2—l/a1 ;3 em (1}, entao pl-2 >1l/a e, por-

P
tanto, ﬂlO[F] 1 > 0, e assim a primeira parte de (ii) esta con

cluida. A segunda parte & provada analogamente.




capITULO IIX ’ L

L ——

0 ESPAGO DE HARDY HI(RZ x B?).

0 objetivo deste capitulo & introduzir varias definigdes

do espago de Hardy gl(IRf><IRf) e mostrar suas equivalencias .
Estas definigOes sao as dadas pela via analitica, via a fungdo

maxiral, via as transformadas de Hilbert parciais e dupla.

3.1. OS5 ESPACOS Hl(mfxmf).

x ' 1 -2 2, - '
3.1.1. DEFINIC.AO.’ A classe de Hargy Hanal(m+ b IR+) & o espago

vetorial dos sistemas conjugados que verificam a condigao:

(1) - sup H[F(x,s;y,t) jd= dy <™,

.2 .

N 1 2 ‘
Munimos -0 espago Hanal(ﬂ{+XJR4) com a normas

(3 - HIFII 1 - = Sup ' JJ]F(XrSFYrt) jax dy
: - 8s,t>0 '
anal

3;1.2. DEFINICAQ. Seja f € L1(1R><1R). A transformada de Fou-

rier de £ & definida por:

-
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+

f(x,y) - JJ f(xl'y!)e?’ﬂi-(}(x' fYY'). dx,-dyl _

3.1.3. DEFINICAO. Seja £ € Ll(IR x IR} . Suas transformadas de

Hilbert, H . f, k € 0, sdo as distribuigdes temperadas definidas

k
por:

F(H) ,£) (x,y) =1 59 xf (x,¥)

isgy E(x,y)

F(HOlf) (X,¥)
F(Hllf} gx,y)' = (1isgx) (i sgy)%(x,y) .

Da mesma forma sac definidas as transformadas de Hilbert

de uma medidél de Borel finita U sobre IR X R.

3.1.4. _DEFINICKO. H:L (IR X IR) &€ o espago vetorial das fungSes

Hb
Ll(]R XIR), a valores reais, tais que suas transformadas de Hil

" bert, ka, estiao em Ll (IR xIR).

1 s
Munimos o espago HHb(IR X IR) com a seguinte norma:

1£1 ;= 3 Am fl,
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1 .
Notamos que se £ € HHbi' entao'ff{x,y)dx:O,'Jf(x,y)dy==0,
isso decorre imediatamente da definigdo 3.1.3.

Observamos que quem primeiro trabalhou com tais transforma

das e com O espago H;b(ni><IR) foi Sato [13]. Este . definiu,
1

- 1 , - 1
tambem, o espacgo Hmax e mostrou a equlvalenclg do Hmax e HHb'

via métodos probabilisticos [13]. O objetivo deste capitulo &

1

1 ' . ~
introduzir o espago H e mostrar a equivalencia com Hpy, -

anal

1 ~ , -
Observemos que se f € HHb' entac, os momentos na diregao
x ‘e na diregdqo y sao nulos. Dai o fato do espago das fungoes

rapidamente decrescentes, $(IR x IR), nac estar contido em Héb'

0 que faremos a segquir & dar a definicao do espago

1 2 2
Hmax(m+ g J:R+) -
No capitulo I, definicao 1.3.4, definimos a Jungao maximal "

de uma fungao bi-harmdnica u, sobre IRE:<IRE por:

u* (u) {x,y) = sup  [u(x,s;y,t)]
' s,£>0
- & l 2 2 - N u
3.1.5. DEFINICAO. Hmax(IR+ x IR]) & o espago vetorial das fun-
~ - 2 2 s
goes bi-harmonicas reais, u, sobre R, XIR, que verificam

u*(w) € L' (R x ®).

. 1 2 2, .
Munimos Emax(ﬂl+><IR+) com a seguinte norma:

R T A . R TR
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Tul 2 = lu* (u)!

max 1

l 2
. 3.2, anal(IR x IR ) C——-—a»H (IR IR.)
O objetivo deste paragrafo & mostrar gque o espago Hanal
esta continuamente imerso em Hl .
. “max
3.2.1, TEOREMA. O espago il estd continuamente imerso em H-
* anal max

DEMONSTRA(;AO Seja F € Hl

anal’ Logo F = (uk)kEEl satisfaz:

sup lu(+,s ; o,t)ﬂl < o,
s,t>0
Assim, cada uy @ bi-harmdnica e mais, u¥(ug) € x! (IR xIR) -,

pois:

. {
| JJ]u}t(_uk) (x,y) |dxdy = “ sup |uk(x,s;y,t) Id.x dy .

s,t>0

Mas,
Iuk (X,s5:;y,t) i < IF(X,S}Y,t) Ir

leogo,

sup  |u, (x,s:y,t}| < sup [F(x,s;y,t)].
s5,£t>0 s, £ >0




Assim,

IJ sup [uk(x,s;y,t)[dxdy < [[ sup |F(x,s;y,t)|dxdy < o
s,t>0 s,t>0.

e entdo,

1
k.3
u k(uk) €§L (IR xIR) com

» _
H_uk(_uk)lil < IFh 1 .
anal

Entao, definamos u por:

ul{x,s:y,t) = I uk_(x,S:y,t)
kel .

— - » -~ . 2 - 2 - -
e entao, u e bi-harmonica em ]R+ X IR_I_ ¢ alem disso temos:

llu*(U)IIl IJ sup |u(x,s:y,t) |dxdy <
s, t>0 -

hd ff sup ( I ]uk(x,s=y,t)!dxdy
s,t>0 ke0O

< L fJ sup ]uk-(x,s:y,t) |dxéy <
keO s, t>0
- xeo | gt HE

anal anal

39
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. 1 ' _
Assim, a cada F € Hanal fizemos ' corresponder um elemento
1 _
u & H com
max

Ry 1- 2 cirl

max anal

3.3. EQUIVALENCIA DAS DEFINIGOES.

1

Hanal

(R? x %) ~ 1} (R x )
+ 4 Eb .

A seguir provaremos um resultado que € o ponto central pa-

ra a demonstragéio da equivaléncia entre os espagos Hinal(mf_xmf_)

1
e HHb(IR xIR).

+

1 2

: _ - 2 -~
3.3.1. TEOREMA. Seja F = (uk, k€0 & Hanal(IR+XIB+). Entac

- existe uma constante C tal que

(1) ” sup IF(X;S‘:yft)Idxdly < C sup ”IF(X.S:y:t) faxdy ,
5,£t>0 s,t>0

{(2) lim F({x,s;y,t) = F(x,y) ,
g,t->0

. 1l
existe em quase toda parte e em norma L™ ,
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DEMONSTRACAO. Vamos supor gque cada u assuma valores no espa-

k
o Vv, = {{x,0,0)/x € IR}. Tamb@m, vamos considerar um outro es-
§ 1

pago de Hilbert, V2, de dimensao finita e seja V = v, @ v, a

soma direta de V, e V (Vl e Vé sao complementos ortogenais

1 2
em V).

Consideremos um sistema conjugado

2 2
¢ vy, lfe ) s Ry *R, —>V,

que satisfacga

(3) ¢|(x,s;y,t) 12 =2/ [x2 + (l+5)-2] 2[y2 + (l,-!-t)zl2

Um tal sistema conjugado existe. De fato, consideremos a

seguintemﬁungéq definida sobre IRf><Iﬁf
(4) H(x,s;y,t') = (1/2)10g [ (x” + (1+512)"l(y2 + (1+e)H 7Y
Como.:

1| L+s)? =)/ )2 = - 3—?%

as axX

2
8 H 2x(l+s)/[x2 + (1+s)2]2
989 =
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. As expressoes de BzH/Bt2 ‘ 32H/8y2 e 32H/Bt8y sao identicas.

Assim, H & bi-harmbnica.

Definamos cada Vi 7 k € 0, por:

_ 3% 3%m 3% o%m
Voo = (T2 2 )
as~ ot dsdx dotdy
e = @ 9% 2% a%m
r
0 Tysax at? " ax? atay
_2%m 2%m 3%y o%
Vo1 = (T3 ' 2)
as” dtay as8dx dy
N2 2z 2 2
_%m 3% 3% a%m o
vy = ( il aTH,

r
11 5e0x otdy | 9x° oy

-

Como H & bi~harmdnica & facil concluir gque cada vy ‘&

também bi~harmOnica. Agora, calculando as derivadas de primeira

ordem de cada vk, temos:

Voo  8%m #%m  3°m  3%m
_‘(3 2! )

5
3s 3s>  3t® | as?ax  dedy

Ix -8523x 3t2 Bsaxz'atay
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oo 24 2% 2% - o3
a3t 3s? atd  ssdx  stlay
_avoo a_2H 83H 'Bzﬂ "'33H
(—5 —5 3)
oy 0s st oy 0s8x otay
19 3% 9%H  3°m  9°%H
9s ds"ox ot 9sox dtay
319 i 331 5% »°m '82H)
1
ax 3s3x>  9t°  ax°  3tdy
V0 52 a3m 3% m
( L
at asgx ot ex~  dtT oy
Y T .
[ ( 2 ] 2 R 2)
3y . dsox 9t 3y ox atoy
Vo1 235 3% o%m B2
s a8 otay ds dx dy
o1 33w a2%m 331 2%m
( 5 ’ 5 2)
90X 9s"ox dtoy 0s9x oY




2

Voo  a%m odm % o
- ( 2 2 r 2)
at s 3t oy dsdx dtoay
Vo1 _ 3%m - 9%m  8%m - 37m.
== 3 3)
ay ds otoy dsdx oY
vy, =_(33H a2y 83y a,2H)
3s 5s°3x 0tdy  9sdx° oy°
vy 93w 3% 9%m 82w
X 989x oty ax~ 9y
ovy, ='('82H 23y 221 3% )
ot 3sdx  ot2dy | dx°  atdy>
Wiy a%p 3w % 3w
- ( 2 r 2 3)
At 3sdx otdy Ix 9y

pela bi-harmonicidade de H,

sistema conjugado. Tambem,

concluimos que

lo(x,siv 8|2 = £ V2| =
keO

2
= (5

I; BH)Z (
3s

0 H

atay

1 +

(VkrkED)é

a4

um
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2 . ' 2
+ CDPED T Y e
ox ay otay
a2 2 2 2
D Y R L . s R
9X9s otoy ot By

2/1%% + (1+s) 212 [y? + (1+t) 22

e assim existe um sistema conjugado ¢ = (v, , k € 0 tal gque(3)

se verifica.

Tambem, afirmamos que Ivkl —> 0 gquando |(x,s)| —> @ inde

pendentemente de (y,t}, peois,

vy (x,85yet) | < |o(xysiy,t) | = v3/[x2+ (1+s) %] o (ae) F) <
k — | =

< VZ/1x% ¢ (1s) 7.

e, analogamente, kal —> 0 quando |(y,t)]| — = , independente

mente de (x,s)..

4+ N
+ n

Para cada € positivo, seja F_ definida sobre R

onde Tﬁz = {(x,s) € IR2/'s > 0} , por:

(5) FE(x.s=y.t) = F(x,s+e;y,t+e) + e ¢(x,s5;7,t)

Pondo:
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- (6) ui(x,s;y,t)_= uk(x,s+e;y,t+e) +e ¢(x,s;v,t) , ke O

2
+ -

2

L e em (y,t)fEfﬁ

E o e
temos que cada u_ & continua em (x,s) € IR

, fixado (y,t) e em (v,t) €

, . —
Agsim, F_ & continua em (x%,s8) € R

2 . o 1
€ IR+ , fixado (x,s)._Tambem, pelo fato de F € Hanal' temos
gue, para cada k € 0, existe uma medida de Borel finita, My v
tal que
- = —_r ! — ] ] ]

uk(x,s,y,t) JJ Ps(x X )Pt(y v )duk(x AN
Entdo, para cada € fixado temos gue

uk(x,s+e: Y;t+s) converge para zero

. quando |(x,s)| — » , ou quando | (y,t)| — e, pois,
5 + € t +e

uk(x.8+€;y,t+s) = ” > duk(X',y').

(s+e)2+(x—x')2 (t+€)2+(y—y')

Suponhamos gue P seja medida positiva, pois se nao for, tra-

balhamos com sua parte positiva e negativa,
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5 + &

1uk(x,s+e;y,t+€)| < (t+e)_l'[J 3 duk(x'.y')

(s+€)2+(x—x')

=1 IJ s 4+ ¢
< e du, (x',y').
(s+a)2-F(x-x')2 k

Mas,

Pyt 51 < 1/(s+e) < 1/,
(s+e)} ™ + (x-x') .

Lim (s+e)/[(s+e) 2+ (x=x)7] = 0

I{er) I -+ w

~para todo € positivo. Ent?Ao, como a medida do espago & finita,

temos, pelo teorema da convergencia dominada, que

2

uk(x,s+€:y,t+8) —» 0 guando I(x,s)| —» », (x,8) € E§+

unifor-
. a2 s '
memente em (y,t)EEIR+ , para tolco & positive. O mesmo aconte-

cendo quando |(y,t)| — = . Tambdm

2 c | 2 2
F {(x,s:v,t)|" = 1§ |u (x,s;v,83|" = 1 [u + ev | =
I*e | keﬂlk | xeo K k
=z (u +ev)-(utev ) = I ]ukl2 + e I Ikaz .
kenO - ke ke

uma vez gue Vl e V2 sao complementos ortogonais em V.
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Assim, ]F€|2 é positivo.

Resumindo, a fungao F8 tem as seguintes propriedades:

(7) FE e continua em {(x,s) € Eﬁf (resp. (y,t) € fﬁi) para cada

par (y,t), (resp.(x,s)).

{(8) F€'m+~0 quando [(x,s)] — o, (x,5) € Tﬁf , uniformemente em

{(y,t) € ﬁii'. 0 mesmo ocarrendo quando i(y{t)]'—%>m em iﬁf.
(9) |F_| > 0, logo, pelo teorema 2.2.4 , temos que existe q,

0 < g< 1, tal que |F€|q € bi-sub-harmdnica em IRi x:Ri.

Definimos, agora, a seguinte funcao sobre IR2 :

(10) g_(xiy) = [F,_ 06,057,019 = ((F(x,e57,60) % + e? (6 037,00 HY?

Assim,
_ ) -
!ge(x,y)l < (|Fix,ery,8)] + €]¢(x,0:y,0)[7)7 .
Tomando p = 1/q, logoe p > 1, entdo

IgE(x,y)]p < |F{x,e;y,e)| + €]é(x,0:y,0) |,

entao,
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JJIgEIP dxdy < IFl + gnq;ul'

Banal

onde
2 2
H¢Hl = IJ /f/(x +1) (y"+1)dxdy

Assim, 9, e tP(R xm) e mais,

(11) ngllg CHED ot ||q>||'l

Hanal

Consideremos agora a integral de Poisson dupla de < PR
(12) Ge(x,s;y,t) = JJ Ps(x—x')Pt(y—y')ge(x'—y')dx'dy' .

Assim, por Fubini,

G (x,87y,t) = JPS(x—x') (J P y-y"g (x',y")dy")dx’
Como a fungao em x'; para cada par (y,t) fixado:
= -y ! 1 J 1
h(y't)(x) JPt(y y )ge(g yv')dy

€ continua em x' e se anula no » guardo |x'| — = , entdo, te

mos que P_ # h(y t)(x) & a integral de Poisson de uma fungao
) r

continua e que se anula no . Assim, wl(x,s) = Pg * h( {x)

y.t)
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converge a zero, quando |(x,é)f.%%?m, para cada par (y,t) fixa-

do. 0 mesmo ocqrrendo com wz(y,t) = Pt *-h(x,s)(y)' Assimnm, a

integral de Poisson dupla GE tem as seguintes propriedades:

(13} Para cada par {y,t) fixado arbitrariamente, tem-se que

2

Ga(x,s;y,t) & continua em (x,s) E-T§+ , {0 mesmo ocorren-

do em relagdo a (y,t) € iﬁf).

2

(14) Ge(x,s;y,t) converge a zero guando ](x,s)|'¥%>w, am E§+ ’

para cada (y,t) (o mesmo ocorrendo em relacao a @yt)Efﬁf);

(15) GE(x,s;y,t) & bi~harmonica, logo AlOGE >0 e AOIGE >0,

onde ‘com 610 (resp. AOl) estamos indicando o laplaciano

em relagdo a (x,s) (resp.(y,t)).

. () . = i ) =c : Y = - d
(16) G_(x70;y,0) lim (P_P.) * g_(x,¥) =g_(x,¥) - IFE(x,O.y,O)]
s,t+0

Afirmamos agora gue a seguinte desigualdade vale:

=2 =2
(17) IFe(x,s;y,t)lg < Ga(x,s;y,t) em R, x IRy .
Com efeito. Fixemos (y,0) arbitrariamente. Entao, por (8) e (14)

temos gque para todo &>0 e arbitrario, existe um nimero K,

positivo, tal que:
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Se |{x,s)| > K, entdo IFEIq - G, < 4.

Seja, R = {(x,s) € IRf /1 (x,8)| < K}. Entdo, observemos, devido
© (16), que (|F€|q - Gs) < 8 na fronteira de R; devido a (9) e
(15}, temos que &lo(!F€|q - GE) > 0-.no interior de R; e devi
do a (7) e (13), |F€]q -G, & continua em R (R & a regido
uniao com sua fronteira). Assim, pelo.principio do maximo, ver
[45] (apéndice} temos que-

2
X

L Uy, 0) ).

(18) (|F€|q - GE)(x,s:y,O) < 8 em IR
Agora, seja (x,s) € iff arbitrario. Por (8) e (14), temos que,

dado 8 > 0 e arbitrario, existe nimero M positivo, tal que

Se |[(y.t)| > M entdo (]FEIq - G ) (x,55y7,t) < .
Sejé R = {(y,t) € IRi,’|(y,t)I < M}; Entdo, devido também a
(18), temos gue (|FE|q - G} < § na fronteira de R' ; devido
a (9) e (15), temos qgue ﬂgl(|F€fq -G 2 0 no interior de
R' ; e, finalmerte, devido a (7) e.(l3), temos que |F€|q - G, é

contInua em IR' . Novamente, pelo principio do maximo temos que
q . =2
(JF_|9 - 6) (x,s:9,8) < & em {(x,5)} x R} ,

como (x,s) & arbitririo, entdo (17) estd provada.
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Por (11), tomando € < 1, podemos escolher uma sub-ceguén-—
cia g. due converge fracamente a uma funcdo g de LP, gquando

e —0 , isto &,
{19) Jf fix',y") gé(x';y')dx'dy' converge a
” £(x',y") g(x!,y')dx'dy’

. ’ ~ ) t
guande £ tende a zerc, para toda fungao f de P . Assim, por

(11), concluimos que

P
(20) Igth < aEl )

Hanal

" Seja G(x,s;y,t) a integral de Poisson dupla de g, isto

=¥

G(x,é;y,t) = (PsPt) * g(x,y).
eqéo,

q 2 2
(21) [F|Z(x,s:y,t) < G{x,83y,t) em IR, x R

Com efeito, temos que ]Fslq converge a ]F|q, quando ¢ —» 0 ,

pela propria definicao de Fe. Também, pela convergéencia fraca,
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tomando em (19), f(x,y) = Psfx—x') Pt(y—y') ’ temos que
Gs(x,s:y,t) converge a G{x,5;y,t) quando E.;—>0, dai a valida
de de (21). Assim, de (21) concluimos que

[F[(k,s;y,t)' (G(x,s;y, )%,

[ A

e entao,

sup |F|(x,s;y,t) < ( sup G(x,s:y,t))F
Sl't>0 i S,t)O

Como G(x,s;y,t) = (PSPt) * g(x,y) e g € LFP , p > 1, entac, pe

lo lema 1.3.6, temos que

- 1
Wt (G) (x,y) = sup GGtsiyet) < oMo Cur i) e, y)
: s,t>0 : .
e assim,
sup |F|(x,s5v,¢t) < C[MOl(Mlo(u*(G))]p(x,y)
s,t>0 .
e assim,

II sup |F(x,siy,t)]d=dy < C jJ (M01(Mlo(u*(Gn)p(x,y)dxdy

s,t>0

e ent3o, pelo lema 1.3.5 , temos que
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[I sup IF(x,s;y}t)Idxdy‘i éHMOl(Mlog)Hp ,
s,t >0 P

e pelo lema 1.3.3.,

sup |F'(x,s;y,t) |dxdy < cligl®
s, t>0 p

e entao, de (20), vem que

JI sup |F(x,s;y,t)|dxdy < ciFl 1 .

s,t>0 Honal

o que demonstra (1) do teorema.

Passemos a demonstragao de (2). De (21), concluimos que
luk(x,S:y,t)I j'(G(x.-sw,t))P '

para todo- k € O. Como G & a integral de Poisson dupla de gGELp,
p > 1, ‘temos gque G & nao tangencialmente limitada, vej~ [17}],
pag. 70. Assim, cada g @ ndo tangencialmente limitada e en-

tao,

sup uv{x,s:;y,t)
5,t>0 :

existe em quase toda parte, ver [1l7]. Logo, existe em quase to-

da parte o limite:
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{22) sup FP(x,s:y.t) = P(x,v)
s,t*+0 ‘ )
. 0l .. 10 -
e pelo fato de |F|(x,s;y,t) < M (M  /u*{G))), entdo pelo teore

ma da convergéncia dominada, concluimos que o limite també&m exis

te em norma Ll, o que completa a demonstragao do teorema.

3.3.2. COROLARI(Q. Um sistema conjugado F = (uk, k € O) estad em

1 2

2 . -
Hanal(]R+><IR+) se, e somente se existe umg funcao f em

H;b(m xR) e existem constantes Cl’ C2 positivas tal que

(1) c Irl 4 < ﬂfll. 1 S CMFf

H 1

anal Hb _ Hanal

. DEMONSTRACGAO. Inicialmente consideremos £ € H}]]-b(m xIR). Logo

H f € Ll(IR x IR), para todo Xk € O. Definamos, ent3o, y sobre

IREXIR_?_ _por:
{2} uk(XrSFYrt) = (PSPt) * ka(X;Y) .

k

A seguir, verifiguemos gue F = (uk, k € 0} & un sistema conju-

2

- e am - - . 2
Assim, e facil concluir gque cada u, e bi-harmdnica scbre R, * IR+.

gado. Para isso, tomemos a transformada de Fourier de ., em rela-

gado a x e y:

w (x,857y,4) = (B.P) (x,y) (HE) (x,v) -
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1 _ ~ o ~
Como ka € L~ , entao (ka) € L , e entao,

{J|uk(x,s;y,t)|dxdy < "(ka)lh”JJ(PsPt) (x,y)dxdy

L

Assim, u € b e portanto vale a formula de inversao da trans

formada de Fourier:

=2mi (ux'4+yy')

uk(xAny,t) = JJ uk(x',s;y’,t) e ax'dy’' =

=[] egr” ety ) eyt @TITREENI gy

ol -~ ~~ - - ¥ ]
= IJ Ps(xr) Pt(yi) (ka) (x',vy") e 27i(xx"+yy ') dxldyl ,
onde Ps e Pt' sao as transformadas de Fourier 'de PS e Pt
em relaéﬁo a x e a y, respectivamente, e mais

P (x) = e~2w|xls o B (y) = e-2w|y|t .

g : t
Assinm,

JJ ewz'fr]x' [s e--21r|y' Ith(x',y') o 2milxx! +yy') dx'dy"

uoo (X!S;th) =
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uy o (x,8iyt) = ” “2nlxtIs 2Tl It (s oy £ ey 2L O Y ) g 'y

.
i

uOl(x,s;y,t)=”e'2“fx'|S e'z“IY'|t(1sgy )f 'y e =21 (xx'+yy') ax' dy"

~2mi (xx"+yy’ )dx.dy.

” 2Tr|X |s "‘2"'T|Y H:-(:Lsgx')(j_sgy')fA x',y')e

ll (x, Sry.rt)

Entao,

g0 ”(-—Zﬂlx e 21|x"|s 2Ty [t & £ &,y e-—2ni(xx'+yy')dx,dy,
ds '

{ - - ~ I_' . » 1 .
00 _ JJ (-2mix" e an|x' s e.z"TIY'It £ (xl’yl)e 2mL (xx"+yy') dx'dy"

3

00 jﬁ(_zﬂyi l)e"zﬂlx' ].5 e_ZﬁIY' It fA (<" ;Yl).e_z'"i (xx'tyy') ax'dy"
ot

u | : |
~2m | %! -2 -2 ' '
330 ” (-2miy* )e mlx'|s mly! |t £ (x" y e 'ﬂ'l‘(XX vy } ax'dy"

3 ' ¥ - ~ R, 1 '
Lo ” (-zmixt)e2MX" IS G720y It £ (r 02 YY) goagy
oS

31.110_ - - J[ :‘(2,"[}{1 I )e—2w|x' IS e"2T|'|Y' !t fA (xil’yl)e_z'ﬁi (xx"+yy') dx'dy"
ax . )



58

dn ) - L ~ M.t ' '
10 JJ (“ZTTIY' “e"'Z'”IX' |s e-2“ly ,t(isgxl)f (x',v")e .2171_(10( vy )dx'dy'
ot :

: '—-—Bulo = ” (-Zﬂiy')e_zﬂx' s g2riy't

oy

(isgx'}E (x',y")e 2T XY gy i

..gu

- Y B P [ ~ - s t
0 ” (-2rlx' e 2m)x "SezwIY It(isgy')_f (x',y"e 2mi (o' +yy") dx'dy’
95

01 _ f[ (I—ZTTix')e“z“Ix' IS e—21r|y' It (isgyl)f’\ (X',y')e-zni (xx'+yy') dx'day’

- duyy
3t

IJ (-—2Triy')e—2ﬂx' IS e'."zwfy' It. f’\ (x*,v" )e"‘ZTTi (xx"+yy*) ax'dy"

S | t A —_ ' 1
01 Lf (21T|y,“e—21'rlxifs 2rly “: £ ' y')e 21r1(xx.+yy ) ax'ay’

=

s

I

3 . ' ' ) N | |
ull J! (2‘IT|x' |)e_2'ﬂ'IX JS e-—27T|Y It(ngY')f (x',y')e 27 {xzx +yy ) dx'dy'
o . .

ou, " . . s .
Y11 =H (i) e 2TIE 1S G 2TIY € ooy 6 o o0 2T YY) gagye
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. - JJ (-2Tl'iy')e—2ﬂ’x. IS e"ZTT’y'lt(ngx,)fA (xl’yt)e"z'"'i (m{l_yy')dx'di"

. ,au ) | ~ ) L] ]
L - ” Canfy e 2TIE 8 2N IE g ey (et ) 2T OXTHY gy
3y

Assim , (uk, k € 0) & un sistema conjugado. Para concluirmos que

- l 2 2
F = (uk) esta em Hanal(m+x IR.) basta provarmos que:

sup ”]F]dx dy < o,
s,t >0 _

Com efeito, por (2}, e pela desigualdade de Young, |

”[F(X.S:y,t)ldxdy = ” ( Z .]1.1k|(5<,s;y,{:)Iz)l/2 dxdy <
ken :

*

i”( L _fu (x,s;y,t)|dxdy = I ”Juk(x,S:y,t)idde =
ke O ken

= f =
LI (PP » B El, < kéD IP_P Iy IH £,

=z I ElL, = If] .
kep x1 TEy
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, o - 1 2 2
Agsim, concluimos que F = (uk) esta em Hanal(IR+-xIR+)’ e
_mais, '
(3) IIF!IHl < HfHHl
anal Hb

Agora, consideremos F = (uk) € Hl l(H2f><IR

mos que

Assim, para cada -k € O, existe uma medida de Borel finita Wy r

sobre 322, tal que

(4) uk(XrSFYrt) = (Pspt} * “k(x:Y) "

Alem disso, pelo teorema 3.3.1 , temos que

sup u (x,s;y,t) = £ (x,7) ,
s5,t=0
l . . l
existe em norma L~ . Afirmamos que f00 esta em HHb(IR><IR) .
e mais, kaOO = f, . Para isso, usamos transformada de Fourier.

- De (4), témos que:



uk(x,szy;t) = (PSPt) (x,v) * My (x,v)

_ e-2w|xIs e—ZWIYIS ug\(x,y) i

Assim,

~

uk(x,szy,t) —> iy (x,¥)

quando s,t —9-0.'Assim,

fat

By (x,y) = £, (x,y)

e ent3o,
. duk(x,y) = fk(x, y)dxdy

assim,* de (4), obtemos,

uk(x,s;y,t)l='JJ PS(x-x') Pt(y—y')_fk(x'.y'?dx‘dy' .

e assim,

~

(5) w. (xrsiv,t) = (BR) (x,¥) £ (x,7)

e entao,

61
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-

JJIuk IX:S:Y{t)ldde.ﬁ JJ P, (x")P. (y')]f (x',y")lax'day" _

< IIfk]]m . J[ e"‘2TI'SIX'f e_zﬂtly'.]dx'dy' = Cufk"

-~

Logo, u, € o e portanto vale a formula de inversdo da trans - .

formada de Fourier, isto é:

~

. ' — - ] t
u (x,s5y,t) = JJ u (x',siy',t) e 271 (xx"+yy") dx'dy’

e entao, por (5), vem que:

~ 2mri(xx'+yy")

uk(x,s;y,t) = f[ (PSPt * fk) (x',y')e dx'dy'!

- JJ e"z‘ITSIX'] e"Z’ITt‘y.'Ika (X:'y.)e-'-.?ﬂi(xx'ﬂ’}") d_X'dY’

Logo:

Bu . ‘... r — 1 i . - L ¥ 1
00”__~ JJ(‘ZWIX'I ) e 27s %" | o 21t |y |f00(x',y')e 2mi (xx"+yy )dx'dy'
Js :

) - “(—21Tix') e—27rs[x'[ e—2'nt]y'] f];(x':y') o2 (xx’ +yy') dx'dy’
ax
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: ,3.1.1_00 : .B.ulo

s ax

. 1 o .
Como F = (uk) ? H a1 » ©ntao , logo

Pt

JI (_2.”-]}{!“ e—ZWSIX'IeTZWtIY'] f{)o(x"yl) e-Q“'i(xx"i'YY') dx'dy’

- ” ari () &2 2N R 2O VYY) gy

Assim,

A ~" 0o V1 et foo oy ‘
JJ (-2nlx' | £, - 2nix’ £ e 21s {x' | o antly' | -2mi(x+yy") ax'dy’ = 0.

Assim,
2rix fle (x,y) = -2m|x] fOA0 (%)
“isto &, -
fle (x,¥) = 189X fvo (ﬁc,y)
' entéio_ £10 (x,y) = | (Hlofoo) (x,}_f) |

‘e, com raciocicnio analogo conluimos que

{6) fk (x,¥) = (kaoo) (x,vy)
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Como, fke“ Ll , entao, por (6) concluimos que f00 pertence a

1 .
HHb(IR xIR} e mais,

iE | = % IRHEf. i, = % IEN. =
00" 1 reo k001 oo k1

= I I lim uk(x,s;y,t)lll' < 4 sup ”]F]dxdy = 4IFl 4

0 >
k€ s,t>0 anal

Entao,

(?) REL ;1 X 41Ff 1 .

‘Logo, de (3) e (7) concluimos que existem constantes Cl e 02

positivas tals ques

c, IFl o< §El < C,IFI ’
1 1 —_ H1 - 72 Hl

anal Hb . Tanal

© gue prova o corolario.



CAPITULO IV
05 ESPACOS hl SOBRE O PRODUTO DE FAIXAS

Introduzimos neste capltulo os espagos de Hardy, hl(]RX'IR). .
0s espagos hl(IR) foram introduzidos por Goldberg [ 9 ] conside
rando fungdes harmonicas u(x,t) definidas na faixa unitaria
{(x,t)]x € IR, 0 < t < 1}. Ao contrério‘dos esragos B (R x R)
ja que foram estudados por diversés autores, ndo temos referén-
cias sobre os espagos hl em produtos de faixas. Acreditamos en

tao que estao sendo considerados agui pela primeira vez.

. 1 '
4.1. O ESPACO h_ _,(SxS).

-4,1.1. DEFINICAO. Seja F = (uk)kEED um sistema conjugado de
cauchy Riemann sobre 8 x8§. Suponhamos que Ugo seja simétrica
. L . 3 1 _ 1
em rglagao a s =+t = 1/2. pbizemos que F € hanal(s><8) = hanal
se
(1) sup Ulmx,s;y,t) dxdy < .
O<s,t<l

Definimos a seguinte norma em hanal
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{2) il 1 = sup "”IF(x,s;y,t)]dxdy .

hanal 0<s, t<l

1 ~
[ i -
(uk)kEED hanal . Entao, existe uma

constante positiva C tal que

4.1.2. TEOREMA. Seja F =

{1) JJ sup |F(x,s;y,t)|dxdy < C sup JJ]F(x,s;y,t}faxdy ,
O<s,y<l T O<s,t<l B

e para cada k € 0O, o limite

(2) ‘ tim F{x,s;y,t) = Fk(x,y),
(s,t}) +k

. 1
existe em guase toda parte e em norma L .

DEMONSTRACAO. Por razdes técnicas vamos supor que as fungdes uy
tomem valdres num espagO de Hilbert de dimensdo finita, vy -
Também, vamcs considerar um outroc espag¢o de Hilbert, Vz, de di-

"mensao finita e V = Vl ® VZ.

Consideremos um sistema conjugado

¢ = () eg 5

:8xS —> V

gue satisfaca:
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' : 21X 21y
(3)  14(x,057,0 % < ¢ —E e :
. (l+82ﬂx)3 (l+e2ﬂy)3

Um tal sistema conjugado  existe. De fato, consideremos a

seguinte fungao

| 2
e2wx &°TY } )

7TX
l+ZeTrx senis+te T l+2e“y'senfn’t+e2TTy

(4) H(x,s;y,t) = (1/2)1log(

Entao:
rd
) | _
"8 H _ wzeﬁxfsenﬂs +‘senﬂ5'e2ﬂx +'26ﬂx) = - EEE
5 = _ - 2
08 (1+2e"* senws + 2%y 2 o
2 2 d
3°H _ T e1TX CQOSTS
ox3s (L+2e™* senms + e2wx)2

As expressoes de BZH/By2 p 32H/3t2 e 32H/3y8t sao identicas.

Assim, H & bi-harmbnica em & x8S.

Definamos, agora, as fungdes ka‘k € 0O, por

9% 3% 3%m 3%
Voo = (2 5 ~)
0s ot 9sax oatay
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01

Vi1

Como H & bi-harmdnica, ento, & facil concluir que cada

Yk

(BZH 3%u 32w 82H)
950X 8t2 sz atoy
'BzH BZH 82H 82H'
( 5 ' )
os ot oy 0s9x dy
2% 2% 9% 2%H,
9sdx Jdtay ax> 8y2

€ bi-harménica, também, como:

Moo _ (33H 225 53w 2y |
3 7 2
0s 9S ot . 98 3ax 3tay
Voo _ (o H o°n %M 5°m J
2 3 2
¢ ox ds dax ot dsox otoy
Moo _ 2%m 2’ 2w om )
at 3s? std | asax  atay
Voo _ (BZH 335 a2’ o°m )
Z 2. ! - 2
oy os 3t 9y os3x 9tdy
Mo _ (27m o O R }
=tz 2 ¢ 3
s 3s 9x 3X"3s dtody

at

68
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Mo : 3% 3%m  o%m 3w )
- r
ox 059X 3t2 Ix ot ay
Vg o 3%w 33w 3% o%m
- ( 3 r 2 2 )
at 0sdx 3t X at dy
ST N 320 33w
- ( 2 r 2 R 2)
dy d89x At 9y ox~ dtdy
Vo1 (83H 5°H _3°H 3w
=3 ' T2 5)
9s 98 stay 9s"9x dy
Yor _  2%m 2%m 2%m ofm
X 3s?8x otoy Bsaxz 8y2
Vo1 (azﬂ o2 2% 3%
B R S 5)
at as~ 9t 3y -8ssx dtoy
Vo1 3% 53 3%y 3°m
oy s atoy dsdx oy
avll _ "33H '82H . 33H "82H
0s 0s“dx 0tdy dsox oy

I



Wi 83w a%m 93w 3%y
- ( 2 4 3 2)
ax - 9s0x dtay ox ay~
I s R e
-9t 0sdx odt a3y IxX dy ot
Vi1 3%m 3°n 520 3%H
- ( 2 r 2 3) r
y dsdx otady Ix ay~ .

pela bi-harmonicidade de

conjugado.

H, temos qug (Vk)kEED

-

e um

Passemos & prova de (3). Também, pelo fato de H

harmdnica, temos

, fazendo alguns calculos, que:

2. 2

: 2
2
012 =21 0%+ AE2 @2 2.
oS dsax ot stoy
_ 4 2wx ((senms + senvs ezvX + 2eﬂx)2 + coszﬂsi
= 2[r e i
2nx, 4

(1 + 2™

senf{s + e )

sl

4 21y ((senTt t senmt e®™ 4 2™y 2 4 cos%'t)]

(1-!-2eTTy sentt + e?'"YJ4

Assim, fazendo g =

=0

temos (3}).

ser
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sistema

bi-
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Também
2 :4 2mx [({(1+e2™ 4 22™2 4 1)
o] < 2m e :
(1+té"x)4
A 2™ [(14e2™ 4 2e™)2 4 1)
(1+e2“y)4
< g8 e2T% 2TV (1462TX o 20™%) 2(14e2™Y 4 20"Y)2

(140254 (1462774
e entdo nao & dificil de ver que |[|¢| ~— 0, uniformemente em s,
y.t, quando |x] —> w; e também |¢| —> 0, uniformente em s,x,t,
gquando |y| — « , pois

ean (l+e2nx . 2awx)2

- ' (1+e2ﬂx)4

< c.

Agora, definamos a seguinte fungao:
(5} FE(x,S:y,t) = F(x,s+e:y,t+e) +e¢(x,8:y,t)

com 0 < g < 1/2. Seja:
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ui(x,s;y,t) = uk(x,s+€;y,t+e) + Evk{x,s:y,t) ;, k € 0O,

A sequir veremos algumas propriedades dés ui .

(a) u; —> 0, uniformemente em s,y,t ; (t,x,s), quando |x|— o,
(|yl-—ﬁ»w). Com efeito, basta provarmos essa afirmagéo ape-
nas para as u, (x,s+€;y,t+e), uma vez que acabamos de pro-
var esse resultado para as v - Como, por hipotese F==(uk)E

hinal . entéo,.pelo lema 1.4.3, para cada k € O, existe

uma medida de BRorel finita, dvk ; tal que:

. = ' e et "
uk(x,s+e,y,t+€) fJ PS+€(X X )Pt+€(y Yy )dvk(x AR

Vamos supor que dvk sejam positivas caso contraric, decompomos

avy na sua parte positiva e negativa. Mas,

0 1 _
i Ps+€(x) = PS+E{X) + PS+€(X) =
_ sent (s+e) + senT (s+¢)
2 (coshnx -~ cosn{s+c}) 2 (coshmx - cosu(l=-s-c})

0 < em < m(s+e) < 7

0 < w(%~—e) < m{l=s=-g) < w{l-eg) < T
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assim,
cosT (s+e) < cosh e

cosn(l—s—e) < cosn(% - €)

e, entao,
coshnrx - cos..f(s+e) > coshtx - cosme > 0.

coshnx - cosw(l-s-g) > coshmx - cosn(%-—e) > 0

logo.

_ 1 | 1
Ps+€ (x) = ) " 1
2(cqshwx — COSTE} 2{coshnix - cosw(E-E))

assim, P_- (x) ~=>0 quando |x| —> « , uniformemente em s, e,
P.(x) 2 L + = T <C_ .
2(l~coswe) 2(1—cosn(5-€)

Entao, com estimativas semelhantes para Pt+s(y)' temos gue

—_r Yy . R
PS+E(x x') Pt+€(y y') <

< C_{ 1 + 1 1 )
& 2(coshm (x-x')~cosTmc) 2(coshn(x—x')~cosn(§ - £))
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Também, como a medida av, é finita, a constante & integravel,

assim, PS+€(x—x') P (y-y') & majorado por uma fungao integra-

t+c

vel, e pelo teorema da convergéncia dominada temos gue:
—r ! | 4 ]
” Poye (o P, (yy") Ay (x',y") =0

uniformemente em y,s,t, 0 < s,t < 1/2, guando |x|] — « para

T todo 0 < ¢ < %

zero & unforme em x,s,t, quando |y| — e« , 0 < s,t < 1/2.

. Analogamente, provamos que a convergéncia a

Por (i), & facil ver gque |¢|> 0 e assim, conluimos que
|F€| > 0. Entao, por resultado semelhante ao teorema 2.2.6, pa-
ra o duplo produto das faixas, concluimos que existe q, 0<g<1l,
tal que |F€[q € bi-sub-harménica. Lembramos também gue F e ¢
sd0 simétricas em rélagﬁo a s =t =1/2, Também, & facil ver

gue Fe é’continua er (x,s8) €S e em (y.t) € S, separadamente.
’ . , ~ 2
Agora, definamos a seguinte fungao sobre IR,
(6) g_(x,y) = [F_(x,0;y,0)[% .
Asgim,

ge(x,y) = |F(x,e3y,€) + e¢(x,0;y,0)]q =

(F(x,e5v.6) ]2 + £2]6(x,0:y,0) | $)3/?

< |F(x,e;v,€)| +e{¢p{x,0:y,0)].
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Tomando p = i/q, vem.éue:
legg(x,y)fp dxdy < JJIF(x,e;y,E)]dxdy‘+
+.Eff]¢(x,0;y,0)]dxd§ .
Por (3), temos gue '¢{x,0;y,0) & integravel. Assim,

(7) ngﬂg < IE0 o+ elgl
h .

Tanal

Seja G_ a integral de Poisson dupla da fungao g, em Sxs,

isto e,

-GE(X,S;y,t) = !I Pé(X*x')Pt(y-y') qé(x',yr)dx'dY"

Agsim,
lim G_(x,siy.t) =g (xy).
(s,t) ~0
Assim,
lim G, (x,85y,t) = ]Fe(x,o;y,O)]q .
(s,t) >0

Afirmamos que a seguinte desigualdade & verdadeira:
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(8) IFS(x,S:Y,t) 17 < G (x,siy,t) , em sSx5. .

Para isso, fixemos (y,0) arbitrariamente. Como FE e Ge

convergem para zero, quando |x] — = , entao:

¥§ >0, 3IM >0 tal qgue:
se |x| 3M'-——> IFS(X.s;y,,t)]q - Gé(fo:y»f) <6 .
Também, se s = 0, ou s = 1, vale a igualdade: GE(x,s;y,O) =
= IFE(x,s;y,O)[q , pela definigdo da fungao g_(x,y). Seja Ry

a seguinte regiao:

Ry = {(x,S)' € s / |x| < M}.

Entao, temos que:

a) |p iq - G_ < & na fronteira de R
€ £ v

b) |[F |9 -6 & continua em R _ .
£ TE Y

a _
c) A, {|F] G.) >0 em Ry .

Logo, pelo principio do maximo para fungGes sub-harménicas, te-

mos que

(9)  [F (x,5:7,00{% - G_(x,5:y,0) < & em Sx{(y,0)} .
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Com raciocinio andlogo, se fixarmos (y,1), provamos que

(9%) lFetx,S:y,l)lq - G_(x,s;y,1) <3¢ , em § x {(y,1)}.

Agora, fixemos (x,s), arbitrariamente em 8., Novamente, como GE

e IF€|q se anulam, quando |y| - « , entdo
¥é6 >0 , 3IM > 0 tal gque
se [ v >M — IFE(x,s;y,t)]q - Ge(x,s;y,t) < &

Também, se t =0, ou t = 1, por (9) e (9'), temos gue a mesma
desigualdade vale.

Seja R a seguinte regiao:

(x,8)

- R(x,é) = {(y,ﬁ) e s/ lyl <M

+

Entao, temos que:

{a') [Felq - G_ < § na fronteira de R

(x,s)
Yy |F] T - G_ & continua em ﬁ(x,s)
' q _ :
(c )'ﬂOl(lFEl G.) >0 em R(x,s)
UONICAMP

BIBLIOTECA CENTRAY
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Logo, pelo principio do maximo para fungoes sub-harmdnicas, te-

mos que:

IFE(x,s:y,t)Iq - G_(x,siy,t) < & em {(x,s})} x § .
Como {x,s) foi tomado arbitrariamente em 5, eﬁtao segue a desi

gualdade (8), uma vez que § & positivo e arbitrario.

Por (7), como 0 < ¢ < 1/2, temos gue a norma p de 9. é

uniformemente limitada em €, logo, existe uma subsequéncia g€

. o] . -
gque converge fracamente a uma g(x,y) € L= , isto &,

[[ scttiyneetynantayt — [[ gty ey antay

e >0 1/
p',l 1 . .
para toda f € L (5 + T = 1). Em particular, se considerarmos:
. ' ' = —y! !
f(x',y') = Ps(x x')} Pt(y y')

temos que:
—_? N ' ' ' - .
[[ potmxt) 2 ty-yrg txt sy iaxtay! = G Gxsiy,e)
converge .para

JJ Ps{x-x') Pt(y4y')g(x',y')dx'dy' = G(x,8:y.,%)
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guando & —> 0.

Assim,

Ge(x,s;y,t) —s G(x,s8;y,t)
e =».0

Também, quandc ¢ %e’O , temos que |F€]q ——»]F[q ; € assim, de

(8),

(10) |7 (x,s;y,t)]7 < Glx,s5y,8) em S xS

Assim, lembrando que G & simétrica em relacao a s =t =1/2 ,
temos de (10), que:
IF(x,s;y,t)!q < G{x,s;y,t) < sup  G{x,s;y,t)
O<s,t<l

Assim,.

|F(x,s:y,t)| < ( sup G(X,s:y,t))p .

0<s,t<1l

Logo,

sup |F(x,s;y,t}| < | sup G(x}s;y,tﬁp =

0<s,t<1 O0<s,t<l

- P ' t P
= sup G(x,s:y. ) < ( sup Gix',s;y', v)" .

- 0<s,t<1/2 (x',s;v',t)ET(X) xT'(y)
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onde,

Pi{x) = {(x',s) / |{xx'] <s, 0 <s < 1/2}‘
Ce

F'{y) =

{ty*, ) / |ly-y'| <t , 0 <t <1/2} .

Lembrando gue com Mlog, (MOlg), estamos indicando a fungao ma-
. t
ximal de Hardy-Littlewood de g(+,y) , (g{(x,+)). Comc g & LP ,

entao, (vexr [9]),

sup Gix's;y',t)= sup JPt(y'-n) (J PS(X'-E) g({t,n) dg)dn
I'(x)xT (y) I'(x)xI'(y) .

sup IPt(y'?n)(sup JPS(X'-E) g(£,mn)dE)dn
L (x}xT{vy) r(x) '

I~

< sup I P {y'-n) - Mlo(g) (x,n)dn < mot (Mlog) (x,n}dn
I {y)

Assim,
01,10

sup G{x,8;y,t}) < M7 (M "g)(x,Y)
I'{x}xT (y)

Logo,
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sup |F(x,s;y,t)l'i,(MOl(Mloq))p(x,y).
0<s,t<l

Assim,

” sup  |F(x,8;y,t) ldxdy < 1O @it 0g) 1P < cigh? |
0<s,t<l - P p

Como g & limite fraco de g_, entdo, por (7), temos que
igh? < iFI . Assim,
P hl
anal

f{ sup  |F(x,s;y,t)|dxdy < CiFl 1

0<s,t<l
anal

-

-

Passamos a prova de (2). Como G € nao:tangeucialmente 1li-

mitada, entao & facil concluir que cada U, & nao tangencialmen

te limitada, donde ©

k.

lim Uk(x,s:y,t},
“8,t-»0 :

existe em quase toda parte. Assim, existe

lim F{x,s;y,t) = Foo(x,y).
s,t+0

Observamos que, devido a simetria, nao ha necessidade de se cal

cular o limite acima quando {(s,t) » k = (kl,kz) £ (0,0).
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Como, o limite existe em quase toda parte, e lembrando que:
01,10
[P(x,s57,8) | < (M (gHF

entao, pelo teorema da convergéncia dominada temos gue F00 &

integravel e assim, a prova de (2) esta concluida.

1
4.2. O ESPAGO th(m X R},

4.2.1. DEFINIGAO: Seja f pertencente a Ll(IR x IR} . As trans-
formadas de Hilbert modificadas sao as distribuicgoes temperadas

h definidas por:

k f

F(hyof) (x,y) = isgx tgh Oﬁfx|)- ff(xz,y)

(1) F(hOIf)(X'Y) isgy tgh (nly|) f'(x,y_)

Flhy () (x,y) = (isgx) {isgy)tgh (r|x|)tgh(nly|) £ (x,vy).

4,2.2. DEFINICAO: Definimos hI:EIb(IRX R) como sendo O espago
vetorial das fun¢oes f em Ll(IR x IR} cujas transformadas de
Hilbert modificadas estao em LI(IR x R). Minimos hIEIb(IR x 1R}

com a seguinte norma:

€N, = Z Ih

£, .
Byh  kem K1
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Algumas diferengas existem entre os espagos héb(IR X R) e
H;b(m x IR). As fungoes de Hé‘b(IR * R) +tem momentos nulos nas

duas diregles, ao passO que para as fungoes de l:lglb(IR x R) isso

nio necessariamente ocorre. JA que os elementos de Hi‘lb( R X IR)

tém momentos nulos, entao S(R x 1R) nac esta contido em
HI]ib(IR x R}; Jja é facil ver que -S{(IR x R) estd contido em

1
th(JR x R).

. 1 1
A seguir ver_emos que os‘ espacgos , hH_b(JR x IR} e hanal{S X 8)

sao equivalentes, isto &:

1

.4.2.3. TEOREMA: Para todo elemento F = (U}r (k €E0) de hana

1(8x8)

existe uma fungao £ de h;b(m x IR) com

() = gl =2 CIIFIIhl
th anal

onde C’'é uma constante positiva. E, reciprocamente, para toda

1

anal ’ tal que

f em héb(IR' X TR} existe um elemento F € h

(2} o el 1 < o 1
: h h
anal Hb

onde C & uma constante positiva.

1

anal ° Entao temos,

DEMONSTRAGAO: Seja F = (U, 1k € D) € h
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sup U, (-, 8; , ), < o,
s,t>0 k - 1

Assim, existe, para cada k € [, uma medida de Borel finita,

v sobre ]R2 . tal gue:

k ¥
(3) Uk{x,s;y,t) = J [ Ps(x - x')Pt(y - y')dvk(x',y'))_

e também, pelo teorema 4,1.2,

lim Uk(x}s:y,t) = fk(X,y):

s,t+0
existe em gquase toda parte e em norma I}'. Afirmamos, entao,
- 3 1 . y
hkaO = fk , e entao fOO € th . Com efeito, de (3), temos,
Uy (x,8:y,8) = ((BP#v ) " (x,y) = (PP " (x,y) v (x,¥),

-

onde a'transformada de Fourier & tomada em relacao &s variaveis
X e y, e como PP, tem variaveis separadas, por P;(X) e
PQ(y) egtamos indicando as transformadas de Fourier de Pg e Py,

em relagao a x e em relagac a y, respectivamente. Assim,

U™{z,s;y,t) = P;(R)Pt(y)vl’{‘(x,y). '
Mas,

PZ(x) =[cosh (1 - 2s) 7|x[1/ cosh 7 |x/,
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entao, quando s =+ 0, temos que P;(x) converge a 1. Também,
como P;(x) & simétrica em relaciaoc & reta s = 1/2, pois coshg
& par, entao P;(x) também converge a 1 quando s —+ 1. Assim,
P;(X)P£(y) converge a 1 quando (s,t) -~ k = (kl’kz) € . Assim,
(4) ﬁk(x,s;y,t) converge a vﬁ(x,y),

¥

quando (s,t) converge a (k;,k,) € O. Tanbém, pelo teorema 4.1.2,

temos gue
(5) ﬁﬁ{x,s;y,t) converge a fﬁ(xfy),
guandoe (s,t) converge a (kl’kz) = ﬂ.
Asgsim, de (4) e (5) conduzimos que_
1 '_ ' Uﬂ(x,y) = f;(x,y)
e gssim,
dvk(x,y) = fk(x,#)dxdy,

e entao, de (3}, temos

u (z,s;y,t) = J J Ps(’_‘ - x")P (y -~y (x',y")dx'dy',
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assim,
U (x,857,8) = ((PPY) » ) (x,¥)
assim,
Uﬁ(x,s;y,t) = P;{X)P;(Y)fk(X;Y)
. assim,

I

{(6) J J lgi(X:SFth)‘dde J J PQIXJPg(y) fﬁ(x,y) dxdy <

| A

CSt £ I P

~

Ent3o, Uk = Li(IR'X:R), para cada par s,t, e portanto, vale a

formula de invercao da transformada de Fourier:

- ) - . ’ Ty .
U (x,s5y,t) = J f U (x',s;v*,t)e 2ni(xx’ +yy )dx'dy'
e entao, por (6),

(7) Uk(x's;y’t) — f J P;.(xn)P;(yu)f};(xl'y.)e—?.‘rrl(xx +YY )dxldyl.“

Agora, pelo fato do sistema F = (Uk’k € O0) ser conjuga-

.60, ent@o, - levando em conta as expressdes de P e P, temos,
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00 - H(- av|xt ) -SeRho2s)mixl ] L peiynygs (xt,y) s
coshr x|

Wiy

...21T].-(XX' +yy')dx|dy| =

9 x

= - I J(_ 2ﬂixi)Pg(x|)P£(yl)fiocxu,y.)e"zﬂ'l(xx +YY )dx'ldyt

E entao,

senh{l - 2s)1{x]|
cosh'nli

- 2m|x]| Py (x,y)

i

(2mix) P (x)PL () £y (X, ¥) -

Fazendo s »+ 0, entdo, tenos

- ZWLx]- tgh 7| x| Pt(y)fOO(x,y) = 2mix Pt(y)flo(x,y)
e entao,
fio(x,y) = i sgx tgh'n|x| fao(x,y),_

e assim, pela definigdo 4.3.1,

£10(Xy) = Flhy (£.0) (x,¥)

assim, _
A

flo(x,y) ==.h10£00(x,y).
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De modo andlogo provamos
£op(xey) = Do B lxey) o

Se k = (1,1), entdo, pelo fato do sistema (Uk) ser conjugado,

temos gque Bzﬂll,laxdy = BzUoo,/Bsat,‘entEO, procedendo da mes-

ma forma que para K = (0,1}, ¢ k = (1,0), .concluimos que
£11(%e¥) = hy E45(xhy) s

. _ - 1 -
Assim, hkfoo = fk , e entao, fUO = th . Agora, mostremos (1).

S th €. .0, = T I =

£ = :
00" 1 wep k0071 T g0 Tkl
Hb _
= L I lim Uk{x,s;y,t}ﬂl = £ . lim HUk(x,s;y,t)ﬂl <
kel g,t>0 keOl s,t-0
< 5 sun f J |F(x,s;y,t)|dxdy = 4| FI 1 '
keO' 0<«s,t«l oo hanal

o que prova (l}).

Reciprocamente, seja £ € héb', logo hkf E'Ll, para todo

k€ D, Definimos
(8) U (X,5;¥,€) = (P_P.)* (B £) (x,y).

De (8), desde que %;(x) = itghnwx P;(x), temos que
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U7, 2,55y, t) = P;tx)PE(y) (b, £) " (x,y) =

i

P;(y)p; (x) (itghm x) £ (x.,y) )

i

P;‘,(y)Q'S‘(X)f“(X:YJ
= (0 Pt) (x, v} £7 (x,y)
= ((QgP,) * £) " (x,y)-
Assim,
Ulo(x,szyrt) = (Q Pt) * £(x,y)

e analogamente,

il

U l(x,s;y,t)' (Pth)'*f(x,y)

'Ull(x,S:y..t) = (QSQt) *xf(x,¥y).

e entac, & facil concluir que (Uk +k € 0) & um sistema conjuga-
do. Desde que cada U, & biharmonica e sim@trica. em relagao

a s=t=1/2, aldm disso,

J J |[F(x,s;y,t) |dxdy = I J_( ) |U (x,8:;v,t) [2 l/zdxdy <
e bl

< [ J L Uy (x,s5y,t) [dxdy = 20U (-, 55 -, £)H,
J ken ked

< L e P W, Ih £, = I [h £, = NEHW , .
rog ' EsTely  Thy £y By £y n1

€
k.lj b
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. 1 : '
IA551m, F = (uk) = hanal(s X 8) e satisfaz (2), o que qomplete_a

demonstracao do teorema.
4.3. 0 ESPACO hl (s x §).
, . - max

4.3.1. DEFPINICAO: Seja u bi-harménica sobre S X S. Definimos

u* e u** por
u** (u) (x,y) = sup { |u(x', s;y',t)| | (x',s:y",t) € T(x) xT({y)}
onde T(x) = {{x',s) €s/ |x~-x'] <s, 0<s < 1/2} e

T(y) = {{y',t) €8/ Jy - y'| <t, 0 <t<1/2}

e
u* (u) (x,y) = sup ~ |ulx,s;v,t) |-
- 0 <s,t <l
4.3.2. LEMA: Seja ¢ bi-harmbnica em 8 x 8 e 0 <p < = e

u* € Lp(ﬂl x IR}, entao existe uma constante C positivo, tal

que
1 fu** < C * .
(1) ﬂp < tu ||P
DEMONSTRACAO: Seja B1 = BS(X,S), com 0 < s < 1/2 a bola

aberta de centro (x,s) e raio s, e analogamente, B2 = Bt(y,t).

Seja Tl = Il x Jl = {x - 25, x + 2s8) x (0,258) e .analoga-
mente, T2 = 12 X J2 = {y - 2t, vy + 2t) x (0,2t).
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Como 0 < s, t < 1/2, entdo (- 2s,2s) € (~1,1}, © mesmo
ocorrendo com (-~ 2t, 2t}); também, (0,2s) C (0,1), 0 mesmo ocor-

rendo com (0,2t). Também,

(2) i, | 7/ IByl =¢c, 1 =1,2.

Como u & bi-harmdnica = fixado . (y,t) € S, u(x,s;y,t} & har-

monica em (x,s) € S e portanto em Bl , assim, ver [ g1,
[u(x,s;y,t}]p/2 < (c/ |B1|) J J lu{x',s";y,t) |p/2dx'ds' .
B
: 1

Da mesma forma, fixado (x',s'}), temos que

la(x',stiy, ) P2 < (c/ {B,]) J J fu(x',sty',t") [P 2ayac’ .
B

Assim, combinando essas duas ultimas desigual dadas, temos,

|lu(x,s;y,t) |p/2 < (c/[leB2|) J ”J | |u($:',s';y',t') [P/zdx'dy'dt'ds'
- BlX By

e ‘entdo, por {2), temos

lu(x,s;y,t) Ip/2 < (c/ ITlerzl)H” ' lufx'fS'FY'.«t')|p/2dx'dy'ds'dt' <
_ % T
1 2 :

= {C/ I_Illllzl) JJ u*(]u|P/2) (x! ,yax'dy' =

%%,
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< c|12|"l J 0 ux ([u P2y (xf yay <
= I

2

<c ot wr([u ¥y 5, ).

Assim, provamos que:
1 .
s syet) P72 < ¢ mO 00 ur (1u P72y (x, ).
Assim,

JJ|U**(H)(X:Y)[dedY==[J(HU**(u)(x,y)|)p/2)2 dxdy <

< c JI{MOl(MlO(u*(Iu|p/2))))2 axday =

= ci® o' wrful P22 <

el ® ur(JulP/2))12 < clur(|ulP/?)12

1A

=L [J]u*”ulp/z} lz(xl'yl)dxldyl —
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= C f[( sup ]u(xf,s;y',t)|p/2)2 dx'ay' .,

O<s, t<l
Mas,
Iu(x',y:y',t)p/z < ( sup ]u(X',S:y',t)I)P/z
O<s,t<l - .
Logo,
sup (]u (x',s;y',t)I)P/2 < ( sup ]u(x',s;y',t)[)p/z_
O0<s,t<l O<s,t<l .
Logo,
( sup  (ux',siy 0 PPH2% < ( sup |ulx',siy',8) P
O<s,t<l : O<s,t<l
Assim, ]

leu**(u)]p dx'dy' < C JJ( sup Iu(x',s;y',t)l)pdx'dy' =
0<s,t<l

=C [I|u*(u)|p ax'dy"' .
Entdo,

fu** I < Cly* I .
@i < @iy
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e assim o lema fica provado.

4.3.3. DEFINICAO. A classe de Hardy hi‘lax(s X 8) & o espago ve-
torial das funcOes bi-harmbénicas reais u, sobre SxS tal que

u** ¢ Ll(IR X IR} e normado por

= * %
ﬁu"hl iu "l .
nax
4.3.4. TEOREMA. O espago h‘]?-mal estd imersamente continuc em
hl
max

= . _ 1 . ' -
DEMONSTRACAO. Seja F = (_uk, ke O € hanal . Assim, cada U _e

bi-harmdnica. Definamos u sobre S x S  por:

u(x,s;y,t) = L (x,8;v,t) .
. Y WXy A

Assim, -u & bi-harmdnica e mais, pelo lema 4.4.2

ha*# (u) b, < C“u"‘(u)“l = JJ sup . Ju(x,s;y,t) |dxdy <

. O<s,t<l
< “ sup I ']uk(x,s;y,t)_ldxdy <
0<s,t<l k€D )
< Jf 5 sup ]uk(x,s;y,t) |dxdy <
k€O O0<s,t<l
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JJ b sup |F(k,s;y,t)[dxdy =
k€O 0<s,t<l |

= 4 JI sup |F(x,s;vy,t) |dxdy .
O<s,t<l

1 ~
Como F € hanal + entao, pelo teorema 4.1.2, temos

ﬂu**(u)ﬂl < CIFl 1 .

anal

0 que completa a prova do teorema.
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CAPITULO V

G PROBLEMA DA DUALIDADE DOS ESPACOS hl

Neste Capltulo fazemos um estudo do problema da dualidade
dos espagos hl sobre produtos de faixas. Para isso introduzi
mos 0s espagos b.m.o. "naturais" para o caso dos- espagos nt
atomicos. Através desses espagos b.m.o. & possivel caracteri —
zar o dual dos espagos Rl atémicos. Entretanto, terios somen-
te que Os espagos atdomicos estﬁo contidos nos espa¢os analiti —
cos. Portanto, obtemos apenas uma caracterizagao parcial do dual

1l
dos espacos h sobre produtos de faixas.
5.1. 0 ESPACO b.m.o.

5.1.1. DEFINICAQ. Uma fungao f definida sobre IR *xIR a valo-

res reais estd em b.m,0. se ela verifica as seguintes condi-

¢oes:
. 2
(1) f € Lloc(IR><IR)
s -1 2
(i1 A = sup  |IxJ| : J]f—fI—fJ+fIJ| dxdy < =,
X

[I|,]J]<l
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B = sup ]I><J]_1'JJ . ]fj2 dxdy < = ,
j1],]3]>1 T
. -1 . 2
C = sup [ IxJ | JJ £ - fJI dxdy < <,
IxJ
|I]>1,]J|<1
e
D = sup IIXJi-l'f[ £ - fIIZ dxdy < <,
IxJ ) '
|T]<1,|3]>1

onde I,J sao intervalos fechados e

£(y) = |z|™t I f(x,y)dx
I

£.0x) = (9|7t f £(x,y)dy
J

-1
£f15 = [ 1xT| JJ f(x,y)dxdy .
IxJ

Agora, definimos sobre b.m.0o. a seguinte norma:

- -

5.1.2. DEFINIGAO. Uma fungio a definida sobre IR xIR, a valo

res reais, & um adtomo se ela verifica as seguintes condigdes:
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(4) a € L’(R x IR) .
(ii) Existem I,J C IR tal que supp a C IxJ e

Haﬂg <1/ JIxJ}.

(iii) fa(x,y)dx =0 , a.e.y € IR, se |I] <1

Ia(x,y)dy =0 , a.e.x € IR, se |J] < 1.

Observamos que as condigdes de momento nulo sao apenas para o

caso da medida do intervalo ser menor que 1.

5.1.3. LEMA. Seja f € b.m.o. . Entao, vale o seguinte:
] = e a .
I£r, . = sup {[[Ja:fdxdy]./ a & atomo]
DEMONSTRACAO. Seja a um atomo gqualquer. Suponhamos  que

supp a C I xJ. Entao temos quatro casos a considerar:

(a;) |I], |J]<l. Como para este casc temos que as condigoes de

momento nulo valem, entao, podemos escrever:
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l” a(x,y)f£(x,y)dxdy| = IH alf -f, - f; + £ )dxdy| <

IxJ

5_” la||£ ~ £. ~ £_ + £__ | dxdy
IxJ I J 1J

e da desigualdade de Schwartz, € das definigoes 5.1.1 e 5.1.2.,

a tltima quantidade & majorada por

< nauz(”m e-e -5 4 A2 <
< (= ” £-5 -£ +£ |2 <
| IxJ | IxJ .m.
Logo,
(1) |” a fdxdy| < I£h ol -

(a,y) |T|,]J|>1. Entdo, pela desigualdade de Schwartz a defini-

cao 5.1.2, vem que

|IJ a £ dxdy| =r|JJrIXJ a £fdxdy| <

< uauz(” 1£12% axay)t/? < (% “]f]z axdy)t/?
FRL
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Assim,
<
(2) |” a f dxdy| < £l ol
(a3) |I[<1 e |J|>l. Neste caso, temos apenas o momento com re-
e

lagéo a x, nulo. Assim, pela desigualdade de Schwartz

definigao 5.1.2, vem que

'|” gfdxdyj = [”IXJ a fdxdy| =

=:1f[ a(f-—fI)dxdy| < HaHZ(IJ|f-f112 dXdy)l/2 <
IxJ -

28] B C

-1 _ 2 1/2
< (J1xJ]| ”lf £.17 axdy) < 1y mo.

Assim,

(3) |”a fdxdy| < TENl_

(a4) ]Ii >1 e |J]|<1. Analogamente ao caso (3) concluimos

que:

(4) IHafdxdy] < "f"b.m.o. .
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Assim, de (1), (2), (3) e (4}, concluimos que

(5) sup {IJJ afdxdy| / a & &tomo } < Ef“b.m.o.

Frovemos, agora, a desigualdade contraria. Para isso, se-

jam I e J qguaisquer. Vamos, novamente discutir guatro casos:

(b,} |[I|, |J3| <1 . Neste casc definimos:

1

XIXJ(f—fI - fJ + fIJ)

a{x,y) =

_ _ 1/2
X g(E = £7 = £5 + £,.01, | IxJ |

£ fAcil verificar que a & um atomo, e mais

_ -1 _ _ 2 1/2
|IJ a fdxdy| = (| IxT| [J|f fI fJfFfIJI dxdy) '

e assim,

sup { |”afdxdy] / a & atomo} > (|Ix3|™h) ”|f—fI—fJ+fIJ|2)l/2

e entao,

(6) sup{]JJaifdxdy|/a & atomol > swp (|IXJ|—1JJ [f—fI-f +f 2)1/2

|
11|, ]T]<1 g o
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(b,) {1|,|J] >1. Neste caso definimos:

XIXJ(f)

alx,y) =
1/2
BX g ()1, |IxT|

Também, & facil verificar que a € um atomo, e mais,

” a £dxdy = (|Ixg ! ” Iflz)l/2 ’
IxJd

assim,_
sup{lJJ afdxdy| / a &tomo} >
(7)
< suwp  (JIxg|7t ” 1£15H2
11, |3]>1 B
(b)) |I| <1 e |J|>1, Neste caso definimos:
Xo_(f = £)
a(x,y) = IxJ I
) 1/2
IXgyq (£ fI)H2|IxJ|

que também & um Atomo, e mais,
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{
JJ (f-—fI)zdxdy = ff (fz-ffl)dxdy + JJ (fi-—ffl)dxdy
IxJ IxJ 1%

e notamos gue,

fj (fi-—ffI)dxdy = Jf 'fi dxdy = JJ ££_ dxdy =
IxJ IxJ

Entao, levando isso em conta, temos

Jfafdxdy = 1 Jf f(f - £ )dxdy =
IXJ I

/2,y _
[IxJ | I xg £ fI)ll2

1 2 2 _
- (£° - ££, - ££ + £))dxdy =

1/2. % _ IxJ
b5 il RSN E L 03 N

1 jJ (£ - £.)2 axay =
172, x5 I

XIxJ(f —fI)HZ

|1xJ ]

ti

- 1/2
(|1xg] "t ” £ - g |2 BxATT
IxJ
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Assim,

sup{|JJ a fdxdy| / a & atomo} > (]I><J|"1 JJ ]f-—fIl2 dxdy)l/z

IxJ

e portanto

SUP{|JJ afdxdy [/ a- & atomo} >

(8)

| v

sup (|I>~'-J|_l [f |f-—fI|2 dxdy)l/2
IxJ
|T|<1,{g}>1

(b) |I] >1 e |J] <1. Analogamente aoc caso (b},  concluimos

que:

sup{]f[ afdxdy| /a & &tomol} >

(9)

tv

sup (|IxJ|*l JJ ]f-—fJ|2 dxdy)l/2 .
IT[>1, |T]<1 DxJ

Assim, de (6), (7), (8) e (9}, concluimos que

(10} sup{][f afdxdy| / a é atomo} > IIfIIb n.o

De (5) e (10) concluimos que o lema & verdadeiro.
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1
5.2. O ESPACO Ihatom(IR><IR).

1 1 - .
5.2.1. DEFINICAO. hatom(ﬂR><IR) = h  om & © espago vetorial ge

rado pelos atomos, isto &,

n
l : " - ol
={f= I a.a. a, sa omos e .,  Sao reai .
atom { . ii / i 0 at al ais}
i=1l
, 1 , . .
“Munimos hatom com a seminorma associada ao conjunto:

Para cada f € h , definimos
atom

1€t = inf{oa > 0 / £ € oA} .

tom

Observamos que se a € um atomo entdo a ha <1 .

atom
0 ponto importante nesse espago € gque seu dual € o b.m.o.
£ o gque diz o seguinte teorema:
1

5.2.1. TEOREMA. O dual de h_, € o espago b.m.o., no seguinte

sentido:
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{i) Seja £ € b.m.o. A aplicac¢dao que a cada atomo a associa o

nimero real Lf(a) = f{a:fdxdy se prolonga,por linearidade,

1

a uma forma linear continua Le sobre h_, ., e mais

uqu(,_h1 " = sup{ljfa-fl/'a_e atomo} = Hf"b.m.o.) :
atom

(ii) Para tcdo L € (hitom)*_, existe uma fL € b.m.o. tal que

L(a) = L L(a), para todo atomo a.
f

DEMONSTRAGAO (i). Sabemos, pelo Lema 5.1.3, que se a & um ato

mo, entao,

(1) [Leta)| < BEV, O .

Provemos que:

{3) |Lf(a)[ < Cfal ,, < C

hatom

onde C & uma constante independente do atomo a. Pois bem,

fal 4 = inf{gq > 0 / a € aA} = inf B.

hatom

Seja o € B, logo a € aA , logo temos,



Assim, por (1),

n
|Lf(a)l = o | izl aiLf(ai)l <o -Hfﬂb-m

Assim, tomando o infimo de B, temos,

}Lf(a)| < MEL e &anhl
atom
e, entdo, {(2) estid provada.
Agora, provenos gue
1
(3) Letgy| < dely o IIgi[hl , V¥Yg€h o
atom aton
Seja g € hl . Logo
atom
Igt { = inf{a > 0/g € ah)
hatom
n n
Seja 9 =0¢ I o.a, g r o, =1, a, > 0 e o >
i=0 *+? i=1 * -

Assim, por (1),

107
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n n
|Lf(9)l = |Lg (o izl a,a) | < ‘Iiil uiILf(ai)l <o bfly ho.

Tomando o Infimo dos o's temos

“ f( )" '< “ "b.m.o. H]l

1

(hatom

e entao (3) esta provada, e mais, L Y*  com

) c

"Lfn(hl " < "f"b.m.o
atom

A seguir, demonstremos (ii). Fixemos dois intervalos I0 e
Jo e sejam I,J contendo IO e JO, respectivamente.

Definimos espagos LE(I><J) da seguinte maneira:

se 1|, {J] <1,

t

(4) Lil(I><J) = {g € L2(IXJ),/Jg(x,y)dx 0, a.e. vy € IR

]

Jg{x;y)dy 0, a.e. ¥ € IR}.

se I, |J] > 1.

2 2
(5) Lgo (I *J) = LE(IxJ),
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se |I1] <1 e |J]>1

(6) LlO(IXJ) ='{g€L2(IXJ) /fg(x,y)dx =0, a.e.y € IR},
Se 1] >1 e |J] <1
(7) Lgl(IXJ) = {g€3L2(I><J)/’[g(x;y)dy =0, a.e.y € IR}.

Seja g < LE(I=<J), k € O, e definamos:

glx,y)
[IxJ[l/z igl

a(x,y) =

2

E facil verificar que para todo k € O, tem-se que a & um ato

mo. Assim,

1
ghhy)=|IxJ|/2Hﬂ26M&y) '
e entao, g € hatom ; € mais,
1/2
8 Bell .
(8) gt + < |IxJ[ g 2
atom

Entao, concluimos que LE(IXJ) esta contido em h e por (8),

atom
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(9) |L(g)| < L 1 L fIxJ!l/Z ngn2 , Yg € L;(I xJ).
atom

~Assim, aplicando o teorema de Hahn—Banach, L pode ser extendi-

do sobre L2(I><J), com mesma norma. Pelo teorema de representa

IxXJ

X € L2(1><J), tal gue:

cao de Riesz, existe uma £

(10) L(g) = (Jg(x,y) fixJ(x,y)dxdy , Vg € Lé(I x J).

A seguir, como IC Io e J C J0 ¢+ podemos trabalhar com
S £79 + £ no lugar de £77 , sem modificar
(o) o 0o O

(10), se k = (1,1); se k = (1,0), (10) continuarda valida se
x

trocarmos fIXJ por fIXJ-fi_ ; analogamente se k = (0,1) , -
o

(10) continuara valida se trocarmos fIXJ por fIxJ-fng. As-—

o
sim sendo vamos trabalhar com fIxJ, satisfazendo (10),tal que

o, -
IOXJo

- Ix - .
isto e, £ J sao normalizadas.

Nosso proximo passo € mostrarmos que: se I C I' e J C J',
entao:
I x J! IxJ

(11) f = f
IxJ
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- ' x J! X
isto e, fI J restrita a IxJ coincide com fI J. Para is-

so, vamos estudar cada caso separadamente.

I'xJ? - fIxJ

IxJ

Sseja k = (1,1). Afirmamos que £ & ortogonal

a Lil(I><J). Com efeito,

Seja g € L§1(1><J)' entao g € Lil(ll xJ'), assim, por (10),

1 1
” (g1 _ e TYg axdy = 0
1x3

IxJ

1 I
1'xg - f estd no ortogonal de Lil(I><J).

Assim £ IxJ

2
Logo, existem w, € L2(I) e w, € L (J) tal gue

] ]
fI xJ | _ fIxJ _ Wl(X) + Wz(y) .
IxJ
Mas, fI'xJ" - fIXJ & normalizada, logo:
IxJ
0= — [ e e T '(J wl<x>dy+[ w, (y)dy) =
5,1, TR %
= wy (x) + —% woly)dy = wo(x) + (wq). -
1 2 1 2'd
[JO[ Jq o
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Logo,
w, (x) = = (w,)
1 2 J0
Entao,
(widy ==y
o) o
e
w, = {(w,)
2 2 J0
~ Py T? _
e entao, Wy = Wy, logo, fI J - fIxJ = 0, e entao a pro-
t IxJ
va de (11) esta concluida se k = (1,1).
] ]
Se k=(1,0), concluimos da mesma forma gue gL T -—ij(J
IxJ

2 .
pertence ao ortogonal de Lj,(IxJ), assim,

1 1
£1'%7 _ gIx3 = wiy)

IxJ

com wi(y) € LZ(I). Assim,

pois gt J l -fIXJ € normalizada.



113

Logo, wi(y) = 0, e entac (11) estd concluida. Se k = (0,1) a
prova & analoga ao caso em que k = (1,0); e finalmente, se

k = (0,0), n3c hd nada a provar.

Nosso objetivo agora & definir uma fungao fL sobre DRz,
fL € b.m.o., e que satisfaca a relacdo (10) para toda gELi(IXJ).

Basta entao, definirmos - por:

fL(x,y) = fIxJ(x,y) se {x,y) € IxJ > IO><JO .

A relagcdo (11) garante a boa definigdo de fﬁ. A seguir, mostre-

mos gque fL € b.m.o. . Para isso, wvamos estudar quatro casos:

Sejam I,J intervalos quaisquer.

19 caso: se |1{,|J| < 1, entao,

L L L L L L L L
If " =f_=£_ + £__ 1, = sup |j[ (f- - £, - £f_ + £__)g|
I °J 1J 2 gt =1 IxJ I J IJ
L IxJ
= sup | ” £fg=~gy-9g5+9ry)| = sup | ” £ (99795917
gl 2=l TxJ Igh 2-—]_ IxJ

Como, g - gr ~ 93 + 917 € Lfl(I><J), entao (10) vale, logo, a

dltima quantidade fica:
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sup |{Llg-g.-g . +g )]
gg“2=1 I 3 ‘13"’

a qual, por (9) & majorada por

FLi
(ht

atom

1/2
|1xJ3 | sup (lg - g - g_ + g_)I,)
- gt =1 I %37 P13’ "2

gue por sua vez & majorada por

citl a2
(h )
atom
Logo,
(12) sup  |Tx3| 2 ael o B o f 4 20 < i .
I "3 172 = T
|T], 13}<1 atom
29 CASO: Se |I| <1 e |J] > 1.
i f L. fLH = sup | (fI'j - fL)g] =
12 P I
Igl ,=1
) L IxJ
=  sup IfJ fg-gy)| = sup lJJf (g = gp)|

s
Ya
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2 had -
Como, ¢ = 9. € LlO(I xJ), entao (10} vale, logo a ultima quan-

tidade fica:

= sup |L(g - g,
Igl,=1

gque, por (9), & majorada por

1/2

I .0 [1xT| sup (lg - g I.)
(h:, )+ =1 I'2

atom 9% 5~

a qual por sua vez & majorada por

cil x|t/ 2.
(hatom)*
Logo,
{(13) sup '|I><J|-l/2 llfL - f?ﬂz < ClILh 1
|11<1, |5]>1 th

atom

39 CcASO: Se |Il > 1 e JJ|<1. Analogamente ao 29 Caso, con-

cluimos gue:

-1/2 L Ly

(14) sup | IxT | ff~ - £

[T{>1,|J]<l

Tt < ciLi 1
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49 CASO. Se |I|,|J] > 1. Nesse caso, temos que LEO(I x J) =

= LZ(I xJ). Entao, (10) vale para toda g € L2(IIXJ). Assim,

HfLHZ =  sup IIJ ng| = sup [L{(g)]| <
gl 2—1 Tgl 2=l
por (9)
<o |I><J|1/2 sup_(fgl,)
- * —_
(Ao o Igl,=1
Assim,
(15) sip 1x3| V2, < anl .
[T}, 13]>1 th tom! *

Assim, de (12), (13), (14) e (15), concluimos que f- € b.m.o. e
mais
T < clgl

b.m.o. -— 1
(hatom)*

[

0 gque prova a segunda parte do teorema.
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1 1
5.3. hatom(m xR) E th(JRXIR)
Neste paragrafo provaremos que o espago hitom esta con-

. . 1 . .. ~
tinuamente imerso em th. Mas para isso, varios lemas serao ne

cessarios.

5.3.1. DEFINICAO. Seja u bi-harmbnica em 5 x3§8,5={(x,s)/x€ 1R,

0 < s < 1}. A fungao maximal u* de u &, por definicdo

u*(u) (x,y) = sup |u(x,s;y,t)|
0<s,t<1

5.3.2. LEMA. Seja u bi-harmdnica em Sx§ com u*(u)ELY (IRXR).

Entdo, existe f € L1 (IR x IR) tal que
ul{x,s;y,t) = (PS Pt) *» £(x,y)

onde Ps' Pt sao os nucleos de Poisson definidos em 1.4,

DEMONSTRACAO. Consideremos u simetrica em relagdo a s=t=1/2.
0 argumento & © mesmo &au:&x'mnjsﬂﬁ%r;g§ e no geral, decompo —
mos u na soma de simétricas e antisimétricas. Para efeitos de

simplicidade adotemos a seguinte notagao:

fst(x,y) = u(x,s:;y,t) .
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Como
£ (X:;r) | < u*(u)(x,y)

entdo, da hipbtese de u*(u) € Ll vem gue fst €& uniformemen-—

te integravel, isto &,

"fstlll < ﬂuf(u)"l , ¥s,t € (0,1).

Assim, pelo critério de compacidade de Dunford-Pettis, podemos
escolher uma sub-seguéncia s',t', tal que fs't' converge a

uma fungao f € Ll(IR x IR} no sentido fraco, quando s',t'— 0;

isto &,
II fs,t,(x',y') g(x',y")dx'dy"
converge a
I[g(x',y') f(x',yax'ay' ,

quando s',t' convergem a zZero, para toda fungao g € Lm(IRXIR)
Em particular, consideremos g({x',y') = Ps(x—x') Pt(y-y'). Ag-

Sim,

[I Ps(x-x') Pt(y,y'} fs.t,(x',y')dx'dy'
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converge para
JJ Ps(x-x'),Pt(y-y'L fix',y")dx'dy"'

quando s',t'. —> 0 .

Agora, seguindo os mesmos argumentos 'na prova do lema

4.1.2, concluimos que

u(x,s;y,t) ='fst(x,y) = (PS _Pt) * f(x,y)

onde f € Ll(IR x IR} e assim a demonstragao do lema esta con-

cluida.

5.3.3. LEMA. Seja Wy - k € O, medida de Borel finita tal que

Entao, existe fk € Ll(IR x IR) tal que duk = fk dxdy. E mais,

k 00 00 1
= i € .
f hkf e assim £ th
DEMONSTRACAO. Definimos uk(x,s;y,t) = (PS Pt) * o e seja

Fi(x,s:v,t) = (uk)kED .

Assim, F & um sistema conjugado, simétrica, e mais,
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sup  Mu (x,s57,8)1) < @

O<s,t<l
pois,
- - = ’I L —
b, (+,870,8) 1) PP x w by < Ip_ Pl Byl =yl
1
- . c .
uma vez gue UPsPtlll l, Assim F hanal . Agora, consideramos
k ,
(1) £ (x,y) = 1lim uk(x,S:y,t)

s,t+0

R W - 1 - .
A existéncia desse limite em norma L e garantida pelo teore-

ma 4.2.2.

Fal

Fa
Congsideremos as transformadas de Fourier, U e £, de

w, e fk, respectivamente. Entao,

~

K {(x,8;y,t) = 1P5Pt) {x,y) My v

u

Como

"cosh(l - 2s)w|x]|

P (x) =
‘ cosh 7 |x]

Fay

e expressao analoga vale para P (¥), entao temos:
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u;(x's;y't) _cosh(l-2s)m[x| . cosh(l-2t)m]y| . e
cosh7|x]| cosh 7 ly|
Entao,
(2) lim uk(x,s;y,t) = uk .

De (1) também concluirmos que

(3) lin w (x,5:7,t) = £5(x,y)
s,t+0

Logo, de (2) e (3) concluimos que

(4) U; (x,y} = %k (x,v)

e assim,
duk = fk dxdy ,

o que demonstra o Lema.

5.3.4. LEMA. Seja f € Ll(Hlx IR) a valores reais. Suponhamos

que exista C > 0 tal gue:
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sup bh £ 1. < C
0<s, t<1 k "st'1

onde fst(x,y) = (PSPt) * £(x,y). Entao,

Ehkfﬂl <C,

para todo k € L.

DEMONSTRAGAO. Como Ih £ I, <C, V¥s,t € (0,1), existe uma sub

sequéncia hkfs' #1 Que converge fracamente a uma medida de Bo

, et

rek finita, p_, quando s',t' — 0. Observemos gue NS SUN é
k 5°,t

simétrica em relagao a s' = t' = 1/2. Admitamos a seguinte

igualdade gue logo apds provaremos.

{1) hkfst = (PSPt) * Uy s
Assim,
(2} (hkfst) (2,y¥) = (PSPt) (Uk) {x,vy)

De onde, por transformada de Fourier, provamos dque

(3) w = b E

para todo k € O
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Verifiquemos (2) para k = (1,0), por exemplo. De
(hyofp) (%) =isgx tghr |x|(P_P.) (x,¥)£(x,y)
entao de (2) temos que
Alo ~
u o (x,y) = isgxtgh7 |x|£f(x,y)
isto E,
plo(x,y) = (hlof) (x,vy)
ou seja

Mig = Ppof

Analogamente, concluimos {3} para outros valores de k.

Como sao medidas de Borel finitas e como f por hipdte
se esta em Ll, entao pelo lema 5.3.3, temos que existe fk = L1
tal que fk = hkf » kK €0, e duk = fk dxdy. Assim, nestas con-

digoes temos que £ € héb r e por (1) e (3),

h (f

K ) = (PS,Pt.) £ Uy = (PS,Pt.) * hkf ——e»hkf

S',t'

em L1 quando s,t — 0. Assim, concluimos que:
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thy (£, )1 <Cc—Infl <c, (vkenD.

gtt'™ 1

Para que a prova do Lema seja completa basta provarmos (1).

Pela convergéncia fraca temos que
-y ! -7 ¥ 1 '
JIPS(X x') P (y=-y")h (£, ,)dx'dy
converge para
(4) ffPS(x-X') P (y-y") du {x',y") .

guando s',t' — 0 .

Por outro lado, afirmamos gue:

_,.1-25' _1-2t°
(5) hk(fs_i_s"t_l_tl) (X,Y) - (Ps Pt ) * (hkfslt') r
Provemos (5) para k = (1,0}, para outros valores de k, sai se-

melhantemente

(hygfoygr, e (XrY) =isgx tgh 7 |x]| fotsr, tat (X0Y)

=isgx tghw x| (P v P, .0) * £) (x,y) =

. 1-25* _1-2+! ”
=J.sg}ctghw]x[((rg P Yor ) (k) o=
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1-2s' _1-2t! ~
((P PLT ) x by of ) (%)
e portanto,
_ l1-2g' _1=2t"
hlofs+s',t+t‘_— (Ps Pt ) *-(hlo fs't') )

Assim, por (5), temos,
“%lka'f'S',t'i't' - JJ PS (X-X')Pt (Y—Y')hk(fs.t.)dx'dy'llm =

1-2gt ' -2t' 1 ] T ! '
= IIH(PS % (x-x )P1l: y~y )—Ps(x-x )Pt(y—y )hk(fs,t.) ax'ay'l <

1-2s' _1-2¢°
! -
< Ipg P PP I, Ihf , 1,

- 1 — t
1-2s Pl 2t

I -
< clpg N PP,

Mas, pela fé6rmula de inversdo de Fourier, temos,

1-2s' 1-2t! _
P (x) P, (y) P_(x)P,(y) | =

~1-2g' ~1-2t! - ~ —2mi
=) [[27° @87 m-elte) B &T2THERY) qean| <
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< I[[B25" @82 () - 2172 () 2] (e Jagan +
“l-2er o ~ oy on i
+ f[IP (MP_(E) - P_(E) P, (n)|dgdn =

Al-2¢" ~1-2s" ~
= (1877 o jan [1B7%%7 @) - 2 o) lat +

-+

" ~1-2t" oy
[IPs(g)lda fIPt S - (m)]dn .

. - T ., D .
Lembrando que Pi 28 (x} = cosh(1-2s ZS)HIXl— €& crescente em

cosh(l-2s")7|x|

s', entdo pelo teorema da convergéncia mondtcna temos  gue as

duas tltimas parcelas tendem a zero, quande s',t' — 0, Assim,

(6) My foiar, prpr (Xr¥) =[JPs(X-x')Pt(Y"Y')hk(fs't')(x"y')dx'dy'

converge para zero guando s',t' — 0.

De (4} e (6), concluimos gue:

{(7) h, f

—_— ) [}
}:s+st, b+t (PS Pt) *_uk , quando s',t' — 0

Assim, para k = (0,0), temos,
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P = 11
(PP) * Uy (Xey) s',ir'n+o Esrgt, tapr (X0Y)

.

lim ( lim f

s'+0 '+ 0 S+Sl't+t'(x’Y))

I

lim ( lim (P ) % £(x,y)) =

V0 £' >0 s+s' Tt

lim ((P

i Pt) * £(x,y)) = (PsPt) x £(x,y),

s+s!

uma vez que (PSPt) * f & continua em s € em t . Logo,
(8) fp Cy) = (PP} % uyq(%,y).

E, por transformada de Fourier, de (8), concluimos dgue

(9} h (£, (%,y) = (PP & hyuge) (x,y) , Yk € 0.

Logo, de (7) e (9)

(PSPt) * uk = s|lirfl+0(hkfs+3‘rt+t'} -
' }

= lim ((P , P ) «h oy )= 1lim (3im (P_, , P, :} % h p. )=
o oo Perst Prarr) # Oigge) T SI0 G Fargr Forer? * Pidige) =
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= (PP} % hyygy = B (£,) .
Assim,
PP = h (f )

s t 'uk k' "st

que & exatamente (l1). Assim a prova do lema esta completa.

5.3.5. LEMA. Seja a um atomo. Entd3o vale que:

{a) th(ast) = (QSPt) x a.
{b) h01(ast) = (PSQt) * a.
{c) h,.(a_.) = (QSQt) * a.

11 st

onde a = (PsPt) * a.

st

DEMONSTRACAO. Demonstremos (a); a demonstrac¢ac de (b) e (¢} sdo

semelhantes.

(hyg(a ) (x,y) = 1 sgx tghnix|(ag) (xy) =

10

= i sg:(tgh17|x](PsPt) (x,v) a(x,y) .
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Mas sg x tgh 7 |x]| = tgh(wrx), pois & Impar. Assim,

(a_.) (x,y) =1itgh{mx) pgcx) P;(y);a(x,y).

(th st

Por outro lado,

Q. (x) = P_(x) (i tgh(mx)).
Assim,

a_)) (x,y) = Q)(x) PL(y) Alx,y) .

(th( st

Isto e,
h

lO(ast)(x,y) = (QSPt) * a{x,y).

5.3.6. PROPOSICEO. Seja a um atomo. Entac vale gue

sup Ih, (a_ )1 < c .,
0<s,t<l k' st’ 1

onde C & uma constante que independe do atomo.



130

DEMONSTRAGAO. Faremos a demonstragao para k = (1,0). Pelo lema

anterior, temos que:

h. . (a

10 ) = (QP) »a.

st s t

Suponhamos gque supp{a) € I xJ, Vamos estudar quatro casos:

19) Se |I{,|J} < 1. Neste caso, a definigdo de &tomo garante
a existéncia de momentos nulos. Vamos supor I e J centra-

dos na origem. Temos,

H(QSPt} * ami_JJ[QSPt * a|dxdy =

oz * 1l < ]
2Ix2J (IR-2I)x2J 2Tx (IR ~2J) (IR-2I)x (IR-2J)

'+®+@+®+@.

Estimemos cada uma separadamente. Pela desigualdade de Schwartz

e por Plancherel, temos:

1/2 1/2

(1) [J [(QP,) * aldxdy < |2I] 123121,y * al, =
2Ix23 sttt s t 2

j211/2 |23 M% g P x @) 1, =c||t/ 2|5t/ P al,.



131

Mas ]P;(y)l <1l e Q;(X) = - itgh(mx} P;(x).

Assim, também [Qs(x)| < 1. Logo,
@ 5c|1]l/2 |le/2 néuz = C]I|l/2 ]J|1/2 lal, < C,

Agora
= [Q P, * al|dxdy =
@ ”(IR—ZI)sz st

- ” ]” (9, (x-x')-0_ (x) ) (y=y")alx',y")dx'dy" | dxdy
(IR-21) x2J IxJ

(IR=2TI)2xJ ‘I J

| A

(J ]Qs(x-x')—Qs(X)lJ P, vy alx',y")|ay")ax' )y
I J

”(IR-ZI)X.?J
Mas,

]QS(x—x') - Qs(x)] = |x'| |grad Qs(x-ex'ﬂ

com 8 € (0,1). Mas, |grad Q(x-6x") | E_C,/]x-ex'lz , logo,
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[Qs(x-X') - QS(X)I' < C]X'|/|K'9X'12

Mas, como x' € I e x ¢ 2I, entao . & facil oconcluirmos que

1/{x-6x'} < C/|x|, e entdo,
(1) lo x=x") - 0_(0)] < clx'|/1x]? .

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (na variavel y)

f -2
@ icj[ (fI fx* | x| [J P_y-y') alx’,y"ay' |ax")axdy
h (IR-2T)x2J J J

dx) J (J |P_ * a|dy)dx’
I /23 S

dx)J |2J!l/2 e * a(x',-)l, dx',
I S 2

Mas

sup |x'| J %% ax < o
x' €T R -21

independentemente de I e
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a~

b, w alx!, )y = 1(Bg % a) (x',)l,=1P_ a(x', ), < fa', )l .

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (em relagdo a x'),

@'i cla|t/? J lax', )1, ax’
I

<claM? jz1t? var, < c .

Analogamente, usando o fator de (1) ser valida para P_, temos,

(3) <c.

Finalmente, estimemos (::) . Uma vez que 0s momentos sao

t

nulos, podemos escrever:

(::) JJ |(QsPt) * aldxdy =
(IR-2I)x (IR-2J)

(| ]t eexn-0,00) @ vy 2 et v ey,
(R-2I)x(IR=-2J) //1IxJ

Por (1} para QS e Pt , temos,
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@ ¢ ” ) ‘“ (1 1765 (Jy* | A7) Ja ' y") Jaxtay )
(IR-2I) % (IR-2J) TxJ |

< C{sup |x' IJ X dx) ( sup |y’ JJ 172dy) ” lajdx'dy".
x'€l IR-2T y'eET R-2J IxJ

iCIIaHI < C.

Assim, @ + @ + @ + @'i C . Passemos ao segundo

caso.
29 cAso. |I],|J] > 1.

I (QSPt) * a "l = J[l (QSPt) * aldxdy =

i N emoznezs * apamozn™
(IR-21)x(IR-23J) (IR-21)x2J7 2IXIR=2J} 2Ix2J

OHONONOR

Inicialmente estimemos @ . Pela desigualdade de Cauchy~

Schwartz e o teorema de Plancherel, temos gue

@ - c1t/? 15172 lo P, * al, = clixa|t/%i (0_P,) al, <
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"< C,

< cia|MZan, = o)t ar,

Passemos, agora, a estimar @ . Lembremos que:

T CcosTs  senh X

o (x)} = |- | < 1/ {senhmx| .

2 .
cosh 7x - cosws

Assim, como x' € I

[ |Qs(x—x‘)|dx = 2 fn |Q_(w) [aw <
IR-2T Il-x* S

< 2 J ]Qs(w)ldw <2 [ (senh mw) * aw < glr| L.
lz] |1}
2
Analogamente,
'Pt(Y)i ' sen . 7s coshmny |i coshwy,/senhzﬁy

2
cosh™ 7y - cos 7s

Assim, como y' € J, entao:

=

coshTw

dw
|3]/2  senh’@mw)

J IPt(y-Y')ldy='2J |P,(w) fdy < 2 J
(IR=-2J) J|-y"
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< 12/112|J| <c/laj.

Entao,
() -] ([ Jateytyifo text [, tr-y') |axtayt aay -
(IR-2I)x (IR -2J) IxJ

- [ tamnyn ] 0, Gees) | P, (ymy*) | oely) iy
IxJ (IR-2I)x (IR-2J}

<chal, /|1} ja] <c/ |1} |} < c,

uma vez que |I], |J| > 1, entdo 1/|I|, 1/|J} <1 .

@ B JJ |(QsPt) x aldxdy =

(IR-2I)x2J7

ZJJ II Qs(x—x')(J P, (y-y")a(x',y")dy")dx" |axdy
(IR-21I)x2J I J

| A

JJ (J IQS(X-X')I IJ Pt(y—y‘)a(X',y')dy'|dx')dxdy
(IR-2I)x2T T J

=CIII"1j J I P ly-ya(x',y")dy'|dx' dy =
27 ‘1 Vg



< CII|_1 JI (IzJ IPt * a(x',y')|dy)dx"

e pela desigualdade de Schwartz (na varidvel ¥) e o teorema

Plancherel

C

L 20 |1/2
IIIJII |

IA

; v, '
ﬂPt * a(x', )II2 dx

< £ |g)t/2 f

IP. a(x', ). dx'
t 2
| T]

I

| A

C_ |Jll/2 ‘Il_l J Ea(x',")ﬂz dx!
T

e pela desigualdade de Schwartz (na variavel x},

<claM? 7t M2 a9,

1/2 < clz|™t <C

zc|mxa M1t sl

uma vez que |I| > 1.

Assim,

137

de
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@ <c

Analogamente, uma vez que |J| > 1, encontramos que

® :

39 CASO. Se |I| >1 e |J] < 1. Nesse caso, o momento na dire-

gdo y & nulo.

JJ|(QSPt)[*Ia]dxdy =

oS FRRY AU SR
2Ix2J (IR~2I)%2T 2Ix {IR-2TJ) (IR=-2I)* {IR—-2J)

ORIORIOR O}

A estimativa de (::) € aniloga nos casos anteriores, As-

sim,

Passemos a estimar (::) -
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@ = ” . |(QP,) » a|dxdy = J '(J |Q.P, * alx,y)| axldy =
2Ix (IR=2J) R-2J Ja2r °® _

< (J21]*2 1 p,) # a(-,y)uzdy=c|1|1/zfm_mn((Qspt)*a) (o) Iy <

JIR—ZJ

iCIIIl/2 f ip, * a(-, y)i, dy =

IR-2J

= c|1|}/? I * a(x',y)|% ax)t/? ay =

(J |P
m-23 'm ¢t

1/2

<o [ e @ ilacyjan? e ey <
IR-2T I-J

celt2 | (I ey-r e Plae vy e ey
R=-2J J I

=C‘1111/2 J IPt(y-y') -Pt(y)l la(.,y")l, dy")dy

i
IR-2J J

iclﬂl/2 f ([J (y' 1y~ la(+,y")I, dy"idy

IR=-2J
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= C|I| I la(e,y")I, (sup iY'IJ y dy)dy'
J IR -2J

y'€Jd

5_C|I|l/2 J la(-,¥")I, dy" <
J

1/2 2

<ciz|M? 1512 na cxa]t’? - e

5 < C|IxT|

A estimativa de @ é analoga a @ e assim,
@ < C ]
Passemos a estimar @

@ = J[ |(Q5Pt) * a|dxdy
(IR-2T)x (IR-2J)

dsdy | ” Q (x=x') (P (y=y")~P (¥y"))alx', y")dx'dy" |

”(JR—ZI}X(JR—ZI) IxJ

|~

Iestx-x')'lf Py ty-y") P ) | Jatxt,y") |ax'ay")

dde(J J

fj(]ER--2I)><(IER—ZJ) I

i” ff IQS(wx')I(fJ P, y-y")-P_(y) | la(x',y") |dy'dy)ax' ) ax
R-21 ‘1 (IR=2J) xJ
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<J (f IQS(x—x')I'(f latx',y") ] (J (v' Iy apay axtax
R-2I I J R-2T7 '

iJ ff lostx—-x')ltj late’sy") | ( sup Jy'| ¥ 2 dy)ay')ax')dx
R-2I 'I J

y'eJ JI[R—«?J

<o tagten ] | ate,yn layhanex
IR-21I ‘I J

iCJ (J o, )| (3% Hatet, )1, axtyax
R-2T ‘I

o (ex") |dx)dx’ <

= c|g|1/? f late', ), (J
T R=2T

5C|J|1/2J la(x', )1, 8|I|_1 dx’
I

_~:_<:|J]l/2 )7t 1)t lal, € clzx)V? 3t s <C

pois [I]| > 1 . Assim,

() <c.

49 CASO. Se |I|<l e }J|>1. A prova & semelhante ao 39 caso.
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Assim, concluimos que
H(QSPt) * aﬂl < C

onde C & uma constante que nao depende do atomo. A demonstra-

¢cao de
H(PSQt) * aHl < C e H(Qth} * aHl < C

seque  mesmo raciocinio.

l - " -
5.3.7. TEOREMA. O espago hatom esta imersamente contilnuo em
1
th .
DEMONSTRACAO. Basta provarmos que se a & um atomo, entao

1 .
a € th e mais

(1) lal

< Clal .
h - 1

1
Hb hatom
Pela proposigao 5.3.6, temos gue existe uma constante C, que in

depende de a, tal gque

b (QP,) »al, < C
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"(PSQt) * allll < C

“(Qth) * aHl < C .

Entao, pelo lema 5.3.5 temos que,

sup fh. (a ) < C ¥k € 0O,
0<s, t<1 kst - )
Logo, pelo lema 5.3.4, vem que
(1) ﬂhk(a)lil < Cc ,

para todo k € 0,

, 1 -
Asgim, a € th . Tambem ,

= inf{a > O,/é € gA}.

Hath =
atom
n n
Se a=a I a.a. )X a; = 1 a; > 0 e o >0, entao
i=1 ’ i=l -
n n
(Y = Jla I a.a.i <o I o. fa.l .
1 L i1l — - i 1
th i=1 th i=]1 th
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E entao, por (1), temos:

n
1 22a(I o) =C-a,

b i=1

lal
h

Tomando © Infimo desses o temos:

lal 1 < Clal 1

th hatom

o que completa a demonstracgao do teorema.
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