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INTRODUÇÃO 

Em 1972, C. Fefferman e E.M. Stein no clássico trabalho "HP 

spaces of Several variables" ( [8]) sugerem o desenvolvimento de 

uma teoria de espaços Hp sobre produtos de semi-planos. Desde 

então vários autores se ocuparam de diversos aspectos dessa teQ 

ria. Isto foi feito tanto do ponto de vista "analista" p:>r Gundy

Stein [11} , Chang [41 , Chang-Fefferrnan (SJ , Fefferman [7} , Bar-

din-Fernandez [2], etc., como do ponto de vista "probabilista" 

por Bernard [1] , Brossard-Cheva1ier [3] , Gundy [10] , Sato [13] , 

etc. 

Este trabalho situa-se dentro de um programa de pesquisas 

~ue objetiva sistematizar a teoria dos espaços Hp sobre produ-

tos de semi-espaços de modo paralelo a teoria "clássica" de Fef 

ferman-StE·in-Weiss ( [8] e (15]). Lembrando que a teoria dos es

:paços Hp divide-se na teoria para p=l e na teoria para os "ou 

tros" p's, nesta dissertação, focalizamos nossa atenção sobre os 

espaços H
1 

sobre produtos de semi-espaços e sobre produtos de 

faixas. 

Os espaços H1 sobre produtos de semi-espaços já foram 

objetos de estudo em pelo menos duas teses: a de H. Sato { [14] ), 

em Grenoble, que estudou a equivalência entre a definição "maxi:. 

mal'' e a definição "via as transformadas de Hilbert parciais e 

duplas" e a de K.G. Merryfield [12], em Chicago, que estudou a 
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O principal resultado aqui é o análogo ao teorema de Stein-
c :;; ' 

Weiss ( [15, p. 231]) sobre a existência de um p, com O< p < 1, 

tal que )FjP é sub-harmônica. Gostariamos de chamar a atenção 

que a demonst:ração originaL=de Stein-Weiss não se adapta ao _nos , -

so caso. Portanto, novas idéias foram necessárias. Estas idéias 

envolvem certos resultados pouco conhecidos de A.P. Calderón e 

estudados por Coifman-Weiss [ 6] . 

A definição dos espaços H
1

, sobre produtos de semi-espaços, 

"analítica" ou "clássica" é dada no Capitulo III. Lembramos tam 

bérn a definição "via as transformadas de Hilbert parciais e du-

plas 11 e demonstramos a equivalênci.a das duas definições. 

No Capítulo IV passamos a estudar os espaços 
l 

H sobre pr~ 

dutos de faixas. Estes. espaços, denotados por h
1

, foram intro

duzidos por Goldberg [9]. O aspecto fundamental aqui é que os 

espaços contém os espaços S de Schwartz. Novamente aqui 

estabelecemos a equivalência entre as definições "clássica ou 

analítica" e a definiç:ão "via as transformadas de Hilbert medi-

ficadas, parciais e duplas". 

Finalmente no Capitulo V estudamos o problema da dualidade 
l ' 2 

para os espaços h . Introduzimos então os espaços b.rn.o. (JR ) 

"não isotrópicos 11 e es'tudamos os espaços h
1 

atômicos. Demons

tramos que o dual de h
1 

atômico é o b.m.o. Mas, ternos somente 

que o dual ão h1 "analítico" está contido em b.m.o. No caso do 

produto de faixas, há pouca esperança de se obter urna caracte

rização completa do dual dos espaços h
1 

analítico em termos 
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dos espaços b.m.o. Para isso veja-se os resultados de 
/ 

Chang 

[4] , Chang-Fefferman [5] e Fefferman [7] . 

Corno foi mencionado no inÍcio desta introdução esta disser 

tação .insere-se num amplo program~ de pesquisa sobre os~espaços 

Hp sobre domínios produtos. Mesmo no caso p=l, o qual aqui nos 

ocupamos, o assunto está longe de ser esgotado. Diversos probl~ 

mas interessantes e alguns bastante difíceis estão ainda em 

aberto. Por outro lado, a maguinâria matemática envolvida nes-

ses problemas é não trivial e bastante rica. Tudo isso é, por-

tanto, um convite para que no futuro continuemos nos ocupando 

do estudo deste tema. 



CAP1TULO I 

ANALISE HARMCNICA E BI-HARMCNICA 

Reuniremos neste Capitulo os resultados da Análise Harmô-

nica e Bi-harmônica que .serão utilizados posteriormente. Alguns 

desses resultados são clássicos (ver Stein-Weiss[l7]) oubus sao 

mais recentes (ver Sato[l4]) e alguns são novos (pelo menos nao 

temos referências). 

As funções aqui consideradas estarão definidas sobre prod~ 

tos de semi-planos ou produtos de faixas. 

1.1. PRELIMINARES 

1.1.0. Indicaremos por lR 2 x lR 2 
os elementos da fama (x,t; y,t) + + 

onde x,y,s,t E JR com s,t >O. O nU:c.le.o de. PoLó.t.on no semi

plano JR~ = {(x,s) jx,s E lR e s >O} é: 

(l) p (x) 
s 

s 
~c • ~-"=--~ 2 2 

S +X 
' 

onde a constante positiva c é escolhida de modo que p 
s 

massa total igual à 1, e o núcleo de. Polóóon conjugado é: 

( 2) 

tenha 
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1.1.1. DEFINIÇÃO. Dizemos que uma função u, definida sobre 

m 2 x :rn. 2 
+ + ê h i-harmônica se u e harmônica em (x, s) E e 

em (y,t) E separadamente, isto é, 

+ o 

e 

+ = o. 

Exemplos de funções bi-harmônicas sao as integrais de Pois 

son duplas de funções com 

Sejam x,a E IR, com a > O. O cone com vértice 

abertura a, em 

r (x) 
a 

lR 
2 

, é definido por + 

{(x',s) E m;l lx-x' I <as} 

1.1.2. DEFINIÇÃO. Uma função u, definida sobre 

(x, O) e 

e 

dita ter limite não tangencial, L, no ponto (x
0

,y
0

) E IR x JR , 

se u(x,s;y,t) tende a L quando o ponto (X,Sjy,t) terrle a (x
0

,yÓ), 

sem sair de fa(xo) X rs(yo) para todo par (a,S) de ~s reais 

positivos (isto ê, cada par {x,s) E lR~ , _( (y,t} E JR:}) 1 tende 

não tangenc ialmente a x
0

, (a y 
0

) ) • 
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1.1.3. DEFINIÇÃO. Urna função, u, definida sobre -e 

não .tange.neial.men.te. limitada em (x ,y ) E IR x m se u é lirni
o o 

tada no produto cartesiano dos cones truncados: 

para cada par (a,S) de numeres positivos. 

Se u e a integral de Poisson dupla de uma função 

g E Lp(:m. x IR), 1 < p < oo, então, ué não tangencialmente limi-

tada em quase todo (X , y ) E JR X JR • 
o o 

1.2. PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES BI-HARM0NICAS 

Necessitaremos de algumas propriedades básicas das funções 

bi-harmônicas em 2 2 
IR+ x IR+. Para algumas delas daremos a prova, 

outras, apenas _enunciaremos, e a prova destas pode ser encontra 

da, por exemplo'1 em [1 71 • 

1.2.1. LEMA. Seja g E Lp(JR x IR), 1 < p < oo Então 

lim 
s,t-+0 

em quase toda parte, onde por (P5Pt) * _g estamos indicando a 

integral de Poisson dupla de g: 
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ff Ps(x-x') Pt(y-y') g(x',y')dx'dy' . 

Um resultado mais geral que o lema anterior e o seguinte: 

1.2.2. LEMA. Seja g E LP(:m x JR} 1 1 < p < oo Então 

tem limite nao tangencial, g(x,y), em quase toda parte. 

1.2.3. LEMA. Seja u bi-harmônica em IR
2 

e tal que exis+ 
te uma constante C > O, finita, satisfazendo: 

sup Uu(•,s;•,t)11
1 

<C. 
s,t > O 

Então, existe uma constante K > O tal que 

sup ju(x,s;y,t) < KC/st. 
x,y E JR 

DEMONSTRAÇÃO. Seja cen-

tro (x, s) (resp. (y 1 t) e raio s (resp. t) . Da propriedade do 

2 
valor médio para funções harmônicas temos, fixando {y 1 t) E :rn+ 1 

(1) ju(x,s;y,t) I JJ ju(x',s';y,t) ]dx'ds' 
B1 



onde K e uma constante. Da mesma forma 

(2) /u(x',s';y,t)/ .:'_ K/B2 /-l Jf /u(x',.s';y',t')/dy'dt' 
B2 

Combinando (1) e (2), nos obtemos: 

5 

Seja T
1 

= r
1 

xJ
1 

= (x-s,x+s) x (0,2s), (resp. T
2

= r
2

xJ
2
). En 

tão, existe constante K tal que 

Além disso, Bi c Ti 

~ K/B. I ' 
'l 

i=l, 2 . 

i =1,2. Então, de (3), concluimos que: 

fJJf /u(x's';y't') /dx'ds'dy'dt' ~ 
T

1
xT

2 

o que completa a demonstração do lema. 

1. 2. 4. LEMA. Seja u satisfazendo as condições do lema anterior. 



Então, u é a integral de Poisson dupla de urna medida de 

finita, v, isto é: 

u(x,s;y,t) = Jfc
2 

J;
5

(x-}\') Pt(y-y')dv(x',y')_c 

lR 

6 

Borel 

DEMONSTRAÇÃO. Da hipótese, podemos escolher uma subsequência 

u(x,s';y,t 1
) que converge fracamente a uma medida de Borel fini 

ta, v, quando s' ,t'~-0, isto é, 

Jf g(x' ,y') u(x',s';y',t')dx 1 dy'----> fJ g(x',y')dv(x',y') 
s',t'+OJ 

para toda g continua e que se anula no infinito. Como 

g(x',y') = P (x-x') P (y-y') se anula no infinito e é continua, s t 

para cada quádupla (x,s;y,t) fixada. Então, 

(1) JJ P
5

(x-x')Pt(y-y') u(x 1 s 1 ;y',t 1 }dx'dy' 

converge para 

quando s ' , t' ----?> O • 

suponhamos que a seguinte igualdade vale, (logo mais, a 

provaremos) , 
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(2) u(x,s+s';y,t+t 1
) = JJ Ps(x--x')Pt(y-y')u(x',s';y',t 1 )dx'dy'. 

Então, em vista da continuidade de u em s e em t , e em 

vista da existência do limite_ duplo, (1), temos .que 

Assim, 

u(x,s;y,t) = lim u(x,s+s' ;y,t) 
S 1 +O 

= lim ( lirn u(x,s+s'; y,'t+t')) 
s 1 +0t'+O 

lim u (x, s+s' ; y, t+t') = 
s',t'-t-0 

u(x,s;y,t) 

Para a prova do lema estar completa, basta provarmos (2) 

e isso é o que faremos a seguir. 

Sabemos que se rrrna função h e harmônica 

em·cada semiplano próprio, lR! (s
0

) = { (x,s) E 

então, vale que: 

( 3) h(x,s+s') =f P5 (x-x') h(x's')dx' 

e limitada 

s < s} , 
o-
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Pelo lema 1.2.3. ternos que existe K > O tal que: 

/u(x,s;y,t) I < KC/st , 

para todo x e y em IR. Assim, fixado (y, t) e fixado s > o, 
o 

arbitrário, temos que se s > s , então, 
o 

/u(x,s;y,t) I < KC/st < KC/s t . 
o 

Assim, para cada par (y,t), 

é limitada em cada m! (s
0

). 

fixado arbitrariamente, temos que u 

Sendo u bi-harmônica, portanto, 

harmônica em {x,s), vem qu~, de (3), 

u(x,s+s 1 ;y,t) =f P
5

(x-x')u(x',s';y,t}dx' 

Com argumento análogo, ternos 

u(x,s+s';y,t+t') =I Ps(x-x') cf Pt(y-y'Lu(x',s';y',t')dy'l_dx' 

e pelo teorema de Fubini, 

u(x,s+s';y,t+t') = JJ P
5

(x-x') Pt(y-y') u(x',s';y',t')dx'dy' 

e então (2) está provada, o que conclui a demonstração do lema. 
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- -1.2.5. LEMA. Seja u bi-harmônica em m~ X :m~ • Se 

gencialmente limitada em todos os pontos de um 

u e nao tan 

sub-conjunto 

S c lR x JR, de medida positiva, então u tem limite não tangen-

cial--em ,_quase todos..::os pontos~ s,. 

DEMONSTRAÇÃO. Ver [17] • 

l. 3. OPERADORES DE HARDY- LITTLEWOOD E A FUNÇÃO MAXIMAL u* • 

O operador maximal de Hardy-Littlewood, é aquele que asso

cia a cada f E Lp(IRn), 1 ~ p ~ oo, a função: 

(Mf) (x) ~ sup 
r>O 

jf(x-x') jdx' 
I <r 

onde nn é o volume da esfera unitária em IRn. ~ sabido que, 

se p > 1, existe uma constante K, dependendo apellas da dimen-

sao n e de p , tal que 

IIMfll < KIIH 
p p 

Denotemos por o operador maximal que associa a cada 

f E Lp (IR 2 ) a função maximal de Hardy-Littlewood de f ( • ,y), is-

to é, 



(1.3.1) 10 1 
(M f) (x,y) ~ sup (2r)-

r>O Ir jf(x-x',y)ldx' 
-r 

Semelhantemente, definimos M01 
por: 

(1.3.2) 
01 -

(M f) (x,y) = sup 
r>O 

1 Jr (2r)- lf(x,y-y') ldy' 
-r 

10 

1.3.3. LEMA. Seja f E Lp{lR x lR) com l < p < oo Então, existe 

K > O tal que 

IIMOl (MlO f) U < Kll H 
p p 

DEMONSTRAÇÃO. Imediata do que foi observado no inicio de 1.3~ 

1. 3. 4 • DEF IN IçAO. Seja u bi -harmônica em rn. 2 xm 2 • Definimos + + 
a função maximal u *, de u sobre :rn x IR, por: 

u*(u) (x,y) = sup lu(x,s;y,t) I • 
s, t >o 

1. 3. 5. LEMA. Seja 1 < p ..:::_ ro. Então, existe uma constante C > O 

tal que,-- para toda f E Lp (IR x IR), tem-se que 

llu*(u)ll <CIIfll 
p p 

onde u e a integral de Poisson de f, isto é, u = (P
5
Pt) *f. 
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DEMONSTRAÇÃO. Se p = m, então é imediato. Provaremos, o lema 

para 1 < p < oo 

u*(u) ~".sup 1JJ P 5 (x-x')Pt(y-y')f(x'~y'.)dx'dy'.l < 
s,t>O 

< 

~ 

sup 
s,t >O 

sup 
s ,t >o 

Jf P s (x-x') P t (y-y') I f (x' , y' ) I dx' dy' ~ 

J P
5

(x-x') <f Pt(y-y') lf(x',y') ldy')dx' < 

< sup <f P (x-x') sup <f Pt(y-y') lf(x',y') ldy')dx' . 
s>O 

5 
t>O 

1!: sabido da análise harmônica, ver r :J-5] (pág * 62) que se 

1 < p < ~. existe uma constante K > o tal que para toda g E 

E Lp(IRn), tem-se gue flsup g * p u < Kllgll Então, fixando 
s p - p s>O 

y, elevando u* a potência p, e integrando com relação 

ternos, 

J u*(u)P(x,y)dx < K J(sup <f Pt(y-y') lf(x',y') ldy')P dx 
t>O 

a X ' 

e integrando em y , e aplicando novamente o r e sul ta do acima men 

cionado e aplicando o teorema de Fubini, temos, 

f<f u*(u)p(x,y)dx)dy) < K JJ lf(x,y) lpdxdy 
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assim 

Uu* (u)G < KUfD 
p p 

isto e, se f E LP, 1 < p < oo, então u* e limitado em LP. 

1.3.6. LEMA. Existe uma constante finita K > O, tal que para 

toda g E Lp(IR xJR), 1 < p < oo, tem-se que se u= (P
5
Pt) * g, 

então, 

01 lO 
u* (u) (x,y) < K M (M (u* (u)))(x,y) 

onde sao os operadores maximais parciais de Hardy-

-Littlewood definidos no inicio de 1.3. 

DEMONSTRAÇÃO. S~ja B
1

(resp. B
2

) a bola aberta em JR2 de centro 

{x,s) (resp. (y,t)) e raio s (resp. t). Seja 

= (x-s,x+s) x (0,2s) (resp. T
2 

= r
2

xJ
2
). Temos então, gue exis-

te K > O tal que jB.j ~ KjT.j, 
l l 

i= 1, 2 

Fixando (y i t), e tendo em conta que u e harmônica em (x, s ), 

temos, pela propriedade do valor médio que existe K >O tal que 

ju(x,s;y,t) I::_ KjB
1
j-l JJB ju(x',s';y,t) jdx'ds' • 

l 

Novamente, pela mesma propriedade, ternos que, 



l3 

lu(x',s';y,t)I2KIB2 1-l fJ lu(x',s';y',t')!dy'dt'. 
B2 

Combinando essas duas desigualdades então, por Fubini, temos, 

sup I u ( x' , s' ; y' , t' ) I dx' dy' = 
s, t>O 

J u*(u) (x',y')dx')dy' < 
Il 

01 lO 
<KM (M (u*(u)))(x,y). 

o que completa a demonstração do lema. 



14 

1.4. FUNÇOES BI-HARMONICAS SOBRE S x S. 

1.4.1. Seja S ~ {(x,s) lxE lR e O < s < 1} a faixa em 

Os núcleos -de .Poisson para a-..::f'aixã..::S :podem ser. obtidos ~Lusando~-a

transformação conforme: 

(u,v) E 

são eles: 

(1) 

(2) 

(3) 

( 4) 

(5) 

' p (x) ~ 
s 

Qo(x) ~ 
s 

-log~ 
(--::-

TI 

sen TI s 

arg{u,v)) 
' TI 

2(COSh1TX- COS]L_J3) 

sen TI s 

cosh(1-2s) TI lxl 

cosh 'TI I x I 

coshlfs-enx 

2 (cosh Tf x - cos 11 s) 

cosh n x 
2 

- cos 1T s 



I 6 l 

I 7 l 

rrx 
cos n s + e 

2 (cosh 1T x + cos TT s) 

c os 'lí-s--- --senh 1T x 
2 2 cosh 1TX- cos 'ITS 
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o 
Ql-s lx) 

A seguir enunciaremos alguns lemas da análise harmônica 

sobre a faixa dupla S x S; alguns dos quais daremos a demonstra 

ção, outros, daremos a bibliografia. 

1.4.2. LEMA. Seja uma função continua e limitada em 

para cada k E D. Então, existe uma função, F, definLda 

S x S satisfazendo as seguintes condições: 

{i) F e bi-harmônica em S x S 

(ii) F é continua em S x S 

A função F -e: 

F(x,s;y,t) = L 
kED 

Jf P
5

(x-x')Pt(y-y')fk{x',y')dx'dy' 

' 

sobre 

DEMONSTRAÇÃO. Ver J. I. Bertolo, Tese de Doutorado. IMECC-lNICAMP, 

1982. 



1 .4 .3. LEMA. Seja u bi-hannônica eJ;ll S x $ e tal que: 

Então, 

(i) 

sup fi ju(x,s;y,t) jdxdy < oo • 

O<s,t<l 

ff 
l-2s' l-2t' 

u(x,s+s 1 ;y,t+t 1
) = P

5 
(x-x')Pt (y-y')u(x,s 1 ;y,t'} dx'dy' 

onde, por 

isto e, 

Pa(x) estamos indicando a função tal que 
s 

cosh (a- 2s) n/x j 

cosh an/xl 

(ii) Existe uma medida de Borel finita, v, tal que: 

u(x,s;y,t) ~fi P
5

(x-x') Pt(y-y')dv(x',y'). 

16 

DEMONSTRAÇÃO. Faremos a demonstração para funções simétricas em 

relação a s = t = 1/2, isto é, para funções que satisfazem: 
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u(x,l-s;y,t) = u(x,s;y,t) 

u(x,s;y,l-t) = u(x,s;y,t) 

O mesmo raciocinio é válido se u e antisimétrica, isto é, 

u(x,l-s;y,t) = -u(x,y,s,t) 

u(x,s;y,l-t) = -u(x,y,s,t) 

E para o caso geral, basta observarmos que u é a soma de qua-

tro funções simétricas e antisimétricas em relação a s = t = 1/2. 

Assim sendo, trabalharemos com O < s,t < l/2. 

~ conhecido o seguinte resultado para funçÕes harmônicas 

em S: se w(x,s) é harmônica em S, O < s < l/2, então vale que: 

w(x,s+s') 
f P

l
5
-2s' 

(X-X I) W (X I I 5 I) dX I 

No caso em que u(x,s;y,t) é bi-harrnônica em S x S, temos 

que fixado o par (y,t+t') E S, u é harmônica em relação a {x,s), 

logo, 

u(x,s+s 1 Y 1 t+t I) 
l-2s 1 

P (x-x')u(x',s';y,t+t')dx' 
s ' 

do mesmo modo, 

f 
l-2t' 

u{x',s';y,t+t') = Pt (y-y')u(x',s'; y' ,t')dy' 1 
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assim,.combinando as duas últimas igualdades, ternos que: 

I 1 2s' J l-2t' u(x,s+s';y,t+t') = P
5

- (x-x') ( Pt {y-y')u(x',s';y',t')dy')dx' 

e, então, 

fi l-2s' u(x,s+s 1 ;y,t+t 1 ) = P
5 

(x-x') 
l-2t' 

P t {y-y' )u(x' ,s' ;y' ,t')dx'dy' 

e assim, (i) está provada. 

Provemos, agora, (ii). Como, por hipÓtese, IIU:(·,s;•,t)ll
1 

limitada uniformemente em s,t, então, existe uma subsequência 

-e 

u ( •, s 1 
; •, t 1

) que converge fracamente a urna medida de Borel 

finita, v, quando s' e t' tendem a zero, isto é: 

JJ g(x',y') u(x',s';y',t')dx'dy' 

converge para 

fJ g(x' ,y')dv(x' ,y') 

quando s' , t' --~ O para toda função g contínua e que se anu-

la no co. Em particular, fixado (x 1 s;y,t), consideramos 
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como P
5 

e Pt E S(IR) (espaço das funções rapidamente decresce~ 

tes), então g, assim definida, é contínua e se anula no infini-

to, logo: 

(l) J I P
5 

(x-x') Pt (y-y 1 )u (x' ,s' ;y' ,t 1 )dx'dy' 

converge para 

quando s 1 ,t'~ O. 

Por outro lado, por (i), temos que: 

llu.(x,s+s 1 ;y,t+t')- JJ P5 (x-x')Pt(y-y')u(x',s';y',t')dx'dy'lloo = 

= uJf l-2s' p 
s 

l-2t' (x-x')Pt (y-y')u(x',s';y',t')dx'dy'-

-ri P
5

(x-x') Pt(y-y') u(x',s';y',t')dx'dy'llw 

11 J.'J [P1- 25 ' (x-x' )~- 2 t' (y-y' )-P (x-x' )P (y-y' )] u (x' ,s ';y', t' )dx'dy' 11 < 
s t s t 00 

< IIP1-2s 1 

s 

< C~Pl-2s
1 

s 
l-2t' 

pt 
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converge para zero, quando s' ~ O, e analogamente 

converge para zero, quando t' ----;:.. O. Também 

converge para 

quando t' ---?> O • Logo 

llu(x,s+s 1 ;y,t+t 1
)- II P

5
(x-x')Pt(y-y 1 )u(x'_!_s';y',t')dx'dy'lloo < 

- í' m lds + s 

que converge a O quando s' , t' -----?> O. Assim, 
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Mas, corno todos os núcleos de Poisson sao elementos de S(IR), 

então, vale a fórmula da inversão para a transformada de Fou-

rier: 

lpl
8
-2s' (x) Plt-2t' (y) P ( ) P ( ) I - S X t y = 

< JJ1í>l-2s'm Pl-2t'rnl- ;;l-2t'ro Ps(nl/dt;dn + 
s ' t t 

Jlí>l-2t' (nldn. Jií>l-2s' (<;) 
t - s 

A 

- p (i;) /di;+ 
s 

Pelo teorema da convergência monótona, uma vez que 
"'l-í2s' 
p '(X) 

s 
-e 

crescente em s•, temos que 



u(x,s+s';y,t+t')- JJ Ps(x-s')Pt(y-y')u(x',s';y',t')dx'dy' 

converge a O, quando s',t' ~O. Então, por (1), temos que 

JJP
5

(x-x') Pt(y-y')dv(x',y') ~ 

= lim JP (x-x') P (y-y' )u (x' ,s' ;y' ,t' )dx'dy' 
s',t' +O 5 t 

~ lirn 
s',t'-rO 

u(x,s+s'; y,t+t') 

lim { lim u (x, s+s 1 
; y, t+t 1 ) ) 

s'-+0 t 1 +0 

= lim U(x,s+s'; y,t) 
SI -+ Ú 

u(x,s;y,t) 
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uma vez que u(x,s;y,t) é continua em (x,s) e em (y,t) separad~ 

mente. Assim, a demonstração do lema está concluída. 



CAP1TULO II 

UM SISTEMA CONJUGADO DO TIPO CAUCHY-RIEMANN 

Introduziremos neste capitulo uma noçao de sistema conjug~ 

do de funções, F = uk, k E D, que generaliza o sistema clássico 

de Cauchy-Riemann. O resultado principal será sobre a sub-harmo 

nicidade de certas potências IF)p do sistema, generalizando re-

sultados de E.M. Stein e G. Weiss. 

2.1. UM SISTEMA CONJUGADO 

No que segue u~aremos a seguinte notação: 

D = {(0,0); (1,0); (0,1); (1,1)}. 

2.1.1. DEFINIÇÃO. Para cada k E D, seja uk uma função real bi-

harmônica em x :ffi ~. Dizemos que é um sistema 

conjugado se as segqintes equações se verificarem: 

auoo 
+ 

au10 
o 

au01 
+ 

aull 
o = ' = as ax as ax 

(1) 

auoo au10 
o 

(luOl aull 
o = ' = 

ax as ax as 



+ ~ o 
' 

~ o ' 

aulO 
at + 
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~ o 

- o ' ,~ 

Observemos que o sistema acima (1), pode ser colocado na 

seguinte forma matricial: 

( 2) A1 3F + A -ª!: + A 3F + A ~Fy ~ O as 2 ax 3 at 4 a 

onde A. são as matrizes 8 x 4: 
J 

1 o o o o 1 o o \ 

o -1 o o 1 o o o 
A1 A2 ~ o o 1 o o o o 1 

o o o -1 . ' o o 1 o i 
I - - - - - - - i . - - - - - • 

I / o o 

o \ o \ 
- - - - - - - - - - \ 

1 o o o o o 1 o 

A3 ~ o o -1 o A4 ~ 1 o o o 

o 1 o o o o o 1 

o o o -1 o 1 o o 
/ 



e 

a F auOO dUlO dUOl dUll 
ãS ~ (as-, a-5' ~ ' ~) 

~ 

a F auOO dUlO dUOl dUll 
~ (~, -ax, """ãX ' """ãx-) ~ 

dX 

e analogamente 

2.1.2. EXEMPLO. Seja f E Lp(lR XIR), 1 

lR 
2 

e + 
nÚcleo de Poisson no semiplano 

son conjugado. Definimos, 

u
00 

(x,s;y,t) (P p ) 
s t * f(x,y) 

u 10 (x,s;y,t) ~ (QsPt) * f(x,y} 

u
01 

(x,s;y,t) ~ (PsQt) • f(x,y) 

u 11 cx,s;y,t) ~ (Qs 0t) • f(x,y). 

dUk 
(ãS)kED 

dUk 
(ãS)k E O 

.::_ p ::_ oo, seja P (x) 
s 

25 

o 

Q5 (x) o núcleo de Pois-

~ fácil verificar que F = (uk)k E 0 e um sistema conjugado. 
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2.2. SISTEMAS EL1PTICOS 

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar que todo siste-

ma conjugado, F = (uk), tem a propriedade da sub-harmonicidade e 

da bi-sub-harmonicidade, -isto e, existem tal p e p' E (0,1) 

que jF)P é sub-harmônica e /F)P' é bi-sub-harmônica. Para isso, 

necessitamos do conceito de sistema elípticos e de uma desigua~ 

dade, devido a A.P. Calderón, ver [6] . 

2.2.1. DEFINIÇÃO. Seja G = (G1 ,G2 , ••. ,Gm) um sistema de fun

çoes a valores reais, de classe c1
, definidas num domínio D c IR.n, 

satisfazendo: 

(l) 
n 
I AJ. a:GJ. = O 

j=l 

onde A. sao matrizes constantes d x m e ãG/ãx. sao os veto-
J J 

res colunas tendo componentes dG./dx., i=l,2, ... ,m. Dizemos en 
1 J 

tão que o sistema (1) e um sistema elíptico se para um vetor co 

luna m - dimensional v e uma enupla À = (À
1

, ... , Àn), a condi 

çao 

( 2) 

implique 

n 
I 

j=l 
À.A.v=O 

J J 



(3) v = o ou 

e que as matrizes Aj sao as matrizes do sistema elíptico. 

2.2.2. LEMA.. Sejam v e l n u , ... , u 

e A1 , ••• ,An as matrizes d x m de um sistema elíptico. 

nhamos que 

(l) 

e 

(2) 

n 
l: 

j=l 

n 
l: 

j=l 

A.u(j)=O 
J 

À.A.v =O 
J J 

(portanto À = O ou v 

Então, existe um número real a, O < a < 1, tal que 

( 3) 

a 

max 

Jvl= l 

n 
l: 

j=l 
(u (j) • v) 2 n 

< a l: 
j=l 

dependendo somente da família de matrizes (A.) .• 
J J 
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Supo-

0) 

DEMONSTRAÇÃO. Esse lema foi demonstrado por Calderón. Ver [6). 

2. 2. 3. PROPOSIÇÃO. Todo sistema conjugado, F = {uk) k E 0 , e um 

sistema elÍptico. 
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam À~ (À
1

,À
2

,À
3

.,À
4

) e v~ (v
1

,v
2
,v

3
,v

4
) ele

mentos de IR
4 

que satisfaçam o sistema: 

onde as matrizes A. sao as matrizes 8 x 4, (2), em 2.1.1. Para 
J 

provarmos a elipticidade de F devemos provar que À = O ou v= O. 

Suponhamos que v t- O e, então, provemos que À= O. Com efeito, 

e equivalente a 

À! V! + À2V2 ~ o 

-Àl v2 + À2Vl ~ o 

ÀlVJ + À2V4 ~ o 

-ÀlV4 + À2V3 ~ o 

4 
I 

j~l 

À.A.v ~O 
J J 

(i) 
' 

(i i) 
' 

(iii) 
' 

(i v) ' 

À3Vl + À4V3 ~ o (v) 

-À3V3 + À4Vl ~ o (vi) 

À3V2 + À4V4 ~ o {vii) 

-À3 v4 + À4V2 ~ o (viii) 

Suponhamos que v1 # O, por exemplo. Então, de (i) e (ii) con-

cluimos que: 

e 

como v1 ~ O então À2 = O, e assim também Àl = O. Com mesmo 
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raciocinio, usando (v) e (vi) provamos que À
3 

= À
4 

=O. Assim, 

v F O implica que À =O, logo o sistema ê elíptico. 

Depois destes preliminares estamos em condições de enun

ciar e demonstrar o resultado mais importante deste capítulo. 

2. 2.4. TEOREMA. Seja F = (uk)k E 0 um sistema conjugado. Então 

(i) Existe p, O< p < 1 tal que !Fip é sub-harmônica, isto 

-e, 

p 
(i i) Existem pl e p2' o < pl,p2 < l, tal que IFI l é sub-har-

IR2 
p 

mônica com relação a (x, s) E e JF I 2 é sub-harmônica + 
com relação a (y, t) E JR2 , isto e, + 

> o e > o. 

Antes de demonstrarmos o teorema, façamos alguns comentá -

rios sobre a sub-haornonicidade de urna função. Lembremos que uma 

função continua, ~ , sobre um domínio u c lRrn e sub-harmônica 

se, para cada ponto x E U, existe rx > O tal que 

(l) ~ (x) < --=1-m--~l 
w 1 r m-

f ~ (y)dy 
Jy-xJ=r 



para O < r < rx , onde w 
m-1 

é a medida 
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da esfera unitária 

" IRm. L.m-1 em Se ~ é de classe c 2
, é bem conhecido que a de 

sigualdade (1), é equivalente a 8~ ::_O em U. Se ~ ~ jFJP, en 

tão, nossa função é de classe c2 em 

- {(x,s;y,t) J F(x,s;y,t) ~ Ol. 

Assim, teremos a desigualdade do valor médio, (1), desde que 

provemos que 1::. $ (x) ..::::. O sobre V, uma vez que $ .:: O implica a 

validade de (1) para os pontos x tais que F(x) = O. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.2.4. Provemos (i). Com os comentários 

feitos anteriormente vamos nos restringir ao conjunto 

v= { (x,s;y,t) E IR~ x lR~ 1 F(x,s;y,t) f=. O} 

Calculemos 8JFJP . 

~ 8(F•F)p/2 ~ jFJp-2 
as P • F) 

e 

• F) } • 
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Semelhantemente calculamos 
' ' 

Assim, 

+ F • 

Levando em conta a bi-harmonicidade de cada uk, temos, 

Aplicando o 

3 u ~ 3F/3t, 

tal que 

+ 

lema 2.2.2 com v ~ F/IF I e 1 
u = dF/ds, 

u
4 = dF/dy temos que existe um número 

(-L . 3Fl 2 + 
IF I as 

12 u = aF ;ax , 
I 
~, O<a<l, 
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Assim, se p 2:. 2-1/a, ternos que p-2 ~ -1/a e portanto 

que ~)F]P ~O, o que prova (i) do teorema. 

Prova de (ii). Provaremos a sub-harmonicidade apenas com 

relação a (x,s), com relação a (y,t} segue analogamente. Por 

hipótese, F = (~) é um sistema conjugado, logo suas componen

tes satisfazem as seguintes equações, de (1), na definição 2.1.1. 

+ = o + = o 

= o • = o 

Podemos colocar essas equaçoes na seguinte forma matricial: 

onde 

1 o o o 

o -1 o o 
= 

o o 1 o 

o o o -1 

o 1 

1 o 

o o 

o o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

1 

o 
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Assim, ternos um sistema ellptico, urna vez ·que se, 

À.B.v ~O 
J J 

então ou = o. 

Logo, pelo lema 2.2.2, existe a 1 , O < a
1 

< 1, dependendo ape-

nas de e 

( l) 

tal que: 

+ ( F • E) 2 
1FT ax 

Calculando o laplaciano, 

(x,t), p
1 

a ser determinado, ternos, 

Como F é bi-harmônica, então 

Logo , 

com relação a 

o ' 
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+ 

F ôF 2 + (p -2) [ (- • -) + 
1 IF I dS 

Tomando p
1 

::_ 2-l/a
1 • al em (l) • então p -2 > l/a e, por-1 ~ 

tanto, ~loiFI 
pl 

> O, e assim a primeira parte de (ii) está con 

cluída. A segunda parte é provada analogamente. 
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CAP lTULO II I 

O ESPAÇO DE HARDY 

O objetivo deste capítulo é introduzir várias definições . 

do espaço de Hardy H1 
(JR 

2 x IR 2) e mostrar suas. equivalências • . + + 

Estas definições são as dadas pela via analítica, via a função 

maxirral, via as transformad-as de Hilbert parciais e dupla. 

3.1. OS ESPAÇOS H1 (IR~ x IR~). 

3.1.1. DEFINIÇÃO. A classe de Hardy H
1 (IR 2 x IR 2 ) é o espaço 
anal + + 

vetorial dos si.stemas conj-ugados que verificam a condição: 

(1) syp J.J[F(x,s,y,t) [dxdy < oo • 

s, t >o 

( 2) 

• 

Munimos ·o espaço com a norma: 

= sup JJiF(x,s,y,t) Jdxdy 
s,t >O 

3.1.2. DEFINIÇÃO. Seja 1 f E L (lR x 1R) • A transformada de Fou-

rier de f é definida por: 
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' 

f<x,y) =fi f(x' ,.y')e2ni(xx' +yy')_ dx'dy' 

3,1.3. DEFINIÇÃO. Seja 1 
f E L ( m. x 1R) • Suas transformadas de 

Hilbert, Hkf, k E D, sao as distribuições temperadas definidas 

por: 

A 

F(H
10

f) (x,y) =isgxf(x,y) 

A 

F(H
01

tl (x,y) =i sgy f(x,y) 

A 

F(H
11

fl (x,y) = (i sgx) (i sgy)f(x,y). 

-Da mesma forma sao definidas as transformadas de Hilbert 

de uma medida de Borel finita l1 sobre lR x m. 

Ã 1 - -3.1.4. DEFINIÇ O. HHb(lR x m) e o espaço vetoriq_l das funçoes 

L 1 ( m x' m) , a valores reais, tais que suas transformadas de Hil 

·bert, Hkf' estão em L
1 

(lR x IR). 

Munimos o espaço H~b(IR~IR) com a seguinte-norma: 

= 

onde H00 f = f. 
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Notamos que se f E então Jf(x,y)dx=;O, Jf(x,y)dy =O, 

isso decorre imediatamente da definição 3.1.3. 

Observamos que quem primeiro trabalhou com tais transforma 

das e com o espaço H~ ( m x m) foi Sato [H ] • Este 

também, o espaço H;ax e mostrou a equivalência do 

via métodos probabilisticos [13]. O objetivo deste 

definiu, 

l 
e HHb, 

-e 

introduzir o espaço l 
Hanal e mostrar 

cap-ítulo 
l 

HHb. a equivalência com 

Observemos que se f E então, os momentos na direção 

x e na direção y sao nulos. Dai o fato do espaço das funções 

l rapidamente decrescentes,. S ( m x m) , não estar contido em HHb 

o que faremos a seguir é dar a definição 

Hl (m2xm2). 
max + + 

do espaço 

No capítulo I, definição 1.3.4, definimos a [unção maximal· 

de uma função bi-harrnônica u, sobre por: 

u* (u) (x,y) = sup /u(x,s;y,t) / 
s,t >o 

3.1.5. DEFINIÇÃO. 

ções bi-harmônicas reais, u, sobre 

u*(u) E L1 (m x ml. 

o espaço vetorial 

m 2 xm 2 que + + 

Munimos H
1 cm 2 

x m2 ) com a seguinte norma: max + + 

das fun-

verificam 



. 3. 2. 

O objetivo deste parágrafo é mostrar que ·o espaço 

está continuamente imerso em 

3.2.1. TEOREHA. O espaço H
1 

está continuamente imerso em anal 

DEHONSTRAÇÃO. Seja F E Logo 

sup llu(•,s i •,t) nl < oo. 
s, t > o 

Assim, cada é bi-harmônica e mais, 

pois: 

Mas, 

logo, 

sup 
s, t >o 

juk(x,s;y,t) j_:jF(x,s;y,t) J, 

sup 
s,t >O 

sup 
s,t >O 

satisfaz: 

u*(u) E :}(JR x JR) 
k k 

jF(x,s;y,t) J. 
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' 



Assim, 

Jf sup !uk (x,s;y,t) [dxdy < JJ 
s, t > o 

sup [F(x,s;y,t) /dxdy 
s, t >o 

e então, 

IIFII l 

H anal 

Então, definamos u por: 

u(x,s;y,t) = }";. uk (x,s;y,t) 
k<:D 

< 00 

e então, u é bi-harmônica em e além disso temos: 

=fi sup 
s, t >o 

[u(x,s;y,t) [dxdy < 

< 

< 

sup 
s, t >o 

( E I~ (x,s;y,t) [dxdy 
kED 

E ff sup !uk.(x,s;y,t) [dxày < 
kED s,t>O 

E 
kED 

= CIIFII l 

H anal 
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Assim, a cada 

u E com 

F E 

n un 1 
H max 

fizemos corres-ponder 

< c n Fll 
1 

H anal 

3.3. EQUIVAL~NCIA DAS DEFINIÇÕES. 

X IR) 
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um elemento 

A seguir provaremos um resultado que é o ponto central pa

ra a demonstração da equivalência entre os espaços Hl {E2 xJR2 ) 
anal + + 

3.3.1. TEOREMA. Seja Então 

existe uma constante C tal que 

(1) JJ sup 
s, t >o 

[F(x,s;y,t) [dxdy <C sup 
s,t >O 

Jf fF(x,s;y,t) [dxdy , 

e 

(2) lim 
s,t-+0 

F{x,s;y,t) = F(x,y) , 

existe em quase toda parte e em norma L1 • 
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DEMONSTRAÇÃO. ·vamos supor que cada uk assuma valores no espa

ço v1 = { (x,O,O) /x E lR}. Também, vamos considerar um outro es

paço de Hilbert, V2 , de dimensão finita e seja V = V
1 

W V
2 

a 

soma direta de v1 e v 2 (V1 e v2 sao complementos ortogonais 

em V). 

Consideremos um sistema conjugado 

que satisfaça 

·um tal sistema conjugado existe. De fato, consideremos a 

seguinte função definida sobre 

Como 

32
H = 2x(l+s)/[x2 + (l+sJ 2J 2 

asax 



As expressoes de 

Assim, H é bi-harmônica. 

Definamos cada vk , k E o, por: 

o2
H 3

2
H ) 

asax at3y 

a
2

~ a
2

H l 
ax atay 
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e o
2
Hjotoy são idênticas. 

Como H é bi-harmônica é fácil concluir que cada vk ·é 

também bi-harmônica. Agora, calculando as derivadas de primeira 

ordem de cada vk, temos: 

3voo 
ax 

= a3H 32H) 

asax2 atay 
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--= 
as 

ay 

' 

ax 
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' 

pela bi-harnonicidade_de H, concluímos que (vk, k E O) é um 

sistema conjugado. Também, 
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= 2/ [x2 + (l+s) 21 2 [ y2 + (l+t) 21 2 

e assim existe um sistema conjugado ~ = (vk' k E D) tal que(3) 

se-verifica. 

Também, afirmamos que )vk I __,.O quando ) {x,s} I --..;::. oo inde 

pendentemente de (y,t), pois, 

e, analogamente, ]vk) --»O quando I (y,t) j --»"" , independent~ 

mente de (x,s) .. 

Para cada E positivo, seja 

d -2 { ) IR 2 , } on e lR+ = (x, s E 1 s > O 

-2 -2 
F e definida sobre JR + x m + 

, por: 

(5) Fe:(x,s:y,t) = F(x,s+e::y,t+r:::) + c <f>(x,s;y,t) . 

Pondo: 



(6) o uk(x,s;y,t) = uk(x,s+qy,t+E:) + s 4>(x,s;y,t) , k E O 

temos que cada - • -2 e cont1nua em (x, s) E m+ e em 
-2 

(y,t) E IR+ 
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Assim, FE é contínua em (x,s) E IR~-' fixado (y,t) 

E m! I fixado (x.,s). Também, pelo f~to de 

e em {y 1 t) E 

1 
F E Hanal' ternos 

que, para cada k E o, existe uma medida de Borel finita, ~k , 

tal que 

uk(x,s;y,t) = JJ P 5 (x-x')Pt(y-y')d~k(x',y'). 

Então, para cada E fixado temos que 

uk (x, s+s ; y ,. t+E:) c;onverge para zero 

quando I ( x, s) I ~ IX) , ou quando I (y,ÜI ->oo , pois, 

S. + E t +o 
---,2~--~2,- ---~----o2 d~k(x' ,y'). 
(s+o) +(x-x') (t+o) +(y-y') 

Suponhamos que ~k seja medida positiva, pois se nao for, tra

balhamos com sua parte positiva e negativa, 
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S + E 
2 2 d1Jk(x' ,y') 

(s+s) + (x-x') 

Mas, 

e 

S + E 
--_.;;-:_::__~2;- d lJk (X I I y I ) • 

(s+o) + (x-x') 

S + E 1--",-'--"----.,- I ::_ 1/ ( s +o ) 
(s+e:) + (x-x') 

< 1/o. 

lim 
[(x,s)[+oo 

2 . 2 
(s+E)/[(s+o) + ü-x') ] =O 

para todo e: positivo. Ent?o, como a meC.ida do espaço é finita, 

temos, pelo teorema da convergência dominada, que 

uk (x,s+s;y,t+e) --7 O quando I (x,s) I ~ oo, (x,s) E IRi unifor

-2 mementé em (y,t) E IR+ , para toJo t positivo. O mesmo aconte-

cendo quando 1 (y,t) I ----7 oo • Também 

= 

2 [F (x,s;y,t) [ 
E 

I 
kEO 

I 
kEO 

uma vez que v1 e v2 sao complementos ortogonais em V. 

= 
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Assim, IF 12 "t" 
8 

e pos1 1vo. 

(7) 

Resumindo, a função FE tem as seguintes propriedades: 

F E: é_ contínua 
. -2 
em (x,s) E m+ 

par (y,t), (resp. (x,s)). 

(resp. (y,t) E para cada 

I -2 
(8) FE ~O quando (x,s}) -----* <» 1 (x,s) E lR+ , unifonrernente em 

-2 I -2 (y,t) E lR+ • O mesmo ocorrendo quando J (y,.t) ~ oo em JR+. 

(9) IFe;l >O, logo,pelo teorema 2.2.4, temos que existe q, 

O < q < 1, tal que é bi-sub-harrnônica em IR2 x m2 -+ +. 

Definimos, agora, a seguinte função sobre IR2 : 

2 2 2gj2 
= ((F(x,E;y,E)) +E· (~(x,O;y,O) ) 

Assim, 

I I 
2 q 

JgE(x,yll < CIF(x,E;y,E) +E ~(x,O;y,O)I) • 

Tomando p = 1/q, logo p > 1, então 

então, 



onde 

=Jf 

UFII 
1 
~anal 

2 2 
12! (x + 1) (y +1) c)xdy 

Assim, ge E LP(rn. x rn.) e mais, 

(11) 

(12) 

ug nP 
E p < IIFII 1 +EII~II 1 

H anal 

Consideremos agora a integral de Poisson dupla de ge. 

Ge (x, s;y ,t) =ff P (x-x')P (y-y')g (x'-y')dx'dy' 
S t E 

Assim, por Fubini, 

Como a função em x'; para cada par (y,t) fixado: 
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é continua em x' e se anula no co quando I x' f -;:. oo , então, te 

mos que P5 * h(y,t) {x) é a integral de Poisson de uma função 

contínua e que se anula no w. Assim, "'l (x,s) = P5 * h(y,t) ( x) 

. 1 
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converge a zero, quando I (x,s) !" __,.oo, para cada par (y,t) fixa-

'do. O mesmo ocorrendo com op'2 (y,t) = Pt * h{x,s) (y). Assim, a 

integral de Poisson dupla Ge:: tem as seguintes propriedades: 

(13) Para cada par (y,t) fixado arbitrariamente, tem-se que 

Ge::(~,s;y,t) é continua em (x,s) 

do em relação a (y,t) E 

E· JR 2 , (o mesmo' 
+ ocorren-

I -2 {14) GE(x,s;y,t) converge a zero quando (x,s) J ~=,em IR+ , 

-2 
para cada (y, t) (o mesmo ocorrendo em relação a (y, t) E IR+) .. 

(15) Ge::(x,s;y,t) e bi-harrnônica, logo ô10 Ge:: ~O e ô01 Ge:: ~O, 

onde ·com !!.
10 

(resp. t1
01

) estamos indlcando o laplaciano 

em relação a (x_,s) (resp. (y,t)). 

(16) GE (x;O;y,O) = 

Afirmamos agora que a seguinte desigualdade vale: 

(1 7) IFE (x,s;y,t) Jq < GE (x,s;y,t) 
-2 -2 

em JR+ x IR+ 

Com efeito. Fixemos (y,O) arbitrariamente. Então, por (8) e (14) 

temos que para todo ô >O e arbitrário, existe um número K, 

positivo, tal que: 
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Se I (x,s) I > K ' então JF lq- GE < li • - . E 

Seja R = { (x, s) E IR2 /I (x,s) I < Kl. Então, observemos, devido • + -
(16) ' que ( IF E I q - G ) < ó 

E 
na fronteira de R· ' devido à ( 9) e 

(15) ' temos que <~ 10 <!FEiq- GE) > o no interior de R· e devi - ' 

do a (7) (13) ' JF Jq - GE é contínua R (R - região e em e a E 

união com sua fronteira). Assim, pelo principio do máximo, ver 

[~f) (apêndice) temos que 

(18) -2 
em JR+x {(y,O)). 

Agora, seja -2 
(x,s) E JR+ arbitrário. Por (8) e (14), temos que, 

dado ó > O e arbitrário, existe número M positivo, tal que 

. R"' Se) a 
2 

{ (y,t) E IR+/ I (y,t) I < M} ~ Então, de''ido também a 

(18), temos que <IF
0
lq

a (9) e (.15), temos que 

G ) < ó na fronteira de s 

1101 < I F E I q - GE) > O no 

R' ; devido 

interior de 

R' ; e, finalmente, devido a (7) e (13), temos que IFEiq- GE e 

continua em IR' . Novamente, pel? principio do máximo ternos que 

em {(x,s)} x 
' 

como (x,s) é arbitrário, então (17) está provada. 
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Por (11}, tomando ~ < 1, podemos escolher uma sub-sequên-

c ia que converge fracamente a uma .função g de L P, quando 

E. ---4- O , isto é, 

(19) Jf f(x',y') gE.(x',y')dx'dy' converge a 

ff f(x',y') g(x!,y')dx'dy' 

p' quando e: tende a zero, para toda função f de L Assim, por 

(11), con_cluimos que 

(20) < ffFII l 

H anal 

-seja G(x,s~y,t) a integral de Poisson dupla de g, isto 

-e, 

Então, 

(21) [F[q(x,s:y,t) < G(x,s:y,t) em 

Com efeito, ternos que )F Jq converge a ]F 1q, quando E --4> O , 
E 

pela própria definição de FE. Também, pela convergência fraca, 
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tomando em (19), f(x,y) = P
5

(x-x') Pt(y-y') , temos que 

GE(x,s;y,t) converge a G(x,s;y,t) qu~do E~ O, daí a valida 

de de (21). Assim, de (21) concluimos que 

e então, 

sup 
s,t >O 

!F[(x,s;y,t)· < (G(x,s;y,t))p, 

/FI (x,s;y,t) < ( ·sup G(x,s;y,t) )P 
s,t > O 

Como G(x,s;y,t) = (P
5
Pt) * g(x,y) e g E Lp , p > 1, então, p~ 

lo lema 1.3.6, temos que 

u* (G) (x,y) = 
Ol lO 

sup G(x,s;y-,-t) .2. CM (M · (u* (G)) (x,y) 1 

s, t > o 

e assim, 

sup 
_s, t >O 

!Fi (x,s;y,t) < C[M
01

(M
10

(u*(G))]p(x,y) 

e assim, 

fi sup /F(x,s;y,t) !dxdy <C JI (M
01

(M
10

(u*(G)))p(x,y)dxdy 
s ,t > o 

e então, pelo lema 1.3.5 , temos que 



fJ sup jF(x,s;y,t) jdxdy 
s,t >O 

e pelo lema 1.3.3., 

sup 
s, t >o 

I F' (x,s;y,t) jdxdy 

e então, de (20), vem que 

< Cllgllp 
p 

fi sup 
s, t > o 

jF(x,s;y,t) jdxdy < CIIFII l 

H anal 

o que demonstra (1) do teorema. 

' 

Passemos a demonstração de (2). De (21), concluimos que 

. p 
l"k(x,s;y,t) j .':_ (G(x,s;y,t)) , 
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para todo- k E O. Como G e a int.egral de Po.isSOf!. dupla de g E LP, 

p > 1, ·temos que G é nao tanÇJencialmente limitada, vej.":' [17 J, 

pág. 70. Assim, cada uk é não tangencialmente limitada e en

tão, 

sup t:{x,s;y,t) 
s,t +O 

existe em quase toda parte, ver [171. Logo, existe em quase to-

da parte o limite: 
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(22) sup F(x,s;y,t) = F(x,y) 
s,t-+ O 

01 10 
e pelo fato de ]Fj (x,s;y,t) ~ M (M fu*(G))), então pelo teor~ 

ma da convergência dominada, concluimos que o limite tarrbém exis 

te em norma L1 , o que completa a demonstração do teorema. 

3.3.2. COROLÁRIO. Um sistema conjugado F= (uk' k E O) está em 

H1 (JR2XJR2) 
anal + + se, e somente se existe uma função f em 

1 X JR) existem constantes HHb (JR e cl, c2 positivas tal que 

(1) 

DEMONSTRAÇÃO. Inicialmente consideremos f E H~(IR x IR). Logo 
. 1 

Hkf E L (IR xiR), para todo k E D. Definamos, então, y sobre 

m 2 x IR 2 
por: + + 

Assim, é fácil concluir que cada uk é bi-harrrônica sobre 

A seguir, verifiquemos que F=.<~, k E O) é um sistema conju-

gado. Para isso, tornerros a transformada de Fourier de uk, em rela-

çao a x e y: 
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Como 
00 

E L , e então, 

A 1 
Assim, uk E L e portanto vale a fórmula de inversão d~ trans 

formada de Fourier: 

( t) fi 
A ( , , t) -2rri(xx'+yy') d 'd , __ uk x,s;y, = uk x ,s;y , e x y 

=fi 

=fi 

( ' ')(H f)A (x',y') e-2rri(xx'+yy') dx'dy' = X ,y k 

(H f) A ( , ') -27ri(xx'+yy') d 'd , k X ,y e X y 1 

onde P
6 

e Pt sao as transformadas de Fourier'de P6 e Pt 

' em relação a x e a y, respectivamente, e mais 

e 

Assil;!l, 
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U ( • t)-JJ -2njx'ls -2njy'lt,. ')fA(, ') -2ni(xx'+yy') Ol x,s,y, - e e 1sgy x ,y e 

JJ 
-2nlx' fs -2nly' [t ' -2rri(xx'+yy') ull(x,s;y,t)= e e (isgx')(isgy')f (x',y')e dx'dy'. 

Então, 

a~O = fJ (-Zn lx' 1) e -2n [x' I s e -2n fy' lt r' (x' ,y') e -2ni (xx'+yy') dx'dy' 

•::o = fJ (-Znix')e-2nlx'ls e~2nly'[t r'rx',y')e-'2ni(xx'+yy') dx'dy' 

·:~O= H(-2n[y' j)e-2rrjx' ls e-2rrfy' lt r' (x' ,y')e-21Ti(xx'+yy') dx'cy' 

a~O =H (-Zniy')e-2nlx' ls e-2rrly' lt t' (x·' ,y')e-2ni(xx'+yy') dx'dy' 

a~O = Jf (-Znix')e -2n/x' [s e-2rrJy' [t r' (x' ,y' )e-2rri(xx'+yy') dx'dy' 

ax 
= IJ :<znJx'j)e-2rrlx'js e-2rrly'jt t(x',y')e-2rri(xx'+yy') dx'cy' 
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; 

. 
0
~0 ~ JJ (-Zniy')e-2nlx'Js e-2TIIY'Jt(isgx').f (x',y')e-2Tii(xx'tyy')dx'dy' 

· ·"::1 = Jf (-ZTI /x' I) e-2TI /x'! s e-2n Jy' Jt (isgy,) t' (x' ,y' )e -2ni (xx'+yy') dx'dy' 

"::1 ~ fJ (-Znix')e-2nlx'Js e-2TIIY' Jt(isgy')t' (x',y')e-2ni(xx'+yy') dx'dy' 

ÔU()l JJ ( 2 . ') -2TIIX' /s -2TIJy' /t f' ( , y') -2Tii(XX'+yy') -- = - rr~y e e x , e 
at 

dx'dy' 

ÔUQl ~f,{ (ZTI/y' j)e-2TIJx' Js e-2TIJy' /t / (x',y')e-2Tii(xx'tyy') dx'dy' 
ay ) 

0 ~1 = J I (-2nix' )e -2n/x' ls e -2TI /y' lt (isgy') t' (x' ,y' )e -2ni (xx'+yy') dx'dy' 

a":Ll ~ Jf ( 2n /x' I )e _:zn /x' I s e -2n/y' lt (isgy' )t' (x' ,y' )e -2ni (xx'tyy') dx'dy' 
ax J 
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ôull = f f ( 2~ jy' I )e -2~ jx' ls e -2~ jy' jt (isgx' )r' (x' ,y') e -2~1 (xx'-tyy' )dx'dy' 
ay 

Assim , (uk, k 

F = (uk) está 

E D) é um sistema conjugado. Parà concluirmos 

1 2 2 
em Hanal (IR+ X m+) basta provarmos que: 

sup Jf!Fidx dy < oo 
5, t >.o 

Com efeito, por (2), e pela desigualdade de Young, 

= 

JJjF(x,~:y,t) jdxdy =f f 

n rn 1 
HHb 

< 

I 1
2 1/2 

( L uk (x,s:y,t) ) 
kED 

dxdy < 

que 
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Assim, concluímos que F = (uk) está em e 

mais, 

(3) UFU l < 
H anal 

Agora, consideremos Logo, te-

mos que 

sup 11 uk ( • , s ; • , t) 11 1 < oo 
s, t >o 

Assim, para cada ·k E o, existe uma medida de Borel finita ~k' 

sobre lR 
2

, tal que 

( 4) 

Além diSso, pelo teorema 3.3.1 , temos que 
• 

sup uk(x,s y,t) = fk(x,y) , 
s,t+o· 

existe em norma L1 . Afirmamos que está em 

e mais, Hkf00 = fk. Para isso, usamos transformada de Fourier. 

De (4), temos que: 

.. 
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A A A 

uk(x,s;y,t) = (P spt) (x,y) • ~k (x,y) ~ 

~k (x,y) 

Assim, 

uk(x,s;y,t) 

quando s,t --~O. Assim, 

A A 

~k (x,y) ~ fk (x,y) 

e então, 

d~k (x,y) ~ fk (x, y)dxdy 

assim, • de (4), obtemos, 

e assim, 

A A A 

(5) uk (x,s;y,t) ~ (PsPt) (x,y) fk (x,y) 

e então, 

' • 
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Ps (x')Pt (y') ifk (x',y') ldx'dy' 

L 
~ Ll 

ogo, uk E e portanto vale a fórmula de inversão da trans -

formada de Fourier, isto é: 

uk(x,s;y,t) = Jf ukA (x',s;y',t) e- 2 ~i(xx'+yy') dx'dy' 

e então, por (5), vem que: 

( t) fi (p P f) ' (, ') 2ni(xx'+yy')d 'd, uk x,s;y, = 
5 

t * k x ,y e x y 

' 
Logo: 

= fJ (-2 ~lx'l) 

( ' ') -27Ti (xx'+yy') d 'd , 
X ,y e X y 

-2~slx' I -2rt IY' lf' ( , ') -2~i(='+yy')dx'dy' e e 00 x ,y e 

~O= Jf (-2~ix') e-2~slx' I e-2~tly' I fl~(x' ,y') e-2~i(xx' +yy') dx'dy' 



Como 

fJ (-2n lx' I) 

E Hl 
anal 

. auoo 
, então 

as =-- ' logo 
ax 

-2nslx' I -2ntly' I A e e__ f
00

cx',y') e -f2Tri(xx' +yy') dx'dy' 

= IJ (2ni(x') e-2nslx' I e-2ntly' I A ~· ( 0 ') 

f ( o ') --'"1 XX +yy 10 x ,y e 

Assim, 
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J f (-2n lx' I 
A -2nslx' I -2ntly' I -2ni(xx'""'"'') · 

f
10

)e e e ·:u dx'dy' =o. 

Assim, 

A A 

2nix f
10

(x,y) = -2nlxl f
00

(x,y) 

isto é, 

A A 

f
10 

(x,y)· - i sg x f
00 

(x,y) 

e, co~ raciocicnio análogo conluimos que 

j 



(b f EL
1 

IID, k 

1 
HHb(JRxJR) 

então, p:>r ( 6) 

e mais, 

~ 

cpncluimos que 

~ E llfkll 1 kEO· 
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pertence a 

= E 
kED 

n lim "k(x,s;y,t)ll1 < 4 
s ,t >o 

sup 
s, t >o 

JJiFidxdy = 411FII 
1 

H anal 

Então, 

(7) < 411 F li 1 
H anal 

·Logo, de (3) e (7) concluimos que existem constantes c 1 e c 2 

positivas tais que: 

o que prova o corolário~ 

< Hn 1 
HHb 

, 



CAP1TULO IV 

OS ESPAÇOS h
1 

SOBRE O PRODUTO DE FAIXAS 

Introduzimos neste capítulo os espaços de Hardy, h1
(JR x IR). 

1 
Os espaços h (IR) foram introduzidos por Goldberg [ ~] conside 

rando funções harmônicas u(x,t) definidas na faixa unitária 

{(x,t)]xE JR, O< t < 1}. Ao contrário dos espaços H1 (JRxiR) 

já que foram estudados por diversos autores, não temos referên

cias sobre os espaços h
1 

em produtos de faixa!:;. Acreditarros en 

tão que estão sendo considerados aqui pela primeira vez. 

4 .l. O ESPAÇO 
l 

hanal (S x S). 

4.1.1. DEFINIÇÃO. Seja F = (uk)k E 0 um sistema conjugado de 

Cauchy Riemann sObre s x s. Suponhamos que 

em relação a s = t = 1/2. Dizémos que F E 

se 

(l) sup ffJF(x,s;y,t) dxdy < ro • 

O<s,t<l 

Definimos a seguinte norma em 

u 00 seja simétrica 

h:;nal (S x S) ~ hl 
anal 



( 2) = sup 
O<s,t<l 

JfiF(x,s;y,t) lctxdy • 

4 .1. 2. TEOREHA. Seja F = ( ) E h1 
uk k E O anal Então, existe 

constante positiva C tal que 

(1) fi sup IF(x,s;y,t) ldxdy <C 
O<s,y<l 

sup JfiF(x,s;y,t) !dxdy 
O<s,t<l 

e para cada k E D, o limite 

(2) lim F{x,s;y,t) = Fk(x,y), 
(s,.t) -+ k 

existe em quase toda parte e em norma 
1 

L • 
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uma 

DEMONSTRAÇÃO. Por razoes técnicas vamos supor que as funçÕes uk 

tomem valores num espaço de Hilbert de dimensão.finita, 

Também; vamos considerar um outro espaço de Hilbert., v 2 , de di

mensão finita e V = v1 e v 2 . 

Consideremos um sistema çonjugado 

que satisfaça: 

r 



(3) 2 
J~(x,O;y,O) I <C 

·2nx e . 2rry 
e 
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Um tal sistema conjugado existe. De fato, consideremos a 

seguinte função 

21rx 2ny 
e e (4) H(x,s;y,t) = (lI 2) l og ( n 2rr x ·~--,rr=-y"'-----.\2"rr=y ) · 

1+2e sen~s+e 1+2e sen~t+e 

Então: 

2 2 TIX 2TIX 'ITX ·a· H 1T- e ( s-e·mrs + senns e + 2e" ) 
= 

~ 2 2 
a (1+2eTIX senns + e nx) 

= 

2 TIX 
TI e COSTIS 

= 
TIX 

(1+2e semrs + 

As expressoes de e 

Assim, H é bi -harmônica em S x S. 

Definamos, agora, as funçõe.s vk-, .k E o, por 

a2H 

asax 

sao idênticas. 

l 
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Corno H é bi-ha~mônica, então, é fácil concluir que cada 

vk é bi-harmônica, também, como: 

a2
H 

asax 

2 
.L!!_) 
atay 



2 
~ ,a ~ 

avll ~ 

as 

as 

a2
H 

atay 

' 

3 
a H l 

2 atoy 

69 
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pela bi-harmonicidade de H, temos que (vk)k E 0 e um sistema 

conjugado. 

Passemos à prova de (3). Também, pelo fato de H ser bi-

harmônica, temos , fazendo alguns cálculos, que: 

~ 2 [w 
4 

4 . [ w e 

2wx 
e 

2 r 
2 

+ (i.....!!_) 2 I 
asax 

((semrs + senns 
2wx 

e 

wx 
{1 + 2e senf(s + 

+ 2 errx1 2 

e2rrx)4 

2wy 2rry rry 2 ((sennt + sennt e + 2e ) 

wy 2wy 4 (1 + 2e semrt + e ) 

Assim, fazendo s = t =O temos {3). 

+ 2 
TIS) ] c os 

+ 2 
cosn-t)] 

-y 
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Também 

I~ 12 < 2rr4 e2rrx [ ( (l+e2Tix + 2e TIX) 2 + 1] 

(1+ grrX) 4 

< B1r 8 _,e,_2~TI_x_,e_2_TI_Y_,('-'l-'+C!e=.2_TI_x_:::+.....õZc5e'-TI-x~)._2_.o.( l=._:.+c5ec.2_rr_y_+,_=:Z:=e_TI_Y_!.)_2_ 

(l+e2Tix) 4 (l+e2Tiy) 4 

e então nao é difícil de ver que I~! ~o, uniformemente em s, 

y,t, quando lx! ~ oo; e também l<fll ~O, uniformente em s,x,t, 

quando J y J ----;.. oo , pois 

(5) 

com 

e21Tx (l+e21Tx + 2e1TX)2 

(l+e2rrx)4 
< c . 

Agora, definamos a seguinte função: 

F (x,s;y,t) = F(x,s+r.;y,t+r.) +E <fl(x,s;y,t) 
E 

O < E < 1/2. Seja: 
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A seguir veremos algumas propriedades das 

(a) ~ ~ O, uniformemente em s, y, t (t,x,s), quando jx]--> oo, 

(jy] -7 oo). Com efeito, basta provarmos essa afirmação ape-

nas para as uk C~,s+e;y,t+t::), uma vez que ac_abamos de pro

var esse resultado para as vk. Como, por hipótese F= (uk)E 

E h!nal , então, pelo lema 1.4.3, para cada k E o, existe 

uma medida de Borél finita, dvk , tal que: 

uk(x,s+E;y,t+E) = Jf Ps+E (x-x 1)Pt+E(y-y 1)dvk(x' ,y 1). 

Vamos supor que dvk sejam positivas caso contrário, deco~rnos 

dvk na sua parte posi.tiva e negativa. Mas, 

Mas, 

o < 

senn (s+E) 

o 
PS+E(x) 

2(coshnx- cosn(s+E)) 

0 < E1f < lT(S+E} < lT 

+ 

1 
+ PS+E(X) 

senTI (s+d 

2(coshnx- cosn(l-s-E)) 

1 TI(-- €) 
2 

< TI(1-S-E) < TI(1-E) < TI 

1 



assim, 

e 

COSTI(S+E) < COSh TIE 

COSTI (l-s-E:) < 
1 

COSTI(2- E) 

e, então, 

·e 

logo. 

coshnx - cos. !f (s+s) > coshnx - cosns > O 

coshnx- cosn(l-5-e) > coshnx-

1 + 

1 
COSTI(-- E) 

2 

1 

> o 

ps+s(x) = 
2{coshnx- cosne) 2(coshnx l 

COSTI(2- E)) 

assim, P +. (x) --> O 
S E 

quando lxl ~oo, uniformemente em s, 

Ps+e(x) < 
1 + 

2 (1-cosns) 

1 
l 2(1-cosn(-- c) 
2 

< c 
E 

Então, com estimativas semelhantes para Pt (y) , temos que 
+E 

P (x-x I) • P (y-y I) < 
s+e t+e 

< c ( 1 
e 2(coshn(x-x 1 )-cosnc) 

+ ----------~1-----,------) 
2(coshn(x-x 1 )-cosn(~- E)) 

73 

e, 

1 
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Também, como a medida dVk é finita, a constante é integrâvel, 

assim, Ps+E(x-x') Pt+E(y-y 1) é majorado por uma .função integrá

vel, e pelo teorema da convergência dominada temos que: 

uniformemente em y,s;t, O_:::. s,t < 1/2, quando.lx] --;.co para 

todo o < E: < 
1 
2" Analogamente, provamo~ que a convergência a 

zero é uruforrne em x,s,t, quando )y) ~co, O< s,t < 1/2. 

Por (1), é fácil ver que )~)>O e assim, conluimos que 

)F ) > O. Então, por resnltado semelhante ao teorema 2.2.6, pa
E 

ra o duplo produto das faixas, concluimos que existe q, O< q < 1, 

tal que )F /q é bi-sub-harmônica. Lembramos também que F e cp 
E 

sao simétricas em relação a s = t = l/2. Também, é fácil ver 

que F 
E 

é continua em (x,s) E s e em (y,t) E S, separadamente. 

AgÓra, definamos a seguinte função· sobre IR 
2

. 

(6) 

Assim, 

~ IF (x,O;y,O) lg • 
E 

I 1
2 2 12 q/2 

~ ( F(x,E;y,E) + E l~(x,O;y,O) ) 

< IF(x,o;y,E) I+ <lt<x,O;y,O) 1. 



Tomando p = 1/g, vem que: 

+E fJr~<x,o;y,Dl [dxdy 

Por {3), temos que ·rp(x,O;y,O) é integrável. Assim, 

' ( 7) 

Seja 

isto e, 

Assim, 

Assim, 

llg llp < 
E p IIFII l + d ~li 

· qanal 

G a integral de Poisson dupla da função 
E 

lirn GE(x,s;y,t) = gE(x,y). 
(s,t) +O 

lim GE(x,s;y,t) = jFE(x 1 0;y,O)jq. 
(s,t}-? o 

Afirmamos que a seguinte desigualdade e verdadeira: 

75 

gc, em sxs, 

• 



76 

{8} ]Fc(x,s;y,t)jq<Gc(x,s;y,t) ,em SxS 

Para isso, fixemos (y,O) arbitrariamente. Como Fc e Gc 

convergem para zero, quando ]x] ~ ro , então: 

Vô > O , 3H > O tal que: 

Também, se s =O, ou s = 1, vale a igualdade: GE(x,s;y,O) 

= ]Fc(x,s;y,O) ]q, pela definição da função gs(x,y). Seja 

a seguinte região:· 

Ry = {(x,s) E CS I lxl <H}. 

Então, temos que: 

a) jF lq - G < ô na fronteira de R 
E E y 

b) IF lq - B - contínua em R e 
E E y 

c) ~ 10 <IFiq - G ) > o em R 
E y 

. 

= 

R 
y 

Logo, pelo princípio do máximo para funções sub-harmônicas, te-

mos que 

(9) em Sx{(y,O)}. 

• 
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Com raciocínio análogo, se fixarmos (y,l), provamos que 

( 9 ' ) /F (x,s;y,1) lq- G (x,s;y,1) < o 
E E 

em S x { (y, 1) } • 

Agora, f~xemos (x,s), arbitrariamente em S. Novamente, como GE 

e /FE/q se anulam, quando jyj -4 ~ , então 

\fó > O , 3M > O tal que 

se I y I > M ______, /F .(x,s;y,t) /q- G (x,s;y,t) < o 
E E 

Também, se t =O, ou t = 1, por (9) e (9'), temos que a mesma 

desigualdade vale. 

Seja R 
(x, s) 

a seguinte região: 

- R(x,s) ~ {(y,t) E s/ Jyj < M} • 

Então, temos que: 

(a' ) /F /q - G < 
E E 

(b') /F I 
q - G 

E 

(c') ~01 (jFEjq-

o na fronteira de R 
(x,s) 

e continua em R(x,s) 

GE) > o em R (x,s) 

ONICAMP 
8\BLIOHCA CENTRAl 

I 
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Logo, pelo principio do máximo para funções sub-harmônicas, te-

mos que: 

jF (x,s;y,t) Jq- G (x,s;y,t) <li em {(x,s)} x S 
E E 

Como (x,s) foi tomado arbitrariamente em S, então segue a desi 

gualdade (8), uma vez que 6 é positivo e arbitrário. 

Por ( 7) ' como o < E < 1/2' temos que a norma p de gE 

uniformemente limitada em E ' logo, existe uma subsequência 

que converge fracamente a uma 

fi g~(x 1 ,y 1 )f(x',y 1 )dx 1 dy 1 

g(x,y) E Lp 
' isto é' 

--~ f f g (X I f Y I ) f (X t Y I ) dx I dy I 
c -?0 J i 

e 

gE 

para toda f E 
1 

+pr :::: 1). Em particular, se considerarrros: 

f(x',y') 

temos que: 

converge .para 

P (x-x') P (y-y'l 
s t 

= G (x,s;y,t) 
E 

JJ P
8

(x-x') Pt(y-y')g(x',y')dx'dy' = G(x,s;y,t) 

' 
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quando E -7 O . 

Assim, 

G (x,s;y,t) G(x,s;y,t) 
c E: +.0 

Também, quando E ~O , temos que JF lq --" JFJq , e assim, de o 

( 8) ' 

(lO) /F (x,s;y,t) jq < G(x,s;y,t) em $ X S • 

Assim, lembrando que G e simétrica em r'elação a s = t 1/2 ' 

temos de (10), que: 

/F(x,s;y,t) ]ti< G(x,s;y,t) < sup G{x,s;y,t) • 
O<s,t<l 

Assim, 

JF(x,s:y,t) J < sup G(x,s:y,tlf . 
O<s,t<l 

Logo, 

sup IF(x,s;y,t} / < ( sup G{x,s;y,tVP 
O<s,t<l O<s,t<l 

=( sup G(x,s:y,tlyP < 
O<s,t<l/2 

sup 
(x' ,_s;y' ,t)Ef (x) 

G(x 1 ,s;y' ,t))p 
x r (y l 

r 



80 

onde, 

f(x) ~ {(x',s) I jx-x'l < s, O< s < 112} 

·e 

r(y) ~ {(y',t) 1 !y-y' 1 < t, o< t < 1l2l 

Lembrando que com M10 g, 
01 

(M g) , estamos indicando a função ma-

ximal de Hardy-Littlewood de g ( • ,y) , (g (x, •)). Como 

então, (ver [ 9 ] ) , 

n' g E L" 

sup G(x's;y' ,t)~ sup f Pt(y'-n) (J P (x'-i:J g(F,nl d~ldn 
r(x)xf(y) f(x)xf(y) s 

< sup Jpt (y'-n) ( sup JP (x'-0 g(~.n)d~)dn 
f(x)xf(y) f(x) 5 

< sup f 
f(y) 

Assim, 

p (y'-n) · M
10 (gl (x, nJdn 

t 
01 lO 

< M (M gl (x,nldn 

01 10 
sup G(x,s;y,t) .::_ M (M g) (x,y) 

r (x) xr (y) 

Logo, 

I 



sup jF(x,s;y,t) I < (M01 (M10g))p(x,y). 
O<s,t<l 

Assim, 

JI 
sup JF (x,s;y,t) lctxdy < 

O<s,t<l 

Como g é limite fraco de ge' então, por (7), 

igiiP < 
p 

IIFII l 

h anal 

Assim, 

fi sup jFtx,s;y,t) jdxdy 
O<s,t<l 

81 

temos que 

- - -Passamos a prova de (2). Como G e nao-tanged.cialmente li-

mitada, então é facil concluir que cada Uk é nao tangencialrnen 

te limitada, donde o 

lim uk(x,s;y,t), 
s,t+O 

existe em quase toda parte. Assim, existe 

lim F(x,s;y,t) = F00 1x,y). 

s,t-+0 

Observamos que, -devido à simetria, não há necessidade de se cal 

cular o limite acima quando (s,t) + k = (k
1

,k
2

) # (0,0). 
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Como, o limite existe. em quase toda parte, e lembrando que: 

IF( t) I < (MOl(MlO(g))p x,s;y, 

. 
então, pelo teorema da convergência dominada temos que F 00 é 

integrável e assim, a prova de (2) está concluída. 

4.2. O ESPAÇO h l ( JR X JR) • 
Hb 

4.2.1. DEFINIÇÃO: Seja f pertencente a L1(JR x lR). -As trans-

formadas de Hilbert modificadas são as distribuições temperadas 

hk , definidas por: 

(l) f(h
01

fl (x,y) = isgytgh (TiiYil f{x,y.l 

f(h
11

fl (x,y) = (isgx) (isgy)tgh(Tiixlltgh(TIIYil f~(x,y) . 

. f.2.2. DEFINIÇÃO: Definimos h~b(JRx JR) como sendo o espaço 

vetorial das funções f em L1 
{JR x JR) cujas transformadas de 

Hilbert modificadas estão em Ll (lR x JR). M:imimos I 
hHb (JR X JR) 

com a seguinte norma: 
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Algumas diferenças existem entre os espaços h~b (IR >< JR) e 

1 
HHb (IR x JR) • As funções de H 

1 
( 1R x JR) tem momentos nulos nas 

Hb 

duas direções, ao J_Jasso que para as funções de h~b ( lR x JR) isso 

1 nao necessariamente ocorre. Já que os elementos de HHb ( JR x JR) 

têm momentos nulos, então s (IR x JR) nao está contido em 
.1 

HHb {JR x JR); já é fácil ver que s (:IR x JR) está contido em 

1 
hHb (JR X JR). 

A seguir veremos que os espaços . 
•1 
hHb (JR X JR) e h!na1 (s x S) 

são equivalentes, isto é: 

7
4 •. ~_.3. TEOREMA: Para todo elemento F= (Uk ,k E D) de h!na

1
(sxs) 

existe uma função f de 1 
hHb ( lR x IR) com 

( l) 11 f 11 l 
hj;b 

< C 11 F li l 
h 

a-nal 

onde C' é uma constante positivo.. E, reciprocamente, para toda 

f em I'<) existe um elemento 

(2) li F 11 1 
h anal 

< 

onde C é uma constante positiva. 

F E hl 
anal ' tal que 

DllMONSTRAÇÃO: Seja F = (Uk ,k E O) E h~na 1 Então temos, 

l 
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sup 11 Uk ( • s; 
s ,t >o 

Assim, existe, para cada k E O, uma medida de Borel 

vk , sobre JR_2 , tal que: 

finita, 

e também, pelo teorema 4.1.2, 

lim uk (x·,s~y,t) = fk (x,y), 
s,t+O 

existe em quase toda parte e em norma L 
1 

. Afirmamos, então, 

Com efeito, de (3), temos, 

onde a•transformada de Fourier é tomaqa em relação às variáveis 

x e y, e como P 5 p t tem variáveis separadas, por P~(x) 
s e 

Pt(y) estamos indicando as transformadas de Fourier de P 5 e Pt, 

em relação a x e em relação a y, respectivàmente. Assim, 

Mas, 

P~(x) =[cosh(l- 2s) Tiixll/ coshTiixl, 

. T 



então, quando s + O, temos que p" (x) converge a 1. 
s 

como P~(x) é simétrica em relação à reta 
s 

s = 1/2, pois 

85 

Também, 

CO!õ"hf;: 

é par, então P;(x) também converge a 1 quando s + 1. Assim, 

P~(x)Pt_(y) converge a 1 quando (s,t) + k = {k1 ,k2 ) E O. Assim, 

' (4) uk (x,s;y,t) converge a \Jk (x,y), 

quando (s,t) converge a (k
1

,k
2

) E D. Também, pelo teorema 4.1.2, 

temos que 

(5) Uk_(x,s;y,t) converge a fk. (x,y), 

quando {s,t) converge a (k
1

,k
2

) E O. 

Assim, de (4) e {5) conduzimos que 

v~(x,y) = f~(x,y) 

e assim, 

e então, de (3), temos 

• 
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assim, 

assim, 

u;<x,s;y,t) 

assim, 

(6) J J [u~(x,s;y,t) [dxdy =f f P;(x)Pt(y) fk(x,y) dxdy < 

Então, Uk_ E Lt (JR x JR), pa_ra cada par s,t, e portanto, vale a 

fórmula de inversão da transformada de Fourier: 

U ( t) = J J U'( ' • ' t) - 2Tii(><x' +yy')d.x'dy' k x,,s;y, k x ,s,y , e 

e então, por (6), 

Agora, pelo fato do sistema F= (Uk,k E O) ser conjuga-

.. do, então~ levando em conta as expressões de p' 
s e 

I 



as 
senh(l- 2sl~lx' I 

coshrr I x' I 

. ê2rri(xx' +yy')dx'dy' =- aula 

ax 
= 

"' -2rri(xx' +yy') 
27Tix')P"'(x')P"'(y')f (x' y')e dx 1 dy' 

S t 10 I 

E então, 

- 2rrlxl 
senh(l- 2shlxl 

cosh ~lxl 

Fazendo s ~ O, então, temos 

- hlxl- tgh ~lxl 

e então, 

' Pt(ylfoo(x,y) = 

fi
0

(x,y) = isgx tgh~lxl :E~ 0 (x,y), 

e assim, pela definição 4.3.1, 

assim, 

' 
f lO (x,y) = hlofoo (x,y). 

87 
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De modo análogo provamos 

Se k = (1,1), então, 

temos que 'd 2n 11 / dxdy 

pelo fato do sLstema (Uk) ser conjugado, 

2 -= a Uao I asat, ·entao, procedendo da mes-

ma forma que para K = (0,1), e k = (1,0), .concluirnos que 

e então, f
00 

E Agora, mostremos (1). 

.E 
kED 

~ 

!I lim Uk(x,s;y,t)l! 1 s,t-+ o 
E 

kED 

~ 

lim 11Uk(x,s;y,t)11 1 s ,t 4 0 

< E 
kED' 

sun 
O<s,t<l 

f f IF(x,s;y,t) ldxdy ~ 4 11 F 11 l 
h anal 

o que prova (1). 

Reciprocamente, seja f E logo para 

k E O . Definimos 

(8) 

De (8), desde que Qs"(x) = itghnx P~(x), temos que 

< 

todo 

r 
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= P~(y)P~(x)(itghnx)C(x,y) 

Assim, 

e an·alogamente, 

e então, é fácil concluir que (Uk , k E O) é um sistema conjuga

do. Desde que cada Uk_ é bi-harmonica e simétrica. em relação 

a s = ·t = 1/2, além disse, 

< 

f f JF(x,s;y,t) Jdxdy =f f 

E IIP Ptlll 
kED 5 llf 11 1 

hHb 

J 
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E h 1 
1 (s x S) e satisfaz (2), o que complete a a na 

demonstração do teorema. 

4.3. O ESPAÇO h 1 (S X S) . 
max 

4.3.1. DEFINIÇÃO: Seja u bi-harmônica sobre S x S. oe·finimos 

u* e u** por 

u**(u){x,y) ~ sup{ lu(x',s;y',tll l<x',s;y',t) E f(x) xf(y)} 

onde f(x) = Ux',s) E S/ lx- x'l < s, O< s < l/2} e 

f(y) ~ {(y',t) E S/ IY- Y'l < t, o< t < l/2} 

e 

u*(u) (x,y) ~ sup lu(x,s;y,t) I· 
O<s,t<l 

• 
4.3.2. LEMA: Seja u bi-harmônica em s x S e O< p < oo e 

u* E LP(m. x lR), então existe uma constante C positivo., tal 

que 

( 1) 11 u**IIP < c llu*IIP. 

DEMONSTRAÇÃO' Seja B1 = B
5

(x,s), com O < s < 1/2 a bola 

aberta de centro _(x, s) e raio s, e analogamente, B
2 

= Bt (y, t) • 

Seja T1 = r
1 

x J
1 

= (x - 2s, x + 2s) x (0,2s) e analoga

mente, T2 ~ r
2 

x J
2 

~ (y- 2t, y + 2t) x (0,2t). 
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Como O< s, t < 1/2, ·ent.ão (- 2s,2s) c (-1, 1), o mesmo 

ocorrendo com (- 2t, 2t); também, (0,2s) c (0,1), O mesmo ocor-

rendo com (0,2t). Também, 

(2) i = 1,2. 

Como u é bi-harmônica fixado , (y,t) E S, u(x,s;y,t) e har-

mônica em (x,s) E S e portanto em B
1 

assim, ver [ 8 ] , 

Da mesma forma, fixado (x 1 ,s 1
), temos que 

Assim, co~binando essas duas últimas desigual dadas, temos, 

e ·então, por { 2.) , temos 



92 

10 p/2 
M (u*(lul )) (x',y')dy' < 

Assim, provamos que: 

lp/2 01 10 p/2 . 
!u(x,s;y,t) :'_CM (M (u*(lul ))(x,y). 

Assim, 

Jfiu**(u) (x,y) lpdxdy ~ JJ(Ciu**(u) (x,y) I)P/2
)

2 dxdy < 

r 



~C JI ( sup !u(x' ,s;y' ,t) IP/
2

) 
2 

dx'dy'. 
O<s,t<l · 

Mas, 

!u(x',y;y',t)p/2 < ( sup !u(x',s;y',tlllp/2 · 
O<s,t<l · 

Logo, 

sup (lu (x',s;y',t>I>P/
2 

< 
O<s,t<l 

Logo, 

( sup (iu(x',s;y',tli>P/2)
2 

< 
.O<s,t<l 

Assim, 

sup 
O<s,t<l 

!u(x',s;y',t) I>P/ 2 

( sup ju(x' ,s;y' ,t) I )P . 
O<s,t<l 

Jflu**(u) lp dx'dy' < C JI ( sup !u(x' ,s;y' ,t) I )pdx'dy' ~ 
O<s,t<l 

~C JJ!u*(u) IP dx'dy' 

Então, 

lu**(u)R < Cffu*(u)U , 
p- p 
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e assim o lema fica provado. 

4. 3. 3. DEFINIÇÃO. A classe de H"rdy hl (S X S) é 
max 

94 

o espaço ve-

torial das funções bi-harmônicas reais u, sobre s x s tal que 

u** E L 
1 

(IR x IR) e normado por 

~ ull 1 = 11 u**ff 
1 

• 
h max 

4.3.4. TEOREMA. O espaço 

hl 

está imersamente continuo 

max 

DEMONSTRAÇÃO. Seja k E O) E hl l 
a na 

bi-harmônica. Definamos u sobre s x S 

u(x,s;y,t) = I: '1t (x,s;y,t) . 
kEO 

. Assim, 

por: 

Assim, •u é bi-harmônica e mais, pelo lema 4.4.2 

llu**(u)lll < cllu*(u)lll = fJ Eup lu(x,s;y,t) ldxdy < 
O<s,t<l . 

I: luk (x,s;y,tl.ldxdy < 
kEO 

< IL ~o sup luk (x,s;y,t) ldxdy < 
O<s,t<l 

em 

e 

r 



como F E 

l: 
kED 

sup 
O<s,t<l 

IF(x,s;y,t) !dxdy ~ 

sup 
O<s,t<l 

IF(x,s;y,t) !dxdy . 

h1 
anal 

, então, pelo teorema 4.1.2, temos 

Du** (u) D 
1 

< CDFII 
1 h anal 

' 

o que completa a prova do teorema. 
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cAP!Tur.o v 

O PROBLEMA DA DUALIDADE DOS ESPAÇOS h1 

Neste Capitulo fazemos um estudo do problema da dualidade 

dos espaços h1 sobre produtos de faixas~ Para isso introduzi 

mos os espaços b.m.o. "naturais" para o caso dos,-- 1 espaços h 

atômicos. Através desses espaços b.m.o. é possível caracteri -

zar o dual dos espaços h
1 

atômicos. Entretanto, teTios somen

te que os espaços atômicos estão contidos nos espaços analÍti -

cos. Portanto, obtemos apenas uma caracterização parcial do dual 

dos espaços h
1 

sobre produtos de faixas. 

5.1. O ESPAÇO b.m.o. 

5.1.1. DEFINIÇÃO. Uma função f definida sobre IR x IR a valo-

res reais está em b.m.o. se ela verifica as seguintes 

çoes; 

(i) 

(ii) 

f E L
1
2 (IRxiR) 
o c 

A~ sup JixJJ-1 

JII' jJJ<l 

condi-



B = 

c = 

e 

D = 

sup /I x J J-1 

jij,jJj>1 
·Jf J f !2 

dxdy < oo , 

IXJ 

sup I IXJ ,-1. JJ /f- fJj
2 

dxdy < 
ji/>1, jJ/<1 IxJ 

sup jrxJ/-1 JJrxJ/f- f 1 !
2 

dxdy < 
ji/<1, jJ/>1 

onde I,J sao intervalos fechados e 

= JixJj-1 fi f(x,y)dxdy . 
IxJ 

Agora, definimos sobre b.m.o. a seguinte norma: 

llfllb.m.o. = max{A, B, C,D}. 

97 

00 

' 

00 

' 

5 .1. 2. DEFINIÇÃO. Uma função a definida sobre IR x IR, a val~ 

res reais, é um átomo se ela verifica as seguintes condições: 
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(i) 2 
a E L (m x IR). 

(ii) Existem I,J c m tal que supp a c I x J e 

2 
u an 2 < 1 1 1 I x J 1 • 

(iii) J a ( x, y) dx = O , a. e~ y E IR , se I I J < 1 

e 

Ja(x,y)dy =O , a.e.x E m, se jJ] < 1 • 

Observamos que as condições de momento nulo sao apenas para o 

caso da medida do intervalo ser menor que 1. 

5.1.3. LEMA. Seja f E b.m.o .. Então, vale o seguinte: 

U f li = sup {I fJa f dxdy I . I a é átomo]. b.m.o. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja a um átomo qualquer. Suponhamos que 

supp a c I x J. Então temos quatro casos a considerar: 

(a
1

) ]I], jJj<l. Como para este caso temos que as condições de 

momento nulo valem, então, podemos escrever: 
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iff a(x,y)f(x,y)dxdy[ 

e da desigualdade de Schwartz, e das definições 5.1.1 e 5.1.2., 

a última quantidade é majorada por 

Logo, 

(1) 

< ( 1 
[IxJ[ JI 

[f-f -f +f [
2

>
1

/
2 

< Hllb • 
IxJ I J IJ .rn.o. 

tJJ afdxdy[ < Ufllb.m.o •• 

(a2) )I),jJ)>l. Então, pela desigualdade de Schwartz a defini-

-çao 5.1.2, vem que 

I f f a f dxdy I ~ I f f IxJ a f dxdy I < 



Assim, 

(2) I Jf a f dxdyl < Ufll 
b.m.o. 
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(a
3

) III<l e IJI>l. Neste caso, temos apenas o momento com re-

lação a x J nulo. Assim, pela desigualdade de Schwartz e 

definição 5.1.2, vem que 

I JJ a f dxdy I ~ 1JJ a fdxdyl ~ 
IXJ 

Assim, 

(3) I Jfa f dxdy I < Ufll • 
b.rn.o 

(a
4

) jrl >l e ]JI <l. Analogamente ao caso (3) concluimos 

que: 

( 4) I Jf a f dxdy I < n til 
b.m.o . • 

. ·.-
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Assim, de (1), (2), (3) e (4), conc1uimos que 

(5) sup {I fJ a f dxdy I I a é átomo)~ lfDbomoOo o 

Provemos, agora, a desigualdade contrária. Para isso, se-

j am I e J quaisquer. Vamos, novamente discutir quatro casos: 

(b
1

) I Ij, IJI < 1 o Neste case definimos: 

~ fácil verificar que a é um átomo, e mais 

e assim, 

e então, 
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(b
2

) I I I , I J I > l. Neste caso definimos: 

a(x,y) 
XIXJ(f) 

= -~-X--(-"f'-') "-H -~-I-x_J_I 1 .-/" 2 .-
IxJ 2 

Também, é fácil verificar que a é um átomo, e mais, 

f f a f dxdy = 

assim, 

sup{ I Jf a f dxdyl I a átomo} > 

(7) 

< sup ( IIxJI-1 

lri,IJI>1 

(b
3

) I ri< 1 e IJI > l. Neste caso definimos: 

que também e um átomo, e mais, 

. 



e notamos que, 

JI 
(f~- ffi)dxdy = JJ 

IXJ IXJ 
f

2 
dxdy 

I = JJ ffi dxdy = 
IXJ 

Então, levando isso em conta, temos 

Jf 
(f -

IXJ 

= tiixJI-1 
JJ lf-

IXJ 

1/2 f 
1
2 dxdy) . 

I 

f 2 dy = o I • 

IJ 
f(f - fi)dxdy = 

IXJ 

f J 2 
dxdy 

I 
= 

103 
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Assim, 

sup{ I J J a f dxdyj I a é átomo} 

e portanto 

sup{ I JJ a f dxdy I/ a é átomo} > 

( 8) 

> sup (IIxJj-l 

III<l, IJI>l 
JJ 

I f- f 1
2 dxdy) l/2 

IxJ I 

(b4 ) lrl >1 e IJI <1. Analogamente ao caso (b
3
), 

( 9) 

que: 

sup{IJJ a fdxdyj /a e átomo)> 

> sup ( IIxJj -1 JJ 
IxJ 

III>l,jJj<l 

Assim, de (6), (7), {8) e (9), concluimos que 

(10) sup{lff afdxdyl I a e átomo)> llfllb.m.o. 

De (5) e (10) concluirnos que o lema e verdadeiro. 

concluirnos 
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5.2. 0 ESPAÇO h!tom(IR X IR). 

5.2.1. DEFINIÇÃO. h
1 

(IR X IR) 
a tom 

= h1 
a tom e o espaço vetorial ge 

rado pelos átomos, isto é, 

sao átomos e sao reais}. 

Munimos h 1 com a seminorma associada ao conjunto: a tom 

n 
A 

A = { E 
i=l 

Para cada 

llfU a tom 

a. a. I , , 

f E 

n 
E 

i=l 
a.=l,a.>O 

, l-

, definimos 

A 

in f{ a > O I f E <xA} 

Observamos que se a é um átomo então 

e a. , átomo J. 

a hl < 1 . 
a tom 

o ponto importante nesse espaço é que seu dual é o b.m.o. 

~ o que diz o seguinte teorema: 

5.2.1. TEOREMA. O dual de h!tom é o espaço b.rn.o., no seguinte 

sentido: 
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(i) Seja f E b.m.o. A aplicação 

= ffa f dxdy 

que a cada átomo a associa o 

número real se prolonga,por 

sobre h1 

linearidade, 

a uma forma linear continua 

(ii) Para tc.do L E (hl )* , existe uma 
atem 

L(a) =L L(a), para todo átomo a~ 

f 

atem ' e mais 

=HfHb j . • m.o. 

L f E b.m.o. tal que 

DEMONSTRAÇÃO (i). Sabemos, pelo ·Lema 5.1.3, que se a é um áto 

mo, então, 

(1) 

Provemos que: 

(3) JLf (a) I < CRall l < 

- hatom 

c 

onde c é uma constante independente do átomo a. Pois bem, 

A 

nan 1 = inf{a > o I a E aA} = inf B. 
h a tom 

A 

Seja a e B, logo a E aA , logo temos, 



a = a 

Assim, por (1), 

com 

ai 

n 
E 

i=l 

Assim, tomando o infimo de B, temos, 

e, então, (2) está provada~ 

Agora, provemos que 

i ai 1 
hatom 

( 3) !L f (g) I < Ufll • 
b.m.o. 

llgll 
hl ' 

a tom 

Seja g E hl 
atem . Logo 

A 

n gll l 
~ inf{a > o I g E a A}. 

h a tom 

n n 
Seja g ~ a E o;,a. ' E o;. ,= l, a. > o 

i=l 1 1 i;;::l 1 1 

Assim, por (1), 
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e a > O • 

Vg E hl 
a tom 

e a > o . 



n 
< ~ I 

1=1 
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~ Bfllb • .m.o. 

Tomando o infimo dos a•s temos 

< HUb ·RgH 1 .m.o. h 
a tom 

e então (3) está provada, e mais, Lf E (h
1 

)* com a tom 

A seguir, demonstremos (ii). Fixemos dois intervalos I e 
o 

J 0 e sejam I,J contendo I0 e J 0 , respectivamente. 

Definimos espaços L~ (I x J) da seguinte maneira: 

Se I I I , I J I < 1 , 

( 4) L~1 (I X J) = {g E L
2 (rxJ) I Jg(x,y)dx = o ' a.e. y E lR 

fg(x,y)dy = o ' a.e. yE IR}. 

Se I I I ' IJI > 1. 

( 5) 
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Se li[ < 1 e IJ[ > 1 

(6) L~o(IxJ) = {gEL
2

(rxJ) I Ig(x,y)dx =o' a.e. y Em}. 

Se I I I > 1 e [JI < 1 

(7) L~1 (IxJ) = {gEL
2

(r XJ) I Ig(x,y)dy =o ' a.e. y Em}. 

Seja g E L~ (I x J), k. E D, e definamos: 

a(x,y) == 
g(x,y) 

[ IxJ 1112 U gll 2 

!: fácil verificar que para todo k e o, tem-se que a é um áto 

mo. Assim, 

g(x,y) 112 
= [IxJ[ llgll

2 
a(x,y) ' 

e então, g E h1 
a tom , e mais, 

(8) ngn 1 
h a tom 

< [IxJI
1

1
2 

llgll 
2 

Então, concluimos que Lk
2

(IxJ) está contido em h
1 

e por (8), a tom 



110 

(9) IL (g) I 

Assim, aplicando o teorema de Hahn-Banach 
1 

L pode ser extendi-

do sobre 
2 

L (I x J), com mesma norma. Pelo teorema de representa 

ção de Riesz, existe uma f~xJ E L2 (r xJ), tal que: 

(lO) L(g) = fJg(x,y) 
IXJ 

fk (x,y)dxdy , Vg E X J) • 

A seguir, como I C I 
o 

e J c J , podemos trabétlhar com o 

no lugar de sem modificar 

(10), se k = (1,1): se k = (1,0), (10) continuará válida se 

IxJ IxJ IxJ 
trocarmos f por f - f 1 ; analogamente se k=(O,l),· 

(10) continuará válida se troc~rmos frxJ por fixJ- fixJ As
J . 

sim sendo vamos trabalhar com 

f !XJ = Q 

isto é, fiXJ sao normalizadas. 

' 

o 
satisfazendo (lO),tal que 

Nosso próximo passo e mostrarmos que: se I c I' e J c J 1
, 

então: 

(ll) 
IxJ 



.. I' XJ 1 
isto e, f restrita a IXJ coincide com 

so, vamos estudar cada caso separadamente. 

Seja k = (1,1). Afirmamos que 

2 a L
11 

(I x J). Com efeito, 

111 

IxJ 
f • Para is-

-e ortogonal 

Seja g E então g E Li
1 

(I' x J'), assim, por (lO), 

Assim ! 1 
XJ

1 I IxJ 
f !XJ - f 

Logo, existem 

I 'xJ' I f -
IXJ 

Mas, ! 1 XJ 1 I IXJ f - f 
IXJ 

o = 

= w1 (x) + t o 

está no ortogonal de 

e normalizada, logo: 

= w
1 

(x) + 

2 
L

11
(IxJ). 



112 

Logo, 

Então, 

e 

e então, 
I 1 XJ 1 

w
1 

= -w
2

, logo, f I - fixJ = O, e então a pro-
IXJ 

va de (11) está concluída se k = (1,1). 

Se k = ( 1, O) , concl uimos da mesma forma que 
!XJ 

pertence ao ortogonal de 
2 

L
10 

(I x J), assim, 

I'xJ' I f -
IxJ 

com w(y) E L2 (I). Assim, 

Ir o 

w(y)dx ~ f 
I'xJ' (f 

I o 

pois e normalizada. 
rxJ 
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Logo, w(y) = O, e então (11) está conc1uida. Se k = (0,1) a 

prova é análoga ao caso em que k = (1,0); e- finalmente, se 

k = (0,0), não há nada a provar. 

Nosso objetivo agora é definir uma função fL sobre IR2 , 

fL E b.m.o., e que satisfaça a relação (10) para toda gEL~(IXJ). 

Basta então, definirmos fL por: 

L 
f (x,y) 

IXJ 
=f (x,y) se (x,y) E I xJ :>I xJ 

o o 

A relação (11) garante a boa definição de f 1> A seguir, mostre-

mos que fL E b.rn.o •• Para isso, vamos estudar quatro casos: 

Sejam I,J intervalos quaisquer. 

19 CASO: Se [I[, [J[ < 1, então, 

= I JJ (fL -
IxJ 

= sup I II 
llgll2=1 IXJ 

Como, 
2 

Lll (I X J)' então (10) vale, logo, a 

última quantidade fica: 

.2; 

---~ 



a qual, por (9) é majorada por 

ILD l ]IxJI 1/ 2 

(hatom)* 

que por sua vez e majorada por 

Logo, 

(12) sup 

IIj,JJI<l 

COLO l DixJD 1/ 2 

(hatom) 

29 CASO: Se I I I < l e jJ J > 1. 

Df L- f~ll 2 = 

L 
f <g- g l I = 

I 
sup 

llgll2=l 
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Como, g - g E 
I 

tidade fica: 

~ sup 
Dgll

2
=1 

então 

que, por (9), é majorada por 

-a qual por sua vez e majorada por 

Logo, 

(13) sup lrxJJ-l/2 

lrl<l, IJI>l 
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(10} vale, logo a Última quan-

39 CASO: Se I I I > 1 e I J I < 1. Analogamente ao 29 Caso, con-

cluimos que: 

(14) sup IIxJI-l/2 

JII>l, IJI<l 
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49 CASO. Se JrJ, IJJ > 1. Nesse caso, ternos que L~ 0 (r 'J) ~ 

~ L 
2 
(I' J). Então, (lO) vale para toda g E L 2 (I' J). Assim, 

por (9) 

Assim, 

(15) 

sup 
11 gll 2~1 

< llLII 1 II,Jj 112 

(h ) * a tom 

1
-1/2 

sup 1 I'J 

JrJ, IJI>l 

< 

jL(g) I < 

Assim, de (12), (13), (14) e (15), concluimos que fL E b.m.o. e 

mais 

< 

o que prova a segunda parte do teorema. 

-.·-

·. :~ 
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5.3. hl (JR X JR) 
a tom E 

Neste parágrafo provaremos que o espaço h1 está 
a tom con-

tinuamente imerso em 
l 

hHb. Mas para isso, vários lemas serão ne 

cessários. 

5.3.1. DEFINIÇÃO. Seja u bi-harmÔnica em S><S,S={(x,s)/xElli, 

O < s < 1}. A função maximal u* de u é, por definição 

u* (u) (x,y) sup lu(x,s;y,t) I 
O<s,t<l 

5.3.2. LEMA. Seja u bi-harmônica em S X S com u* (u)ELl (JRXJR). 

Então, existe f E Lj ( lR x m) tal que 

u(x,s:y,t) = (P
5 

Pt) * f(x,y) 

onde P
5

, Pt sao os núcleos de Poisson definidos em 1.4. 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos u simétrica em relação a s = t = 1/2. 

O argumento é o mesmo se u for antisimêtrica e no geral, decompo -

mos u na soma de simétricas e antisirnétricas. Para efeitos de 

simplicidade adotemos a seguinte notação: 

fst(x,y) u(x,s;y,t) 



Corno 

I f
6

t (x,y) J < u* (u) (x,y) 

então, da hipótese de 

te integrável, isto é, 

llf 11 < llu*(u) 11
1 st 1 

1 u* (u) E L vem que 

' 
Vs,t E (0,1). 
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é uniformemen-

Assim, pelo critério de compacidade de Dunford-Pettis, podemos 

s 1 ,t 1
, tal que fs't' converge a escolher uma sub-sequência 

uma função f E L
1

(1R x JR) no sentido fraco, quando s',t'~O; 

isto é, 

f f fs't' (x' ,y•) g(x' ,y' )dx'dy' 

converge a 

Jf g (x' , y') f (x' , y') dx 'dy' , 

quando s',t' convergem a zero, para toda função 
00 

gEL(IRxiR) 

Em particular, consideremos g(x',y') = P
5

(x-x') Pt(y-y')~ As-

sim, 

fi P (x-x') P (y y') f (x' y' )dx'dy' 
s t ' s't' ' 
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converge para 

f J P 
5 

(x-x' ). Pt (y-y'). f (x',y-' ).dx'dy' 

quando s' ,t' -~O . 

Agora, seguindo os mesmos argumentos na prova do lema 

4.1.2, concluimos que 

u(x,s;y,t) = f 8 t(x,y) = {P5 Pt) * f(x,y) 

onde f E L1 (IR x m.) e assim a demonstração do lema está con-

cluida. 

5.3.3. LEMA. Seja ~k , k E O, medida de Borel finita tal que 

Então, existe 

e assim 

~ h ,00 
k" 

tal que d~k 
k 

~f dxdy. E mais, 

DEMONSTRAÇÃO. Definimos uk(x,s;y,t) = (P5 Pt) * uk e seja 

F(x,s;y,t) = (uk)kED. 

Assim, F é um sistema conjugado, simétrica, e mais, 
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sup ll"k(x,s;y,t) 11
1 

< w 

O<s,t<l 

pois, 

urna vez que Up 
5

P t 11 1 = 1. Assim F E . Agora, consideramos 

(1) 
k f (x,y) = lim "Jç(x,s;y,t) 

s,t +O 

A existência desse limite em norma L
1 

e garantida pelo teore-

ma 4.2.2. 

e 

como 

Consideremos as transformadas de Fourier, 

fk, respectivamente. Então, 

A 

uk (x,s;y,t) = {P
5
Pt) (x,y) 

P (x) = 
s 

cosh(l - 2s)ujxj 

cosh TI j x I 

A 

A 

~k 

e expressao análoga vale para Pt (y), então temos: 

e 
Ak 
f ' de 



• uk(x,s;y,t) 

Então, 

~ cosh(1-2s)n[xl 

coshn[x[ 

cosh(1-2t)n[y[ 

cosh n [y[ 

A A 

( 2) lim uk(x,s;y,t) = ~k 

De (1) também concluirmos que 

A 

(3) lirn 
s,t-+0 

'\: (x,s;y,t) 'k = f (x,y) 

Logo, de (2) e (3) concluímos que 

( 4 ) ~~(x,y) 
'k 

~ f (x,y) 

e assim, 

k 
~ f dxdy , 

o que demonstra o Lema. 

5.3.4. LEMA. Seja f E L1
(JR x JR) a valores reais. 

que exista C > O tal que: 
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Suponhamos 
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para todo k E D. 

DEMONSTRAÇÃO. Como n~fst"l ~C, Vs,t E (0,1), existe uma sub 

sequência ~fs',t' que converge fracamente a uma medida de Bo 

rek finita, Jlk' quando s',t' ~a. Observemos que ~fs',t' -e 

simétrica em relação a s' = t' = 1/2. Admitamos a seguinte 

igualdade que logo após provaremos. 

{1) = 

Assim, 

(2) 

De onde, por transformada de Fourier, provamos que 

( 3) ~k = ~f , 

para todo k E D 
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Verifiquemos (2) para k = (1,0), por exemplo. De 

A A 

(h10f
5
t) (x,y) =isgx tqhrr JxJ (P

5
Pt) (x,y)f(x,y) 

então de (2) temos que 

AlO A 
~ (x,y) = isgxtghrr Jxjf(x,y) 

isto e, 

ou seja 

Analogamente, concluimos (3) para outros valores de k. 

Como 1-lk são medidas de Borel finitas e como f por hipót~ 

se está em L
1

, então pelo lema 5.3.3, temos que existe fk E L1 

tal que fk = hkf , k E D, e d]Jk = fk dxdy. Assim, nestas con-

dições temos que f E , e por ( l) e ( 3) ' 

em quando s, t ---7 O. Assim, c anel uimos que: 
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( \lk E 0) . 

Para que a prova do Lema seja completa basta provarmos(l}. 

Pela convergência fraca temos que 

converge para 

quando s' , t 1 ~ O • 

Por outro lado, afirmamos que: 

(5) ~ (fs+s', t+t') (x,y) 
l-2s' 

~ (P s 

Provemos (5) para k = (1,0), para outros valores de k, sai se-

melhanternente 

A A 

(h10fs+s',t+t') (x,y) =isgx tghTI )x) fs+s',t+t' (x,y) 

=i sgx tgh TI )x) (Ps+s' Pt+t') * f) (x,y) = 

l-2s' 
~i sg x tghn j x I ( (P 

s 
pl-2t') 
t 

* fs't') (x,y) = 



= ( (P1-2s' 
s 

e portanto, 

hlOfs+s',t+t' 
= (p1-2s' 

s 

Assim, por (5)·, temos, 

A 

·l-2t' 
pt ) 

l-2s' < u p 
s - p p 11 llh f ' ,111 s t oo -K s t 

< CIIP1-2s' 
s - P P n s t 00 

Mas, pela fórmula de inversão de Fourier, temos, 
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Lembrando que P~-2s' (x) 

_ Pl-2t • <n> 
t 

= cosh(l-2s'-2s)njxj 

cosh(l-2s')njxl 
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-e crescente em 

s 1 , então pelo teorema da convergência monótona temos que as 

duas Úl tirnas parcelas tendem a zero, quando s 1
, t' ----7> O, Assim, 

(6) ~fs+s',t+t' (x,y) = ffP
5

(x-x')Pt(y-y')hk(f
8
,t,) (x',y')dx'dy' 

converge para zero quando s' , t 1 ~ O. 

De (4) e (6), concluimos que: 

Assim, para k = (0,0), temos, 



= 

= 

= 

lim fs+s',t+t' (x,y) = 
s',t'+O 

lim ( lirn fs+s' ,t+t' (x,y)) = 
s'--rO t'+O 

lim ( lim (P + , 
s'+Ot'+O 55 

lim((P+' 
s' +O s s 

Pt+t') • f(x,y)) = 

uma vez que (P 
5

P t) * f é continua em s e em t . Logo, 

E, por transformada de Fourier, de (8), concluimos que 

(9) 

Logo, de (7) e (9) 

= lim ( {P + , 
' t' o s s s ' + 

lim (hkf + , t+t') 
' t' o s s ' s ' + 

= lim ( lim (P + , 
s 1 +0t'+O 55 
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Assim, 

que e exatamente (1). Assim a prova do lema está completaa 

5.3.5. LEMA. Seja a um átomo. Então vale que: 

onde a = (P P ) • a. st s t 

DEMONSTRAÇÃO. Demonstremos (a); a demonstração de (b) e (c) sao 

semelhantes. 

' ' 
=i sgxtgh TI lxl (P

5
Pt) (x,y) a(x,y) 

..•... 
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Mas sg x tgh ~ ]xj = tgh(~x), pois é impar. Assim, 

A 

(h
10

(a
8
t) (x,y) ~itgh(~x) 

Por outro lado, 

Assim, 

A 

(h
10

(a
8
t)) (x,y) ~ Q;(x) P~(y) â(x,y) 

Isto e, 

5.3.6. PROPOSIÇÂO. Seja a um átomo. Então vale que 

onde c e uma constante que independe do átomo. 
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DEMONSTRAÇÃO. Faremos a demonstração para k ~ (l,O). Pelo lema 

anterior, temos que: 

~ 

Suponhamos que supp (a) c I x J. Vamos estudar quatro casos: 

19) Se )Ij, IJ) < 1. Neste caso, a definição de átomo garante 

a existência de momentos nulos. Vamos supor I e J centra-

dos na origem. Temos, 

~ ff2Ix2J + Jf (IR-2I)x2J + ff2Ix(IR-2J)+ Jf (IR-2I)X(IR-2J) 

Estimemos cada uma separadamente. Pela desigualdade de Schwartz 

e por Plancherel, ternos: 

( 1) 
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' 
Mas IPt(yll < l e Q (x) = - itgh(nx) P (x) . 

s s 

' 
Assim, também IOs(x) I < l. Logo, 

8 2. c I I 1
112 IJil/2 u;;u

2 
= c I I 11/2 IJil/2 llall

2 < c 

Agora 

G = f f I Q P t * a I dxdy = 
(JR-2I) x2J s 

= Jf 1ff (Q (x-x')-Q (x))Pt(y-y')a(x',y')dx'dy'ldxdy 
(lR-2I) x2J IxJ S S 

= If 1f (Q (x-x')-Q (x)) cJ Pt(y-y')a(x',y')dy')dx'ldxdy 
(IR-2I)2xJ I s s J 

< ff (f IQ (x-x')-Q (x) IJ Pt (y-y'lla(x',y'lldy')dx')dxdy 
(lR-2I}X2J I S S J 

Mas, 

IQ (x-x')- Q (xll = lx'llgrad Qs(x-Bx'l[ s s 

2 
com 8 E (0,1). Mas, lgrad Q(x-Bx'll 2_C/Ix-8x'l , logo, 
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lo (x-x') - Q (x) I < Cjx' l/lx-ex• 12 
s s 

Mas, corno x' E I e x ~ 2I, então e .fácil concluirmos que 

1/jx-ex• 1 2_ C/lxl, e então, 

(1) 

Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (na variável y) 

Mas 

< Cjrf di jx' llxi-
2 1J P (y-y') a(x',y')dy'ldx')dxdy 

(IR-2I) x2J ! J S 

<C( sup lx' I J lxl-
2 

dx) J <f IP * ajdy)dx' 
- x'EI (IR-2I) I 2J 6 

< C ( sup 
- x'EI 

lx'l J x
2 

dx)JII2Jj
1
1

2 

JR -2I 

sup 
x' E I 

I x' I f 
IR-2I 

-2 x dx < oo 

llp 
s 

* a(x' ·)11 dx' ' 2 • 

independentemente de I e 
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Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwv.rtz (em relação a x'), 

Analogamente, usanéb o fator de (1) ser válida para Pt' temos, 

< c . 

Finalmente, estimemos 8 . Uma vez que os moment.os sao 

nulos, pOdemos escrever: 

f f I ( Q P ) * a I dxdy ~ 
(JR-2I)x(JR-2J) 5 t 

~ JJ df (Q (x-x' )-Q (x)) (Pt (y-y' )-Pt (y) )a(x' ,y' )dx'dy'). 
(JR-2I) X (1R-2J) J IxJ S S 

Por (1) para Q
5 

e Pt , temos, 
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C IJ (JI (Jx' J/x
2

) (jy' J!/) ja(x',y') jdx'dy') 
(lli-21) X (lli-2J) IXJ 

< C(sup Jx'Jf x2
dx)(sup jy'Jf y2ay) fi Jaldx'dy'. 

x'EI lR-2I y 1 EJ JR-2J I><J 

< c 11 an J. < c . 

Assim, 0 + 0 + G + 8 < C • Passemos ao segundo 

caso. 

29 CASO. I I I ' I J I > l. 

Inicialmente estimemos ~ . Pela desigualdade 

Schwartz e o teorema de Plancherel, temos que 

8= CJIJ 112 IJI 112 
IIQ P *ali s t 2 

de Cauchy-



Passemos, agora, a estimar 8. Lembremos que: 

~ 1- cosTrs senh 1r x 
< 1 I Jsenh~xl . 

2 
COSh TIX - COS'lTS 

Assim, como x' E I 

f JQ (x-x') Jdx 
IR-2! 

5 
~ 2 Í I Q (w) Jdw < 

J JIJ-x' s 

< 2 Joo JQ (w) Jdw 
III s 

< 2 Joo rsenh~w)- 1 dw < BIII-1 . 
Ir I 
-2--2-

Analogamente, 

JPt(y) I ~ _ _,s-"e"'n'-.;2C'~-"s'---'c'-'o'-'s'-'h'-,2~;:.->Y'--I .2. cosh7Ty I senh27TY . 
cosh TIY - cos TIS 

Assim, como y' E J, então: 

f JPt(y-y')Jdy~2foo JPt(w)Jdy<2f" 
(m-2J) IJJ-y' IJI/2 

cosh TIW 

2 senh (~w) 

135 

dw 



136 

Então, 

8= ff (ff la(x' ,y') I lo (x-x') IIPt(y-y') ldx'dy')&<dy = 
(lR-2I) X (lR-2J) D<J S 

= JJ la(x',y') I (JJ lo (x-x'liiPt(y-y'll&<dyldx'dy' 
IXJ (lR-2I) X (lR-2J) S 

uma vez que lrl, fJI > 1, então 1/III, 1/IJI < 1 • 

G= fi 
(lR-2I) x2J 

=fi r f Q (x-x') (f Pt(y-y')a(x',y')dy')dx' ldxdy 
(IR-2I) x2J I 8 J 

< JJ (f lO (x-x') I I J Pt(y-y')a(x',y')dy' ldx')dxdy 
(IR-2I) X2J I s J 

= ciif-1 f f 
2J I 

Jf Pt(y-y')a(x',y')dy' ldx' dy = 
!J 
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e pela desigualdade de Schwartz {na variável y) e o teorema de 

Plancherel 

< _E_ J j2J 11 / 2 11 P • a (x' , • )11 
2 

dx' 
ji I I t 

c 
<-

- lrl 

A 

a(x',·)H
2 

dx' 

< 
c 

e pela desigualdade de Schwartz (na variável x), 

2_ CIJI 1/2jrj-1 jrj1/2 1111 ( ' )li 11 ax,· 22 

uma vez que jrj > 1. 

Assim, 
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0 <c 

Analogamente, uma vez que ]JI > 1, encontramos que 

< c . 

39 CASO. Se ]I I > 1 e ]JI < 1. Nesse caso, o momento na dire

çao y é nulo. 

~ JJ +fi + JJ +fi i(QP l •aldxdy 
2Ix2J (JR-2I)x2J 2Ix(IR-2J) (JR-2I)x(JR-2J) 5 t 

A estimativa de ~ é análoga nos casos anteriores. As-

sim, 

Q <C 

Passemos a estimar 0 . 
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= fj . j(QPt) •ajdxdy=f (f jQPt*a(x,y)jdx)dy= 
2Ix (IR-2J) S JR-2J 2I S 

f IIPt • a(·, y)ll
2 

dy = 
IR-2J 

= cjrj 1 / 2 f (J IP • a(x',y) 1
2 

dx')
1

/
2 

dy = 
lR-2J IR t 

< CIII1/ 2 f (J (J 1Pt(y""Y')-Pt(y)jja(x',y')jdy')
2 

dx')l/
2 

dy < 
lR-2J I J 

=Cjrj 1 12 f (f IP (y-y') -P (y) I lla(•,y'lll
2 

dy')dy 
IR-2J J t t 

:5_ CIIIl/2 f (f (jy' jy-2) lla(•,y')ll2 dy')dy 
IR-2J J 



- clrl
1/ 2 J Ua(·,y')U 

J 2 
(sup 
y'EJ 

IY' I I -2 
y dy)dy' 

m-2J 

A estimativa de 0 e análoga a 0 e assim, 

G <C 

Passemos a estimar G· 

~ JJ dxdy I fi Q (x-x')(Pt(y-y')-Pt(y'))a(x',y')dx'dy'l 
(JR-2I)x(JR-2J) IxJ s 

< fi dxdy(f IQ (x-x') 1J IPt(y-y') -Pt(y) IJa(x',y') ldx'dy') 
(JR -2!) X (JR -2J) I s J 
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IQ (x-x') I <ff IPt(y-y')-Pt(y) lla(x',y') ldy'dy)dx')dx 
s (JR-2J)xJ 



2. J (f IOs(x-x'l I(J la(x',y') I (f (ly' IY-2) dy)dy')dx'ldx 
m~ I J m~ 

::_f (f lo (x-x'll (J 
JR-2I I s J 

la(x',y') I ( sup 
y•EJ 

Jy'Jf y-2 dy)dy')dx')dx 
m-2J 

::_C J (f IQ (x-x') I (J I a(x',y') ldy')dx')dx 
m-2I I s J 

<C f (f lO (x-x'll JJI
1

/
2 

lla(x',·P dx')dx 
- m-2I I s 2 

= ciJI
1

/
2 f lla(x',·lll 2 (J lo (x-x'l Jdx)dx' ::_ 

I m-2I s 

pois I I I > 1 . Assim, 

49 ~- Se )I)<l e )J)>l. A prova é semelhante ao 39 caso. 
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Assim, concluirnos que 

11 (Q P ) • a H 
1 

< c 
s t 

onde C é uma constante que nao depende do átomo. A demonstra-

ção de 

segue mesmo raciocinio. 

5.3.7. TEOREMA. O espaço 

1 
hHb 

h
1 está imersarnente continuo a tom 

DEMONSTRAÇÃO. Basta provarmos que se a e um átomo, 

a E e mais 

( 1) llall 1 
hHb 

< c li ali 
1 

h a tom 

em 

então 

Pela proposição 5.3.6, temos que existe uma constante C, que in 

depende de a, tal que 



Então, pelo lema 5.3.5 temos que, 

< CJ Vk E O. 

Logo, pelo lema 5.3.4, vem que 

( l) 

para todo k E o. 

Assim, a E . Também , 

li ali 1 ~ inf{a >o ;a E aÂJ. 

hatom 

n n 
Se a ~ a r a,., a. 

2 ' L: ai = 1 ; ai > O e a > O , 
i=l '· 

n 
11 ali l ~ na r 

hHb i~l 

i=l 

a.a.ll 1 2 2 h 
Hb 

n 
< a E 

i=l 
a. 

]. 
lia. 11 1 2 h 

Hb 

o 

14 3 

então 



E então, por (1), temos: 

llall 1 
hHb 

n 
< 2C a ( E 

i=l 
ai) = C • a , 

Tomando o infimo desses a temos: 

llall 1 
hHb 

< cllall 1 
h a tom 

o que completa a demonstração do teorema. 
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