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INTRODUCAQ

0 conceito de medida de fuzzy fol introduzido por M. Sugeno
(1974). Esta medida corresponde & forma ﬁais adequada para medir
graus de incerteza, valecres gque dependem quase exclusivamente da
subjetividade de quem esta medindc. Por exemplo, quando uma pes-—
soa faz a avaliagado de um carro, ela considera muitos fatores si
multaneamente: cor, mecanica, opcionais, custo, etc. Note-se gue
a imﬁorténcia de cada um desses fatores pode diferir de pessoa
para pessoa e algumas-partes de um determinado fator podem ser

-

redundantes.

A preocupagac em medir us%ndo a subjetividade humana n3o €
um problema recente. Bernoulli :e Lambert j& conheciam a diferen
ga entre a "probabilidade aleatdria" e a ‘probabilidade epistémi-
cal No caso da probabilidade aleatdria usavam fungdes de conjun-
tos aditivas. Quando os fendmenos eram descritos fazendo uso de
julgamentos subjetives usavam probabilidades epistémicas.De qual
quer forma, tanto num caso como no outro, a fungao de prpbabili—
dade era usada come modéelo matematicao.

Quando se pesguisa a inteligéncia artificial fica eyidente
gue o uso de fungoes probabilidades para descrever julgamentoes
subjetivoé & inadequado e leva éhresultadbs contraditdrios. Nes-
te caso, impor que a medida seja aditiva é uma condigio muito
forte e ndo é respeitada pelo tipo de fendmeno estudado.Isto nos

da uma motivagdo para se trabalhar com medidas subjetivas que

nio tém a propriedade de serem aditivas. No capitulo 1 deste tra



balhe, daremos a definigdo de medida de fuzzy, algumas de suas
propriedades e alguns resultados gue serdo necessdrios no decor-
rer deste trabalho. '

Uma outra teoria, chamada teoria da-evidéncia, foi introdu-
zida por Shafer em 1976, sempre com a preccupagac em resclver
problemas de julgamentos subjetivos. Ele. fez isto, expressando
estes julgamentos através de graus de credibilidade.

0 ponto comum destas duas teorias era que elasg podiam ser
tratédas, do ponto de vista matémético, como teoria de fungoes
de conjuﬁtos mondtonas em relagdo & inclusdo isto é, se A © B
entdo u(A)i u(B). Esta sera uma das condigaeé exigidas para éué
uma fun¢do de conjunto u seja ﬁma medida fuzzy.

Podemos acrescentar, ainda, no conjunte das medidas subjeti
vas o trabalho de Choquet:Teoria das Capacidades(1953), onde ele
deécreve capacidades como fungoes de conjuntos definidas numa
classe de subconjuntos compactos de um espago topoldgico adegqua-

do.

Cada uma dessas teorias cobre somente alguns aspectos do
problema geral e nenhuma delas estd contida nas restantes. Por
exemplo, a medida de possibilidade é uma fungido de plausibilida-
de e n3o é uma medida fuzzy, mad é uma capacidade. Analogamente,
nem toda ﬁedida fuzzy é uma fuﬁggo de credibilidade e/ou plausi-
bilidade.

Com o conceito de medida fuzzy, Sugeno construiu um funcio-
nal, chamado integral fuzzy. Este funcional pode ser interpreta-

do como a avaliagdo subjetivas de objetos, onde esta subjetivi-



dade esta ligada a medida fuzzy. Podemos interpretar a integral
fuzzy de outras maneiras. Por exemplo, nds poderiamos  chama-la
de esperanga fuzzy em comparagac com esperanga probabilistica.ls
to sera mostrado mais adiante no capituld 2. Quando as integrais
fuzzy sao comparadas com a integral de Lebesque, elas poderiam
ser chamadas de integrals nao-lineares ou alguma coisa similar.
Do ponto de vista de funcicnal, as integrais fuzzy sao simples-
mente um tipo de funcional nao-linear, como oS funciénais mono-
_tonos.

A iﬁtegfal fuzzy.tem sido aplicada numa variedade de pro-
blemas, comG por exemplo; nos processos dé avéliagéo subietivas,
processosg de deciséo—fabricagéﬁ, processo de aprendizagem, etc.
~Um dos problemas mais essenclais nestas aplicagdes é a identifi-
cacao da medida fuzzy humana. E muito importante identificar ex-
pefimentalmente esta medida fuzzy, ija dﬁe ela é considerada como
medida subjetiva de individuo. Existem dois métodos, direto e in
direto, para a sua identificacdo. Em ambos os métodos, a medida
fuzzy de Sugeno 9, indicada no capitulo 1, é usada com malior
frequéncia como modélo matemdtico de medidas subjetivas.

No capitulo 2; introduzimos a definigaoc de integral fuzzy

dada por Sugeno, que é:

(8) f ay = \4 [e A~ ula n Fa) ]
a € [0,00)
A

onde v,a indicam sup e inf respectivamente,'Fa={xEX:f(xb,a}

ou Faé{f >al e A é um elemento da ©O-algebra de subconjuntos



de X considerada. As condigaeé sobre £ e u seréo.dadas mais
adiante.

Ainda no caﬁitulo 2, daremos algumas propriedades da inté—
gral fuzzy, bem como alguns exemﬁlos.

Nosso principal interesse neste trabalho € mostrar as boas
propriedades matematicas desta integral. Alguns resultados clas-
sicogs da teoria da medida, cémo.o teorema da Convergencia Mond-
tona, Lema de Fatoﬁ'e outro%, serdao demonstrados aqui. Quando
da demonstragaoc destes fatos, Sugeno apresentou dificuldades, sen
do que estas dificuldades contornadas pér Ralescu e Adams [ 3]-
dando outras definigdes para integral fuzzy, equivalentes a dada
por Sugeno. Esta equivaleéncia estd mostrada no capitulo 2. A se-
guir no capitulo 3, mostraremos alguns resultados sobre conver-
geﬁcia de integrais fuzzy, apresentadas por Wang {4 ]. Para isto
usaremos alguns Coﬁceitos basicos dados‘_no caplitulo 1, como a au
toco_r‘ltinuidade e a 2Zero-aditividade de funcgoes de conjuntos. Com

estas condigoes, obtemos um resultado mais geral que o tecrema

Convergéncia Dominada de Lebesgue, sendo este resultado o princi

‘pal do capitulo 3. Apresentaremos ainda um teorema devido a Gre-

co-Bassanezl [ 6 |, onde eles obtem através dele todos ss = outros

resultados anteriormente apresentados.



cariTULO I .

MEDIDAS PFUZZY

Como dissemos, o conceito de medida fuzzy foi introduzido ,
por Sugeno[ 1 ]. Aqui, os conceitos de o-dlgebra e de espago men
suravel utilizados s3@o os mesmos da tedria cléssica da  medida.
Dade um conjunto gualquer X,'néo—vézio, considefaremos neste tra
balho, a menos que se faga referéncia ao contrario, a o- élgebra
de todos os subqonjuntos de X, denotada'por X . A seguir,introdu
ziremos o conceito de medida fuzzy dado por Sugeno. Tal conceito
tem sido modificado em outros trabalhos, embora a monotocidade

da medida seja sempre mantida.

Definicdo 1.1 - Uma fungdo de conjunto u:X -+ [0 ,«) & uma medi

da fuzzy se sao satisfeitas as propriedades:

(i) w(d) =0
(ii) A < B 3 p(a) < u(B), a,B € X (monotocidade)
{iii) Se {a_} é uma sucessioc de conjuntos em X tal gue
nertl
AL S A, S oLl entao
V(lim & )= p( U, A) = 1im p(a.)
N+ n n=1 "n T+ n-
(1v) Se {Aﬂ} € uma sucessao de conjuntos em X tal que
netx

Ay DAy 2 L, com u(Al) < ®» , entao



*

u{lim An) = u( n An) = 1lim u(a )
oo .n=1 T+co N

Observagdo:. 1) A restrigao Q(Al}ﬁ » exigida em (iv) pode ser

colocada em uma forma mais geral, ou seja, ”(An )< « para al-
- 0

gum T'|O € I.

2) As condigoes (1ii) e (iv)spropde a continuidéde de medida fug
zy por sequéncias monétonas. Estas condigoes podem eventualmente

serem dispensadas, Greco-Bassanezi{ 6 .

3) Sem perda generalidade pode-se considerar u:X-~+[0,1], ©pois

se ¢:[0,»} ~[0,1] ¢é uma fungdc continua e crescente, temos:

otfe aw=of v [oruF)l= v el reu(F)) =
Iae 0,x) € [0, ) o

= [{gef) algon).

Exemplos de medidas fuzzy

1.1) Qualquer medida positiva g-aditiva € uma medida fuzzy. Em

particular, a medida de Lebesgue é uma medida fuzzy.

1.2) A funcdo de probabilidade bésica p:2- - [O,i], com X finito
satisfazendo: .
(a) p(@) = 0

(b) I p(a) =1
ACX



1.3) A medida concentrada de Dirac em w_, definiéa por:

.1, sé w €3
u(A){ 0, se m: # A’ , ¥a c X

1.4) A medida g, de Sugeno é uma fungdo u:) +[0,o] que satisfaz

(a) p(x) = 1
{b) ¥a,B 61,AnB=£f5;'u(Aus)=u('n)+u(B)+ku(A)u(B), ~l< A<

toda g, com -1l<A<eo & uma medida fuzzy, ver Banon[ ] pag.

294.

1.5) Medida de possibilidade de Zadeh definida como segue,é uma

medida fuzzv, considerando X finito.
Seja H:I-+[O,l] tal que
{a) I{(H) = 0; I(X)} = 1

(b) VYA cX, VBSX, AnB = @ entdo II(AuUB) = max (I(a), I(B)).

Se 1 é uma medida fuzzy, a tripla (X,X,u) sera chamado de

espacgo de medida fuzpzy. Daremos algumas definigoes e resultados

sobre fungdes de conjuntos relativos as fungdes sub-aditivas .
zeros-aditivos e sobre aauto.continuidade de fungoes de conjun-
tos.

adotaremos as convengoes seguintes: sup{i,i€@}= 0; w-= = 0;

’ L4 - L - _-1
0.» = 0 e se o conjunto de indices I é vazio, AL (") = O.
: T

Definiglo 1.2: Uma medida fuzzy u ¢é sub-aditiva se para todo



par .A,B € X, u(auB)< u(a)+u(B).

Exemplo 1.5: A medida de probabilidade do exemplo 1.2,

Definigdo 1.3: Uma fungdo de conjunto u é chamada zero-aditiva

se H(EUF)= p(E), com E,F €X, EnF = @§ e u(F) = 0.

Proposigdo 1.4: Se uma fungao de conjunto |y é tal que u(E)# 0

para E €)X, E # ¢ ~ent3do | € zero-aditiva.

Proposicdo 1.5: Seja (X,X,u) um espago.de medida fuzzy. S30

equivalentes:
(a) u é zero-aditiva
(b) E, P €EX w(PF) = 0 > u(EUF) = u(E)

(¢} E, FE€X, FCE e u(F) = 0 » u(E-F) = u(E), onde E-F & o

complementar de F em E,
(@) B, P € X {(F) =0 = w(B-F) = p(E)
{e) E,F € X, p(F)=0= n(EAF)=u(E), onde EAF=(EUF)-{(EnF). 0 simbo

-lo A indica a diferenga simétrica entre E e F,

Demonstracdo: (a) »(b). Sejam u zero-aditiva e E,FEX com p(F)=0

Temos que EuF = Eu(P-E)}. Note que(F-E}cF e sendo 1y uma medida
fuzzy, (ii) implica gque W(F-E)=0. Como i é zero- aditiva e

En{F-E) = @, segue-se que

W(EUF) = u(su(F-E))'= L(E).



(b)» (c). Sejam E,FE X com ESF e u(F) = 0. Agora E=(E-F)_F.

Por (b} temos que w(E)= p{(E-F)uF) = u(E-F).

(c) »(d). Sejam E,F¢ X com u(F)=O} Temos que E-F=E-(EnF) . e
note que EAFcF. Assim, W(EnF)=0. Além disso, EnAFcE e entao

temos:
U{E-F) = p(E-(EnF))} = u(E)

{d)» (e). Sejam E,FEX com p(F)=0. Como EAFCF segue-se  que
wW(EnF)=0. Logo u(EAF)= u({(EUF)-{(EnF))= u(EUF). Por outro lado
E-F=(EUF)-F. Entao w(E)= u(E-F)= p{EuF).

Portanto u{EAF)= u(EuF)= u(E).

{(e)> (a). Sejam E,Fe X com EpnF=f e u{(F)})=0. Entao EAF=EUF.

Logo w(EuUF)= p(EAF)= u(E)} e portanto u €& zero-aditiva.

$
Observacdo: Da proposigao 1.5 podemos notar que se é uma medi
da fuzzy, a condigao "EnF=@" pode ser omitida da definigao de

fungao de conjunto zero-aditiva.

Daremos abaixo exemplos relativos as medidas zero-aditivas:

Exemplo 1.6: Seja X={0,1,2,....} e X o-algebra dos subcon-
juntos de X. Defira u:X - [0,] por
L !
- , se 0¢& E
ieg 2%t
Cu(E)=§ w , se OCE e EB- {0} £ ¢

1 , se E = {0}



E simples verificar que y ¢é uma medida fuzzy, e pela proposicio

1.4, u é zero-aditiva.

Exemplo 1.7: Sejam X = {a,b} e 1 uma medida fuzzy definida

por:
ut X o+ [0,w)
1 se E =X
p(E) = ‘ _
0, se E # X
Considere E = {a} e F = {b} . Temos que u(F) = WwE) =0 e

u(xX) = 1. Logo M nao € zero-adtiva ,

It

EUF = X. Entao u(EUF)

pois uW(EUF) # u(E).

Definicag 1.6: Uma fungao de conjunto u & dita autocontinua su-

periormente se, sempre qué A,BHFE X com AMB_ = @, Un e

u(B )» 0 tivermos wu(auB ) u(A).

Definig3c 1.7: Uma fungdoc de conjunto u & dita autocontinua

inferiormente se, sempre que A,Bn € X com BnCA, Un e

'u(Bn)+ 0 tivermos u(A—Bn) + u(ay.

Uma fungao de conjunto U que € autccontinua superiormente e infe-

riormente serd chamada de autocontinua. Se U & uma medida fuzzy

as condigoes “Aan=@'e "BnCA" podem ser omitidas das defini-

¢oes acima.
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Proposicao 1.8: Se p é autocontinua superiormente ou inferiormen

te entd3o u €& zero aditiva.

Demonstracdo: Suponhamos que U seja autocontinua superiormente

e sejam E,F& X, EnF = §§  com u(F) =0. Tomemos em 1.6 A = E

_ o - _ y
e Bn . F, Un Entdo A,Bn € L , Aan o, n © u(Bn)+ 0
Assim:
4
W(E) = u(a) = lim H(AUB ) = lim u(EUF) = u(EUF)
oo R T

Portanto W € zero-aditiva. _ . ' .

Suponhamos agora que U seja autocontinua inferiormente e

sejam E,F€ Y com ENF =§ e WF) = 0. Tomemos em 1.7 ,

A=EWF e B =F. Como ENF = @, temos que (EVF) - F = E e

D

claro que BhCA. Assim:

L(EVUF)= u{a)= lim u(A—Bn)=“1im H(E F)-F)= 1im H(E)= u(g®).
- Ity o JeRV.") Tsoo

‘Logo M & zero-aditiva e a proposi¢ao estd demonstrada.
%

Proposicdo 1.9: Uma medida fuzzy u € autocontinua se, e sdmente

se, u(AﬁBn)+ u{a), com A,BnE-I; e H(Bn) > 0, n=1, 2, ....

Demonstrag3o: Suponhamos que U & autocontinua e sejam

a,B_ € X tal que M(B ) * 0. Considere C, = B,~A. Temos que

n = ” - )
c, na § e como ‘CnCBn e U e uma medida fuzzy u(Cn) - 0.
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: 3 = AN a ot
Logo p(AUCn)-%u(A). Seja agora D_ % B, ﬁn. Entao D_cA e
u(Dn)+ 0 pois DnC}% e U é uma medida fuzzy. Portanto
- .._c;}, cay Y .
u(a-p )+ u(a). Mas A-D _CALB cAuC , V¥

Logo U(A—Dn)i U(AﬂBn)i H(AUCn) e portanto:

lim u(A&Bn)é u(a)

e

Suponhamos que se A,BnE X e .u(Bn)+ 0 se tenha M(Aﬂﬂn)+u(A).
Suponha também que ANMB = f. Temos entdo que BAMB, = (AUB ) -
~(Aan) = AUB_. Logo u(ay = lim u(AﬁBh) = lim u(AuB ) e portan-

i Eakid n—reoo

to U é autocontinua superiormente. Seja agora A,Bn€ X tal que

< a - = —-_ -
B A, 'dn e H(B ) * 0. Entdo AlB (auB_) (AnB_) A - B,.

Logo M(A) = 1im w(adB_) = lim U(A—Bn) e portanto M €& autocon-
i n 1w B

tinua inferiormente. Assim sendo, U ¢ autocontinua. .

Exemplo 1.8: Uma g¢,-medida & autocontinua. De fato, sejam
A,B € X com W(B )+ 0. Ent3o u(AMB ) = u((aw )-(AmB )) =
= u(AUBn) = u{a)+ ]J.(Bn)+ au(a) u(Bn). Tomando o limite quando

1 -+ temos:

lim u(AﬂBn) = p(A)

n-—w

Logo W & autocontinua.
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Notemos que uma medida fuzzy n3o é necessariamente autocon

tinua superiormente e inferiormente, como mostra o exemplc abai-

X0 .

Exemplo 1.9: Seja X = {1,2,3,....} e X a 0O-dlgebra de to-

dos os subconjuntos de X. Defina uiX~+[0,*) por u(E)=k l: 1
' i€E -1

para E € X , onde k é o nimero de pontos de E.Afirmamos que
¥ € autocontinua inferiormente . e consequentemente zero-aditiva
(proposigdo 1.8), mas ndo é autocontinua. De fato, tomemos A={1}

eB = 1{n}, n=1, 2, .... Entdo

5 |

u(Bn)= + 0 e u(AUBn)='2 (—7+ "ﬁ\-—+ 1 e Ha)==

3%}

Segue~se outras definigdes de diferentes tipos de "conti-
nuidade" em relagao a uma funcao de conjunto, dadas por Wang[4:]

que serdo uteis no estudo da convergéncia das integrais fuzzy.

Definigao 1.10: Uma colegdo % de conjuntos em X ¢  chamada
cadeia se, para todo par Cl’ C2 = q% tivermos C1CC2 ou
C2CC11

Definicdo 1.11: Uma cadeia l@ & chamada M-limitada, se existe

M3 tal que |uw(C)l< M, para todo ¢ €.

Definicao 1.12: Uma fungdo de conjunto i & chamada autocontinua

superiormente localmente uniforme se ela € autocontinua superior
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L

e para toda cadeia yu -limitada @czj: e para todo «¢€>0, existe

) ={-6(‘£,é)> 0 tal que

p(a)-e < p(auB)< p(a)+e

onde AGL@, BE X , énB = Q), Iu(B)[< 8

Definicdo 1.13: Uma fungdo de conjunto €& chamada autocontinua

inferiormente localmente unifofme se ela € autocontinua inferior

e para toda cadeia u—limitada‘é'::( e para todo E>0, existe

5= 6 (h,e)>0 tal que
u(a)-e < u(a-B)< u(a)+e

orde a¢bBEX, Ben, |1i(B)|<s

Definicdo 1.14: Uma fungdo de conjunto é chamada autocontinua

localmente uniforme se ela é€ autocontinua superiormente e :infe-

riormente localmente uniforme.

Definicac 1.15: Uma fungdo de conjunte W é chamada uniformemente

autocontinua superior se para todo £> 0, existe § =8(¢g)> 0

tal que sempre que B3,BEX, ArB= §, |[uB)}<$ entao

uld) -e < wW(AawB)< uA) + €

Definicdo 1.16: Uma fungio de conjunto ¢ chamada inferiormente
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autocontinua inferior se para todo ~€>0, existe "8=68(g)> 0 tal

que sempre que A,BE X , BcA, |u(B)|< § entdo
u(a)-e < p(a-B) < w(a) + e

Uma fungao de conjunto W & chamada de autocontinua uni. -

forme se ela ¢ uniformemente autocontinua superior e inferior.



carfrurLo 11
A INTEGRAL FUZZY

- "~ .
l. Funcoes Mensuraveis

Vamos apresentar agora algumas definigoes e resultados clas

sicos sobre mensurabilidade, que nos serdao uteis no estudo da inte

gral fuzzy ..
Definigdo 2.1: Seja X um conjunto gualguer ndoc vazio e X uma
g-dlgebra em X. Uma fungdo f:X+ R é mensurdvel se para todo «

real, o conjunto {x X;f(X)>x}. pertence a X .

Exemplos: 2.1) Teda fungdo constante é mensurdvel pois se f(x)=c,

UXG X e se o« >c entao I{x X;f(X)>a} = PEX enquanto que se

a<‘c, {x€x; £{xX)>a} = XEX

2.2) Se A€ X entdao a fung¢do caracteristica de A, defi

nida ﬁor

é mensuravel pois {x€X; XA(X)>R} ou é X, ou & ou gue perten
cem a X .

2.3) Se f & continua sobre R e X é a v-dlgebra de

Borel B entdo f € mensurdvel, pois o conjunto {x€X;f(x)>u} é
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aberto de R e portanto é a unido de intervalos abertos, pertencen

do entao a B .
0 proximo lema também nos da uma caracterizagdo para fungdes

mensuraveis.

Lema 2.2: Seja f:X—[0,o) uma fungao. S3c equivalentes:

(a) Y _ER, A" { x?X; Féx)>ale X

It

(b)Y ER, B = {x€X; f(x)<a}€ X

{x€X; £(x)>a}€ X

(c)V € R, C,

(@V¥ € R, p, = {x€x; £(x)<ale X

Lema 2.3: Sejam f e g fungdes mensurdveis e c¢ € R . Entado 550

mensuraveis as fungoes cf, f2, f+g, fg e |£].

Lema 2.4: Seia (fn) uma sequéncia no conjunto das fungdes mensura-

veis de valores reais extendidos M(X,X) e defina as fungles:

£(x) = A £(X) ; F&X) = v £ (X
<N rEN

£*(X) = lim inf £ _(x) ; F*(X) = lim sup £ (X).

Entdo f(x), F(X), £*(X) e F*(X) pertencem a M(X,X).

Corclario 2.5: Se (fn)' € uma sequencia que converge em M{X,X)
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para uma fungao f, entdao f IM(X,X).

Lema 2.6: Se f & uma fung3o nio-negativa em M(X,X) entlo exis-

te uma sequéncia (t%) em M(X,X)ztal que:

(a) 0< "Pn(x)i P (x) , x€X, nEWN
(b) £(X)} = lim ¢_(x), para cada x€X
(c) Cada ¢, tem somente um mimero finito de valores re-

ais, isto €, sao fungoes simples.

2. Integralis Fuzzy

As integrais fuzzy foram introduzidas por M. Sugeno [i] .
em sua tese de ddutorado , utilizando medidas fuzzy(definigao 1.1).

A seguir daremos a definigao dada por Sugeno.

Definicdo 2.6: Séja f:X» [0,%) uma fungdo mensuravel, positiva e y

uma medida fuzzy. Sugeno definiu o funcional F da seguinte forma

F(£f) = (S) +{f du = v fesu(anr )l (1)
' o a€ [0, =)
) .Y
onde REX ,F = {xE€X; E(X)>a} e A,v indicam respectivamente o

inf & o sup em [O,W). 0 funcional F ¢é denominado inteqral fuzzy

ou integral de Sugeno.



Daremos alguns exemplos de integral fuzzy.

Exemplo_2.4: Seja £:[0,1]+[0,1], definida por:

_ 1/2 , se 0O<x<l/2
f(x) =
x , se 1/2<x<).

Seja U a medida de Lebesgue. Entao

fdu= v -[anu(F )]= v [aAu(F )] v
o€ [0, ®) “7 aefo,1/2] ®7 wefi/2,1]

I
YT
<
N
<
')
1
|_|
~

M.

[aru(r )]

Exemplc 2.5: Seja X = {1;2,3, ..... } e considere u: +[D,M)

19

[{IA“(FC()JV v

a>l

a

medida dada no exemplo 1.9. Seja A = {2,3,4,5} e considere

f:X>{0,=) definida por:

£(x) =

~Entao:
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fdu= v arp{AnF )| = aAl ( AnF ) B u{anpP )
J ae[o,w)[ 0‘1 a€[o, 1/2][ ! (172, ]@\ _]cx>1
= [oru(anr ) an ({2 3}) v aru({4,5Y)
[antaor 1 weforarzy T e !
2 3 3 1 3
= oA v QAT ] = v o v . = 5 vy, =
aeT:o_,l/zj (23] a€(1/2,1] lantg «€fo,1/2] 1& 2 16
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Com © intuito de avaliar objetds fuzzy & que Sugeno introdu-
ziu estas integrails. Pof exemplo, sﬁponha gue se_queira avaliar um
objeto O sequndo um'Canunto de criterios X. Se £(X) denota © grau de satisfa-
cio do qual € mmido o objeto O se o critério Ix é considerado, e se
u(x) denota o grau de importancia ' deste critério x, a integral
fuzzy pode ser interpretada, comparando estas duas guantidades no
sentido do 6perador A, com a procura do maximo grau de concordan-
cia entre as duas tendéncias opostas, isto &, o valor da integral
fuzZylpode ser "o melhor valor pESSimista" ou o "pior valor otimis
ta”. | |

Mais especificamente, suponhamos que.se Queira avaliar suﬁjg
tivamente um objeto, por exemplo, uma. casa. Assuma que o objeto po

de ser dividido em n elementos. Seja k:{sl,..., s o conjunto

nl
- de tais elementos. Em geral k ndac é necessariamente um conjunto de
. elementos fisicos mas ele poderia ser.um conjunto de pontos de vis
ta‘gu de critérios. Seja h:ks[ 0,1] uma avalia¢ao parcial do obje
to..Iéto e, h(é) implica na avaliagao parcial do objeto, do ponto
de vigta do elemento s. Se pensamos no modele de reconhecimento
h(s) pode ser‘olhado como a fungado caracteristica do modelo. A ava
liagd3oc parcial h(s) pode ser determinada subjetivamente ou objeti-
vamente. Por exemplo, nds podemos ter objetivamente h{drea)=200m>,

o qual deve sger normalizado. Assuma que a medida fuzzy & uma me-

dida subjetiva expressando o grau de importancia de subconjunto de

k. Por exemplo, g({sl}) expressa o quanto s, é importante para
avaliar o objeto g({sl,sz}} implica o grau de importancia de
S, e s,. E necessario assumir que o grau de importancia de "k €
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1. Portanto a integral fuzzy de h fepresenta a agregagao de n
avaliagoOes parciais e pode ser considerada como a melhor de todas
as avaliagoes do objeto.

Com a definigdo 2.6, Sugeno pnmnmoﬁ:mostrar que os -teoremas
da teoria da medida é&lassica ainda continuaram validos na teoria-
da medida fuzzy. Porém, quando da demonstragao do anélogo éb teore

ma da convergencia monétona de Lebesque, Sugeno usou a igualdade

C({x€X; 1im fn(x)gq}) = lim u{ x€X; fn(x)za}

qgue ndo é verdadeira. Para ver isto, tome um espaco de medida fuz-
zy (X, X, W com (X}=1 e considere fn =1 - %, n=1,2,.... e ag=1.

Temos entdo que 1im £ =1 e ({x€X, 1im £ (x)>,1})=u(x)=1. Mas
n+oc n : oo
(&, £ (x)%1D= wp) = o.

- Entretanto, Ralescu e Adams[ 3 ], contornam este problema
dando .outras definigoes equivalentes para integral fuzzy. E o que '
faremos a seguir.

Seja (X,X,u) um espago de medida fuzzy e f:X—[0,®) uma fun
¢ao mensuravel,positiva. Seja s = f o, X uma fungdo . simples,
j-mensuravel e positiva com ai#'aj para ifj e Xa é a fun-

¢do caracteristica de A .

Definimos entao

<3

Q,(s) = i- l[ociA u(ana )], aeX
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Observacio: Se & = X, denotaremos Qx(s) por Q(s)

Com isto, Ralescu definiu o integral fuzzy como sendo:

Definicdo 2.7: Seja f£:X+ [0, ) ménsuravel, positiva e u uma me-

dida fuzzy. Entac

(R} £du = sup QA(S) (2)
s<f

-
onde o sup & toémado sobre as fungoes simples s tais que s<f.
Também, Ralescu-Adams deram uma outra definigao de integral.

fuzzy. B o que apresentaremos agora:

" pefinicdoc 2.8: Seja f:X+ [0,®) uma fungdo mensuravel positiva.En

tao:

- (RA) 4f au = suplu(a)rinf £(X)] : (3)
- AEX  X€a -

A
Mostraremos que as definigbes 2.6, 2.7 e 2.8 sdo equivalen-
-tes e com isto poderemos mostrar o teorema da Convergéncia Mond-
' tona, usando a definigao 2.7 dada por.Ralescu—Adams; Mostraremos
inicial@qnte algumas propriedades das integrais fuzzy, que nos se-

rdo uUteis para a demonstragac dessa equivaléncia.

Proposicdo 2.9: Sejam £:%% [0,0) e g:X +{0,0) fungbes mensurd-

veis, positivas. Entdo:



)

ii)

iii)

iv)
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Se £f<g em A€ X entdo {(R)+ fdu<(R){gdyp
| a A

Se AcB entao (R)tfadu<(R)1fdu , A, BEX

B
a

Sse u(A)=0 entdo (R})4+fdu=0 , AEX
' A

(R)+cdu= cAu(a), onde ¢ € uma constante nao-negatl

A

va e AEX.

Demonstra

Cao:

i) Observe em (2) que o sup é tomado sobre todas as

fungdes simples s<f. Como f<g entao: sup QA(s)i sup Q,(s). Logo

s<f s<g
(R}Y+£dp<(R) tgdu
A’ a
- ii) Basta observar que fX, < fX, e usar o item an-
terior.
iii) Como AﬂAiE X e AiﬂACA e ¥ & uma medida fuzzy
temos gque U(AﬂAi)=O. Entao @iAU(AﬂAi)=O > QA(S)=0. Portanto
fau= 0
A n
iv) Temos QA(C)= v [eru(a)] = eru(n). Logo
i=1
sup Q,(s) = cru(a) e (R)qfdu= cAru(R).

a
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L]

‘Provaremos agora a equivaléncia das definigdes 2.6, 2.7 e

2.8.

Teorema 2.10: Seja (X, X, y) um espago de medida fuzzy e £:X-[0, »)

uma fungao mensuravel, sdo equivalentes:

a) (R) {fduﬂz (RA)J'fgilJ

b) (S)J?dp= (Ra)ffdu

Demonstragao: a) Sejam A€ X e o, = inf f(x) e considere a fun-.
: xE A ’
gaoc s, = W,X,, que € uma fungdc simples, mensurdvel e s.<f. En

A!’

tao:

(R)ffduz(R){sodujQ(sb) = a,Au(A) = u(a)sinf f£(x)
- x€A

Logd
(R){fdu;sup[u(A)Ainf £(x)] = (RA){ fdu - (4)
AC x€a '
n
Seja agora s = I o, Xy uma fun¢do simples, positiva,men-
i=1 i . :

suravel tal que s<f. Entdo

R(s) =

k
v
l:

l[aiAU(Ai)] = aiOAU(AiO) para algum i,, 1<i,<k.

UNICAMP
BIBLIGTECA CENTRAL
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Como s<f, a, & inf  £(x). Logo
to xEA,
10

Q(s)iuﬁAi YA inf f(x)i sup[u(A)A inf £(x)} = (RA)}fdu .'

a
xE Ai . AE xEA
Portanto
(R){des sup Q(S)i(RA)deu . (5)
s<f

De (4) e (5) segue a}.

b) Sejam A€ X e a, = inf f(x). Ent3o para x€A,f(x)>a,.
xEA :
- Logo ac{x€X;f(x}>a,}. Sendo U uma medida fuzzy temos que

H(A)H({XEX; £(x)20,0) . Bntdo  M(A)Aa,<u({xEX; £(x)>a,} )na,.

Portanto

u{A)A inf f(x) i v [&Au{xEX;f(x)za}l
xEa o>0 . :

’ s
onde conclulimos gue:

(RA){de= sup [K(A)A inf f(x)]f.(s)}fdu (6}
. AE x€a .
Seja agora a>0. Como f € mensuravel, o conjunto Aoé{xéx;

f(x)>a}le X e inf £f(x)22 . Logo
x€a,

sup [u(a) Minf £(x)]2U(A,) A inf  £(x) >aru{xexX; f(x) >al
AL x €A x€Aa,
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Entao

(RA) ][fdu= sup[ﬁ(a)_»\inf £(x)]> v [owu{xéx;f(x)zoc}]=(s)J[fdu (7)
Ak x€A x>0
De (-6) e {(7) segue Db,
Aésim as definig¢oes dadas por Sugeno, Ralescu e Ralescu/Adams
sao portanto, equivalentes e.serao denotadas simplesmente por }.
Algumas propriedades da integral fuzzy ja foram mostradas an—

teriormente. Agqui, acrescentaremos mais algumas delas. Denotaremos

][fdu por ][fdu

X

Propogicic- 2.11: Sejam £,g: X + [0,®) mensurdveis e a€X  entdo

-fd u= }fxadu , onde X
“A

(1) A ¢ a funcgdo caracteristica de A&

{ii) "(f+a)dU_{ }[fdu+ aru(a)= ][fdu+J[adu, at [O,W)
A A A A

(iii) se |f-gl<a em &, a€[0,*) entdo I][fdu—][gdﬂi .

A A
Demonstracac: (i) Temos ][fdli= v [W‘ll (AnFa)] onde
A
Fo= {x€X;f(x)>a} e que £X, du= v [Omu(Ga)] onde
ag[o,@)

Ga={xEXI;fXa(x)3a} = {x€X;£(x)X,(x)> a}. Se  x€d, Xp(x)=1.



Entao 'Ga= {x€X; £(x)>al = F, - Logo

£X_ du = v [aru(anF )]
'][A A OLE[O,OD) ' ®

{fdu
4

(ii) Temos {(f+a)du = v Taﬂu(AnFa3] ,

A - a€o, )

F, = 1x€X;f(x)+a>a}

Entao:
(f+a)du= v aAp{ANE ) v [aau(anr )| .
][ ae[o,a)[- « ag;a[ o
= v [aru(a)] v [aru(an{f>a-a})] .
a€[0,a) ‘ a>a

28

onde

pois se a€[0,a), o-a< O e {x€x; £(x)+a>al ={x€X;f(x)>0-a} = X

e porténto AnFaz A, Notemos que

arulAn{f>a-al)= (a-a)+aru(an{f>o-a)}

< (o—a)ru(ani{fru-al)+ aAu(An{fzd—a})

< (a-a)Aru(an{f>o-a)}+ asu(a).

Nas desigualdades acima usamos o fato de que

desigualdade (a+b)Ac< asc + bAc. Portanto

an{f>x-al < a

=

a
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][(f;a)du: v [aap (A)]- v [aAu(An{fza—a})]
«€{0,a)- o '

”g(aw(a)ggg[(az\u<m)+ (@ -a)ap (m{t>a-a} )]

= aAu(A)+][fdu=][fdu +][adl-l .
A A A |

(iii) Como |f-g| <a, temos £ <g+a. Ent3c pela proposicio 2.9,

item (i),

][,t‘dui][_l(gm)dpi}(gdu + aru(A)< {gdp + a : : (*),
A A A A '

Por outro lado, g<f+a e

][gdui}(f+a)du§_ ][fdu+af~u(a)_<_ ][fdu?a. (*x)

A A A A

De (*) e (**) sgegue o resultado.

Proposicao 2.12: Se ffdu=0 entdo H{{x€a;: £(x)>0N)= 0
A

Demonstracao: Seja A= {XEA;f(X)>% . Entao A CALC ... e A= U A=

- n

i

={ x€a;£(x)>0} . Logo

. Lgue 1 ' Y=o, ¥
0 = ][fduszduj_][ndu =ru(a ). . ﬂ(An) = 0,

A a A
n n

Mas sendd 'y uma medida fuzzy temos
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u(a) An) = lim u(An) = 0 ou seija,

1 150

]
=
=]

p({xea; £(x)>0}) = 0.,
Os resultados a seguir serdo uteis no estudo da convergéncia

de integrais fuzzy.

,

Lema 2.13: Seja h, . 2€[0,®) uma fungdo nao-negativa, decrescente

de valores reails extendidos de o« . Se «Q,= :sujf [an ha] entao
: a€ [0, =) '
h £ 4, £h_ - ,-onde}l-; = Jim h eh = lim " h .

@ +0 @20 T a0 0 0@ Nwr0 T 5h ) e
Demonstracao: Se  o,= 0 temos que h, =0, para >0, S a, = «
entac h{I = w para aff[0,»). Nestes casos o lema esta demonstra-
do. Suponhamos o, ,€(0,=). Como aAha <0, temos para tedo o > ¥,
que 'haiao e portanto h, +05- x,. Por outro lado, assuma que

o

< &,. Entao existe «'<wa, tal gue ha'< ®,. Como h ¢é mono-

h -

o, -0
tona decrescente, temos que h,<h = %, para a>a', Consequen-—
temente,

urh | = a/rh v aArh
sup [ a] ae?g?a')[ a] aZUQIW)[ a]

<

<  sup v h, < &, (contradigao)
- Ta€fo, ")

s5u
o€ [o) )
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Portanto, hy _g2 %o+ O lema esta demonstrado.
-]
#
Denotaremos lim F_, por F
a'+a+Q « ' _a+0'

Teorema 2.14: Seja f:X»> [0,») uma fungao mensuravel e seja p uma

medida fuzzy. Entao, para AE X e ot R temos:

-

(i) tfdu=o © u(AnFa)zaz_u(AnFmo)
Ja :
(ii) sfdu>a= w(anF,)> o
s B
ro
(iii) pfdu>ae w(AnF)> «
B
Demonstracio: (i) Suponhamos que U(AnFa)Zazu(AnFa+o). Entdo
gau= v [aucanry)] - v [aauanr,)] v [AAr(anry )]
- L, A€o, ) - A€ [0, o A T s A
Observe que A<acu(anF,) e l>aﬁu(AﬂFa+o). Logo
{ fdu= v AV u(AnFa) = u(hnFa) = O
A :

€0, a] A>a

Suponha agora gque {fdu=a . Seja hh= u(Aan). Temos qgue A é
&
decrescente em relacdo a A . Como & = su [xah3] e hy_g = by

A€10, )

usando o lema anterior, obtem-se o resultado desejado.
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(ii) Seja oo- éJ[ fd u. Entdo o >o. Logo |.1(Arif.*"m)gu(n.nf'cL ) ba, >a,
_ : . : 0 —
A _ -

(iii) Suponha que W(ANF }> « . Entdo

deué v [orucarr ) ]zu(anr )2 o
A a€ [0, =)
A reciproca decorre dos itens anteriores.

Sabemos gque se £1.£, sao fungdes mensurdveis entio £,=£,
guase. sempre se u({xex;fl(x)#fz(x)})=0. Na teoria de medida c¢las
sica temos que se fl=f2 quase sempre ou quase toda parte, aqui

denotado ‘por g.t.p., entdo suas integrais s36 igquais. Isto ainda
sera verdadeiro para intégral fuzzy? O seguinte teorema responde-
ra esta questdo.

Teorema 2.15: Se f1=f2 g.t.p. entao féldu= szdu se e somen

te se U & zero-aditiva.

-~ - ] * '
Demonstracac: Suponhamos que e zerc-aditiva. Para 0 e como

flsfz g.t.p. isto é,_u({xEX;fl(x)})=0 ou n({fl%fz})=0 temos:
{xEX;fz(x)ga}c {xex;fl(x)3a}u{XEX;f2(x)#fl(x)} >
“({XEX;fz(x)za})gu({XEX;fl(x)za}u{xEX;fz(x)#fl(x))=u({xEx{fl(x)3a})

iu({XEX;fz(x)za}U{xEX;fz(x)%fl(x))=U({xEX;fz(x)ia})
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Logo = W({x€X;f,(x)>a})= u({xexsfz(x)zﬁ}). Segué-se entdo da defi-

J.fldu =-Jf2du .

Suponha que {fldu={fzdu. Considere E, FEX com u(F)=0 e de

nigao 2.6 que

*

fina

' w, ge xEE ' . |>®, se =XEEUDP
£,0= o e. f,(x)=
o, se X{E 0, se x¢EuF

Temos entao que f1=f2 g.t.p. Mas Jfldu= oAU (E) e {fzdu=mAU(EuF)

Logo @Ap(E)=wAu(E F)a3u(EuF)=u(E). Assim p & zero-aditiva.
+

Proposicdo 2.16: Se u é zero-aditiva entdo gque E,FEX com pu{rF)=0

][fdu= ][fdu

EuF E

entao

Demonstracao: Seja F = {f>a} . Entao Fan(EUF)=(FanE)U(FaﬂF).

Como u(F)=0 e F OFCF  segue-se que ﬂ(FaﬂF)=O. Sendo zero-adi~

tiva, temos que u(Fan(EUF))=u((FanE)u(FanF))xu(FqﬂE). Portanto

*

fdu= v [eru(F n(EVUF)]= v [aru(F _nE)] = ][fdu
o€ [0, co) * S [Orm) @ E "
EUF ,
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Tow

3. O espaco L

Chamaremosg de Ll(u) ao espago das fungoes mensurdveis posi

{ fdpy < e

Uma caracterizagdo para o espaco Ll(u) é:

tivas tails que

Proposicdo 2.17: Se f£:X+{0,«) é uma fung¢3o mensurdvel, entdo s3o

equivalentes:
(@) £ €rt(w

(b) o conjunto M={a>0;u{f>a}= «} € limitado.

Demonstracag: Suponhamos, por contradigdo que M nio é limitado.Se

ja M' o complemento de M. Entdo, observado o fato de que em M,

u(fa)=m , temos:

du= v |arU(F N = Vv [aﬂu(F )] Ap(F )
}f azo[ m] T atM * aEM'[a a J

= v av v [eru(F)]= sup M v v [aru(F )I2sup M= o
aEM a€EM’ a€EM!'

Logo fﬁil(u), 0 que prova que al)s b).
Suponhamos que M seja limitado e provemes que fGLl(u).

Entaoc
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fau= v [aru(F ) v [eru(r )] v wl(F )
}[' >0 o) aem[ * aEM'[a'Au' o)

= sup M v [aAu(Fa)] .
aEM! '
Sende M 1limitado, M' ndo o é. Logo lim u(F_ )=0. Procu-
Qoo
remos esta afirmagao. Seja G(u)= n{x€X;f(x)>al=pu{r>al} . Temos

que G(a) é-decrescente e limitado inferiormente. Logo existe

lim G{(a) 1im ¥F(n), n€N

Como a sucessao de conjuntos {f>n} & decrescente, entao

lim {f>nl} = A {£>n}
n=1

{£>n} =P ©pois caso contrdric, existiria

Por outro lado,
- 1

I o8

n

Xo,€{£>n}, v € N =f(x,)>n, V € . Mas sendo £<® temos que f(x,) =

K, <® . Logo k,=f{(x,)>n, Un implicaria que N seria limitado ,

o gue & absurdo. Logo

lim {f>n} = ¢ 2 1lim G(a) = Q
n o .
Com isto, é impossivel que u{f>al>x, Ya€M'. Portanto .
p{f>a, }<a, para algum %, EM' . Entao para ®>0,
plf>al<ulf>a, I<o,<a | : ' (9)

Assim
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'J£d1= sup M v faru({£2a}) =sup M v v [oru({f£20})v v [aru({f>0})

aEM’ aEM’ aEM!
a<a, _ >0
Agora observe gque:
. ; a
aru({£>al)= . Entdo , v [asp({fxa})lca,

({f>al}) aEM !
. C(.<Q'.o

Por(9) temos gue v [asu({f>al}]< éup u({f>al)<u({f>a,}).
aEM’'- >0
a>o,

Loge

deu= sup Mv v [a“u({fza})] v v [asu({£zal)]
. oEM! aEM' - :
0’.(0’.0 ) a’zao

< sup M v a,v u{{f>as})<e f€ Liu).
+

Teorema 2.18: Se fiX> [0,») e £€ Ll(u) entao

oD

deu= JU({fga})dx.

onde a integral do lado direito da igualdade € a integral fuzzy

de G{a)=u({{f>x}), com respeito a medida de Lebesque em [O,m)l

Demonstragdo: Para demonstrarmos o teorema, basta provarmos que

(==

J G(max= v [xa6(x)

x>0
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Como fELl(u), segue-se gue lim G(a)=0_(ver demonstragdo da pro
o+

posigdo anterior). Seja x,>0 e .s°=G(x°)X[o x.] - Temos que s,
L Q

e uma fungdo simples tal que s.,<G e
(4]

0(so)= Glxg)Ax, < sup 0Ofs) = |G(a)dx
s<G

o o
Loge {fdu= v [x re(x)]< JG(a)dx. Mostremos a outra desigualdade.

x>0 >
-k
Considere agora uma fungdo simples g= I . Xp v s#£0, s54G.
' i=1 i
Entao:
X k _
Q(S) = v [C(.AA(A.)] = O, A}\(A. )
jep o4 i 1, T,

para algum i,, 1<i,<k, com A a medida de Lebesque em [0, ).

Comc  1lim G(®)=0 entao Ay ¢ limitado. Seja B =sup A; . Logo
000 : o o

Aioc [0, B] e A(Aio)iB . Portanto
_ : ) r
Q(s)=a; AM(A; }<a, AB<G(B)ABssup [xrG(x)] = Ifdu
1, 1o o x>0
e entao

J G(a}dx = { £d u.
o .
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4 . Comparagéo Entre a Esperanca Classica e a Esperanca Fuzzy

Nesta segao nés comparamos a integral classica(Lebesque) e

a integral fuzzy, aqui denominadas por esperanca cléssica e por

esperanca fuzzy, uma vez que a medida usada € a medida da probabi

lidade que também é uma medida fuzzy, e isso dando sentido a com-
paragaoc. Salientames ainda, que no caso de medidas mais gerais ,
tal compara¢dac naoc tera sentido, pois, por exemplo, a medida de
possibilidade n3c precisa ser uma medida fuzzy.

Sejé (2,X, 4} um espago de probabilidade ou um espago de me-
dida fuzzy tal que u(Q)zl. Notelque a medida fuzzy € considerada

como uma medida de grau de inexatid3o. Uma fungao X:Q+[0,17] men-

suravel, serd chamada de varidvel inexata ou v.i..Entdo a espe-

ranga fuzzy Eg(X)= v [aru{x>a)] e a esperanga " classica
: 0<as<l
E(X)=(L) J Xdu fazem sentido. Sugeno mostrou gue
£
IE(x)-Ef(x)[g 1/4 | (4.1)
Nosso problema aqui é computar o supremo do lado esquerdo

de (4.1). antes, porém, de computarmos tal supremo, daremos al-
guns resultados e definigoes préiiminares;

A fungdo F:[0,w)+[0,1] defirnida por F(a) =u {X>u} é
analoga a uma fungao distribuigac. Ela tem as seguintes proprieda

des:

(1) F(O}) =1 e 1lim F(X) =0

o
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(2) o < B , F{)>F(B)

(3) F & continua a esquerda.

Definiclo 2.19: Uma varidvel inexata X é do tipo continuc ou sim-

plesmente, continua se F{a)=u{X>q} é continua.
. Daremos um teorema basico que diz respeito a esperanga de

uma varidvel inexata do tipo continuo.

Teorema 2.20: Se X & uma variavel inexata do tipo continuo, en-

tao Ef(x)=u{X3a} para algum & €(0,1]

Demonstracdo: Considere a fungdo P(a)=u{x>al “tal que

L4

Eé(X)= v [err(a)] . sendo X do tipo continuo, F:[O,m)+[0,l] e
>0 : .

continua e portanto tem um ponto fixo a€[0,1]. Como F(0)=1 -,

0€{0,1] . vamos mostrar que

Eg(X) = a = F(a) = ui{x>a}

Denote por G(d)=uAF{a}. Queremos mostrar qgue Gla)< G(&)_ ,

para algum «f[0,»). Se «a<a entdao F(a)>F(a)= a>x . Entdo

G(a) = a<d = G(a)

Se w>x entdo F(a)<F(a)= a<w . Entdo
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Concluimos que G(a)= sup G(a) = Ee(X) e portanto
>0 |

Ec(X) = a = F(a). = u{x>al

para algum &6(0,11#.

' Voltando ac nosso problema, nos mostraremos que 1/4 & a
melhor constante, tanto no caso de v.i., como no caso mais parti
cular de varidvel inexata do tipo continuo. |

) :

. ¥ conhecido que .E(X)=(L)Ju{xza}da. Denote por F{a)=u{X>al}.
Como para qualquer "distribuigdo F” nés podemos encontrar uma va-
ridvel inexata X cuja distribuicfo e exatamente F e o proble-
ma de avaliagdoc do lado esquerdo de 3.1.pode ser dito em termos

de F. Entdo nosso problema & computar

1 _
" sup I(L) F(a)da- v [ar P(a)]|
FEU 0<o<l
: 0

onde U= {FE[D,1]+[b,l]: F & nao-crescente} , continua & esquer-

da e F{(0}=1.

1
o3 g 1 ,
Proposicdo 2.21: sup|(L)| F(a)de- v[arr(a)]| = 7 © o supremo ¢
FEU o
0

atingido.,

Demonstracdo: Sugenc mostrou em sua tese que o  supremo, é < 1/4.Considere

a fungao



- do tipo continuo,
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I se O<qc<l/2
FO(G) = -
' 1/2 se 1/2<a<l

1 F1/2 1

~ - - 1 1_3
~Entao (L) Fo(a)d = |1ldea+ |1/2do= 5+t 373 e

0 0 1/2

v[qAFb(a)] = v [aAFO(a)] v [dAFO(a)] -
a 0<0<1/2 1<0<1
2

Logo
1
(L) [Fotmda- v [orr (0]] =12 - 1] = 1/4
o
- ' O
Isto mostra gue o supremo € atingido.
+
Agora nos restringimos nossa atuagac a variaveis . inexatas

1
0 problema é computar: sup | |[F(a)do- v[orr(o]], onde
- Fev o
- O

V = {FEU; F é continual.

1
Teorema 2.22: sup | |[F(a)do- v [eAF(a)]]|= % e 0 supremo nao é
F&V. o
0

atingido.
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Prova: Usando o ta:.Z.ZLtemos, para FGU:

v [arF(a)] = F(o)= « para algum & (0,1].
O<o<l

1

Também, (L) J;(G)da pode ser pensada como uma area, € en-

tao obtemos: 0

1
sup |(L) [F(a)da~ v[arP(a)}]| = sup [(B+C)-(a+C)| = sup |B-a|
FEU . o . F FeU

0

As notag¢oes sao ilustradas abaixo:

LY 4

Dois casos sa considerados: A>B, B>A,

Se A>B, entdao sup(a-B)< pois Ag% e B>0. Observe gue 1/4

F

FN

& a area maxima do retangulo inscrite, como na ilustragiao

~
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Do mesmo modo, se B3, sup(B—A)g_%. : Portanto
F .
sup}A-Bl= mdx {sup(a-B}, Sup(B—A)}ﬁ%, Para mostrar que o
F F F :
A>B B>a

suplA—BI=l/4 temos que mostrar que podemos té-lo mais perto de
1/4 quando guisermos, com FE v,
A préxima ilustragdo mostra que existe uma saﬁmmcia{E;} com

An—Bn1 + 1/4.

do -
~
~

&

Para mostrar que o supremo n3o € atingido, vamos considerar

CS5 mesmos casos!

(i) se Foﬁ v com IAQ—B°!= 1/4 ; e suponhamos A,>B,.En

tao A0=% e B,=0. Mas B,=0 implica F,=0 em (0,1] , isto é

F, nao é continua no zero.

e

e Aa,=0 implica ¥F,(a)=1, v

s peud

' (ii) se B,>A,, entio B,=

B,=1/4 neste caso.
+
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Apesar das equivaléncias das infegrais definidas por Suge-
no, Ralescu e Ralescu-adams nos permitirem provar alguns teore-
mas equivalentes ads cléssic_:os, como v_e;e;nqé,loutrqs resultados continua
vam fa;sqq_qptm;por exemplo, o teorema delFubini. Entretanto Wang
zi-Xiac [ 5] , d4 uma nova definigado de medida fuzzy, bem como
de integral fuzzy, procurando rescolver este fato. Apresentaremos

agora estas definigdes.

Definigdo 2.23: Seja (X,X) um espago mensurdvel. Uma funcio de

conjunto .p:I.+[p,1] & umamedida fuzzv(segundo Wang Zi-Xiao) se

sao satisfeitas:

(i) p(@) = 0 u(x)=1

(ii) Se A,BeX e AnB=¢ entao p(AyB)=p(A)vu(B) (aditivi-

- dade fuzzy)

_(1ii) se {An}n>1 é uma sequencia mondtona em X, entdo

H{lim A ) = 1lim u(An) {continuidade}
n-eo n n—+co

Com esta definigio de medida fuzzy, Wawg Zi-Xiao defi-

niu uma integral fuzzy:

Definicio 2.24: Seja (X,X,u) um espaco de medida fuzzy e seja

h:Xx+ [0,1] uma fungdo mensurdvel.

(i) Se h é uma funcdo simples, isto &, h(x)=

: [aiAXE.(X)]

1 i

LN

EiﬂEj=Q, i#9, entdo para todo AE X , a_integzral fuzzv de hix)
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com respeito a medida fuzzy 1 em A e definida por:

: .
(W) + hix}du= v

; [aihu(FinA)J

1
3
(ii) Se h & uma fungdo qualguer,ent3oc h & limite unifor-

me de uma seqguéncia mondotona crescente mn(x) de fungoes simples

(Lema 2.6). Neste caso, a inteqral fuzzy de h com respeito 4 a

medida fuzzijL em & & definida como:

(W)+ hix)dp= 1im (W) mn(x)du

TN+

A : A

Mostremos agora que estas integrais sdo bem definidas atra-

vés da

Prposicdao 2.25: O valor da integral fuzzy na definigao 2.10 nao

" depende da expressido de h(x), isto é:

‘(i) se h ¢é uma fungdo simples e tem duas expressoes, digg

mos:

h{x)=

<
< 3

[aiAXE.(X)] =

MB. A%, (x)]
1 i i i F,

i 1 J

entao

I < 3

n
v [aihu(Ej)] =

B.Ap(F.)]
i=1 j 1[ I



~(ii) Se h e uma fungao tal que existem duas

crescentes de fungdes simples @n(x) e wm(x) as quais

uniformemente para h, entdo:

lim{w) ¢n(x)du= lim(w) wn(x)du

e n-+o .

46

sequencias

convergem



carituno IIT
CONVERGENCIA DE INTEGRAIS FUZZY

3. A Autocontinuidade de Funcges de Conjuntos e a Inteqral Fuzzvy

Veremos mais adiante que o teorema da Convergéncia Mondtona,

L.ema de Fatouy resultados classicos da teoria da medida de Lebes-
: P

gue , continuam sendé validos na linguagem fuzzy. O teorema da Con

vergéncia Dominada de Lebesgue teria um analogo na teoria fuzzy

- Lad . P a -
que seria: "Se (fn) & uma sequencia de fungles mensurdveis, posi

tivas, com £ -f e f <g, gELl(u} entao ffndu+ffdu. 0 exemplol

a seguir, mostra gue isto nao € verdadeiro na linguagem fuzzy.

Exemplo 3.1: Considere X={b,m) e 1 a medida de Lebesque. _Tome'

. 1
£ =X [0,n] + 2K  w) © note que f,* 1. Também O<f <2 e 2€L (.

Mas Ifndu=2 pois

{ £ du= v [aru({f >al)]

o>0

v [arn({f_>al)] v [aau( {f_>ua}) v [eau({f_>al})
-a€fo,1] n a€(1, 2] n ! a>2 n :

1v 2 vG = 2

Porém f 1ldu= 1au{X) = 1 e portanto ffnduﬁ} £.du
4
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n oam

Vé-se entdo que o teorema da Convergéncia Dominada de Lebes

que nao € vadlido aqui. Um outro problema nosso seria se £

em medida, sob que condigdes .ffﬂﬁ{fdu’?

Lembramos que £ +f em medida se limu({xEX;|fn(x)—f(x)|3€})=0
n—+w wE

para todo €>0.

Ralescu e Adams[:B ] resolveram este problema, tomando . U uma me
dida fuzzy sub-aditiva, como veremos no decorrer deste capitulo .
Eles tentam mostrar, através de um exemplo dade a seguir que a

condigao de sub-aditividade naoc pode ser retirada.

Exemplo 3.2: Sejam X= {1,2,3,....} e  =P(¥) partes de X e

seja p:X~+[o, =) definida por:

=
=

I
A
m
®
=

Il
——
b
[—
=

It

1,2,3,....

die

100, se = E 22,

Considere as fungoes:
100 s5e x = 1 ou X = 1’1 . 100 se x=1

fn(x) = e f(x) =

o, caso contrdrio 0,Caso contrdrio

Temos gue fn+f ~em medida, mas {fndu= 100 e {fdu=l.Entretanto
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a medida u usada por Ralescu e Adams ndo é fuzzy. De fato, seja

AL = {n,n41,....} . Entao u(An)=100, n=1,2,.... . Observe que
(An) é uma sequencia decrescente e entdoc lim An= i An = . Logo
: - n n=1 :

— .
u{ n A )=0. Mas 1lim u(a_)=100.
- - n

=1 n. ¥

Pode-se entao observar que a condigao de sub-aditividade,re
querida por Ralescu e Adams era muito forte para regsolver o pro-
biema.Wang .em[ 4] da condigao necessaria e suficiente para que
uma sequencia de 'fungoes . gue convirjé e medida, tenha sua se-
quencia de integrais convirgindo. Esta condigao & a autocontinui-

dade da medida 1 . Outros problemas também serdo tratados aqui.

Teorema 3.1: (Teorema da Convergéncia Mondtona) - Sejam £ [0, »)

mensurdveis para todo n€ N tais que f <f .<....<f e

fn(x)+f(x), UXEX; Entao f & mensurdvel e

fndu-+ fdu .

ao: < a < i 5 :
Demonstracao: Como fn—fn+l entao }fndu “%£n+1du , 1lsto e, a se

quencia de integrais € mondtona crescente e portanto convergente.

além disso, fngf; Une , O que implica

£ dus +fdu . e entao

{(*) lim andu=,a < {fdu , para algum x>0 real.
n
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Mostraremos égora que liﬂt[fndu szdu. Para isto, seja s
uma func¢do simples,mensurdvel, tal que O0<s<f e seja O0<c<l. De-
fina E_ = {xEX;fn(x)Zp s(x)}, n=1,2,... . B sequencia_(En) é

crescente pois se Xx€E , £ (x)>c s(x). Mas £ (x)2f (x) e por-

tanto XxEE . Além disso, X = O E_. De fato, é claro que U E_cX.
n+l n n
n=1 _ n=1
Provemos que 0 Enjx. Seja' xEX. Comoc f(x)= 1lim fn(x) exliste
nél n
n, tal que cs{x}<f {x), pois cs(x)<s(x)<f{x). Logo xEE e
) o

[+]

entdo X = U E_. Agora
n
=1
> >
fduzrf du sdu_ QEn(cs) | (8)
X ‘E E
n n

Considere a funcao Vv (E)=QE(CS). Afirmamos que Vv ¢ uma me-
3dida fuzzy. Com efeito.

(i) u(@) =0

(ii) Sejam A,BE€ X com ACSB. Entac QA(cs)ﬁgB(cs)3 (a)< (B)

(iii) Seja (An) uma sequencia crescente. Entao:

o k o
v Un)=0 (¢cs)= Vv [ai“U(Ei“( U An)]
n=1 7 -9 i=1 n=1
A
n
n=1 . ;
k o
= v [o Aug U (g, M )]
. 1 1 n
1=1 n=1
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N < =

i

lim
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[, A 1im r(E; na )]

n

1]

n

tando a (8} temos:

azllm{fnduzilm Qp (cs)

n I

QX(CS)

Se tomarmos c¢—+1,

v
i=

a>(s)

][fndu

(**)

“1im
n

(%%}

De (*) e

1

lim
n

k
v

1

lim 0, {cs)

De maneira semelhante prova-se que 1im v(a )=v( n A ), onde

€ uma sequencia decrescente em XL e

O(cs)=»a>C(cs)

temnos:

1 [OLiA]J(Ai)]

a> sup Q(s)
s<f

[(xif\-u(Ei ﬂAn-).]

lim v(An)

Yi

(a.)

n

n n=1

u(An ) <

para algum n,.Vol
o .

v(En) = v(lim En)

X -
v [“iAU(Ai)]
i=1

{fdu

segue o resultado.

F
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Lema 3.2: (Lema de Fatou). Se £ X [0,©) s3do mensuraveis entdo

N+

f lim inf £_du <1lim inf ff au .
n -~ n

Demonstracac: Prova cldssica.

Teorema 3.3:[ 4 ](Teorema da Convergencia Mondtona)

Seja {fn} uma sequencia crescente de fungoes mensuraveis

nao-negativas convergindo para uma fung3oc mensuravel, nio-negati-

va, f e seja & XX . Entao

][ fnd_l -> ffnd“ .

A A

_ Demonstragdo: Seja ¢ = {fdu. Se ¢=0 entao Oi{fndu5ffdp=0. Neg-

" tecaso o teorema estd provado. Suponhémos O<g<ee |, Para €€{(0,c/2),

existsa o, tal que cro,ru{{f>a,})>c-¢, E claro que «,>¢ . Se-’

. [=a)
. = > - N -~ . . —
ja Ej {fn__‘oco eE}. a sequenc1§ (En) @& crescente e 1;m E = nY,E =E.

Segue~se da monotocidade e continuidade de u que u(En)/”u(E).

Além disso, como £~>f temos que E>{f>x,} pois se x€{f>u,}
existe n tal que f >0,-eXEE _CE., Logo u(B)>u({f>a,}) e portan-
to existe n, tal que W(E )>u{{f£>a,})-€, n>n,. Temos entdo que

fndu: aE[B,m)[aAu({fnza})lz Oc"_emi({fn?"oc"_e})‘



3%;'9AD4{f3ao})-E] = A, u({f>a,}) -e> c-2¢ , n>n,.

Por ocutro lado, como fnif, ffndugffdu=c. Logo ffndu+}fdu.

Finalmente, se c¢=® entio wl{f>al)=w , UQE[O,m). Dado
N>0 arbitrdrio sejé FI = {f >N}. Entdo FOAFS = §.F e por-
: ’ ! N n— -° N N =]1"N

tanto u(FELﬂp(Fg). Por outro lado, como fﬁﬂf temos Fﬁ:{f>N+1}

e entao u(F;)iu({f§N+l})= © , Logo existe n, tal que u(FE)>N

r

n>n,. Pelo teorema 2.14 ffndu>j5n>no. 0 teorema estd entd3o pro-

vado.

Teorema 3.4 - Se {fn} é uma sequencia de funcoes mensuraveis, nio-
negativas, decrescente, convergindo para uma fungao mensuravel f,

ndo-negativa, em A€ X ‘e se existem n, € uma constante o c!

gjfndu tal que U({fn >ctna)<e entao

o

fndu - T£dp

A A

Demonstracgao: Seja c¢= ffdu . Temos entdc gue lim fﬁndugc. Se

c= », nada a provar. Se c<® , assuma que 1imffndu>c. Entao
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existe &> 0 tal que 1lim ffhdHEC+5- Como fn é decrescente
>

:I[fnduzc+ § e portanto usando o teorema 2.14, u{{ fnzcﬂ‘s} )20“‘ S,

L

V_ . Por hipdtese, temos que | (f frl >cl} o . Entao U({fn
_ =

N Serbl)<

o

iﬂ({fn zpl})<m e como fn\‘f , {{fn2p+6f} é decrescente em n
o

*

temos:

{f >c+8}\ N {£ >c+8)= {E>c+8}.
n n=1 T

Segue-se da continuidade de | gue:

Tul{fxc+6}) = lim W {f_>c+81) > ¢+ 8
. n-—+w« n
Loéb do teorema 2,14 temos fgdvfp+5 o gue € uma contradicgdo.

Isto completa a prova do teorema.
%

Coroldrio 3.5: Se £ £ e W €& finita, entao { fndu&}éu.

Demonstracao: Sendo u finita, u({fngp})<p(x)<w . O resultado se-

gue do teorema.
Observemos que hipdtese de finitude no teorema anterior nao

pode ser retirada, como mostrard o exemplo seguinte.

Exemplo 3.3: Seja X=(0,« e a o3dlgebra de Borel e M a -medida

de Lebesgue. Tomemos fn(x)= E , n=1,2,.... . Entdo fn\ f .
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¥ claro que as hipdteses do teorema anterior nioc sio satisfeitas.

Consequentemente, -

f du== , n=1,2,... e fdpu=0,  isto é,'ffndu + ffdu.

Corolario 3.6: Seja u zero-aditiva. Entdo

i) fni’f quase sempre = ffndu Py ffdu.

S ii) an f gquase sempre e existe n, e cl< fdy tal que
w({f, sci))cm 3 ][f ap v ][fdu.

n, , n _
Demonstragdo: i) Sejam B = {xEX;|fn(£)—f(x)|ie} e A=X-B. Temos

" que u{B)=0, pois fﬁ¢ f quase sempre. Como U é zero-aditiva,

. ][fndu= ][fndu= j}fndu

AUR A

Em 3, fn+ f. Pelo teorema da Convergéncia Mondtona,
ffndu -+ {fdu.
A ' A
Mas

ffdu = {fd}l = ffdu. Logo

a AUB
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:andu - }[fdu.‘ |

ii) Sejam A,B como antes sendo u zero-aditiva, temos do

teorema anterior ue

A A
Mas
ffndu = ffndu = {fndu e ffdp = ffdu =.ffd1L
a AUB ' a aYB
Logo
ffndu -+ ffdu.
%
" No teorema 3.4, tomamos uma sequencia de fungoes mensura-

veis decrescente convergindc para uma nova funcao f mensuravel.

Vamos generalizar este resultado.

- Teorema 3.7: Se {fn} converge para f em A€ X , e existem n,

e uma constante c’<deu tal.que u({sup f£3c' Ina)<e entao
: A n n, '

lim {fndu existe e é igual a }fdu.

It

Demonstracao: Sem a perda de generalidade, suponhamecs A=X., Escre-




"E 0 teorema esta provado.
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va £ =sup £, e f = inf f.. Entdo En e f n=1,2,... sdo

i>n i>n
4 .
mensuravelis com £ £ e . f.
n'\a _m/.

Como inifnifn Segue-~se que

e portanto
lim-}-f du <1im. { f du<1im-{ £ dp<lim-ff da
-n — n "— . n "— n
- T N> A -+ >0
Usando ¢ teorema de Convergencia'Monétona e teorema 3.4, temos

lim { gndu = lim {fndu =-{fdu_
- I1=-oo 1o

Consequentemente,
lim } fndu = lim {fndu = %fdu.
n—l»oo IT—)-O’)

4

Corolario 3.8: Se fﬁ+f guase sempre e se existem n, e uma

constante c‘i{fdu tal que p{{sup fn>c:G)<m entio {fndu+-ffdu
nzn,
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se, e somente se, U é zerc-aditiva.

Demonstracao: Suponha gque W ¢ zero-aditiva .e seja
B={x€X; fn(x)+f(x)} . Temos enta3o que p(B)=0. Seja A=X~B... Pe-
lo teorema 3.7:
fndp - {fdp
Jp A

Mas da propesigao 2.16 temos:

fndu:- fndu = fndu e . fau = +fday = fd .

A huB X A - hup X
Portanto

Suponhamos agora Jue ffndu+{fdu . Usaremos a proposigao
2.15 para demonstrarmos O teorema. Seja f1=fn como f1=f2 qtp

entao £ £ e f~f,. Logo, por hipotese,

1
fndu +{fldu e }fndu +{f2du

donde concluimos que ffldufffzdu e portanto . M é zero-aditiva.
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Teorema 3.9:[ 4] Suponhamos que (fn) e £ sejam fungdes mensuri-

veis, positivas, fHELl(u) e fn+f em medida. Suponha gque a

medida fuzzy é sub-aditiva. Entdo fELl(u) e

{fndu -+ ffdu.

Demonstracio: Usaremos a seguinte desigualdade na demonstragao do

teorema.
(a+b)rc< (arc)+(brc) a+(bac) . _ (10)
+ 1 .
com a,b,c,t R . Mostraremos que f€L (u). Para isto, seja

€>0 fixo. Temos para algum' o>0 que

}{xex;f(x)za}C{xEX; fn(x)—f(x)|3€}u{xEX;fn(x)3a—e}

De fato, seja ye{x€X;£f(x)>a} e suponhamos que ﬂZ{xEX;fn(x)-f(x)ze}_

Como £ +f em medida, |fn(y)*f(y)‘<€ . Entao fn(y) f(y)meza—s

e'portanto yE{xEX:fn(x)za—E . Sendo u Sub—aditiva,temos:
u({xEX:f(x}ia})5u({xEX:|fn(X)—f(i)]3€})+u({XEX:fn(X13a—e})

Entao

ahﬂ({xex;f(xlza}}iaA[u({xEX;_fn(x)-f(x)[ze})+u({xEX;fn(Xlza-€} )]
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U({xejﬁTfn(x)Ff(x)|3E})+dhu({xéx “f (x)2>0~€})

| Xa)

= p({xEX;|fn(x)—f(x)[38})+(a-€+€)ﬂu({xEX;fn(X)ga—e})

< u({xEX;|fn(x)—f(X)]38})+(G~€)Au({xEX;fn(x)ga—s})+e .

Portanto, para a>0

aﬁu({xex;f(x)za})gﬁ+u({xEX;|fn(x)~f(x)|3€})+ ffndu .

Tomando o sup sobre >0, oﬁtemos:
}?duﬁ g + u({XEX;Ifn(x)—f(x)|2ﬁ})+ f%ndu (11)

" Como f »f em medida e anLlfu), Un segue-se que et ().
Temos também que, para >0 e >0 fixado,

e £ (x) atelx€x: £ (x)-£(x) | 2elex € £(x) 2a e} _ &
arul {x€X; £ (xpak )gu({xEX:|fn(x)jf(x)Ige})+aﬂu({x€X;f(x)3a—€}}

=u({xEX;|fn(x)—f(x)|3€})+(a~e+€)hu({XEX;f(x)ga—e})

Ey({xEX;|fn(x)—f(x)|3€})+a-€ﬂu({XEX;f(x)za—E})+E
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Tomando o sup sobre @ >0, obtemos:
][fndui e+ u( {xEx;Ifn(fo(x)le}H ][Edu (12)
De (11) e (12) e como fn+f em medida temos, tomande o limite
guando n-« , o resultado desejado.
%

Corolario 3.10: Se u €& uma medida fuzzy sub-aditiva, finita, com

(fn) e f fungbes mensuraveis,positivas e fﬁ+f em quase toda

][fndu -+ ][fdu.

Demonstragao: Como convergencia quase sempre implica em convergen

parte, entao:

cia em medida, segue o corolario do teorema anterior.

Teorema 3.11: Suponhamos que a sequencia de fungdes mensuraveis

(fn) convirija para a fungao mensurdvel £, finita quase-sempre ,

sobre A€ )Y .. Entao ffndu+{fdp se e sO se U €& autocontinua.
A a

Demonstracio: Sem perda de generalidade, seja A=X e f finita.

Provemos a suficiéncia. Escreva Faz{xex;f(x)fa}={f3m},Fa+o

m{xEX;f(x)>a}={f2a},F2 {xEX;fn(X)zq}: {fnzq}. Seja aE[b,w) e

c=][fdp.
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Dividiremos em dois casos. Se c¢= entao WF )=, Y €{o,=).

Dado af(0,x) arbitrdrio temos:

FE F o1 {xEx;lf(x)-fn(x}Igl}. (12)

De fato, seja yEFa+l{xEX;|f(x)—fn(x)|31} . Entao yEFa+1:f(y)2a+1
e yﬁ{xEX;|f(x)~fn(x)|zl}. Como £ -f em medida, temos que
|fn(y)—f(y)|<1? fn(y)zf(y)-lga+l—l =a3.y€Fg . Sendo U autoconti-~

B} >a

nua inferior, existe &=8(a)>0 tal que u(B)<S, BEX , e U(Fa+1

Como f ~f em medida, existe ny=n,{(®) tal que u({ffn—f|31})<6,

para n>n,. Consequentemente,

{Tfn-ffgl})zd , non,

n
u(Fa)zu(Fa+l

s

Do teorema 2.15 temos que fnduga , n>,, isto e, {fndu+m. Consi

dere agora c¢<= , Para a> temos que u(Fa)iu(F }<o<e, Portanto

o+0
{r } ¢ uma cadeia W-limitada. Seja €>0 dado. Temos que
o> .
F €CFaU{]fn—f|3€} e sendo ¥ autocontinua temos que M é autocon-

o+

tinua localmente uniforme superior e usando o fato de que fn > £

em medida, existe n, tal que

)

wr )

gp(ng{lfn—flze})ﬁu(Fa) re
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para nmnm»n,, Yo>cC.

Por outro lédo, para todo o€ [O,-C] temos: pelo teorema

2.15 que u(Fa)za e portanto
arp(FP <o (F_ ), v
a+e '— a’’ n’
Consequentemente, para todo a >0,
a Ap(FD J<aan(F )+ € >
o+e — o .

_ LN P '
(aredap (F < farn(F, J] ve<ann (F ) + 2 .

Obviamente a desigualdade acima vale também para ae[-g,o)

e temos:

(0_c+€ Au (FO?_H: XaAu (Foa)+ %iJ[de"' 2, ocE[-e_,m).

Segue-se entao que

ffndlf_ ffd1+2e - (13)
Analogamente, para € >0 e o >C e como
n
E' _°F - £ -€

. . .
temos, usando os fatos dque e autocontinua localmente uniforme



inferior e que f »f em medida, gque existe ng

n
u(P,_ >u(F )-e , n>ng.
Além disso, como FU oF ~{|f -f|>e} e sendo
c-€ " C n '—
inferior, existe n, tal que
u(Fn y>u(F_)-e n>n
c-€'— a’ —2"

Ent3o para a€[0,c] temos
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tal que

I autocontinua

u(Fg_e)zu(Fn_e)zu(Fa) -€> ¢-€> @-€ , n>n,
Consequentemente, para, n>n; = nlv n, . tem-se:
(agé)fu(Fg_E)iq—EAp(Fa)—siuAp(Fa)w2€ , Udzo.
Como {fndu3§"€A“(F2—e)'Ua>€ e para aE[O,e) obviamente vale
ffnduzoza—ezg—eﬁu(Fg_e)
Temos entio
:fnduza—ehu(Fa}—ZS , Uazo >

“fnduz_{fdu—2e , NN,

(14)
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De (13) e (14) temos:
. ]
i £ au - fau|< 2¢ , n>ngvn,

Provemos agora a necessidade. Sejam at X e {Bn} uma sequencia

de conjuntos em X com 1lim u(Bn):O. Se U{A)<w , tomemos a>U(A)

n
e defina
o , X&A
fx)=\ : e
0 , x@a
p
o , Se xeprdsB
n
fn(X)=<
0 , se x¥2AB , n=1,2, ..
\ n
. Dado £>0 arbitrarioc, temos U({|fn-f|2€})iU(Bn) + 0 gquando
n -+ , pois fﬁ+f em medida. Portanto, pela hipotese do teorema

][fndll -+ ][fdll

Consequentemente, dos fatos {fndu=ah(AﬂBn) e {fdu=aAu(A)=u(A) ,
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r

temos que 1lim w(AAB_)=u(a). Logo u € autocontinua. Se p(A)=w
n : :

* . - - . . ’
e suficiente provar que 1y é autocontinua inferiormente em A. Da-

do N30 arbitrario defina:

N+l , X€A
0 , XgA

LY

.
N+1 , xEA-Bn

Fp(x)= < .

0 , X#A-B_ , n=1,2, ..

L n

E claro que fn+f am medida e pertanto- ffndu+ ffdu . Como

ffdu=N+l e ffhdu=N+lAu(A-Bn), n=1,2,..., segue-se gue existe

n, tal que u(A—Bn)gN, n>n,, isto &, 1lim u(A—-Bn)xm=p(A}. Logo

-0

4 € autocontinua. O teorema esta provado.,

Daremos um exemplo para mostrar dque fn+f em medida mas

ffndp ﬁffdu , tomandoc u nao- autocontinua.

Exemplo 3.4: Sejam X={1,2,3,..... }, X o-dlgebra de todos subcon

jﬁntos de X e u:i%[O,W) definida por W (E)=k E li , onde
, : © 1EE 2

-

kK €& o numero de pontos de E.
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Afirmamos que p nao é autocontinua. Com efeito, tomemos Aa={1} e

B.={n} , n=1,2,... . Entdo u(B )=1 +0 quando n—+® e
n n’ ,n

.11 . | 1 . :
H(auvB _)=2(3+=_)> 1 quandé nre e u{a)=5. Logo 1im u(AuB_)u(Aa)
) n 2 on 2 n n
e entdo U ndo é autocontinua superior, consequentemente nao é

autocontinua. Agora,tome:
f(x} = X[Ifx), fn(x) = ﬁ[l’d](x). _Eptao para e€(0,1) temos

u({|fn-f|3€)= p{{nl) = in + 0

O que implica gue fﬁ+f em medida. Mas deu=% e jf du= 1 .

n=1,2,.... e J[fndu-f»-:Ffdu. o C

Nosso proximo resultado refere-se ao conceito de Ll(u) dado

anteriormente.

Teorema 3.12: Se y é uniformemente continua e {f } ¢é uma sequen

cia de funcOes mensuraveis, ndo-negativas, gue converge para uma
fungao mensuravel £, nao-negativa, finita guase sempre e A& X
entao:

i) ffdu= w & existe n,, tal gue {fndu= ®, nrnh,
A A

ii) fELl(u) ® existe n,, tal que anLl(u), n>n,

Demonstragao: i) E suficiente provar que, se }fdu= © entdo exis
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A |

te n, tal que ffndu:w , n»n, , pois a reciproca decorre direta

mente do teorema 3.11, jd que uniformemente autocontinua implica

em autocontinua. Usaremos a notagao dada na prova do teorema.

Seja. thdu=Oo entzo W(F )= para a€{0,®). Como

D
Fa > Fa+1* {lf—fnlil}

segue-se usando a autocontinuidade uniforme de U e o fato de gue

f +f em medida, que existe n, tal que

W 2U(F = {Jf-£ |21} = o

para todo aE[b,W) e n>n,. Consequentemente ffndu=m s NN .

ii) A necessidade esté provada dentro da demonstragac do teo-

rema 3.11. A reciproca é demonstrada usando i).

4
Teorema 3.13: Se {fn} converge uniformemente para uma fungio fi
nita £ em °~ aA€X entdo:
ffndu e {fdu.
A A T

Demonstragio: Dado €>0 arbitrdrio, temos pelo fato de £ ¥ uni

formemente que existe n, tal que Tfn(x)—f(x)|i€ para todo

X€a, n»>n,. Segue-se da proposigao 2.12 que

|{fndu' - }?du!ge , n>n,

A ¥
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2. Continuidade das Integrais de Fuzzy

Vimos, no contexto das medidas fuzzy continuas gue existem

os seguintes teoremas sobre continuidade de integrais fuzzy:

- {fn} + f, u sub—aditiva*ffdu=lim ffndu(Ralescu—Adams,[j3] )
. n n—h:io

- {fn} — £,y autocontinua ffdu=1im ffdu(Wang,[j4] )
n n+« '

. Apresentaremos um resultado que engloba estes resultados.Pa

ra maiores detalhes vide Greco-Bassanezil 6 | .

Teorema de Continuidade: Sejam u e V medidas fuzzy sobre X e
uma familia gualqguer de subconjuntos de X. Seja £:X-%{0,1] uma

fungao % -mensuravel e {fn} uma sucessac qualguer de fungoes
n

de- X em [0,1]. se u é Fo —continua em relagac V e {fn}

T
y-converge para f entao
fdp= 1im du
n-—+re n
onde Fx-continua, significa gue para todo A€¥e {AA?CP(X) ,

v(a_da)-0= H(An)+ WA) e a convergéncia da sequéncia de fungoes é

A . .
convergencia em medida.

Com éste resultado pode-se obter os anteriocres, num contex-

—~

to mais geral de medidas fuzzy, englobande também as que nao sao

sub-aditivas, autocontinuas e continuas. Isto sze deve os fatos:
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(1) v & sub-aditiva =v é Fo(x) continua em relacac a sSi mesma

{2) v é autocontinua v é Fo(x) . continua em relagao a si mesma.
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