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§1 - TOPOLOGIAS TF—ADMISSIVEIS

Neste capitulo reuniremos definigdes e enunciados de teoremase propo
sigOes da teoria de espacgos vetoriais topoldgicos sobre anéis de
divisdo topoldgicos necessarios ao desenvolvimenté de nossa Tese,
As demonstragoes encontram-se nos textos referidos na bibliogra-
fia.

Aqui e nos capitulos seguintes, consideraremos,salvo mengao em con
trario, apenas espagos vetoriais sobre um anel de divisi3o topold-

).

gico de Hausdorff e nao-discreto (Fi1p
DEFINICAC 1.1 - Seja E um espago vetorial (EV). Diremos que uma to

pologia v em E & 1 ~adnissivef se (E,t) & um espago vetorial topo

B
16gico (EVT) sobre (F,rF}, iste &, se as aplicacgOes

(1) - (%x,¥y) ? x+y de E x E em E

(ii)~- (A,x) = xx de ¥ x E em E

sdo continuas, cnde EXE e FxE, estdo munidos de suas topologias produto.

TEOREMA 1.2 ~ Sefa (E,t) um EVT. Se V ¢ um sistema fundamental de
t-vdizinhan¢as do 0 em E, entac ﬁ ¢ uma base de {iLtro sobre E sa-
tisfazendo as seguintes condigoes:
(V1) para tode W E V exdisde V € V tal que V + V C W;
(Vv2) paxra ftodo W § V existe uma TF~uiz£nhanga Udo0 em

F e existe VEV com U.V C W;



(V3} para todo WEV e para Lodo * € F, » # 0, exdiste
vV &V tal que W C av;

(V4) para todo x € E e para fodo W €V exdste uma 1~vi

F
zinhanga V do 0 em F tal gue Vx C W.

Reciprocamente, dada uma base de {i8ino V sobre E  satisgazendo

(V1) = (V4) exdiste uma anica topologia tp-admissivel em E que ad-

nile V por sistema fundamental de vdzinhancas do 0.

PROVA: ver [3], teorema 2.14m

EXEMPLOS:

1.3 - Se E & ur EV e se 1T e t, sdo topologias rt

0 -admissiveis emE,

por ?ET denotaremos a topologia t

F

pradmissivel em E que admi
1 - " —T 4 1
te para vizinhangas do 0 em E as v-adereéncias U das T,~Vizl

nhangas U do ¢ em E.

Sejam {E,t) e (G,n) espacos vetoriais topoldgicos e seja A
—_—T
uma aplicagdo linear de E em G. Por A Y n) (resp. A ' (n) )

denotaremos a topologia r.,—admissivel em E que tem para siste

F
ma fundamental de vizinhancas doOc)conjunUJBé{Aml(V){VEV}
(resp. Bé{ADI(V)j VE I/}) onde V & um sistema fundamental
de n-vizinhangas do 0 em G. Evidentemente, a"'(r) & a menos
fina das topologias tF—admissiveis em E que tornam A conti-

nua e & chamada fopologia imagem Lnvensa por A da fopologia

de G, ‘

No caso particular em que E & um subespago vetorial de G e A & a



de E em G, I_l(n) é chamada topologia indu-

imersaoc candnica, I B

E!

zida em E por n e anotada Ng-

n
Se A & sobrejetiva, por A{tr) (resp. A(r) ), denotaremos a topolo-

gia TF-admissivel em G que admite por sistema fundamental de vizi
nhangas do 0 o conjunto W={A(U); UEU} (resp. W={A(U): UEU} ,

onde U & um sistema fundamental de t-vizinhancas do 0 em E.

Seja E um EV e seja'{ﬁl}a e uma familia nao-vazia de topologias

Tp-adnissiveis em E,

1.5 - Por T:=sup{% ;o € A} denotaremos a topologia rF—admissivelem
E, chamada supremo das topologias T, » Que satisfaz as seguin
tes condicgoes: -

(1) Exc'r para todo o € A;
(2) se n & uma topologia TF-admissivel.emlﬂtal.que 1, Cn

para todo o € A, entao r C n.

1.6 - Por £:=inf{al;a € A} denotaremos a topologia TF~admissive1
em E, chamada {n{imc das topologias T, + que satisfaz as se-
guintes condigdes:

(1) £ < T, bara todo a € A;

(2) se p & uma topologia TF—admissivel em E tal que pa-

ra cada a« € A py C T, v entdao y C E.

DEFINIGAO 1.7 - Seja E um EV e sejam U e B subconjuntos ndo-

-vazios de E. Diremos que:

(i) - U absorve B se existe uma r_~vizinhanga V do 0 em

F



F tal que V.B C U.
(ii}) - U & absoavente se U abscrve {x}, para todo

x € E,

DEFINICAO 1.8

Seja (E,r) um EVT e B um subconjunto de E.Di
remos que B & t-Limifado (ou ZLimitade em (E,7)) se toda t-vizi-

nhanga U do 0 em E absorve B.

DEFINIGAO 1.9 - Seja (E,r) um EVT e seja £ uma topologia Tpmad-
missivel em E. Diremos que £ & r—4echada se £ admite um sistema

fundamental de vizinhangas t-fechadas do 0.

DEFINIGAO 1.10 - Seja (E,r) um EVT e seja V uma parte nio-vazia
de E. Diremos que V & rt1-boxnlvora se V absorve todo t-limi-

tade de E.

DIFINIGAC 1.11 - Seja (E,t) um EVT e £ uma topologia TF—admissi~
v2l em E, Diremos que £ & t-boinfvoira se £ admite um sistema fun

damental de vizinhang¢as r-bornivoras de 0.

Se (E,1) e (G,n) sao espagos vetoriais topoldgicos, por £ (E;G} de
notaremos © conjunto de todas as aplicagoes lineares continuas de

E em G.

DEFINICAO 1.12 (GS -topologias) 3 Sejam (E,T) e (G,n) EVTeasejacé

um conjunto de partes t~limitadas de E satisfazendo a:



3 thalqueSlU82 C 855

(ii) - se s€®, entdo AS € & para todo A € F;

(i) - se Sl,82 € ®,existe 8

(iii)- U {s; 8§ €GB} = E.
Se B um sistema fundamental de vizinhangas do 0 em (G,n), para

cada s € O e para cada V € V, seja
W[S; V]:={f; £f€ £ (E;G), £(S8) C V}.

Claramente

’

B:={w[s:Vv] :s € &, v e B)

& uma base de filtro em £ {E;G) satisfazendo (V1) - (V4) em 1.2,
Logo, por 1.2, existe uma Unica topologia Qseﬂn L (E;:G)Y tal que
{£ (E;G), T('E) € um EVT e que admite BG por sistema fundamental de

vizinhangas do 0 em £ (E;G).

Exemplos importantes de -topologias sio obtidos guando:
(i} -~ & o conjunto de todos os subconjuntos finitos

de E. Nesse caso t, & chamada fopologia da convengéncia pontual

G
em L(E;G).

(ii) - & é a familia de todos os subconjuntos pré-com-
pactos de E, Nesse caso T(,,:é chamada ftepelogia da convergencia

pre-compacta em £ (E;G).

Diremos que um subconjunto H de £ (E;G) é &-{Limitado se H &
limitado no EVT ( £ (B;G), T@) . Em particular, se T6 & a topologia
da convergéncia pontual em L (E,G), diremes que H & pontualmen

te Limitado se H & (-limitado em L (E;G), o que & equivalen



te a: para cada x € E o conjunto B(x):={f(x) ;£ € H} & n-limji

tado em G.

PROPCSIGAQO 1.13 ~ Sejam (E,t) e (G,n) espagos vetoriais topologi-
cusd e sefa HC £ (E;G) sao equivalenies:
(1) =~ H ¢ equicontinuoc;
(ii) - panra cada n-vizinhanga V do 0 em G,
r}{fnl(V) ; £ €H}Y ¢ uma t-vdzinhanca do 0 em E;
(iii)= para cada n-vizinhanca V do 0 em G, existe
uma t~vdizdnhanga U d¢ 0 em E Zfal que

U{£(0) ; £ € H} C V.

PROPOSIGAO 1.14 - Sejam (E,t) e (G,n) espacos vetondais topologi-~
cos e sefa H um conjunifo equicontinuo de aplicacoes Lineares de B

em G. Entao H & pontualmente L4imitado.

PROPOSIGAO 1.15 - Sejam (E,x) e (G,n) espagos veforiais Zopologi-
ccs e sefja HC L (E;G). Se H ¢ equicontinuc ¢ Hy ¢ aaderéneda
de H em G munido da topologia produto, epntao H;y C £ (E;G) e

¢ equicontinuo.

PROVA: ver [8 ] =

PROPOSICRO 1.16 - Seja H € L (E;G) um subconjunto equicontinuo.
As nesthicoes a B  das seguintes topologias sao as mesmas:
(i) - a topologia da cpnvergencia simples;

(ii) - a topologia da convergéncia pre-compacita.



§2 - LIMITE PROJETIVO DE ESPAGOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

TEOREMA 2.1 - Sejam E um eédpaco vetorial, (Ea’Tu)a e ) uma ga-
milia de espacos vetoaiads topologicos e (Aa)a e uma familia
de aplficagoes Lineares de E em E . Para cada o € A, seja Ba um
sistema fundamental de Ta—vizinhangaé de 0 em E,- Para cada

conjunto finito {oy,...,a 3 C A, considere o elemento de E defd

do pon

(1] U:=nN A (Ua )r

LD

onde u, € Ba r i=1,...,n. Seja F ¢ conjunto de todos cs ele-
i i
mentos U de E defindidos pon (1).

Entdo:
(1) = F € uma base de §ifirnoc em E asatisfazendo
(V1) - (V4) em 1.2;

(ii) - A topologia TF—admiAéZueﬁ em E, que admite F
por sistema fundamental de vizdnhangas do zero, ¢ a menos fina to
pologia TF-admLééIuei em E para a qual fodas as aplicagoes B,
a € A, sd0 continuas.

PROVA: (i) - E evidente que F & uma base de filtro em E pois,
para todo U € F, 0 € U, o que implica que ¢ ¢ F e se U,/U, € F,

entaoc U; N U, © F. Mostremos que F satisfaz as condigoes (V1)

- (V4) do teocrema 1l.2.

-

n
(a) - F satisfaz (V1).Seja U € F. Entaoa U= N A (U, ) para



algum conjunto finito {«;,...,a }JCA onde U, € B . Logo, para
i i

cadla i=l,...,n, existe W € B com W + W C U . Entdc
4] 4] 4 a . (5

i i i i i
n _ n _ n _
N Aal (w, } + 0N Aal (W ) = n [Aal (wa ) + Aal (W, )] C
i=1 i i i=1 i “i i=1 %4 i i i
n -1 n -1
N oA W o+ W )C 0 AT@U ) =1Ue (V) segue pois
i=1 i i i i=1 % %
n -1
W:= N A"~ (W,) €F & tal que W+ W CU.
i=1 i i
n -1
(b) - F satisfaz (V2). Seja U € F. Entao U = N A (Uu )  para

algum conjunto finito'{alf...,an) CA onde U, € B . Entao,pa

i i
ra cada i=l,...,n, existe uma TF~vizinhanga Va do 0 em F e
i
] n
existe W € B com V. W C U . S8ejam Vi:i= NV e
[ T L &, a4 . 2 9 . .
i i i i i i=1 1
n ""‘l —~
W:= N A (W ). Entao Vv & uma 1t,-vizinhanga do 0 em F,
. o, o F
i=1 i i
WEF e VW, C U o que implica vatlwm ycatw ).
[ Q. o, o, . a .,
i i i i i i
p -1 n -1
Logo VW=V N A (w ) C N A {u ) =10,
N o, c . [+ SN
i=1 1 i i=1 i i
(¢} - F satisfaz (V3).Sejam U E€ F e A # 0 dados. Entao
n -1
U= n Au (Uu ) para algum conjunto finito {ul,...,an} € A onde
i=1 i i
rF
U, € Ba . Portanto, para cada i=1l,...,n, existe W, € Ba tal

i i i i
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n
que W C AU e, pondo W:= N A l(W }), segueque W E F
ad. o, . Qo [+
i i i=1 i i
n -1 n ~1 n -1
e WC N AT{W )} C n Aa (A0} =x N A T(U ) = 0
i=1 i Y i=1 i % i=1 %1 %
(d) - F satisfaz (V4). Sejam x € E e UE F, Entao
n _l ‘
U= n A (Ua ) para algum conjunto finito {ul,...,an} C A on-
i=1 % %
de U; € BOL . Logo, para cada i=l,...,n, existe uma Te=vizi
i i
nhanca W do 0 em F talque W A (x) CU . Seja
o o [+ o,
i 1 1 i
n
W:= N W . Entdo W & uma t-vizinhanga do 0 em F com
i=1 %
n n n -1
Wx = (N W, ) x = N W, x}C N A (U ) =uU,
i=1 i i=1 i i=1 %1 %
(ii) - De (i) e do teorema 1.2, existe uma Gnica topolo
gia TF*admissivel em E, gue denotaremos por 1t , para a qual F &

um sistema fundamental de vizinhangas do zero. Da definigac de «t

segue que, para cada o € A , a aplicagao linear Aa de (E,r) em

1
{E 'Ta) & continua. Seja, agora, t uma outra topologia t_-admis-

o F
1
sivel em E tal que, para cada o € 4, Aa : (E,7 ) » (E&'Ta) =

1
continua. Afirmamos que 1 C 1 ., De fato, seja U uma 1-~vizinhan

ca do zero em E. Entao existe V &€ F tal que VvV CU onde
n

y= N Aal(Uu ), para algum conjunto finito {al""’an} C A, e
i=1l i “i

1

U € B ., Da continuidade de A : (E,tr ) » (E_ ,t_ },i=1,...,n,
o 3 a., o, o o,
i i . i i i

1
segue que V e uma <t -vizinhanga do zero em E, 0 que & verda
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de também para U, pois Vv C Um

DEFINICAC 2.2 - A topologia TF~admissive1 em E definidae descri
ta no teorema 2.1 €& chamada topologla projeiiva em E com respei
to a familia ((Ea’Tu) ,Aa)a e - Um EVT (E,1r) gerado como des~
crito no teorema 2.1 & chamado o £imife projetive dos éépaéo& ve-
toriadls topo.ﬁagi_coxa{Ea,Ta) com nelacdo a4 aplicacies Linearnes a e
denotado por

{(E,7) = Si?i ((Ea,Ta) ,Aa).

EXEMPLOS 2.3 - ba definicdo de topologia induzida, topolegia pro-
duto, supremo de uma colegao de topologias e do teorema 2.1, pode

mes enunciar os sequintes exemplos:

2.3.1 - Seja (E,t) um EVT e seja H umsubespago ve

torial de E. Seja A uma aplicagao linear de H em E. Obvia-

1

mente {H, A (1) ) = proj ((E,r), A). No caso particular em gue

A & a imersdo cannica de H em E, conseqiientemente segue due

(H, T ).

H

) = proj ((E,1}, IH

2.3.2 - Seja (B,1) = T (E ,7 )} o produto topoldgi-
a €A 34 o

co da familia de EVT (Ea,ra) Se denotarmos por P apro-

a € L7

jecao econdmica de T E_ sobre E ,a €A, temos que (E,t) =
e €A

=Pr0j (E_ ,7 ) ,P }.
QEA 41 a 4] y

2.3.3 - Seja E um EV e seja'{ru , o € A} uma fami-
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lia de topologias TF*admissiveis em E, Se 1 = sup {Ta ,a € 4G,

entac (E,t) = proj {({(E,v ) ,1i ) onde, para cada o €A, i & a
(IEEA o 4.4 o

aplicagao identidade em E.

PROPOSICAQ 2.4 -~ Sefa (E,1) = proj ((Eu'Ta} ,Aa), onde, para ca-
a €A

da o €A, (B ,t ) e um EVT de Hausdongd. Entao (E,r) eum  EVT

de Hausdorfg se, e somentfe se, N ker (Au) = {0}.
o €A

PROVA: Desde que 1 & uma topologia de Hausdorff em E se, so-

mente se, N V= {0}, onde B & um sistema fundamental de t-vi
VEB

zinhancas do 0 em E, & suficiente provarmos que, sob as hipd-~

teses, N v= N ker (A), Seja x € N ker (A ) e seja
VEB o€ A ¢ o€ A ¢
n -1
V E€EB. Entac V = N A (U ) onde U & uma T -vizinhan-
N ¢ 3 o . o
i=1 i - i 1

¢a basica do zero em E_ ,1i=1,...,n. Desde que Aa (x}=0EEUu '
i i 1

temos que X € V. Como V foi escolhido arbitrariamente em B

segue gue

(a} N ker (A ) C N V.,
a €A ® vesB
Reciprocamente, seja x & 0OV e seja o € A dados.
VER
seja W, uma <t -vizinhanga do zero em 'E . Entao
U = A;l(Wa] € B pois {a} & um subconjunto finito de A . Logo

x € U, o gque implica que ﬁa(x} < Wa e, portanto, Am(x} = 0
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pois (Ea'Ta) & um EVT de Hausdorff. Comc o € A foi escolhi-

do arbitrariamente, x & N ker (Aa). Logo

a &4
{b) i v o on ker (A )=
VEE o €A @
NOTA: Na prova de {(a) nao fol usadoc o fato de (Ea,Ta) ser  um

EVT de Hausdorff. Portanto, se (E,7) & um EVT de Hausdorff ,

entao N ker (A ) = {0} .
a €A @

COROLARIO 2.5 - Nas hipoteses da propesi¢ao 2.4, (E,t) e um EVT
de Hausdonrdf se, e somente s¢, para cada x € E, x # 0, existe
a €A ¢ uma ra-uizinhanga U, do zeno em E tal que Aa(x) ¢

¢ u_ -

PROVA: Imediata de 2.4m

PROPOSIGEO 2.6: Se (E,t) = proj ((E ,7 ),A } e se (G,n) ¢ um
a €A oo e

EVT arbitrhardic, entdc uma aplicacdc Linear A de G em E & con
tinua se, ¢ somente se, para cada o € A, a aplicacao Linear

A oA de G em E, ¢ continua.

PROVA: Suponhamos que A:(G,n) » (E,t) seja continua. Entao, da
definigéo de v , Segue imediatamente gque, para todo

o € A, Aa o A:({(G,n) ~» (Ea'TGJ e continua. Reciprocamente, seja
o € A dado e suponhamos que A, 0 A: (G,n) > (Ea’Ta) seja conti-

nua. Seja V uma rt-vizinhanca do 0 em E. Entao, da defini-
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¢ao de t, podemos garantir a existéncia de um conjunto finito

{al,...,un} C A e, para cada i=1,...,n uma T, —~vizinhanga ba

n
sica U do 0 em E tal que U: = 0N A_l(U }) € V. Por-
o {1 . o, .
i i i=1 i i
n n
tanto ATT(U)=AT" N At ) = 0 atalw ) o=
i=1 %3 %% i=1 i %4
n 1 -1
= N (Aa o A) (UOL y CA T(V). Por hipdtese,
i=1 i i
(Aa O A—l) (Uu ) & uma n-~vizinhanga do 0 em G e portanto
i i

1(U) - Anl(v}, segue que A lfv) e

Awl(U) também o &. Como A

una n-vizinhanca de 0 em G =

PROPOSICRO 2.7: Se (E,t) =proj ((E ,t },A )} e se (G,n) e um
(}LEI"L s o &)

EVT anbitranio, entdo um confuntec H de aplicagoes Lineares de

G em E & equicontinuo se¢, ¢ somente se, para cada ao € A, H =
={d oT; T € H} e um conjunto equicontinuo de aplicagoes  £L4i-

neanes de G em Ha.

PROVA: Suponhamos que H seja um conjunto equicontinuo de aplica

¢oes lineares de G em E e seja o € A dado. Desde gque para

tode T € H,T € L(G;E}, segue gue

= . = - .
Ha‘. {AU. o T;T H} L (G,Ea)

por 2.6. Seja V uma Ta—§izinhanga do 0 em Ea . Por hipdte-

1

se, existe uma n-vizinhanga U do 0 em G tal que T(U) C A; (V)
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para todo T € H, Portanto (Aa o T) (U) CV para todo T € H,
¢ que mostra que Ha - £(G;Ea) é equicontinuo Ve € A . Recipro

camente, admitamos gque H & um conjunto de aplicagoes lineares de

G em E tal que H ={A o T;T € H} & um conjunto equiconti-
nuo de aplicag¢oes lineares de G em Eu para cada o € A, Entdo
H - £(G;Eu) para cada o € A. Seja V uma rt-vizinhangado 0

em E. Pela definigéo de 1, existe um conjunto finito J =

Z{al;...,am} C A e para cada ¢, & J uma Ta'—vizinhanga U,
i i
A;I(U ) €V, Seja 1< 1< m. Desde

I %1 %

L=

do 0 em E tal que
%3 i

que U & uma T, -vizinhanga do 0 em Eu , existe uma n-vi-
i i i

zinhanga Vi do 0 em G com (Aa o T (Vi) C Ua ; Ppara todo

i i
m
T&H. Seja W= N Vi e seja T € H. Desde que W & uma n-vi
i=1
m m -1
zinhanga do 0 em G, T(W) € N T(v,) € N (A oA )(T(V,))=
. i . a. o i
i=1 i=1 i i
m -1 m -1
= N A T{A oT (V,)) C 0O a~(u )<y e, como T foi es
, a, o i . 0. G, =
i=1 h i=1 i i

colhido em H arbitrariamente, seque que H C L(E;G) & equicon-

tinuo =

PROPOSICAO 2.8: Seja (E,t) = proj ((Ea'Ta)' Aa) e admitamos que
a €A

ker (Aa) = {0}. A aplicagaoc J:E -+ I (Ea,ru} definida

M
a € A o< A
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por  J(x) = (B, (x)) X €EE, & um {sdomornfismo  topologico

= S

entre (E,t) e (J(E),HJ(E)), onde 1 denota a topologia pro-

dute de (E ,7.) .

i\
O‘.eﬁ [ T )
PROVA: E Obvio que J & uma aplicag¢do linear injetiva de E em

| E . Mostremos agora que J & continua. Para isso, seja
a € A

a € A dado e seja Pa a projecac candnica de Eu sobre

I
o € A
E - Como Pu o J = Aa : E + E @ continua, a afirmagao segue

de 2.6. Consideremos agora J 1 :J(E) » E. Desde que para cada

s €L A oJ 1 =p e P & continua pela definigao  de-
o Q. J(E) s

n, segue de 2.6 que 571 & continuas



§3 ~ LIMITE INDUTIVO DE ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

TEOREMA 3.1. - Sefam E um EV,(E_,Ty), € uma familia de EVIT e
(Aa)u<5h uma colegdao de aplicagoes Lineares de E, em E. Seja F
¢ conjunto de parntes de E definide poxr:

F:={g; U CE e A;l(U) & uma T,~vizinhanga do 0 em E,,
Yo & Al,
Entao:

(i) - F 2 wma base de {iLtrc em E satisfazendo (V1)-(v4)

i) - A Zopologia e - admissivel em E que admite Fpoxr
sistema §undamental de vizinhancas do 0 ¢ a mais fina  topologia
re-admissfvel em E para a qual fodas as aplicagGes Ay, © €A

sa0 continuas.

PROVA: (i) - E' imediato que F & uma base de filtro em E pois
¢ # F e a intersecadao de dois elementos de F & um elemento de F,
Mostremos que F satisfaz as condigOes (V1)-(V4) do teorema 1.2.

a) F satisfaz (V1l).
Seja U € F, Desde que Ya€ A A;l(U} € uma T,~vizinhanga do 0 em

By, entdo Ya € A 3 W 1 -vizinhanga do 0 em E, tal que Wo+ WC
-1
T i iz UJ
A (U). Seja =) Aa(wa)e E. Mostremos que W€ F e W+W C U.
De fato, seja o € A dado. De W C A;l(Aa(WG)) c A;l(w)segxzqma_w

& uma ta—vizinhanga do zero em Ea e, portanto, W &€ F, Temos tam
rF

bém que WHW = YA W)+ U (W)=Y [a (W )+a, (W] =
-1

LYB Mt W) C YA (AT (W) C YU = U
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{L) F satisfaz (V2)

Seja U € F, BEntd3o va€ A, desde A;l(U) € uma v,~vizinhanga do 0

em E_, 'EVE tp-vizinhanga do 0 em F e 3 W, T, Vvizinhanga do 0

em E tal que VW CA T(y). Portanto ¥e€a w C(v - {0}V a7t (@).
o a o o o o d
Seja vi= U V. Entd80 V & uma T -vizinhanga do 0 em F e
ach o F

Ve A

-1 -1 . -1, -1 -
W, & (v - oha (U ¢ (dgﬁ (V.- {o}) =) A~ =

1

= (v={0})~ A;l(U) C A;lav-{O})-lU). Logo, Yo € A,Aa(Wa)CﬁF{OH—l[J

1

e, portanto, A, (W ) C (V- {oh ™" u.

uLEJﬂ
Pondo W: = agﬁAa(Wa)' segue que W E€ F e, como 0 € W, temos que
VW Cuy.

{c) F satisfaz (V3}

Scja U € F e seja i# 0. Entdo, VYa € 4, ﬂwa,Ta—vizinhanga do 0 em
E.,com W C2 A;l(U)=A;l(AU) .

Seja Wi = U
o

i Aa(wa). Entao W € f e W = aU

Uy A (W) C

._l
C u =
LY ARG (AD)) € Y A0 = 4 U,

(@) F satisfaz (Vv4)
Seja X € E e seja U E€ F, s:ja ¢ € Adado. Entado A;l{x} CE e
A‘__;1(U) 2 uma T ,vizinhanga do 0 em E . Escolhamos y,€ E, tal

que x = A (y ). Entdo existe W , 7 -vizinhanga do 0 em E_, tal
81 [+ o o fe)

1 -1 N _ .
que WayCt C Aa (U), o que implica que WaAa(yu)~ W, x C u. Seja
W =‘agn Wa. Entdo WE€ F e wWx €U pois, se z € Wx, entao,
para algum w €W , 2 = w EwxC(UWw) x= Wx CU.

a a e o G EA O
(ii}) - Por (i) e por 1.2 , existe uma Gnica . topologia

TF—admissivel em E, gue denotaremos por T, admitindo F por sis

tema fundamental de vizinhangas do 0 em E. Da definicdo de 7 se-
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gue gque, para todo o € A, A @ uma aplicag¢aoc linear continua.
Afirmamos que t € a mais fina topologia TF“admiSSiVEI em E

com essa propriedade. Para tal, seja n uma outra topoclogia e~
admissivel em E tal que, para todo o € A,Aa:(Ea,ra) —(E,n) e
continua e seja V uma n-vizinhanga do 0 em E, Entac para to-
do o € A A;l(V} & uma Tauvizinhanga do 0 em E; O que acar
reta, pela definigao de 1, que V € uma t-vizinhanga do Zero

em E. Logo nCrt.»

DEFINIGAC 3.2 - A topologia Tp-admissivel em E definida e des-
crita no teorema 3.1 & chamada topofogia Limite indutive em E
com respeito a familia {(Ea'Ta)'A)a & a° Um EVT (E,t) gerado como-+
descrito no teorema 3.1 & chamado fimite indutive dos espacos ve-
toniais topologicos (E_,t ) com nelagac as aplicagbes Lineares A

e denotado por

(E,7}) = ind ((E , 1t },A ).
0 € A o o

EXEMPLOS 3.3 -~ Da definicdo de topologia quociente, topologia so-
ma-direta, infimo de um colegao de topologias e do teorema 3.1,po

demos enunciar 0s seguintes exemplos:

3.3.1 - Seja (E,tT) um EVT e M subespaco vetorial de E, Seija
n : E—=E/M a aplicagao quociente. Desde que a topologia quo-
ciente Ty em E/M & a mais fina topologia TF~admissivel em

”

E/M que torna T continua, temos que (E/M,Tq)=ind((E,t),H).
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3.3.2 - Seja (E,1) = ® (E , 1,) a soma direta topoldgica da
ac A
familia de EVT (Eu’TaJ' Se demotarmos por I, @ imersdc candnica

de E em ® E ,o€hA, temos que (E,x) = ind ((E ,1 ),I ).
o o o o o
aE A a € A

3.3.3 - Seja E um EV e seja {ra,a € A} uma familia de topolo-

gias TF—admissiveis em E. Se T=inf{ra;a € A}, entac (E,t )=

=imd HEa,r),il orde,para cada o € A, ia @ a aplicagao identidade
nE A @ «
em E.

PROPOSICAO: 3.4 - Seja (E,t) = ind ((Ea’Ta)'Aa ) e (G,n)um EVT
a € A

arbitranio. Uma aplic:odo Linear A de E em G ¢ continua se

¢ somente se, para cada o € A a aplicagac £inear A o A de E_

em G ez continua.

FROVA: Claramente a condigdo & necessaria. Reciprocamente, supo-
nhamos que, para cada o € A, A © A, :(Ea,ra) —{G,n) & continua.
Seja V uma n-vizinhanga do 0 em G. Entao, por hipbtese ,
(A © Aa)"l(v)= A;l(A_l(V)) & uma Ta—vizinhanga do 0 em Ea

qualquer que seja o € A. Por 2.2 temos que A v) & uma 1-vi-

»inhanca do 0 em E, o que impli~»a que A : E -G & continua »

FPROPOSICAO 3.5 - Seja {7 .1) = ind ((EG,TG);AQ)G(G;H) um EVT ax-

a € A -
bitranio. Um conjunto H de apfica¢oes Lineares de E em G e
cquicontinuo se,e somente se, parda cada o € AyH :={T o A ;T € H}

e um econfunto equicontinuc de aplicacies Lineares de E em G.
o
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PROVA: Suponhamos que H seja um conjuntc equicontinuo de aplica
¢Oes lineares de E em G e seja o € A dado. Desde que para ca
da T €H, T € £(E,G}, segue que Ha:={T o AT € H}C L(EQ;G) por
3.4. sSeja V uma n-vizinhanga do0 0 em G, Por hipdOtese, existe
U, t-vizinhanga do 0 em E tal que T(U)}C V¥ paraltodo. T € H.
Logo H_ 2 equicontinuo, pois A;l(U) €& uma ru-vi;inhanga do 0
em E  com (T oA) (A;l(U)) C T(U) CV para todo T € H. Reci-
procamente, suponhamos que H & um conjunto de aplicacgOes linea-
res de E em G tal gue H:= {T o A T € H} & um conjunto
equicontinuc de aplicagdes lineares de E, em G para todo o€ h.
eqﬁo, qqalquer que seja o € 4, HGC £(Ea; G). .8eja V uma n=-vi

-

zinhanga do 0 em G. Por hipbtese,

N -1 N -1, -1 .
pey (TOA) (V) =g pa (AT 7(V))= A
& uma v _-vizinhanga do 0 em E_ para cada o« € A. Disto e de
2.2 segue que a T_l(V) @ uma t-vizinhanca do 0 em E, ©

T & H

que implica, por 1l.13,que H & equicontinuo ®

PROPOSIGAO 3.6 - Sefa (E,tr) = ind (B st ),A)) e admitamos que
a & A
a unido dos subespagos A (E) gera E. Para cada o € A, sefa

v, ouma ru—uizinhanga de 0 em E,6 ¢ seja

(1) ug:= U bX A (V) ,
b€ a€g¢ & ©

”»

onde & & o0 confunto de todos o4 subconjuntos {initos de A. En-
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tag:

(1) = U ¢ uma +t-vizinhanga do 0O em E;

(i1) - se A ¢ enumeravel, entac quando V_ percorre um
sistema gundamental de vizinhancas do O em (Ea,ru), o confunito
de todas as partes de E dadas por (1) e um sistema fundamental

L}

de vizinhancas do 0 em (¥,1).

PROVA: (i) - Para mostrarmos que U & um <t~-vizinhanga do ze-
ro em E, basta verificarmos inicialmente que, qualquer que seja
0 conjunto de Indices A, © conjunto de todas as partes U de E,
dadas por (1), com V , o € A, 1 -vizinhanga basica do zero em
Ea , € um sistema fundamental de vizinhang¢as do zero para uma to-
pologia n rF-admissivel em E que torna todas as A conti-
nuas. Seja, entdo, para cada o € A Ba um sistema fundamental
de  -vizinhangas do zero em E - Seja B o conjunto de todas
as partes U de E dadas por (1) com Va € Ba,a € A. Facilmen
te verifica-se que B € uma base de filtro em E 'satisfazendo
(V1) = (V4) em 1.2. Por 1.2 , seja n a Unica topologia e
admissivel em E que admite B por sistema fundamental de vizi
nhangas do zero em E. Afirmamos que, para todo o € A4,

A& : (EQ;TG) —(E,n} & continua. De fato, seja. 3N € A dado e
seja W uma n-vizinhanga do 0 em E. Entdo existe V € B tal

que V C W onde

V= U I A(V), V. € B ,para todo a € A.
¢ €¢ o€ ¢ © “ ¢

LY

Desde que
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At =27 (v awnoata v, o,

*0 %0 ¢ €E¢ a€ ¢y & « 0 0o “o 0

segue gue Aa (V} & uma T, -vizinhanga de 0 em E e, por-

0 0 %0
tanto, o mesmo & verdade para A;l(w). Em particular, se U e
_ 0
dado por (1) temos que Aal(U) & uma T, -vizinhanga do O eim
0 0
Ea . Como t @ a mais fina topologia TF—admissivel que torna to-
0

das as Aa continuag, seque que n C 1, 0 gue conclui a prova
de (i).
(ii) - Suponhamos agora que A & enumeravel, digamos,

A= {of{n);y n € N}. Para cada n € N,seja Ba un sistema funda-

(n)
mental de Ta(n)-v1z1nhangas do zerc em Ea(n). Entao
= . = L
B={U; ULE U= n Y 1 1 <r <n Aa(r)(va(r))'
va(r) € Ba(r)’ T = L2...m Vo€ N

como foi mostrado acima, € um sistema fundamental de vizinhangas
do 0 em E para uma topologia ¢ TF—admissivel em E menos fi-
na do que 1. Mostremos agora que £ € mais fina do qgue 1. Para

isso, seja WO uma <t-vizinhanga do zero em E e seja (Wn%1EZN

uma sequéncia decrescente de 1-vizinhancas de 0 en B com
C
Wn+l + Wn+l C Wn, n>1 e Wl + Wl WO. Desde que para cada
-1 = A
e - -
n N A (rn(Wn).' € uma T .5 vizinhanca do 0 em Eu(n)’ en
L
a € i =
tao, para todo n N, existe Va(n) Ba(n) tal que
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A (V ) CW.. Seja U : = U I A (Vv ). En-
a(n)  a(n) n n=11c<r <n af(r)  ol(r)
tdo U € B, isto &, U & uma g-vizinhang¢a do zero em E e
U CW,. Logo t C ¢ e, portanto, § = 1, o que conclui a prova
de (ii). .
COROLARIO 3.7 - Seja A um subeonfunto findito de I, seja

{E,7) = ind ((E ,7 }),A ), onde E = § A (E ). Para cada o € A

C.‘.Eﬂ o o o (].EJ"L G o
seia BOL um sistema gundamental de ra—uizinhangaé do zero em
E . Entaoc o confunto
B:=1{U; UCE, U= T A(Vv),V € B, a€ A}
o o a o
o € A

¢ um sistema fundamental se t-vizinhancas do zero em E,.
PROVA: Imediata de 3.6 =
FROPOSIGCAO 3.8 - Seja (E,«} = @ (E,rt,). Entao para todo sub

o € A
conjunto ginite ¢ de A o topologia sema direta da gamifia

{(E 4,1 ) e a fopolocia induzida por 1 em

N oo € o EO& colned-

i3]
o € 9

dem.,

PROVA: Seja ¢ um subconjunto finito de A e ponhamos

(Hyn } = = @ (E,,7 ). Seja, I a imersao candnica de
a € ¢
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H: = @ Ea em E e seja 1 a tepologia induzida por v em

a g @ H

H. Mostremos inicialmente que 1, C n, © que equivale a mostrar

H
que I : (H,n) —(E, 1) & continua. Para tal, seja o« € ¢ dade e seja

Iu(resp.Ia) a imersdo candnica de Ea em (H,n) (resp. E). Da

definigdo n e 1 segue que I, e I sdo continuas. Como

IoI, =1I vem, de 3.4, que I & continua. Mostremos agora gque

n Cr Seja 1 : (H,TH) +(H,n) a aplicagdo identidade. Entac

H.
i =Po I, onde P é& a projegcao de E sobre (H,n). Como I de

(H ) em (E,t} @ contlnua e P & continua {(a continuidade de

ITH
P seque de 3.4 pois, para cada o € ¢, P O Iu = Ia’ onde IDL e

I, s3o como acima), segue que i @ continua e, portanto, n C Ty

L

Logo n = Ty ®

COROLARIO 3.9 - Sefa (E,t) = & (E v ). Entde, para cada
o € A

« € A, a topologia induzida por T em E_  coincide com T
PROVA: Imediata de 3.8nm

PROPOSIGCAO 3.10 - Sefa uma familia de espages ve-

(Ea'Ta}a e A

tondiais topologicos. Se (B,r) = & (E.,1) e (Gmn)= 1 (E ,1 ),
a €A (=2 aeﬂaa

entao:
(i) -t ¢ mais 4§4ina do que a Lopologia induzida por n
em EBj

{(ii) - para todo subconfuntc findito ¢ de A, T e n

o
coincidem em ® E .
o € ¢ @
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PROVA: Para cada o« € 4, sejam I a imersdo canlnica de E,
E e P a projegao de G em E . Mostremos (i) - Seja T a

imersao de (E,t) em (G,n). Para mostrarmos que n. C 1, basta

E
mostrarmos que 1 € continua. Para isso, seja o € A dado e de-

notemos por I a imersao de E,em (G,n) . Evidentemente essa

aplicagao linear & continua e, como I o I, =L, - segue de

3.3.2 e 3.4 que I & continua. Mostremos (ii) - Seja ¢ C A fi

nitc e seja k o nimero de elementos de ¢. Por (i} , & sufi-

ciente mostrarmos que 1 @ menos fina do que n em gﬂEa. Se
[+

ja, entdao, U uma rt=-vizinhanca do 0 em E. Para cada. o € A ,

seja U, uma 1. -vizinhanga do 0 em E, com U =W N E on

E
o
de W & uma t-vizinhanga do 0 em E "satisfazendo a
W+ W+,,.+W C U. De 3.9 vem que U & uma 1 _-vizinhanca do
- ~ - o a
k-termos
0 em E . Entdc M= n P_l(U ) &, por 2.3.2 e 2.1, uma
o o a
o & 9
n-vizinhanga do 0 em G. Logo V : =MN & E & uma vizi-

phanga do 0 na topologia induzida por n  em E com

o

v=o( O PN & E, = { N P”l(wnEa))n ® E C
«a €6 ° o a € ¢ o € @ o €0 ¢
- @ (WNE)C (W+W+...tW} N @ E Cun & E .
a & ¢ ¢ e ———’ a € © a € ¢ ¢
k-termos
Como UN @ E_, & uma vizinhanga do 0 na topologia induzida
a € 9 b

por T em @ E_, a assercao segue =

o €0 o
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COROLARIO 3.11 - As topologias soma diretfa e phoduto sdo codlned-

dentes quando consideramos uma famifia ginita de EVT.

PROVA: Imediata de 3.10 =

COROLARIO 3.12 - Sefa (E,t) = & (E_,t1 ). Entdo (E,1) e um
a & A

EVT de Hauadorgd ase, e somente, se para cada o € ﬁ,(Ea,Ta] e um

EVT de Hausdoxf§.

PROVA: Claramente a condigao & necessaria por 3.9. Reciprocamen-
te, supcnhamos que para cada o € A (Ea'Ta) @ um EVT de Haus-

dorff. Seja (G,n} = I (Ea,Ta). Entac (G,n) @ um EVT de
o € A

Hausdorff e como, por 3.10, Ng € 1, seque de (E,r) € um EVT de

Hausdorff =

PROPOSIGCAO 3.13 - Se (E,t) = ind ((E_,t ), A ) com
o5 o o
a €A
E= © AI(E ), entdo (E,7) ¢ &inear e topologicamente Aikbo-
uChuu
morfo aoc espago quoadiente © (E,,r) /N, onde RN e o nit-
a € A
cleo da aplicagao J : & E — E com J(x): = I A (x ), pa-
« €8 «€n & °
na o x = (x ) € & E .
O €A g€ Y
PROVA : Seja (G,n) = & {Ea,Ta). E evidente que J @& linear.
a €A

»

Logo podemos considerar o espago gquociente G/N munido da topolo—
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gia quociente 1. Seja HJ a sobrejegdo candnica de (G,n) em

(G/N,7) e seja J a aplicagdo linear de G/N em E induzida

por J, isto e, 3 O HJ = J. Desde que J & uma sobrejegao con-

tinua (que J & sobrejetiva segue da hipdtese feita sobre E e
a continuidade segue de 3.4 pois, para o € A, J © Ia = Aa, onde

-~

I, & a imersdo de E em G), temos que J & uma bijecdo  conti-

nua. Seja Tl . g — G/N a inversa de J. Entdo 71 & linear
e sua continuidade segue da continuidade de J_1 O A = HJ e} Ia ’
a & A, e de 3.4e

NCTA 3.14 - Seja (Eu'Ta)u e uma familia de EVT e sejam ¢ e

It

"’ dois subconjuntos disjuntos de A com A ¢V ¢y . Se defi-

nirmos {(E,t) :+ = @& (E ,t )}, {Gm)l:= & (E ,t ) e
a Eﬁ o o o = ¢ o o
{(H,8): = ® (Bt} entdo (E,1), sendo a soma direta topold
a € ¢ .

gica de (G,n) e (H,£), &, na verdade, o produto topoldgico de

{(G,n) e (H,5), pelo corolario 3.11.

CGROLARIO 3.15 - Seja (B ,v ) - , uma gamilia de EVT de Haus
detdg. Entao, para cada parie & de A, ® E e um subespago fe-
o € B
chado de (E,t) = o (E ,7 ).
G.eﬁ o a

P"OVA: Seja ¢ C A dado. Entao existe gy € A com Ny = ¢

e A=¢ U ¢ . Portanto (E,v)=( @ (E_,t )8( @ (E_,t)).  Da
cEp 0 a 0 €y o

-

ohservacdo feita em 3.14 vem que
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{(B,7} = ( ® (E ,t)) x {( ® (E ,t 1)), O que implica que
s€q o0 cEy 0

& (Ea,ta} & linear e topologicamente isomorfo ao espago quo-
a €y

ciente (E,1)/ @ E . Desde que, para cada o € ¢, (E ,7 } e
a €E¢ © @ o
um EVT de Hausdorff, segue de 3.12 que ® (Ea’T ) e um EVT
a € ¢ “
de Hausdorff. Portanto o espag¢o quociente (E,t)/ @ E, e de
o € ¢
Hausdorff o que implica ser @ Ea 1-fechado em En

a Ed

COROLARIO 3.16 ~ Sob as hipoteses de 3.15, para cada o € A E, 2

um subespaco vetorial {fechado de (E,1).
PROVA: Imediata de 3.15 =

DEFINIGAO 3.17 - Se (E, t) = ind ((E_,t.),I_) onde
neEN n n n

(1) = (E), e e uma sequéncia estritamente crescen

n
te de subespagos vetoriais de E com E = ngl En;
(11) - 1 € a imersao candnica de E em E para cada
n € W;
(iii) - a topologia induzida por Tht1 €W En colincide

com Tn para todo n € Iy,
entao dizemos que (E,t) & o limite {ndufiveo esirnito da seqiéncia

(B e denota-lo-emos por

n)n € IN
{(E,1} = 1ind (En' T )

—

n € MW
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OBSERVAGCAO 3.18 - Se (E,t) = ind (E 1 )y entao (B, ) =
n €N
= ind (Enk,rnk) para toda subsequencia (ny ), o - De fato, se
X € N
ja (Enk)k c  uma subsequéncia de (E ,7.), ¢ - Desde que
(E, 1) = ind (E.. Tn), temos que (Enk)k c N € uma sequencia
n € W
estritamente crescente de subespagos vetoriais . de E com
E= U E e a topolegia induzida por Th em E_ coincide
k=1 Pk k+1 k

com T , para todo k € I, pois,para quaisquer n, j € N, a to

P

polegia induzida por Tl OR En coincide com T, Seja
(E,7'") = ind (En rTh ). Afirmamos que t' = 1. De fato,seja k € N

kew k K

dado. Desde que I~ : E — E é rt~-continua segue de 3.1 que
k k .

v C t'. Por outro lado , I : E — E 't'~continua. Da hipOtese

k k
segue entdo que 1' € t. Logo 1t = 1' 0O que completa a provam
EX¥EMPLO: 3.19 - Se (E,1) = 2 N (En,rn), entao (E,T):= ind(Gj,Bj)
. n j e N
onde, para cada j € N, (G.,B.): = & (E_,t,). De fato, @
7 img B

evidente que a familia {(G,;j €E W} ={ & E,,j €N} & uma se-
3 l<n<j

giéncia crescente de subespagos vetoriais de E com

Szja j € N dado. Mostremos agora que a topologia induzida por
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Bit1
induzida por B8

em Gj coincide com Bj' Para isso, sejam Gj a topologia

. em G, I. a im ao oni a G.,BR.
j+1 3 : ars canonica e j,BJ)

em (Gj+l'8j+1) e In,j a imersao candnica de (En,Tn)em (Gj,BjL

1 <n < j. Desde que Ij o) In,j = In,j+l:(En’Tn)"+(Gj+1’Bj+l )

[01]

continua para tode n€{l,---,j}, segue que .

I, : (Gj,aj} —+(Gj+l,8j+l) & continua. Como 6j & a menos fina

J

3

§. C B.. P tro lad i:(Gy,8. 8.}
gue que 3 B] or outro lado, se i (Gj, j) —+(GJ BJ} e a

topologia TF—admissivel em Gj para a qual I. & continua, se-

aplicacgao identidade, segue que i & continua =~ visto  que

i= i . ey = .

Pj o IGj . onde Py ¢ (Gj+1,BJ+l)~—+(G],BJ) & a projegao de

sobre Gj' gue € continua,e Ig &€ a imersao canbnica de
3

Gj+l'8j+l)’ que e continua pela definigao de %. Fi

nalmente, se (E,t') : = ind ((G.,Bj),Aj), onde Aj : Gj—+ E é

TE J -

a imersdo canCnica para cada j € W, entac t =t'. De fato, como

Gj+l

(Gj,ﬁjJ em (

t & a mals fina topologia t_,~admigssivel em E para a gqual a

F

imersdo candnica In:(En,rn) —E & continua, e

I, = Aj o In,j : (En,rn)~+(E '), n, j € N, & continua,segue que

t'C ¢, Também t C 1' pois, se 1 & a aplicacdao identidade de

(E,t') em (F,t) sua continuidade segue de 3.4 pois, qualisgquer

v ) e 1 . . - -
gue sejam Jj, n N, 1o Aj o} Inrj H (En,rn)“+(E,T) e contlnua.
Logo 1 = 1' =

-
NOTA: Sob as hipdteses do exemplo acima, & evidente que G. . &
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“echada em (Gj+l'8j+l)'] EN.

PROPOSICAQ 3.20 - Seja (E,t) = ind (En,Tn). Entaoc para tode
n €N

n € N, a Lopologia induzida por 1 em B, codinedde com T .

FROVA: Seja n € W dado. Seja T'n a topologia induzida por

v oem E_ e seja I, @ imersao candnica de E, em E. Desde

que ' e a menos fina topologia =

n -admissivel em E para a

F

gqual I e continua e, por hipdtese, I_: (E_,t.} —{E 1) & con-
n n n’'n .

tinua, segue que r'n C Tye Mostremos agora que L c T'n. Para

tal, seja Wn uma rn-vizinhanga do 0 emn Erl e seja Un uma

Tn—vizinhanga basica do 0 em E, com

- C
(1) Un+Un+...+U wn.

n
J
—— ~

{n+l) -termos

Desde que a topologia induzida por = emn En coincide com Ed

n+l

-vizinhanga basica do 0 em com U' M

En+l' n+l

y~vizinhanga basica do 0 em

: |
existe U 1’ Tntl

M C
I En Un' Portanto, existe Un+l’Tn+

tal que

(2) (U +

' M C
n+l Un+1}ﬂ En C Un+l En G Un'

rJ

- <3
PDe forma analoga, existe Un+2’Tn+2

~vizinhanga basica do 0 em



E tal que

n+2’

(U t U i) 0 E. Cu .

nt+2 +1 n+1

Disso e de (2) segue que

(3)y (U + U

C
n+2 + Un+l)nEn Un

n+2

33

De fato, se 2 € (U, + U, + U 1) NE, entdc z € E_ e
= € € .
z z, +z, com 2z Us1 & 2 Un+2 * U 4o Degde que
E. - E b1 € Eoior 2, =z = 2 € E 1 e, portanto,
N C M M c
{Un+2 * Un+2 * Un+l) En ((Un+2 + Un+2} En+l+Un+l) En
= { M c
- (Un+l n En+l + Un+1)h En (Un+l * Un+l) En Un'
Continuando dessa forma, podemos encontrar Un+j,rn+j~vizinhanga
basica do 0 em En+j' j » 1, tal que, para todo r € W,
mn C
(Un+l + Un+2+...+Un+r + Un+r) En . Un.
portanto, ( VY b U A E CU e, usando (1), ve-

r>l l1<j<r n+3 n n

mos gue

5 U’. 40 4...4U0) NE_ C
l<j<r n+J le~mf-_J} n

H
v C
fms

n-termos
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- 3] . N + +... +T C
{ e l(z 3 n+j) E + U, U,
z ZJzs - i,
e
n—Eermos
C Yne ... +u. Cv.
“ E.) n .
—_— .
{n+l)-termos
P a . : = U e .
ela proposigao 3.6, W (Un+ + Ut L Un+3)
r>1 ") l<j<r
e — 3=
n-termos

& uma t-vizinhangd do 0 em E. Logo W N E & uma ' -~vizinhanga

do 0 em En contida em Wn' o gque 1mp;1ca rnC T Logo
“n " Tln "
COROLARIO 3.21 - 0 fLimite indutivo estrito de uma sequéncia de

espacos vetondiais fLopologicos 2 um EVT de Hausdordf se, e somen

te se, cada elemento da sequéncia ¢ um EVT de Hausdorgg.

PROVA: Seja (B, /7 )

nlpn € ny WMa sequencia estritamente crescente

d= EVT satisfazendo as COndiqéesfda def. 3.17 e seja

(BE,x) = ind (En,th). Se (E,t) & um EVT de Hausdorff, entao, por

nE':'-:iN
3.20, (E s 1) & um EVT de Hausdorff para todo n € N. Reci-
procamente se, para cada n € IJ,(En,Tn) & um EVT de Hausdorff

entdo, desde que E = E , (E,1) & um EVT de Hausdorff =
FJ

U
n € N
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COROLARIO 3.22 - Se (E,1) = ind (E ,v,) ¢ se, para cada n € W,

necn

E_ ¢ {fechado em entao E & fechado em (E,t).

n (Bl Tne1) s

PROVA: Seja n € N dado e suponhamos gue E é fechado em

(En+l'1n+l)' B claro que, por indugdo, B, & fechado em todo

)» p>1. Seja x€ E tal que x £E_. Entdo existe

(En+p'rn+p
. e . - )
P >1 tal que X En+p Desde que En e fechado em (En+p'Tn+p)'
: e . P
existe Vn+p' T D vizinhangca do 0 em En+p' tal que (x + vn-i-p) N En # & )
la proposicgao 3.20 existe V, «t-vizinhanga do 0 em E, tal
f = 5 n = i P pe
que v N En+p Vn+p’ Entao (x + V) En ¢ , isto e, CEn e
T —aberto em E = .
LEMA 3.23 - Seja (x,n)n € N una sequencia Limitada em (E, 1}
e seja (An)n e N uma Aeqﬁén.cia. convergente a zenro em (F;TF) En
fao Ak, > 0 quandoc n + « em (B, 7).

PROVA:; ©Seja B ={ X i n € N} e seja W uma t-vizinhancga do
0 em E. Desde que B & r1-limitado, existe V, 'rF.-'-vizinhanga

do 0 em F, tal gue VvE C W. Como ln -+ ( quando n-> =,

existe n, € N tal que A/ € V para todo n > nye Seja

n > nb dado. Entao AnB(Z W, o que implica que ApX, € W

PROPOSIGAO 3.24 = Seja (E,t) = ind (E_ s, ) um EVT sobre um
ne€n

anet de divisdo topologico metrnizavel e nao-disereto (F,tp) e su-

ponhamocs que para todo n € N, E_ ¢ fechado em (E ). Se-

n+l’ "n+l
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j1 B uma parte nac-vazia de E. Entac B ¢ Limitado em  (E,1)
se, ¢ somente se, exdisfe n € N tal que B ¢  &imitado em
{hnn; Tn) -

PROVA: A condigao € claramente suficiente por 3.20 e nesse caso
nic & necessario supor que (F,1;) & metrizivel. Reciprocamente,
suponhamos que B & limitado em (E,7) e que B ¢ E, para todo
n €IN. Seja (xn)n € N
X, & E, n=l,2.... Seja (i)

a uéncia € E e
uma sequéncia em B com x_ ntl

uma sequéncia em F*

n n €N

Cor ln s 0 quando n — =, Desde gque, por 3.22, qualquer que
seja n € N, E, & fechado em {(E,t), garantimos a existéncia de

uma sequéncia estritamente decrescente (V ) de -vizi

ntl’'n € N

"E_. j 1 = N
rnhangas do 0 em E com AT & Vel O En Seja W, Vi+l
N En' n=1,2,.... Entao, por 3.20, Wn e uma _Th*vizinhanqa

. ) - = e i
do 0 em E,- Logo, se I : (En,Tn) —(E, 1), n N, e a imer
sao candnica, entao, por 3.6, U = U T I (W) & uma t-vizi
k=1 1l<n<k

’

nhanga do 0 em E com ann € U, para tedo ne I, o que e
absurde pois, pelo lema 3,23 , Anxn — 0 em (E,t) gquando n:-» =,
Portanto B ¢ E = para algum n € N. Temos também que B &
Tn~1imitado em En porque, por 3.20, 1 coincide com T, €em En

¢, por hipdtese, B & «r-~limitado em E =

PROPOSIGAO 3.25 -~ Seja (E,7) = & (E,,7,) um EVT sobre um
22 €N
cnel de divisdo topologico metrizavel e ndo discreto (F,ty) e se-

ja B uma parte ndc vazia de E. Entae B ¢ Limitado em (E, 1)
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4¢, e somente de, exdsfe um conjunto gfindito {o .,an} C A e

1

partfes Limitadas M em (E_,t ), 1 <i<n, tais gue
i i Ui I

n
B ¢ i I (M ), onde para o € A, I, e a imensde canonica de

PROVA: Evidentemente a condigdo @ suficiente e nesse caso hdo &
necessario supor que (F,TF) & metrizavel. Reciprocamente, supo-—
nhamos que B & limitado em (E,r ). Para cada o € A, seja
Pa a projegao de (E,t) sobre (EG;TG). besde gue para todo

-

a € A Pa(B)c: E0£ e BC 3 Iu(Pa(B)), o resultado seque se
a E A

mostrarmos que Pu(B) = { 0 } exceto para um namero finito de o € A.
Para isso, suponhamos que existe um subconjunto ‘enumeravel
Seja

ﬁn :={ai, i€ W)€ tal que Pai{B) # 0, a, € A

Pao: = (Pa.)i € I a projegao de E sobre ® Eu.' Entag
i a. € A i
i 0
segue da hipdtese que Pﬁ (B) @& limitado em ® (E ,T )} =
0 a €A o o
0
k
= ind ‘21 (E;-,ra'){ver exemplo 3.18). Porem para todo k& W
kK € NI J ]
k
P, (B) ¢ @& (E, (7, ), que contradiz a proposicao 3.24 =
0 J=1 J ]
COROLARIO 3.36 - Seja (E_, v ),  , uma familia infinita de EVT

-

de Hausdonf{f sobre o mesmo anef de divisdo topologico metrnizavel
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e nao-dischreto (F,TF). Entac (B, ) = (Eu,ra) nao ¢ metriza

vel.,

PROVA: Sejam ¢ e ¢ dois subconjuntos disjuntos dJde 4 tais

que A =9 U y. Entao, desde que, por 3.14, : '

(E,t) = | @ {-E_rl— 1) x P (E ,t ),
€ 4@ a€y ¢

basta mostrarmos © resultado guando considerarmos, por exemplo, ¢

uma parte enumeravel de A . Suponhamos, entao, gue 2 o conjun-

£to W de todos os nimeros naturais e seja {(Gn): = @ (B_x.).
n'n
n € N
Suponhamos também que (G,n) €& metrizavel e seja (Uj)j c  uma
sequéncia monotonamente decrescente de n—vizinhangas do 0 em
G. Seja (G.;g;) = @ (E ,7.). Entdo, para cada j € N, G.
J ] 1<n<j n n J
& um subespago vetorial proprio de " G, Gj & ‘fechado em
(Gj+l’rj+l] e (G,n) = ind (Gj,Bj). Seja (xj)j e ma se-
i EW
guéncia em G com xj & Gj e xj € Uj' j € IN. Desde que,
para cada Jj € IN, xj & Gj' segue da prop. 3.24 que (xj)j c N

nao & uma sequéncia limitada em (G,n), © que contradiz o fato

de (U ser uma sequéncia monotonamente decrescente de

i’y e w
ri-vizinhangas do 0 em G e X = Uj para todo J € W.

COROLARIO 3.27 =-Seja (E uma familia de EVT de Haus—

a"TQ)a £ A
confg seqlencialmente compleifos [resp. quase-cempletos) scbre o

mesmo anel de divisdao topolfogico metrnizavel e nac-discreto (F,p)e
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Entao (E,1 ) = @& (E r7,) ¢ um EVT sequencialmente completo
a e A

(resp. quase-completo].,

PROVA: j = {( uénci
Seja x (xn)rl c N Uma sequéncia de Cauchy em (E,T).
Entao para cada n g N X, = (Zn)a e A = B Em = E. Desde
a € A
que (Rh)n W & uma sequéncia limitada em E, existe. B, fecha
do e limitado em (E,t), tal gue para cada n &€ N {zg)a c A C B .
Do fato de B ser limitade numa soma direta topoldgica, segue

que 3.25 que existe um subconjunto finito AO : = {ul,..., ak}c: A
- i _

tal que Pai(x) = (zn )n c N # 0, 0 <l<ke Pa(x) 0 se
a £ ﬁO’ onde para todo a € A Pa 2 projegao de E  sobre Ea .o
Como P, 1 <1 <k, &uma aplicagdo linear (uniformemente) con-

a.
1

tinua, Pui(x) = (zn )n €y © uma sequencia de Cauchy em
(Ea ;T )}, 1L =i <k e, portanto, por hipOtese, existe X~ € Ea

i i a i
tal que znl -+ xT gquando n * <« em (Eu,,ra ),1 < i < k. Seja

i i
- i i

y = (yu)a e O elemento de (E,t) definido por Y, = X se
¢ = e, €y = 0 se a F ass 1 <i < k. Entao X, > Yy dquan
do n +» o« em (E,1), 0 que completa a prova w
PROPOSICAO 3.28 -~ Seja {(E,t) = ind (En,rn) e suponhamos que

n € I
(E,T1) e um subespaco vetorial topologico do EVT (G,n). Se para

n €N E_ don gechado em (G,n), entdec E & fechado em (G,n).

-

PROVA: Suponhamos gue E # E" . Entdo existe x € E' tal que
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¥ € E. Seque entao da hipdtese que x & E_ para todo n € NW.Lo

¢o, desde que para todo n € N E e fechado em (G,n), pode-
ros determinar uma sequéncia (Wﬁ)n € N de n-vizinhancgas do
W on = ' ' '

0 em G com (x + W n) En ¢ e Wn+l+W n+1+wn+l C Wn,n > 1,
<y W o= ' a & e
Seja . Wn Wn’ﬁ E, n > 1. Entao (wn}n c W e‘uma. sequen
cia de ~rt-vizinhangas de¢ 0 em E com (x + ﬁ;)ﬂ En = ¢ e
A;T 1 —_ m
‘n+l+wn+l+wn+l c Wn para tedec n € N . Seja Un Wn En '
n > 1. Entao para todo n € N u. & uma t,~vizinhanga do o enm
En e pondo-se U = U T Ii(Ui), onde para todo i€ N

n=1l l<i<n
Ii & a imersdo candnica de Ei em E, temos, por 3.6, que U @&
tvma t-vizinhanga do 0 em E, ‘Portanto, . para algum

_ v 2TiN . _
ny, € W, (x+U7 )N Eno # ¢. Afirmamos que U C En0+wn0+l+wn0+l‘

De fato, se 2 € U, entao para algum inteiro k, que pode ser

escolhido maior do que n., z € z I,(U.). Portanto
0 : i1
l<i<k
>
z €, . I.(U.)+ L I.WHCE + L  WCE_ +W ., +W
15;5p0 il n0+l§;§k i1 Ny n0+li;5k i” n0+l nU+l
Prtanto U" CE. + @) . como (x +U" ) N E_ # ¢, segue que
nO n . nO

n

X+ ﬁg) M En # ¢ , o que & impossivel. Logo E = E'w

0

COROLARIO 3,29 - Sejfa (F,t um anef de divisac topologico . de

F

Hausdongg completfo e nao-di: oto e seja (B_,t.) uma sequen

ne N
cia de EVT complefos d nausdonff satispazende as condicoes da

defindeao 3.17. Entdao (E,r) = ind (E r7p,) e um EVT completo.
ne N
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PROVA: De 3.21 segue que (E,r) & um EVT de Hausdorff.Seja (E,T)
um completamento de (E,t). Desde que (E,t) & um subespago ve-
torial topoldgico de (E,T) e para todo n € W - B & fechado
em (E,?) segue de 3.28 que E e fechado em (ﬁ,%). Logo (E,t)

e completo s

COROLARIO 3.30 - Seja (F,t.) um anel de divisao fopologico com-

F
pLetfo de Hausdorff e nao-discreto e seja (En)n e uma  se-
qiencia de EVT completos de Hausdonrgf sobre (F,TF). Entdo
(E,7) = & (E ,t,) @& um EVI completo.

n &N

PROVA: Segue imediatamente de 3.19, 3.21 e 3.29 =



§4 - ESPAGOS TONELADOS; INFRA-S-ESPACOS

DEFINICAQO 4.1 - Diremos qgue um EVT (E,T) & fonelfado se toda to-

pologia TF—admissivel e rt1-fechada em E €& menos fina do gque 7

]
1

PROPOSIGAO 4.2 ~ Todo EVT de Badre sobre um anel de divisdo to-

pologico metrizavel e ndo-discrete 2 tonelade.

PROVA: Seja (F,TF) um anel de divisao topcldgico metrizavel e
nao-discreto e seja (E,t) um EVT de Baire sobre (Frrn). Se

ja ¥ uma topologia em E que & TF—admissivel e rt-fechada. De

vemos mostrar que 1y € 1. Para isso, consideremos B um sistema

fundamental de p-vizinhangcas do 0 em E rt-fechadas. Seja Vv € B

-1

- *
e seja H(EJN uma seqliéncia em F com A, > O quando

A

4]

k » «. Entao existe WE€ B tal que W+ WCV e E= U MW,
' k=1

pois W & absorvente em E . Desde que W & 1-fechado (portan-
to, para todo k € W, M\ W também o &) e (E,t) & um espago
de Baire, existe ko € N tal gque lk W tem interior nao-vazio.
Logo W tem interior nao-vazio e denogé-lo—emos por A.

Desde que 0 € W, segueque 0 +ACW+ WCV o gque implicaque

0 & um ponto interior a V. Logo V & uma t-vizinhanca do 0

em E. Portanto n € rnm

COROLARIO 4.3 - Todo EVT wetrnizdavel compleio scbre um anel  de
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divisdo teopologico metrnizavel completo e tonelado.

PROVA: De 4.2. segue o resultado imediatamente, pois todo espaco
topoldgico metrizavel completo & um espaco de Baire =

Num EVT (E,t) , designemos por F o conjunto de todas as topolo

~admissiveis que sao +t-fechadas. : Seja

;= sup {u;u €F}. Entao & uma topologia TF—admissivel em

gias em E T

E e, como t € F,t C Tb

PROPOSIGAO 4.4 - Um EVT (E,t) @ tonelado e, ¢ somenie se, r=r?

PROVA: Suponhamos gue (E,t) & tonelado e seja u uma topelogia
TF—admissivel em E rt-fechada. Entdo u<€ 1 e, da definigao de
T, Segue que Tb Crt. Como 1C Tb ;, tem-gse que T irb . Reci-
procamente, suponhamos gue r=rb e seja 1y uma topologia TF~ag
missivel em E t-fechada. Logo n C Tb. Da hipdtese segue que

p € 1t . Portanto (E,T) & toneladow

PROPOSIGAO 4.5 - Sejfam (E,r) e (G,n) EVT e A uma aplicagdo
finean continua de (E,t) em {G,n). Entao A :(E,Tb)~+(G,nb) e

continua.

I'ROVA: Seja yp uma topolegia TF—admissivel em G n-fechada. Da

definicao de nb ; Segue gque a aplicagao identidade iu de (G,nb)

em {(G,u) & continua.

Portanto iu o A: (E,t)» (G,u} também o &. De 2.3.3 e 2.6 segue
rJ

gue A (E,T)»—(G,nb} e continua. Como rt C Tb , segue que
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Az (E:Tb) +(G;nb) & continua »

PROPOSICAO 4.6 - Seja (B o1), e, uma familia de EVT fonela-

dos e sefa (E,t)= ind ((E ,t ), A ) . Entac (E,t) ¢ tonelado.
o €A o d o

PROVA: Seja & uma topologia TF—admissivel em , E t~fechada e
seja a € & dado. Entao, como A :(Ea,Tu}-+(E,T) & continua,
-1

A (g} & uma topologia TF"admissivel em E_ v -fechada. Como

(Ea,ra) & tonelado, por hipdtese, segue que A;l( E) C T, . Logo

A, (Ea,ra)+ (E,£) & continua. Da definigao 3.2 segueque £ C r.

Portanto (E,t) & tonelados

CORCLARIO 4.7 - (i) =~ Tode &imite indufivo esindito de espagos to

nelados 2 tonelado.

(11) - Toda soma direia fopologica de espagos Lo

-

nelados 2 tonelado.

(iii)- Todo quociente de um espago fonelado ¢ %o

nelado.,

Num EVT (E,t) designemos por J(t) - conjunto de todas as to-—

pologias n, TF-admissiveis em E, tais que:

(i) - 1 Cn.

(i1) - (E,n) & um espag¢o tonelado.
Seja %= inf {n;n€J(t)}. Entdo £ & uma topologia Tp-ad-
missivel em E satisfazendo a:

(1) - (E,Tt) € wm espaco tonelado;

b t

(FI) - 1 €t~ C 1.
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PROVA de (I) - Desde gue (E,75) = ind {((E,n), i) onde i &
n €J(t) " n

a aplicagao identidade de (E,n) em E, para cada =n € J(t) , se

gue imediatamente de 4.6 que (E,Tt) & tonelado.

PROVA de (II) - Basta mostrarmos que Tb - Tt . Para isso, seja
n € J(t) e seja £ uma topologia TF—admissivel em E t-fecha
da, Desde que n 2 t, segue gque & & n-fechada. Por ser (E,n)
tonelado, temos que ¢ C n. Logo a aplicacgao identidade

I:(E,n}) +(E,g) & continua. Se denotarmos por in a aplicagao

identidade de (E,n) em (E,t") , que € continua pela definicao

de Tt , por i a identidade de (E,Tt) em (E,tb) e por jZ a

aplicagao identidade de (E,Tb) em (E,£) , gque € continua pela

definigao de Tb, temos que (iE o i) o in==I . Da definicao de

- ; de 3.3.3 e de 3.4 segue que iE o i :(E,Tt)+~(E,E) & continua.

Rgora, da definicaode 'rb,de 2.3.3 e de 2.6 seqgue que 1 : (E,7%) > (B,

&€ continua, ou seja, rb C <t

DEFINICAO 4.8 - Num EVT (E,t), a topologia rt construida como
acima & chamada topologia fonelada assocdfada a v e o EVT(E,Tt)

& chamado espaco tonefado assoelade a (E,1).

PROPOSICAO 4.9 - Um EVT (E,t) e fonelado se¢, e somente Se, T
b t

=T =7 .

PROVA: Obviamente a condicao é suficiente. Reciprocamente, supo-

nhamos que (E,r) & tonclado. Entdo da definigao de Tt Segue
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]
A

que 1 C 1. Como T C . ., vem gque T

PROPOSIGAO 4.10 - Sejam (E,v)} e (G,n) edpacos vetforiais topo-
Logicos e seja A: (E,1) +(G,n) uma aplicacdo Linear  continua.

Enfac A :(E,Tt)+-(G,nt) ainda ¢ continua.

PROVA: Seja p a mais fina topologia TF—admissivel em G tal
que A : {E,Tt)+ (G,12) @& continua. Entao, de 4.5, segue
A (E,(Tt}b) +(G,ub) & continua. Como (Tt)b==Tt , segue gue

A :{E,rt) +{G,ub) & continua. Logo, da definicac de 1 , temos
gue ub‘: r. Como ub 2w, segue que u==ub . Portanto (G,u)
& tonelado e isso acarreta que ntCZ v. Logo A :(E,Tt)a-(G,nt)é

continua®

PROPOSICAO 4.11 - Seja (E,1) um EVT ¢ seja H um subespagove
torndial densc em (E,t) . Se (h,TH) e tonelade, entac (B,t) tam

bem ¢ 2.

PROVA: Seja 1y uma topologia rt_~admissivel em E t1-fechada. En

F
tao My & uma topologia TF—admissivel em H t,~fechada. Como
(H,TH) & tonelado, temos Uy C Ty Seja B um sistema fundamen

tal gque w-vizinhangas de 0 em E. Devemos mostrar que, para to
de U&B, U éuma rt-vizinhanga do 0 em E. Seja, entao UESB

dado. Da definigao de Ty r existe Ay CE, 0€ Ay s r~aberto em

E com AU NMH CUNH, Portanto

T T T

A;,MH € UNH C U = U’ Por cutro lado, porque A, & rt-aber
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—T T

toem E e H & denso em E, Ay = Ay N H . Porém

=T _—T :
Ay Ay = Ay NMH CU, o que implica que U & uma rt-vizinhanga

do 0 em E =

COROLARIO 4.12 -~ Seja (F,tg)  um anel de divisdo topofogitce com-
pifeto de Hausdondf e¢ nao-discreto ¢ seja (E,r) um  EVT  so0bre
(F,fF). Se (E,t) & ftonefado, entac o seu completamento Lambem
¢ tonelado.

TEOREMA 4.13 - Sefa (E,t) um espago fonelado ¢ (G,n) wum  EVT
arbitnanic. Sefa H um confunitoc de aplicacgoes Lineares continuas
de (E,1) em (G,n) pontualmente Limitado. Entac H ¢ equicon-

tinuo.

PROVA: Por 1.13 devemos mostrar que-se V & uma n-vizinhancga do
0 em G, entao ﬂ{f_l(v);f € H} & uma <t-vizinhanga do 0 em E.
Seja, entao, V uma n-vizinhangca do 0 em G e seja V umsis
tema fundamental de vizinhangas fechadas do 0 em (G,n}) satis-
fezendo (V1) - (V4) em 1.2. Para cada U € V, seja W o sub-

U
conjunto de E definido por W, := N’ (£ wy; £ € HY.
S :ja B=5{WU ; UE V), E imediato que B €& uma base de filtroem
E satisfazendo (V1) - (V4) enm 1.2. Consideremcs, entao, & a
G~ica topologia TF—admissivel em E que admite B por sistema
fundamental de vizinhangas de 0. Como todo elemento de B écon
tinuo e todo U €V & n-fechado,.segue gque £ & uma topologia

1.~admissivel em E 1-fechada. Como (E,t) & tonelado, segueque
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£ © 1, ouseja, todo elemento de B & uma t~vizinhan¢a do 0
em E. Tem-se, assim,gque N {fml{v}; f €H} €& uma t-vizinhan-

1

¢ado 0 em E, pois existe W, € B com W, C N{f ~ (V) ; £ € H}.

v

TEOREMA 4.14 - {(Banach-Steinhaus) = Sejam (E,t) um espago tone-

Lado ¢ (G,n) um EVT de Hausdorndf. Seja (£), ey um "net"

em £ (EyG) pontualmente Limitado e pontualmente convergente panra
uma aplicagao f£:E +C. Entac £ € L(B;G) ¢ £, - f und formementde

em todo subconjunte fotalmente Limifado de (E,1).

PROVA: Seja H=¥{fa; o« € A}. Entdo por 4.13 H & equicontinuo
e, como f pertence a aderéncia de H em ¢® munido da topolo-
gia produto, vem de 1.15 que £ € L£(E;G). De 1.16 & imediato que
fu >f uniformeﬁente em todo subconjunto totalmente limitado de

{(E,7) =

DEFINICAQ 4.15 - Seja (G,n) wm EVT de Hausdorff e seja A uma
aplicagao linear de um EVT arbitrario (E,r) em (G,n). Dire~
mos que A & {echada se seu grafico, que denotaremos por gr{A),
& um subconjunto fechade de (E,t) x (G,n).

E 8bvio gue toda aplicacac linear continua A de um EVT (E,T)

num EVT de Hausdorff (G,n) & fechada.

PROPOSICAC 4.16 - Sefam (E,t) e (G,n) espagos vetoniais Lopo-
Logicos, onde n € uma topgﬁogia de Hausdonrnfg em G. Seja
A: (E,t) »(G,n) uma aplicagac Lineax fechada. Se B (resp. M) ¢

um sLstfema fundamental de vizinhancas do 0 em (E,1) (resp.(G,n))
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entaoc o confunto UV de vantes de G definido por
={A(U)+ V;U € B,V E M} (1)

2 uma base de §iLtrno em G satisfazendes (V1) - (V4) em 1.2 e a
unica tfopologla rF—admiéalueﬂ em G que admife V pon siste-
me gundamental de vizinhancas do 0 ¢ a mais §ina topolfogia de
Hausdong 4 menos gina do que n tal que B : {E,t)+ (G,u) ¢ conidi-

naa.

PROVA: Sem dificuldade mostra-se que o conjunto V dado por (1)
& uma base de filtro em G satisfazendo (V1) - (V4) em 1.2. Se-
ja u a UGnica topologia TF—admissivel em G que admite V por
sistema fundamental de vizinhangas do 0.

E claro que p & n, pois toda yu-vizinhanga d@do 0 em G contém
uma n-=vizinhancga basica do 0 em G e, da definicao de u , se
gue imediatamente que A : {E,7)> (G,u}) & continua. Mostremos
gque u e a mais fina topologia TF-admissivel em G comessa pro
priedade. Seja & uma topolegia TF—admissivel em G tal que
P:{E,T)+ (G,£) & continua e seja W € M. Desde que para toda
VE-vizinhanga do 0 em G V € V-W, da continuidade de A se
gue que JU € B tal que U C A" tw) calv-w). Logo

2{u) < A(A"l{V—W))C V-W = A{U) + WC V=V € u-vizinhancado 0

en G. Afirmamos que (G,u) & um EVT de Hausdorff. De fato,se

jda y € N A(U) =N {A(U) ;UEB, VE M}, y# 0. Como A &uma
UER
aplicacao fechada, (0,y) nao pgrtence ao grafico de A. Logo

existe (U,V) , vizinhanca do 0 em (E,t) x (G,u), tal que
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[{(0,y) + UxV] N gr{A) =g . Disso seque que v +V § A(U), o que &

absurdo. Como {0} C N A(U) , a afirmagac segues
UEB

COROLARIO 4.17 - Seqjam (E,7} , (G,n}) como na proposdicac 4.16 e
A uma aplicagdo Zinear de E em G. Entdo A & fechadade,e 40
mente se, exdsife uma topologla u, de Hausdorffg e TF~awmu5zww
em G, mencs fina do que n , fal que A : (E,t) > (G,u) e contl

nuat

PROVA: A necessidade da condicao segue imediatamente de 4.16. Re
ciprocamente, seja 1y uma topologia de Hausdorff TF—admissivel
em G , menos fina do que n , com A : (E,7t) > (G,u) continua. En-"
tao o grafico de A & um subconjunto fechadoe de (E,v)} x (G,u)e,
desde que u € n , temos também gue o grafico de A & fechado

em (B,1) x (G,n) . Logo A: (E,t)~+ (G,n) & fechadaw=

COROLARIO 4.18 ~ Seja (E,7) um EVT e u uma topologia de

Hausdord{ —admissivel em E menos fina do que . Enfac a

T
P
aplicacao Ldentidade i3 (E,n) =+ (E,7) & {echada.

PROVA: Obvia de 4.17 =
PROPOSIGCAO 4.19 - Seja (E,t) wum EVT metrizavel completoc.  Se
(E,T*) & um EVT <tonefado de Hausdorhfd com * C v ,entdo t*=r.

PROVA: Como (E,t*) @& tonelado, & suficiente mostrarmos que T

possui um sistema fundamental de vizinhancas do 0 em E r1*=-fe-
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chadas. Seja (Vn) um sistema fundamental de vizinhangasfe

n€Em
chadas simétricas do 0 em (E,t} com N Vn:= {0} . Facamos
nE W
W, =V, e definamos por indugac uma sequéncia (Wn)nlEJN de rt-vi

zinhancas fechadas simétricas do 0 em E tal que

M
wn+l + wn+l = Vn wn

para todo n € N . Claramente a sequéncia (W ) & um sis-

nn € N

tema fundamental de vizinhangas simétricas fechadas do zero em

M = C -
(E,t) com W, =1{0} e W, W~ para todo n€N . Pa
neE W
ra cada n€N , seja T, a t*-aderéncia de W_. Entaoc a topo
logia 1 ~admissivel em E gque admite a sequéncia (T ) por

F n'n&€N
sistema fundamental de vizinhancas doc 0 em E & t*-fechada.
Por ser (E,t*} um EVT tonelado segue que Tn @ uma Tt*-vizi-

nhanca do 0 em E para todo n € N . Seja n € N dado e se-
-....T*

] .. i <
ja x € T 41 Logo {x4-Tn+2) N W1 # ¢ (pois x Wn+l€3Tn+2
- *_ » - 2 - e
€ uma t*-vizinhanca do 0) . Seja Xy € Wn+1 com X X4 Tn+2
(T 42 & uma vizinhanga simétrica do 0) . Por indugao, podemos de
P . e . E
definir uma seguencia (xj)j ey 0 E com Xj Wn+j e
]
Xx - I x, €T . .
=1 1 n+j+1i
] ,.
Desde que (I x.). c e uma sequéncia de Cauchy em (E,1) e
i=y * 3 &N
. 3
(E,1}) & completo, existe v € E tal que R quando
i=1
]+ « ., Como .Z Xy -z Wn+i Wn e Wn e t—fechado,
i=1 i=1

0
[

~F
C"“h.
e

o~
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segue que y € W . Afirmamos que y=x. De fato, como t* C 1,
J
{ xi) converge para y em (E,t*) . Temos também  gue
i=]1 jEN
= = i ] =
Xy Tk , para todo k N , peis X - iil Xy Tn+j+l para

cada j € N . Admitamos, por absurdo, que x~y # 0 ." Desde que
(E,t*) & um EVT de Hausdorff, existe V, t*-vizinhanga do 0 em
E, tal que (X-y+V} "v=g. Por ser t* C 1, existe k € I
tal que (x-y+Vv) N Wk = @ . Seqgue disso que x-y ¢ T, » © que é
contradigao =

TEOREMA 4.20 - Toda aplicacdo £ineanr fechada de um EVT rtonelado.

em um EVT metadizavel completo 2 continua.

PROVA: Sejam (E,t) e (G,n) dois EVT, com (E,z) tonelado e
(G,n) metrizavel completo e seja T uma aplicagao linear fecha-
dade E em G. Seja r* uma topclogia de Hausdorff TF"admis—
sivel em G tal que u* C y com T: {(E,t) = {G,u*)

continua. Ponhamos uo==(u*)t . Entao, desde que (E,r} & tone
lado, T : (E,1) > (G,uo) & continua. Como (G,p) & tonelado (ver

4.3), segue que Mg C u. De 4.18 vem que u_=yu . Logo

Q

T: (E,t) -(G,uy} & continuanm

DEFINIGAO 4.21 - Um EVT de Hausdorff (E,1) & chamado {ngra-4-

~egspago se para toda topologia p de Hausdorff TF—admissivel

t . t t
em E com p C t, tem—-se MTR I ou, equivalentemente, u =71 .

?F'_‘:k

oot
‘--q}k._.J

I ﬁ‘fﬂ. .
B\BL\QTEU« CENTIRAL
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PROPOSIGAC 4.22 - Seja {E,t) um EVT metaizavel completo.Entdo

(R,1) ¢ um Linfra-s-espaco.

PROVA: Seja u uma topologia de Hausdorff TF—admissivel em E
menos fina do que 1t . Entaoc, por 4.18, a aplicagao identidade
i: (E,u) >-(E,tr) & fechada. ) ‘
Logo i :(E,ut) +>{E,1) também & fechada pois y C ut. Entao, des
de que (E,ut} & um EVT tonelado, seque de 4.20 gue

i: (B0 » (B,1)
é continua. Logo ut Do, Da definicao 4.21 segue que (E,1) &

wn infra-s-—espago.

TEOREMA 4.23 -~ Seja {(G,n) wum EVT de Hausdorfg. Saoc equivalen-
fos:

(i) - (G,n) & um Aingra-s-espago.

(ii) - Toda aplicacao Linear fechada definida num  EVT

tonelado (E,r) e tomando valores em (G,n) & continua.

PROVA: (1) = (ii) Seja T: (E,t)~+ (G,n) linear fechada. Por 4.15, existe
n* , topologia de Hausdorff TF—admissivel em G, com n*¥ Cn e
tal que T: (E,t) - {G,n*) & continua. Entdo T :(Eth’=TJ+{Gﬁﬁt)
& continwa. Como (G,n} & um infra-s-espago, n*tf=nt , ou seja,
T: (BE,1) +(G,nt} @ continva, o que implica, por ser nt 2 n, que
T: {(E,t) »(G,n) & continua.

(ii) = (i) - Seja @ uma topologia de Hausdorff rt-ad

nissivel em G menos fina do qug n. Logo, por 4.18, a aplica-

¢ao identidade 1 : (G,u) +(G,t} tem grafico fechado,
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Portanto 1 : (G,ut) + (G,p) também tem grafico fechado pois JZDLL
Segue, entao, da hipotese que i :(G,ut) ~{(G,n) & continua, pois
(G,ut) € um EVT tonelado. Logo ut O n. Desde que ut - nt,
tem~se que pt==nt , ou seja, (Gyn) €& um infra-s-espago=
DEFINICAO 4.24 - Seja (E,t) e {G,n) espagos Getoéiais topolo-
gicos., Seja A uma aplicagao linear de E em G . Dizemos que

(1) - A & quase-continua se, para toda n-vizinhanga
do 0 em G, A—l(v) & uma t=-vizinhanca doe 0 em E;

{ii) - A & abenfa (resp. quase-aberta) se, para cada

t-vizinhanga do 0 em E, A(U) (resp. A(U)) & uma n-vizinhan-

L]

cado 0 em G.

Da definigao acima segue imediatamente que toda aplicagao linear

continua (resp. aberta) @ quase-continua (resp. quase-aberta).

PROPOSIGAOQ 4.25 - Sefam (E,t) e (G,n) espacos vetorlais topo-
Logicos ¢ A uma aplicagao Zinear de E em G,

(1) - Se (E,t) @& tonelado, entdo A ¢ quase - conti-
nua;

(1i) -~ Se A ¢ sobrejetiva e (G,n) & tonefado, entde

A e quase-abenta.

PROVA: {i) = 6bvia, pois A l(n) & uma topologia TF-admissi

vel em E r-fechada e {E,r) & um EVT tonelado.

(ii) - segue imediatamente do fato de A(r) ser uma to
F

pologia rF-admissivel em G n-fechada e de (G,n) ser um EVT
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tonelado.

DEFINIGAO 4.26 ~ Um EVT de Hausdorff (G,n} & chamado Bn~aom—
pleto se toda aplicagdo linear T quase-continua e fechada de

um EVT arbitrario (E,t) em (G,n) & continua.

PROPOSICAQ 4.27 - Seja (E,TO) um EVT de Hausdorf§ tal que pa-
ra foda tfopologla + de Hausdonrf§ rF—admiééiuez em E menos 44

~T _ . -
na do gque To tom T C 1, ZXtem-se que TET, Entac (E,TO) e

8, -complezo.

PROVA: Suponhamos por absurdo que (E,r_) nao & B, ~completo. Se
ja  (G,u) um EVT. Entdc existe uma aplicagao linear guase-con-
tinua fechada T de G em E que néo.é continua. Seja T a mais
fina topologia de Hausdorff TF-admissivel em E, menos fina do
que T, com T: {G,u) +(E,t) contlnua. Afirmamos gque ?g C .

De fato, seja V uma ?g—vizinhanga do 0 em E. Portanto exisg
—T

te U, ro—vizinhanga do 0 em E, tal gue U CU CV, Como
T: (G,u) +(E,To) & guase continua, tem-se que T (U)u & uma
u~vizinhanga do 0 em G. .Por serem T : {G,u) »{E,T) continua
e ;T t~fechado em E, segue gue Thl(ﬁT}u= T_l(ﬁT) . Como
S -1

) C @) segue que T 1(@') & uma u-vizinhangado 0 em

-

G, © gue @ verdade também para T_l(V). Logo T : (G,u) +(E,;g) e

continua. Pela hipdtese feita sob t, segue gque T; C 1. Logo,

da hipbtese, tem-se que T=Tt, . O qQue & contradigao. Portanto

(B,r,) e B&—compieto- .
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PROPOSICAO 4.28 - Seja (E,t,) um EVI ZXonelado de Hausdorfg.Se

(E,t,) e um Lnfra-s-espago, entdo (E,t,) e B, -completo.

PROVA: Seja 1t uma topologia de Hausdorff TF—admissiVel em E

s T s - -
menos fina que v, com <, C t. Afirmamos que (E,r;) € um EVT

tonelado de Hausdorff. De fato, que (E,?g) & um EVT de Haus-
dorff segue imediatamente da hipdtese feita sobre T e de
?; C ¢t . Mostremos entido que (E,?g) é tonelado. Para isso, seja
u  uma topologia TF-admissivel em E ?;—fechada. Entao, como
—1 .

T, - Ty ¥ @ ro—fechada. De (E,To) tonelado, segue que p C LR

Seja W wuma u-vizinhancga basica do 0 em E . Entdo existe V,

—T —T
t,"Vizinhanga do 0 em E, tal que V CW. Entao V CW . Como.
v-dr
W & T;"fEChadO e r; C r, segue que V C W.

-1
- —T ' N -
Comce V € uma TO—VLZlnhanga do 0 em E segue que W ¢ uma

?;—vizinhanga do 0 em E. Logo u C ?g , ou seja, (E,?é) é to
nelado. Portanto ?g = (?;) t . Como (E, ro) e um infra-s-espago
-t —T
C s = C1 C . = . -
e T, T, Segue que T =T, T Ts Portanto 1 T, Pe

la proposigao 4.27, tem—-se que (E, ) é B, -completo w

COROLARIO 4.29 - Seja (E,t) um EVT metrizaveld completo sobre
um anel de divisdoc ropologico metrizavel e nao-discreto (F 1) .

Entac (E,t) e B, -completo.

PROVA: De 4.3 segue que (E,t} €& um EVT de Hausdorff tonelado.
De 4.22 vem gque (E,r) & um infra-s-espaco. Logo, de 4.28,tem—se

que (E,t} & B&-completo-
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PROPOSICAO 4.30 - Seja (G,n) um EVT metrizavel completo dobre

um anel de divisaoc topologico metrizavel (F,t_.) . Entdo toda

F
avlicacao Linear T quase-coniinua e fechada definida num EVT

anbitrario (E,r) e tomando valfores em (G,n) & continua.

PROVA: De 4.29, (E,t) & B -completo. Da definigdo 4.26 o resul-

tadoc seguen
PROPOSIGAO 4,31 - Todo espago B, -completo e um Ainfra-s-espago.

PROVA: Seja (G,n) um espago B&—completo. Seja {(E,t) um EVT
tonelado e T : (E,r) - {(G,n) wuma aplicagac linear fechada. For
¢,25, T €& uma aplicagao linear guase-continua de E em G. Co

ro (G,n) @& En~completo, vem que T € continua. Portanto, de

4,23, vem que (G,n) & um infra-s-espagom

COROLARIO 4.32 - Toda aplicacao Linear fechada de um EVT founela

do num espago B, -completo e continua.

PROVA: Sejam (E,t) um EVT tonelado, (G,n}) um espago Bn—com—
pleto e T: (E,r) +(G,n) uma aplicacao linear fechada. Por 4.31
(G,n) & um infra-s-espaco. Por 4.23, T: (E,t} »{G,n) & conti-

nua =

LEMA 4.33 - Seja T uma aplica¢ac Lineaxr continua de um EVT me

irnizavel (E,t) em um EVT de ﬁauédo&ﬁﬁ (G,n). Se B=4Un;nEEEH

o um sistema fundamental enuweravel de tv-vdzinhangas do 0 em E,
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{01},

~
=
o+
£
<
2
|
a
I}

PROVA: B Obvio que o resultade segue imediatamente de 4.16, desde
que toda aplica¢do continua é fechada s

TEOREMA 4.34 - Sefam (E,t) um EVT metradizaveld éompﬂeto e {G,n)
um EVT de Hausdonff. Entao toda aplicagac Linear continua e qua

se-abenta de E em G ¢ abenta.

PROVA: Seja T : (E,t) +(G,n) wuma aplicagao linear continua e qua
se-aberta. Para mostrarmos que T & uma aplicacaoc aberta, basta
mostrarmos due, para algum sistema fundamental B de rt-vizinhan
cas do 0 em E, T(U) & uma n-vizinhanga do 0 em G parato
do ueB. Seja, entao, B==(Un)n e uma sequencia de partes

imetricas - as + cC > 1. -
simetricas e t-fechad em E com Un+l Un+l Un' n 1 Co

-

moe T & quase—aberta, segue que, para cada n € W, Wn==T(Un) a

uma n-vizinhanca do ¢ em G . O resultado seqguiri se mostrarmos

que T(Un) > Wn+l para todo n € W. Para isso, seja k € N da
do e seja y € Wk+l==T(Uk+l). Como (y + Wk+2) N T(Uk+1) # &, po

demos escolher x; €U, ., tal que wa(xl) € W ., - Por indugao,
podemos definir uma seguéncia (xj)j ewn ™ E com xy € Uiy

e y- Afirmamos que a sequéncia das somas par
i

il

1 Txy) € Weyssy-

¢lais da série I X; éuma sequéncia de Cauchy em E. De fato, seja V uma t-
i=1 ’

-vizinhanga do ¢ em E . Da escolha de B, existe n, € N tal
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que para todo n > ng Upinaa C V. Entao, para todo p > 0 e

para todo n > ng

P B P
I x € r U . + I U .
j=g B0ti i{=g Ktnti k+n j=1 Ko+l
C + C
U+n Uk+n Usn-1 MK
O gue prova a nossa assercao. Como (E,T1} & completo, existe

[+ o]

x € E tal que x=7%F X, . Por outro lado, como

i=1

p -

iio X4y © Ugt1-1 = Upr P2 0, e U e t—-fechado,
segue que X € Uy - Também, para todo p > 0 e para todo n > 1,

n+p

y-o L T € Weineprl & Pian+l -
Fazendo p + =, temos gque y - ii& T(xi) € Wk+n+l para todo
n > 1. Da continuidade de T segue que y-T(x}) € Wk+n+l para
todo n > 1. De 4.33 vem que y=T{x). Porem T(x) € T(Uk). Lo-
9o W,y © T(UIe

COROLARIO 4.35 - Sefam ig,1) um EVT metrizaveld completo e (G,n)
um EVT de Hausdornff fonelado. Seja T uma aplicacao Linean

continua de E sobre G. Tatae T e abenta.

PROVA: De 4.25 {ii), vem que T & gquase-aberta. De 4.34, vem gue

F
T & abertae®
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COROLARIO 4.36 - Sejfam (E,t} e (G,n) espacos vetoriais fopolo
gicos metnizavedls complefos sobre ¢ mesmo aned de divisdoe topolo-
gico metnizavel ¢ nao-discreto (F,1p) . Entao Zoda aplicacdo Li-

near continua T de E scbre G ¢ abernta.

PROVA: O resultado segue de 4.35 pois (G,n) & tbneiado (veja

4.3) =

LEMA 4.37 - Sefam (E,t) e (G,n) espacos veforiais topologicos
sobre o mesmo anel de divisdo ftopologica metrizavel e ndo-discre-

to (F,t Sefja T uma aplicacdo Linearn de E em G tal que

F) -
T(E) & de segunda categoria em G. Entao T & quase-aberta.

PROVA: Seja U uma rt-vizinhanga do 0 em E e seja (Ak)kEEm

" * -
uma sequencia em F com lkl + 0 quandec k + « . Desde que
U & absorvente em E, temos que E = U A U Logo T(E) =
k=1
U A, T(U),
k=1 K
Como T{E} & de segunda categoria em G, existe kOEE N tal

que A, T(U) & uma n-vizinhanga do 0 em G, o gque & verdade
0

também para T{U). Logo, por 4.24(ii), T & quase—aberta?®

COROLARIO 4.38 - Sefam (E,t) um EVT mefrdizavel completo e
(G,n) um EVT de Badine e de Hausdorfd sobre o mesmo anel de di-

visddo topologico metrizavel e nao-discreto (F,1.) . Seja T uma
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aplicacac Linear continua de B sobre G . Entde T ¢ abenta.

PROVA: Por 4.3, (E,t) & um EVT toneladc. Como T (E) =G e to
do espagc de Baire & de segunda categoria nele mesmo, por 4.37 T

€ quase-aberta. Logo, por 4.34, o resultado segues

COROLARIO 4.39% - Seja (E,t) um EVT metradizavel complefo. Se w
e uma fopologia de Hausdorg§ tp-admissivel em B, menocs fina do

que 1, com (E,u) Zonelado, enfac u=t.

PROVA: Seja i a aplicagao identidade de (E,r) sobre (E,u)
Como i & continua e (E,u) & um EVT tonelado, segue de 4.25(ii)
que 1 & quase-aberta. Por 4.35 i & aberta, ouseja, 1 Cuy,

Disso e da hipdOtese seque que 1= .

COROLARIO 4.40 - Seja E um espaco vetorial sobre um anef de di-
visao topologico metrizaveld (Fyrp) « Se v e 1 sao topologlas
T -admissiveis em E, metrizavedis e complfetas, com u < 1, entdo

H = T .

PROVA: De 4.3 vem que {(E,u) & um EVT tonelado e o resultado

sague aplicando-se 4,30

TEOREMA 4.41 - Sefam {(E,t) um EVD metrizavel completee (G,n)
wur EVT de Hausdor4§ sobre o mesmo anel de divisdo topologico me

trizavel (F,t.) . Sefja T umajaplicagaoc £inear continua de E

F
e G taf que T(E) ¢ de segunda categorda em G, Entde T @
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abeata ¢ sobne.

PROVA: Por 4.37, T & guase-aberta. Por 4.34 T & aberta. Desde

que T(E} & aberto em G, seque que T(E) & absorvente. Seja
. * -1
(lk)k € uma seguencia em F com Ak + 0 guando k +=, En
tao G = U kk T(E) = U T(Ak E) = U T(E) = T(E) ;
k=1 k=1 k=1

ou seja, T:E G & sobrejetiva.



§5 - ESPACOS BORNOLOGICOS

DEFINIGAO 5.1: Diremos que um EVT' (E,t) sobre (F,tp) & boiroldgd

ce se toda topologia em E gque & Tp-admissivel e t-bornivora &

menos fina do que t.

DEFINICAQ 5.2 - Sejam (E,t) e (G,n) espagos vetoriais topo-
1ldgicos e seja A uma aplicagao linear de E em G. Diremos dque

A & Jfimitada se A(B) € limitado em (G,n) para todo B C E 1li

mitado em (E,rt).

PROPOSIGAD 5.3 -~ Seja (E,t) um EVT. Sao equivalenfes:
(1) (E,t) & bonrnologdico;
{(1i) Toda apiic&g&o Linearn Limitada definida em (E,1) e

tomando valfones num EVT arbitrario (G,n) e conilnua.

PROVA: (i) = (ii) = Suponhamos gque (E,t) & um EVT bornolcgico
e seja T : (E,7) > (G,n) uma aplicagac linear limitada. Afirma-

nos gue a topologia -admissivel em E, T"l(n), e rt-bornivora

'F
em E, De fato, seja VE€ B, onde B um sistema fundamental

de n=-vizinhangas 0 em G e seja B C E +r-limitado.Entao existe

W, tg-vizinhanga do 0 em F, tal que WIL(B) € V. Portanto,

WB C T"l(V). como T"l(VJ e T_l(B} e T"l(s) & um sistema funda-

nmental de vizinhangas do O"em (E,T"l{n)), a afirmacgao segue.Ago

ra, por ser (E,r) bornoldgico, tem-se que T_l(n) C T, Logo
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T : E+G & continua.

(ii) = (i} - Seja p ums topologia TF~admissivel em E t-borni

vera. Se mostrarmos que a aplicagao identidade i: (E,t) =+(E, u)
e limitada, seguirad da hipdtese que 1 & continua e que, portan-
to, ¢ C 1. Seja, entao, B C E t-limitado e seja V uma u~-vi

zinhanca basica do 0 em E. Pela hipbtese feita sobre u , tem—

se que V & uma uw-vizinhanga do 0 em E t-bornivora. Logo
V absorve B, o que implica que B @& p-limitado. Entao
i (E,1) — {E,u) & limitada =

PROPOSIGAO 5.4 =~ Seja (E,t) um EVT metrdzavel scbre um anel

de divisao fopologico metnizavel (F,t,). Entac (E,v) e um EVT

F
bornologieo.

PROVA: Seja ({(G,n) um EVT sobre jF,TF) e seja A : E -G uma
aplicagao linear limitada. Suponhamos por absurdo que A nao se-

ja contlnua. Portantc existe V n-vizinhanga do 0 em G tal

qu2 A-l{VJ nao & rt-vizinhanga do 0 em E. Seja

B == {Bn; B, 2 B ne€ N} (resp. U = {Un:Un . ne N}

n+l’ n+i’

um sistema fundamental de vizinhangas do 0 em {E;r}(resp.@UTFD.
Desde que B satisfaz (V1) - (V4) em 1.2, por indugao podemos
determinar uma seguéncia i< Doy <ees <Dp<en. e um cohjunto

P = {U B ;i U € U; B € B,Un B, C B eU B CB }. Seja

n Dy k k 1M x Nk k-t

(x.) uma sequéncia de pontos de E com X = Un B e

kK € N k "k

rg

€ F*, wle v e

X k n

22 A*l(V). Para cada k € N seja A

N k
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Akxk.e B A sequencia (A(J\kxk))kE]_\J nao & limitada em

(G,n), embora a sequencia (Akxk)k e N seja T1—-limitada em E.

De fato, suponhamos que a sequéncia (A(Akx seja limita-

k})k € N

da em (G,n). Entdoc existe uma ~rt_-vizinhanga U do 0 em F tal

E
U-{A(Akxk), ke N} C W, Como lil —0 quando k —' '« , existe
k0 tal que para todo k > k0 A;l € U. Logo para todo k > kO
-1 : . . -1
Mo AN %) € Vo due implica que para todo k > kg %, €A (v)

o gue & contradig¢ac. Logo A : E -G & continua., De 5.3 segue

que (E,t) & bornologico. s

Num EVT (E,7) designemos por F o© conjunto de todas as topolo+

gias tF—admissiveis em LE que sac t-bornivoras. Seja )
= sup{n,n € F}. Entao £ & uma topologia-TF~admissivel em
Eer C 1P,

PROPOSIGAO 5.5 (E,1) e (E,t°) tém os mesmos limitados.

PROVA: Desde que 1 C 16, entio todo +t°-limitado e t—limitado.

Reciprocamente, seja B C E t=limitado. Entao B e n-limita-

do em E para toda n € F. Da definicdo de b segue entao

que & P-limitado em E =

B

PROPOSICAO 5.6 - Sefa (E,t) um EVT, Enfao t e a mais fina o

pologia TF—admLaaiuez em E que tem ¢4 mesmos Limitados de (E,t).

PROVA: Seja £ uma topologia TF—admissivel em E tal que (E,r)
o

e (E,t) tenham os mesmos limitades. Entac £ & uma topologia
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TF~admissivel em E t-bornivora. Logoc ¢ € F o gue implica

que ¢ C £
PROPOSICAO 5.7 =~ 0 EVT (E,<®) € boanoligico.

PROVA -~ Seja ¢ uma topologia TF—admissivel em E {B-bornivora
B

e seja V uma ¢-vizinhanga do 0 em E. Seja B CE t"-limi-

tado. Entao, pela hipotese feita sobre ¢, V absorve B. Pela

proposigao 5.5, B & rt-limitado. Logo £ @ uma topologia pmad
missivel em E ~t-bornivora. Da definicao de TB, segue, entao,

que g C 1®. Portanto (E,TB) @ bornologico =

PROPOSIGAO 5.8 - Um EVT (E,v) & boanologice se, e somente 4e,

PROVA: Claramente a condigdo & suficiente. Reciprocamente, supo-

nhamos que (E,v). @ bornoldgico. Desde que + C TB, basta mos-

trarmos que 18 C t. Seja, entdo, i a aplicagdac identidade de
(BE,T) em (E,1) e seja n uma topolcgia TF—admissivel em E
1-bornivora. Se denotarmos por in a aplicagdo identidade de
(E,TB} em (E,n) , tem-se gue in & continua. Seja In a apli-

c:cao identidade de (E,1) em (E,n). Desde que n C 1, pois es-

tamos supondo que (E,r) & um EVT bornoldgico, tem-se que I
& continua. Como in 0 i = In , seque de 2.3.3 e 2.6 que i e
cmtinua. Logo Bcr . portanto 1t = tBa

'
PROPOSICAO 5.9 - Se¢ja (E,t) = 1ind ((Ea,ra),Aa),“onde t%fTahxe A

o € A
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¢ uma famifia de espagos vetoriais topologicos bornologicos.Entdo

(E,1) e bornologico.

PROVA: Seja (G,n}) um EVT arbitrario e seja A uma aplicagao
linear limitada de E em G e seja o € A dado. .Desde gue
Aa € uma aplicagdo linear continua de Ea em E, portanto limi-

-

tada, segue que A oA : E —>G €& limitada. Como (E,.T ) &
o
um EVT bornoldgico, segue da prop. 5.3 que A o A :E -G & con

tinua. Aplicando 3.4 vem que A €& continua

COROLARIO 5.8 - (i) - A soma direta topologica de uma g§amilia de
EVP boinofogicos & um EVT borneclogico.

(11) ~ Todo Limite indutivo esinito de uma familfia de
EVIP bornologicos ¢ boanclogico.

(iii) - Todo quocdiente de um EVT bornotogico & boxrno

Logico.
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§6 - ESPACOS QUASE-TONELADOS

DEFINIGAQ 6.1 - Um EVT (E,t) & dito quase-tonelado se toda to-

pologia em E tF—admissivel, t-fechada e 1t-bornivora, € menos

fina do que .

EXEMPLO 6.2

6.2.1 - Todo espago tonelado & quase—tonelado.

6.2.2 - Todo espago bornoldgico & guase-tonelado.

Num EVT (E,1), denotaremos por F o conjunto de todas as topolo

-

gias t.,~admissiveis em E que sao rt1-fechadas e t—-bornivoras.

F

* - *
Seja t b* - sup {p,u € F}. Entao Tb € uma topologia Tt -ad

h*
missivel em E com T C 17 .

PROPOSICAOC 6.3 - Seja (E,t} um EVT. Entao
- *
(i) {E,v) e quase-Lonelado se, ¢ somente se, 1 = Tb .

* End * .
{(ii) (E,t) e (E,rb ) tem 04 mesmos Limitados.

*
(1ii) " c B,

PROVA: (i) - Suponhamos que (E,t) & um EVT quase-tonelado. Seja

E uma topologia rF-admissivel em E 1-fechada e <t-bornivo-
- - *
ra. Segue da hipbtese que & C 1 e da definigao de Tb que

b* b* b* ~
T C £&. Logo 1 C 1 e por ser 1 C1 tem—-se, entaoc, dJgue

b* ’ b* .
T = 1 . Reciprocamente, suponhamos que T = 1 e seja n uma
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topologia rtg~admissivel em E  t-fechada e r~bornivora. Da de

- * -
finicao de rb segue que n € t* = 1, o que implica que (E,t) e

quase-tonelado.
*
(ii) E claro gue todo P linitado em E & t-limita
* ~
do, pois 1 C rb . Seja, agora, BCE t-limitado. Entao para

toda topeologia ¢ TF—admissivel em E, t-fechada e T—bornivora ‘
B & g-limitado. Da definigdo de L* seque que B & 214
mitado. |

(iii) Obvia de 5.6 e de 6.3 (ii) w

Lal

PROPOSIGEO 6.4 - Seja (E,t) = ind ((B,rt ).B ), onde para ca-
a & A

da o€ A (E_,1 ) € um EVT quase-fonelado. Entdo (E,1) e wm

EVT quade-tonelado.

PROVA: Seja ¢ uma topologia TF~admissivel em E r-fechada a

r-bornivora. Seja o € A dado. Entdo, porgue Au:(Ea,Ta) ~={E, 1)

1

& continua ;A; (£) & uma topologia 1 ,~admissivel em E, ru4£e~

F
chada e Ta—bornivora. Como, por hipdtese, (B, ,7,) & quase-tonela
¢o, tem-se que A;l(g) C Ty Logo Au: (Ea’Ta) — (B, £) @ continua.

La definigdo 3.2 segue que £ C 1. Logo (E,t) & quase~toneladows

COROLARIO 6.5 = (i) Todo 2imite induidivo estritc de espacos qua
ce-tonelados ¢ quase-tonelado,

(ii) Toda soma dineta topologica de espacos quase-tone
fados & quase-tonelada. ”

(ii1) Tode quociente de um espaco quase-fonelado & gua-
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se-Lonelado.
Num EVT (E,t) denotaremos por QB(r) o conjunto de todas as topo

logias TF-admissiveis em E tais que:

(i)  C ¢

(ii}) (E,uw) & quase-tonelado.
t t \ *
Seja 2 ;= inf {u ;u € OB(t)}. Entao 9 & uma topologia

TF-admissIvel em E mais fina do que rt.
PROPOSIGAO 6.6 - Sejfa (E,t) um EVT. Entao
t
(1) (E,t¥ ) Z um EVT quase-tonelado.

t
*
(11) tc < c 3 c P,

t t
PROVA: (i) - Da definigdo de <% e de 3.3.3., temos que (E,13 )=
= ind ((E,n), in), onde para cada n & QB{t}, in e a aplica-
n€QB(T) ]
cao identidade em E. Como, para cada n & QB(t), (E,n} € unm

t
espago guase-tonelado, segue de 6.4 gque (E,Tq ) & um EVT quase

tonelado.
. b* qt
{ii) - Mostraremos inicialmente que 1 C ot . Para
isso, seja £ uma topologia rF—admissivel em E t1-fechada e
1-bornivora e seja n & QB(r). Afirmamos que & C n. De fato,

seja V uma ¢&-vizinhanga do 0 em E +t~fechada e rt~bornivora
Entdo V & uma vizinhanga do 0 n—-fechada (porque 1 € 1) e
n-bornivora desde que toda parte n-limitada @ r-limitada e V
absorve os t1-limitados. Come (E,n) & um EVT quase-tonelado,se-

t
o *
gue que ¢ C n. Da definigaoc de 4 e T b , tem-se imediatamen
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te que Tb* C th.

E imediato.que th C :B, pois (E,TB) & um espacgo bornoldgico,
portanto quase-~toneladeo, 1t C TB. Logo TB € QB(1), o que im-
piica que th c TBI

t
A topologia Tq construida e descrita como acima & chamada Zfo-

t
pologia quase-tonelada assocdiada a t e o EVT (E,t% ) & . chamado

espaco quase-fonelado associade av EVT (E,t).

PROPOSICAO 6.7 - Sejfa (E,t) um EVT gquase-tonelado e sefa A uma
aplicacao Linean Limitada definida em (E,r) e fLomando valones num

EVT arbitranio (G,n). Entdec A & quase-conitinua,

PROVA: Como A :{E,t)—(G,n}) @& uma aplicagao linear limitada ,
A_l(q) & uma topoclogia rF—admissivel em E t-bornivora. Por-
tanto A_l(n) & uma topologia TFmédmissivel em E rt-fechada e
t~bornivora. Da hipdtese segue, entdo, que A—l(n) C 1. Logo,

cualquer que seja V, n-vizinhanga do 0 em G, A—l(V) e uma
t-vizinhanga do 0 em E., Da definigaoc 4.24 segue que A : E—G

¢ quase-continua w

FROPOSICAO 6.8 -~ Seja (F,ry) um anel de divisae fLopologico metni-
ravel e sejam (E,t) e (G,n) EVT (F,1p) . Sunponhamos que (E,T) z
quase-tonelade ¢ que (G,n) e metrizavel e completo. Entav toda
oplicagdo Linear T : E — G Limifada e fechada 2o coniinua.

#

PROVA: Seja T : (E,1) +{G,n) uma aplicacao linear limitada e

fechada. Por 6.7 T & quase~continua. Por 4.30 T & continua ®



§7 - CORDAS EM ESPAGOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

A partir deste capltulo, salvo mengao em contrario, considerare-

mos sempre espagos vetoriais sobre um anel de divisaq ndo-trivial

e

mente valorizado (F,

DEFINICAO 7.1 - Seja E um EV e seja V uma parte ndo-vazia
de E. Diremos que V e equilibradec se AV C V para todo
A € F, |a] < 1.

PROPOSIGAO 7.2 - Sefa E um EV ¢ sefa B uma parte ndo-vazda de
E. Entac B ¢ absorvente se¢, e somente se, para cada X € E exis

te &, >0 tal que para cada X EF, |x[< 6, x € )B.

PROVA: Suponhamos que B C E & absorvente e seja x € E. Entao,

por 1.7 ; existe uma vizinhanga V do 0 em (F, g tal que

4

v, ¥ C B. Como o conjunto {B(0:6);6 € R} & um sistema fundamen

tal de vizinhangas de 0 em {F,|.|), entdoc existe §_ > 0, tal
que B(0; §.) x CV, x CB. Seja ) € F, [x] > 8,1 segue que
X € AB. Reciprocamente, seja x € E. Da hipdtese vem  que

B(O;éxJ x C B. Como B(O;éx) é uma vizinhanga do 0 em (F,|.|), .

de 1.7 @ segue que B & absorventes

TEOREMA 7.3 - Seja (E,1) am EVT ¢ se¢ja B um sdistema funda-

mental de  t-vizdinhangas do 0 em E , Entao
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(1) para cada Vv € B exisde U E€ B tal que U+U & Vi
(ii) para cada X & F, x» # 0, ¢ para cada V € B exdiste
W € B taf que W € av.
Recdlprocamente, se¢ B ¢ uma base de §4Ltro em E fal que
(a) para cada V € B existe U € B zal que U+U C V;
(b) exisfe » € F, 0 < |r| < 1, taf que para cada
Vv € B exdste W € B com W C \V;
(¢c) todo V € B e equilibradeo e absorvente,
enddo B e um sdistema fundamental de vizinhancas do 0 para uma

undica topologia em E de EVT sobre (F,

Y e, porn {(ii)} acd-

ma, (b) ¢ verdadeira para todo A € F,x # 0.
PROVA: ver [8] =

PROPOSIGAO 7.4 =~ Seja (E,t) um -EVD e 4efa B um subconjunto
nao-vazdo de E. Entdoe B e t-Limitado se, ¢ somente se, para 1o
da t-vizdnhanga V do 0 em E exdiste 8 > 0 tal que para todo

» € F,{r] > 8, BC av.

PROVA: Suponhamos que B C E & r-limitado e seja V uma 1-vi-

zinhanga do 0 em E. Por 1.8, . existe uma vizinhanga U do 0

em (F, {.|) tal que UB < V. Como {B(0;6),8 > 0} & um sistema fuh
damental de vizinhangas do 0 em (F,L.l), entdac, para algum ¢ >0,
B(0;6) B CUBC V. Logo, se A € Fe |[A| > 68, B C AV. Recipro-
camente, seja V uma rt-vizinhagca do 0 em E. Entao da hipd-

tese segue que B(0,8)B C vV, para algum & > 0. Como B(0,8) & uma



74

vizinhanga do 0 en (F,[.|), seque de 1.8 , qgue B & t~limita
do =
DEFINICAO 7.5 =~ Diremos que uma sequéncia U = (Un)nejN de sub

conjuntos nao-vazios de um EV E & uma coada em E se:

D

(i) - para cada n € N Un equilibrado;

(ii)- para cada n € N U, & absorvente;

iiiy - C & .

(1ii} Un+l + U . U,r para tedo n N ;

(iv)- existe » € F, 0 < |1| < 1 (e portanto para todo
AXEF, A 0) tal que dado U, € U existe UmGE U, m > n, tal

C

que Um lUn.

Cada elemento Un' n€ N, de uma corda U & chamado 0 n-esdimo no

de U.

NOTACAO 7.6 =~ Seja U = U ) e xn ima corda em um EV E. - Por

N (U} denotaremos o conjunte N{{}: = N Un' Das condigoes (i) e
n=1

(iii) da definigaoc 7.5 segue imediatamente que N(U) & um subespa

go vetorial de E e & chamado o nuclfeo da corda U.

NOoTA 7.7 - Se =(Un)n e N v =(Vn)n =B sao cordas num EV E

e se X € F, definiremos

Al e o= { AUn)n € N
g+ y: = (Un + Vn)n € N
uUniv: = (Un N ann C W

e, claramente, AU, para » # 0, U+ V e U N V sao ainda cordas
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em E. Diremos que U € V se para cada n € N UnC V-

Sejam E e G espagos vetoriais e A uma aplicagao linear de

E em G. Se U == (Un)n € N {resp. V = (Vn) e uma corda

n €N

el E (resp. uma corda em G), poremos A(li}): = (A(Un)) {resp.

n gIN

L]

R |
AW = @) o)

N
PROPOSICAQ 7.8 - Sejam E ¢ G eapagos vefordiads e A uma apli-
cacao Linecar de E em G.Entac

(1) - A (y) & uma corda na imagem de A, para ZLoda
cornda U de E;

(ii) - AW + V e uma coada em G para toda  corda

U em E e para toda coxda V em G.

(iii) - A—l(V) ¢ uma conda em B para toda conrda v
ent G,
PROVA: Imediatamw
DEFINICAQ 7.9 - Diremos que uma corda U = (U ) num EVT

nn< W™
(E,7}) & 1-topologica se o n-&simo nd Uyde U, n€ N, & wuma

t-vizinhanga de 0 em E.

DEFINIGAO 7.10 - Uma corda U = (Un)nGEIG num EVT (E,r) @& dita

1-§echada se, para cada n € N, o n-ésimo nd U de U e t~fe

chado em E.

[N
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PROPOSIGAO 7.11 - Seja (E,r} um EVT ¢ U uma parie ndo-vazia
de E. Entaoc U & <t-boanivonra se, e somente se, para todo t-£4
mitado B de E exdiste §> 0 tal que para cada A€ F,JA|f > 6§ ,

B € xuU.
PROVA: Imediatans

DEFINIGAO 7.12 - Uma corda U=={Un)n c  Dum EVT (E,r) & di-
ta t-boanivera se, para cada n€ N, o n-ésimo nd Un de u

& uma parte t-~bornivora de E.

OBSERVAGCAO 7.13 - Seja {(E,1) um EVT. Entao:

(i} o© conjunto de todas as vizinhangas t~fechadas e
equilibradas do 0 & uma base de vizinhancas do 0;

(i1) se B & um sistema fundamental de rt-vizinhangas
do 0 em E, a cada <t-vizinhanga V do 0 em E podemos asso-
ciar uma corda t-topoldgica U = {U.) tal que u € B8

nn & W

para todo n € N e U,CV .(A construcao & feita por indugao ,

escolhido e fixado r € F, 0 < |a] < 1).

DEFINICAO 7.14 - Um conjunto F de cordas num EV E & dito di-
nigido se, quaisquer que sejam U, V € F, existe W € F tal que

bclnv,

TEOREMA 7.15 - Se (E,t) 2 um, EVT, entdc existe um conjunto dind

gido F de condas em E tal que ¢ confuntoc B de todos os nos
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i

de ftodas as condas de F  forma uma base de rt-vizinhangas do

0 em E.

Reciphocamente, s¢ E ¢ um EV ¢ se F & um confunto  diéndigddo
de condas em E, enitao o conjunte B de todos os nos de todas as
condas de F & uma base de vizimhancas egquilibradas do 0 para

una unlaa topologia 1t em E de EVT s0bre (F,

) e, nesse caso,

dinemos que T e geradda por F.

PROVA: ver [8]w

OBSERVAGAO 7.16 =~ O conjunto de todas as cordas num EV E & evi-

dentemente um conjunto dirigido de cordas em E e, por 7}15, gera

uma topologia de EVT sobre (F,|.|) que denotaremos por v, Além
J.

disso, 1 & a mais fina das topologias de EVT sobre (F,

-

PROPOSICAO 7.17 ~ Um EVT (E,t) e tfonelado se, e somente se, Loda

cornda t-fechada em E g  t-topologica.

PROVA: Suponhamos que (E,t) & tonelado e seja U = (U_}

n’ne N

corda em E 1~fechada. Como © conjunto F = { U} & dirigido,por

7.15 existe uma Gnica topologia em £ de EVT sobre (F, 1.

Tu
gque admite o conjunto {Un; n <€ W)} por sistema fundamental de
vizinhangas do 0. Como para cada n€ N U & rt-fechado em E,
temos que T, & uma topologia rt-fechada em E. Da hipdtese vem ,

entdao, que Ty & t. 0 que impljca que U & uma corda T-topold

gica em E., Reciprocamente, suponhamos que toda . corda em E 1-
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fechada & rt-topoldgica e seja n uma topologia em E de EVT so
bre (F,|.|) r-fechada. Seja V uma n-vizinhanga do 0 em E.
Por 7.13, parte {ii), existe uma corda U = (Un)n c N em E,
n~topoldgica, cujos nds u,ne&w, sac t-fechados. Portanto ca

da U, n € IN, € uma rt-vizinhanga da origem. Comq Uy C v '

seque que V @& tambem uma t-vizinhanga da origem., Logo n C W
EXEMPLO 7.18 - (E,t ) & um EVT tonelado.

PROPOSICAQ 7.19 - Um EVT (E,t) ¢ quase-tonelado se, e  somente

se, toda conda rt-fechada ¢ t-boanivora em E e rt-topologica.

PROVA: BAnaloga d prova da proposigao 7.17 ®



§8 -~ F - ESPACOS

DEFINICAO 8.1 - Seja E um EV sobre (¥, ].|). Uma F-noama em
E & uma fungao com valores reais | 'I!F : E — R tal que
(F-1) para todo x€ E, | x “F >0 e I=xl . 0 se,
X = 0;

(F*2) I x+y | F 2 I x I ot Iyl pr duaisquer que sejam
X, v € E;
(F-3) Fax I, <lxl_ para todo r€ F,|a| < 1, e para

todo x € E;

-

(F-4) Ja_ xIl, — o quandoc n — «, para toda sequén

cia O‘n)n c N convergente a 0 em (F, Il V.

(F=5) se (xn)n cw © uma gequencia em E com

Il x| — 0 gquando n — «, entdo para todo A E F
7

I AX, I -0 gquando n =,
NOTA 8.2 ~ £ imediato que para cada x € E | =x "F' =l x "F. ]

TEOREMA 8.3 - Toda F-noima em um EV E define uma Lfopologia de

EVT v e fal que (E,t) e um EVT metrizavel.

PROVA: Seja I.l, uma F-norma em E. Para cada ¢ > 0, consi-

deremos o subconjunto de E definido por

,

L —1 E -
u_ {x B: lxly < € 1.
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Seja B = { U_se>01. E claro que B & um base de filtro em
E. Provaremos que B satisfaz (a)-(c) em 7.3. Para isso, seja

e » 0 dado. Entao

(1) - de (F-3) segue que U_ & equilibrado;
(i) - U_ & absorvente (de fato, seja x € E dado.Seja
(“n)n € N uma sequéncia nao-nula em F e convergente a (.Por

(F-4}, existe N € W tal que A X & UE para todo n > N. Seja

-1 ~ -1 -1,~-1
= | H = i

» €EF com [A| > lAn | §. Entdo F a "x F I AN KNX F =
< HANxH p & ¢ desde que |A-1A&l| <1, o gque implica que
V ik e U_ ., ou seja, x € AU Y5

(iii) - © + U C U (De fato, zeja 2z um ele-

e/ 2 e/2

mento de UE/2 + UE/2 . Entao existem a X,y € Ua/2 tais gque

z =X +Yy. De (F-2) segue que HzHF_< HxHF + HY"F e,portanto,

da hipotese feita scbre x e y temos que ||zHF <&, 0 que im-

piica z € UE).

Pinalmente, suponhamos que (b) em 7.3 nao seja verdadeira. Seia

by € F, com 0 < [ag] < |. Entdo existe U € B e |existe
: 0

N € N tal que para todo n > N Ul/n < hg Uge Assim, existe

: dnci S
una sequéencia (xn)n e @ om E com &n Ul/n e xn & KO UE
para todo n € IN. Portanto IIxnI]F — 0 quando n — e
H\alxnﬂ p > € para todo n € N, o que contradiz (F=-5).

Logo, por 7.3 existe uma Unica topologia de EVT em E, que denota

remos por r“ . admitindo B por sistema fundamental de wvizi

nhangas do 0 em E. Pela nota &.2 temos gue ( )y & um

E,t-
IIIIF
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EVT de Hausdorff.

Definam0s agora uma aplicagéo d de ExEem R pondo dix,y)=
= x - yﬂF para x,y € E. Entao d & uma métrica em E, inva-
riante por translaqéo e, para cada a € E e para cada e > 0, te
mos que

{x € E;d{x,a) < ¢} = {x = E;"x - a"F < el =a+ Ue

Portanto (E,f“ " ) e um EVT metrizaveln®
i

TEOREMA 8.4 ~ Seja E um EV 4obre (F,|.]|). Sao equivalentes:

(i) - (E,7) € um EVT metrdizdved;

(i1) - © e gerada por uma unica coxrda Ux(Un)n — de* B
tal que N(UY= {0};

(1ii) - t ¢ definida por uma meirica 4 Ainvariante por
translagao tal que a fungde -1 : E — R definida pox ||-ﬂF=

F
= d(.,0) e uma F-unocima.

PROVA: (i) = (ii) - Seja d uma métrica em E definido t. En-

tao:

B = {8 ;B = (x€ B; d(x,0) <n '}, n € N}

é um sistema fundamental de t-vizinhangas do 0 em E.Seja r» € F
0 < A} <ldado. Seja U; uma 71-vizinhanga fechada e eguilibra

da do 0 em E contida em B,. Sejam U, e U, rt-vizinhangas

fechadas e equilibradas do 0 em E satisfazendo a

Ué + gy ¢ . N g, CuU
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U2 C AUl-

Ponhamos U, = U, N U, . Eatao U, & uma «t-vizinhanga fechada

equilibrada do 0 em E satisfazendo a

C
2 AUl .

Repetindo o processo, podemos encontrar U t—vizinhangas fecha -

3?

da e egquilibrada do 0 em E, com U3 + U, C U, e U3 C AU2. Por

indugao, podemos construir uma sequéncia U={Un)n e de par-
tes ndo-vazias de E e Que obviamente & uma coxrda t1-topoldyica

em E. Temos também que N(U) = {0}, pois

{0} < n Un C N B
n €N n € W

e N B = {0} visto ser (E,t1) um EVT de Hausdorff.
n
ns N
Seja Ty @ topologia de EVT em E definida pela corda U cons

truida acima. Evidentemente o conjunto
G={Un; UnE U, n € N}

€ um sistema fundamental de t,~vizinhangas do OemE e (E,ru) e

F
um EVT de Hausdorff. Afirmamos que Ty=T- De fato, seja V um
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1y;~vizinhanga do 0 em E. Entao existe U, & 6 tal que U C V.

Como Un @ uma rt-vizinhanga do 0 em E, segue que V e uma
t=-vizinhanga do 0 em E; portanto Ty © T Reciprocamente se-~
ja W uma t1-vizinhanga do ¢ em E. Entao existe ne€ N tal
que Bn(i W. Como U C B, C W, temos que W & uma T, mvizi-
nhanca dc 0 em E; portanto = Ciru. Iogo T = Ty

{ii) = {iii} - Seja U = (Un) uma corda em E definido

n €N

uma subsequéncia de (U_) onde

. Seja (W nnem

)
n.: c N
4 ]

W para j > l. Denotaremos W, simplesmente por

ny Ya(3-1y+1 5
W Claramente o conjunto W = {W_; n € N} também & um sistema
fundamental de rt-vizinhancas equilibradas do 0 em E com

o0

N W= {0} e W

+ W + W
+
n=1 n n+l n+1 n

C 1= . -
+1 Wn para todo n W De

finamos, agora, uma fungao g : E — IR como segue:

0, se x = 0;
_ -k
g{x) = 27, se XE€E W e X & Wk+l

1, se x £ Wl'

Seja x € E, x # 0. Entao g(x) # 0 e como, para todon € N, W

n
& equilibrado, segue que ¢g{ix) = g(x) para todo » € F,|x = 1. Pe
la mesma razdo, para todo » € F,|r] <1, g{ix) < g(x). Séja d

uma fungac real em E x E definida por,

d(x,y} = inf gfti -ty (%, y)EE x E,

e s

_l)l

i=1

#

ende o Infimo & tomade com respeito a todas as sequencias finitas

[N
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(t,)q <1i<n com t, = xet =y,

Afirmamos que

> gly=x) < dlx,y) < gly-x) (1)

p:ra todo (x,y) € E xE.

A segunda desigualdade & Obvia e a primeira desigualdade serd pro

vada por indugao sobre n, mostrando-se que para todo (x,y)€ E xE

= E = :
para todo n N dado e toda sequencia (ti)0 <ic<n com
tU =X e tn =Yy temos que
1 n
3 g({y-x) < r gl{t, - ti—l)' (2}
i=1 +

Seja entao (X,y) € E x E dade. O resultado seque trivialmente pa-
ra g = 1, desde que a Unica sequéncia (ti)0 <1<l tem t0=x e
t1 = y. Suponhamos entao que (2) & verdadeira para todo k <n,

para algum n €N dado, n > 1, e provemos {(2) para k=n+l. Seja

n+l
a= I g(ti - ti_l}. Se a > %, entac (2) & verdadeira porque
i=1 -
g.x) <1 para todo x € E. Suponhamos entaoc gue a < %. Entao
eriste um inteiro k, 1<k <n+ 1, e tal que
k-1 1 k 1
E glty - t, ¢) <3 a, L glt; - ti1)> 5 a.
i=1 i=]1

Necessariamente temos que

n+l
z g(ti - t
i=k+1

)

| A
no

i-1
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Desde que k -1 <n en+ 1 -k < n, segue da hipdtese de indu-

cao gue
k-1 1
g(tk_l—x) < 2 .E g{ti -t ) 2 2. 5a=a
i=l
e ' +
n+l 1
gly - t) <2 = g{t; -~ t,_4) < 2. 5 a=a
k {=k+l i i~1 2
e da definigao de a, que g(t - t _,) < a.
Seja m 0O menor inteiro tal que 2 0 < a. Entac m > 2 e, da

definigdao de g, segue que beop — X b Tt g ¥ T tkfE W
Porém
y - x ={y - g )+{t - tk—l)+(tk—l - x)€ W AW W C Woe1
o que implica que
g{y-x) <
Da definigdo de d, segue entao que

% gy - x) < d{x,y).

A seqguir mostraremos que d & uma métrica em E invariante por

translagao. De fato, de (1), segue imediatamente que

(@t ., d{x,y) > 0 e d(x,y) = 0+>x =y, para todo X,y € E,
Que d{x,y) = d(y,x) para todo x, vy € E seque de g{-x)=g(x} e
da definicdo de d. P

Sejam x,y,z2 € E e seja ¢ > 0 dado. Entac existem sequéncias
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{ti)o <1i<p com t0 = x, tp =2z e (uj)0 <3 <q com u, =z,
uq = y tais que
y ( ) d ( ) =
I git, - t._ < X,z) + =
i=1 i i-1 2
e
3 ( ) < dlz,y) + =
I glu. = Hs_ = z,y, + 5 -
=1 J 3-1 2

Temos, entao, que

| P
dix,y) s T gl - t;_ g0+

g(u. —u._l} < d(x,z) + d(z,y} + e
i=1 J J

e, desde que € fol escolhido arbitrariamente, obtemos a desi-
gualdade triangular
(b) | d(x,y) < d{x,y) + d(z,y) para todo x,y,z € E.

A invariancia de 4§ por translagao segue da definicdo de d € da
igualdade g(y-x) = g((y+a) =~ (X+a)) para todo X,y,a € E. Mos-
traremos, a seguir, que a topologia de EVT em E definida por
d coincide com a topologia 1 de E, Para tal, para cadace > C,
denotaremos por q; o conjunte de todos os X € E tais que
d x,0) < e. Afirmamos que para cada inteiro k > 1

v _ C W, Cv._
o~ (k+1) K 5k

-

e.portanto, que a familia {Ve,e > 0} & um sistema fundamental

de vizinhangas do 0 em (E,T).fE f&&hseﬁa}cz_ludado e cbhservemes
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-k .
= E E:
que W, {X€E; g(x) <2 "}. seja XE€ \E_(k+l) dado.
De %g(k) < d(x,0) <1 2"k segue que g(x®) < 2-k e portanto, que
2

x € W,. Seja, agora, y € W.. Entdo, de d(y,0) < g(y) < 27 ge-
gue que y € V,-k. Alem disso, da igualdade d{x,a) = d{x -a,0 )

segue que {x € B, d(x,a) < e } = VE + a. . '

AFIRMACAO (c): d(ax, 0) < d(x,0) para todo x € E e para todo A € F,

A <1,

PROVA. Seja A € F dado, |A| <1, e seja R € E. Seja (si%fiﬂi

uma seqﬁéncia em E com SD = X, s; = lti, para algum ti.e E ,

l1<i<k=-1, ¢ 5, = 0. Entao,

[

d( x,0) < g(s; = s, 1) =gt —ax) + I glty - t; ;).

1 + . i=2

Como g(it) < g(t) para todo t € E, segue que

1 =

d(xx,0) < g(tlwx) + glt, - ti—l):

i

, . gluy = vy_q)

i

onde uy = X, wy =0 ey, =s,, 2 <i <k =-1.0Da definicao de d

e da desigualdade acima segue que
d{xx,0) < d(x,0).

AFIRMACACO (d): Se Ap 0 gquando n +~ em F,entao d(xnx,oy—>o

quando n -« para todo x £ E.
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PROVA: Imediata da continnidade de & e do fato que para todo

X € E Anx + 0 quando n — o, em E, gqualguer gque seja a seqﬁég
cia (J\n)n e y convergente a 0 em F.
AFIRMAC.KO (e) . Se d(xn ’(_}) — quando n e, (Xn) 1’1‘ & m CE r

entao d{Axn,O) — 0 guando n = para todo » € F.

p X . _
ROVA: ©Seja (xn}n € N

gquando n > «. Entdo X -~ 0 quando n >« emE. Seja ) € F

uma seguéncia em E tal que d(de)‘+0

dado. Entao (Rxn) & uma seqli@ncia convergente a 0 em E,

n <€ W
0 que implica que d(Axn,O) + 0 quando n >,
Definamos agora uma aplicacao ”-"F de E em 1R pondo "'"F =

= d(x,0), para todo x €& E. Porque a metrica d, construida acima,

satisfaz as propriedades (a) - (e), vemos que "'”F tem as pro-
priedades (F -~ 1) - (F - 5) da defihigac 8.2. Logo a aplicagado
H'“F : E >R 2 uma F-norma em E.

(:.ii1) = (i) - Segue de 8.3

DEFINIGAO 8.5 - A um espago vetorial topoldgico metrizavel comple

to sobre (F, ) chamar:moes F-espaco.

EXEMPLO 8.6 - Seja E um espago vetorial scbre um anel de divi-

3.

sco nao-trivialmente valorizado e completo (F, ..

-

8.6.1 - Se t @& uma topologia em E tal que (E,t} e

- ’ -
um  EVT metrizavel e se 11#”F : E R & uma F-norma em E
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definido v, entao "'“F & uma aplicagio uniformemente continua
de E em JR. Portanto essa F-norma tem uma {inica extensao con
tinua ao completamento (ﬁ,;) de (E,t), que ainda & uma F-norma
em ﬁ, e a topologia por ela al definida coincide com ;. Portanto,
(ﬁ,;) € um EVT metrizavel completo, logo um F-espagq.

B.6.2 - Seja U uma corda em E com N{U) = {0}.Seja
Ty @ topologia de EVT de Hausdorfif em E definida por F={UL
Entao, por 8.4, (E,Tu) & um EVT metrizavel. Portanto o completa

).

mento (é,;u) de (E,Tu) .& um F-espago sobre (F, ].

8.6.3 - Seja U = (U ) uma corda arbitraria em

nn €N
E. Desde que N(U) & um subespago vetorial de E, podemos conse-

der o espago guociente E/N(U)’ que denotaremos por E,- Seja 1

a projegdo candnica de E sobre E; . Entdo N(l): = (I(U))) ¢ y

l(Un+N(U)) = N{U).

(m(U )=

1 n n

([

e uma corda em E, com N(m(U)) =

s

n

Seja Ty(yy a topologia de EVT de Hausdorff em Ey definida por

F={m(uy}. Poxr 8.4 (EU’TH(U)) € um EVT metrizavel o que im-

-~

plica que seu completamento (E Py & um F-espaco sobre (F,|.]).

PROPOSICAC 8.7 - Sefa (E,t) um EVT ¢ sefa U = U ), e uma
conda em E. Sao equivalentes:

(i} - U 2 uma corda rt-topologica em E;

(i) - A aplicacdo quocdente 1 :(E,tT) —+(Eu,rn(u}) 3

continua.

ALZm disso, se (F,|.|) € completo ¢ se ((E ,TH{U)),%) e um com-
rJ

pletamento de (E ,TH(U)), entdo (ii) e equivalente a

(iii}) - T: = ¢ o II: (E,T1) +(EU,TH(U)) e continua.
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PROVA: Seja B = {H(Un); n €« Wl um sistema fundamental de Tnuy

vizinhangas do ¢ em E,-

(i) =(ii) : Seja (U ) € B dado. Entao

-1 _ .
n (H(Un}) = U, + N() . u,-

Como U & uma <t-vizinhanga do 0 em E, segue que ﬂ_l(H(UnH

també&m 0 &, o qgue implica que T : (E,rt) —+(Eu,rn(u)) & continua.

(i1} = (i) =~ Seja H(Un+2) € B. Entao, da hipdtese, seague que
H_l(H(Un+2)} &€ uma T -~vizinhanca do 0 em E. '~ Afirmamos que
H(Un+2)c H(Un+2} + H(Un+2). De fato, seja yE H(Un+2). Entao

(¥ +"(Un+2)Jn (U o) # 4, pois y + H(Un+2) & uma TH(U)—vizi—

nangca de y em E,. Seja agora z € (y + N(U )) NI{U ). En

n+2 n+2’ °

tao existem x,,x. € I

17%5 Un+2) tais que z =y + X; = X,. Portanto

= —_ = N . i
Y ( Xl) + X, H(Un+2} + H(Un+2) 0 que prova nossa afirmativa.

-1
C
ne2)) © 0TI, + UL ) ) =T+ Upya

Portanto, H_l(H{U +2

N(lUy C U, + N CUn+l + Un+lC U, o que implica que U, e

uma t-vizinhanga do 0 em E. Comc n &€ IN foi escolhido arbi-

trariamente , segue que U = {Un)nE N € uma corda t-tepoldgica
em B,
Suponhamos agora que (F, |.|.}) & completo e seja ((EU;TH(U)),w) um

completamento de (EU'TH(UJ)'
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(iii) =(ii) -~ Seja (xa)OL e 5 um "net" em E convergente a
X € E. Por hipdtese, w(H{xa))—E+-w(H(x)) em ¢(Eu) C éU' Como
LA EU — ﬁu & um isomorfismo topoldogico entre Eu e w(Eu), te
nos gue n(xa} —*H(x), o que implica que (ii) & verdadeira =
LEMA 8.8 - Suponhamos (#,.|.1) completo. Sejam (E,t) e (G,n)
BVT sobre (F,|.1), onde n € uma topologia de Hausdorff. Se A
¢ uma aplicacac £inear em E em G e s¢ {(é,ﬁ),v) ¢ um completa-
mento de (G,n), entde A @ {echada se, e somente A:=9 0A:E — G
2 fechada.

PROVA: Suponhamos que A : (E,t) -+(G,n) @& uma aplicagao linear
fechada e seja (x,y)GE(E,T)><(é,ﬁ) um ponto aderente ao grafico
de A. Ent3o existe um "net"® (xu,ﬁ(an)z(xa,¢ o A(xanaeﬂc:gﬂi)
convergente a (X,y). Portanto ’ X, — X em (E,t) e »o A(xa)j?y
em (é,ﬁ). Logo H(xa} a+¢_l(y) em (G,n) e, como ¢gr{A) e um
subconjunto fechado de (E,t) x {Gn ), seque que (x,w"l(y)) € gr(a).

Logo A(x} = w_l(y), ou seja, v ¢ A(x) = y. Portanto A : E —G

& fechada. Analogamente mostra-se que a condigac & suficiente ®

PROPOSIGAO 8.9 - Sejfam (E,1) um EVT e U;#Un)n e Uma corda em

E .. Se

(i} - U e +1-4fechada em E, entac

™1

(ii) - a aplicacac guocienie T « (E,t1) —+(Eu,rn(u))

fjechada. _ ’

-

)} e completo e se (E ,T(u)); @)

Alem disso, se (F,
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¢ um completamento de (EU’TH(U))’ entdo {ii) e equivalente a

-

(1iii) = 1 : = ¢ © 1: (E,T}——+(Eu, TH(U)

) 2 fechada.

PROVA: (i) =(ii) - Seja U= (U )

npe ny uma corda - 1-~fechada

em E. Queremos mestrar que gr({ll) @ um subconjunto fechado de
(=, 1) X(EU'TH(U))' Para isso, seja (X,y)€ (E,T)X(Eu,rn(u)) um

ponto aderente a gr (). Afirmamos que I(x}) - y& (i H(Un}. De
n=1

fato, seja U uma rt-vizinhanga do 0 em E e seja n € N da-

do. Da hipdtese feita sobre o ponto (X¥,y), segue que

| (x,y) + U xn(Un+4)| N gr(l) # ¢.

Logo .

(1) n{x) -y € 1(U) + T[{Un_Hl)

(2) existe z € E tal que 1I(z)€ vy + H(Un+4).

Portanto, MN(x) - n(z) = I{x) -y + y = 0I(z) €

€ n{Uu) + H(Un+4)+ H(Un+4)c;n(u) + H(Un+3)<:H(U) + H(Un+3)+n(Un+3L
Assim, x-2€ U + U _ 5+ U 5+ N < U+u L+ Ny <

C U+ Un+2 + Un+2C U + Un+l'
Como U .4 & rt1~fechado em E e U & r~vizinhanga do 0 em E,

segue que X - 2z € U, Disso e de {2) segue que

+1°

nix) -y = I(x) - N(2)+n(z) - y € N(x) -I(z) + T(U_,,)
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C MU )+ MU ,) C (U )+ B0 )+ (U ,) C

n+4 n+4

C n{U,, )+ 0 ,5) C 01U _ )+ 1{U_, )cn().

Como n € N foi escolhido arbitrariamente temos que

n{x) - y €N N{U ). Desde que (E,, 7 u ) e um EV] metrizavel
n=1 n ur - mil) .
e {H(Un}; n€ N} & um sistema fundamental de vizinhangas do

0 em (E segue que y = IlI{x). Logo 1I:(E, 1) ++(Eu,rn(u))

U'TH(U) ] 1 4
& uma aplicacgao fechada.

Suponhamos agora que (F, |...|) & completo e seja ((ﬁ,;n(uﬂ.w} um
completamento de (EU’TH(U))'

{(ii) = (iii} -~ Imediato de 8.8.

{iii) = (ii) - Imediato de 8.8 "

LEMA 8.10 -~ Suponhamos (F, ) complefo. Sefam (E,1) e (E,n) EVT

sobre (F,|..]) onde n e de Hausdorfg. Se A : E — G ¢ uma
aplicagao Linear e se ((Gin) o) @ wn completamento de {G,n), entao a
? timitada se, ¢ somenie e, A : =9 OA : E —G & Limitada.

PROVA: Evidente a condigac & necessaria. Reciprocamente, supo-
nhamos que A:E » G seja limitada. Devemos mostrar que
A:E-—- (G & limitada. Para issc, seja BC E t=limitado. En-

tio A(B) =¢ o A (B) & limitado em ({(¢(G),n)Como ¢ : (G n—G&, 7

e um isomorfismo topoldgico, segue que w“l(ﬁ(B)) = A(B) & n~limi

tado em G o ‘
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PROPOSIGAO 8.11 - Sefam (E,t) um BEVT e U= (U) uma cor-

ne W
da em E. Se

(i) - U ¢ 1-boanivoha em E,
entdo

U,Tn(u}) e £imitada, ‘

N

(ii) - I :(E, 1) =+ (E

Alem disso, se (F,|.]) e completo e se {(ﬁu,;nﬂn),w ) e um com-
pletamento de (EU'TH(U))’ entdo (ii) e equivafente a

-

(2ii) - T: =9 o T : (E,7) ‘+(ﬁu’;ncuxl ¢ Limitada.

PROVA: (i) = (ii) - Seja BC E +t~-limitado e seja n € N Idada
Desde que U & uma corda rt-bornivora em E, existe Sn > 0 tal

que B C AU para todo 1 € R,[Ar] > 6 Seja 1 €R [A{> 6 . En

tao  N(B) C AI(U ) e por ser IN(U ) uma -~vizinhanga basi

Uy
cado 0 em E,, segue que H:(E;T? ~—+(Eu,rn(u)) e limitada.

Suponhamos agora que (F,;..]) & completo e seja ({EU';H(USL v )

um completamento de (EU’TH(U))'

Que (ii) e eguivalente a (iii) segue imediatamente de 8.10 ®

LEMA 8.12 -~ Sefam (E,t), (G,n) e (M,£) EVT. Sefa H um conjunto
pontualmente Limitado de aplicagoes Linecares de E em G e sefa
¥ uma aplicacdao Linear continua de G em M. Entdo

Y oH:={®0oT; T €H} e um confunto pontualmente Limitado de
anrficacoes Lineares de E em M.

’

PROVA: Seja X € E dado e seja U uma ¢-vizinhanga do O em
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M. Como w_l(U) & uma n-vizinhanga do 0 em G, segue da hi-

pbtese feita sobre H que ]6 >>0 tal que para todo » € R,
lkl > 8, T(x)€51¢“l(U) para todo T € H. Portanto w (T{x)) =
- e ;1 c e

=9 o T(x) Al ¢ (U)) AU para todo T H, © que oconpleta

a prova = . g

LEMA 8.13 - Suponhamos (F, |..|) completo e sefam (E,1) e {G,n)EVT
sobre (F,{.1) onde n e de Hausdorngd. Seja ((Gyn), @) wm

completamente de (G,n) e sefa H um conjunto de aplicacoes RLi-

neares continuas de E em G, Se H : =4 o HC L(E;G) & equicon-

tinue, entdo H € L(B;G) & equiconitinuo.

-

PROVA: Seja W uma n-vizinhanga do 0 em G. Porgue n coin-

cide com ¢ (n) em ¢ (G), existe uma n-vizinhanca U do 0 em

¢ tal que W = w‘l(U); Como N T_l(W) = N T_l(w"l(U))=
T E H TE H
= 0 (po0 T)-l(U) e, por hipdtese, N (¢ o T)_l(U) e
TE H TE H
uma <-vizinhanga do 0 em E, seque que N T_l(W) e uma
TS H

t-viziphanga do 0 em E. Portanto H C £ (E}G) & equicontinuo®

TEOREMA 8.14 - {Banach - Steinhaus) - Sefa (E,t) um EVT. Sao
equivalentes:

(1) - (E,r) e um EVT ftonelado;

(i1) - Todo conjunzg ponfualmente Limitado de aplicagoes

Lineares continuas de (E,r) num EVT arbitrardio ¢ equicontinuc;
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{iii) - Todo conjunto pontualmente Limitade de aplicagoes
Lineanes continuas de (E,r) num EVT metrizaved arbitrdrioc & equdi-
continuo.
Se (F,[...) & completo, entdo (i), (ii), (iii) sdo equivalentes
a:

(iv) = Todo conjunto pontualmente Limitado dé woaplica-

goes Lineares continuas de (E,t) em um F-espaco arbitrario ¢

equicontinuo.

PROVA: A equivaléncia entre (i) e (ii}.. & provada em [8]. E
obvio que (ii) implica (iii) e gue (iii) implica (iv).

(11i) =(1i) - Séja (G,r4) um EVT sobre (F,1l.1).Seja H C {(E;G)
un conjunto pontualmente limitade e seja W uma n-vizinhanga do 0

em G, Afirmamos que n T
T €H

(W} @ uma t-vizinhanga do 0 em

E. De fato, seja W = (Wh) uma corda n-topoldgicaem G com

n& N
W, + Wl C W e consideremos o EVT metrizavel (G

w'Tn(w)) (veja

8.6), onde § & a projegdo candnica de G sobre Gw . Por 8.12

T o HC £(E;Gw) & pontualmente limitsdo. Da hipdtese, segue, en

tao, que 1 o H & equicontinuo. Seja V = (W) . Desde  que

norhw o n ol w0 ™ (0™ () =

n o e ) =
T & H T € H T &

]
H € H

=]

(10T YW e (n o ) tvy @

(10T trw)) =

N n N
TER T € H T&H

uma t-vizinhanga do 0 em E, a,afirmagéo seqgue.
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Suponhamos agora que (F, [.].) & completo.

{(iv) =(4iii) -~ Seja (G,n) um EVT metrizavel. Seja H C L(E;G)
um conjuntoc pontualmente limitado e seja ((é,a),¢) um completa-
mento de (G,n). Por 8.12, ﬁ C £(E;a) & pontualmente limitado e
segue entao, da hipdtese, que HCL(E;G) & equipontinuo, pois
(é,a) € um F-espago. Por 8.13, H C £ (E;G) & equicontinue ,

e isso completa a prova ®

) completo e sefa (E,r) um EVT

TEOREMA 8.15 - Suponhamos (F,.
sobre (F,] .]). 8Sao equivalentes:

(1) = (B,1) ¢ tonelado.

*

(1i) - Toda aplicac¢aoc Linean fechada de (E,t) num F-es-

pago arbitrario & continua,

PROVA. Que (i) implica (ii) esta demonstrado em (8] e ndo foi
necessario supor que (P, .1) & completo.

{ii} = (i) - Seja U uma corda rt-fechada en E e seja

- -~

e T o

n: E — EU e uma aplicagﬁo linear fechada e, portanto, conti-

) o F-espago definido em 8.6. Entao, de 8.9, segue que

-~

nua por hipotese. Logo, de 8.7, vem que U & uma corda t-topolo-

gica em E, Disso e de 7.17 vem que (E,r) & um EVT tonelado ®

TEOREMA 8.16 =~ Suponhamos (F,.|.]) completo e sefa (E,t) um EVT

bre (F,|.|). Sdo¢ equivalentes:

(1) ~ (E,7) e guase-tonelado;
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(i) - Toda apticacdo Zinear fechada e Limitada de (E,1)

num F-espago arbitrario e coniinua.

PROVA: Que (i) implica (ii) & provado em ([8] e ndo foi necessa-

rio supor gue (F, |.|} & completo.

1
[

(1i) =(i) - Seja U uma corda r-fechada e rt-bornivora em E

e seja {EU';H[U)) o F-espago definido em 8.6. De 8.9 e 8.11

segue que I : E ——rﬁu é uma aplicagao linear fechada e limitada.

-

Portanto, da hipdtese, segue gue T :E — E, & continua. De
8.7 vem que. U & uma corda 1-topoldgica em E. De 7.19 segue

que (E,tr} & um EVT quase-tonelado, © que completa a prova =

ety i



