
ESPAÇOS VETORIAIS TOPQUjGICOS 

SOBRE CORPOS NÃO-COMUTATIVOS 

HARILENE TEIXEIRA BALEI 

UNICAMP 

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 
INSTITUTO DE MATEMÁTICA, ESTATÍSTICA E CIÊNCIA DA COMPUTAÇAO 

B185e 

4676/BC CAMPINAS - SAO PAULO 
BRASIL 



COORDENAÇÃO DOS CURSOS DE PÓS-GRADUAÇÃO 

UNICAMP AUTORIZAÇlO PARA QUE A UNICAMP POSSA FORNECER, A PRE­

ÇO DE CUST0 0 CÓPIAS DA TESE A INTERESSADOS 

Nome do AJ.uno: MAR\ L!~NE TE:IXIó:lflA í3AL8( 
NO de Identi-ficação: .flf O <fl S" / 

l 

Endereço para Correspondência: :l:" 111 (;;CC - V IJ l C-A Mf 
Curso: ~~f,-CG. 1 DIJ 
Nome do Orientador: ~ JW{. • 'Wt · ~ ~ f'~ 
T!tuJ.o da Dissertação ~u ~ese: ESfA-COS V G'íof'l 11-LS TofoL.o-

b-ic.oS ~Q~'E Ce~ft>S JJÀÓ~CoHVT/t'flv'o.S 
Data proposta para a Defesa: 

( O A.luno deverá assinar um dos 3 {tens abaixo ) 

1.) Autorizo a 'D'niTersidade Estadual de Campinas a partir de.§ 

ta datat a fornecer, a preço de custo, cÓpias de minha Dissertação ou 

Teee a interessados. 

Data assinatura do aluno 

2) Autorizo a Universidade Estadual de Campinas, a fornecer, a 

partir de dois anos apÓs esta data, a preço de custo, cÓpias de minha 

Dissertação ou Tese a interessados. 

I I 
Data assinatura do al.uno 

3) Solicito que a U~versidade Estadual de Campinas me consUi 

te, dois anos apÓs esta data, quanto à minha autorização para o f'OI"n~ 

cimento de cÓpias de minha Dissertação ou Tese, a preço de custo, a in 
teressados. 

Data al.uno 



ESPAÇOS VETORIAIS TOPOLOGICOS 

SOBRE CORPOS NÃO-COMUTATIVOS 

MARILENE TEIXEIRA BALBI 

Orientador: 

Prof. Dr. João Bosco Prolla 

Tese apresentada no Instituto 

de Matemática, Estatistica e 

Ciência da Computação, como re­

quisito parcial para obtenção do 

titulo de Doutor em Matemática. 

Setembro/1982 

UN!CAMP 

BIBLIOTECA CENTRAl 

• 



ÍNDICE 

INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . 

§1 - Topologias 'F-Adrnissiveis . . . . . . . . . . . . . . 

§2 - Limite Projetivo de Espaços Vetoriais TopológicOs 

§3 - Limite Indutivo de Espaços Vetoriais Topológicos 

§4 - Espaços Toneladas; Infra-s-Espaços 

§5 - Espaços Bornológicos . . . . . . . . . . . . . . . . 

§6 - Espaços Quase-Toneladas • • • • • o • o • • • • • • 

§7 - Cordas em Espaços Vetoriais Topológicos 

§8 - f-Espaços • o • • • • • • • • • o • • • • • • • • • • • 

BIBLIOGRAFIA . 

i 

2 

8 

17 

42 

63 

68 

n· 

79 

99 



§1 - TOPOLOGIAS 'F-ADMISSÍVEIS 

Neste capítulo reuniremos definições e enunciados de teoremas e propo 

siçÕes da teoria de espaços vetoriais topológicos sobre anéis de 

divisão topológicos necessários ao desenvolvimento de nossa Tese. 

As demonstrações encontram-se nos textos referidos na bibliogra­

fia. 

Aqui e nos capitulas seguintes, consideraremos ,salvo mençao em co~ 

trário, apenas espaços vetoriais sobre um anel de divisão topoló­

gico de Hausdorff e não-discreto (F,tF). 

DEFINIÇÃO 1.1 - Seja E um espaço vetorial (EV). Diremos que uma to 

pologia T em E é tF-adm~~hlve! se (E,t) é um espaço vetorial top~ 

lógico (EVT) sobre (F,tF), isto é, se as aplicações 

(i) - (x,y) ~ X + y de E x E em E 

e 

(ii)- (À,x) ~ ÀX de F x E em E 

sao contínuas, onde E x E e F x E, estão Im .. u1idos de suas toiXJlOÇJias produto. 

TEOREMA 1.2- Seja (E,-r) um EVT. Se. V é um .61.6-te..ma 6undame.ntaf. de. 

•-vJ..zJ..nhança.6 do O em E, então V ê uma ba.6e.. de. 61it4o .6ob4e. E .6a­

ti.6 6aze.ndo a..6 .6 e.guin.te..6 condiçÕe...6: 

(Vl) pa~a todo W E V e..xi.6te. V E V tal que V + V c W; 

(V2) pa.Jr.a todo w ~ V e..x.Lõ.te.. uma '['F-vizinhança U do O e..m 

F e. e.x.i.6te.. V E V com U.V c W; 
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(V3) paha todo W E V e pana todo A E F, ~ ~ O, exl4~e 

v E V tat que w c ÃV; 

(V4) pa.Jta todo x E E e pa!t.a. todo W E V ex.{.4te uma 'F-v{ 

zinhan~a v do O em F tal que Vx C w. 

ReQip~t.oeame.nte, dada uma ba.õe de 6ilt~t.o V 4obne. E 4 atl-6 nazendo 
' 

(Vl) - (V4) ex14te uma Unica topologia 'F-adm1.64Zvel em E que ad­

m-Lte V polt. .6-i..õtema óundamental de v-i.z-i.nhanç.a.6 do O. 

PROVA: ver [3], teorema 2.14• 

EXEMPLOS: 

1. 3 - Se E é um EV e se -r e -r 0 sao topologias 'F-admissíveis em E, 

-T 
por TO denotaremos a topologia 'F-admissivel em E que adm! 

-T te para vizinhanças do O em E as -r-aderências U das -r -vizi o -

nhanças U do O em E • 

} .• 4 - Sejam {E,-r) e (G,n) espaços vetoriais topológicos 

-1 
uma aplicação linear de E em G. Por A (n) (resp. 

e seja A 
T 

A- 1 (n)) 

deno~s a topologia TF-adrnissível em E que tem para siste 

ma fundamental de vizinhanças do O o conjunto B.; {A -l (V) ;V EV} 

' - 1 'r 
(resp. B= {A (V) , V E V}) onde V é um sistema fundamental 

de n-vizinhanças do O em G. Evidentemente, A- 1
(<) é a menos 

fina das topologias 'F-admissíveis em E que tornam A conti­

nua e é chamada topofogla lmagem ~nve~~a po~ A da topofog~a 

de G. • 

No caso particular em que E e um subespaço vetorial de G e A é a 
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imersão canônica, IE, de E em G, -e chamada topologia indu-

zida em E por n e anotada nE. 
--n 

Se A é sobrejetiva, por A(T) (resp. A(T) ) , denotaremos a topolo-

gia 'F-admissível em G que admite por sistema fundamental de vizi 

nhanças do O o conjunto W~ {A (UI ; U EU } (resp. W,; {A (UI n, U EU} I ' 
onde U é um sistema fundamental de •-vizinhanças do O em E. 

Seja E um EV e seja {~}a E A uma família não-vazia de topologias 

Tp-admissíveiS em E. 

1. 5 - Por -r: =su:P {Ta ; a E A} denotaremos a topologia TF-admissivelem 

E, chamada .óup-'l.e.mo da.6 topo.tog-i..a.t. T , que satisfaz as segui!! 
" 

tes condições: 

(lI para todo cr E A; 

(2) se n é uma topologia rF-adrnissívelemEtalque rac n 

para todo a E Ar então T C n. 

1.6 - Por f;:=in:É {\;a E A} denotaremos a topologia TF-admissível 

em E, chamada Znfiimo da~ topoiog~a~ T , que satisfaz as se­

" 
guintes condições: 

(li 'C T para todo "E A; 
" 

(2) se ~ e uma topologia TF-admissível em E tal que pa­

ra cada a E A J.l C Ta. , então ~ C f,;. 

DEFINIÇÃO 1.7- Seja E um EV e sejam u e B subconjuntos nao-

-vazios de E. Diremos que: ~ 

(i) - U ab~o~ve B se existe uma TF-vizinhança V do O em 

• 



5 

F tal que V.B cu. 

(i i) - U é abr.. o;~vente se U absorve {x}, para todo 

x E E. 

DEFINIÇÃO 1.8 - Seja (E,-r) um EVT e B um subconjunto de E. Di 

remos que B e T-limitado(ou limitado em {E,-r)) se toda ,-vizi­

nhança U do O em E absorve B. 

DEFINIÇÃO 1.9 - Seja (E,-r) um EVT e seja I; uma topologia 'F-ad-

m.issível em E. Diremos que ~ é T-6e.c.hada se S admite um 

fundamental de vizinhanças -r-fechadas do O. 

sistema 

DEFINIÇÃO 1.10 - Seja (E,T) um EVT e seja V uma parte não-vazia 

de E. Diremos que V e ,-bo~nlvaha se V absorve todo T-limi­

tc1do de E. 

D~FINIÇÃO 1.11 - Seja (E,T) um EVT e S uma topologia TF-admissí­

v'c;l em E. Diremos que S é T-boJtnZvoJta se S admite um sistema fun 

d._tmental de vizinhanças T-bornívoras do O. 

S<2 (E,T) e (G,n) sao espaços vetoriais topológicos, por f. (E;G) de 

nJtaremos o conjunto de todas as aplicações lineares continuas de 

E em G. 

DSFINIÇÃO 1.12 1(5 -topologias) :; sejam (E,T) e (G,n) EVT e seja('? 

um conjunto de partes T-limitadas de E satisfazendo a: 



(i) -se s 1 ,s
2 

EG,existes
3 

E<Stalques
1

us
2 

C s 3 ; 

(ii) - se SEG, então J..S E <5 para todo À E F; 

(iii)- u· {S; S E(!,)~ E. 

6 

Se B um sistema fundamental de vizinhanças do O em (G,n), para 

cada S E c=. e para cada V E V, seja 

W [ S; V] :,;{f; f E C (E;G), f(S) C V). 

Claramente 

B :,;{W[ S;V]; SE c;',, VE B) 

e urna base de filtro em L {E;G) satisfazendo (Vl) - (V4) em 1.2. 

Logo, por 1. 2, existe uma única topologia T~ em .r (E; G) tal que 

{.f (E;G), T~) é um EVT e que admite B~ por sistema fundamental de 

vizinhanças do O em i (E;G). 

Exemplos importantes de C:,-topologias sao obtidos quando: 

(i) - ~ é o conjunto de todos os subconjuntos finitos 

de E. Nesse pontual 

e.m !(E;G). 

(ii) - 5 é a família de todos os subconjuntos pre-com-

pactos de E. Nesse caso , 0 e chamada topologia da 

p!tê.-c.ompacta. em ! (E;G). 

co nve.ng ê.nc..-ia 

Diremos que um subconjunto H de .C (E;G) é ~ --t-<.m-U:a.do se H e 

limitado no EVT ( .f (E;G), Te;). Em particular, se T<ó é a topologia 

da convergência pontual em ~.f (E,G), diremos que H é pontua.tme~ 

te i-imitado se H é ~-limitado em .f (E;G), o que e equivale~ 
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te a: para cada x E E o conjunto B (x) := {f (x) f E H} é n-lim1_ 

tado em G. 

PROPOSIÇÃO 1.13- Sejam (E,T) e (G,n) e..t.paç.o.ó ve.toJt-<-ai.ó topoiõg-L­

c.u.ó e. .6 e.ja. H C J:. (E;G) .t.ã.o e.quivafe.nte.-6: 

(i) -H ê e.quieont1nuo; 

(ii) - paha cada n-v~z~nhança V do O em G, 

n{ f-l (V) ; f E H} e: uma T-viz-inhan.ç.a do O em E; 

(iii)- pa~a cada n-vizinhança V do o em G, e.xi.óte. 

uma •-vizinhança U do O em E tal que. 

U{f{U); f E H) C V. 

PHOPOSIÇÃO 1.14 - Sejam (E 1 T) e (G,n} e.ópaç_o.é ve:toJt-ia.L6 topolÓgi..­

c_o,~ e .óe.ja H um c.onjun:to e.qu1c.ont1nuo de. ap-tic.aç.Õe..ó line.aJtU de. E 

em G. Entã.o H é: pontualmente. limitado. 

PROPOSIÇÃO 1.15 - Sejam {E,<) e. (G,n) e..ópaç.o.t. ve.taniai.t. topolÔgi­

Cl .'J e. ~dja H C L (E;G). Se. H é: e.quic.ont.Zrwo e H 1 ê. a ade.Jr..ênc.ia 

d( H em GE munido da topologia p!toduto, então H1 c L (E;G) ~ 

é e_quic.on.tZnuo. 

PPOVA: ver [ 8 ] • 

PROPOSIÇÃO 1.16- Seja H C f. (EiG) um t:.ubc.anjun.to e.quic..on.tlnuo. 

A.t. JLe..õ.tJtiç.õe.t:. a H da.ó t:.e.guinte..6 .topologia.6 .õao a.ó me.t:.ma.õ: 

(i) - a topologia da c.;mve_.ILgênc..ia .õimp.te..õ; 

(ii) - a .topologia da c.onve.Jtgênc.ia phê-c..ompac...ta. 



§2 - LIMITE PROJETIVO DE ESPAÇOS VETORIAIS TOPOL0GICOS 

TEOREMA 2.1 - Sejam E um e..õpa.ç.a ve.:toJLia.l, (E ,T ) E A 
a a a 

uma 6a­

óamZUa mZtia. de e.õpaço-6 ve.:toh.iai-6 topotôgico-6 e (Aa)a E A uma 

em E . PaJLa cada a E A, .õe.ja B um 
a " 

6ih:te.ma fiundame.ntat de. t -vizinhança.õ de. O 
" 

em E 
" 

Pa.Jut c.ada. 

conjunto 6-i.ni:to · {a 1 , ... , an} C A, c.on.t.-i.de.ne. o e.ie.me.n.to de. E de6~ 

do po!L 

onde. 

me.ntoó 

En-tã.o: 

(1 I 

U E 
"i 

u de E 

n 
lJ: ~ n 

i=l 

-1 
A 

"i 

B , i=l, •• , , n. 
"i 

(U I ' 
"i 

Seja F o conjunto de. :todo.õ o.t. ele-

de ó-Cnido& pOIL (1 I . 

(V1) - (V4) em 1.2; 

(ii) - A topologia TF-admi.t.bZve.l em E, que. admite. F 

poh bib:te.ma fiundame.n:tal de. vizinha.nç.a-6 do ze.ho, e a me.noh óina to 

poiogia 

a E A, .õao eon:tZnua.õ, 

PROVA: (i) - ~evidente que F é uma base de filtro em E pois, 

para todo U E F, O Eu, o que implica que ~ f F e se u 1 ,u2 E F, 

então u1 n u2 E F. Mostremos que F satisfaz as condições(Vl) 

- (V4) do teorema 1.2. 

(a) - F satisfaz (V1) .Seja U E F. Então 
n 

u ~ n 
i=l 

-1 
A 
"i 

(U I para 
"i 

• 



alq-um conjunto finito {a
1

, ... ,c:r.n}CA onde 

cada i=l, ... ,n, existe 

n -1 n 
n A (W ) + n 

io::l a. a. 
i=l l l 

n -1 c n A (W + 
i=l a. a. 

" " 
n -1 w = n 

A". (Wa. ) E 
i=l l l 

W E 
"i 

B 
"i 

-1 
A (W ) a, 

l 
a. 

l 

n 
w ) c n 

a. 
i=l " 

com 

n 
[ A-l = n 

i=l ai 

A-l(U 
a. a. 

" " 

F e tal que w + w 

(b) -F satisfaz (V2). Seja u E F. Então U 

U E 
a. 

l 

B 
"i 

w c 
a. 

l 

(W ) + A 
a. 

l 

= u e (Vl) 

c u. 

9 

Logo, para 

Então 

-1 
(W ) J c 

a. a. 
l l 

segue pois 

para 

algum conjunto finito· {c:r. 1 , ... ,c:r.n) C A onde U E B Então,p~ 
ai ai 

ra cada i=l, ••• ,n, existe uma 'F-vizinhança v 
a. 

do o 

existe 

w = 

w 

n 
n 

i=l 

E 
a. 

" 
-1 

A 
"i 

B 
"i 

com 

(W ) • 
"i 

Então 

w 
a. 

l 

v 

c 

-e uma 

W E F e vw c 
"i 

o que implica 

n 
Logo V w = V n 

i=l 

I c) - F satisfaz 

n 

(V3). Sejam 

c 

u 

n 
n 

i=l 

E F e À 

l 

Sejam V 
n 
n 

i=l 

'F-vizinhança do 

= u. 

;i o dados. 

em 

v 

o 

A-l(U u = n para algum conjunto finito {al, · · · ,o.n} E 
i=l 

a . ct. 

" " 
' 

u E B Portanto, para cada i=l, ... ,n, existe w E B 
:'1. • a, a. a. 

l l l l 

F e 

e a. 

" 
em F, 

Então 

A onde 

tal 



que 

e 

w 
"i 

n 
w c n 

i=l 

c 
n 

e, pondo W:= n 
i=l 

n 
c n 

i=l 

n 
n 

i=l 
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segue que w E F 

(d) -F satisfaz (V4). Sejam x E E e u E F. Então 

n 
u = n 

i=l 

de u 
"i 

nhança 

n 

E B 

w 
"i 

W:= n w 
i=l 

n 
Wx = ( n 

i=l 

a. 
' 

a. 
' 
do 

para algum conjunto finito {a1 , ••. ,an} C A on-

Logo, 

o em 

Então 

n 
n 

i=l 

w 

para 

F 

e 

cada i=l, ... ,n, existe 

tal que w A (xl c u 
a. "i ' 

uma -r F-vizinhança 

n 
(x} c n 

i=l 

"· ' 
do o 

= u. 

uma TF-viz_i 

Seja 

em F com 
• 

(ii) - De (i} e do ~eorema 1.2, existe uma única topol~ 

gia 'F-admissível em E, que denotaremos por T para a qual F e 

um sistema fundamental de vizinhanças do zero. Da definição de r 

segue que, para cada a E A , a aplicação linear A de (E,T} 

" 
em 

1 
(E ,r ) é contínua. Seja, agora, T 

a a 
uma outra topologia r -admis­

F 
1 

sível em E tal que, para cada 
1 

a E A, A 
" 

(E,T I + (E ,T I 
a a e 

contínua. Afirmamos que T C T • De fato, seja u uma -r- vizinhan 

ça do 
n 

V= n 
i=l 

u E 
a. 
' 

zero em E. Então existe V E F tal que V CU onde 

A-
1

(U ) , para algum conjunto finito {a
1

, ... ,an} C A, e 
ai ai 

8 
"i 

Da continuidade de 

1 

A 
"i 

1 
(E' T I + (E ,T ) ,i=l, ... ,n, 

ai ai 

segue que V e uma -r -vizinhança do zero em E, o que é verda 
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de também para U, pois V C U• 

DEFINIÇÃO 2. 2 - A topologia 'F-admissível em E definida e descri 

ta no teorema 2.1 e chamada topolog-i.a p!toje:tiva em E com respei:, 

to à famÍlia ((E ,T ) , A ) E A' Um EVT (E,T) 
a a a a 

gerado como des-

c r i to no teorema 2 .1 é chamado o LimLte. piLo j e-ti v o do.ó e.ll paç.o.b v e-

denotado por 

{E,T) = proj 
aEA 

((E,T),A). 
a a a 

EXEMPLOS 2.3- Da definição de topologia induzida, topologia pro­

duto, supremo de uma coleção de topologias e do teorema 2.1, pod~ 

mos enunciar os seguintes exemplos~ 

2.3.1- Seja (E, T) um EVT e seja H um subespaço V.§. 

torial de E. Seja 

t (H A-l(T) men e , 

A uma aplicação linear de H em E. Obvia­

= proj ((E, T), A). No caso particular em que 

A é a imersão canônica de H em E, conseqüentemente segue que 

(H,TH) =proj ((E,-r), IH). 

2.3.2 - Seja (E, T) ~ IT (E , T ) 
aEJ\ a a 

o produto topológi-

co da família de EVT (E ,c ) E I· o: a a 1 
Se denotarmos por P a pro­

a 

jeção econômica de 

= proj 
a E A 

(E 1 T ) 1 p ) • a a a 

IT 
aEA 

2.3.3 - Seja E 

E 
a 

sobre E 
a 

a E A, temos que (E,T) = 

um EV e seja - { T , a E A } 
a 

uma famí-

• 
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lia de topologias '!'F-admissíveis em E. Se T = sup {T a E A}, 
a 

então (E, ·r) = proj 
a E A 

((E,T ) 
a 

aplicação identidade em E. 

i ) 
a 

onde, para cada e a 

PROPOSIÇÃO 2.4 - S•ja (E, T) = proj 
aEA 

((E,T),A), 
a a a 

011de., pa}{_a c.a-

da -a E A 1 (E , T ) e. um 
a a 

EVT de Hau6do~66· Então -(E,T) e. um 

n ker 
aEA 

(A ) = (O}. 
a 

EVT 

PROVA: Desde que T e uma topologia de Hausdorff em E se, so­

mente se, n V = · { O} onde B é um sistema fundamental de T-vi 
VEB 

zinhanças do O em E , é suficiente provarmos que, sob as hipó- .. 

teses, nv=n 
V E B a E A 

n 

ker (A ) • Seja 
a 

X E () 
a E A 

ker (A ) 
a 

e seja 

V E B. Então v= n A-l(U 
i=l a i ai. 

onde U 
a. 

' 
é uma T -vizinhan­

a1 

ça básica do zero em i=l, ... ,n. Desde que 

temos que x E V. Como V foi escolhido arbitrariamente em B 

segue que 

(a) n ker (A ) 
aEJ\ a 

c () 
VEB 

Reciprocamente, seja x E n V 
VEB 

Seja w 
a 

urna T -vizinhança do 
a 

V. 

e seja a E A dados. 

zero em E • 

U = A-l(W) E B pois· {a} e um subconjunto finito de A. 
a a 

Então 

Logo 

x E u , o que implica que f.. (x) E w e, portanto, A (x) = O 
a " a 
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pois (E , T ) 
a a 

-e um EVT de Hausdorff. Corno a E A foi escolhi-

do arbitrariamente, X E n 
CIEA 

(b) n v c n 
VEB o.EA 

ker (A ) • Logo 
a 

ker (A ) • 
a 

NOTA: Na prova de {a) -nao foi usado o fato de (E 1 T ) 
a a 

ser um 

EVT de Hausdorff. Portanto, se (E,T) e um EVT de Hausdorff , 

então n 
aEA 

ker (A ) = {O} • 
a 

COROLÁRIO 2.5- Na.õ hipÕ.te.-t.e.-6 da p!topo.t:.i..ç.ão 2.4, (E,T) e um EVT 

de. Hau.t:.do~t66 6e, e 4omen.te .õe, pa~ta cada x E E, x # O, 

a E A e uma ' -v,[z-f..nha.nç.a. U 
a a 

do z e.Jw em E 
a 

tal que A (x) $ 
a 

$ u 
a 

PROVA: Imediata de 2.4• 

-PROPOSIÇÃO 2.6: Se (E,,) = proj 
aEA 

((E ,T ),A) 
a a a 

(G, n) e um 

EVT a.Jtb-[tltâ.Jt..io, então uma a.pl-Lcação .t-t.ne.a.Jt A de. G em E 

Llnua .t:.e., e. f:.ome.nte. &e., pa.Jta. c.ada. a E A , a ap.tic..aç.ã.o 

A o A de. G em E é eontZnua. 
a a 

e. c. o 11 

PROVA: Suponhamos que A: (G,n) ~ (E,T) seja continua. Então, da 

definição de T , segue imediatamente que, para todo 

a E A, A o A: (G,n) ~ (E ,T ) e contínua. Reciprocamente, 
a a a 

seja 

a E A dado e suponhamos que Aa.,p A: (G,n) ~ (E 1 T ) 
a a 

seja contí-

nua. Seja V uma ,-vizinhança do O em E. Então, da defini-

• 



14 

çao de T , podemos garantir a existência de um conjunto finito 

{a. 1 , .•• ,Cln} C A e, para cada i=l, .•. ,n uma • -vizinhança bá a. -
1 

si c a do o em tal que u = 
n 
n A- 1 (U )C V. 

i=l ai ai 
Por-

tanto 

(A o 
a. 

1 

A- 1 (U) 

n 
= n 

i=l 

A-1) (U 
a. 

1 

também o 

. 
n-vizinhança do o e urna 

. 
Como A- 1 (U) CA- 1 (V), e. 

urna n-vizinhança do o em G • 

PROPOSIÇÃO 2.7: Se (E,•) =proj 
aEA 

((E ,T ),A) 
a a a 

= 

Por hipótese, 

em G e portanto 

segue que A- 1 (V) e 

( G' n) e um 

EVT a~t.bJ...:tJt.â.td_o, en..:tão um c.onju11.to H de apf1c.aç.Õe6 -t1ne.aJLe.J.J de 

G em E ~ equJ...c.on:tZnuo .t.e, e 6omen:te ~.;,e, pana c.ada a E A H = a 

={A o T; T E H} e um c.on.junto e.quJ...c.on:tZnuo de. apR.,i.c.aç.Õe..t. Li-
a 

neane.~.:, de. G em H 
a 

PROVA: Suponhamos que H seja um conjunto equicontinuo de aplic~ 

çoes lineares de G em E e seja a E A dado. Desde que para 

todo T E H , T E .r ( G ~E) , segue que 

por 2.6. 

H : ={A o T T E H) C C (G;E ) 
a a a 

Seja V uma T -Vizinhança do 
a 

O em E 

se, existe uma 11 -vizinhança U do O em G tal que 

a 
Por hipóte­

T (U) C A - 1 (V) 
a 

• 
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para todo T E H. Portanto (A o T) (U) C V para todo 
a 

T E H, 

o que mostra que H C ! (G'E ) 
a ' a 

e equicontínuo 'I;Jo. E A . ReciprQ 

camente, admitamos que H e um conjunto de aplicações lineares de 

G em E tal que H = {A o T T E H} 
a a 

é um conjunto equicontí-

nua de aplicações lineares de G em E 
a 

para cada a' E A', Então 

H c t (G;E ) para cada a E A • Seja V uma ,-vizinhança do O e· a 

em E Pela definição de < , existe um conjunto finito J : 

e para cada 

m 
A-1 (U do o em E tal que n 

a. i=l a. 
~ ~ 

que u é uma T -vizinhança do 
"i "i 

E J uma 

) c v . 
"i 

o em E 

t -vizinhança 
"i 

Seja 1< i< m . 

a. 
, existe uma 

1 

u 
"i 

Desde 

n-vi-

zinhança v. do 
l 

o em G com (A o T) (V i) c u para todo 

T E H • 

z:Lnhança 

m 
n 

i=l 

Seja 

do o 

m 
w= n V. e seja 

i=l l 

em G T(W) c 

o T (V.)) C 
l 

m 
n 

i=l 

T 

m 
n 

i=l 

"i a. 
1 

E H Desde que w é uma n-vi 

m 
(A -1 T (V i) c n o A ) (T (V.} ) = 

i=l a. a. ~ 

l l 

c v e ' como T foi es 

CLÜhido em H arbitrariamente, segue que H C .C (E;G) é equicon-

tínuo • 

PROPOSIÇÃO 2.8: S•ja {E,t) - proj 
a E A 

( (E , T ) , A ) 
a a a 

n ker (A ) 
a 

{ o } . A aplic.l.lç.ão J:E + rr 
a E A a E A 

e. adm.Ltamo.6 que. 

(E , T ) 
a a 

• 
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po!L J(x) = (A (x)) 
a a E A x E E, e. um L6omoJr.6-Lómo topo.tôgJ..c.o 

(E I T) e (J(E) ,nJ(E)), onde rr denota a topologia pJr.o-

duto de rr 
a E A 

(E 1 T ) 
a a 

PROVA: :E': óbvio que J é uma aplicação linear inj,etiva de E em 

rr 
a E A 

a E A 

E 
a 

E 
" 

Mostremos agora que J é continua. Para isso, 

dado e seja p 

" 
a projeção canônica de rr E 

a a E A 

Como P oJ=A 
a a 

E -> E é contínua, a afirmação 

de 2.6. Consideremos agora 
-1 

J : J (E) -+ E • Desde que para 

a E A A 

" 
-1 

o J = P __ I 
')' J (E) 

11, segue de 2.6 que 
-1 

J 

e p 
a 

é contínua pela definição 

e continua • 

seja 

sobre 

segue 

cada 

de. 



§3 - LIMITE INDUTIVO DE ESPAÇOS VETORIAIS TOPOLOGICOS 

TEOREMA 3.1. - Sejam 

(A a) a E A u.ma c.ol'.e.ç.iio 

o conjunto de pafL:te..& 

F:={!J;U C E 

V a E A}. 

Então: 

E 

de 

de 

e 

um EV, (Ea.,'a)a E A uma 6am1lJ.a de 

apLi.caç.õe.~ .f..ine.a.ll.e.-6 de E a em E. 

E defi,i.n~do paJt: 

A~l (U) e uma Ta-vizinhança do o 

EVT e 

Seja F 

em Ea, 

-(i) - F e uma ba.6e de ó.U.t:Jw em E •a.tü&azendo (Vl)-(V4) 

em 1.2. 

{ii) - A .topo.tog..i..a. 'F - a.dmi.&.ó.Zve.l em E que. a.dmLte. F poli.. 

.&.i.&te.ma. óunda.me.nta.l de. vizinhança.ó da O ê a mai.ó 6ina topo.Cog~a 

Tp-admLt:us.Zve..t e.m E paJta. a qua.t :toda-6 a.6 ap-t.i.c.aç.Õe..ó Ao,, a E A ' 
-6 ã.o eon.tZnua.&. 

PROVA• (i) - E' imediato que F é uma base de filtro em E r.ois 

ljJ ?!: F e a interseção de dois elementos de F é um elemento de F. 

Mostremos que F satisfaz as condições (Vl)-(V4) do teorema 1.2. 

a) F satisfaz (V1). 

Seja U E F. Desde que VaE A A:1 (u) é urna ~-vizinhança do O em 

E então o em a, 

c A:
1 

(U). Seja W:=&_~A Aa (Wét)E E. Mostremos que 

De fato, se]· a a E A dado. De W"' CA-l {A {W ) ) c 
"" a a a 

W E F e W+W C U. 

-1 
Aa (W) segue que W 

é uma < -vizinhança do zero em 
a ' 

Ea e, portanto, w E F. Temos tam 

bém que W+W = UAA (W )+EUAA (W )= U rA (W )+A (W,)l = a E a a a a a aE At a a a "" :1 

= U A (W + W) C U A (A-l (U)) C UAU = U. 
aEA a a a. aEA a a aE 



(L) F satisfa~ (V2) 

Seja U E F. Então IJaE A, desde 

em 

em 

VrE 

E ' a 

E 
a 

~V a TF-vizinllança do O 

tal que V w C A-l(U). 
a a a 

V:= U 
aEA 

A 

v . 
" 

Então v e uma 

18 

é uma •a-vizinhança do O 

em F_ e 3 W d. Ta ""'Vizinhança do O 

Portanto VaEA w C(v- {olr1A:1 (u). 
a a " 

TF-vizinhança do o em F e 

= (V-{O})-lA: 1 (U) C A:l((V-{0})-lu). Log0 ,Va E A,Aa(W
0

)C(V-{0})-1 U 

e, portanto, UA A (W ) C (V- {0})-l u. 
aE a o. 

Pondo W: = U A A (W ) , segue que W E F e, corno O E w, temes que 
aen (l a 

v;.qcu. 

(c) F satisfaz (V3) 

Seja U E F e seja t..:f O. Então, 

E , com W C À A-l(U)=A-l(ÀU). 

~a E A, 3W ,T -vizinhança do O em 
a a 

a a a a 

Seja W ; = a~A A a (Wa.). Então W E F e W =a ~A A a (WO'.) C 

C U A 0 (A~l( ÀU)) C"UAÀU =À U. 
a e A "'E 

(d) F satisfaz (V4) 

SEja X E E e seja U E F. S·~ja a E A dado. Então 

o em tal é uma T -vizinhança do a . E • Escolhamos y E E a a a 

ql1e x = A (y ) • Então existe w , , -vizinhança do O em E , tal 
a a a a a 

que W
0
_Ya C A:l(U), O que implica que Wa:Aa(Ya.)= Wct x CU. Seja 

W:= U W. 
a EA a 

Então W E F 

par a algum w a E W a , z = w c 

e wx C u pois, se z E Wx, então, 

EwxC(UW) x= WxCU. 
a: aEA a 

(ii) - Por (i) e por 1.2 , existe uma única topologia 

T F-admissivel em E, qne denotar2mos por T, admitindo F por sis 

tema fundamental de vizinhanças do O em E. Da definição de T se-
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gue que, para todo a E A' A e uma aplicação linear continua. 
a 

Afirmamos que T e a mais fina topologia 1F-admissivel em E 

com essa propriedade. Para tal, seja n uma outra topologia T -
F 

admissível tal todo a E A,A:(E,c) -+(E,rd -em E que, para e 
a a a 

continua e seja v uma n-vizinhança do o em E. Então para to-

do a E A A-l(V) é uma T -vizinhança do O em E o que acar 
" " a 

reta, pela definição de T, que V é uma l-Vizinhança do zero 

em E. Logo n C T • 

DEFINIÇÃO 3.2- A topologia 'F-admissivel em E definida e des-

crita no teorema 3.1 é chamada topologia limite indutivo em E 

com respeito à familia {(E ,t ),A) E A" Um EVT (E,t) gerado como~ 
" a " 

descrito no teorema 3.1 é chamado limite indutivo do~ e~paço~ ve-

(E ,T ) com ~elação â6 aplicaçÕe4 lineane6 A 
" " a 

e denotado por 

(E, T) = ind I (E , 
a E A o. 

T ),A ) • 
a a 

EXEMPLOS 3.3 -Da definição de topologia quociente, topologia so­

ma-direta, infimo de um coleção de topologias e do teorema 3.l,p~ 

demos enunciar os seguintes exemplos: 

3.3.!1 - Seja (E,t) um EVT e M. subespaço vetorial de E. 

rr : E--4E/M a aplicação quociente. Desde que a topologia 

ciente em E/M é a mais fina topologia 

• 
E/M que torna TI continua, temos que 

Seja 

quó-

em 



3.3.2- Seja (E,t) = m 
a E A 

iarnilia de EVT (E ,L ) • Se 
a a 

de em Ell 
a E A 

E ,a EA, 
a 
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(E , t ) a soma direta topológica da 
a a 

demotarmos por 

ternos que (E,t) 

I a imersão canônica 
a 

= ind ( (E , t ) 1 I ) • 
o.EA a a a 

3.3.3 Seja E um EV e seja {-ru,a E A} uma família de topolo-

gias 'F-admissíveis em E. Se 

o::::irrl ((E , T ) ,i ) onie,para cada 
rtE A a. a a 

em E. 

t=inf{T ·o. E A}., então (E;T )= 
a ' 

a E A, i e a aplicação identidade 
a 

PROPOSIÇÃO: 3.4 - Seja (E,,) = ind 
a E A 

((E ,-r ),A e. (G,n)u.m EVT 
a a a 

a!tbLtJtâ.IL.io. Uma. ap.ti.c_, . .:;.ao .t-Lne.aJL A de. E em G ê con~Znua ~~ 

e ~omente. le., pana ~ada 

em G é con~Znua. 

a E A A o A de. 
a 

E 
a 

PROVA: Claramente a condição é necessária. Reciprocamente, supo-

nhamos que, para cada a. E A, A o A :.(E ,t ) ---:-+-(G,rd é continua. 
" " " 

Seja v uma n-vizinhança do o em G. Então, por hipótese ' 
IA o A )-l(V)= A-l(A-l(V)) e uma t -vizinhança do o em E 

" " " a 

C!ualquer que seja a E A. Por 2.2 ternos que A -l (V) e uma 1-Vi-

~ inhança do O em E, o q1:e impl.i ..-.;, que A : E -+ G e continua • 

PROPOSIÇÃO 3.5 - Seja (' r) = ind ((E ,-r ) ,A )e(G,n) um EVT aiL-

E A 
a a a 

a 
1-,_(L/tâtr..i..o. Um c.onjunto H d• aplic..aç.õ e..a li..ne.atr..e..a d• E •m G ' 
cqu.lc..ont1nuo lle.,e. -.\o mente. H, patta c..ada a E A,H :={T o A ;T E H} 

a " - conjunto e.q uJ. c.. o ntZnuo d• apLi..c..aç.õ e..a f.J.ne.atr..e..& de G. c um E em 
' a 

• 
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PROVA: Suponhamos que H seja um conjunto equicontinuo de aplic~ 

ções lineares de E em G e seja a E A dado. Desde que para ca 

da TE H, TE !(E,G), segue que H :={To A ·TE H}C !(E ;G) 
a a' a por 

3.4. Seja V uma n-vizinhança do O em G. Por hipótese, existe 

U, •-vizinhan~a do O em E tal que T(U)C V para todo T E H. 

Logo 

em E 
a 

H é equicontlnuo, pois A-l(U) e uma T -vizinhança 
a a a 

com (To A) (A-l(U)) C T(U) C V para todo TE H. 
a a 

do O 

·Reei-

procamente, suponhamos que H - conjunto de aplicações linea-e um 

res de E em G tal que H ' a 
= (T o A a' T E H) e um conjunto 

equicontínuo de aplicações lineares de E em G para todo o. E 11. 

" 
Então, qualquer que seja a E A, H C .t {E ; G) • Seja v uma 11-Vi a a 

zinhança do o em G. Por hipótese, 

n )-l(V) n A-l(T-l(V))= -1 n T-l(V) (T o A = E Aa T T E H a T H a E H 

é uma T -vizinhança do O em E para cada a E 11. Disto e de 
a a 

2.2 segue que n T-l(V) é uma T-vizinhança do O em E, o 
T E H 

que implica, por 1.13,que 

PROPOSIÇÃO 3.6 - Seja (E,T) 

H é equicontinuo • 

= ind ((E ,'f ),A) 
a E A a a a 

e a.dmi.ta.mo-6 

a união do~ .õube.õpa.ço.õ A (E ) gel!.a E. 
a a 

Palla c.a.da. 

V uma < -vizinhança do O e.m E e óe.ja 
a a a 

(1) u u 
O E O 

r 
a E o 

A (V ) 
a a 

que 

.õeja. 

onde. 4> e. o c.onjun:to de. :todoó o!:. !:.ubc.onjun:to.õ 6ini:to!:. de. A. En-

• 
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(1) - U e. uma. -r-vizinha.nç.a. do O e.m E; 

(ii) - H A e enume.Jtáve.t, então quando V pe.JtcOJtJte. um 
a 

.ói-óte.ma 6u.nda.me.n-ta.t de. viz,(nha.nç.a.t. do O em (E,, ), o conjunto 
a a 

de toda..ó a..ó pa.Jtte..ó de E dada.ó poJt (1) ~ u.m .õi.óte.ma. 6u.nda.me.ntal 

de. vizinha.nç.a.õ do O em (I::, t) . 

PROVA: (i) - Para mostrarmos que U e um t-vizinhança do ze-

ro em E, basta verificarmos inicialmente que, qualquer que seja 

o conjunto de indices A, o conjunto de todas as partes U de E, 

dadas por (1), com ' -vizinhança básica do zero 
a 

em 

E , é um sistema fundamental de vizinhanças do zero para uma to­
a 

pologia q ~F-admissivel em E 

nuas. Seja, então, para cada 

que torna todas as 

a E A ,. B 
a 

um sistema 

A 
a 

contí-

fundamental 

de 1 -vizinhanças do zero em E . Seja B o conjunto de todas 
a a 

as partes u de E dadas por (1) com V E 
a 

A. Facilmen 

te verifica-se que B é uma base de filtro em E satisfazendo 

(Vl) - (V4) em 1.2. Por 1.2 , seja n a Única topologia T -
F 

ad~issivel em E que admite B por sistema fundamental de vizi 

nhanças do zero em E. Afirmamos que, para todo a E A, 

Ac (Eo.,-ra) -~>(E,n) é continua. De fato, seja a 0 E A dado e 

seja W uma n-vizinhança do O em E. Então existe V E B tal 

qu_e v C w onde 

v= u 
O E~ 

E A (V ) , V E 
aE ~ a ,..o. 

B a , para todo o. E A. 

Desde que 

• 



-l 
A 

"o 

segue que 

(V) 

A-l (V) 
"o 

-e uma 

tanto, o mesmo é verdade 

dado por (l} temos que 

E A (V ) ) 
aE$o:ct 

:>v 
"o 

' -vizinhança de 
"o 

o em E e, 
"o 

-l para A (W). 
"o 

A-l(U) é uma 
"o 

Em particular, 

' -vizinhança 
"o 

se 

do 
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por-

u e 

o em 

E Como t é a mais fina topologia tF-admissivel que torna to-
"o 

das as A continuas, seque que n C ,, o que conclui a 
a 

de (i) • 

prova 

(ii) - Suponhamos agora que A é enumerável, digamos, 

11. = {a (n) i n E :N} • Para cada n E JN,seja B um sisterra funda-
a (n) 

mental de 'a(n)-vizinhanças do zero em Ea(n)' Então 

00 

B = { U; U C E, U = n ~ 1 
E 

1 < r < n A a. (r} (V a (r) ) ' 

Va(r) E Bu(r)' r= 1,2, ••• ,n, Vn E JN}, 

corno foi mostrado acima, é um sistema fundamental de vizinhanças 

do O em E para uma topologia ~ 'F-admissivel em E menos fi­

na do que t. Mostremos agora que ~ é mais fina do que t. Para 

isso, seja w0 uma •-vizinhança do zero em E e seja (Wn)n E~ 

uma sequência decrescente de •-vizinhanças de O em E com 

para cada 

n E lN -e uma 'a(n)-vizinhança do o em en-

tão, para todo n E JN , existe V E B 
a (n) a (n) 

tal que 

• 
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Seja u u L En-
n = l l ' r < 

t5.o U E B, isto é, u e uma ~::-vizinhança do zero em E e 

U C w0 . Logo 1" C ~ e, portanto, f;, = T, o que conclui a prova 

de:~ (ii). 

COROLÂRIO 3. 7 - Seja A um óu.bc.onjun.to 6ini..to de. JN, !Jeja 

(E I T) = ind ((E,, ),A), onde 
aEA a a a 

E = L 
aEA 

A (E ) • Pa.Jta c.ada a E A, 
a " 

B um .6~.6tema 6undamental de 
" 

E En~ão o eonju.n.to ,, 

B = {U; U C E, il - E 
a E 

T -vizinhança!J do 
a 

zero 

A (V ) I v E B , ct E A} 
A a a a a 

c um l:..i.bte.ma 6unda.menta.f. 1:, e T- vJ..zinha.nça.J.. do zero e.m E. 

PROVA: Imediata de 3.6 • 

em 

PROPOSIÇÃO 3.8 - Seja 

• de 

(E, T) = ffi (E , T ) • Então pa.ll.a. todo .t:J.ub 
ctEActa 

conjunto ái.n-L.to A a topologia 1:.oma di.Jteta da &a.mZlia 

{E r T ) E • a a a e a topolor-ia. induzida poJt T em EB 
a E • 

PROVA: Seja ~ um subconjunto fini-co de A e ponhamos 

E 

" 

(H,n } : $ (E 1 T ) • 
aEcll a o. 

Sej~ I a imersão canônica de 

co-Lnc.i-

• 



H : ~ (J) 

a E ~ 

E • em 
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E e seja a topologia induzida por T em 

H. Mostremos inicialmente que 'H C n, o que equivale a mostrar 

que I ~ (H,n) -+(E,,) é continua. Para tal, seja a E <.jl dado e seja 

I (resp.I ) a imersão canônica -de E em (H,n) (resp. E). Da • • • 
definição n e T segue que I • e I • sao continuas. Como 

I o I = I vem, de 3.4, que I e contínua. Mostremos agora que • • 
n c TH. Seja i : (H,-rH) +(H,n) a aplicação identidade. Então 

i = P o I, onde P e a projeção de E sobre (H,n). Como I de 

(H,TH) em (E,T) e continua e P e contínua (a continuidade de 

p segue de 3.4 pois, para cada a E ~, P o I = I , onde 
• • I 

a 
e 

Ia são como acima), segue que i é continua e, portanto, n C 'H' 

Logo n = 'H • 

COROLÁRIO 3.9 -Seja (E' TI ~ ffi (E ,t 1. Enrão, 
a E fi a a 

palta o a da 

et E A, a topologia J..nduzJ.da pa·h. T em E • coincide c.om 

PROVA: Imediata de 3.8• 

PROPOSIÇÃO 3.10 - Seja (E
0
,,a)a E A urna 6amZiia de e~paço~ ve-

então: 

em E; 

(E, T) = ffi 
a E A 

(E ,T. ) • • e.. (G,n)= TI (E ,T ), 
a E A a a 

(i) - T e: mai~ 6-Lna. do que a. topo.tog-La induzida pa!L n 

(ii) - paJta. toda ~ubc.anjunto 6-ütita lli de fi , T n 
• 

c.ainc.ide..m em ~ E • a E ó 



PROVA: Para cada a E A, sejam I 
a 

a imersão canônica de 
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E 
a 

E e P a projeção dt' G em E . Mostremos 
a a (i I Seja I a 

imersão de (E,,) em (G,n). Para mostrarmos que nE C -r, basta 

mostrarmos que I e continua. Para isso, seja a E A dado e de-

notemos por a imersão de E 
a 

aplicação linear e continua e, como 

em (G,n). Evidentemente essa 

I o I = I , 
a TI a 

seguE! de 

3.3.2 e 3.4 que I é continua. Mostremos (ii) - Seja ~ C A fi 

nito e seja k o número de elementos de ~. Por (i) e sufi-

ciente mostrarmos que ' e menos fina do que n em $ E . Se 
a E A a 

ja, então, U uma T-Vizinhança do O em E. Para cada a E A , 

seja u uma 'E -vizinhança do o em E com u ~ w n E on 
a a a a 

a 

de w é uma 1:-vizinhança do o em E satisfazendo a 

w + w + ••• +W c u. De 3.9 u - T -vizinhança do vem que e uma 
'- a a 

k-termos 

o em E • Então M ~ n p-1 (U .) e, por 2.3.2 e 2.1, uma 
" 

n-vizinhança 

nhança do o 

v = 

c al (W 

" E • 
Como u n al 

a E 

por T em 

a a 
a E • 

do o em G. Logo v : ~ M n 

na topologia induzida por 

n E") c 

E 

• a 

al E 

" 
E; 

n 
a E 

(W + W + ... +W) 
'-~ 

k-termos 

n 

p-l(W 
; a 

al 
a E • 

e uma vizinhança do o 
• 

' a asserçao segue • 
a 

n 

-al E e 
a E • a 

em al 
a E • 

n E
0

) 1 n a; 
a E 

E c u n 
a 

a 

uma 

E 

" 

E . " 
al 
E • 

vizi-

com 

c 

E . 
" 

na topologia induzida 
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COROLÂRIO 3.11 - A~ topologia~ ~ama di~e.ta e pnoduto ~ão coinci­

dente~ quando con~idenamo~ uma 6am1~ia óinita de EVT. 

PROVA: Imediata de 3.10 • 

COROLÂRIO 3.12 - Seja (E, r) = $ (E ,t ) . Então (E, -r) 
a. E A a a 

um 

EVT de Hau~don66 óe, e ~omente, ~e pana cada a E A, (E ,t ) t um 
a a 

EVT de Hauõdo~66. 

PROVA: Claramente a condição e necessária por 3.9. Reciprocamen-

te, suponhamos que para cada a E A (E 1 T ) 
a a 

e um EVT de Halis-

dorff. Seja (G, n) ~ n 
a E A 

(E , T ) , 
a a 

Então ( G, n) e um EVT de 

Hausdorff e como, por 3.10, nE c t, segue de (E,,) é um EVT de 

Hausdorff • 

PROPOSIÇÃO 3.13 - Se {E, t) = ind 
a E A 

I (E • T ) • A ) 
a a a 

com 

E = E A (E ) , então (E, r) ê. LC:.neaiL e topo.togic.amente -L6a-
a.CA a. a 

c.lea da aplicação J 

X ~ (x ) E e 

ffi (E,T)/N, 
a E A a a. 

onde N 

Ell E 
a E A a 

com J(x): ~ ' a E A 

a. a.EA aEA 
E . 

a 

PROVA: Seja IG, n) ~ ~ (E ,r ) . ~evidente que 
E A a a 

a • 

J 

-e a nu-

A (x ) , pa­
a a 

e linear. 

Logo podemos considerar o espaço quociente G/N munido da topolo-
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gia quociente n • Seja nJ a sobrejeção canônica de ( G, n) em 

(G/N,n) e seja J a aplicação linear de G/N em E induzida 
. 

pOY J, isto e, J o nJ ~ J. Desde que J e uma sobrejeção con-

tinua (que J é sobrejetiva segue da hipótese feita sobre E e 

a continuidade segue de 3.4 pois, para a E A, J o I ~ A a' 
onde 

a 
' 

I - imersão de é bijeção conti-e a E em G) ' temos que J uma 
c. a 

Seja 
·-1 

G/N inversa de Então 
·-1 

é linear nua. J ' E _,. a J. J 

e sua continuidade segue da continuidade de J-l o A = rrJ o Ia 

o: E A, e de 3. 4 • 

NOTA 3.14 - Seja (E ,, ) E , uma família de EVT e sejam $ e 
(Y; 0. ()!, H 

dois subconjuntos disjuntos de A com A = cJi U 1/J Se defi-

nirmos (E, ') 

(H,~), ~ Ell 
a E ~ 

gjca de ( G, n) 

~ e 
a E A 

(E ,T ) , 
a a (G,n)' ~ e 

a E 
(E , T ) 

~ a a 
e 

(E,, ), então {E,T), sendo a soma direta topol§ 
a a 

e (H,~), é, na verdade, o produto topológico de 

(c;, n) e (H,.;: ) , pelo corolário 3 .11. 

CCROLJ\.RIO 3.15 - Seja (E r T ) 
a. a. ({ - A 

Então, paJta c..ada paJt-u.:. ~ de. A, 

uma 6amZiia de EVT de Hau~ 

ffi E é um 4Ubt4paço 6e­
a:E,ltla: 

drado de (E,t) ~ Ell 
a E A 

(E , T ) • 
a a 

P.~·.OVA; Seja 4> c A dado. Então existe 1ji C A com 41 n tjJ = <P 

e A = ~ u ~ Portanto (E,<)=( ffi 
a E~ 

oL,servação feita em 3.14 vem que 

(E ,T )Eil( Ell 
a: a: aE\jJ 

(E , T ) ) • 
a a 

Da 



(E,T) = ffi (E , 1 ) ) 

o.E~ a ct 
X ( ffi (E 'T ) ) I 

a a 
o que implica 

a E .; 

ffi (E 1 T ) 
a a 

é linear e topologicamente isomorfo ao espaço 
a E .; 

ciente (E,T)/ <ll E . 
a 

Desde que, para cada a E ljJ, 
a E o 

um EVT de Hausdorff, segue de 3.12 que ffi 
a E 

de Hausdorff. Portanto o espaço quociente 

(E , ' ) 
.; a a 

(E,T)/ <ll 
a E 

Hausdorff o que implica ser <ll 
a E; 

E 
a 

1 -fechado em 

{E , T ) 
a a 

E 
; a 

E • 

um 

-e 
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que 

quo-

e 

EVT 

de 

COROLARIO 3.16- Sob a• hJpô~e•e• de 3.15, pa4a cada 11EA E e.. 
a 

um ~ube~pa~o veto4lat 6echado de (E,,). 

PROVA: Imediata de 3.15 • 

DEFINIÇÃO 3.17 Se (E, , } = ind ( (E , , ) , I ) 
nEJN n n n 

onde 

(i) - (En) n E JN é uma seqÜência estritamente crescen 

te de subespaços vetoriais de E com E 

n E JN ; 

com T 
n 

(ii) - I é a imersão canônica de E em E para cada n n 

(iii) -a topologia induzida por 'n+l em En coincide 

para todo n E IN , 

então dizemos que (E,,} é o limite i»du~ivo e~t~ito da seqüência 

(En) n E JN e denota-lo-emos por 

(E, T) = ind 

n E lN 

• 



OBSERVAÇÃO 3 .18 Se (E,t) = ind (En'' n), então 

n E lN 

30 

(E, T) ~ 

= ind para toda subseqÜência (nk) k E :N" De fato, se 

k E JN 

ja (Enk) k E JN urna subseqüência de Desde que 

-(E,t) = ~(En, 'n), temos que 

n E N 

e uma sequencia 

es·tritamente crescente de subespaços vetoriais 
00 

E CC u 
k~1 

e a topologia induzida por em 

de E com 

coincide 

com T~, para todo k E JN, pois1 para quaisquer n\, j E JN, a to 

pologia induzida por em E coincide com 
n 

Seja 

{E,t') = ~(En ''n). Afirmamos que t' = t. De fato,seja k E E 
kEJN k k 

dado. Desde que I 
nk 

, C , ' . Por outro lado 

é T-continua seg.ue de 3.1 que 

E -+ E · t' -conttnua. ·.Da hipótese 
nk 

segue então que •' C T. Logo T = •' o que completa a provail 

3.19 - Se (E,,) ~ $ 
n E JN 

(En, •n), então (E,T) := ind(Gj,6J) 

jEN 

onde, para cada j E JN ' (G.,B.): ~ 
J J 

euidente que a familia {Gj; j E JN} =={ t'B 
l.::_n.::_j 

(E 1 T ) • n n 

q:lência crescente de subespdços vetoriais de E com 

E ~ 

De fato, -e 

-e uma se-

S2ja j E JN dado. Mostremos agora que a topologia induzida por 
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em G. coincide com 
J 

0j. Para isso, sejam ój a topologia 

induzida por ~j+l 

em (Gj+l'aj+l) e 

l 2 n 2 j. Desde 

em 

I , 
n,J 

I. a imersão canônica (Gj'~j) 

(En,Tn)em (Gj,Bj), 

de 
J 

a imersão canônica de 

que 

e contínua para todo 

I]. o I . ::: n,J 

n E { 1, ---, j } , 

1n,j+l: (En''n)-+(Gj+l' 6 j+l 

segue que 

I. (Gj'~j) -+(Gj+l'Bj+l) e continua. Como ój e a menos fina 
J 

topologia 'F-admissível Gj qual I. - contínua, em para a e se-
J 

gue que ó. c 
J 

Bj . Por outro lado, se i: (Gj,ój) -+(Gj,Bj) 'e a 

aplicação identidade, segue que i -e contínua visto que 

i = P. o IG , onde pJ. J .. 
J 

e a projeção de 

Gj+l sobre Gj, que é continua,e IG. e a imersão canônica de 
J 

em (Gj+l'Bj+l), que é continua pela definição de oj. Fi 

nalmente, se (E,T 1
) : = ind~((G.,f3.),A.), onde A]. G.--+ E e 

j.E .J] J J 

a imersão canônica para cada j E JN, então 1 =1'. De fato, como 

t é a mais fina topologia 'F-admissivel em E para a qual a 

imersão canônica I :(E ,T ) -+E é contínua, e 
n n n 

= AJ. o I . n, J 
(E , 'C ) -+(E 'C I ) , 

n n , n, j E JN , é contínua, segue que 

Também, C,, pois, se i é a aplicação identidade de 

(E,,') em (E,T) sua continuidade segue de 3.4 pois, quaisquer 

que sejam j , n E lN , i o AJ. o I . 
n.J 

Logo ' = 1"
1 

• 

• 
NOTA: sob as hipóteses do exemplo acima, e evidente que Gj e 



:'echadO em 

PROPOSIÇÃO 3.20 - Seja (E,c) :o:: ~(En''n) 

nEJN 

En..t:ãa pa.Jta. 

n E JN , a. .topo.togia induzida pott T e.m En c..oinc.ide. oam 
• 
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;todo 

PROVA: Seja n E JN dado. Seja T' 
n 

a topologia induzida por 

e seja In a imersão canônica de En em E. Desde 

que c e a menos fina topologia n 'F-admissivel em En para a 

qual In é continua e, por hipótese, In: (En''n) ~(E c) -e con-

·tinua, segue que •' n C -rn. Mostremos agora que T C 1" 1 

n n Para 

~al, seja Wn uma 'n-vizinhança do O em En e seja Un uma 

'n-vizinhança básica do o em 

{n+l)-termos 

E com 
n 

Desde que a topologia induzida por 'n+l em En coincide com Erl 

existe U'n+l''n+l-vizinhança básica do o em En+l, com uI (') 
n+l 

1-1 En C Un. Portanto, existe Un+l''n+l-vizinhança básica do O em 

t.al que 

• 
De forma análoga, existe Un+ 2 ''n+ 2 -vizinhan~a básica do O em 

• 



En+ 2 , tal que 

Disso e de (2) segue que 

De fato, se z E (Un+2 + un+2 + 0 n+l) n En' 

z ~ zl + z2 com zl E un+l e z2 E un+2 

E c En+l c En+2' z2 ~ z - zl E E 
n n+l 

Continuando dessa forma, podemos encontrar 

33 

então z E E e 
n 

+ un+2" Desde que 

e, portanto, 

U +''T +.-vizinhança 
n J n J 

básica do o em j > 1, tal que, para todo r -E JN , 

Portanto, u " u ) n E c u e, usando ( l) ' v e-
r>l 1_-:.j_::_r 

n+j n n 

mos que 

• +U+ ... +U) ( u E u n+j 
n E c 

r >l l2_j_::r ~ 
n 

n-termos 



c: ( 

c: u 

u 
r>l 

E 
l~j~:c 

n+ ... + un 

(n+ 1) -termos 

C F . 
n 

Pela proposição 3.6, W: ~ U 
r>l 
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un c: 

''--~.........----.J 

n-termos 

(U +. , . + U + 
n n 

n-termos 

e uma L-vizinhança do O em E. Logo w n En é uma -r' n -vizinhança 

do O em En contida em W , o que implica -r C T' • 
n n n 

Logo 

1 = 't" I • 
n n 

COROLÂRIO 3. 21 - O -t..<.rnJ..te. -Ln.du:tivo "'2-.ó:tJt.Lto de. uma .ó e.qÜê.ncla de. 

e..6paç.o.& ve.:toJtia.i.& .topo.lôgic..o& é. u.m EVT de. Hau.6doJt66 he., e. .óome.n 

te .&e, cada e.le.me.n:to da &e.qüênc..-La é u.m EVT de Hau..ódoJt66 • 

PROVA: SeJ'a (E T ) n' n n E JN 

.. _ 
uma sequencia estritamente crescente 

d3 EVT satisfazendo as condições/da def. 3.17 e seja 

(E, 't) = ind (En' 'n). Se (E,T) é um EVT de Hausdorff, então, por 

nE'JN 
3. 20, (En, -rn) e um EVT de Hausdorff para todo n E JN". Reei-

procamente se, para cada n E JN , (En, •n) é um EVT de •HaUsdol:'ff 

então, desde que E = U 
n E lN 

E, (E,T) n, é um EVT de Hausdorff • 
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COROLJ\RIO 3 . 2 2 Se (E,T) = ind .(E ,t ) e 6e~ pana cada n Em, 
--' n n 

n E N 
(En+l,'n+l), então En é 6e.chado em (E,t). 

PROVA: Seja n E lN dado e suponhamos que E 
n e fechado em 

(En+l' 1n+l) • ~ claro que, por indução, En e fechado em todo 

(En+p' 'n+p)' p > 1. Seja X E E tal que X i" E . Então existe 
n 

p ~ 1 tal que x E E n+p Desde que 

existe V + , ,;: -vizinhança do O 
n P nt-p 

En é fechado em (En+p ,Tn+p); 

tal que (x +v~ ) n E ;' Ó· Pe 
JlTP n 

la proposição 3.20 existe v, 1 -vizinhança do 

que v n E = v • Então (x + V) n E = ~ n+p n+p n 

t -aberto em E • 

o em E, 

isto e, 

tal 

CE e 
n 

LEMA 3.23 uma 6e.qüênela limitada em (E, T) 

:tão 

PROVA: 

À X -+ 0 n n 

Seja B 

quando n + oo em 

= ( X • n' n E lN} e seja 

(E, T) • 

w uma ,-vizinhança do 

o em E. Desde que B e -r-limitado, existe v, TF. -vizinhança 

do o em F, tal que VB c w. Como Àn ~ o quando n + oo, 

existe no E N tal que À n 
E v para todo n ..::.. no .. Seja 

n > n - o dado. Então À BC 
n 

w, o que implica que ÀnXn E w • 

PROPOSIÇÃO 3.24 (E,c) = ind (E tT ) um EVT .6obJte. 
-+ n n um 

nEN 

anel de. divi~ão ~opolôgieo ~ê~~izãv~l ~ não-di~e~e~o (F,TF) e óu-

ponha.mo.ó que. pa.~a. :todo n E JN , En 
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Jl B uma pa~te não-vazia de. E. Então B e llmltada em 

.õe., e .óome.n.te. .6e., e.x.lt:,te. n E JN ta! que B e fllmJ:..ta.da em 

PROVA; A condição é claramente suficiente por 3.20 e nesse caso 

não é necessário supor que (F,rF) é rnetrizável. Reciprocamente, 

suponhamos que B e limitado em (E' T) e que B<j: E para todo n 

n E lN. Seja (x ) 
n n E N 

uma seqüência em B com xn E E 
n+l 

e 

X 
n 

'f. E n' n=l, 2 ••.. Seja (Àn)n EJN uma sequência em F* 

com À ~ 
n o quando n ~ 00 Desde que, por 3.22, qualquer que 

seja n E~, En é fechado em {E, r), garantimos a existência de 

urna sequência estritamente decrescente (V ) 
n+l n E lN 

de -r-vizi 

nhanças do O em E com J..n xn ~ Vn+l n 'En. Seja Wn: = Vn+l n 

En, n = 1, 2, •.•. 

do o em E n· Logo, 

sao canônica, então, 

Entz;:o, por 3.20, 

se In . (En,·'n) . 
00 

por 3. 6, u ~ u 
k~l 

Tn-vizinhança 

-----+(E, T ), n E Jii, é a imer 

L 
l<n<k 

I (W ) 
n n 

é urna T-vizi 

nhança do o em E com À X i> U, para todo nE JN, o que é 
n n 

absurdo pois, pelo lema 3 .. 2.3 ' À X ---+ o em (E I T) quando n + oo. 
n 11 

Portanto B c E para algum 11 E lN Temos também que B e 
n 

T -limitado 
n em E 

n 
porque, por 3.20, T coincide com rn em En 

hipótese, B - t··limitado E • E" , por e em 

PROPOSIÇÃO 3.25 - Seja um EVT .&obJte um 

c11el de di..vi...6ão t:opolÕgic.o e. 6 e-

J a B uma. pa.Jtt:e nã.o va.zi..a de E. Então B ê L<..rni...ta.do e.m (E, T) 
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.õe., e t:.ame.nte. .óe., e.x.i.õte. u.m c.onju.nto óin.Lto {o.
1

, ... ,an} C li. e 

n 

M 
"i 

em (E , ' ) , 1 < i < n , :tai_.ó 
ai ai 

que 

B c " I (M ) ' onde pa.Jta a E A, -I e a ime.n-t.ão canôn,{.c.a de 
i~l "i a. 

1 " 
E a em e E 

A a 
a E 

PROVA: Evidentemente a condição é suficiente e nesse caso nao e 

necessário supor que (F,tF) é metrizável. Reciprocamente, supo-

nhamos que B e limitado em (E,T ) . Para cada a E A, 

p a projeção de (E,T) sobre (E,, ). Desde que para 
a a 

a E A P (B) C E 
a a 

e BC E I (P (B)), o resultado seque 
a E A a a 

seja 

todo 

se 

mostrarmos que P (B) =- {O } exceto para um numero finito de a E A. 
a 

Para isso, suponhamos que existe um subconjunto enumerável 

Ao =={ai' i E :N}E A 

p ~ ( p ) . 
"o ai l. E lN 

segue da hipótese que 

k 

a 

tal que p 
"i 

( B) r' O, 

projeção de E sobre 

p A (B) 
o 

e limitado em 

a. E 
1 

e 
"· E 

1 

Ao. Seja 

E Então, 
a. Ao 1 

(E , T ) = 
a a 

= ind ED 
- 'l k E :N J~ 

(E ,T ) {ver exemplo 3.18). Porém 
a j aj 

para todo k E lN 

k 
e 
j~l 

(E , T ) t 
ctj ctj 

COROLÂRIO 3.36 - Seja 

que contradiz a proposição 3.24 • 

(E , ' ) o: cto:EJ\ 
uma 6amiiia infiinita de EVT 

de Hau~do~ó6 ~ob~e o me~mo anei de divi~ão topoiÕgico met~izávef 
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Eft.tão (E, -r) ED (E , T ) 
a a 

nao e me.:tiL-lzã 
a E A 

v ~~.t. 

P~OVA: Sejam ~ e w dois subconjuntos disjuntos de A 

que A = $ U 1jJ. Então, desde que, por 3 .14, 

(E' T) .. 
a E~ 

IE,T))x 
'' a 

.. 
a E '!> 

{E 1 T ) 1 
a a 

tais 

basta mostrarmos o resultado quando considerarmos, por exemplo, ljJ 

uma parte enumerável de A . Suponhamos, então, que 1/J é o conjun-

de todos os números naturais e seja (G,n): = E9 (En,Tn). 
n E lN 

Suponhamos também que (G,n) é metrizável e seja (Uj)j E lli u~q 

sequência monotonamente decrescente de n-vizinhanças do O em 

G. Seja (G.; S-) = ED 
J J l..:_n~j 

(En, 1nl. Então, para cada j E JN, Gj 

e um subespaço vetorial próprio de . G, Gj e fechado em 

(Gj+l''j+l) e I G, n) = ~(Gj,Sj). Seja (xj)j uma se-
EJN 

j E lN 

quência em G com "j 'f G. e xj -EU:), j E JN. Desde que, 
J 

para cada j E JN, x. lê G.' segue da prop. 3.24 que ( "j) j ElN J J 

na o e uma sequência limitada em (G1nl, o que contradiz o fato 

de (U ) j j E N ser uma sequência monotonamente decrescente de 

r;-vizinhanças do o em G para todo j E lN • 

COROLÁRIO 3,27 -Seja (E tT ) E A uma óamZl~a de. EVT de Hau~­
a a o 

co1t.66 .õe.qüe.nc..Lalme.nte. c.ompie.t:o.ó .Jresp. qu.a.õe-c..omp.te..t:o~) !loblte.. o 

me.6mo ane..e. de d~v~.6ã.o topo.tõg.ic.o me.t:lt.i.ziive.t e nã.o-d.i..óc.lt.e.ta (F,TF). 

• 
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Entã.o (E,T)= ED (E , T ) 
A a a 

e um EVT ~eqüen~~almente ~ompleto 

a E 

(resp. qua~e-completo). 

PROVA: Seja x = (x ) 
n n E JN 

Então para cada n E 1'1 

.. -uma sequencia de Cauchy em 

(z ) A E Ell 
naE aE/\ 

E = 

"' 
,E. 

(E, T), 

Desde 

que (x ) lN n n E 
-e uma sequencia limitada em E, existe' B, fecha 

do e limitado em (E, t), tal que para cada n E JN 

Do fato de B ser limitado numa soma direta topológica, segue 

que 3.25 que existe um subconjunto finito Ao . = {o:l, ... , "k} c A . 
a. 

tal que p (x) = (zn~)n E r' o, o 
"i 1'1 

< 1 < k e P (x) = o se - a 

a i! Ao' onde para todo a E A p ê projeção de E sobre E 

" a a 

Como P , 1 < i ~ k, é uma aplicação linear (uniformemente) con­
"i 

tinua, P (x) 
"i 

e uma ·sequencia de Cauchy em 

(E ' ' ) ' 1 < i < k e, portan:to, por hipótese, existe 
ai ai 

tal 
"i 

+ i quando (E ) '1 i que z X n + 00 em ' T < < 
n "i "i 

o elemento de (E,c) definido por 

a = e o se a 1 < i < k. Então 

do n + ~ em (E,t), o que completa a prova • 

PROPOSIÇÃO 3.28- Seja (E,r) = ind (E,,) e. .t.u..ponhamo.ó 
~ n n 

n E lN 

x 1 E E 
a, 

' 
k. Seja 

se 

(E,<) ê u..rn .6ube..t.paço ve.toh~at topotÕg~co do EVT (G,n). se.· paha 

n E JN En 6oJt 6e.c..hado e.m (G, n), e.n.tão E ê: 6e.c..hado e.m (G, n). 

PROVA: Suponhamos que E ~ En Então existe x. E En tal que 
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X É E. Seque então da hipótese que X li' E para todo n E JN .Lo 
n 

ço, desde que para todo n E lN E e fechado em (G,n), pode-
n 

mos determinar uma sequência (W' ) 
E lN 

de n-vizinhanças do 
n n 

O em G com (x + W•~) n En = ojJ e w~+l+W'n+l+W~+l c Wn,n > 1. 

w~ n E, n > 1. Então (W ) n n E JN 
é urna 

cia de T-vizinhanças do O em E com 
-n 

(x+W')r1E ~ $ 
n n 

Í'i +W +W c w para todo n+l n+l n+l n 

n > l. Então para todo n E lN 
00 

E e pondo-se u ~ u E n 
n=l l<i<n 

I é a imersão canônica de 
i 

Lma l-vizinhança do O em 

n E lN Seja u ~ w (1 
n n 

u - Tn-vizinhança do e uma n 

Ii(Ui)' onde para todo 

em E, temos, por 3.6, que 

E. -Portanto~ ·.para 

Afirmamos que u c 

seque.!}_ 

e 

En ' 

o em 

i E lN 

U e 

algum 

De fato, se z E u, então para algum inteiro k, que pode ser 

escolhido maior do que n
0

, z E r r
1 

(U
1

). 
l<i<k 

Portanto 

z E I. (U.) CE 
1. J. no W.C E + W +l + W +l 

' no ~ ~ 

Por·tanto ü' 11 CE + w" Como (x +u" ) n E r' . ' segue que 
no n no 

X + w"l (1 E r' • n no 
o que e impossível. Logo E ~ En • 

COROLl\RIO 3,29 Seja. (F,,F) um ane.t de di..vJ..-6ão topo.tÕgJ..c.o. de 

kauado~66 eampleta e oio-dL: 

''-e6i.ni.ç.ão 3.17. En.tão (E,,) = ind (E ,, ) e um EVT c.ompieto. 
~ n n 

n E lN 

• 
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PROVA: De 3. 21 segue que (E, r) é um EVT de Hausdorff .Seja (Ê,i) 

um completamente de (E,T). Desde que (E, r) é um subespaço ve-

torial topológico de (Ê, Tl 

em (E,T) segue de 3.28 que 

é completo • 

e para todo n E 1\J 

E é fechado em 

• 
En e fechado 

(Ê, T) • Logo (E, T) 

COROLÂRIO 3.30- Seja (F,TF) um ane.l de. d.í..vi,t,ão topo.tõgic..o c..om-

p.te..to de. Hau.õdoJt.óó e. niio-dii:,c..JLe.to e !.le.ja (En) n E JN uma .õe.-

qüêneia de EVT eompletoó de Hauódo~66 óob~e (F,TFl. Então 

-e. u.m EVT completo. 

PROVA: Segue imediatamente de 3.19, 3.21 e 3.29 • • 



§4 - ESPAÇOS TONELADOS; INFRA-S-ESPAÇOS 

DEFINIÇÃO 4.1 - Diremos que um EVT {E,T) é ~anelado se toda to-

pologia 'F-admissível e T-fechada em E -e menos fina do que T • 

PROPOSIÇÃO 4.2 - Todo EVT de Ba~ke 6obne um anet de d~v~6ão to-

potôgieo metnizãvet e não-d16eneto é tonelada. 

PROVA: Seja (F,TF) um anel de divisão topológico metrizável e 

não-discreto e seja (E,T) um EVT de Baire sobre 

ja ~ uma topologia em E que e 'F-admissível e L-fechada. De ~ 

vemos mostrar que ~ C T • Para isso, consideremos B um sistema 

fundamental de ~-vizinhanças do O em E r-fechadas. Seja v E B 

e seja uma seqüência em * F com quando 

k -+ co • Então existe w E B 

pois W é absorvente em E 

tal que W + W C V e E = U Àk W, 
k~l 

Desde que W e <-fechado (portan-

to, para todo k E JN, ÀkW também o é) e (E,T) e um espaço 

de Baire, existe k
0 

E lli tal que 

Logo W tem interior não-vazio e 

Àk W tem interior não-vazio. 
o 

denotá-lo-emos por A . 

Desde que O E w , segue que O + A c w + w C v o que implica que 

O é um ponto interior a V . Logo V e urna c-vizinhança do O 

em E . Portanto n c T • 

COROLÂRIO 4.3 - Todo EVT mêt~izâvei eompieto ~ob~e um anel de 
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d-Lv.Lóão topo.tóglc..o me.tJt.Lzâve..t c.omp.te.to ê. :tone..ta.do. 

PROVA: De 4.2. segue o resultado imediatamente, pois todo espaço 

·topológico metrizável completo é um espaço de Baire • 

Num EVT (E 1 T) , designemos por F o conjunto de todas as topol~ 

gias em E 'F-admissiveis que sao -r-fechadas. Seja 

b 
{"'"E F}. Então b 

' ' ~ sup ' 
E E F,, c b e, como ' T -

PROPOSIÇÃO 4.4 - Um EVT (E,T) 

PROVA: Suponhamos que (E 1 T) 

e uma topologia 'F-admissível em 

b e. tone..tado lle., e. .óome.nte. .óe., T=T. 

e tonelada e seja i-! uma topologia 

'F-admissível em E T-fechada. Então ~C T e, da definição de 

b 
T segue que Como Te b 

T tem-se que Reei-

procamente, suponhamos que b 
'""' e seja " uma topologia T -ad F -

missivel em E T-fechada. Logo " c 
b 

T • Da hipótese segue que 

l-' C T • Portanto {E,T) é tonelada • 

FROPOSIÇÃO 4.5 - Sejam e (G,n) EVT 

Rine.aJt c..on~lnua de (E,T) em (G,rJ). En~ão A, 

A urna aptic.aç.ão 

(E,Tb) + (G,nb) e 

continua. 

lROVA: Seja 1-1 uma topologia TF-admissivel em G n-fechada. Da 

definição de 
b 

n segue que a aplicação identidade 

em (G,J-1) é continua. 

i 

" 
Portanto il-1 o A: (E,T) + (G,J1) também o é. De 2.3.3 e 

b 
c~ue A: (E,T) + (G,n ) é continua. Como b 

T C T r 

b de (G,n I 

2.6 segue 

segue que 

• 
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b b 
A: (E,T ) + (G,n ) é contínua • 

PROPOSIÇÃO 4.6 - Seja (Ea,Ta) a E A uma 6am1tla de EVT taneta-

do-6 e -6 ej a (E,c)== ind ((E,, ),A). Então (E'"!") ê tone..tada. 
o.EA a o. a 

PROVA: Seja E; urna topologia 'F-admissível em , E •T-fechada e 

seja a E A dado. Então, como A : (E , T ) + (E I d • • • é contínua, 

{E , T ) • • 

é uma topologia T F-admissível em 

e tonelada, por hipótese, segue que 

E , -fechada. 
• • 
A-l(()CT 

a a 

Como 

• Logo 

A : (E , T ) + (E, E;.) é continua. Da definição 3. 2 segue que ~ c , . • • • 
Portanto (E, -r) é tonelada • 

COROLÂRIO 4. 7 - (i) - Todo i.i..mi.te. J.ndut-<.va e-õtJLL:to de. e.l.lpaç.ol.l .:tg_ 

ne..tadol.l é tonelada. 

(ii) - Toda ~ama dJ.JLe.ta topo.tõgJ.Qa de e.l.lpaç.ol.l ta 

ne.fadol.l e tonelada. 

(iii)- Todo quoc.i..e.nte. de. um e.l.lpaç.o tonelada ê to 

ne.lado. 

Num EVT (E,T) designemos por J(t) -o conjunto de todas as to-

pologias n, TF-admissíveis em E, tais que: 

(i) --rCn. 

(ii) - (E,n) é um espaço tonelada. 

Seja ,t Então ,t e uma topologia 

missivel em E satisfazendo a: 

(I) 

(II) 

t (E,T ) e am espaço tonelada; 

b t -TCTCT. 

T -ad­
F 
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onde i é 
n 

a aplicação identidade de (E,n) em E para cada n E J(t) , se 

gue imediatamente de 4.6 que (E,rt) e tonelada. 

PROVA de (II) - Basta mostrarmos que b t 
T C T • Para isso, seja 

n E J(t) e seja uma topologia 'F-admissivel em E •-fecha 

d~. Desde que n J T segue que ~ é n-fechada. Por ser (E, n) 

tonelada, temos que S c n • Logo a aplicação 

I: (E,n) + (E,€;) é contínua. Se denotarmos por i 
n 

a 

identidade 

aplicação 

iJ.entidade de (E, n) t em (E,-r ) que é continua pela definição 

de 
t 

-r , por i a identidade de t 
(E, T ) em 

b 
(E, T ) e por ~ a 

a?licação identidade de b (E, T ) em (E, S) , que é contínua pela 

definição de b temos (i ( T que o i) o i 
n 
=I. Da definição de 

t de 3.3.3 de 3.4 i( i 
t 

(E' <) é contínua. T e segue que o . (E, T ) + . 
Aqora,dadefiniçãode Tb,de2.3.3ede2.6 segue que i: (E,Tt)+ (E,,b) 

é contínua, ou seja, b t 
T C T • 

DEFINIÇÃO 4.8 - Num EVT (E,T) , a topologia Tt construída como 

acima é chamada topolog~a to~elada a~4oc~ada a T 

é chamado e.~pa~o to~efado ah4oeiado a (E,T). 

t e o EVT (E 1 • ) 

PROPOSIÇÃO 4.9- Um EVT (E,T) e tonelada he., e. home.11te. -6e., -r= 

= Tb = T t 

PROVA: Obviamente a condiç~o P suficiente. Reciprocamente, supo-

nhamos que (E, T) é ton(. lado. E;;_ tão da definição de t 
T segue 

• 



que t 
T C T. Como t 

T C T 

PROPOSIÇÃO 4.10 - Sejam (E I T) 
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vem que 

e ( G r n) e.~paço~ veto~~a~~ topo-

tôg-tc.ot. e .õe.ja A: (E,T) + (G,n) uma apt,tc.ação l{ne.a~ c.on-tZnua. 

Então t t A: (E,t ) -+ (G,n ) 

PROVA: Seja ~ a mais fina topologia 'F-admissível em G tal 

t que A: (E, c ) -+ (G,~) é contínua. Então, de 4.5, segue 

segue que 

A : t b 
(E,t ) -+{G,ll) e continua. Logo, da definição de JJ temos 

JJb C 11· Como que b 
" ::J " 

segue que b 
].1 = l-1 Portanto 

é tonelada e isso acarreta que t 
n c " Logo A: {E,tt)-+ (G,nt)é 

contínua • 

PROPOSIÇÃO 4.11 - Seja (E' T) um EVT e .óeja H um .6ube..t.paçov~ 

:toJt.i..aR.. den.&o e.rn (E 1 T ) Se e tonelada, então (E,T) tam 

bê:m o ê.. 

PROVA: Seja JJ uma topologia TF-admissível em E t-fechada. En 

tão - topologia "H e uma TF-admissível em H TH-fechada. Como 

(H, T H) e tonelada, temos ~'H 
c TH Seja B um sistema fundamen 

tal que ).l-vizinhanças do o em E. Devemos mostrar que, para to -

do U E B, U e uma •-vizinhança do O em E. Seja, então U E B 

dado. Da definição de TH ' existe Au c E, o E Au ' T-aberto em 

E com Au n H cu n H. Portanto 

T T -T 

Au n H c u n H c u = U~ Por outro lado, porque Au e T-aber 
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-T T 
to em E e H é denso t~m E ' Au = Au n H . Porém 

-T T 

Au c Au = Au n H c u ' o que implica que u e uma c-vizinhança 

do O em E • 

CO'lOLÂRIO 4.12- Seja um anel de divibão Xopoiôg1Qo com-

pl'e.:to de. Ha.u.t.do!tfltl e. não-d-Lóc.Jte.:to e. t.e.ja (E, T) um EVT 

(F,TFI • Se 

é tone.iado. 

(E' TI ê :tone.fado, e.n:tão o 6e.u. compte.:ta.me.n:to :também 

TEOREMA 4.13 - Seja (E,TI um e.t.pa.ço :tone.ia.do e. (G,n) um EVT 

a.JtbLtJtâJtio. Se.ja H um c.onju.n:to de. apl-i.c.aç.Õe.-6 lJ..ne.a.Jte.-6 c.on.tlnu.aó 

de (E 1 T) em (G, n I po n:tu.a.úne.n.te. Li.m-i...tado. E n.tão H 
- . e. e.qt.u.c.on-

tZnuo. 

PROVA: Por 1.13 devemos mostrar que·se V e uma n-vizinhança do 

O em G, então n{t- 1 {V) ;f E H} é uma T-vizinhança do O em E. 

Seja, então, v uma n-vizinhança do O em G e seja V um sis 

tema fundamental de vizinhanças fechadas do O em {G,n} satis-

fe.zendo (Vl)- (V4) em 1.2. Para cada U E V, seja w
0 

. -1 
conjunto de E definido por wu : = n {f {U); f E H}. 

o sub-

S :ja B ;, { W u U E V}. ~ imediato que B e uma base de filtroero 

E satisfazendo {Vl)- {V4) em 1.2. Consideremos, então, .; a 

ú~ica topologia 'F-admissível em E que admite 8 por sistema 

hmdamental de vizinhanças do O . Como todo elemento de H é con 

tinuo e todo U E V é n-fechad<l', segue que E;. é uma topologia 

cp-admissível em E c-fechada. Como (E' TI é tonelada, segue que 
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' c 
T ' ou seja, todo elemento de B é uma L-vizinhança do o 

em E. Tem-se, assim,que n { f- 1 {V) f E H} é uma ,-vizinhan-

ça do o em E pois existe wv E B com wv c n {f- 1 {Vl ; f E Hl. 

TEOREMA 4.14- {Banach-Steinhaus) -Sejam (E,T) um e.llpaç_o .tone..-
' 

um "net 11 

em t. (EJG) pon.tuaime.nte.. l.imi:ta.do e. pontualme.n.te_ c.onve.Jtge.n.te. pa.Jta 

um~ apl~eação f:E +G. Evttão f E .L (E;G) e. f + f un.tóottme.rne.nte. 
a 

em todo ~ubeonjunto totalmente. flmltado de. {E,,). 

PROVA: Seja H ~ {f ; a E A}. 
a 

Então por 4.13 H -e equicontínuo 

e, como f pertence à aderência de H em GE munido da topolo-~ 

gia produto, vem de 1.15 que f E l(E;G). De 1.16 é imediato que 

f ~f uniformemente em todo subconjunto totalmente limitado de 

" 
(E' T) • 

DEFINIÇÃO 4.15 - Seja (G, n) um EVT de Hausdorff e seja 

aplicação linear de um EVT arbitrário {E' T) em (G,n). 

mos que A e óechada se seu gráfico, que denotaremos por 

e um subconjunto fechado de {E 1 T) X (G, n). 

t óbvio que toda aplicação linear contínua A de um EVT 

num EVT de Hausdorff (G,n) é fechada. 

A uma 

O ire-

gr {A) , 

(E, T) 

PROPOSIÇÃO 4.16- Sejam (E,T) e (G,n) e..6paç.o.6 ve.:tok.-La{-6 :topo-

lÓg-tc.o.6, onde n e uma topologia de Hau.6don66 e.m G. • Seja 

A: (E, T) -+ (G, rl) uma ap.t-tc.aç.ão L.tne.aJt 6e.chada. Se B (resp. M) é 

um .6,üte.ma 6undamentaf de. v-tzlnhanç.all do O em (E,T) (resp.(G,n)) 
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e.nt~o o eonjunto V de pante.~ de. G de.6inido pon 

V~{A(U)+V;UEB,VEM} (l) 

e uma ba<.'!e. de. 6i..Lttw e.m G J.Ja.tib&aze.ndo (Vl) - (V4) e.m 1. 2 e a 

Úr!-<..ca topoiogia \1 'F-admi-6-6Zve..f. em G que. admite. V polt l>il.d.e.-

mc~ 6u.ndame.ntal de. vizifthanç.a-6 do O e. a mai-6 6ina .topologia de. 

h'·.HL-6doJt66 me.noó 6-tna do qu.e. n .tal. qu.e. A: {E,T) + (G,\1) é c.ont:t-

naa. 

PIWVA: Sem dificuldade mostra-se que o conjunto V dado por (1) 

é uma base de filtro em G satisfazendo (Vl)- (V4) em 1.2. Se-

ja \1 a única topologia 'F-admissivel em G que admite V por 

sistema fundamental de vizinhanças do O . 

E claro que \1 C n , pois toda \l-vizinhança do O em G contém 

uma n-vizinhança básica do O em G e, da definição de u , s~ 

gue imediatamente que A: (E,-r)-+ (.Gdd é contínua. Mostremos 

qae \l e a mais fina topologia 'F-admissível em G com essa p~ 

priedade, Seja ~ uma topologia 'F-admissível em G tal que 

l' : (E,-r) + (G, t;) é contínua e seja w E M. Desde que para toda 

V t; -vizinhança do O em G v c v-w , da continuidade de A se 

gue que 3 U E 8 tal que U CA-l (V) CA-l (V-W). Logo 

P (U) C A(A-l(V-W)) C V-W * A(U) + W C V* V e !J-vizinhança do O 

e~·u G • Afirmamos que (G,~) ~ um EVT de Hausdorff. De fato,s~ 

ju y E n A (U) ~ n {A (U) 
UEB 

U E B , V E M} , y i' O • Como A e uma 

cplicação fechada, (O, y) na o p~rtence ao gráfico de A • Logo 

existe (U, V) , vizinhança do O em (E,-r) x (G,~), tal que 

' 
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[ (O,y) + UxV] n gr(A) ~,;. Disso segue que y+V <i; A(U), o que é 

absurdo. Como {O } c n A (U) , a afirmação segue • 
uEB 

COROLÂRIO 4.17 - Sejam (E I T) (G, n} c. amo na p!topo.6i.ç.ão 4.16 e 

Então - 6 ec.hada 4 e., e .6~ em G. A .e A uma aplicação linean de E 

" ' de Hau,dall.6 6 e • F- adm-i.-61JZve.i 

em G , meno.ó 6-Lna do que n tat que A: (E,d-+ (G' y) - c. o nt:1. e 

nua. 

PROVA: A necessidade da condição segue imediatamente de 4.16. Re 

ciprocamente, seja ~ uma topologia de Hausdorff -r F-admissível 

em G , menos fina do que n , com A: {E,T) + (G,u) contínua. En- .. 

tão o gráfico de A é um subconjunto fechado de (E,-r) x (G,J.l)e, 

desde que " c n temos também que o gráfico de A e fechado 

em (E,T) X (G,n) Logo A: (.E,-r)+ (G,n) é fechada• 

COROLÂRIO 4.18- Seja (E , T) um EVT e LI urna topologia 

Então a 

aplicação identidade i ê 6eohada. 

PROVA: Obvia de 4.17 • 

PROPOSIÇÃO 4.19 -Seja (E,c) um EVT meth~zável completa. Se 

(E,T*) e um EVT .tonelada de Hau.6do!i..66 c_om T* c -r, en:tão T*= T. 

PROVA: Como (E,T*) é tone~ado, é suficiente mostrarmos que T 

possui um sistema fundamental de vizinhanças do O em E T*-fe-
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cha.das. Seja {V n) n E lN um sistema fundamental de vizinhançasfe 

chudas simétricas do o em (E, T) com n 
nE 

Vn={O}. 
lN 

Façamos 

W 1 =V 1 e definamos por indução uma sequencia (Wn) n E JN de -r-vi 

zinhanças fechadas simétricas do O em E tal que 

c 

todo E lN Claramente ··~ (W ) - sis-para n . a sequencia e um 
n n E lN 

tema fundamental de vizinhanças simétricas fechadas do zero em 

(E, T) com n w = { o ) e wn+l c w para todo n E lN . Pa-
nE lN 

n n 

r a cada n E JN , seja Tn a c*-aderência de Wn. Então a tOpQ 

logia 'F-admissivel em E que admite a seqüência (Tn) n E JN por .. 

sistema fundamental de vizinhanças do O em E e r*-fechada. 

Por ser (E, T *} um EVT tonelada segue que T 
n 

e uma T*-vizi-

nhança do O em E para todo n E .JN 

ja x E T +' n 1 
Logo 

e uma ,*-vizinhança do O ) 

(Tn+2 é uma vizinhança simétrica do O ) 

definir uma seqüência 

X -

j 

j 
E xi E Tn+]'+l 

i=l 

em E 

Seja n E JN dado e se-

(pois 

Por indução, podemos de 

e 

Desde que ( L X. ) • 

i=l 1 J E lN e uma sequencia de Cauchy em (E,c) e 

(E,,) é completo, existe 

j -+ w • como 
j 

" i=l 
E 

y 

J 
L 

i=l 

E E tal 

• 
w n+i 

c 

j 
que L x. + y quando 

i=l 1 

w e w é c-fechado, 
n n 

Q" ,, 
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segue que y E W 
n 

Afirmamos que y=x. De fato, como T* C L, 

j 
( " X,) converge para y em (E,T*) Ternos também que 
i=l 1 j E lN 

j 
x-y E Tk ' para todo k E lN ' pois X - " x. E T para 

i=l 
1 n+j+l 

cada j E JN Admitamos, por absurdo, que x-y ~O Desde que 

(E,T*) é um EVT de Hausdorff, existe V, •*-vizinhança do O em 

E , tal que (X-y+V) n V~ ,6 • Por ser r* C T , existe k E lN 

tal que (x-y+V) n Wk = fl) • Segue disso que x-y $ Tk , o que é 

contradição • 

TEOREMA 4.20- Toda ap.U.cação .t.i.neall. 6echada de um EVT .tonelada. 

em um EVT met~lzâvel completo ê contZnua. 

PROVA: Sejam (E,T) e (G,n) dois EVT, com (E,T) tonelada e 

(G,n) metrizável completo e ~eja T uma aplicação linear fecha-

da de E em G . Seja ~* uma topologia de Hausdorff r -admis­
P 

sivel em G tal que 11* c ll com T, (E,T) (G,Jl*) 

continua. Ponhamos ( "*) t f.lo""' ,.. Então, desde que (E I T) e tone 

lado, T: (E,t)-). (G,11
0

l é continua. Como (G,\.l) e tonelada (ver 

4. 3), segue que 
" c " o De 4.18 vem que 

T: (E,tl +(G,\.l} é continua • 

\lo= \1 Logo 

DEFINIÇÃO 4.21 - Um EVT de Hausdorff (E,c) e chamado inQha-j-

-ejpaça se para toda topologia 1-J de Hausdorff TF-admissivel 

em E com 11 C T, tem-se "'11t :l T ou, equivalentemente, \.lt = ,t. 
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P'<OPOSIÇÃO 4.22 - Seja (E,T) um EVT metnizávet compteto.Então 

P~WVA: Seja u uma topologia de Hausdorff 'F-admissivel em E 

menos fina do que T • Então, por 4.18, a aplicação identidade 

i: (E,ul +(E,;) e fechada. 

Logo t i: (E,ll ) -+ (E,T) também é fechada pois u C ut. Então, des 

de que t (E,u ) e um EVT tonelada, segue de 4.20 que 

i 
t 

(E,JJ ) + (E,T) 

e continua. Logo ut ~ '· Da definição 4.21 segue que (E r T) é 

u:n infra-s-espaço. 

TEOREMA 4.23 -Seja (G,n) um EVT de Hau~don66· São equlvalen-

(i) - (G,n) 

(ii) - Toda api1Qação ilnea~ 6echada de61n1da num EVT 

(E, T) e tomando valone~ em (G, n l é: co ntlnua. 

P=tOVA: (i)~ (ii) Seja T: (E,;)+ (G,n) linear fechada. Por 4.15, existe 

n'" , topologia de Hausdorff T F-admissível em G , com n* c n e 

ta_! que T: (E,-r) +(G,n*) e continua. Então 
t t T: (E,c =c)-+ {G,n* ) 

e continua. Corno {G, r,) é F"' infra-s-espaço, n*t = nt ou seja, 

T (E,T)-+ (G,nt) é contÍn1.a, o que implica, por ser nt:) n, que 

T (E,c) + (G,n) é continua. 

(ii) "* {i) - Seja J-1 uma topolog:'~a de Hausdorff c -ad F -

nüsslvel em G menos fina do qu~ n Logo, por 4.18, a aplica-

ção identidade i: (G,]-1) -+ (G,T) tem gráfico fechado. 
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Portanto i 
t 

(G,\1 ) + (G,\1) também tem gráfico fechado pois JJt :J 11. 

Segue, então, da hipótese i : t 
+ (G,n) - contínua, pois que ( G' " ) e 

t é t ::J t c t 
( G'" ) um EVT tonelada. Logo " " Desde que " " 
tem-se t t que " ~n ou seja, ( G' n) e um infra-s-espaço • 

DEFINIÇÃO 4.24 - Seja (E,<) e {G,n) espaços vetoriais topoló-

gicos. Seja A urna aplicação linear de E em G • Dizemos que 

(i) - A e qua.6e-cont1nua se, para toda n-vizinhança 

do o em G ' A-l(V) e urna -r-vizinhança do o em E . 
' 

(ii) - A é abe~ta (resp. quaõe-abe~ta) se, para cada 

-r-vizinhança do O em E, A(U) (resp. A(U)) e uma n-vizinhan-

ça do O em G • 

Da definição acima segue imediatamente que toda aplicação linear 

contínua (resp. aberta) é quase-continua (resp. quase-aberta}. 

PROPOSIÇÃO 4.25 - Sejam (E, T) e. (G,n) 

lÕgico.6 e A uma apliea~ão linea~ de E em G. 

(i) - Se (E, T) é tonelada, e.ntão A e. qua.6e.- c.on.t2-

nua; 

(ii) - Se. A e. .õobJte.je.ti.va e. ( G, n l e tonelada, então 

A ê qua4e-abenta. 

PROVA: 

vel em E 

(i) -óbvia, pois A-1 (n) é uma topologia TF-admissf 

,-fechada e (E,,) e um EVT tonelada. 

(ii) - segue imediatamente do fato de A(t) ser uma to 

pologia 'F-admissível em G n-fechada e de (G' n) ser um EVT 



tonelada. 

DEFINIÇÃO 4.26 - Um EVT de Hausdorff (G, n) é chamado 
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B -c.om­
IL 

ple.to se toda aplicação linear T quase-continua e fechada de 

m,, EVT arbitrário (E,T) em (G,n) é continua. 

PROPOSIÇÃO 4.27 - Seja um EVT d~ Hau~dohóó ~ai que pa-

!ta :toda .topo.t.og.ta T de Hau.t.doJt66 'F-admi.&~lve..t e.m E me.no.6 ó.:f_ 

na do que com 

B ,. - c.omp.te..to. 
c 

-T 
'o C .-, .tem-.6e que. T :::: T 

o 
En.tão 

PROVA: Suponhamos por absurdo que -nao e B -c.omp.f.e.:to. Se " -
(G,~) um EVT. Então existe uma aplicação linear quase-con-

tinua fechada T de G em E que não é continua. Seja T a mais 

fina topologia de Bausdorff ,.F-admissível em E , menos fina do 

qce 
TO ' com T: {G,Jl) + (E,T) contínua. Afirmamos que 

De fato, seja V urna T~-vizinhança do O em E . Portanto exis 
-T 

t0 U, T 
0 

-vizinhança do O em E , tal que U C U C V • Como 

T; (G,]l) +(E,-r
0

) e quase contínua, tem-se que T-l(U) f.! -e uma 

~-vizinhança do O em G Por serem T: (G,~) +(E,T) contínua 

e ~T T-fechado em E, segue que T- 1 (U")~= T- 1 (U"). Como 
~·~-o 

T-l(U) C T-l{UT) segue que T-l(Ur) e uma !l-vizinhança do O em 

G, o que é verdade também para T-1 (V). Logo T (G,f.!) +(E,:;~) é 

contínua. Pela hipótese feita sob T , segue que 
_, 
T C T 
o 

da hipótese, tem-se que T = T 
o 

o que é contradição. 

Logo, 

Portanto 
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PROPOSIÇÃO 4.28- Seja (E,t
0

) 

ê um ~n6~La-~-e.~paço, então ê B~~.-c..omp.te.ta. 

PROVA: Seja T uma topologia de Hausdorff TF-admissivel em E 

menos fina que 'o com 

tonelada de Hausdorff. De 

-, 
T C T o 
fato, 

Afirmamos 
-T 

que (E, T
0

) 

que 

e um 

-, 
(E r T ) 

o 
EVT 

e um EVT 

de Haus-

dorff segue imediatamente da hipótese feita sobre T e de 
_, 

c então 
_, 

t T Mostremos que (E 1 T
0

) 
o 

" uma topologia 'F-admissivel em 

-T c é •
0
-fechada. De (E, 'o) 'o 'o ' " 

Seja w uma ~-vizinhança básica do 

• 
0 
-vizinhança do 

w é 
_, 

-fechado T e 
o 

-, 
Corno V e uma 

o em E , tal que 

-, c T T ' segue 
o 

T'-vizinhança do 
o 

T~-vizinhança do O em E . Itogo 

nelado. Portanto Como 
_, 

e 'o c 'o , segue que 

la proposição 4.27, tem-se que 

" 

e tonelada. Para isso, seja 
_, 

Então, E T
0
-fechada. como 

tonelada, c segue que " T . o 

o em E • Então existe v, _, _, 
v c w. Então v cw Como .. 

-T 

que v c w. 

o em E segue que w é uma 

c -T 
seja, 

_, 
é to 'o ' ou (E,T

0
) 

(E,T
0

) e um infra- s- espaço 

Portanto Pe-

COROLÁRIO 4.29 - Seja (E,t) um EVT met~~zâve~ ~omp~eto ~ob~e 

En.tã.o (E' TI e: B~-c.omp~eto. 

PROVA: De 4.3 segue que 

De 4.22 vem que {E, T) 

(E,c) e um EVT de Hausdorff tonelado. 

é um infra-s-espaço. Logo, de 4.28,tern-se • 
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PROPOSIÇÃO 4.30- Seja (G, n) um EVT m~~~izáv~l c.omp!~~o ~obne 

toda 

apt,(c.a.ç.ã.o f-Lne.a.h T qua.~e.-c.ontZnua. e 6e.c.ha_da de.fJ-»ida num EVT 

(E, T) e tomando valohe.~ em ( G' n) e continua. 

PROVA: De 4.29, (E,T) e 8./t-completo. Da definição 4.'26 o resul-

tado segue • 

PROPOSIÇÃO 4.31 - Todo e.~paç.o Bh-c.omple.to é um in6Jta.-~-e.~pa.ç.o. 

PROVA: Seja (G,n) um espaço Bit-completo. Seja (E,T) um EVT 

tonelada e T: (E,T) + (G,n) uma aplicação linear fechada. Por 

t;_,25, T é urna aplicação linear quase-contínua de E em G Co 

IEO (G,n) é B
4
-completo, vem que T é contínua. Portanto, de 

4 . 2 3, vem que (G, n) e um infra-s-espaço • 

COROLÂRIO 4.32 - Toda aplicação line.alt 6e.c.ha.da de. um EVT tone.la 

do num e.l..paç.o Bh-c.ompte..to ê c.ontZnua. 

PROVA: Sejam (E,T) um EVT tonelada, (G,n) um espaço B~-com-

pleto e T : (E, T) "* (G, n) uma aplicação linear fechada. Por 4. 31 

(G,n) é um infra-s-espaço. Por 4.23, T: (E,·r) +(G,nl é contí-

nua • 

LEMA 4. 33 - Seja T uma apLi.caç.ão Li.nea~ co n:tZnua de um EVT me 

;i JL.i. z â v e .i (E, T) em um EVT de Hauõdo~óó (G,n). Se B o(U ;n E lN} 
n 

é um .&i.&:tema 6undamen:ta.t enu·~.enâve.f de T-vizl...nhanç.al.l do O em E, 

• 



então n 
n=l 
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PROVA: g Óbvio que o resultado segue imediatamente de 4.16, desde 

que toda aplicação continua é fechada• 

' 
TEOREMA 4.34 -Sejam (E, T) um EVT me.tnizâve.i ~omple.ta e {G,n) 

um EVT de Hauó do 11.6 6, Então toda ap.t-i.eaç.ão l-Ü!.e.aJt continua e quE: 

G ~ abe.ttta. 

PROVA: Seja T: (E,-r) +(G,n) uma aplicação linear contínua e qu~ 

se-aberta. Para mostrarmos que T é urna aplicação aberta, basta 

mostrarmos que, para algum sistema fundamental B de -r-vizinha~~ 

ças do O em E , T (U) é uma n-vizinhança do O em G para t~ 

do U E 8 Seja, então, B= (Un)n E JN uma sequência de partes 

simétricas e -r-fechadas em E com Un+l + Un+l c Un, n ~ 1 . Co-

mo T é quase-aberta, segue que, para cada n E JN , W = T (U ) 
n n 

e 

uma n-vizinhança do O em G. O resultado seguirá se mostrarmos 

que T (Un) ::> Wn+ 1 para todo n E JN Para isso, seja k E JN da 

do e seja y E wk+ 1 = T (Uk+ 1 ) • Como 

demos escolher x 1 E Uk+1 tal que y-T(x1 ) E Wk+Z. Por indução, 

podemos definir uma seqÜência (xj)j E JN em E com xj E Uk+j 

i 
e y- I: T (xi) E Wk+]' +i. Afirmamos que a seqÜência das somas paf': 

i=l 
00 

ciais da série L xi é urna seqÜência de cauchy em E . De fato, seja v urna T-

i=l • 
-vizinhança do o em E . Da escolha de B ' existe n E lN tal 

o 
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que para todo n > n
0 

Uk+n-l C V . Então, para todo p > O e 

para todo n > n 
o 

p 
E 

i=O 
X i E n+ 

+ u k+n 

u c 
k+n+i 

c u k+n-1 

p 
E 

i=l 

c v, 

0k+n+i c 

o que prova a nossa asserção. Como (E,c} é completo, 

X E E tal que x==~ x. 
i:ool l 

Por outro lado, como 

p 

existe 

E xl+i E 0k+l-l uk, p > o, e uk é c-fechado, 
i=O 

segue que X E uk. Também, para todo p > o e para todo n > 1, 

n+p 
y - E T(xi) E W c wk+n+l i:::::l k+n+p+l 

Fazendo p + 00 temos que y - E. T(x.) 
i=O ~ 

para todo 

n > 1. Da continuidade de T segue que y- T (x) E Wk+n+l para 

todo n > 1. De 4.33 vem que y=T(x). Porém T(x) E T(Uk), Lo­

go wk+l c T(Uk)• 

COROLÂRIO 4.35 - Sejam um EVT me..tnizâve.l c..omp.te..to e. (G,n} 

um EVT de. Hau.ódoJt66 :tone.ta.do. Seja T uma. a.pl-l.c.aç.ão 

c.on.t2nua. de E .õobll.e. G. rt.tão T ê abe.h.ta.. 

PROVA: De 4. 25 {i i) , vem que T e quase-aberta. De 4. 34, vem que 

T é aberta • 
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COROLÁRIO 4.36- Sejam (E,T) e (G,n) elpaçol vetolt-i.aú topo!§_ 

gic.o~ me.t~izãve.i~ c.ompte.to~ ~obhe. o rne~mo ane.i de divi~ão topotõ-

g-i.co me.tJtizâve..t e nãa-dLócJr.eA:o (F,TF) . Então :toda aplic.aç.ão li­

ne.alt continua T de E .õobJte. G ê abe.~tta. 

. 
PROVA: O resultado segue de 4.35 pois (G,n) é tOnelada (veja 

4 • 3) • 

LEMA 4.37- Sejam (E,T) e (G,n) e.l.lpaç.o-6 ve.:toJLJ..ai-6 topo.tôg-<.co.6 

.6obne. o me..6mo anel de. divi.6ão topo.tõgica me.:tnizâve..t e não-di.6c!Le-

Seja T uma ap.t-ic.aç.ão .tine.aJt. de. E em G ta.t que. .. 

T(E) ê de .6 e.gunda c.a.te.goJtia em G. 

PROVA: Seja u 

uma 

u 

u 
k~l 

e 

seqÜência em 

absorvente 

Àk T (U) , 

urna 

F 

em 

T-vizinhança do 

* -l 
com Àk + o 

E temos que E 

Então T -e qua.6e-a.be.Jtta. 

o em E e seja (>k)kEJN 

quando k + 00 Desde que 
00 

~ u Àk u. Logo T(E) ~ 

k~l 

Como T(E) é de segunda categoria em G , existe k E JN 
o tal 

que Àk T (U) e uma n-vizinhança do O em G , o que é verdade 
o 

também para T(U). Logo, por 4.24(ii), T e quase-aberta• 

COROLÂRIO 4.38- Sejam (E,T) um EVT me.-tn.<..záve.l c.omple.,to e. 

(G,n) um EVT de BaL't.e. e. tle. Ha.u..&doh66 .&ob.~t.e. o me..ómo anel de d.<..-

v.<...t.ãa ,topol.Õg.f.c.o me.tJt.<..záve.l. e. não-d.<...&c.JLe.,to (F,;F) . Seja T uma 
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apt~eação t~ne.a~ continua de. E ~ob~e. G Ent~o T ~ abe.4ta. 

PEOVA: Por 4.3, (E,T) e um EVT tonelada. Como T(E)=G e to 

do espaço de Baire é de segunda categoria nele mesmo, por 4.37 T 

é quase-aberta. Logo, por 4.34, o resultado segue• 

COROLARIO 4.39 - Seja (E, T) um EVT me..thizãve.i'.. c.omple..to. Se. ll 

me.nol 6.-Lna do 

que_ T , com (E,u) tonelada, e.nt~o )l=T • 

PHOVA: Seja i a aplicação identidade de (E r -r ) sobre 

Como i é continua e (E, J.l) e um EVT tonelada, segue de 4.25 (ii) 

que i é quase-aberta Por 4.35 i é aberta, ouseja, ,cv. 

Disso e da hipótese segue que T = \J • 

COROLARIO 4.40- Seja E um e..t~paço ve..totti.al bOb!Le. um anel de. di-

T ,..,-admi..bbZve..Ló e.m E, me--t:Jtiziíve.i.6 e c.omple..ta.6, c.om lJ C T , e.n.tão 

" T • 

P~_WVA: De 4. 3 vem que (E,ul é um EVT tonelada e o resultado 

S<.:gue aplicando-se 4. 39 • 

Ti::::OREMA 4.41- Se.jam {E, T) um EVT me..t.JtJ..zãvel!. c..omple..to e. (G,n) 

u·:r EVT de Hau.6doJt66 .6obJte. o me...6mo a11.e..t de. d..Lv.üão .topo.tôg..Lc..o me. 

E 

errr G .tal que. T(E) ê. de. .6e.gunda c.a.te.goJt..La e.m G. Então -T e 
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a.be1r.ta. e óobJr.e. 

PROVA: Por 4.37, T e quase-aberta. Por 4.34 T é aberta. Desde 

T(E) - aberto G ' T(E) é absorvente. Seja que e em segue que 

* -1 
(Àk) k E urna sequência em F com Àk + o quando k +- En 

lN 

- 00 00 

tão G ~ u Àk T(E) ~ u T (Àk E) ~ u T(E) ~ T(E) ; 
k~l k~l k~l 

ou seja, T: E +G é sobrejetiva . 

• 



§5 - ESPAÇOS BORNOL0GICOS 

DEFINIÇÃO 5.1: Diremos que um EVT (E,T) sobre (F,TF) ê bonnalôg~ 

eo se toda topologia em E que é 'F-admissivel e t-bornívora é 

menos fina do que T. 

DEFINIÇÃO 5.2 Sejam (E,T) e (G,n) espaços vetoriais topo-

lógicos e seja A uma aplicação linear de E em G. Diremos que 

A é t~m~tada se A{B) é limitado em (G,n) para todo BC E li 

mitado em (E,T). 

PROPOSIÇÃO 5.3 Seja (E,T) um EVT. São equlvalentel: 

(1) (E,t) e bo4nol5gieo; 

(ii) Toda aplicação tlneak limitada de6lnlda em (E,T) e 

.tomando va.t.alte..ó num EVT aJr..bi.t.JtâtLi..a (G, nl e: c.on.tZnua. 

PROVA: {i) ~ (ii) - Suponhamos que (E,T) e um EVT bornológico 

e seja T (E,·r)-+ (G,rJ) uma aplicação 

mos que a topologia 'F-admissivel em 

linear limitada. Afirma­

-1 
E, T (n), e ,-bornivora 

em E. De fato, seja V E B, onde B um sistema fundamental 

de n-vizinhanças o e:n G e seja B c E ;-limitado.Então existe 

w, 1' F-vizinhança do o em F, tal que WT (B) c v. Portanto, 

WB C T-1 (V). Como T-l (V) E T-l(B) e T-1 (B) e um sistema funda-

mental de vizinhanças do O em -1 (E,T (n)), a afirmação segue .Ag~ 

ra, por ser (E,,) bornológico, -1 
tem-se que T (n) C '· Logo 
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T : E ~ G é continua. 

(ii) o>(i) Seja 11 umr. ·topologia TF-admissivel em E T-borni 

vara. Se mostrarmos que a aplicação identidade i: (E,T) +{E, JJ) 

é limitada, seguirá da hipótese que i é continua e que, portan-

to, 11 c T. Seja, entio, B c E L-limitado e seja V uma 11-v~ 

zinhança básica do O em E. Pela hipótese feita sobre 11 tem-

se que V e uma ]l-Vizinhança do O em E T-bornlvora. Logo 

V absorve B, o que implica que B é JJ-limitado. Então 

i (E,t) ..____,. (E,)l) é limitada • 

PROPOSIÇÃO 5.4 Seja (E,T) um EVT met~izãvel 4ob~e um anel 

de dlvi~ão ~apalÕgico met~lzãvel 

bo-'<nolôg-<.c.o. 

-e. um EVT 

PROVA: Seja (G,rd um EVT sobre _(F,TF) e seja A: E -+G uma 

aplicação linear limitada. Suponhamos por absurdo que A nao se­

ja continua. Portanto existe v n-vizinhança do .o em G tal 

qu::! A -l (V) não é ,-vizinhança do o em E. Seja 

Bn+l' n E JN} (resp. U ~ { u . u 
n' n ::l n+ 1, n E JN } ) 

um sistema fundamental de vizinhanças do O em (E 1T } (resp. (F,TF}). 

Decide que B satisfaz (Vl) - (V4) em 1.2, por indução podemos 

determinar uma sequência n1 < n 2 < ... <llk< ... e um conjunto 

p ~ {U B ; u E U; B E B, U B C Bl e u B c B l} • Seja 
nk nk nk nk nl nl nk nk n -k .. 

(x.,lk E lN 
uma sequência de pontos de E com xk E U B 

nk nk 
e 

• 
g A -l (V). Para cada k E JN seja !..k E F*, e 



65 

nao é limitada em 

seja r-limitada em E. 

De fato, suponhamos que a seqÜência (A{),kxk) )k E :N seja limita-

da em (G,nl. Então existe urna 'F-vizinhança u do o em F tal 

-1 
U{A(>kxk)' k E JN) c w. Como Àk ~o quando k; ~·oo ' existe 

ko tal que para todo k .:: ko 
-1 

Àk E u. Logo para todo k ..:. ko 
-1 

A(ÀkXk) E V o c]ue implica todo k .::.. ko E A-l (V) 
'k que para xk ' 

o que é contradição. Logo A : E ~G é continua. De 5.3 segue 

que (E,r) é bornolÕgico • 

Num EVT (E,r) designemos por F o conjunto de todas as topolo~ 

gias tF-admissiveis em E que sao r-bornivoras. Seja 

t~ : ~ sup{n,n E F}. Então rB é uma topologia tF-admissivel em 

EerCt 13 • 

PROPOSIÇÃO 5.5 (E,T) e (E,TS) têm os mesmos limitados. 

PROVA: Desde que r c r 6 então todo r 6-limitado e r-limitado. 

Reciprocamente, seja B c E r-limitado. Então B e n-limita-

do em E para toda n E F. Da definição de r 8 

que é r 8-limitado em E • 

PROPOSIÇÃO 5.6 - S<ja (E,T) um EVT. 

segue então 

po.tog-ia TF-admLó.õlvel em E que tem o.õ me.õmo.õ Li.mltado.& de {E, T). 

PROVA: Seja~ uma topologia TF-admissivel em E tal que (E,T) 

e (E,S) tenham os mesmos limitados. Então S e uma topologia 
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'F-admissivel em E 

que r;. C , B • 

-r-bornivora. Logo ~ E F o que implica 

PROPOSIÇÃO 5.7 e boJtno.tõgic.o. 

PROVA - Seja ~ uma topologia 'F-admissivel em E 

e seja V urna ~-vizinhança do O em E. Seja 

·s . 
c -bornivora 

BC E s 1' . ' - ~ml.-

tado. Então, pela hipótese feita sobre t;., V absorve B. Pela 

proposição 5.5, B -e r-limitado. Logo s e urna topologia 'F-a~ 

missivel em E -r-bornivora. Da definição de s 
T , segue, então, 

que t,; C ' 6 • Portanto (E, , 8 ) e bornológico • 

PROPOSIÇÃO 5. 8 

T = TB 

Um EVT (E,T) e bonno.tõg~c.o ~e, e ~omente ~e, 

PROVA: Claramente a condição é suficiente. Reciprocamente, supo­

nhamos que (E, T) é bornológico. Desde que -r C T B, basta mos­

trarmos que TB C T. Seja, então, i a aplicação identidade de 

(E,T 6) em (E,T) e seja n uma topologia 'F-admissivel em E 

T·-bornlvora. Se denotarmos por i 
n 

a aplicação identidade de 

em (E, n) , tem-se que i e continua. 
n 

Seja I a apli­
n 

c:çao identidade de (E,-r) em (E,n). Desde que n C T, pois es-

t,_1mos supondo que (E, r) 

é continua. Como i 
n 

Logo -r 8 c-r 

o i 

e um EVT bornológico, tem-se que 

"" I , segue de 2.3.3 e 2.6 que 
n 

Portanto 
' 

T = s 
T o 

i 

I 
n 

e 

Pe<OPOSIÇÃO 5. 9 Se.ja (E,-r) = ind ( (E , -r ) ,A ) , 
o.EA o.o. o. 

onde. (E ,-r ) E A a aa-
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e uma 6amltia de eópa~o• veto~iaió topotôg~eoó bo~notôg~eoõ.Então 

(E, t) ê boJtno.tâgic..a. 

PROVA: seja (G,n) um EVT arbitrário e seja A uma aplicação 

linear limitada de E em G e seja a E A dad,o. ,Desde que 

A 
a 

é uma aplicação linear continua de E 
a 

em E, portanto limi-

tada, segue que A o A 
a 

E --+ G é limitada. Como (E ,T ) é 
a a a 

um EVT bornológico, segue da prop. 5.3 que A o A 
a 

E ~ G 
a 

e con 

tinua. Aplicando 3.4 vem que A -e continua • 

COROLÂRIO 5.8 - (i) - A Joma d~~eta tapotôgiea de uma 6am1t~a de 

EVT boJtno.tôgico~ ê um EVT boJtno.tõgic..o. 

(ii) - Todo limite indutivo e~tJt1to de. uma óam1.t1a de 

EVT boJtno.tÕg1c..o4 ê baJtno.tÔgico. 

(iii) - Todo quoc.i.e.n:te. de. um EVT boJtno.tOgic..o e boJtno 

.tõgico. 

• 

• 
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§6 - ESPAÇOS QUASE-TONELADOS 

DEFINIÇÃO 6.1 - Um EVT (E,T) é dito quaJe-tone!ado se toda to-

pologia em E 'F-admissível, •-fechada e •-bornívora, e menos 

fina do que 1. 

EXEMPLO 6.2 

6.2.1 - Todo espaço tonelada é quase-tonelada. 

6.2.2 - Todo espaço bornológico é quase-tonelada. 

Num EVT (E,T), denotaremos por F o conjunto de todas as topol~ 

gias TF-adrnissiveis em E que sao c-fechadas e •-bornivoras. 

b* Seja t = sup {JJtJ.l E F}. Então b* 
1 e uma topologia 

missivel em E com b* 
T C T • 

PROPOSIÇÃO 6.3 Se.ja (E,T) um EVT. Então 

(i) (E,T) e. qu.a4e.-.tane..tado 6e, e. .6ome.n.te. 4e., T 

(ii) {E, -r) e (E, ,b*) .tê.m o.6 me.-&mo4 JU .. m.itado4. 

(iii) b* s 
T C T • 

T -ad F -

b* 
T 

PROVA: (i) - Suponhamos que (E,T) e um EVT quase-tonelada. Seja 

uma topologia 'F-admissivel em E •-fechada e T-bornívo-

ra. Segue da hipótese que < C T e da definição de b* 
T que 

b* '. b* b* então, T C Logo T C T e por ser T c T tem-se, que 

b* • b* T = T . Reciprocamente, suponhamos que T = T e seja n uma 
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topologia TF-admissivel etn 

b* 

E T-fechada e T-bornivora. Da de 

finição de T segue que n c T* = T, o que implica que (E,T) é 

quase-tonelada. 

(i i) ~ claro que todo Tb*-limitado em E -e T-limita 

do, pois b* 
T C T • Seja, agora, BC E T-limitado. Então para 

toda topologia ç 'F-admissível em E, r-fechada e •-bornívora , 

B e ~-limitado. Da definição de b* 
-r segue que B e b* 

T -li-

mi tado. 

(iii) Obvia de 5. 6 e de' 6. 3 (i i) •· 

PROPOSIÇÃO 6.4 Seja ind ((E , T ) ,A ) , onde.. pa!ta. c.a.-
A a a a 

a E 

da a E A (E ,T ) ê um EVT qua,oe.-tone.-tado. Então (E,r) 
a a 

-e um 

EVT qua..&e.-.tone...ta.do. 

PROVA: Seja E; uma topologia 'F-admissível em E T-fechada e 

r-~bornivora. Seja o. E A dado. 

.. .. -1 
e cont~nua , A (O 

a 
e uma topologia 

Então, porque A :(E ,T ) -(E,T) 
a a a 

TF-admissivel em E 
a 

-r -f.e­
a 

cl1ada e 1 -bornívorao Como, por hipótese, (E , t ) é quase-tonel~ 
a a a 

c:o, tem-se que A-l(c) C L 
"' T o ogo a a 

A : (E , c ) -+(E,~) é continua. 
a a a 

f, a definição 3 o 2 segue que ~ c c. Logo (E, T) é quase-tonelada • 

COROLÂRIO 6.5 - (i) Todo limite i~dutivo e~t~ito de e~paço~ qu~ 

.:._. e.-to~ei!.ado.ó ê qu.a~e-to~e.tado. 

(ii) Toda .&orna dl~eta topo.tÕglca de e~paço~ qua.óe-tone 

tado.& é qu.a.&e.-tone.ladal. 

(iii) Todo quociente de um e..6paço qua.óe.-tonelado e qu.a-

• 
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.6 e-.tone.ta.do. 

Num EVT (E,c) denotaremos por QB(t) o conjunto de todas as top~ 

logias ~ tF-admisslveis em E tais que: 

(i) T c " 
(ii) (E, \.l) - quase-tonelada. e 

t t 
Seja ,q : ~ in f '" ' " E QB(T)}. Então ,q e uma topologia 

'F-admissivel em E mais fina do que t. 

PROPOSIÇÃO 6.6 - Seja (E,T) um EVT. Então 
t 

(i) (E, 'q ) ê um EVT quaH-tand'.ado. 

b * t " (i i) 1 C t C T q C T.., , 

t t 
PROVA: (i) -Da definição de ,q e de 3.3.3., ternos que (E,tq )= 

~ ind 

nEQB(T) 

((E, n), i ) , onde para cada n E QB (T}, i é a aplica-o n 

ção identidade em E. Como, para cada n E QB (t), (E, n) e um 
t 

espaço quase-tonelada, segue de 6.4 que (E,tq ) é um EVT quase 

tonelada. 

(ii) - Mostraremos inicialmente que 
b* qt 

T C T Para 

isso, seja ~ uma topologia 'F-admissível em E t-fechada e 

t-bornlvora e seja n E QB(t). Afirmamos que S c n. De fato, 

seja V uma ~-vizinhança do O em E T-fechada e T-bornivora 

Então V é uma vizinhança do O n-fechada (porque T C n) e 

n-bornivora desde que toda parte n-limitada e T-limitada e V 

absorve os T-limitados. Como é um EVT quase-tonelado,se-

gue que s c n. Da definiçâ'o de e T 
b* tem-se imediatamen 

• 
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te que 
b* 

T C 
t 

:t: imediato que <q c -- 6 pois é um espaço bornolÓgico, 

portanto quase-tonelada, 
t 

plica que Tq 

T C s 
T • Logo ,s E QB(t), o que im-

A topologia 

c 
t 

Tq construída e descrita como acima é shamada ~o­

t 
pologia qua~e.-tonetada a~~ociada a t e o EVT (E,rq) é chamado 

e~pa~o qua~e-tone.tado ah~ociado ao EVT (E, r). 

PROPOSIÇÃO 6.7- Seja (E,T) um EVT quaé.e-tone.lado e. te.ja A uma 

apL<..c..aç.ão line.aJt .tJ..mltada de.6-Lnlda e.m (E,T) e. .tomando va.toJt.e.l.l num 

EVT aJt.bitJt.ãJt.io (G,n). Então A -e qua.6 e.- continua. 

PROVA: como A :(E,r)-+(G,n) e uma aplicação linear limitada 

-l 
A (n) é uma topologia 'F-admissível em E t-bornívora. Por-

tanto A-1 (n) é uma topologia TF-ãdmissivel em E ,-fechada e 

T-bornívora. Da hipótese segue, então, que A-l(n) c T. Logo, 

çualquer que seja V, n-vizinhança do O em G, A-1 (V) é uma 

~-vizinhança do O em E. Da definição 4.24 segue que A E-+G 

é quase-continua • 

l·ROPOSIÇÃO 6.8 - Se.ja (F,cF) um ane..t de. divitão topol.Õgic.o me.tJtl­

tâve..t e. .õe.ja.m (E, c) e (G,n) EVT (F,cF). Sunponha.mo.ó que. (E, c) ê 

'iLLa.-be-.tone.t.a.do e que (G,n) ê me.tJtlzáve.t e c.ompte..to. En-tão toda 

1 p.tlc.aç.ã.o .ti..11ea.1t T : E -+ G !imitada e 6e.c.hada ê c.on.tZnua. 

' 

PROVA: Seja T: (E,c) +{G,n) uma aplicação linear limitada e 

fechada. Por 6.7 T é quase-continua. Por 4.30 T é continua • 



§7 - CORDAS EM ESPAÇOS VETORIAIS TOPOL0GICOS 

A partir deste capitulo, salvo rnençao em contrário, considerare-

mos sempre espaços vetoriais sobre um anel de div,isãq não-trivial 

mente valorizado (F, 1·1) . 

DEFINIÇÃO 7.1 Seja E um EV e seja V uma parte não-vazia 

de E. Diremos que V e equilib~ado se ÀV c v para todo 

PROPOSIÇÃO 7. 2 - Se.j a E um EV e .6 e.j a B uma paJr.te. não- vazia de. 

E. Então B i ab4oJr.ve.nte. .6e, e .6ome.nte. .6e, pana cada x E E exi.6 

tal que pi11la cada \'E F, I l 12 ôx' x E lB. 

PROVA: Suponhamos que B c E é absorvente e seja xE E. Então, 

por 1. 7 1 existe uma vizinhança V x do O em (F, I • j.) tal que 

v"- x c B. Como o conjunto {B(O;ô);ô E JR} e um sistema fundamen 

tal de vizinhanças de o em (F,I.IJ, então existe ô . > O, tal 
X 

que B(O; ôx) X C V X 
X 

C B. Seja À E F, I À I > - ô x' segue que 

X E lB. Reciprocamente, seja X E E. Da hipótese vem que 

B(O;óx) x c B. Como B(O;óx) e uma vizinhança do O em (F, j. IJ, 
de 1.7 segue que B é absorvente • 

TEOREMA 7.3- Seja (E,T) ~tm EVT e .õeja. B 

ment:a..t de r-vizinhança~ do O em E . Então 
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(i) pau oado v E B exü;te u E B ;ta! que U+U c V: 

(ii) pa.!ta. cada :>..E F, "A f' O, e pa.Jta c.a.da. v E B ex-Lóte 

W E B ;ta! que w c AV. 

Rec.ip.~toc.ame.nte., ~e B -e uma ba-6 e de 61-t-tno em E ta.t que 

(a) patr..a c. a da v E B exi..ó.te u E B ;ta! que. U;+U C V; 

(b) e.x.,[.óte. À E F, o ' I ' I < l, ;ta! que patr..a c. a da 

v E B e.x,.[.õte. w E B oorn w c 'A V; 

(c) ;todo v E B - e.qu1.tibnada e abóa!Lve.nte., e 

e.Ptão B e um .6-i..õ.te.ma 6undame.n.ta.t de. vizinha.nç_a.ó do O pa.h.a. uma 

de EVT óob!Le (F, 1··1) e, pOJL (ii) ae.é-

ma, (b) i ue.Jtdade.ina patr..a .todo A E F, A~ O. 

PEOVA: ver [8 J o 

PHOPOSIÇÃO 7.4 Seja (E,-r) um ·EVT e. J:,e_ja B um .óubc.onjun:to 

nâo-va.zio de. E. Então B -e c-limitado .óe., e .óame.nte. .óe., pa.Jta. t~ 

da_ -r:-vizinhanç.a V do O em E e.xi.6:te. c > O ta.t que. pa!t.a todo 

l E F,lll >o, BC lV. 

PHOVA: Suponhamos que B C E e T-limitado e seja V uma ,-vi-

zinhança do O em E. Por 1.8 existe uma vizinhança U do O 

en (F, 1--ll tal que UB C v. Como {B(O;O) ,ó > 0} e um sistema fuh 

damental de vizinhanças do O em (F, ] .. "].) 1 então 1 para algum O > O'· 

B(O;ó) B c UB C V. Logo, se À E F e IÀI _::. ó 1 B c ÀV. Recipro­

c;:,mente, seja v uma •-vizinhat}Ça do O em E. Então da hipó­

tese segue que B(O,é)B C V, para algum 6 >O. Como B(O,ó) é uma 

• 
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vizinhança do O em (F, j. j), segue de 1.8 1 que B e T-limita 

do • 

DEFINIÇJ\0 7.5 Diremos que uma sequência U = (Un) n E JN de sub 

conjuntos não-vazios de um EV E - C.Oft.da. e uma em E se: 

I i) - para cada n E lN u e equilibrado; 
n 

(ii)- para cada n E lN un e absorvente; 

(iii)- u + 0 n+l 
c u n' para todo n E lN; n+l 

(iv)- existe À E F, o ' I À I ' l (e portanto para 

À E F, À 'f O) tal que dado Un E U existe u E U, m > n, 
m 

que um c ÃUn. 

todo 

tal 

Cada elemento Un, n E JN , de uma corda 

de U. 

u -· é chamado O n-é:.t.-i.mo no 

NOTAÇJ\0 7 • 6 uma corda em um EV E. Por 
00 

N(U} denotaremos o conjunto N (U) : = Das condições (i) e 

(iii) da definição 7.5 segue imediatamente que N(U) é um subesp~ 

ço vetorial de E e e chamado o núc.teo da c.oft.da U. 

NOTA 7.7- Se U =(Un)n E lN e V =(Vn)n E lN 

e se À E F, definiremos 

Àu : = I À Un) n E lN 

u + v: = (Un + Vn)n E lN 

u n V: = (Un n Vn)n 
• c lN 

sao cordas num EV E 

e, claramente, ÃU, para >. =I O, U + V e U n V sao ainda cordas 
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em E. Diremos que U C V se para cada n E JN un C V n. 

Sejam E e G espaços vetoriais e A uma aplicação linear de 

E em G. Se (resp. V= (Vn)n E JN')ê uma corda 

et.L E (resp. uma corda em G) , poremos 

A-l(V) = (A-l(Vn))n E N). 

A(U): = (A(Un) )n E lN (resp. 
• 

PROPOSIÇÃO 7.8- Sejam E e G e.-!!paç.o-6 ve.:totc{ai...õ e. A u.ma apii-

c.aç.ao tl..ne.aJt de. E em G.Ent:ão 

(i) A (U) - c.onda na e. u.ma J.mag e.m de A, paJLa :toda 

c.oJtda u de E; 

( ii) - A (U) + v e uma c.oJr..da em G pa11.a .toda c.oJtda 

u em E e. paJta toda c.oJtda v em G. 

(iii) - A-l(V) -e uma e. onda em E pa1ta :toda e01tda v 

e.m G. 

PHOVA: Imediata• 

Dl~FINIÇÃO 7. 9 - Diremos que uma corda U = (Un) n E JN num EVT 

(E, T) é ,-;topotõgi..c.a se o n-ésimo nó 

,-vizinhança do O em E. 

U de 
n 

U,nEJN, 

Df::FINIÇÃO 7.10- Uma corda U = (Un)nEJN num EVT (E,T) e 

e uma 

dita 

1·- 6 e.c.hada se, para cada n E JN , o n-ésimo nó Un de U é •-fe 

chado em E. 
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PROPOSIÇl\0 7.11- Seja (E,T) um EVT e U uma pa4te não-vaz-<.a 

de. E. Então u e ,-bannZvona he.~ e homente he, pa~a todo c-ii 

mi-ta.do B de. E e.x-<...6.t.e. ó > O .ta..t que. pa.Jta. c.ada. >..E F ,I/.. I > ó , 

B C À U. 

PROVA: Imediata • 

DEFINIÇl\0 7.12 - Uma corda U = (U ) E num EVT (E 1 T) e di-
lN n n 

ta ,-boJtnlvoJta se, para cada n E lN, o n-ésimo no u de u 
n - parte T-bornivora de E. e uma 

OBSERVAÇÃO 7.13- Seja (E,,) um EVT. Então: 

(i) o conjunto de todas as vizinhanças T-fechadas e 

equilibradas do O e uma base de vizinhanças do O; 

(ii) se B é um sistema fundamental de ,-vizinhanças 

do O em E, a cada ,-vizinhança V do O em E podemos asso-

ciar uma corda T-topológica U = (Un)n E lN tal que 

para todo n E N e u
1 

C V • (A construção e feita por indução , 

escolhido e fixado À E F, O < I À I < 1). 

DEFINIÇÃO 7.14- Um conjunto F de cordas num EV E é dito di-

Jt-i.gido se, quaisquer que sejam U, V E F, existe W E F tal que 

w cu n v. 

TEOREMA 7.15- Se. (E,;) e. um..,. EVT, e.nt:ão e.xi1:>t:e. um c.onjunt:o diJt-:!:_ 

g~do F de. coJtdal:> em E tal que o conjunto B de todo1:> o~ nõ~ 
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de toda<> a..õ c.ottda.t:, de. F J)ol!.ma. uma ba.t.e.. de. c-v1zlnhanç_a..6 do 

O em E. 

R2.c.ipJLoc.a.rne.nte., .õe. E -e um EV F e um c.onjun:to diJtigido 

de. c.ottda.t. em E, então o conjunto B de. todoó o.6 nÕ.6 de. tada.t. a..t. 

c.a!t.da.6 de. F e uma ba.6 e de. 1.1izinha.nç_a.6 e.quliibJtadah do q pa.Jta. 

u,na. Un1c.a. topolog-ia T em E de. EVT J.JobJte. 

ditte.mo.t. que T ~ ge.!tadda. po!t F. 

PROVA: ver [8] • 

0 13SERVAÇ1\0 7.16 - o conjunto de todas as cordas num EV E é evi-

dentemente um conjunto dirigido de cordas em E e, por 7.15, gera 

uma topologia de EVT sobre (F, f. IJ que denotaremos por.~. Além 

disso, -r"" é a mais fina das topologias de EVT sobre (F, f. :f). 

PROPOSIÇÃO 7.17 - Um EVT (E,<) ê .tone.l.a.do .6e., e .6amen..te .óe., :toda 

c.o1tda. •-áe.c.ha.da. e.m E e •-:topo.tõglc.a.. 

PlJ.OVA: suponhamos que (E,-r) e tonelada e seja u = (Un) n E JN uma 

c-:Jrda em E c-fechada. Como o conjunto F = { U) e dirigido,por 

7.15 existe urna única topologia Tu em E de EVT sobre (F, I • 1. l 

que admite o conjunto {U · n E JN } por sistema fundamental n' 
de 

v Lzinhanças do o. Como para cada nE :N u e 
n 

c-fechado em E, 

t2mos que Tu - topologia e urna c-fechada em E. Da hipótese vem ' 

então, que Tu c T' o que impl~ca que u e urna corda c-topol§. 

gica em E. Reciprocamente, suponhamos que tadla · corda em E T-
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fechada é r-topológica e seja 

bre (F,I-Il •-fechada. Seja 

n uma topologia em E de EVT so 

V uma n-vizinhança do O em E. 

Por 7.13, parte (ii), existe uma corda U = (Un)n E~ em E, 

n-topológica, cujos nós 

da U , n E JN , é uma 
n 

Un, n E JN , sao -r-fechados. Portanto ca 

-r-vizinhança da origem. ~OIDQ Ul C V , 

segue que V é também uma -r-vizinhança da origem. Logo n C •• 

EXEMPLO 7.18- (E,T
00

) é um EVT tonelada. 

PROPOSIÇÃO 7.19 -Um EVT (E,T) ê qua.õe.-.tone.tado .6e, e .6amen.te. 

.óe, :toda c..oJtda •-6e.c.ha.da. e -r-boJtn.ZvoJta em E e c-.topoi.Õgic.a. 

PROVA: Análoga à prova da proposição 7.17 • 

• 



§8 F - ESPAÇOS 

DEFINIÇÃO 8.1 Seja E um EV sobre (F,I.Il. Uma F-nollma em 

E é uma função com valores reais 11 o 11 
F 

E -lR tql que 

(F-1) para todo X E E, 11 X 11 F > o e 11 X 11 F ~ o se, 

X = O; 

(F-2) 11 x+y 11 F < 11 x 11 F + 11 y 11 F' quaisquer que sejam 

x, y E E; 

todo X E E· ' 

(F-4) li Àn x 11 F -------+ o quando n -+ ~, para toda seque~ 

c ia (Ã n) n E JN convergente a O em (F, 1.1 } . 
(F-5) se (xn) n ElN 

e uma sequência em 

11 X 11 
n F 

~ o quando n ~ oo, então para todo 

11 ÀXn 11 ~o quando n --'-+co. 

NOTA 8.2- f': irrediato que para cada x E E !1--x IIF, = 11 X 11 
F' 

E com 

À E F 

TEOREMA 8.3 - Toda F-noll..ma em um EV E de.6Ine uma ~apologia de 

EVT -r e .tal. que. (E,,) e: um EVT me..tJtizáve..t. 

PROVA: Seja li· li F. uma F-norma em E. Para cada e: > O, consi­

deremos o subconjunto de E definido por 

, 

~ (x E E; 11 x IIF < E: } • 



80 

Seja ~ claro que B e um base de filtro em 

E. Provaremos que B satisfaz (a)-(c) em 7.3. Para isso, seja 

r > O dado. Então 

(i) - de (F-3) segue que u 
E 

é equilibrado; 

(ii) - u 
E 

é absorvente (de fato, seja x E E dado.Se)a 

uma sequência não-nula em F e convergente a O.Por 

(F-4), existe N E :N 

/.. E F com 

F 

u 
< 

I À I 

< E desde que 

, ou seja, x E 

Então 11 

IÀ-lÀ~ll 

ÀU I . 
c ' 

liiil u012 + u.12 
c 

E u 
c 

À -lx 11 

< l' 

u (De 

mento de Então existem a 

para todo n > N. Seja 

~ 11 À -lÀ~lÀNX 11 ' F F 

o que implica que 

fato, zeja z um ele-

x,y E 0 c/2 tais que 

Z = X + y. De 

+ UE/2 

(F-2) segue que 11 z 11 < F - llx IIF + 11 yiiF e,portanto, 

dA hipótese feita sobre x e y temos que 11 ziiF :5. c, o que im-

piica z E U I • 
< 

p·•.nalmente, suponhamos que (b) em 7.3 na o seja verdadeira. Seja 

) Cl E F, com o < 1'0 1 ' I • Então existe u E B e existe 
E o 

N E lN tal que para todo n > N 01/n i' 'o u . Assim, existe 
< 

uma sequência (xn)n E em E com X. E 01/n e X il 'o u 
lN n n E o 

para todo n E IN . Portanto 11 xnl] F -->- O quando e 

11 ·.~ 1 xn n F > e: para todo n E JN, o que contradiz I F- 5 I • 

Logo, por 7.3 existe uma Única topologia de EVT em E, que denota 

remos por T u. 11 
, admitindo B por sistema fundamental de vizi 

F 
n~1anças do O em E. Pela nota f'!. 2 temos que (E,TII-11 I 

F 

e um 
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EVT de Hausdorff. 

Definamos agora urna aplicação d de Ex E em JR pondo d(x,y)= 

=11 x - yi!F para x,y E E. Então d é urna métrica em E, inva­

riante por translação e, para cada a E E e para cada t. > O..> te 

mos que 

{X E E;d(x,a) :5._ E-} = {x E E;ll x - ali < d = a + U 
F E 

Portanto (E,-r 
11· 11 

e um EVT metrizável• 

F 

TEOREMA 8.4 - Seja E um EV óabJLe (F, i .IJ. São eqúvalen:te<l' 

(i) - (E, T) e. um EVT me.tiLizâ.ve.l.j 

(ii) - 1" ê ge.Jtada. po!t uma ú.nJ.,c.a. c.o!Lda U= {Un) n E JN de'" E 

:tal que N(U)= {0}; 

(iii)- t ê de.6-{.nida polt uma mê..t!L-i.C!a d -i.nva.Jt.-i.ante. po!L 

11 • 11 • E F • 

-= d(.,O) e. uma F-noJtma. 

-----+ JR de.6i.ni..da pa!L 11. 11 = 
F 

PROVA: (i) =* (ii) - Seja d uma métrica em E definido T • En-

tão: 

e um sistema fundamental de T-vizinhanças do O em E.Seja ;>,.E F, 

O< j;>,.j < ldado. Seja u 1 uma -r-vizinhança fechada e equilibra 

da do O em E contida em B1 . Sejam uz e u2 -r-vizinhanças 

fechadas e equilibradas do O em E satisfazendo a 
' 

u• + u• c 
2 2 
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e 

Ponhamos u = u• n u" 2 2 2 e uma •-vizinhança fechada 

equilibrada do O em E satisfazendo a 

e 

Repetindo o processo, podemos encontrar u
3

, t-vizinhanças fech~ 

da e equilibrada do O em E, com u
3 

+ u 3 c u
2 

e u
3 

C ÀU
2

• Por 

indução, podemos construir uma sequência U=(Un) n E JN de par-

tes não-vazias de E e que obviame'nte é uma corda t-topológica 

em E. Temos também que N(U) = {O}~ pois 

(OJC n une 
n E lN 

e ~ {O} visto ser (E,c) um EVT de Hausdorff. 

St::~ja tu a topologia de EVT em E definida pela corda U cons 

truida acima. Evidentemente o conjunto 

é um sistema fundamental de Tu-vizinhanças do O em E e (E, TU) 

' 

' e 

um EVT de Hausdorff. Afirmamos que Tu=T. De fato, seja V l!liTla 



83 

'u -vizinhança do o em E. Então existe U E G 
n 

tal que u c v. 
n 

Como U 
n 

-e urna <-vizinhança do o em E, segue que V -e uma 

<-vizinhança do O em E; portanto 'u c T. Reciprocamente se­

ja W uma ,-vizinhança do O em E. Então existe n E lli tal 

que B C W. 
n 

nhança do O 

{ii) """(iii) 

Como 

em 

un c B 
n 

c w, temos 

E; portanto T C TU. 

Seja u = (Un) n EJN 

que w e uma . 
Logo T = Tu· 

uma corda em E 

T. Se]· a (W ) . E ~· uma subsequência de (U ) n, J ... ~ n n E lN 
J 

'u-vizi-

definido 

onde 

= u 2 (j-l)+l para j ~ 1. Denotaremos Wn. simplesmente por 

J -Claramente o conjunto W = {Wn; n E lN} tambem e um sistema 

fundamental de ,-vizinhanças equilibradas do O em E com 

n wn = {O} e wn+l + wn+l + wn+l c wn para todo n E JN'. oe­
n=l 

finamos, agora, uma função g E -t- :m como segue: 

O, se x = O; 

g (X) = -k 
2 , se x E wk e x ~ wk+l 

1, se x I; w1 . 

Seja x E E, X ;' o • Então g (X) ;' o e como, para todo n E lN , 

é equilibrado, segue que g ( ÀX) = g (x) para todo À E F, I\:= l. 

la mesma razão, para todo À E F' I À I < 1, g ( Àl<) < g (x) • 

uma 

-
função real em E X E d2finida por, 

n 
d(X,y) = inf r g(ti- ti_1 ), (X,y)E E x E, 

i=l 

• 

seja 

w 
n 

Pe 

d 

onde o infimo é tomado com respeito a todas as sequências finitas 
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< n com 

Afirmamos que 

l 2 g(y-x) < d(x,y) < g(y-x) (l) 

p;_ra todo (.x,y) E E x E. 

A segunda desigualdade é Óbvia e a primeira desigualdade será pr2 

vada por indução sobre n, mostrando-se que para todo (x, y) E E x_ E, 

pera todo n E :N dado e toda sequência (t ) i o < i < n 
t 0 = x e tn = y ternos que 

l 
2 g(y-x) < 

n 
E 

i=l 
g(t,-t.l). " "-

com 

( 2) 

Seja então (x,y) E E ~E dado. O resultado segue trivialmente pa-

re n = 1, desde que a Única seqÜência (t1 )
0 

< i< 
1 

tem t =x o e 

t 1 = y. Suponhamos então que (2) é verdadeira para todo k ~ n , 

pç:,,ra algum n E lN dado, n > 1, e provemos (2) para k=n+l. Seja 

n+l 
a ~ E g(ti - t 1 _1 J. Se 

i~l 

a > 
l 
2' então (2) é verdadeira porque 

g.x) < 1 para todo x E E. Suponhamos então que a < 
l 
-z· 

e}:iste um inteiro k, 1 < k < n + 1, e tal que 

k-1 
E 

i~l 

Nr~:cessariamente temos que 

n+l 

1 
< 2 a, 

• 

E g(t. - t
1

_
1

) < 
i=k+l l. 

a 
2 

k 
E g(t. 

' l " "~ 

- t. l)> "-
l 2 a. 

Então 
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Desde que k - 1 < n e n + 1 - k < n, segue da hipótese de indu-

çao que 

e 

k-1 
g(tk_1-x) ' 2 r 

i=l 

n+l 

g(t. - t. 1) , ,_ l 
<2.2a=a 

1 
< 2 E g(ti - ti-l) ' 2. - a = a 

2 i=k+l 

e, da definição de a, que g (tk - tk-1) ' a. -
Seja inteiro tal 

-m Então 2 m o menor que 2 < a. m > e, da 

definição de g, segue que tk-1 - x, tk - tk-1' y - tk E wm. 

• 
Porém 

o que implica que 

g(y-x) ' 2-(m-l) < 2a. 

Da definição de d, segue então que 

1 
2 g (y - x) < d (x, y) • 

A seguir mostraremos que d é uma métrica em E invariante por 

translação. De fato, de (1), segue imediatamente que 

(a) d(x,y) > - o e d (x, y) ~ O=x ~ y, para todo x_,yE E, 

Que d (x, y) = d(y,x) para todo x, y E E segue de g(-x)~g(x) e 

da definição de d. ' 
Sejam x,y,z E E e seja c > o dado. Então existem 

.. _ 
sequencias 



(ti) O < i 2 p' com 

11 = y tais que q 

e 

p 
E 

i=1 

g 
E 

j=1 

Temos, então, que 

d \X,y) < 
p 
E g (t. 

i=l l. 
- t. 1) + ,_ 

= z e 

< d(z,y} + ~ 

q 
r g(]J. -lJ. 1) < d(x,z) + d(z,y) + € 

j=1 J J- -

86 

z • 

e, desde que E foi escolhido arbitrariamente, obtemos a de si-

gualdade triangular 

(b) d(x,y) 2 d(x,y) + d(z,y) para todo x,y,z E E. 

A invariância de d por translação segue da definição de d 8 da 

igualdade g(y-x) = g((y+a)- (X+a)) para todo x.,y,a E E. Mos-

tc~arernos, a seguir, que a topologia de EVT em E definida por 

d coincide com a topologia -r de E. Para tal, para cada s > O, 

denotaremos por v 
o 

o conjunto de todos os x. E E 

d x,O) < E. Afirmamos que para cada inteiro k > 1 

v
2

_ (k+ll c wk c v ·-k 
2. 

tais que 

e,portanto, que a família {V , E: > O } 
o 

é um sistema fundamental 

d•ê! vizinhanças do O em (E, T). f€ fato,seia k ::_ 1 dado e observemos 

• 
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que 
-k 

wk~{~EE; g{x) .::_ 2 } . Seja XE V-(k+1 ) dado. 

De 1 -k 
2 g(x) .::_ d(X,O) .::_! 2 

2 -k 
segue que g(X) ~ 2 e portanto, que 

2 

Seja, agora, y E Wk. Então, de -k 
d(y,O) ~ g(y) ~ 2 se-

gue que y E v 2-k. Além disso, da igualdade d(x,a) = d(x -a, O ) 

segue que {x E E, d(x,a) < E } =v +a. 
E 

AFIRMAÇÃO (c): d(>..x, O) <d(x,O) para todo xEEeparatodoÃEF, 

PROVA. Seja >.. E F dado, I À I < 1, e seja X E E. Se]'a (s I i o ~i<k 
··- ' uma sequencJ.a em E com s. = >..t., para algum 

l l 

1 < i < k - 1, e sk = O. Então, 

k k 
d( x,O) < " g(s. - s. 1 1 l l-

i=l 
= g(At1 - ÀX) + E g(t. - t. 1 ). 

i=2 ~ J._-

Como g(At) < g(t) para todo tE E, segue que 

k 
d(Ãx,O) " g(t. - t. 11= l l-

i=2 

k 

" g ( w' 
i=l l 

onde ~O= x, ~k =O e ~i= s 1 , 2 < i < k- 1. Da definição de d 

e da desigualdade acima segue que 

d(t.x,O) < d(x,O). 

AFIRMAÇÃO (d): Se >..n +O quando 

quando n + "' para todo x F E. 

n -+co em F,então d(À x,ü)--1- O 
n 



PJ:OVA: Imediata da continuidade de d e do fato que para 

X E E À o quando X + n n ~ oo, em E, qualquer que seja a 

C la (Àn)n E:N convergente a o em F. 

AFIRMAÇÃO (e): Se d(xn,O) ~O 

eJ1tão d(>..x ,O) ~O quando 
n 

n + oo para todo À E F. 
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todo 

.. -
seque~ 

PROVA; Seja (x ) E 
.. -

lN 
uma sequencia 

n n 
em E tal que d (xrfO) +O 

qnando n + oo. Então " ~ o quando n 
n 

dddO. Então (Àxn)n E :N 
e uma sequencia 

o que implica que d ( >..x
0

, O} -+ O quando 

DE.'finamos agora uma aplicação 11. 11 
F 

de E 

+ 00 em E. Seja 

convergente a 

em lR pondo 

o 

À E 

em 

11 .11 
F 

F 

E, 

= 

= d(x,O), para todo x E E. Porque a métrica d, construÍda acima, 

satisfaz as propriedades (a) - (e), vemos que 11. 11 tem as 
F 

pro-

p~-iedades (F - 1) - (F - 5) da defiilição 8. 2, Logo a aplicação 

11.11F: E +JR -e uma F-norma em E. 

i i) ... li) Segue de 8.3 

DEFINIÇÃO 8.5 -A um espaço '.retorial topológico metrizável compl5: 

to sobre (F, 1-. I ) chamar-~mos F- e.-6 paç.o. 

EXEMPLO 8.6 - Seja E um espaço vetorial sobre um anel de divi-

s,~o não-trivialmente valorizado e completo (F, I .• 1 ) . 

8.6.1 Se T é uma topologia em E tal que (E,,) e 

um EVT metrizável e se 11 • 11 
F 

' : E +JR -e uma F-norma em E 
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definido t 1 então 11· IIF e uma aplicação uniformemente continua 

de E em lR . Portanto essa F-norma tem uma única extensão con 

tinua ao completamente (E,t) de (E,t), que ainda é uma F-norma 

em E, e a topologia por ela ai definida coincide ·oom t. Portanto, 

(E, t) é um EVT metrizável completo, logo um F -es.paçq. 

8.6.2 Seja U urna corda em E com N(U) = {O}.Seja 

tU a topologia de EVT de Hausdorff em E definida por F= { U }, 

Então, por 8.4, (E,t 0 ) é um EVT rnetrizável. Portanto o complet~ 

-
menta (E,•ul de (E,•ul . é um F-espaço sobre (F, ). i). 

8.6.3 - Seja U = (Un)n E~ uma corda arbitrária em 

E. Desde que -N(U) e um subespaço vetorial de E, podemos conse-

der o espaço quociente 

a projeção canônica de 

E/N(U)' que denotaremos por Eu· Seja TI 

E sobre Eu· Então n(U): ~ (TI(Un))nE TI 

é uma corda em Eu com 
00 

00 

N(n(U)) ~ n (n(U ))~ nn~
1
(Un-IN(U)) ~N(U). 

n=l n 

Seja 'n(U) a topologia de EVT de Hausdorff em Eu definida por 

F~ {n(U)). Por 8.4 (EU''n(U)) é um EVT metrizãvel o que im­

plica que seu completamente (Ê '~II(U)) éurn f-espaço sobre (F,I.'!l. 

PROPOSIÇÃO 8.7- Seja (E,T) um EVT e õeja U ~ (Un)n E lN uma 

co~da em E. Séio equ~vale.nte~= 

(i) U ~ urna c.o~da T-topoiõgica em E; 

(ii) A ap.t-i.eaç.éio quoc.-i.e.nte. n: (E, -r) --r{EU''n(U)) -e 

c.on.t.Znua. 

(F, 1. ll ê eompteto e H -e um c.om-
• 

p.tetamento de (E ''rr(U)), então (ii) ê equivalente a 
~ - -

{iii)- TI:= cp o rr: (E,·r) -+(EU''n(U)) ê c.on.tZnua. 
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PROVA: Seja B= {TI(Un); n E JN} um sistema fundamental de 'n(U) 

vj_zinhanças do o 

(i) => (ii) Seja 

em 

II(U) E B dado. Então 
n 

corno Un é uma T-vizinhança do O em E, segue que rr-1 Crr(Un)) 

tcunbém O e, o que implica que rr: (E,,) ~(EU''rr(U)) e continua. 

(ii) •-(i) -Seja II(Un+Z) E B. Então, da hipótese, segue que 

-e uma T -vizinhança do o em E. Afirmamos que 

Então 

'rr(U)-vizi-

n 1 ança de y em Eu. seja agora z E (y + rr (Un+Z)) n rr (Un+Z). E~ 

tão existem x 1 ,x2 E II(Un+Z) tais que z = y + x 1 = x 2 . Portanto 

y = (-x1 ) + x 2 E rr (Un+Z) + n (Un+Z) o que prova nossa afirmativa.· 

o que implica que Un e 

uma ,-vizinhança do O em E. Como n E lN foi escolhido arbi­

trariamente , segue que U = (Un)n E JN é uma corda <-topológica 

em E. 

Suponhamos agora que (F, ~ .1 ) 

completamente de (EU''rr(U)). 

(:i.i) ~ (iii) óbvio . 

um 

• 
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(iii) .. (ii) um 11 net" em E convergente a 

xE E. Por hipótese, • (II(xa))7 •(IT(x)) em • (Eul c Eu· Como 

-• ' Eu ~ Eu é um isomorfismo topológico entre Eu e • (Eu) , te 

mos que n(x ) --+TI (X) I 
a a 

o que implica que (ii) e verdadeira • 

LEMA 8.8 Suponhamo.& (F,.I. ll c.ompf.e..to. Sejam (E, -r) e (G,n) 

EVT .ablte (F, ~-ll, onde n e uma ;topologia de HauJdo!tfifi. Se A 

-e. uma apl~c.ação f.~ne.a4 em E em G e .&e {(G,rJ),.p) -e um c.omple...ta-

- -me.n.to de. (G, nl, e.n.tão A A:=<fJ oA:E __. G 

ii 6eehada. 

PROVA: Suponhamos que A : (E,-r) -+(G,n) é uma aplicação linear 

fechada e seja (x,y) E (E, -r) x (G,'l) um ponto aderente ao gráfico 

de Â. Então existe um "net" (:X ,Â(x ))=(x ,.P o A(x )) E' Cgr{Â) 
a a a a a n 

convergente a (.X,y). Portanto x -----lo- x em (E,-r) e <P o A{x )-+y 
a a o. a 

em (Ô,;j).Logo IT(X ) 
a 

-1 ar<P (y) em (G,n) e, como gr(A) é um 

subconjunto fechado de (E,-r) x (G,n), segue -1 que (X,. (y)) E gr(A). 

Logo A(x) = <P -l (y), ou seja, lfJ o A(x) = y. Port.anto A : E -...........+ G 

é fechada. Analogamente mostra-se que a condição é suficiente • 

PROPOSIÇÃO 8. 9 - Sejam (E, t) u.m EVT e U c='(Un) n E JN uma c.oltda em 

E •. Se 

(i) - U e T-óe.c.hada em E, e~~ão 

(li)- a ap.t/.c.aç.ã.o qu.oc./.e.n..te. TI : (E,T) -+(EU,TII(U)) e 

6oehada. 

Atiim d166o, ae (F, I· ll ~ eompte;to 
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e um c..omp.te.tame.nto de. (EU' 'n (U)), então {i i) ê e.qu-l.va.te.nte. a 

(iii) - rr :='o n: (E,T)~IÊu, ~rr(U)) ê 6echada. 

P:<OVA: (i) "'(ii) Seja U = {Un) n E JN uma corda T-fechada 

E. Queremos mostrar gr(IT) - subconjunto fechado de em que e um 

(:S,t) x(EU,TIT(U)). Para isso, seja (-X,y) E (E,T)x(EU,TIT(U)) um 
m 

ponto aderente a gr(IT). Afirmamos que IT(x) - yE r' IT(U
0
). De 

n=l 

fato, seja U uma T -vizinhança do O em E e seja n E JN da-

do. Da hipótese feita sobre o ponto (X,y), segue que 

I (x,y) + u .xrr(Un+4) I n gr(IT) " •· 

Logo 

(1) IT(x) - y E IT(U) + IT(U
0
+

4
) 

e 

{2) existe z E E tal que IT(z)E y + IT(Un+
4
l. 

Portanto, II(x) - Jl(Z) = JI(_x) - y + y- II(z) E 

Assim, x-z E u + un+3 + un+ 3 + N(U) c u + un+Z + N(U) c 

c u + un+2 + un+2 c u + un+l. 

Corno Un+l e r-fechado em E e U é -r-vizinhança do O em E, 

segue que x - z E Un+l' Disso e de (2) segue que 

D(x) - y = IT(x) - IT(Z)+IT(z) - y ~ IT(x) -IT(z) + IT(U
0

+
4

) C 
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Como n E N foi escolhido arbitrariamente temos que 

IT(x) - y E n n(Un). Desde que (EU''rr(U)) e um EVT metrizável 
n=l 

e {TI (U ) ; n E JN} é um sistema fundamental 'de vizinhanças do 
n 

O em (Eu''n(U)J' segue que y = rr(x). Logo rr:(E,-r) ---+(E0 ,-rn(U)) 

e uma aplicação fechada. 

. . 
Suponhamos agora que (F, I. ll e completo e seja ({E,TII(U)).IP) um 

completamente de IEu,rn(U)). 

(i i) =*' (iii) - Imediato de 8.8. 

{iii) => (i i) - Imediato de 8.8 • 

LEMA 8.10 - Suponha.mo-6 (F,I .. ll comple.to. Seja.m (E, -r) e (E, n) EVT 

.õobJte. IF,I.Il Ovtde. n e de Hau•doJtó 6. Se A : E -G e uma 

ap.t.<.c.a.ç.ão .t1.ne.a.lt. e .. IIG,~l,,lê um c_ompte.tcane_nto de {G,T:J), então A 

ê .timLtada. .6e., 
. 

ê l.im.i.;ta.da. e. .6ome.n.te. H, A . =' o A : E ~G . 

PROVA: Evidente a condição e necessária. Reciprocamente, supo-
. . 

nhamos que A ; E + G seja limitada. Devemos mostrar que 

A : E ~ G e limitada. Para isso, seja B c E c-limitado. En-
. 

tão A(B) = '-P o A (B) é limitado em 

é um isomorfismo topológico, segue que 

tado em G • 

I•IG) ,n).COliD 

,-liÂIB)) = 

• • 
'-P :("G,n)-+-(G,n) 

A (B) é n-lim! 
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PROPOSIÇÃO 8.11 - Sejam (E,t) um EVT e U= (Un) n E :N uma C..OfL-

da em E. Se. 

(i) - u -e r-boJL~1voJLa em E, 

e.n.tão 

(ii) - rr :(E, T) + (EU' T rr (U)) e Um-é:tada. 

- -
A{_ê_m di..!:.!:. o, .óe. (F, t. D e: camp.teA:o e .t~e { (EU''rr(U)), 'P 

-e. um c.om-

p.C.e..ta.me.n.to de. (Eu,rrr(U) J, e.n.tão (ii) ê. e.qu.i.va..te.n.te. a 

(iii) - rr: = <fJ o IT : (E,,) --+(EU,TJI{U)_)_ é lim.Ltada. 

PROVA: (i) => (ii) Seja BC E c-limitado e seja n E JN ldado. 

Desde u -que e urna corda r-bornivora em E, existe o > o tal n 

que B c ÀU n para todo ' E lR , I ' I > - on Seja 'ElR,I,I> 'n· En 

tão rr (Bl c 'IT(Un) e por ser IT(Un) uma 'n(U)-vizinhança bás! 

ca do o em e limiltada. 

Suponhamos agora que (F,_; .. ~ ) é completo e seja ( (ÊU, ~ II (U )), o.p ) 

um completamente de {E 0 , 'rr (U) J. 

Que (ii) é equivalente a (iii) segue imediatamente de 8.10 • 

L'-;;MA 8.12- Sejam {E,t), (G,n) e. (M,ç:) EVT. Seja H um c.onjun.to 

pontualmente. l~mi.ta.do de. a.p.tlc.a.çõe.4 i~ne.ake.4 de E em G e 4e.ja 

'f uma apl-t.c.aç.ão line..aJt c.on-t.Znua de.. G e..m M. Então 

..P o H : = { tP o T; T E: H} ê. um c.onjun.to pon.tualme.n.te. t.im.i.tado de.. 

a,:JiJ.c.aç.Õe..ó Li..ne.ake...ó de. E e.m M. 

P"10VA: Seja X E E dado e seja U uma ç; -vizinhança do O em 
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M. Como <P -l (U) é uma n-vizinhança do O em G, segue da hi-

pótese feita sobre H que jo >~O tal que para todo À E JR , 

I -l 
11 \ ;.- é, T (x} E À o.p (U) para todo T E H. Portanto ' (T (x)) ~ 

~,o T(x) E À,( .p" 1 (U)) C W para todo T E H, o que completa 

a prova • 

LEMA 8.13- Supo"hamah (F,\.\) oampteto e Hjam (E,T) e (G,n)EVT 
. 

óobJte (F,\. \l onde n e de HauodoJtfi6. Seja ((G,n), ,) um 

c..omp.f.e..tame.n.ta de (G,n) e. .õe.ja H um c..o~tju.n.to de. aplic..aç_Õe..6 t.L­

ne.a.Jte..ó c.on.t.Znua..6 de. E em G. Se H : = o.p o H C .t (E;G) ê: e.qu.ic.o11-

.t.Z:11uo, e.n.tãa H C .t(E;G) ê e.qu.i'c..on.tlnu.o. 

PROVA: Seja w uma n-vizinhança do o em G. Porque n co i-li.-

c ide com ' ( n) em ' (G) ' existe uma n-vizinhança u do o em 
. -l T-l(W) T-l (,-1 (U) )~ G tal que w ~ ' (U) ' Como n ~ n 

~ n (' o T)-l(U) e, por 
T E H 

uma .--vizinhança do o em 

T E H 

hipótese, 

E, segue que 

n 
TE H 

n 
TE 

TE H 

(, o T)-l(U) 

T-l (W) 

H 

. 
e 

e 

uma 

c-vizinhança do O em E. Portanto H c .t (E;G) e equicontlnuo• 

TEOREMA 8.14 - (Banach- Steinhaus) - Seja (E,.-) u.m EVT. São 

e.qu.J.va.te.nt:e..ó: 

(i) - (E,T) e u.m EVT tonelada; 

(ii) - Todo c.onju.nto povt.tua.!me.n.te. .t.únLta.do de a.pLL.ca.ç.õe..o , 
iine.a.Jt.e..6 c.on.tZnua..6 de {E,T) num EVT aJt.bÃ...tttãttJ..o é e.quic..on.t1nuo; 
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{iii) - Todo conjunto pontua..fme..n.te. .t.im-Lta.do de. apf....i...c.aç.Õeó 

.f..~nea.Jt.e-6 c.on.t.Znua.& de (E,T) num EVT me-tJt,(zâve.e. a.Jtb.Lttr..ã.tti.o é e.qu...i...­

c.on.tZnuo. 

Srz. (F,j.. !> e c.omple..to, então (i), (ii), (iii) !lão e.qu-Lva..te.n.te.-6 

(iv) - Todo conjunto pontua.f..me.n.te. .f..i...m..i...tado de. 

ç_oe.& .Li.ne.a.Jte.-6 c.antlnua.& de. (E, r) em um F-e..ópaç.o a.ILb.i..:tiLá.Jtio e. 

e.qu-<..c.on:tZnuo. 

PROVA: A equivalência entre (i) e (ii}'. é provada em [s]. 

óbvio que (ii) implica (iii) e que (iii) implica (iv). 

Uii) ~(ii) -seja ( G, n l um EVT sobre (F,l.1) .Seja H C t (E;G) 

ura conjrmto fX)ntual.rrente limitado e seja w uma n-vizinhança do o 

n T-1 (W) - t-Vizinhança do o e uma em em G. Afirmamos que 
T E H 

E. De fato, seja W :::: (Wn) n E N uma corda n-topológica em G com 

w1 + w1 C W e consideremos o EVT metrizável (GW,Trr(W)) (veja 

8.6), onde rr e a projeção canônica de G sobre GW. Por 8.12 

TI o H c J: (E;Gw) e pontualmente limit<·do. Da hipótese, segue, en 

tão, que IT o H é equicontinuo. Seja V= IT(W1 ). 

() 

T E 
n 

T E 
T-1 (W

1 
+N (W)) = 

H T 

Desde que 

n T - 1 ( IT - 1 (IT(W
1

) ))= 

E H 

= n (no 
'i' EH 

n 
T E H 

-1 rr o T) (V) e n (IT o T)-1 (V) P 

T E H 

uma ,-vizinhança do O em E, a~firmação segue. 

•· 
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Suponhamos agora que (F, f.j) é completo. 

(i v) ""(iii) Seja (G,n) um EVT metrizável. Seja H c l(E;G) 

um conjunto pontualmente limitado e seja ((G,n) ,~) um completa-
• 

mente de (G,n). Por 8.12, H C l(E;G) é pontualmente limitado e 
. 

segue então, da hipótese, que H C.C(E;G} é equi?on~inuo, pois 

( G' o) é um F-espaço. Por 8.13, H C i (E; G) é equ.icontinuo ' 
e isso completa a prova • 

TEOREMA 8.15- SuponharnoJ (F, 1.1) eornpf.eto e Jeja (E,T) um EVT 

JObiLe (F,I . j). São equüaf.ente6' 

(i) - (E,T) ê .tonef.ado. 

(iiJ -Toda apl~cação linea~ 6echada de (E,<) num F-e~-

paço a4bitnâ4io t continua. 

PROVA. Que (i) implica (ii) está demonstrado em [aJ e nao foi 

necessário supor que (F, 1 .I.) é completo. 

(ii) ~ (i) - Seja U uma corda c-fechada em E e seja 

(EU,Trr(U)) o F-espaço definido em 8.6. Então, de 8.9, segue que 

é uma aplicação linear fechada e, portanto, cont1-

nua por hipótese. Logo, de 8.7, vem que U é uma corda T-topoló-

gica em E. Disso e de 7.17 vem que (E,T) e um EVT tonelada • 

TEOREMA 8.16- Supanhamo.b {F,_J.I) c.ample:to e .be.ja (E,T) um EVT 

b!Le (F, I .j). São equlvalen.teJ' 

(i} - (E,T) ê qua-6e.-:tane.ta.do; 

• 
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(íí) - Toda a.p.L.ic.aç.ão .tlne.a.Jt 6e.c.ha.da e J!..im.L.ta.da. de {E,<) 

nwn F-e.õpaç.o a.Jtbl:t~tã~tio é c.on.tZnua. 

PROVA: Que (i) implica {ii) é provado em [8] e não foi necessá-

rio supor que (F, 1.1) é completo. 

(ii) ~(i) - Seja U uma corda •-fechada e •-bornivora em E 
. . 

e seja (Eu''rr(U)) o F-espaço definido em 8.6. De 8.9 e 8.11 

segue que rr_ : E ----+Eu é uma aplicação linear fechada e limitada. 

Portanto, da hipótese, segue que rr :E -+ Eu é contínua. De 

8.7 vem que U . 
e uma corda •-topológica em E. De 7.19 segue 

que (E,,) e um EVT quase-tonelada, o que completa a prova • 

' /:_·:· 

• 


