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Abstract

This dissertation is about a problem of gravitational collapse of the spheri-
cally symmetric massless scalar field in accord to the Einstein equations with
minimal coupling.

We developed simple but with adaptative mesh refinement algorithm to
obtain numerical solutions. The mesh refinement is required to describe the
collapse phenomena.

We used common routines to solve ordinary differential equations that
come from the method of lines applied to the partial differential equations of
the mathematical model, namely, Runge-Kutta and cubic splines routines.

We showed that it is possible to get solutions as close as we want to
the Black Holes solution and to the critical solution using our developed
algorithms and simple desktop computers.
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Resumo

Esta dissertacao trata de um problema de colapso gravitacional do campo es-
calar sem massa com simetria esférica, de acordo com as equacoes de Einstein
com acoplamento minimo.

Desenvolvemos algoritmos simples mas com ajuste automaético de refi-
namento para obter solugoes numéricas. O refinamento é necessario para
descrever os fendmenos do colapso.

Utilizamos rotinas comuns para resolver equacoes diferenciais ordinérias
advindas do método das linhas aplicado as equacoes diferenciais parciais do
modelo matematico, a saber, rotinas de Runge-Kutta e de splines ctibicas.

Mostramos que é possivel obter solucoes tao proximas quanto se queria a
solucao de Buracos Negros e da solucao critica com os algoritmos desenvol-
vidos e simples computadores de mesa.
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Capitulo 1

Introducao

As equacgoes de Einstein sao muitos complexas e nao lineares, isso faz com
que a obtencao de solucoes analiticas seja praticamente inviadvel, na maioria
dos problemas propostos. Por isso precisamos de métodos computacionais
para encontrarmos solucoes nao trivias.

Um dos problemas relevantes na Relatividade Geral é o colapso de ma-
téria com auto-gravitagdo. Mesmo para um campo escalar sem massa, 0s
resultados sao surpreendentes devido a grande quantidade de feno6menos que
aparece, mas para descobri-los de maneira convincente, devemos ter métodos
precisos e computacionalmente viaveis.

O principal objetivo dessa dissertacao ¢ propor uma técnica numérica
capaz de desenvolver um algoritmo simples, eficiente e confidvel, que encontre
solucoes numéricas de um sistema modelo estudado por Choptuik.

A confiabilidade do algoritmo é adquirida ao utilizar uma malha adapta-
tiva com refinamento, que distribui adequadamente os pontos da malha, com
o intuito de obter solucoes numeéricas dentro de uma precisao exigida.

O ponto crucial da técnica numérica desenvolvida é a escolha de um
método de interpolagao, para as exigéncias da malha adaptativa. Nessa dis-
sertacao sao feitas comparagoes entre alguns métodos de interpolcao, para a
escolha de um bom método que se adapte ao algoritmo.

A implementacao numérica foi fundamentada no método de linhas adap-
tativo com refinamento, integrado ao método de Runge-Kutta e a interpola-
cao cibica de Hermite.

Nosso trabalho possui dois propoésitos centrais: o primeiro é estudar os
principais resultados e fendmenos que surgem no colapso gravitacional de
alguns modelos de matéria e o segundo ¢é apresentar as simulacoes numéricas
para um campo escalar especifico.

Em particular, estudamos o colapso gravitacional de um campo escalar
sem massa, minimamente acoplado ao campo gravitacional, com simetria



esférica e foram feitas simulagoes numéricas destes, com o MatLab. A moti-
vacao de se usar o MatLab esti no fato de que a elaboracao do algoritmo é
rapida, em relacao as linguagens de baixo nivel, por possuir rotinas prontas,
bem otimizadas e de facil manuseio.

Os capitulos 2, 3 e 4 sao dedicados & uma leitura dos principais resultados
sobre colapso gravitacional. Estudamos diversos tipos de matéria, embora
nossas atencoes estejam focalizadas no campo escalar sem massa.

Chamamos a atencao para a primeira solugao de buraco negro e para os
estudos analiticos sobre colapso gravitacional de Christodoulou (1986) [9].
Em seguida, iniciamos um primeiro contato com os resultados de Choptuik
(1992) [7], para os fenomenos descobertos através de simulagdes numéricas e,
por fim, citamos outros estudos de colapso gravitacional com diferentes tipos
de matéria.

O capitulo 2 é dedicado & obtencao das equacoes de Einstein para o campo
escalar sem massa, com simetria esférica, através da métrica radial-polar.
Essas equacoes representam a evolucao temporal, de um campo escalar em
estudo, cujo estagio final € um buraco negro ou a dispersao do campo.

Os fenémenos descobertos por Choptuik - Universalidade, Fco e uma
relacao de poténcia para massa do buraco negro - sao definidos. Esses feno-
menos sao conhecidos como comportamento critico ou fendémenos criticos e
acontecem na vizinhanga de uma hipersuperficie, que define a transicao entre
os campos iniciais que formam buracos negros e os que dispersam.

Uma caracteristica de destaque é o expoente critico, que aparece na rela-
¢ao de poténcia da massa do buraco negro. Para o campo escalar, o expoente
critico é universal, ou seja, assume o mesmo valor para qualquer relagao de
poténcia obtida através da evolucao de campos escalares, especificados nos
capitulos 2 e 3.

No capitulo 3 detalhamos a dinamica dos campos escalares iniciais, atra-
vés de um espaco de fase, que leva em consideracao os dois possiveis estagios
finais e a hipersuperficie que delimita as regioes onde teremos a dinamica de
campos escalares, que dispersam e que formam buraco negro.

Toda a atencao deste capitulo estd na distincao entre fendémenos criti-
cos do tipo 1 e fendmenos criticos do tipo 2, onde surgem as definicoes de
auto-similaridade discreta e continua. O segundo fen6meno é considerado
mais interessante, pois é nele que ocorre a relacao de poténcia para a massa
do buraco negro. Também falamos sobre a natureza da Universalidade, do
fenomeno Fco e do expoente critico.

No capitulo 4 apresentamos as caracteristicas do colapso gravitacional,
através da Relatividade Geral sob um ponto de vista dinamico. O conceito de
auto-similaridade é aprofundado, fazendo um paralelo com a Fisica Classica e
também comparando com as equacoes que aparecem no estudo de um fluido



perfeito.

Neste capitulo, mostramos como obter solucoes criticas e algumas apro-
ximacoes analiticas, que auxiliam no estudo de solucoes obtidas no colapso
de um campo escalar e de um fluido perfeito.

A secao 4.4 destaca o colapso gravitacional do campo escalar em estudo,
em um espago-tempo de 2 + 1 dimensoes. Veremos que, nesse caso, existe
uma solucdao analitica e bem definida. Ja a secao 4.7 é reservada para a
seguinte pergunta: fenomenos criticos sao gerais? Aqui, um paralelo com a
mecanica estatistica é tracado.

Nos capitulos 5 e 6 tratamos das simulagoes numéricas, onde apresen-
tamos o algoritmo desenvolvido, as teorias envolvidas, alguns exemplos e
modificacoes que ajudam na otimizagao do algoritmo.

No capitulo 5 elaboramos um algoritmo para fazer a simulacao ntimerica,
baseado no Métodos de Linhas adaptativo e com refinamento e utilizando o
Método de Runge-Kutta com a Interpolagdo (por spline) cibica. Além disso,
sao apresentados alguns aspectos teodricos e exemplos.

O capitulo 6 foi destinado a apresentar alguns caminhos para a otimizacao
do algoritmo, elaborado no capitulo 5. Investigamos a performance de varios
métodos de interpolacao, visto que a principal mudanca estd no tipo de
interpolacao, e optamos pela interpolacao cubica de Hermite.

Neste capitulo, para o exemplo de um campo escalar com um perfil Gaus-
siano, buscamos a vizinhanca da transicao de fase entre os campos escalares
que dispersam e os que formam buraco negro. Discutimos as solucoes ob-
tidas, as quais representam os estagios finais da evolucao temporal destes
campos.

Finalmente, no capitulo 7, apresentamos as conclusoes do nosso trabalho.



Capitulo 2

Colapso Gravitacional do Campo
Escalar

Uma das primeiras solucoes exatas para as equacoes de Einstein foi apresen-
tada por Karl Schwarzschild (1916) e posteriormente ficou conhecida como
solu¢do de buraco negro, [3].

Em meados de 1990, os pesquisadores sabiam que uma configuracao de
matéria, suficientemente forte, pode gerar um buraco negro e que uma confi-
guracao suficientemente fraca, nunca se tornaria singular a ponto de formar
um buraco negro. No entanto, a regiao intermediaria entre formacao e nao
formacao era pouco conhecida.

Choptuik (1992) |7], foi um dos pioneiros a utilizar simula¢des numéricas
para investigar essa regiao intermediaria. Ele construiu um modelo simpli-
ficado de colapso gravitacional, de um tipo de matéria que tem apenas dois
possiveis estagios finais - formacao de buraco negro ou dispersao da matéria.

Em 1992, Choptuik [7] apresentou trés inesperados fenémenos: a Lei de
Poténcia para a massa do buraco negro, caracterizado por expoente critico;
a Universalidade e o fenémeno Eco.

Esses resultados numéricos impulsionaram a Relatividade Numeérica e di-
versos trabalhos posteriores que identificavam esses fenomenos, para outros
modelos de colapso gravitacional, com diferentes tipos de matéria.

O problema do colapso de um campo escalar sem massa, acoplado ao
campo gravitacional de Einstein, com simetria esférica, tem sido estudado
em detalhes, analiticamente por Christodoulou (1986) [9], e numericamente
por Choptuik (1992) [7], Goldwirth & Piran (1987), Goldwirth et al (1989),
Gomez & Winicour (1989, 1992) e Gomez et al (1992).

Segundo Choptuik (1992) [7], esse sistema fornece um modelo ideal para
apresentar uma variedade de resultados bésicos em relatividade numeérica. O
campo escalar fornece o modelo com um grau radioativo de liberdade que



é, necessariamente, ausente em qualquer “Dinamica” do campo de Einstein
(ou de Maxwell), em simetria esférica. Ao mesmo tempo, através de uma
escolha adequada de dados iniciais, a propria gravitacao do campo escalar
pode ser feita arbitrariamente forte e, dessa maneira, evoluir para a dissipacao
de radiacdo com curvatura no espaco-tempo e assim a formacao de buraco
negro pode ser estudada. Operacionalmente, a restricdo da simetria esférica
cria a tarefa de resolver, numericamente, o conjunto de equacoes diferenciais,
de modo mais facil do que a forma geral, o que facilita a exploracao da
fenomenologia do colapso gravitacional.

2.1 Equacoes do campo

O primeiro sistema que Choptuik (1992) [7] estudou, através de simulagoes
numéricas, foi o limite da formagao de buraco negro do campo escalar, com
simetria esférica, sem massa e minimamente acoplado ao campo gravitacional
de Einstein. Pela simetria esférica, o campo depende apenas das coordena-
das r e t, radial e temporal, respectivamente, ou seja, as duas dimensoes
efetivas do espago-tempo, que sao simbolizadas por (1+1). O campo escalar
representa um modelo simples de matéria bem comportada e também pode
ser usado como um modelo simples de radiacao gravitacional, mesmo nao
existindo em sistemas com simetria esférica.

O tensor energia-momentum, de um campo escalar sem massa, ¢, mini-
mamente acoplado é

1
Tab = Va¢vb¢ - EgabchSVCgb (21)

e a equacao da matéria é
V.Ve = 0. (2.2)

Note que, nesse caso, a equacao da matéria é a conservacao do tensor de
energia-momentum, Gundlach (2003) (2.1).

Para a simetria esférica, Choptuik [7] adota o sistema de coordenadas
radial-polar, que é uma generalizacao do usual sistema de coordenadas de
Schwarzschild para o caso dependente do tempo, cujo elemento de linha é
definido por

ds® = —a® (r,t) dt* + a® (r,t) dr®* + r*dQ? (2.3)

onde « é uma funcao lapso temporal, a ¢ uma funcao de escala radial, que
serao denominadas apenas por funcoes lapso e radial respectivamente e dQ)? é
a métrica na superficie de uma esfera unitaria, ou seja, d2?> = df? +sin? fdy?>.



A opcao por esse sistema de coordenadas se deve a duas propriedades:
a area da superficie definida pelas constantes r e t quaisquer é 4772 e as
coordenadas r e t sao ortogonais. Para definir completamente a coordenada
t, Choptuik escolheu av = 1 em r = 0 e definiu a coordenada t como o tempo
proprio de um observador localizado em r = 0.

Um importante diagnéstico geométrico é a massa Hawking m ou funcgao
perfil da massa, [19]. Em sistemas com simetria esférica, a massa de Hawking
é representada por

2m (r,t) 9

1 —a 2 (2.4)

r
Note que a funcao perfil da massa esta relacionada com a funcao radial
a e esse fato justifica o termo diagnodstico geométrico.
Através da equagao (2.4), define-se a massa total do espago-tempo. O
resultado de
lim m(r, t)

r—00
é a massa total do espaco-tempo, também denominada por massa de Ar-
nowitt, Desner e Misner ou simplesmente massa ADM, [2|. Se r — 2m,
entao tem-se a formagao de buraco negro.
As equacgoes de Einstein,

Gab - 87TTab7 (25)

desenvolvidas para o campo escalar sem massa, ¢, minimamente acoplado
com a métrica (2.3) e os campos auxiliares & = ¢’ e Il = 2¢, sdo as seguintes:

b= (9H>’; (2.6)

a
. 1 6% !/
n=— (P5e) 2.7
5 (S (27)
/ / 1— 2
S - (2.8)
(0% a T
Ll ) =0 (2.9)
— — 27tr = 0; .
a 2r ’
Q
= 4mrdIl =0 (2.10)
(0

em que
lim « (1, t) = ap,

r—0



onde a é uma constante escolhida convenientemente. Tomamos ay = 1.
A equagao (2.10) é satisfeita automaticamente, se as equagoes (2.8) e
(2.9) forem.
Para que o espaco-tempo seja regular na origem, a seguinte condicao de
contorno é necessaria:
lima(r,t) = 1.

r—0

Nota-se que as equacoes do campo nao contém uma escala intrinseca, pois
as transformacoes,

t—kt, r—kr, ®—k1® e II— kI,

mudam de uma solucao a outra, para qualquer constante positiva k.

A condigao inicial, ¢ (r,0), especifica a forma ou perfil do campo escalar
em t = 0, que evoluird para um dos seguintes estagios finais: a formacao de
buraco negro ou a dispersao do campo.

Estudar a evolucao temporal de um campo escalar é resolver o sistema de
equagoes, formado por (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), sujeito & métrica (2.3). Mas,
para isso, estudaremos estruturas basicas que nos auxiliarao no entendimento
da evolucao temporal.

2.2 O Buraco Negro Limite

Com as equacoes do campo escalar, sem massa, minimamente acoplado e
com simetria esférica estabelecidas, apresentamos um resultado que auxilia
na investigacao da fenomenologia do colapso gravitacional e na determinagao
do buraco negro limite.

Em 1986, Christodoulou [9] provou que, se os dados iniciais do campo
escalar com simetria esférica forem bem definidos, suficientemente fracos e
diferenciaveis, a evolucao temporal resultard numa dispersao do campo es-
calar, ou seja, o espaco-tempo resultante é o de Minkowski. Por outro lado,
se os dados forem bem definidos, suficientemente fortes e diferenciaveis, a
evolucao desse campo escalar resultara na formacao de um buraco negro, ou
seja, uma curvatura infinita no espaco-tempo aparecera.

Através de simulacoes numéricas, Choptuik estudou o colapso de um
campo escalar sem massa, com simetria esférica. Em 1993, Choptuik [8|
apresentou diversos resultados focalizando familias de solucoes S, dependen-
tes de um parametro arbitrario p, isto é S [p], com as seguintes propriedades:

1. cada campo escalar é representado pelo parametro p, que caracteriza
uma medida da intensidade da auto-interagao gravitacional;



2. cada familia contém todos os campos com um mesmo perfil;

3. existe um parametro psrqc tal que, para p < praco O espago-tempo é
assintoticamente plano;

4. existe um parametro psore tal que, para p > prore 0 estagio final é a
formacao de buraco negro;

5. existe um parametro critico p,, que separa as solucoes que caracterizam
a formacao de buraco negro das que nao representam o buraco negro.

Os resultados de Christodoulou (1986) [9] garantem a existéncia dos pa-
rametros Pfraco € Pforte-

Choptuik (1993) [8|, assumiu que Prraco < Px < Dforte € referiu-se a
Sp <p« e Slp>ps como solugdes subcriticas e supercriticas, respectiva-
mente. Assim, dada uma familia S [p], que possui solugbes, tanto subcriticas
quanto supercriticas, fixam-se duas solucoes, uma subcritica e a outra su-
percritica. Pode-se determinar o parametro p, utilizando, por exemplo, o
método da Bisseccao. Como conseqiiéncia, Choptuik determinou o parame-
tro critico p., que estabelece a transi¢ao entre solucoes S [p < p.] e S'[p > p.,
e, no parametro critico, tem-se a formacao do buraco negro limite.

2.3 Comportamento Critico

Na secao anterior apresentamos o parametro p, que caracteriza a intensidade
do campo escalar inicial. Sabe-se que a evolucao temporal de um campo
escalar, suficientemente forte, e de um campo escalar suficientemente fraco,
resultard na formagao de buraco negro ou na dispersao do campo, respecti-
vamente.

Nessa secao focalizamos nossa atencao nos campos escalares em que p =
p«. Para isto, especificamos as propriedades que um campo escalar deve
satisfazer para ser considerado suficientemente forte ou suficientemente fraco.

Ao especificar o perfil do campo escalar inicial, estamos considerando
uma familia de dados inicias que representa os campos escalares iniciais de
um mesmo perfil. Cada campo escalar inicial tem sua evolucao temporal
definida pelas as equacoes do campo e o estagio final da evolucao temporal,
de cada campo escalar, se encontra em uma das familias de solugoes. Entao,
o estagio final, isto é, a solugao das equacgoes de campo pertence & familia de
solugbes S [p < p,| ou & familia de solugoes S [p > p.].

As familias de solucoes dependem dos parametros que definem o perfil.
Choptuik (1993) [8] estudou, dentre outras, a familia de dados iniciais que
possui o perfil Gaussiano,



¢ (r,0) = gor’exp (— (r _(Sro)q) . (2.11)

Consideramos essa familia para auxiliar na investigacao dos parametros, do
campo escalar, que influenciam na formacao ou nao formacgao de buraco
negro.

Na equacao (2.11), Choptuik exigiu que a radiagdo escalar se aproximasse
de r = 0, ao longo da evolucao temporal. O parametro variavel foi ¢ e os
demais, g, d e ¢, sao parametros fixos para qualquer campo inicial, da familia
de dados iniciais especificado. Assim, os parametros fixos caracterizam o
perfil Gaussiano da familia e cada valor de ¢y representa um elemento da
familia especificada. Consequentemente, a amplitude ¢y da Gaussiana é o
parametro p que caracteriza os elementos de uma dada familia.

Intuitivamente, podemos associar duas escalas de medidas do campo gra-
vitacional, a extensao radial L do pulso e o raio gravitacional de Schwarzs-
child, R,

Ry =2M =2 lim m (r,t). (2.12)

T—00

Quando L > R, temos o perfil de um campo fraco: o pacote de onda
deslocara na direcao de r = 0, implodird em r = 0, ocorrera auto-reflexao
e dissipard para o infinito, resultando no espaco-tempo de Minkowski. Por
outro lado, quando L 2 R, temos o perfil do campo forte e, nesse caso,
0 campo possuird auto-gravitacao e a formacao de buraco negro é possivel.
Em coordenadas polar-radial, o campo forte pode ser diagnosticado pela
quantidade

2m(r, t)
r

I

1. (2.13)

Para o campo Gaussiano, definido pela equagao (2.11), onde o parametro
¢ caracteriza a familia, obtemos campos fracos fazendo ¢y = 0, o que é
equivalente a fazer L > R, e, para campos fortes, consideramos ¢y = (¢y),,
o que ¢é andlogo a L 2 R,.

As solugoes, segundo Gundlach (2003) [19], proximas do buraco negro li-
mite, p = p,, possuem o espaco-tempo criado pela evolucao do campo escalar
e caracterizado pelo parametro p = p,. Esse espaco-tempo ¢ dito universal,
pois Choptuik (1992) 7] mostrou que os espagos-tempos de solu¢oes que es-
tao na vizinhanca da solucdo que define o buraco negro limite, definem o
mesmo espago-tempo critico, também chamado de solucao critica ou solucao
universal



Z(rt) = Z, (kr,r (t —t.)) . (2.14)

O ponto de acumulacao t, e o fator £ dependem da familia de dados
iniciais, mas a escala perioédica das solugoes proximas a solucao critica, nao
depende. A solugao universal Z, tem a seguinte propriedade

Z. =7, (e”Ar, e”At) , (2.15)

para todo n inteiro e A = 0,344. Choptuik chamou esse fenémeno de Eco.
Veremos mais detalhes na secao 3.2.
As propriedades Universalidade e Fco sao definidas a seguir.

Universalidade: Dado um tempo finito, em uma regiao finita
do espago, todos os campos iniciais de uma dada familia, proximas
ao campo inicial critico, evoluirao para solucoes proximas a solucao
critica.

Eco: Seja ¢ (r,t) um campo escalar qualquer. A solucao critica

serd a mesma quando as mudancas de escalas, r — e®r e t — e,
forem efetuadas e portanto,
Gu (1)) = s (eAr, eAt) , (2.16)

onde A 20,344 e e® = 30.

Assim, o conceito de universalidade atua na vizinhanca da solucao critica,
[7] e [19].

Existem dois tipos de solucao critica: solucao critica independente do
tempo (estética) e solu¢do critica independente de escala (similaridade pro-
pria). No tltimo caso, a massa final do buraco negro é universal e podemos
obté-la pela seguinte relacao

Mgy = C(p—ps), (2.17)

onde C' depende da familia de solucoes escolhida, o expoente v é universal,
v 20,374, independente da familia e a equacao (2.17) determina uma escala
para a massa do buraco negro [19].
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Capitulo 3

A Estrutura Basica do Sistema
Dinamico

Com o auxilio dos conceitos estudados no capitulo anterior, dada uma familia
de dados inicias, construimos o espaco de fase, onde sao representados os
valores assumidos pelo parametro p, associando-o a formacao de um buraco
negro ou a dispersao do campo. Identificamos a solucao critica como um
ponto fixo, no sistema dinamico do colapso gravitacional e chamamos de
ponto critico. E por fim, examinamos a universalidade do buraco negro limite
e o ponto critico, para melhor compreender a lei de massa do buraco negro,
e assim, obtivemos uma estrutura basica que nos auxilia na investigacao de
colapsos gravitacionais.

3.1 O Espaco de Fase

O intuito de descrever um sistema dinamico através do espago de fase, é
representar a evolucao temporal de todos os campos iniciais, de uma dada
familia, que é caracterizada pelo parametro p. O espaco de fase é fundamental
para uma explicacdo qualitativa do fenomeno da Universalidade e para
estudarmos fendmenos que ocorrem nas proximidades do buraco negro limite.

A evolugao temporal de um sistema isolado em Relatividade Geral, pode
terminar em um desses trés estados: formacao de um buraco negro, solugao
espacialmente localizada ou dispersao do campo. Como estamos focalizando
os estudos em campos escalares sem massa e com simetria esférica, nao ha so-
lugao espacialmente localizada. Dessa maneira, outros dois pontos do espaco
de fase devem representar os estigios finais de evolugao dos campos.

No espago de fase, definiremos uma curva I', para representar todos os
valores que o parametro p pode assumir, onde cada valor de p representa um
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campo escalar inicial. A evolucao dos campos é indicada por curvas, onde o
ponto inicial é um valor do paramétro p, da curva I' e a outra extremidade da
curva é representada por uma seta, que aponta para um dos estagios finais.
Assim, quando p < p,, a seta indicard como estagio final, o ponto fixo que
representa a dispersao do campo, ou seja, o espaco-tempo plano. Se p > p,,
a seta apontard para o ponto fixo que representa a formacao de buraco negro
(conferir figura 3.1).

i [ Espaco plano
Buraco negro Ponto critico

S e P b,

7/ 7/

Figura 3.1 - O espaco de fase de um buraco negro limite na pre-
senca de um ponto critico. A superficie S, que contém o ponto
critico, representa o buraco negro limite; os pontos buraco ne-
gro e espago plano representam os estagios finais da evolucao
temporal dos campos escalares iniciais, que pertencem & familia
de dados iniciais, caracterizada por um parametro p. A curva
I" representa essa familia de dados inicias e intercepta o buraco

negro limite no parametro critico p,.

No ponto p = p,, a curva I' intercepta a superficie S, que representa o
buraco negro limite, e a evolucao do campo, representado pelo parametro
critico p,, é representada pela seta que pertence & superficie S e aponta para
o ponto critico. O seu estagio final serd um dos estégios possiveis e a diferenca
p — ps nos fornece a distancia entre o parametro p e o buraco negro limite.

Qualquer evolucao temporal, ou trajetoria, iniciada suficientemente pro-
xima ao buraco negro limite, mas nao necessariamente proxima do ponto
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critico, move-se quase paralelamente a trajetoria do parametro critico. Isto
é, quando o valor do parametro p, de um campo inicial, for aproximada-
mente igual ao valor de p,, a distancia p — p, quase nao se altera ao longo de
uma evolucao temporal lenta e a partir de um determinado tempo, o campo
terminard sua evolu¢do em um dos estagios finais possiveis [19] (ver figura
3.1).

Essa é a origem da Universalidade: Qualquer campo inicial, com o
parametro p suficientemente prorimo ao pardmetro critico p,, evolui para
uma estrutura do espaco-tempo, semelhante ao espaco-tempo critico, e a
partir de um determinado tempo, a evolucao caminha para um dos possiveis
estagios finais.

Essa solucao universal, também chamada de solugao critica, possui uma
simetria interessante: ela ¢ peridédica em uma escala logaritma do espaco-
tempo, com periodo de A = 3, 44. Esse é o fendmeno Eco, também conhecido
como solucao de auto-similaridade discreta.

No contexto da Relatividade Geral, um ponto fixo do espaco de fase é
uma solucao independente do tempo ou uma solucao simétrica, em relacao
ao tempo. Isso significa que o espaco-tempo ¢ independente do tempo ou
existe uma escala de invariancia para o tempo.

Quando a solucao critica é periddica no tempo, o espaco-tempo possui
uma simetria discreta e nesse caso, podemos representar por um circulo, o
ponto critico no espago de fase (ver figura 3.2).

'Buraco Negro
I

Espago plano

C -

Figura 3.2 - Esbo¢o do espaco de fase da solugdo critica que é
periédica no tempo. Representamos a evolucao de dois campos
escalares que, a partir de um determinado tempo, atingem seus
estagios finais.
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3.2 Fendémenos Criticos

Essa secao sera destinada a investigacao da solucao critica ou do ponto critico
do espaco de fase, assumindo a existéncia de simetrias adicionais no espaco-
tempo. Desse modo, temos dois tipos de solucoes a serem estudadas.

3.2.1 Fendmenos Criticos do tipo 1

Fénomenos criticos do tipo 1 sao caracterizados pelo surgimento de solugoes
criticas, independentes da variavel temporal, e pelo aparecimento de uma
lei de escala. Essa lei é um modelo simplificado da lei de poténcia para
fenémenos criticos do tipo 2.

Uma solucao continua e estitica é invariante sob deslocamentos infinite-
simais do tempo e as varidveis dinamicas do sistema sao independentes do
tempo, quando um sistema de coordenadas é determinado convenientemente.

Se a solucao é invariante sob deslocamentos discretos do tempo, dizemos
que a solucao é periodica, ou oscilante, e temos que todas as variaveis desse
sistema sao periddicas.

Por simplicidade, assumimos que a solugao critica tem simetria continua
e estatica, ou seja, que a solucao critica é independente do tempo. Consi-
derando as coordenadas r e t, do sistema de coordenadas esférico, podemos
representar a solucao critica por

Zy (rt) = Z, (1) (3.1)

Com a solucao critica definida fizemos uma perturbacao linear, para es-
tudar as solugoes que estao em sua vizinhanca.

Considerando uma perturbacao linear geral, definida pela soma de pe-
quenas perturbagoes lineares da forma C; (p) e*'Z; (r), também chamadas
de modos de perturbacgoes, temos

57, (r,t) = Z Ci (p) e Z; (1), (3.2)

onde C; sao amplitudes que dependem da familia de dados iniciais, ou seja,
dependem do parametro p.
Seja Z(r,t), uma solu¢ao definida na vizinhanga da solugao critica, pode-

mos assumir que
Z(rt) = Zo+ 07, (3.3)

Se p = p,, o fendmeno da Universalidade nos diz que as solugoes obtidas,
ao longo da evolugao temporal, passam muito tempo proximas a solucao
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critica e a partir de um determinado tempo, a evolugao temporal resulta em
um dos estagios finais.

Em termos perturbativos, isso significa que uma das pequenas perturba-
coes é crescente, ou seja, existe um \; > 0. Consideramos que \g > 0 e que
os demais \; tém a parte Real negativa, isto é, Re)\; < 0 para i # 0. Assim,
das equagoes (3.2) e (3.3), obtemos

Z(r,t) =2 Z, (r) + Coe™' Zy (r) + modos de decaimento. (3.4)

Se p = p., sabemos que a evolucao temporal desse campo inicial é a
propria solugao critica (ver figura 3.1). Nesse caso a amplitude Cy é zero e
obtemos Z(r,t) = Z, da equagdo (3.4), assim podemos concluir que, Cy é
proporcional a (p — py).

Reescrevendo a equagdo (3.4), temos

Z(rt) =2 Z,(r)+pulp—p)edZy(r) + modos de decaimento, (3.5)

onde u é o parametro de proporcionalidade entre Cy e (p — p.).
A equagdo (3.5) define uma regido denominada regime intermedidrio li-
near. Essa regiao é a parte do espago de fase onde a equacao (3.5) é valida.
Definimos o tempo ¢, através da seguinte expressao, observada na equacao

(3.5),

plp — p.fe =¢, (3.6)

onde € ¢ uma constante arbitraria positiva.
Tomando t = t,, na equacdo (3.5), substituindo a identidade (3.6) e
desconsiderando os modos de decaimento da equacao(3.5), obtemos

Z (rty,) = Z, (r) £ eZy(r), (3.7)

onde o simbolo % ¢ o sinal de (p — p.).

Podemos atribuir um dos sinais de + para a formacao de buraco negro e
o outro sinal para a dispersao.

Em t = t,, a solucdo Z (r,t,) independe de |[p — p.|. Se p > p,, temos
um buraco negro final com a massa sendo uma fracao da massa da solugao
critica Z,.

A magnitude |p—p,| estd definida apenas em ¢,. Nesse intervalo de tempo,
a solucao Z permanece aproximadamente igual a solucao critica e, por isso,
t, ¢ chamado de "tempo de vida" da solugao critica.

Colocando em evidéncia t,, da equagdo (3.6), obtemos
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1
t, = " Inlp—p + constante. (3.8)
0
O tempo de vida da solugdo critica, equacdo (3.8), define uma escala de
medida para o tempo.

3.2.2 A Solucgao Critica de Fené6menos Criticos do
tipo 2

As principais propriedades da solugao critica que investigamos sao: uma das
pequenas perturbacgoes é crescente e as demais decaem exponencialmente a
zero. Nessa se¢ao, falaremos de um sistema de coordenadas que nos auxiliam
na investigacao da solucao critica de fenéomenos criticos do tipo 2.

Em fenémenos criticos do tipo 2 esperamos que a solucao critica seja
auto-similar, isto é, que a solucao critica seja invariante sob algum tipo de
escala.

Dizemos que uma soluc¢ao é continuamente auto-similar, se ela for in-
variante perante ao deslocamento infinitesimal (14 ¢), ou seja, Z, (r,t) =
Zo((L4+¢)r, (1 +¢)t) para qualquer €. Referimos a essa solugao pela abre-
viatura CSS.

A solucao discreta e auto-similar é abreviada pela sigla DSS. Ela é carac-
terizada por ser invariante a uma reescala, determinada por uma constante
fixa qualquer, ou seja, Z, (r,t) = Z, (kr, kt).

Mesmo sabendo que as solucgoes criticas do tipo 2 independem de uma
escolha de escala, podemos construir uma escala para o sistema de coorde-
nada. Em uma das novas coordenadas utilizamos uma escala logaritmica e
as definimos a seguinte maneira

T t

T=—v e T:—ln(—z>, t <0, (3.9)

onde r, t e | tém dimensao de comprimento, z e 7 sao adimensionais em
unidades ¢ = G = 1.

A mudanca de coordenadas definida pelas equagdes (3.9), desloca a origem
de t para o ponto de acumulagao de Ecos, t,, definida pela Universalidade
e obtida por Choptuik, equacao (2.14). Dessa maneira Choptuik (1992) 7|
observou que, para qualquer solucao proxima da solucao critica existe uma
regiao do espago-tempo em que os campos a, a € ¢, da solugao proxima, sao
bem aproximados pelos campos da solucao universal, isto é,

Z(x,7) = Z(x,7), (3.10)
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onde os campos Z, = {a., o, ¢, } da solugdo critica tém periodicidade A,

Zo(x, 7T+ A)=Z (z,7). (3.11)

As contantes t, e [ dependem da familia de solucoes, mas os campos
criticos ay, ay, ¢, e o periodo A sao universais, ou seja, independem da
familia escolhida.

Note que, a coordenada 7 é do tipo tempo e também é uma escala loga-
ritmica no espago-tempo da solucao critica. A equagao (3.11) nos diz que,
se aplicarmos uma translacdo na coordenada 7 para 7 + A em um zx fixo
qualquer, obtemos novamente a solucao critica, mas com uma reducao na
escala do espaco e do tempo pelo fator e 2.

Introduzimos o vetor Z (z), com variaveis suficientes para determinar o
estagio de um sistema em um determinado tempo e com as seguintes propri-
edades: a solucao Z (z,7) é CSS se, e somente se, Z (x,7) for independente
de 7 e a solugao é DSS se Z (z,7) for perioédico em 7.

Em simetria esférica nao existem graus de liberdade independentes do
campo gravitacional, assim os dados iniciais sao automaticamente os campos
escalares iniciais que satisfazem as condi¢oes de Cauchy. Como esses campos
obdecem equacoes de ondas, as condi¢oes de Cauchy sao exigidas em ¢ e ¢ ;.

Se o campo escalar for CSS temos ¢ (r,t) = ¢ (z) e que r¢, depende
apenas de x, assim podemos escolher Z = {¢, ¢ +} para ser o vetor Z (x). Se o
campo for DSS temos o mesmo vetor Z (x), porém as variaveis de Z = {¢, ¢}
sado periddicas na coordenada 7, [19].

A solucao critica de um campo escalar sem massa é DSS, mas por exemplo,
a solucao de um fluido perfeito é CSS, [34]. O caso em que a matéria é um
fluido perfeito, as variaveis de Z sado de maneira que Z,(z) independe de 7.

3.2.3 Fendmenos Criticos do tipo 2

As solucgoes criticas do tipo 2 sao caracterizadas pelas propriedades de auto-
similaridade CSS ou DSS, de analiticidade no passado do cone de luz e da
exigéncia de um tnico modo de perturbagdo crescente. A principal proprie-
dade de fenémenos criticos do tipo 2 é a relagao de escala para a massa do
buraco negro,

Nessa secao, detalhamos sobre esse fendmeno.

Evans e Coleman (1994) [12], sugeriram que o expoente universal v pode
ser calculado através de uma perturbacao linear da solucao critica, em con-
junto com uma anélise dimensional.
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Antes de considerar a perturbacao linear sob a solucao critica, assumimos
o sistema de coordenadas x e 7, definidas pelas equagoes (3.9).

Seja Z, (x,7) = Z, (z) a solugado critica CSS do nosso sistema dinamico e
seja Z (z,T) uma solugdo que pertence ao regime intermediario do espaco de
fase. Assim, podemos dizer que

Z(x,7) = Z, (z) + Z Ci (p) N7 Z; (x). (3.13)

Se, de fato, Z, é uma solucao critica, entao existe um ftnico A; real e
positivo, que chamamos de \g. Quando t — t,, temos que 7 — 00 e entdo,
todas as perturbacgoes decrescentes desaparecem.

Seja 7 um valor suficientemente pequeno, de modo que garanta a per-
manéncia da solucao no regime intermediario e suficientemente grande para
podermos desconsiderar os modos perturbativos decrescentes. A tnica per-
turbacao que sobra é a crescente e assim obtemos

Z(2,7) 2 Z, () + p(p— pa) €M7 2 (), (3.14)

onde p é o parametro de proporcionalidade entre Cy e (p — p.), ver se¢ao
3.2.1.

Tomando um valor particular de 7, por exemplo 7 = 7,, pela equagao
(3.14), 7, é definido por

f(p—pe)e ™ =g, (3.15)

onde £ é uma constante fixa.

Se afirmarmos que t, é o tempo em que a amplitude de Z, é suficiente-
mente pequena, para termos a aproximacao linear da solugao, mas também,
suficientemente grande de modo que, a partir de um incremento positivo
qualquer, a solucao deixa de estar préxima a solucao critica. Entao, ao con-
tinuarmos a evolugao temporal, estamos extrapolando o regime intermedidrio
linear e caminhando para um dos estagios finais possiveis.

A menos de uma constate, 7, ¢ o tempo que a solucao ou a trajetoria da
evolucao de um campo, permanece no regime intermedidrio linear e através
da equacao (3.15), temos

1
Ao

Para solucoes criticas DSS com periodicidade A, o niimero de ecos obser-
vados, no regime intermedidrio linear, é

7, =—lIn|p—p.| + constante. (3.16)

N=-2 (3.17)



Em um 7 suficientemente grande, a aproximacao linear, equacao (3.14),
nao satisfaz Z (r,t) = Z, e a solugao final, formacao de um buraco negro ou
dispersao do campo, é determinada apenas pelo sinal de p — p,.

O ponto crucial é que nao precisamos conhecer a evolucao em detalhes,
nao precisamos saber o que acontece com € quando a perturbacao nao é mais
linear. E suficiente notar que a solucio em 7 = 7,, depende apenas de 7, pois
pelas equagoes (3.14) e (3.15),

Z(x,1p) =2 Z, (x) £ eZy (x), (3.18)

onde =+ é o sinal de p — p..
Voltando para as coordenadas originais ¢ e r, e deslocando a origem de ¢,
de maneira que 7 = 7,, obtemos

Z(r,0) = Z, (_LL) +eZy (_LL> e L,=le ™. (3.19)

p p

Os valores intermediarios da equagao (3.19), em t = 0, dependem apenas
dos dados iniciais do campo na escala L, e do sinal de p — p,. As equagoes
do campo nao tém uma escala intrinseca e entao, segue-se que a solugao em
t = 0 deve ser universal e independente de qualquer escala, assim

r i
Z(rt) = fx (L—p, L—p) (3.20)
onde as duas fungoes f1 sdo universais, [19] e [25].

A forma universal da solu¢ao (3.20), implica que, para todo ¢t > 0, depois
do regime intermedidrio linear, a aproximacgao por perturbacao linear nao é
mais satisfeita.

Considerando o caso em que a solucao final é um buraco negro, a massa
do buraco negro formado deve ser proporcional a L, das solugoes fi, pois a
massa do buraco negro tem dimensao de comprimento. Assim, pelas equacoes
(3.15) e (3.19), concluimos que

Mpy < L, x (p — p*)% (3.21)

e o expoente critico universal é determinado por

Portanto, pela equacgao (3.21), a lei de poténcia pode ser escrita como
segue
Mpp =C(p—p.)".
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Note que a lei de poténcia determina uma escala para a massa de buraco
negro.

Para o caso de solugoes DSS, Gundlach (1997) [20] prevé uma modificacao
para a lei de escala, Hod e Piran (1997) [27] verifica essa modificacao, através
de simulacoes e determinam que

Mpr(p—p)=@—p) Y fulp—p)"2 (3.22)

n=—0oo

onde f, sdo coeficientes de Fourier de e/®=7+) e ~, = v + in27y/A é uma
familia de expoentes criticos complexos.

O valor da curvatura escalar maximal e de quantidades similares, adqui-
ridas de solugoes proximas a solucao critica, também determinam uma escala
para a massa do buraco negro, mas com um expoente critico de —2~, pois
a dimensao da curvatura é (comprimento) > e proporcional a L,?. Essa
consideracao é relevante, pois muitas vezes é mais facil calcular a curvatura
maximal de uma evolucao subcritica, do que medir a massa do buraco negro
em um regime supercritico, Garfinkle e Duncan (1998) [15].

Tendo em mente as estruturas basicas, que auxiliam na investigacao de
colapso gravitacional, junto com a Relatividade Geral, podemos partir para
uma investigacao mais detalhada e completa sobre fenomenos criticos e sobre
a evolucao temporal de campos escalares.
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Capitulo 4

Estrutura Geral do Colapso
Gravitacional

Nesse capitulo, detalharemos sobre a auto-similaridade em Relatividade Ge-
ral e sobre solucoes auto-similares. Vamos expor alguns resultados sobre
fluido perfeito e apresentaremos aproximacoes analiticas para solucoes criti-
cas, em particular, de fluido perfeito e campo escalar. Investigaremos solu-
¢oes criticas de colapso gravitacional, de um campo escalar sem massa, em
2 4+ 1 dimensoes.

Nossas atencoes estarao focalizadas em trés aspectos das solucoes do tipo
2: a existéncia de solucoes criticas, conexao entre fendémenos criticos e sin-
gularidades nuas e possiveis generalizagoes para os fendmenos criticos.

4.1 Auto-similaridade em Relatividade Geral

No capitulo anterior vimos que a solucao critica de um campo escalar, com
simetria esférica, encontrada por Choptuik, [7], é periddica, ou seja, discre-
tamente auto-similar (DSS). A solucdo critica de um fluido perfeito, com
simetria esférica, é invariante por escala, isto é, continuamente auto-similar
(CSS) [12] e [34]. Nessa segao, investigaremos o significado dessas auto-
similaridades.

Por simplicidade, primeiro consideramos simetrias continuas, pois esta-
mos interessados em solugoes CSS. Em Fisica Newtoniana, a solucao Z é
auto-similar se

Z(x,t) =2 (%) , (4.1)

onde a funcdo f (¢) é obtida apenas de uma analise dimensional, isso é valida
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para auto-similaridade do tipo 1.

Por exemplo, a solucao Z da equagao de difusao, Z; = AAZ, satisfaz
a equacio (4.1) para f(t) = v At. Em exemplos mais complicados, deve-se
usar outros tipo de similaridade.

Em Fisica Newtoniana, sob coordenadas espaciais e temporal adequadas,
a auto-similaridade é um ansatz, definido pela equagao (4.1), do campo Z.

Esse ansatz simplifica as equacoes do campo eliminando uma das coorde-
nadas. Em particular, se o campo tem simetria esférica, o ansatz auto-similar
simplifica as equacgoes do campo, que sao equagoes diferenciais parciais de
variaveis r e t, em equacoes diferenciais ordinarias cuja variavel independente
¢ C=r/f(1)

Solucgoes auto-similares sao boas aproximagoes para as solucoes gerais em
uma regiao, durante algum estagio da evolucao temporal, onde no maximo
uma variavel é revelante para descrever o sistema.

Em Relatividade Geral, ao criarmos a fung¢ao f (¢), temos uma liberdade
de escolha em relacao as coordenadas espaciais e temporal. Assim, a nocao
de auto-similaridade, exemplificada na equacao da difusao, nao pode ser uti-
lizada. E conveniente que a auto-similaridade, em Relatividade Geral, seja
uma homotetia [19].

Uma solucao continuamente auto-similar pressupoe a existéncia de um
campo vetorial homotético &, definido pela propriedade

Legab = —2Gab, (4.2)

onde a constante —2 é convencional [20], e £ é uma derivada de Lie. Segue-se
que
‘Cngcd =0 (43)

e, portanto,

LGy = 0. (4.4)

O tensor de Riemann e a métrica nao precisam satisfazer as equagoes
(4.3) e (4.2), se o tensor de Einstein satisfaz a equagao (4.4).

Em coordenadas x# = (7,2'), adaptadas & homotetia, os coeficientes da
métrica sao definidos por

g (1,2") =e™"g,, ('), (4.5)

onde a constante [ tem dimensao de comprimento. Nesse sistema de coorde-
nadas, o campo vetorial homotético é
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0

= 4.6
or (4.6)

Se fizermos a seguinte substituicdo, 7 = 2° por t = —le” 7, na equacao
(4.5), a métrica passa a ser

Substituindo x%, i =1,2,3, por r* = (—t) 2, na equagao (4.7), obtemos

ds® = (Goo + 290,2" + gija'a’) dt* + 2 (Go; + Gyya?) dtdr' + gy pdr'dr?, (4.8)

onde as coordenadas z° e 7 nao tém dimensdo e as coordenadas r* e 7 tém
dimensao de comprimento.

Observe que todas as coordenadas, apresentadas na equacgao (4.8), podem
ser do tipo espaco, do tipo tempo ou do tipo luz, pois nao colocamos hipoteses
adicionais em relacao ao sinal dos coeficientes da métrica. Note também
que os coeficientes da métrica, em coordenadas 7 e t, dependem apenas de
=71t/ (—t).

Para as solucoes CSS, com simetrica esférica, podemos escrever trés tipos
de métrica. Da equagdo (4.5) obtemos a seguinte métrica

ds® = Pe”" (Ad7? + 2Bdrdx 4+ Cdx® + F?dQ?) (4.9)

onde A, B, C, e F sao funcoes de .
Partindo da equacao (4.7), temos a métrica

ds* = Adt* + 2Bdtdx + t*Cdz? + t* F2dQO?, (4.10)

onde os coeficientes dependem apenas de x.
E, finalmente, utilizando a equacao (4.8) determinamos a métrica

ds* = (A4 22B + 2°C) dt* + 2(B + zC) dtdr + Cdr® + *F*dQ*, (4.11)

onde os coeficientes dependem apenas de z.

Logo, as equagoes (4.9), (4.10) e (4.11) sao os perfis das solugoes CSS,
com simetria esférica.

Um espaco-tempo tem auto-similaridade discreta se existir um nimero
real A, tal que

/g\ab = e_gAgab- (412)
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Em termos de coordenadas z* = (7, x'), as solugdes auto-similares discre-
tas (DSS) sdo equivalentes a

g (1,2") = €777, (27), (4.13)
onde

T (7', xz) =T (7' + A, xL) , (4.14)
[19] e [20].

A métrica conforme g, depende de 7 apenas de maneira periodica. Note
que, para a solucao auto-similar discreta nao foi preciso introduzir o campo
vetorial &, definido pela equivaléncia (4.6) e que, a constante A independe
das coordenadas [20)].

Prosseguindo de maneira analoga, a obtencao das solucoes auto-similares
continuas, encontramos as mesmas trés métricas, equagoes (4.9), (4.10) e
(4.11). Porém, nesse caso os coeficientes das métricas também dependem de
t, de uma maneira periodica.

Além das trés métricas obtidas acima, podemos determinar uma outra,
através do sistema de coordenadas radial-polar, o mesmo sistema utilizado
por Choptuik (1992) [7] em suas simula¢ées numéricas.

Aplicando a mudanga de coordenadas, definida pelas equagoes (3.9), no
sistema de coordenadas radial-polar - equa¢ao(2.3) - a métrica geral, esferi-
camente simétrica, torna-se

ds* = 1’e™ [—a’dr* + a® (dx — zdr)? + z*dQ?]. (4.15)

Observe que as superficies encontradas para qualquer 7 fixo, sao do tipo
espago e que o vetor tipo tempo 9/07, torna-se tipo espago quando = é muito
grande, devido a presenca de um desvio.

O espaco-tempo, definido pela equagao (4.15), é continuamente auto-
similar se a e o dependem apenas de x e é discretamente auto-similar se a e
a forem funcgoes periddicas em 7.

Os sistemas de coordenadas adaptados para solugbes CSS, equagao (4.5)
e solugbes DSS, equacao(4.13), formam uma grande quantidade de sistemas
de coordenadas com simetria esférica. No caso CSS, a liberdade de escolha
em um sistema occore quando fixamos 7 = 0 e determinamos as cordenadas
espaciais . Em DSS, podemos fixar uma superficie arbitraria em 7 = 0 [19].

A solucao CSS é um caso particular da solucao DSS e para obtermos
tal solucao CSS, devemos exigir que A seja um deslocamento infinitesimal,
Gundlach (1997) [20].

Se 0 nosso interesse é encontrar uma solucao auto-similar para um fluido
perfeito, com tensor energia-momentum
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Tab - (]9 + P)Uan + PYGab, (416)

entdo, das equagoes (4.2), (4.4) e das equagoes de Einstein, temos

LU =Uay Lep=2pe Lep=2p. (4.17)

Somente os fluidos perfeitos que satisfazem a equacao de estado p =
kp, onde k é uma constante, permitem solu¢oes CSS [12]. Posteriormente,
consideramos um fluido perfeito que satisfaz tal equacao de estado.

Em coordenadas CSS, a direcao da quadrivelocidade U,, do fluido per-
feito, depende apenas de x. Por isso, a densidade de energia satisfaz

pla,7)=e"p(x). (4.18)
Analogamente, se a matéria estudada é um campo escalar sem massa,
com o tensor energia-momentum definido pela equacao (2.1), obtemos

qub = K, (4.19)
onde k é uma constante.
A solugao CSS mais geral é
¢=f(x)+ kKT (4.20)
e a solugao DSS geral é
¢ = f(1,2") + K, (4.21)

onde
f(ra')=f(r+A2").

Assim, se a matéria é um fluido perfeito, com tensor energia-momentum
definido pela equagdo (4.16), temos que todas as solugdes CSS sdo represen-
tadas pela equagao (4.18). Se a matéria for um campo escalar sem massa,
todas as solugoes CSS estao representadas pela equacdo (4.20) e as solucoes
DSS tém o perfil da equagao (4.21).

Apos esse detalhe sobre as solucoes auto-similares, na proxima se¢ao ana-
lisaremos as solucoes criticas e suas auto-similaridades.

4.2 Calculo de solucoes criticas

Inicialmente, os fendmenos criticos em colapso gravitacional foram descober-
tos por Choptuik (1992) [7], através de estudos numéricos que simulam a
dinamica de campos escalares.
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Dada uma familia de solugbes, S[p], que possui solugdes subcriticas e
supercriticas, Choptuik [7] determinou uma solugao critica, a partir de um
refinamento dos campos escalares iniciais, de maneira que as solucoes sub-
criticas ficassem cada vez mais proximas da solucao critica.

Uma outra maneira de encontrar, aproximadamente, a solucao critica,
advém da construcao de um candidato a solucao critica. Para esse candidato,
devemos exigir que a solucao seja CSS ou DSS, que seja adequadamente
regular e também devemos obter seu espectro de perturbacao, para verificar
que existe apenas um modo de perturbagao crescente [19].

Nessa se¢ao, mostraremos como construir um candidato a solucao critica
fazendo essas exigéncias.

A combinacao entre solucoes CSS e simetria esférica reduz as equagoes
do campo em um sistema de equacoes diferenciais ordinérias. Nesse ansatz,
as exigéncias de analiticidade no centro e no passado da matéria, antes da
formacao de singularidade, sao suficientes para fornecer as condi¢oes de con-
torno ao sistema de equagdes diferenciais ordinarias [19].

Todas as solucoes criticas CSS sao solug¢oes numéricas de um problema
de valor de contorno, cujo sistema ¢ formado por equacgoes diferencias ordi-
narias. Um fato interessante ¢ que solucoes criticas CSS sao determinadas
analiticamente, em um espaco-tempo de 2 + 1 dimensao. Falaremos disso
com detalhes na secao 4.4.

Os Ansatz’s sao condi¢oes acrescentadas na solugao, ou nas equacoes do
campo, que visam obter simplificacoes que mantém as solucoes numeéricas
consistentes, estaveis e convergentes para uma solucao que representa o sis-
tema fisico em questao.

O ansatz de solugoes CSS, com regularidade no centro e no passado do
cone de som, de um fluido perfeito, que satisfaz a equacao de estado p = 3p,
foi inicialmente utilizado por Evans e Coleman (1994) [12].

Nesse trabalho, esses autores verificaram que na vizinhanca do centro do
sistema de coordenadas, as solugoes se aproximam de » = 0 e que para um
determinado raio, as solugoes dispersam.

O trabalho de Evans e Coleman serviu de base para que diversos autores
investigassem o colapso gravitacional de fluidos perfeitos, com outros valores
de k na equacao de estado p = kp.

Nielsen e Choptuik (2000) [34] encontraram solu¢oes numéricas para 0 <
k < 1, complementando o trabalho de Gundlach [18|, que ja havia obser-
vado possiveis solugoes criticas, utilizando argumentos analiticos da Teoria
de Perturbacao.

Diferentemente do ansatz para solucoes CSS, um ansatz DSS nao reduz
as equacoes do campo escalar em equacoes diferenciais ordinérias, devido a
simetria ser discreta. A vantagem é que podemos construir um ansatz DSS
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exato, que incorpore a escala invariante A =2 3,44, como sendo o perfodo da
coordenada 7.

A solucao critica do colapso gravitacional de um campo escalar, obtida
de um problema de valor de contorno, foi desenvolvida por Gundlach (1997)
|20] e Martin-Garcia e Gundlach (2003) [33]. Na segunda referéncia, os au-
tores analisaram a estrutura global da solugao critica e determinaram uma
singularidade nua, através da solugao universal de auto-similaridade discreta.

Para termos certeza de que uma solugao DSS ou CSS é de fato uma solu-
¢ao critica, precisamos mostrar que a solucao tem apenas um modo crescente
de perturbacao - ver procedimentos efetuados no capitulo 4 - secao 3.2.

Considerando uma solugao critica DSS (ou CSS) do tipo 2, que tipo de
regularidade deve ter essa solugao?

Apenas exigir suavidade nos dados iniciais, nao é suficiente para que os
dados iniciais sejam analiticos. A solucdo critica deve ser analitica em todos
os pontos que nao sao influenciados causalmente pela singularidade.

Em particular, o passado do cone de luz, de uma singularidade, nao de-
veria ser menos regular do que um outro ponto qualquer, mas campos de
matéria auto-similares, com simetria esférica, em um espaco-tempo plano
sao singulares do centro da simetria esférica para o passado da sigularidade,
ou no passado do cone de luz da singularidade.

Pelo fato de que solucoes DSS sdao mais gerais do que solugoes CSS, foca-
lizamos as atengoes em solucdes DSS. Sendo assim, considerando um campo
escalar com simetria esférica, a solugao geral em um espaco-tempo plano é

Bt = 1f (1) —g(t =), (1.22)

onde f(z) e g (z) sao fung¢oes de uma variavel, z € [—o0, +00].

A funcao f descreve ondas que se movem para r = 0 e g descreve ondas
que se afastam de r» = 0. Para que r = 0 seja regular, para todo ¢, devemos
exigir que f(z) = g(z) em r = 0. Fisicamente, essa exigéncia significa que
as ondas, representadas pela funcao f, mudam de direcao em r = 0 e depois,
se afastam do centro.

Aplicando a mudanca de coordenadas

r t
z=-—5 e T=—In (_Z) , para t<0, (4.23)
na equacao (4.22), estaremos representando a solugao geral em termos de
coordenadas auto-similares x e 7. Sendo assim, considerando a mudanca de
coordenadas (4.23), para t < —r, obtemos a solu¢do no passado do ponto

(r;t) = (0,0),
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1—=x 14+«
F(r—In(l- —
(=t (1= 2)) -

¢(z,7) = G(r—In(1+x), (4.24)
onde F' e GG estao relacionados com f e g, respectivamente.

Para que a equagao (4.24) seja continuamente auto-similar, ou seja ¢ =
¢ (x), as fungdes F' e G devem ser constantes. Se temos interesse em solu-
¢ao com auto-similaridade discreta, devemos exigir periodicidade em 7, de
periodo A.

Impondo regularidade no centro » = 0, para todo t < 0, obtemos x =0 e
isso exige que F' = G quando = = 0. A regularidade no passado do cone de
luz, em t = —r para t < 0, nos fornece x = 1, o que resulta em F = 0.

Apenas uma das condigoes sobre F' pode ser imposta, pois solucoes DSS
(ou CSS) nao podem ser regulares ao mesmo tempo, no centro e no passado
do cone de luz, quando o espago-tempo é plano (exceto para ¢ = 0).

Expandindo esse argumento, a solucao pode ser regular apenas em uma
das quatro regioes: no passado do centro da singularidade; passado do cone
de luz; no futuro do centro da singularidade ou no futuro do cone de luz |[20]
e [19].

Na presenca de gravidade, a estrutura da singularidade muda e, em prin-
cipio, as solugoes auto-similares podem ser regulares tanto no centro da sin-
gularidade, quanto no passado do cone de luz.

Considerando o espago-tempo definido pela métrica (4.15),

ds* = 1’e™* [—a’dr* + a® (dz — zdr)? + *dQ?] (4.25)

com z e 7 definidos pelas equagoes (4.23).
Introduzindo como varidveis de primeira ordem da matéria, os campos
auxiliares

U:r(g@¢—&¢) (4.26)

V=r(S00+09). (4.27)

onde V' descreve ondas indo em direcao de r = 0 (ondas colapsando) e U
ondas indo em dire¢do contraria de V' (ondas dispersando) [33].

As equagoes do campo (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), em termos de U e V,
podem ser reescritas das seguintes formas

fl1=a*)U+V]—20.U

U= z(f +2)

(4.28)

28



fl=a) V4 U+ 20,V
0,V = o , (4.29)

«

onde

a

O denominador da equacgao (4.29) desaparece no passado do cone de luz,
quando f — z = 0. Logo, podemos usar a liberdade do gauge residual ¢t —
t' (t), para fixar o passado do cone de luz do no ponto (r,t) = (0,0), em

r = —t (conforme a métrica).
Devido a essas consideracoes, no passado do cone de luz, temos que f =1,
pois quando r = —t a equacao (4.23) nos diz que x = 1. Além disso, o ponto

x =1 é um ponto singular do sistema de equagoes diferenciais parciais que
temos que resolver.
Note que nessa convengao, a (0,t) # 1, pois

Por outro lado, Choptuik (1993) [8] e Gundlach (1997) [20], utilizaram a
convengao a (0,t) = 1.

Similarmente, o denominador da equagao (4.26) desaparece no futuro do
cone de luz da singularidade, em f + 2z = 0.

Para entender o comportamento da solugao no ponto singular x = 1,
analisamos tal solucao no passado do cone de luz. Em um espago-tempo
plano, f = a = a = 1, entao a equagao (4.29) se reduz a

U+ 20,V
r(l—x)°
A solucao geral, no ponto singular x = 1, pode ser escrita como a soma

de uma solugdo regular com uma solugao singular [19]. Da equagao (4.30),
temos que, no limite v — 17,

0,V = (4.30)

VEF[r—In(l-u1)], (4.31)

onde F'(z) tem periodo A e o simbolo de aproximadamente foi utilizado
porque a solucao foi calculada apenas considerando os termos que envolve V|
desconsiderando o termo U da equagao (4.30).

A equacao (4.31) é uma solugdo singular, pois oscila infinitamente quando
x — 17 e, em um espago-tempo plano, a equacao (4.31) é uma solugao exata,
devido a equagao (4.24).

Agora, na presenca de gravidade, ou seja, em um espaco-tempo curvo,
o numerador da equagdo (4.29) contém um termo adicional, proporcional
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a (1 —a?), devido a curvatura induzida pelo tensor energia-momentum do
campo escalar.

Utilizamos esse termo adicional para impor a seguinte condicao: o nu-
merador da equagao (4.29) desaparece no cone de luz. Assim, encontramos
que o denominador e o numerador desaparecem em mesma ordem O (z — 1),
logo a solucao torna-se analitica na vizinhanca do cone de luz.

A condigao para que o numerador da equagao (4.29) desapareca em z = 1,
é dada por

(1-a®)V+0.V=0. (4.32)

Lembrando que pelo gauge, f =1 em 2 = 1, a equagao (4.32) é uma EDO de
V', definida no passado do cone de luz, com condicao de contorno peridédica
em 7, para U e a dados no passado do cone de luz [33] e [19].

Diante disso, obtemos um problema de valor de contorno misto, eliptico
e hiperbolico, de dimensdo (1 + 1), no dominio 0 < z < 1le 0 <7 < A,
com regularidade em x = 0, x = 1 e condigao de contorno peridédica em 7,
de periodo A.

Solucoes numeéricas do problema de valor de contorno foram obtidas, Gun-
dlach (1997) |20], Martin-Garcia e Gundlach (2003) [33], e estao de acordo
com a solugdo critica encontrada por Choptuik (1993). A prova de existéncia
e unicidade local dessas solugoes numéricas é um problema em aberto. Nessa
dissertacao, fizemos algumas simulagoes numéricas de colapso gravitacional.

4.3 Aproximacoes Analiticas

Diversos trabalhos tém intensificado o estudo de solugoes CSS, independen-
temente de colapso gravitacional critico. Muitos desses estudos focalizam so-
lugoes auto-similares, para um fluido perfeito com equacgao de estado p = kp,
em simetria esférica.

Evans e Coleman (1994) [12] encontraram solugoes auto-similares ao si-
mular o colapso de um fluido perfeito, em simetria esférica, com equacao de
estado p = %p. Eles também obtiveram um ponto critico, semelhante ao caso
estudado por Choptuik [8], que define uma lei de poténcia para a massa do
buraco negro.

Nessa segao mostraremos uma breve historia sobre os resultados de feno-
menos criticos em fluido perfeito e as aproximacoes analiticas adotadas para
o estudo das solucoes auto-similares.
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4.3.1 Previsoes do estudo sobre fluido perfeito

Logo apos a descoberta de fenomenos criticos do tipo 2 em colapso de campo
escalar, Evans tentou obter, analiticamente, a solucao critica de um campo
escalar sem massa, mas nao obteve sucesso e entao voltou suas atencoes para
o colapso de fluido perfeito, Neilsen e Choptuik (2000) [34].

Conscientizados da existéncia de auto-similaridade continua, em fluxo de
fluidos relativisticos, e de que a auto-similaridade tem caracteristicas bem
definidas, Evans e Coleman (1994) [12] construiram um modelo simplificado
de colapso de fluido perfeito e obtiveram uma solucao critica, utilizando
o ansalz que reduz as equacoes de Einstein em um sistema de equagoes
diferenciais ordindarias.

Eles também encontraram um ponto critico, através do refinamento dos
dados iniciais e uma lei de poténcia com o expoente critico, v = 0, 36, através
de uma analise de perturbagao.

Os estudos de Koike, Hara e Adachi (1999) [29] acrescentaram detalhes
sobre o0 uso da anélise de perturbacao, no trabalho de Evans e Coleman. Eles
encontraram apenas um modo de crescimento associado a solucao critica
e determinaram uma relagdo entre o expoente de Lyapunov e o expoente
critico.

Koike obteve para o expoente de Lyapunov, aproximadamente, o valor
de 2,81055, o que corresponde ao valor de 0, 35582 para o expoente critico.
Assim, Koike, Evans e Coleman obtiveram o mesmo valor para o expoente
critico.

Assumindo que solugoes criticas sejam continuamente auto-similares para
outros valores de k, na equacido de estado p = kp, Maison (1996) |32] adap-
tou o ansatz de Evans e Coleman, para encontrar solucdes CSS quando
0,01 <k <0,88. Maison mostrou que o expoente critico nao é um expoente
universal, quando mudamos o valor de k, pois para k = 0,01 e k = 0,88 ele
obteve v = 0,1143 e v = 0, 8157, respectivamente.

Diversos autores tentaram expandir o intervalo de valores para a constate
k, mas a dificuldade para tal feito era grande, pois as conclusdes sempre
diziam que ndo existem solugdes criticas para k < 0, 89.

Neilsen e Choptuik (2000) [34] listaram os principais resultados sobre o
ansatz do fluido perfeito e, nesse mesmo trabalho, eles mostram que existem
solugoes para k Z 0, 89.

Considerando o ansatz CSS, os resultados de Nielsen e Choptuik apresen-
taram a existéncia de solugoes CSS globalmente regulares para k < 1 e para
k = 1. A solucao critica encontrada é CSS e do tipo 2, com expoente critico
v = 0,96 + 0,02 [34].
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4.3.2 Aproximagoes para o fluido perfeito e o campo
escalar

Um dos resultados mais interessantes, nos estudos sobre fluido perfeito, é o
aparecimento de singularidades nuas, tanto para fluido perfeito com pressao
quanto para fluido perfeito sem pressao.

Ori e Piran (1987) |36] investigaram a auto-similaridade em colapso gra-
vitacional de um fluido perfeito, com equacao de estado p = kp e simetria
esférica, e encontraram uma singularidade nua para k& < 0,0105.

Esses autores obtiveram um limite Newtoniano para auto-similaridade do
fluido perfeito, correspondente ao limite £ — 0.

A solucao de Evans e Coleman para o fluido perfeito é a tnica solucao
analitica no centro e no passado do cone de som. Ela representa ondas que
se movem em direcao da origem, do sistema de coordenadas esférico, quando
considera-se a vizinhanca da origem e ondas que se dispersam nas demais
localidades.

Carr e Gundlach (2003) [6] classificaram todas as solu¢oes auto-similares,
com simetria esférica, para fluidos perfeitos que tém a equacao de estado
p = kp, onde 0 < k£ < 1 constante. Incluiram também as solucoes criticas
auto-similares em seus resultados e construiram diagramas conformes, de
todas as solucoes.

As solugbes CSS para campos escalares foram estudadas por Brady (1995)
|5], com propésito de ententer a formacgao de singularidades nuas, partindo
de dados iniciais regulares. Algumas dessas solucoes exigiam regularidades
no centro e no passado do cone de luz, mas essas solugoes nao formavam
solucoes criticas, pois possuiam muitos modos de crescimento perturbativos.

A familia de solugbes auto-similares exatas, de um campo escalar sem
massa, foi descoberta primeiro por Roberts (1989) [41]. O autor utilizou o
sistema de coordenadas duplamente tipo luz

ds® = —dudv + r* (u,v) d?, (4.33)
onde

[(1—p*) v* = 2vu+u?], (4.34)

1
2 — —
P (w0) =

e encontrou a solucao

6 (u0) = = In (w) | (4.35)

2 (1+p)—u

onde p é um parametro constante e o sistema de coordenadas esti no sis-
tema de unidades de medidas G = ¢ = 1. Dois importantes indicadores de
curvatura sao o escalar de Ricci
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P uv

R= 4.36
e a massa de Hawking
2
P uv
=— ) 4.37
m < (4.37)

O centro r = 0 tem duas ramificagoes: uma sendo u = (1 + p) v, definida
no passado de (u,v) = (0,0) e a outra u = (1 — p) v, definida no futuro de
(u,v) = (0,0).

Para 0 < p < 1, as singularidades da curvatura sao do tipo tempo,
elas tém a massa de Hawking negativa nas regides do passado e do futuro
do cone de luz. Fora dessas regioes, o espago-tempo pode ser substituido
pelo espago-tempo de Minkowski, sem a necessidade de criar um tensor de
energia-momentum.

Em alguns aspectos, o espago-tempo resultante assemalha-se as solugoes
criticas de colapso gravitacional, pois o espaco-tempo obtido é auto-similar,
possui regularidade em r = 0 e no passado do cone de luz da singularidade
de curvatura, é continua no passado do cone de luz e, também, no futuro do
cone de luz e no futuro de » = 0.

As solucoes de Roberts, para p > 1, podem ser consideradas buracos
negros se forem truncadas adequadamente. Assim, na vizinhanca do valor
critico p = 1, a massa do buraco negro formado ¢ dada por

M= (p—1)"%

A preocupacdo em usar as solucoes de Robert como aproximacoes, para
as solucoes criticas de colapso gravitacional, se deve ao fato de que apenas
familias de solugoes auto-similares sao consideradas. Além disso, o expoente
critico s6 aparece para esse caso particular, para p = 1.

Essas solucoes tém muitos modos crescentes de perturbagao, sendo assim,
nao sao solucoes criticas no sentido de possuir um tnico modo crescente de
perturbacao, Gundlach (2003) [19].

4.4 Espaco-tempo de 2+ 1 dimensoes

A Relatividade Geral, em um espaco-tempo de (2 + 1) dimensoes, possui
caracteristicas completamente diferentes das caracteristicas da Relatividade
Geral em um espago-tempo de (3 + 1) dimensoes.

A principal diferenca, que traré diversas conseqiiéncias, é que o espaco-
tempo de (2 + 1) dimensoes é plano em todo lugar que ndo tem matéria.
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As conseqiiéncias sao: nao existem ondas gravitacionais; buracos negros s
podem ser formados na presenca de uma constante cosmologica negativa e o
espaco-tempo é assintoticamente anti-Sitter, ao invés de ser assintoticamente
plano.

Uma constante cosmologica negativa em (2 + 1) dimensoes acarreta trés
importantes efeitos:

e localmente, ela introduz uma escala de comprimento [ = (—A)_l/Q, nas
equagoes do campo, que muda a estrutura global do espaco-tempo. O
infinito tipo luz torna-se uma superficie tipo tempo, isto ¢, em uma
circunferéncia de centro infinito, distancia infinita no centro e de raio
7, um raio tipo luz pode sair para o infinito tipo luz e retornar para o
centro da circunferéncia, enquanto um tempo proprio finito, 7l, passa
pelo centro da circunferéncia;

e as Unicas condicoes de contorno, consistentes com as equacoes de onda
sem massa, sao as condicoes de contorno de Dirichlet;

e a presenca da constante cosmologica permite formagao de buracos ne-
gros.

A métrica com simetria circular, estatica e constante cosmologica nega-
tiva, pode ser escrita como

o o -1
ds? = — (—M + %) dt* + (—M + %) dr? + 72 d6?, (4.38)
onde a constante M pode assumir os valores —1 < M < oo.

Se M = —1, o espago ¢ anti-Sitter, com centro regular. No entanto, se
—1 < M < o0, a solugdo tem um ponto de singularidade nua no centro. As
solucoes com M > 0 sao buracos negros e o horizonte do buraco negro esta
em 7 = [v/M, Gundlach (2003) [19].

Birmingham e Sen (2000) [4], estudaram a formagao de buracos negros na
colisao de duas particulas pontuais, de mesma massa, em (2+1) dimensoes
com constante cosmologica negativa. Nesse caso, o buraco negro é calculado
de uma maneira fechada, proximo do buraco negro limite e a massa do buraco
negro ¢ M = VP, onde P é uma funcio de duas variaveis e o expoente critico
é0,5.

Peleg e Steif (1995) [37] investigaram o colapso de um anel de poeira, em
(2-+1) dimensdes, com constante cosmologica negativa, onde os dados inicias
sao bidimensionais. Nesse caso, o expoente critico também foi encontrado
v =0,5.
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Em ambos os casos, solucoes CSS nao foram obtidas e a nocao de massa
do buraco negro é completamente diferente da interpretacao de massa em
(3+1) dimensoes [19].

O Colapso gravitacional de um campo escalar sem massa, com simetria
esférica e constante cosmologica negativa, foi investigado por Pretorius e
Choptuik (2000) [40] e independentemente por Husain e Olivier (2001) [28].
A introducao de uma constante cosmologica impos condi¢oes de contorno
de Dirichlet para a equacao do campo, de maneira que toda matéria deve,
eventualmente, cair dentro do buraco negro. Nesse modelo, a massa do bu-
raco negro ¢ a massa assintotica do espaco-tempo e nao existe a formagao de
buraco negro limite.

Se estamos interessado em que o colapso de um campo escalar em (24 1)
dimensoes seja um modelo simplificado do colapso em (3 + 1) dimensdes,
entao é conveniente utilizar os dados iniciais com um suporte compacto,
para definir o buraco negro limite como sendo a formacao de um horizonte
aparente, antes da onda escalar ser refletida, e para definir a massa do buraco
negro inicial como sendo My = Taz?/1%.

Nessa situacao, um horizonte aparente é uma superficie, onde o gradiente
de 7 é nulo. Assim, teremos semelhanga entre os dois colapsos [19].

Se podemos assumir M < 1, entao a constante cosmologica pode ser
desconsiderada e a dinamica sera aproximadamente escala-invariante, permi-
tindo, em principio, fenémenos criticos do tipo 2. Para mais detalhes, ver
[28] e [40].

Através de simulagoes numeéricas, Pretorius e Choptuik (2000) [40], en-
contraram fenémenos criticos em colapso gravitacional de um campo escalar
sem massa, com simetria esférica e constante cosmologica em (2+1) dimen-
soes.

Um dos fenémenos criticos encontrados, foi a relagao de poténcia para o
horizonte aparente

May = (P —P)",

onde v = 1,2040,05 e P representa a amplitude de um campo escalar inicial.

Apos Pretourius e Choptuik (2000) [40] terem encontrado, através de si-
mulagao numeérica, que a solugao critica ¢ CSS. Garfinkle (2001) [13], encon-
trou uma solucao exata, de acordo com as simulagoes numéricas de Pretourius
e Choptuik.

4.4.1 A solucao exata de Garfinkle

Garfinkle (2001) [13], considerou o colapso gravitacional de um campo escalar
sem massa, em 2 + 1 dimensoes, modelado pelas equacoes de Einstein, com
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a constante cosmologica

Gab + Agab = /{Taby (439)

onde T}, é o tensor energia-momentum do campo escalar, definido pela equa-
¢do (2.1) e kK uma constante que, assumindo a conven¢ao de Pretorius e
Choptuik (2000) [40], temos k = 4.

Esse autor utilizou o método de Christodoulou para obter um sistema
de coordenadas cuja métrica nos fornece uma solucao critica, continuamente
auto-similar.

Nesse método, Christodoulou (1986) [9] expde os procedimentos para
construir um sistema de coordenada Bondi. Nesse sistema de coordenadas,
a coordenada radial 7 ¢ obtida, de maneira que 277 seja o comprimento de
uma circunferéncia e que a métrica tenha simetria circular.

A coordenada tempo u é constante para um raio de luz saindo, que per-
tence a linha de mundo de um observador central, e igual ao tempo proprio
do observador.

A coordenada theta é definida para que

0

00
seja um vetor de Killing, assim a métrica obtida pelo método de Christodou-
lou tem a seguinte forma

ds® = —e2du? — 2" dudr + T2d62, (4.40)

onde v e A sao funcoes de u e 7.
Introduzindo os vetores do tipo luz,

9= (%)a (4.41)

e 0N\ 1 _, [0\
n®=e (Gu) 5¢ (6?)’ (4.42)

as equacoes de Einstein, com constante cosmologica, sao satisfeitas, sujeitas
as condicoes de que o campo escalar satisfaca a equacao de onda e que as
seguinte relacoes sejam satisfeitas,

Gapl™l” = 47 (1*V ,0) (4.43)
Gapl®n® = A. (4.44)
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Desenvolvendo as equacgoes (4.43) e (4.44), obtemos

1 5,0 _ox (09 ?
Z _ — - 4.4
e o (A +v) =4dme = (4.45)
‘ 1, 0
e (= \) = AL 4.4
7 N (4.46)
Definindo as quantidades
g= el/-l—/\ e g — eu—)\

e substituindo-as nas equagoes (4.45) e (4.46), obtemos

g =exp [47 /OTF (%)2 d?] (4.47)

g=1-— QA/ Tgdr. (4.48)
0
Assim, a equacao de onda para ¢ torna-se

26 19 10 (_a¢> 0

guor | Tou  ror
Apos obter a equagao (4.49), Garfinkle (2001) [13] utilizou o ansatz CSS,
para resolver as equagoes do campo e encontrar a solugao critica. Esse ansatz
¢ sugerido pelas simula¢oes numéricas de Pretorius e Choptuik (2000) [40].
Garfinkle define um sistema de coordenadas de maneira que a origem de
u seja uma singularidade, assim

2 (4.49)

T’g§

u=—e T (4.50)

T=e¢ 'R, (4.51)

onde R e T sao as coordenadas.
Impor o ansatz CSS é exigir que

¢p=cT+v(R), (4.52)

onde ¢ é uma constante.

Esse ansatz requer que a constante cosmoldgica seja desconsiderada, em
outras palavras, que g = 1. Assim, a equagao (4.49) reduz-se & uma equagao
de onda, em um espaco-tempo plano. Substituindo o ansatz na equacao
(4.49), obtemos
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R(1-2R)¢" 4+ (1 —-3R)¢) —c=0, (4.53)

onde () =4

A solucao da equagao (4.53) é dada por

= —2cln B (1 + mﬂ : (4.54)

Note que essa solucao é regular na origem, assim, o campo escalar é dado
por

d):c{T—an[%(l—i—mn}. (4.55)

Agora, podemos encontrar a fun¢ao da métrica, g, pela equacao (4.47),
logo

8mc2

oco o [ (32) o] - [

A métrica da solugao critica deve ser singular em u = 0, mas a solu-
¢ao critica, definida pelas equagoes (4.55) e (4.56), possui uma singularidade
adicional em R = 1/2, para qualquer valor de T. Verificaremos se essa singu-
laridade é, de fato, uma singularidade real, ou se é apenas uma singularidade
aparente, devido a escolha do sistema de coordenadas.

Consideramos uma nova coordenada, definida por

(4.56)

U =—(u+27).

Assim, a métrica definida pela equagoes (4.40) e (4.56), adquiri a seguinte
forma

4 4mc?
2 | U i —drc? 1 2 192
ds* = 16 (1 + 4/ —u) 0 dvdu + 1 (u+39)” do”. (4.57)

Definindo um ntimero ¢ e uma nova coordenada w, onde

1
w¥ =19 e — =1-—4nc,
2q

obtemos a seguinte métrica
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1—(29) 7"

4
2 _ | Y LI 1 20)\2 702
ds* = [16 (1+\/__uw)] 2q dudw—|-4(u+w )" de?, (4.58)

onde a métrica é suave em w = 0, quando ¢ =n e n € Z[, ou seja, ¢ é um
numero inteiro positivo. Assim, essa métrica é suave para valores de ¢, dados
por

S S (4.59)
©= 47 on /)’ ’

Note que para n = 1, o espaco-tempo é a métrica de Robert-Walker, em
(24 1) dimensdes.

A solugao critica que Garfinkle encontrou, equagao (4.58), esta de acordo
com a solugao critica encontrada pelas simulagoes numéricas de Pretorius e
Choptuik, ao considerar ¢ = 4.

Garfinkle e Gundlach (2002) |17], calcularam o expoente critico para a
solugao encontrada por Garfinkle, equacdo (4.58), e encontraram o valor de
v = 8/7 = 1,14 , obtendo uma boa aproximacao do resultado numérico
v = 1,2, encontrado por Pretorius e Choptuik (2000) [40].

A solucdo critica encontrada por Garfinkle é um excelente exemplo de que
a formacao de superficies criticas nao implica, necessariamente, em formacao
de buraco negro limite. Essa solu¢ao nao ¢ uma solu¢ao de buraco negro, pois
para isso, a constante cosmolbgica deve ser negativa e Garfinkle considerou
A=0.

Clément e Fabbri (2001) [10] e (2002) [11], generalizaram a solugao exata
de Garfinkle, para o caso em que a constante cosmolbdgica é negativa. A
extensao feita por Clément e Fabbri considera uma nova classe de solucoes,
as solugoes quasi-CSS.

Para que uma solucao seja quasi-CSS, ela deve ser assintoticamente, uma
solucao CSS na vizinhanca do centro do sistema de coordenadas, ou seja,
a métrica definida por uma solugao quasi-CSS deve ser, aproximadamente,
igual a métrica definida por uma solugao CSS, na vizinhanca do centro. Ou
ainda, a solucao quasi-CSS é também uma solucao CSS, na vizinhanca do
centro do sistema de coordenadas.

Clément e Fabbri, [10] e [11], mostraram que as solug¢oes para A < 0 sao
quasi-CSS e verificaram que a solucao de Garfinkle, quando A = 0, é uma
assintota para as solucoes quasi-CSS. A solugao de Garfinkle é uma solucao
critica, para o problema do colapso gravitacional de um campo escalar sem
massa, com simetria esférica, em (2 + 1) dimensoes.
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4.5 Relatividade Geral como um Sistema Di-
namico

Koike, Hara e Adachi (1999) [29], mostraram que a evolu¢do temporal, pro-
xima a solugao critica, pode ser considerada como um grupo de renormaliza-
¢ao, que flui no espago de dados iniciais. Para equacoes diferenciais simples,
parabolicas ou hiperbélicas, pode-se definir um semi-grupo discreto de re-
normalizacao, atuando nas solucoes das equacoes diferencias. Nesse aspecto,
solucoes sao pontos fixos, sao invariantes por alguma escala bem definida e
sao, frequentemente, pontos criticos.

Nessa secao vimos que, com uma escolha apropriada de shift e lapso,
pode-se transformar a evolucao temporal, definida pelas equacoes do campo,
em um sistema dinamico.

4.5.1 A escolha de funcoes métricas

Vamos construir o espaco de fase com uma métrica (espacial) de uma varie-
dade tridimendional e com a curvatura extrinseca da decomposi¢ao (3 + 1)
do espago-tempo |[2].

Nessa secao, todos os dados iniciais sao assintoticamente planos, para
podermos representar um sistema isolado que possui auto gravidade.

Em uma notacao sem muito rigor, as equacoes que tém a seguinte estru-
tura

<h,K> — F(h, K, o, 5),

onde h;; sao as componetes da parte espacial da métrica, K;; sao as compo-
nentes da curvatura extrinseca, o é a funcao lapso, 3 é a funcao shift e F é
um operador diferencial nao linear, de segunda ordem, e linear em « e 3, sao
chamadas de equacoes ADM.

A evolucao temporal de um sistema dinamico é definida, em principio,
por equagoes que tém a forma das equacoes ADM. Essas equagoes contém o
shift e o lapso como campos arbitrarios fornecidos.

Para obtermos um sistema dinamico autoénomo, precisamos de uma des-
cricao do sistema que define um shift e um lapso, em conjunto com os dados
inicias.

O shift e o lapso podem ser pensados como geradores infinitesimais de
coordenadas, devido a liberdade de escolha que a Relatividade Geral propor-
ciona.

Por meio de um shift conveniente, podemos incorporar uma escala na evo-
lucdo temporal de um sistema din&dmico. Através de uma escolha adequada
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de lapso, podemos criar uma escala, definida por um intervalo temporal cons-
tante.

Uma escolha de shift e de lapso que exige que os pontos fixos do espaco de
fase sejam espacos-tempo CSS, e que seus limites circulares sejam espagos-
tempo DSS, nos fornece uma solugao critica do tipo 2 [19].

Alternativamente, podemos escolher o shift e o lapso de maneira que os
pontos fixos sejam solucoes estaciondarias e que seus limites circulares sejam
periodicos. Assim, as solucOes criticas apresentam os fendmenos criticos do
tipo 1.

O shift e o lapso sao independentes dos dados iniciais e eles apenas influ-
enciam nas coordenadas da métrica.

Especificando as equagdes («, ) = F (h, K), podemos substitui-las nas
equacoes ADM e, entao, adquirir as equacoes (h, K> = F (h, K), que defi-
nem o sistema dinamico [19].

Agora, temos condicoes de fazer a seguinte questao: Dado os dados ini-
ciais, existe uma descricao do shift e do lapso de maneira que se esses tém
informagoes de uma solucao auto-similar, o resultado da evolugao temporal é
uma meétrica, que apresenta auto-similaridade 7 Ou seja, apds a evolucao de
um campo escalar sem massa, minimamente acoplado, com simetria esférica,
a métrica resultante tem a forma da equagao (4.13) 7

Garfinkle e Gundlach (1999) [16] conseguiram vérias combinagoes de con-
digoes para o shift e o lapso, que deixa o espaco-tempo CSS invariante e coloca
o espago-tempo DSS dentro de um circulo limite.

Assim, a solugao encontrada por Choptuik (1992) |7], para a evolugio de
um campo escalar sem massa, com simetria esférica e minimamente acoplado,
possui um circulo limite, pois a solugao de Choptuik ¢ DSS. Mesmo sem ainda
ter apresentado o significado de solugoes DSS, um esbogo do circulo limite
foi apresentado na figura 3.2.

A principal dificuldade, na escolha de uma combinacao de shift e lapso,
esta na especificagdo das equagoes (a, 3) = F (h, K). Isso se deve as condi-
coes de contorno adequadas, necessarias para fixar o espago-tempo CSS em
um ponto fixo (ou o espaco-tempo DSS em um circulo limite).

Assim, uma boa escolha de shift e lapso nao é suficiente para garantir
que a solucao seja auto-similar.

4.5.2 As variaveis do espaco de fase

Para obtermos dados iniciais que, apés uma evolucao temporal, a solucao
seja auto-similar, além de uma boa escolha de shift e lapso, é preciso uma
escolha adequada de varidveis. Essas varidveis especificam as componentes

41



Z (x%), do vetor Z (x), e esse vetor é justamente, o vetor que determina o
estagio do sistema dinamico em um tempo fixo.

Dado um espago-tempo estatico, ou periodico, é usual escolhermos h e K
para serem as varidveis do espaco de fase.

Os dados de Cauchy, de um campo gravitacional, sdo as componentes
da parte espacial da métrica, se considerarmos que h;; (yc"") e Kjj (xk) Sa0
induzidos pelos dados de Cauchy, em uma parte do espaco-tempo definido
pelo sistema de coordenadas da equagao (4.5),

G (T’ xz) _ Zze—%gw (xz) ’

obtemos

hij (.I, T) = l2€_27—ﬁij (l’) (460)

Kij(v,7)=1e"K;;(z), (4.61)

onde 7,7,k = 1,2,3 e as varidveis h;; e K;; sao determinadas pelo Momentum
e pela Hamiltoniana do problema [19].

Frequentemente, designa-se dimensoes para essas variaveis, as coordena-
das z* e 7 sdo adimensionais, [ e~7 tem dimensao de comprimento e g, tem
a dimensao de [?. Dessa defini¢do, segue que h;; e K;; tem dimenséao de [% e
de [, respectivamente e Eij e ?,-j sao adimensionais.

Note que é preciso a varidvel T para construir as variaveis fisicas, a partir
das variaveis destacadas por barra.

Uma dificuldade em formular a Relatividade Geral, como um sistema
dinamico, é que uma vez determinado o shift e o lapso, o espaco-tempo nao
necessariamente corresponde a uma unica trajetéria, no espaco de fase. E
também, a solucao critica pode nao corresponder a um ponto critico.

4.6 Fendmenos Criticos e Singularidades Nuas

Nessa secao discutiremos a singularidade, geralmente formada quando obte-
mos uma solucao critica.

Sob varias circunstancias, as solucoes das equacoes de Einstein resultam
em formacao de singularidades. A conjectura de que singularidades de co-
lapso gravitacional sempre estao escondidas dentro de um buraco negro, nos
mostra que nao ha formacgao de singularidades nuas, Wald (1997) [44]. Essa
conjectura é conhecida por censura césmica fraca e nas iltimas décadas sem-
pre esteve em discussao.
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Os resultados de Choptuik [7] e [8], sobre o colapso gravitacional de um
campo escalar sem massa, mostraram que qualquer formulagao de uma cen-
sura cosmica deve ser restrita aos dados iniciais suaves e aos tipos de matéria
bem comportada. Outra conseqiiéncia é que a ocorréncia de singularidades
nao ¢ genérica.

Uma singularidade ¢é dita singularidade nua, se for uma singularidade
de curvatura que, de alguma maneira, um observador distante possa obter
informagoes da mesma. Veremos, ao longo dessa secao, que o espago-tempo
critico possui singularidade nua.

Choptuik e outros autores sugeriram que, em simetria esférica, o espaco-
tempo critico pode ser aproximado por um refinamento, nos dados iniciais,
de uma famfilia caracterizada por um parametro genérico e, dessa maneira,
obter o buraco negro limite.

Em termos de sistema dinamico, o espaco-tempo critico é a superficie que
separa as dinamicas de campos escalares que colapsam, das que dispersam.

Considerando um dos sistemas estudado por Choptuik (1993) [8] e apre-
sentado no capitulo 2, o colapso gravitacional de um campo escalar sem
massa, com simetria esférica e dados iniciais suaves, podemos desenvolver o
seguinte raciocinio, que foi feito por Choptuik, através de simulagoes numé-
ricas.

Na medida em que o refinamento aplicado aos dados iniciais é melhorado,
surge uma regiao com alta curvatura que, apds o término do refinamento,
terfamos uma regiao com curvatura infinita, se nessa mesma regiao o buraco
negro limite se formar, consequentemente temos um buraco negro limite de
singularidade nua e curvatura infinita. Portanto, uma singularidade nua
formou-se a partir de dados iniciais suaves.

O raciocinio do refinamento foi estendido para outros tipos de matéria,
sempre acompanhado das simulacdes numéricas. Assim, para se aproximar
do espago-tempo critico, uma boa estratégia é fazer o refinamento dos dados
iniciais, a partir dos dados iniciais suaves (verificaremos essa afirmagao nas
simulagbes numéricas do capitulo 6).

Em matérias do tipo campo escalar sem massa e fluido perfeito, com
simetria esféria, o espago-tempo critico pode ser obtido, através da teoria de
perturbagao, quando se tem um cadidato a solucao critica (capitulo 3 - se¢ao
3.2).

A estratégia do refinamento parece indicar que, fenomenos criticos sao in-
dependentes do modelo de matéria em um regime dinamico, onde as equacoes
do movimento possui, aproximadamente, uma escala invariante.

Apos a obtencao de uma solucdo critica, por um dos métodos descritos
acima, passaremos a investigar a singularidade de uma solucao critica DSS.

A métrica geral de uma solugdo critica DSS é dada pelas equacoes (4.12)
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e (4.13),

G (T, xl) = 6_27%1, (T, xl) onde, g, (T, xl) =G (T + A, ml) .

Uma maneira de indentificarmos a singularidade é observarmos a curva-
tura, pois se, de alguma maneira, a curvatura estiver tendendo ao infinito,
teremos uma singularidade. A curvatura da métrica geral, de uma solugao
DSS, é dada por

R=12e"R(x,7),

onde o escalar de Ricci R é periodico em 7, de periodo A.

As simulacoes numéricas de Choptuik, Evans e Coleman consideram a
métrica radial-polar, equagao (2.3), ajustada de maneira que a singularidade
ocorra em t = 0.

Baseado no fato de que a coordenada «, da equagao (2.3), é uma fungao
crescente, quando temos r — oo, para todo t fixo (a cresce a uma poténcia
pequena de r). Evans e Coleman (1994) [12] conjecturaram que a singulari-
dade é coberta por um desvio para o vermelho, com magnitude infinita.

Isso esté relacionado com a coordenada a, pois

lim a(r,t) = ax > 1, (4.62)
r—00
para todo t fixo, onde a,, é uma constante.

Podemos verificar a equagio (4.62) diretamente da equacao (2.9) e con-
cluir que o espaco-tempo nao é assintoticamente plano, mas é assintotica-
mente conico no infinito tipo espaco e com massa de Hawking proporcional
ar.

Hamadé e Stewart (1996) [22]| utilizaram a estrutura de espago-tempo,
que pertence a vizinhanca do espago-tempo critico de uma familia de campos
escalares, para analisar o futuro do cone de luz da singularidade.

Os autores encontraram evidéncia de que o futuro do cone de luz nao é
uma singularidade de curvatura. Isso foi confirmado por Gundlach (1997)
|20], ao construir a solucao critica de Choptuik como um problema de valor
de contorno.

Aparentemente, todo espacgo-tempo critico obtido de um sistema com si-
metria esférica, tem a mesma estrutura de singularidade, independentemente
do tipo de matéria em estudo, Gundlach (2003) [19].

Uma vez feita a analise sobre a estrutura da singularidade, conheceremos
a estrutura do espaco-tempo critico.

Na secao 4.2, discutimos que a solucao critica é regular no centro e no
passado do cone de luz da singularidade, mas ainda nao sabemos como ¢é o
futuro do cone de luz, ou seja, nao conhecemos o horizonte de Cauchy do
espaco-tempo critico.
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Hirschmann e Eardley (1995) [24] consideraram a solugdo de um campo
escalar complexo e encontraram um candidato a solucao critica para o futuro
do cone de luz.

Para a obtencao da solucao, os autores elaboraram um problema de valor
de contorno, para uma equacao diferencial ordinaria nao linear. O ansatz
considerado foi

¢z, 7)=f(2) 7, a=a(x) e a=a(r),

onde ¢ é o campo escalar e w uma constante real. A solucao critica obtida
foi CSS e regular nas mesmas regioes da solugao, para o campo escalar real.

A evolucao temporal foi continuada considerando uma nova coordenada
auto-similar x, através de uma coordenada singular em ¢t = 0, que avanca
para o futuro do cone de luz. O ansatz reduz as equacoes de campo para um
sistema de equacoes diferenciais ordinérias, e o passado e o futuro do cone
de luz, respectivamente em x = xy e * = x5, sao “pontos” singulares desse
sistema.

Esses pontos resultam em uma solucao regular e uma solugao singular,
ambas independentes uma da outra. O problema de valor de contorno que,
originalmente, definiu a solucao critica, corresponde & solucao singular em
r = x1 e 0 ponto r = x5 é o limite da evolucao temporal no futuro do cone
de luz.

Hirschmann e Eardley [24] encontraram uma solugdo mista, de solugao
regular e de solucao singular, que é aproximadamente expressa por

F(2) 2 frog () + (g — ) po (@),

onde ¢ é uma constante positiva pequena e fre; € fong, 20 regulares em
T = Xg.

O mesmo efeito ocorre quando a solucao do campo escalar real, obtida
por Choptuik, é estentida para o futuro do cone de luz, Gundlach (1997) [20].
Considerando a equagao de onda, (4.29), no futuro do cone de luz f+z = 0.
Martin-Garcia e Gundlach (2003) [33], mostraram que a solu¢ao proxima ao
futuro do cone de luz é dada por,

U (r,0) = Uy (7) + ly[*T- (7) U (F) + yUs (1) + O (Jy['+), (4.63)
V(r,2) = Vo +yVi(r) + O (Jy["*) (4.64)
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a(r,x) = ao +yar (1) + O (|y'*) (4.65)
onde nas equagoes (4.63), (4.64) e (4.65), temos

2
y=r—xp7=7+H(T)—(1—¢) Injy| e 5:LO_,
1—2V¢
onde todas as funcoes de 7 e T sao conhecidas e periddicas, € ¢ uma média
quadratica e, x = xy sao os pontos onde estd definido o futuro do cone de
luz.

A solucao critica pode ser estendida para o futuro do cone de luz, porém
nao é feita de maneira tinica. Fisicamente, podemos pensar na nao unicidade
como informagoes que surgem da singularidade e que se propagam ao longo
do horizonte de Cauchy. Localmente, podemos continuar a solucao através
do horizonte de Cauchy, para um espago-tempo quase plano e auto-similar.
Entretanto, nao é claro que tal continuagao preserve o centro regular em
r =0 parat > 0.

Uma descricao completa da estrutura de espagos-tempos CSS, com sime-
tria esférica, é apresentado por Carr e Gundlach (2003) [6]. O futuro do cone
de luz, para solucoes criticas DSS, é descrita por Martin-Garcia e Gundlach
(2003) [33] e inclui uma continua¢do com um centro regular.

Uma regiao de uma solucao de colapso, que iniciou de dados iniciais re-
gulares e assintoticamente planos, pode ser modelada para criar uma solucao
critica, a partir de dados iniciais caracterizados por um parametro qualquer,
e através de um refinamento desses dados, encontramos o buraco negro li-
mite. Nessa situagao descrita, a regiao considerada pode incluir todos os
valores de z, que passa de um centro regular para o horizonte de Cauchy.

Entender a estrutura do horizonte de Cauchy é de grande interesse para
os fisicos, porém a possivel continuacao do espacgo-tempo ainda é uma curi-
osidade matematica.

Uma questao de interesse é, o que sai da singularidade nua ? Ou seja,
o que é evidenciado da singularidade nua ? Essa resposta nao é respondida
pela Relatividade Geral Cléssica e depende de efeitos de Gravitagao Quantica
[19].

A seguir, apresentaremos a descricao de uma solucao de colapso gravi-
tacional, proxima a solucao critica de um campo escalar sem massa e com
simetria esférica. Por simplicidade, consideraremos as coordenadas usuais r
e t, de um espago-tempo plano, com simetria esférica.

Seja t o tempo proprio de um observador, localizado no centro da origem
do sistema de coordenadas, e seja t = 0 o tempo onde ocorre a singularidade
da solucao critica. Considerando uma solucao pertencente a vizinhanca da
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solucao critica, a amplitude do tinico modo crescente perturbativo é propor-
cional a
(p—p.) (1)
A perturbacdo causa um desvio na solucao critica para

t—t.2—(p—p)°,
onde o futuro do cone de luz, de (r,t) = (r,t), é dado por r =t — t,. Esse
futuro é uma fronteira para a regiao, onde a solu¢ao é uma boa aproximacgao
para a solucao critica.
A outra fronteira para essa regido, depende dos dados iniciais e fracamente
de p—p,. Podemos aproxima-la por um cone tipo luz, definido por r = r¢—t,
onde 7o > 0. Assim, z atinge o maximo em

_(ott) o, (o—t)
2 2
Para

t, = |z —1]

le = (p - p*))\ )
podemos ver que o espaco-tempo critico é fechado para o horizonte de Cauchy,
definido por x =1 [19].

Em resumo, o espago-tempo critico, que é aproximado pelo refinamento
dos dados iniciais suaves, tem um ponto de singularidade de curvatura, que
¢ visivel no infinito pelo desvio para o vermelho. O horizonte de Cauchy é
suavemente singular, no sentido de que a curvatura é finita, mas nao é di-
ferenciavel e a continuacao do espaco-tempo nao é obtida de maneira tnica.
Dessa continuacao, a curvatura pode ser um ponto isolado na base do ho-
rizonte de Cauchy, que resulta numa singularidade do tipo luz ou do tipo
tempo.

A nao unicidade, nao é problema para o horizonte de Cauchy, pois sempre
é possivel fazer a extensao do espaco-tempo critico. Nesse sentido, sempre
existe uma singularidade nua da solugao critica, que serve de contra-exemplo
quando tentamos fazer uma formulacao de censura cosmica, com a hipotese
de que os dados iniciais suaves nao formam singularidades nuas.

Ao longo desse texto, discutimos sobre a sigularidade da solucao critica,
suas caracteristicas e fenomenos que sao observados, devido a solucao critica.
A priori, solugoes auto-similares e regulares podem existir, com a mesma ca-
racteristica da solugao critica. Vimos também que dados iniciais podem
formar singularidades nuas. Isso acontece, por exemplo, no colapso gravita-
cional de fluido perfeito, com uma equacao de estado p = kp para k < 0.0105,
Ori e Piran (1987) |36], Neilsen e Choptuik (2000) [34].
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4.7 Fendmenos Criticos sao gerais 7

Uma questao fundamental sobre fendémenos criticos é se eles sao gerais, ou
entao saber até que ponto esses fenomenos sao gerais. Também podemos
elaborar essa questao da seguinte maneira: fendémenos criticos sempre ocor-
rem quando obtemos um buraco negro limite, através de um refinamento dos
dados iniciais 7 A resposta ainda esta em aberto.

Nos capitulos anteriores, apresentamos os resultados obtidos para campo
escalar sem massa e para fluido perfeito, com simetria esférica, limitando
o estudo de fendmenos criticos, em colapso gravitacional, a esses tipos de
matéria e a simetria esférica.

Um caminho para a generalizacao é considerar esse mesmo tipo de ma-
téria, discutida até agora, com um tipo de simetria diferente. Abrahams e
Evans (1993) [1| consideraram o colapso de um campo escalar, com simetria
em torno de um dos eixos do sistema de coordenadas (simetria axisymetry),
minimamente acoplado ao campo gravitacional. Com algumas restri¢oes, os
autores obtiveram a relacao de massa para buracos negros, com expoente cri-
tico v = 0,36 e também, com algumas restricoes eles obtiveram o feno6meno
de Eco.

Um outro caminho para a generalizacao é investigar a familia de dados
iniciais com momentum angular, carga e massa, pois sabemos da existéncia
de buracos negros com essas propriedades. Martin-Garcia e Gundlach (2003)
|21] consideraram uma eletrodinamica escalar sem massa, com simetria esfé-
rica, onde o estudo de Choptuik para o campo escalar sem massa é um caso
particular desse estudo.

Eles obtiveram uma lei de poténcia para o buraco negro carregado,

Qg(p_p*f’

onde @ é a carga do buraco negro e 0 = 0,83. Hod e Piran (1997) [26]
verificaram que, ao considerar a familia de dados iniciais, sem carga, e fazer
a simulagao numérica de Martin e Gundlach, os resultados de Choptuik sao
recuperados.

Vimos na segao 4.4 que Garfinkle (2001) [13]| estudou o colapso de um
campo escalar sem massa, minimamente acoplado ao campo gravitacional,
com simetria esférica e constante cosmologica A = 0, em um espaco-tempo de
(24 1) dimensoes. Garfinkle também verificou fendémenos criticos, Clément
e Fabbri (2001) [10] e (2002) [11] generalizaram o trabalho de Garfinkle para
A <0.

D. Garfinkle, Cutler ¢ Duncan [14] (1999), também estudaram o mesmo
tipo de matéria em um espaco-tempo de 5 + 1 dimensoes e obtiveram feno-
menos criticos.
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Peleg e Steif (1995) [37] investigaram o colapso de um anél de poeira, em
(2+1) dimensdes, com constante cosmologica negativa, onde os dados inicias
sao bidimensionais. Nesse caso, o expoente critico também foi encontrado,
sendo v =0, 5.

Birmingham e Sen (2000) [4] estudaram a formacao de buracos negros na
colisdo de duas particulas pontuais, de mesma massa, em (2+41) dimensoes,
com constante cosmologia negativa. Nesse caso, o buraco negro é calculado
de uma maneira fechada, proximo do buraco negro limite. A massa do buraco
negro ¢ M = /P, onde P ¢ uma funcio de duas variaveis e o expoente critico
é0,5.

Fenomenos criticos nao sao particularidades do colapso gravitacional, in-
clusive, conhecia-se fenémenos semelhantes em Mecanica Estatistica. Tran-
sicoes de fase em Termodinamica sao pontos limites, em um espaco de forcas
externas em que um observavel macroscopico, ou seus derivados, passam por
algum tipo de descontinuidade.

Consideremos, por exemplo, a transi¢ao de fase liquido-gas de um fluido,
onde a mudanca de fase ocorre na curva p = pu(7'), ou seja, a ebuligdo
ocorre nesta curva. Quando a densidade do fluido atravessa essa curva, a
mudanca de densidade é descontinua; com o acréscimo da temperatura, a
diferenca entre a densidade do fluido em estado liquido e a densidade do fluido
em estado gasoso diminui. Se continuarmos aumentando a temperatura,
chegaremos em um ponto critico (p., T%), onde a curva de ebuli¢ao desaparece
e os fluidos, de estados fisicos diferentes, passam a ter mesma densidade. E
assim, podemos mudar o estado fisico do fluido, sem precisar passar por uma
ebulicao.

Para esse caso, uma relacao de poténcia é determinada, em funcao da
temperatura. Ao longo da curva de ebulicao, a densidade desaparece descon-
tinuamente, através da seguinte relagao:

pr—py = (T, T)",

onde p; é a densidade do fluido em estado liquido e p, é a densidade do fluido
em estado gasoso.

A variavel p; — p, é conhecida como parametro de ordem. Quando esses
tipos de variaveis mudam descontinuamente, dizemos que a transicao de fase
é do tipo 1, ou de primeira ordem, ji se essas variaveis tenderem a zero,
continuamente, a transicao de fase ¢ dita do tipo 2, ou de segunda ordem.

Em analogia aos tipos de transicoes de fase, que ocorrem na mecanica
estatistica, temos os termos para os fenomenos criticos de colapso gravitacio-
nal. Assim, os fendmenos criticos do tipo 1, sao os fendmenos que aparecem
quando a transicao de fase, entre campos que dispersam e campos que for-
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mam buraco negro, é descontinua. Ja os fendmenos criticos do tipo 2 ocorrem
quando a transicao é continua.

Recomenda-se o trabalho de Gundlach (2003) [19], para mais exemplos
de fendémenos criticos em colapso gravitacional. Exemplos em mecanica es-
tatistica encontram-se nos livros do Landau e Lifschitz (1980), [30] e [31].

Cada vez mais, os trabalhos numéricos continuam tentando estabelecer
a generalidade dos fen6menos criticos em colapso gravitacional. As técnicas
computacionais cada vez mais tem auxiliado nessa investigacao. Certamente,
a Relatividade Numérica ganhou muito espaco nas discussoes académicas,
pois devido as grandes dificuldades na obtencao de solugoes analiticas, das
equagoes de Einstein, alguns fendmenos foram observados, apenas em solu-
¢oes numeéricas.

Os proximos capitulos destinamos a elaboracao de um algoritmo, para
efetuar a evolucao temporal do campo escalar especificado no capitulo 3.
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Capitulo 5

Métodos Numéricos

Nesse capitulo e no proximo investigaremos o estagio final do colapso gravi-
tacional de um campo escalar sem massa, minimamente acoplado ao campo
gravitacional e com simetria esférica, através de simulacoes numeéricas.

No capitulo 3, apresentamos as equacoes do campo para esse tipo de
matéria e ao longo desse texto, estudamos as caracteristicas e os fendomenos
que surgem em colapso gravitacional.

Para a simulagao numérica utilizamos o MatLab com o intuito de desen-
volver um algoritmo simples e confidvel, que descreva o colapso de um campo
escalar sem massa. As vantagens de implementar no MatLab sdo: rapidez na
escrita do codigo fonte; fungoes otimizadas; facilidade de lidar com vetores
e matrizes; saidas de dados por graficos pré-formatados e as manipulacoes
de gréficos e tipos de saida do algoritmo e fungoes voltadas para analise de
performance.

Com essas vantagens, antes de desenvolver um algoritmo em uma lin-
guagem de programacao de auto desempenho, como por exemplo Fortran, o
MatLab pode servir para testar a estrutura do algoritmo, se necessario fazer
as devidas correcoes e assim tornar o algoritmo confiavel para o desenvolvi-
mento.

Nesse capitulo encontram-se os métodos utilizados e os procedimentos re-
alizados, para a elaboragao do algoritmo. No final do capitulo, um protétipo
do algoritmo é apresentado e sua otimizacao sera feita no capitulo 6.

5.1 Técnicas para a Implementacao Numérica
Nessa secao, apresentaremos as técnicas utilizadas para a implementacgao do

codigo fonte, que efetua a simulagao numérica da evolucao temporal de um
campo escalar sem massa, com simetria esférica.
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5.1.1 O Método de Linhas

Considerando a seguinte equacao diferencial parcial:

w="Ff(u), x<x<x4 t>0, (5.1)

onde
u=u(x,t)

é um vetor de variaveis dependentes, x é um vetor que depende das coorde-
nadas espaciais, f ¢ um operador diferencial,

f(u) = f(x,t, 0,4y, ugy, .. .)

e t é a variavel temporal.

O método de linhas é uma técnica numérica de resolver equacoes diferen-
ciais parciais, que sao representadas pela equagao (5.1). O método de linhas,
aplicado a uma equacao diferencial aniloga a equagao (5.1), tém dois passos:

e 0 primeiro passo é estabelecer as aproximacoes para as derivadas espa-
ciais, por exemplo, através de diferencas finitas, ou elementos finitos.

e o segundo passo consiste em resolver um sistema semi-discreto de equa-
¢oes diferenciais ordinérias em relagao a variével temporal ¢.

A escolha adequada de um algoritmo para resolver o sistema de equacoes
diferenciais ordinarias é fundamental para o método de linhas, pois o método
de linhas carregara as caracteristicas do algoritmo escolhido para a resolucao
do sistema de equacoes diferenciais ordinarias.

Quando resolvemos esse sistema de equacoes diferenciais ordinarias, es-
tamos fazendo uma evolucao temporal, ou seja, estamos dando um passo
temporal e encontrando a solucao da equacao diferencial parcial, em um in-
tervalo [t;,t¢]. Esse At ndo pode ser qualquer, ele deve estar restrito a uma
condicao de estabilidade para nao termos problemas com instabilidade na
implementagao numérica.

Consideremos um problema representado pela equagao (5.1), cujas varia-
veis independentes sdao = e t. A estabilidade de um método de integracao
temporal explicito é proporcional ao inverso de alguma poténcia do espaca-
mento Ax da malha espacial,

1 n
F x ( Aa:) .

Frequentemente, a poténcia é igual a ordem da derivada espacial de maior
grau [43].
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Para fazer a evolucao temporal podemos, por exemplo, utilizar o método
Runge-Kutta de quarta ordem. Em particular, utilizamos esse método para
a implementacao numérica das equagoes do campo escalar obtidas na secao
2.1.

Na implementagao numérica utilizamos o método de linhas adaptativo,
com refinamento, pois as simulagdes numéricas de colapso gravitacional exi-
gem alto grau de precisao.

5.1.2 O Método de linhas adaptativo, com refinamento

Os algoritmos adaptativos sao métodos computacionais que alteram as po-
sicoes dos pontos de uma malha espacial, inicialmente dada, a medida que
a evolucao temporal é realizada. Esse método tem a intencao de concentrar
os pontos da malha em pontos criticos, para aumentar a precisao da solucao
numeérica nessas regioes.

As principais vantagens de utilizar uma malha adaptativa sao:

e 0s pontos da malha ficam mais concentrados em regioes que necessitam
de mais pontos, para manter a precisao do resultado. Essas regioes sao
as vizinhangas de pontos criticos (de pontos onde a derivada espacial
se anula).

e os algoritmos adaptativos e o algoritmo da equacao diferencial sao inde-
pendentes, sendo assim, sua implementacao é compativel com diversas
outras técnicas, como por exemplo, o método de refinamento de malha.

As principais desvantagens sao:

e a quantidade de pontos da malha espacial é fornecida pela malha espa-
cial inicial e mantida fixa por toda a evolucao temporal. Dependendo
do problema, essa quantidade de pontos pode nao ser suficiente para
se ter uma precisao exigida ou, por outro lado, a quantidade de pontos
é desnecessaria de maneira que, pode-se retirar pontos e ainda ter a
precisao exigida.

e a necessidade de uma interpolacao para transferir os dados de uma
malha do passo temporal anterior, para a malha espacial do atual passo
temporal.

Os algoritmos de refinamentos sao métodos que mudam a quantidade
de pontos da malha inicial, a medida que a evolucao temporal é realizada
(conferir figura 5.1).
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Esse método acrescenta pontos em regioes proximas de pontos criticos e
removem os pontos de regioes suaves, mantendo a solucao numérica dentro
de uma precisao exigida.

A principal desvantagem do método de refinamento é o ajuste da ma-
lha quando se retiram pontos de maneira abrupta, a ponto de diminuir a
eficiéncia do método.

+* - > P ey — - - -

r

Figura 5.1 - Esboco de uma malha que contém um método de
refinamento. A medida que o tempo passa, alguns pontos sao
acrescentados e outros retirados, mantendo a precisao exigida

pelo algoritmo.

Uma maneira de minimizar as desvantagens do método adaptativo e do
método de refinamento é combinéd-los na implementagao numérica. Mesmo
com esses dois métodos unidos, a eficiéncia da implementacao pode ser afe-
tada se o algoritmo obtiver um espacamento largo para o novo passo tempo-
ral, em relagdo ao espagamento entre os pontos da malha espacial [43].

A precisao das derivadas espaciais dependem dos espacos entre os pontos
da malha espacial, assim temos a necessidade de que a malha seja regular.
Os métodos regularizadores limitam a distribuicao dos pontos na malha e a
principal desvantagem é que esses algoritmos sao complexos e complicados.

Incorporando algum método adaptativo e um método de refinamento, no
método de linhas, temos o método de linhas adaptativo com refinamento e
podemos resumi-lo nos seguintes quatro passos:

e determinar as aproximagcoes para as derivadas espaciais em uma malha
fixa e nao uniforme.

e resolver as equacoes diferenciais ordindrias semi discretas, através de
uma integracao em relagao a variavel temporal.

e fazer a adaptacao e o refinamento dos pontos da malha espacial.
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e interpolar a solucao para obter as novas condicoes iniciais.

No primeiro passo, focalizamos nossa atencao no método de diferencas
finita para as aproximacoes das derivadas espaciais. Note que ainda nao
especificamos sobre as condicoes de contorno, mas é fundamental ressaltar
que daremos um tratamento especial quando apresentarmos o método de
linhas aplicado nas equacoes do campo.

O segundo passo ¢ a evolucao temporal, que ¢ feita através da integra-
¢ao temporal, limitada a um intervalo de integracao que mantém o método
estavel. Utilizamos o método Runge-Kutta para efetuar isso.

O terceiro passo refere-se ao refinamento e a adaptacao da malha espa-
cial. Saucez, Wouwer Schiesser (2001) [43] apresentam alguns algoritmos
desenvolvidos para fazer esses procedimentos, como por exemplo a subrotina
AGEREG, que é um algoritmo que tem o cuidado de deixar a malha regular.

E no quarto passo, a solucao encontrada apos o terceiro passo é interpo-
lada, para determinar as condicoes iniciais para a nova malha espacial. Em
particular, fazermos a interpolacao usando spline cibica.

Esses quatro procedimentos encontram-se na referéncia Saucez, Wouwer
Schiesser (2001) [43], onde estao expostos diversas subrotinas necessérias
para realizar os procedimentos do método de linhas.

Utilizamos a estrutura do método de linhas adaptativo com refinamento,
para desenvolver um algoritmo para as equacoes de campo em estudo.

5.2 Implementacao numérica do campo escalar

Nessa secao, aplicaremos o método de linhas adaptativo, com refinamento,
para a elaboracao de um algoritmo para as equacoes de campo. Descrevere-
mos os procedimentos efetuados para se ter um algoritmo confiavel e estavel.

5.2.1 A estrutura do algoritmo

Baseado nos quatro passos do método de linhas adaptativo com refinamento,
apresentado na secao anterior, construimos os seguintes passos que represen-
tam a implementagao numérica para as equagoes do campo em estudo:

1. Determinar as condicoes iniciais para a evolucao temporal
2. Evolugao temporal

(a) Obter o tamanho do passo temporal

(b) Efetuar a evolugao temporal dos campos auxiliares
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3. Preparar as novas condigoes iniciais

No primeiro passo, precisamos resolver as equagoes diferenciais ordinérias

(2.8) e (2.9),

/

o a 1—a?
—— — 4+ =0,
a a

”
onde ® (r,t;) = @ (r) e IL (1, t;) =1y (r), e

a a*-1

— +
a 2r

— 27tr (H2 + <I>2) =0,

que aparece nas equagoes do campo, para encontrarmos os coeficientes « e
a, da métrica definida pela equagao (2.3). Para isso, utilizamos o método
Runge-Kutta de quarta ordem adaptativo, com refinamento, para resolver as
equacoes.

Para o codigo fonte elaborado no MatLab, existe a subrotina ode45 para
resolver equacoes diferenciais ordinarias pelo método de Runge-Kutta expli-
cito de quarta ordem. Essa subrotina é um algoritmo adaptativo de refina-
mento e mantém a malha regular, Hanselman e Littlefield (2003) [23].

Nesse passo é necessario fazer uma interpolacao para conhecer os valores
dos campos auxiliares ® e II, nos pontos exigidos pela malha adaptativa, com
refinamento e regularidade, do método Runge-Kutta. Utilizamos a subrotina
spline do MatLab, para fazer a interpolacao por spline cibica.

Apobs o primeiro passo, conhecemos os coeficientes da métrica nos pontos
da malha espacial, determinados pela solucao encontrada através do método
Runge-Kutta. Consequentemente, sabemos os espacamentos Ar;, entre os
pontos da malha espacial.

Agora temos condigoes de iniciar o segundo passo, pois podemos encontrar
um tamanho para o passo temporal que mantém o algoritmo estavel. Na
parte (a) do segundo passo, optamos por estabelecer o passo temporal da
seguinte maneira:

Ar;
At = 0,8 min - 5.2
: { Xi } (52)
onde X; é a area abaixo da fungao a?, delimitada pelas retas y = x;, ¥y = T4,
ey =0.

A parte (b) do segundo passo, consiste em resolver as duas equagoes
diferenciais parciais, equagoes (2.6) e (2.7),



II= % (7“22@),,
r a
onde @ (r,t;) = $y (1), [L(r,t;) = o (1), a(r,t;) =ap(r) e a(r,t;) = ap(r),
que aparece nas equacoes do campo. Utilizamos o método Runge-Kutta de
quarta ordem para fazer a evolugao temporal dos campos auxiliares ® e II,
no intervalo [t;,ts], onde t; = t; + At.

Nesse passo, a mesma subrotina do MatLab ¢ utilizada, a subrotina ode45,
para fazer a evolucao temporal dos campos auxiliares até o tempo ¢ e en-
contrar ® (r,ty) e I (r,ty).

Se estamos interessados em continuar a evolucao temporal, temos que
considerar @, II e ty, os novos dados a serem utilizados.

O terceiro passo refere-se a atualizacao nos dados, das equacgoes diferenci-
ais ordinarias do primeiro passo e das equacoes diferenciais parciais, da parte
(b) do segundo passo. Para isso, basta fazer

ti=ty, Po(r)=0(r,ty) e Ig(r)=1I(rt).

Apos as atualizacoes, para prosseguirmos com a evolucao temporal, basta
considerar um laco de repeticao dos passos apresentados, até um tempo ¢
conveniente.

Apos essa apresentacao da estrutura do algoritmo, para a evolucao tem-
poral das equacoes de campo, precisamos determinar uma regido 2 C R2,
onde estamos interessados em resolver as equacoes diferenciais.

A regido que estamos interessados é 2 = [0, 7] X [0, 00), onde o intervalo
[0,7¢] define o tamanho da malha espacial, r; é uma constante estabelecida
conforme interesses.

5.2.2 A condigao inicial

O nosso interesse é estudar a evolucao temporal de uma familia de campos
iniciais, igualmente caracterizada por Choptuik (1992) [7] e (1993) [8], apre-
sentada na secao 2.1. Essa familia de dados iniciais possui fungoes com um
mesmo perfil e é caracterizada por um parametro p.

Dado uma familia de dados iniciais, a evolucao temporal desses campos
iniciais ¢ determinada pelas equacoes (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9). Se desejamos,
em particular, estudar a evolucao temporal de um campo inicial que pertence
a famfilia dada, devemos impor a seguinte condicao inicial,

¢(r,0) =9¢(r),

nas equacoes do campo, onde ¢ () é o campo inicial dado que desejamos
estudar e t; = 0.
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As equacoes do campo estao expressas pelos campos auxiliares ¢ e 11,
onde ® = ¢’ e Il = 2¢. Assim, dado o valor de ¢ (r,0), temos as condigdes
iniciais necessarias para a evolucao temporal dos campos auxiliares.

5.2.3 As condigoes de contorno

Em simulacoes numéricas, devemos tomar muito cuidado com as condigoes
de contorno, pois condicoes de contorno imprecisas, de pouca exatidao, ou
erradas, propagam-se das extremidades do dominio, onde o problema esti
definido, para o interior deste. Essa propagacao prejudica a simulagao numé-
rica e deixa o algoritmo nao confiavel. Analisaremos as condigoes de contorno
para r = 0 e para r = ry.

A primeira condicao de contorno que veremos é para v = ry. O ideal
seria r tender ao infinito, mas isso é inviavel para a simulacao numérica,
entao restringir o dominio espacial, em um intervalo finito, é o que devemos
fazer.

Uma boa escolha para 7y ¢ fundamental, pois ao estipular um valor para
¢, considera-se que toda a dinamica dos campos auxiliares esta no intervalo
espacial, [0,7¢], e que, a partir de 7, temos apenas radiacdo, ou seja, temos
apenas ondas saindo em ry.

Essa imposigao sobre o dominio espacial cria a necessidade de uma con-
digcao de radiagao em r = ry,

H(Tf,t) = —(I)(Tf,t).

Isso é necessario para evitar que a solugao seja afetada por r = ry, pois nesse
ponto, nao temos ondas se propagando para o interior do intervalo.

A outra condicao de contorno refere-se a origem r = 0. Aqui devemos ter
um cuidado redobrado, pois nao s6 temos imposicoes sobre ® e II, mas tam-
bém temos que garantir a regularidade da métrica, para cada passo temporal,
ou seja,

lir%oz(r, t)y=1 e lir%a(’r, t)=1.

r— r—

A condicao de regularidade da métrica é acrescentada no algoritmo, atra-
vés das seguintes igualdades

a(0,t)=1 e «(0,t)=1.

Agora analisemos as condi¢oes sobre os campos auxiliares.
Em r = 0, o campo escalar ¢ deve satisfazer

¢ (0,t) =0,
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isso faz com que,
®(0,t)=0 e II (0,t)=0.

A condicao para ¢, basta tomar ® (0,¢) = 0, mas para Il devemos analisar
o que acontece com II, na vizinhanca da origem, pois desejamos que o valor
de I1(0,¢) seja uma extensao dos valores de II, dado pelos pontos de [0, 7]
que estao na vizinhanca de r = 0.

Para encontrarmos o valor de I1(0,t), fizemos uma extensao de cinco
pontos, com os espacamentos variados entre os pontos. Esses cinco pontos
incluem o ponto onde queremos encontrar o valor de sua imagem e mais
quatro pontos conhecidos, de sua vizinhanca, ver figura 5.2.

f0 &

flx,)
flx,) -
flx,) ]
flx,) 4

Ifll,ll'

-

2 73 T4 7s

Figura 5.2 - Esbogo da extensao de cinco pontos, onde o ponto

(21, f (1)) & determinado através dos demais pontos.

Os cinco pontos sao utilizados para fazer as aproximacoes das derivadas,
via diferencas finitas. Por exemplo, podemos utilizar séries de Taylor para
fazer as aproximacoes, para os valores de II, em cada um dos cinco pontos
escolhidos, montar um sistema de equagoes e encontrar o valor de I1(0, 1),
através do sistema de equacoes.

A cada passo temporal, o algoritmo deve calcular o valor de II na origem
e para isso, acrescentamos uma subrotina desenvolvida por Greg von Winckel
(2005), que acompanha o Maple, para calcular a extensao de cinco pontos
via diferencas finitas.

Apos especificarmos as condic¢oes iniciais e de contorno, temos uma ou-
tra preocupacao em relacao a regiao €2, precisamos estabelecer ao algoritmo
critérios de parada, para que a evolucao temporal seja finita.
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5.2.4 Os critérios de parada

Para tornar a evolucao temporal finita, devemos estabelecer um tempo final
conveniente, de maneira que, a partir desse tempo final, a dinamica das
equagoes de campo ja atingiu um dos seus possiveis estagios finais.

A evolucao temporal do campo escalar que estamos estudando, tem ape-
nas dois estagios finais possiveis: formacao de buraco negro e dispersao do
campo. Cada um dos estagios finais possui propriedades que os caracterizam
e que podemos utilizar como critério de parada, para a evolugao temporal.

Se a igualdade 2m (r,t) = r for satisfeita, para algum (r,t), temos a
formacao de um buraco negro, ou seja, quando temos a igualdade entre as
duas funcoes f(r,t) = 2m(r,t) e g(r,t) = r, para algum r € [0,7] e ¢
fixo, temos a formacao de um buraco negro. Essa igualdade representa uma
singularidade na métrica radial-polar, equacao (2.3).

No algoritmo, basta apresentar o calculo da massa de Hawking, funcao
perfil da massa, em cada evolucao temporal, através da equacao

e verificar se estamos suficientemente proximos da igualdade 2m = r, a ponto
de garantir que o estagio final da evolucao temporal de um campo escalar
inicial é a formacgao de um buraco negro.

Devido a escolha da métrica e a sua regularidade na origem, nao é possivel
atingir a igualdade 2m = r, porém sempre saberemos que estamos suficien-
temente proximos a formacgao de um buraco negro, a ponto de garantir que
o estagio final serd um buraco negro.

Uma outra quantidade interessante de acompanhar, ao longo de uma
evolucao temporal, é a massa total conservada, na regiao do espago-tempo
que estamos considerando. A equacao é dada por

_[(Tdm [T r? [(0¢ 22 0o 2
18].

Para o caso de dispersdao do campo, temos a (r,t) = ag e a(r,t) = ay,
para os coeficientes da métrica, onde ag e ay sao constantes. Nesse caso,
temos como solucao um espaco-tempo plano. Assim, podemos utilizé-los
como critério de parada,

lim a(r,t) =ay e tlggo a(r,t) = ay.

t—o00

Acrescentando essas condicoes de contorno e os critérios de parada no
codigo fonte, o algoritmo esta pronto para fazer simulagoes numéricas de um
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campo escalar dado, para estudar a evolucao temporal deste e para verificar
qual sera seu estagio final.

5.3 Sensibilidade do algoritmo

Com o intuito de ter um controle sobre a evolucao temporal, incorporamos
diversas informacoes para o algoritmo fornecer-nos, enquanto os dados sao
processados.

O algoritmo desenvolvido nos mostra: a quantidade de pontos espaciais
utilizados a cada passo temporal; o tamanho do passo temporal; a quantidade
de pontos utilizados em cada passo temporal; tempo gasto pela CPU, para
realizar a evolucao temporal; massa total do espaco-tempo e o erro relativo.

Essas informacoes mostram a diferenca entre a evolugao temporal de cam-
pos escalares suficientemente fracos, de campos fracos ou fortes, que estejam
na vizinhanca do campo escalar inicial critico e dos campos suficientemente
fortes. Assim, antes mesmo de terminar a evolucao temporal, temos alguma
idéia de qual serd o estéigio final e se precisaremos esperar muito tempo de
CPU, para obtermos o estagio final.

Na secao de exemplos de simulacoes numéricas, veremos as diferencas
entre a evolucao temporal dos campos iniciais. Por exemplo, perceberemos
que a quantidade de pontos espaciais utilizados, em cada passo temporal de
um campo suficientemente fraco, é muito inferior a quantidade de pontos
espaciais, utilizados por um campo suficientemente forte.

A quantidade de pontos espaciais a cada passo temporal, o tamanho do
passo temporal, a quantidade de pontos de cada passo temporal e o tempo
gasto pela CPU, nos transcrevem o carater adaptativo, refinador e regulari-
zador, do algoritmo.

5.4 Simulacao

Para alguns exemplos de simulacoes, consideremos uma familia de campos
escalares iniciais, com o perfil Gaussiano:

6(.0) = du.erp (— (%)) ,

onde ¢y é a amplitude da Gaussiana e também o parametro que caracteriza
a familia de campos inicias.

Fixamos ry = 48, fizemos uma simulagao e apresentamos o resultado na
secao 5.4.2.
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5.4.1 Informacoes sobre os Hardwares e Softwares uti-
lizados

Para as simulagoes, utilizamos um Pentium TV, com 2,8 GHz e 496 MB de
memoria RAM. O sistema operacional ¢ um LINUX/GNU 2.4.12.

O Software foi o MatLab7, executado via terminal através do seguinte
comando:

matlab -nojvm -nosplash

A opcao -nojum executa o MatLab sem a parte Java, tornando-o mais leve
e rapido quando executamos o algoritmo desenvolvido. A opcao -nosplash
elimina o logotipo inicial do MatLab.

5.4.2 Protoétipo

Nessa subsecao serd apresentado um exemplo para nos certificarmos de que
a solucao fornecida pelo algoritmo nao apresenta erros, devido a uma ma
escolha de condicao de radiacao.

Para ¢y = 0,001 o tempo gasto, para o campo escalar inicial atingir o
estagio final, foi de 7,58 minutos. A figura 5.3 nos mostra que no campo
escalar inicial, uma parte colapsa e a outra dispersa; a parte que colapsa, im-
plode e depois também dispersa. Entao, nesse exemplo, nao temos formacao
de buraco negro.

Figura 5.3 - Gréfico da evolu¢do temporal da distribuicao da

massa no espaco-tempo.

A figura 5.4 nos mostra que o coeficiente radial da métrica nao forma uma
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singularidade, isso é caracteristica de campo que dispersa e, pela figura 5.5,
a massa total nessa regiao do espago-tempo, em ¢y, estd proxima de zero.

1oz
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Figura 5.4 - A esquerda temos o gréafico do coeficiente radial da
métrica e a direita, temos a evolucio temporal da funcao perfil

da massa.
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Figura 5.5 - A esquerda temos o grafico da fun¢do perfil da
magsa, no atual passo temporal da evolugao e a direita, temos
a evolucao temporal massa total.

Note que, na figura 5.3, nao temos erros se propagando para o interior do
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intervalo espacial e isso significa que a condicao de radiacao
H(vat) = _(I)(vat)7

nos fornece uma boa condicao de contorno para as equagoes do campo.

A construgao do algoritmo com o método Runge-Kutta, de quarta ordem,
apresentou alguns erros na execucao de simulacoes, para campos escalares
fracos. Essa dificuldade foi superada substituindo a subrotina ode/5 pela a
odel13, com a opcao MazStep.

A subrotina odel13 é um algoritmo do método de Adams-Bashforth-
Moulton. Basicamente, esse método ¢ um Runge-Kutta melhorado com as
seguintes principais propriedades: conforme exigéncias, a ordem é variada,
da primeira até a décima terceira ordem; o algoritmo é de multiplo passo e
mais preciso que o ode4 .

A opcao MaxStep foi definida, para que o menor intervalo espacial nao
seja menor do que 7/100.

A avaliacao do desempenho da interpolacao, por spline cubica, e o estudo
da evolucao temporal de um campo escalar especifico, além da busca de
uma evolucao temporal, que esteja proxima da transicao entre campos que
dispersam e que formam buraco negro, serdo tratados no préximo capitulo.
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Capitulo 6

Implementacao Numeérica

Para conhecermos mais o desempenho do MatLab em nossas simulacoes,
investigaremos o tempo gasto pelas fungoes do MatLab, quando executa o
algoritmo desenvolvido. Posteriormente, apresentaremos modificagoes que
podem ser feitas, para melhorar o desempenho e a performance do algoritmo.
As principais modificacoes serao no método de interpolacao.

6.1 Performance do algoritmo

No MatLab, podemos analisar o tempo gasto de cada funcao executada por
um algoritmo. Basta executa-lo na janela profiler - da barra de ferramentas
- Desktop, para obtermos varias tabelas que nos fornecem, o tempo de CPU
gasto de cada funcgao, em porcentagem, apds a simulacao.

Ao obter as tabelas informativas, apds a simulacao efetuada na secao
5.4.2, percebemos que a subrotina spline gasta mais de 60% do tempo total
gasto pela CPU. Se desejarmos otimizar o algoritmo, um bom caminho é
investigar a subrotina spline (algumas informactes da tabela informativa
encontra-se no anexo II).

As interpolacoes realizadas pelo algoritmo estao concentradas no passo
(1), da estrutura apresentada na segdo 5.2.1, onde as interpolagtes sdo ne-
cessarias para o método Runge-Kutta obter os valores de ® e II, nos pontos
exigidos pela malha adaptativa.

Para o colapso de um campo escalar suficientemente fraco, nao precisamos
nos preocupar com a performance da subrotina spline, pois o tempo gasto
para a simulacao é de poucos minutos.

A situacao para campos que estejam na vizinhanca do campo escalar
critico e para os campos suficientemente fortes é diferente, pois o tempo de
simulagao pode ser de algumas horas, ou até de muitas horas.
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Uma alternativa seria questionar a utilizacao da spline ciubica, assim as
seguintes perguntas sao relevantes: qual serd o desempenho do algoritmo se
utilizarmos uma interpolacao linear? Ou algum outro tipo de interpolagao?

Na secao seguinte, discutiremos sobre diferentes métodos de interpolacao.

6.2 Meétodos de interpolacao

Nessa secao, apresentaremos os métodos de interpolacoes que consideramos
para tentar otimizar o algoritmo. Discutiremos e faremos comparagoes entre
os métodos, para que na secao seguinte, seja avaliado o desempenho numérico
de cada um.

A necessidade de se efetuar interpolagoes surgiu do fato de que o método
Runge-Kutta precisa de alguns valores das fungoes ® e II, em pontos que
desconhecemos.

A interpolagdo de uma funcao f (), consiste em aproximar essa funcao
por uma outra funcao g (z), que satisfaz algumas propriedades. Dessa ma-
neira, a funcdo g () passa a ser utilizada, no lugar da f (z).

Em resumo, podemos encontrar a fungao ¢ (x) da seguinte maneira: sejam
20, %1, ..., Ty, (n+ 1) pontos distintos chamados de nés da interpolacao e
sejam f (xo), f (z1),..., f (zn), os valores de f (z) desses pontos. Uma forma
de interpolagdo, consiste em obter uma funcao g (x) tal que

Uma interpolacao ¢ dita polindmial se dados os pontos

(x(b f (xO)) it (Im f (xn)) )

a fun¢ao interpolante g (z) é um polinémio py (z), de grau menor ou igual a
n, que satisfaz as condicoes (6.1).

Representaremos py, (z) por py (r) = ag + ayzt + ... + axz®, onde k < n.
Assim, obter py (z) significa determinar os coeficientes ag, a;x!, .. ., apz®.

Existem vérias maneiras de obter os coeficientes do polinomio. Por exem-
plo, basta resolver o sistema linear montado através das condigoes, py, (z;) =
f(z;), onde i = 0,1,...,n e k < n. Nesse sistema, se k = n a matriz
dos coeficientes, definida pelo sistema linear, ¢ uma matriz de Vandermonde.
Teremos solucao tnica se xg,...,x, sao pontos distintos, pois nesse caso
a matriz de Vandermonde tem determinante diferente de zero, Ruggiero e
Lopes (1996) [42].

Uma vez determinado os coeficientes ag, a;2', .. ., a,z*, sabemos qual é o
polinémio py (x) que interpola f (), ou o conjunto de pontos py (z;) = f (x;).
Posteriormente, podemos encontrar a imagem de um ponto T € [xg, ).
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A pergunta natural que surge é: a seqiiéncia de polinémios {p, ()} con-
verge para f (x), em [xq, x1], se {(x,...,2,)} cobre o intervalo [a, b], quando
n—oo?

No caso em que ;41 —x; = h, 2 =0,1,...n—1, onde h é uma constante,
podemos estar sujeitos ao fendmeno de Runge e termos divergéncia, Ruggiero
e Lopes (1996) [42].

Se a funcao esta tabelada em (n + 1) pontos e utilizamos a interpolacao
polinomial, o resultado pode ser desastroso.

Uma alternativa é utilizar pontos com distancias diferentes entre si, porém
a principal alternativa é usar fung¢oes spline’s, cuja convergéncia é garantida,
Powell (1991) [38].

Uma funcao S,, S, : [a,b] — R & dita spline de grau p, com nos nos
pontos x;, © = 0,1,...,n, se satisfaz as seguintes condicoes:

e em cada subintervalo [z;, z;41],71=0,1,...,(n — 1), S, € um polinémio
de grau p, denominado s, (x);

e S, ¢ continua e tem derivada continua até (p — 1), em [a, b];

e se além disso, S, também satisfazer S, (x;) = f(z;), ¢ = 0,1,....,n,
entao denominamos spline interpolante.

Os métodos de spline interpolante mais utilizados sao: spline linear e
spline cubica interpolante.

A funcgao spline linear interpolante de f (z), S (x), entre os nos xo, . . . , Tp,
é definida em cada intervalo [z;_1,2;],i=1,2,...,n, como
ZT; Xr —

- Ti_
_— f (ZI}Z) - ! ,\V/.T € [Ii_l,xi} .
Ti— Ti-1 Xy — Ti-1

si(2) = f(zi1)

As principais vantagens desse método sao: as funcoes s; (x)’s sdo facil-
mente adaptadas a forma de f(z), com = € [a,b] e 0 erro ||f — Si||eo ¢
controlado, diretamente pelos intervalos entre os n6s. Porém, para obtermos
uma boa precisao, sao necessarios muitos nés, ou seja, muito ponto na malha
espacial.

Além de exigir muitos pontos, a spline linear apresenta a desvantagem de
ter derivadas, de primeira ordem, descontinuas nos nés. Essa interpolagao é
identica a interpolagao polinomial de grau um (interpolacdo linear).

Uma spline cibica interpolante, ou simplesmente spline cibica, Ss (), é
uma fungdo por partes, continua, onde cada funcao s; () é uma cibica, nos
intervalos [x;_1,z;], 1 =1,2,...,n.

A curva S3 (z) tem a primeira e a segunda derivada continua, assim ela
nao tem picos e nem troca abrupta de curvatura nos nos.
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Considerando que f (z) esteja tabelada nos pontos z;, i = 0,1,...,n, a
funcao S5 (x) é uma spline cibica interpolante de f (x), se existem n polind-

mios de grau trés, s; (), k= 1,...,n, tais que
o S3(z) = s (x) para x € [xp_1, 2], k=1,...,n;
.53('Ti :f(xi7Z: 717 NN

.Sk

Como s;, () = ag (x — z3)* + by, (z — x3)* + ¢ (x — 1) + dp, 0 caleulo de
Sz (x) resume-se em encontrar os coeficientes ay, by, ¢, e di, para cada valor
de k, onde k =1, ..., n, satisfazendo as cinco condicoes acima. Para detalhes
de como obter esses coeficientes, consultar as referéncias Ruggiero e Lopes
(1996) [42], ou Powell (1991) [38].

Outro método de interpolacao muito utilizado é a interpolacao cibica de
Hermite.

Nesse método, as derivadas s’ (x;), j = 1,2,...,n, sao dadas ou calcu-
ladas no inicio de todo procedimento de interpolacao. Por exemplo, pode-
mos definir §' (z;), 7 = 1,...,n, como sendo a derivada de um polinomio
de quarta ordem, em relacao a x;, que interpola os seguintes cinco pontos,
flzr), k=75—2,7—1,4,7+1, j+2. Essa defini¢ao faz com que os polinémios
s; () mantenham a forma da fungao f ().

As derivadas s’ (z;) e s’ (xj41) fixam os dois graus de liberdade de s;, para
cada j. Logo, s; (z) é o polinémio de ordem trés,

sj(x) = f(xj)+ s () (x — ;) + ca(x — ZL‘j)Z +c3(r — xj)3 , (6.2)

onde os coeficientes sao definidos por

BUf (wj41) = f(x))] " (xjn) + 26 ()

(w11 — ;) Tj+1 = T

Cy =

2[f () = flaje)] 8 (i) + 8 (25)

C3 —
(l‘jﬂ - %‘)3 (l’jﬂ - $j)2
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Assim, a fungdo interpolante de Hermite, H3 (x), € uma fungao por partes,
continua, onde em cada intervalo [z;_1,z;], 7 = 1,...,n, temos a fungao
s; (x), definida pela equagao (6.2).

A fungao Hj () interpola f (z), tabelada nos pontos distintos zg, z1, .. .,
xp, e temos Hs (z;) = f(z;), 7 =0,1,...,n. A derivada Hj (x) é continua no
intervalo [xg, z,,], Powell (1991) [38|.

O método de interpolacao cibica de Hermite tem a principal propriedade
de manter a forma da fungdo f (x), que define os pontos a serem interpolados.
A sua precisao é menor do que a precisao do método spline cibica, pois Hz (x)
tem apenas a primeira derivada continua, ao passo que S3 (x) tem a segunda
derivada continua.

As fungoes si, que definem a spline cibica S3 (), garantem a continui-
dade de SY (x), porém nado tém o compromisso de manter a forma da funcao
f (z). Isso faz com que o método de spline cibica fique mais sujeito a osci-
lacao, do que o método de Hermite.

Na proxima se¢do, faremos comparacoes entre as subrotinas que fazem
as interpolacoes citadas nessa secao e optaremos por uma delas, para ser
utilizada para otimizar o algoritmo do campo escalar.

6.3 Comparacao entre as subrotinas de inter-
polacao

Antes da escolha de uma forma de interpolacao, para o algoritmo do campo

escalar, avaliaremos o desempenho de trés subrotinas, que se encontram no

MatLab e uma subrotina desenvolvida em Fortran, que interage com o Ma-
tLab (ver tabela 6.1)

Tabela 6.1 - Formas de interpolagao utilizadas

‘ Subrotina ‘ Descricao

spline Interpolacao por spline cubica.

interpl | A opcao ’linear’ fornece interpolacao por retas.

pchip Interpolacao utilizando polinémios ctibicos de Hermite.
splinefor | spline cubica via Fortran.

O codigo fonte em Fortran, que utilizamos para interagir com o algo-
ritmo do colapso gravitacional, esta disponivel na referéncia Press, Flannery,
Teukolsky e Vetterling (1986) [39]. Essa subrotina efetua a interpolagao por
spline cibica e esta escrita em fortran-77.
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Para fazer a interacao entre esses algoritmos, precisamos saber como pas-
sar dados de um codigo fonte escrito em MatLab, para um escrito em Fortran
e vice-versa. O sistema de ajuda do MatLab é suficiente para adquirirmos
essas informagoes e também, essas informagoes encontram-se no livro do
Hanselman e Littlefield (2003) [23].

Basicamente, no algoritmo de spline ciibica em Fortran, acrescentamos
comandos referente a identificacdo e transferéncia de variaveis. Apos isso, o
algoritmo ¢é salvo e compilado no préoprio MatLab, para se tornar um algo-
ritmo incorporado ao MatLab. Consequentemente, esse algoritmo funciona
de modo semelhante as fungoes que estao na biblioteca do MatLab.

O arquivo splinefor.f é o arquivo MEX que fizemos e encontra-se no anexo
ITI. O comando para torna-lo uma funcao integrada ao MatLab é dado por

mer —wv —g splinefor.f FC= f95

Considerando essas quatro subrotinas, dado um conjunto de pontos do
R?2, queremos saber a imagem de um conjunto de pontos dos Reais, definida
pela funcao que interpola o conjunto de pontos dados. Cada subrotina gas-
tard um tempo para fazer a interpolacao e esses tempos sao obtidos através
do comando cputime do MatLab. Montamos tabelas comparativas entre o
tempo gasto de cada subrotina, ao interpolar uma quantidade de pontos.

O conjunto de pontos conhecidos sao

Q = {(z,y) €[0,100] x [0,100] C R* / y=uz}.

Note que esse conjunto possui infinitos pontos, no entanto queremos apenas
um numero finito de pontos dados, para definir a funcao que interpola esses
pontos. Assim, precisamos fazer uma restricdo ao conjunto €2, que nos resulte
numa quantidade finita de pontos.

A restricdo Q|a é o conjunto de pontos

Qa={(z,y) €Q | z=kh k=100/aek=0,1,...,a}, (6.3)

onde o + 1 é a quantidade de pontos do conjunto.

Essa restricao é o conjunto de pontos que define a interpolacao. Agora
desejamos saber quanto tempo de CPU, as subrotinas gastam para encon-
trar a imagem de um conjunto de pontos dos Reais, através dos pontos que
definem a interpolacao.

Os pontos para os quais queremos saber a imagem, pertencem ao intervalo

[0,5, 99,5] C R e sao definidos por

r={zel0,5,99,5 / T=05+kh},
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onde h =90/3, k =0,1,2,..
conjunto.

Apresentamos tabelas para § = 10, § = 100, § = 1000, 5 = 10000
e # = 100000. Em cada Tabela, o assumird os seguintes valores: a = 10,
a =100, « = 1000, o = 10000, v = 100000 e o« = 1000000. O tempo gasto de
cada subrotina, para encontrar a imagem dos pontos, definido pelo conjunto
', é computado em segundos (s), pelo comando cputime do MatLab.

., e 3+ 1 define a quantidade de pontos do

Tabela 6.2 - Tempo gasto para as subrotinas interpolarem 10 pontos ([

o Tempo gasto pela subrotina (s)
fortran ‘ spline ‘ linear ‘ Hermite
10 0 0,01 0 0
100 0 0,01 0 0,005
1000 0 0,01 0 0,01
10000 0,01 0,1 0,005 0,05
100000 0,15 1,13 0,03 0,52
1000000 - 11,81 0,29 5,08
10000000 - - 2,88 -

Tabela 6.3 - Tempo gasto para as subrotinas interpolarem 100 pontos (6=100)

a Tempo gasto pela subrotina (s)
fortran | spline | linear | Hermite
10 0 0,01 0 0,005
100 0 0,01 0 0,005
1000 0,015 0,01 0 0,01
10000 | 014 | 01 0,005 0,05
100000 1,46 1,13 0,03 0,52
1000000 | - | 11,79 0,29 5.1
10000000 - - 2,89 -

Analisando as cinco tabelas comparativas, tabela 6.2, tabela 6.3, tabela
6.4, tabela 6.5 e tabela 6.6, é indiscutivel que a subrotina da interpolacao li-
near gasta menos tempo para efetuar as suas operacoes. No entanto, devemos
ter uma preocupacao com sua precisao e com a suavidade da funcao interpo-
lante, se pretendemos substituir a spline cubica pela interpolacao linear, no
algoritmo do campo escalar.

Seja x € [ry, xrr1] C [0,100], o ponto em que desejamos encontrar sua
imagem, seja 2|a o conjunto de pontos que define a fungao interpolante. O

71



erro da interpolacao linear é proporcional ao quadrado da distancia entre os
extremos do intervalo [z, xx41]. Assim, o erro no ponto x é proporcional a

) (100)2
errog, X (xpy —ag) = — ) -
Q

A principal desvantagem da interpolacao linear é que a fungao interpo-
lante nao é diferenciavel, nos pontos que conhecemos, ao passo que a interpo-
lacao por spline cibica nos fornece uma funcao interpolante suave, continua
na primeira e segunda derivadas. Dependendo do problema, esse fato pode
inserir erros que afetam a qualidade da resposta do problema, ou a solucao
do problema.

Tabela 6.4 - Tempo gasto para as subrotinas interpolarem 1000 pontos (5=1000)

a Tempo gasto pela subrotina (s)
fortran | spline | linear | Hermite
10 0 0,01 0 0,005
100 0,015 0,01 0 0,005
1000 0,14 | 0,015 0 0,01
10000 1,4 0,11 0,03 0,05
100000 14,85 1,18 0,03 0,54
1000000 | - . 0,31 5,21
10000000 - - 3,01 -

Tabela 6.5 - Tempo gasto para as subrotinas interpolarem 10000 pontos (5=10000)

a Tempo gasto pela subrotina (s)
fortran | spline | linear | Hermite
10 0,015 0,02 0,015 0,02
100 0,14 0,02 0,015 0,02
1000 1,36 | 0,03 0,015 0,025
10000 | 13,96 | 0,13 0,02 0,07
100000 | 149,37 | 1,21 0,05 0,54
1000000 - 12,19 0,32 5,27
10000000 - - 2,98 -

Antes de substituir a interpolacao linear no algoritmo do campo escalar,
devemos ter em mente que esses erros de precisao, causados pela interpolacao,
e as descontinuidades, se propagarao ao longo da evolugao temporal, pois as
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equacoes de Einstein, para o problema que consideramos, sao basicamente
equacoes de ondas.

Tabela 6.6 - Tempo gasto para as subrotinas interpolarem 100000 pontos (5=100000)

a Tempo gasto pela subrotina (s)
fortran \ spline \ linear \ Hermite

10 0,16 0,18 0,14 0,19
100 1,36 0,19 0,14 0,19
1000 13,58 0,20 0,14 0,19
10000 146,98 0,30 0,14 0,24
100000 | 1,6 x 103 | 1,39 0,17 0,775
1000000 - 11,81 0,29 5,54

10000000 - - 3,19 -

Uma interpolacao que se destaca é a interpolacao cibica de Hermite. As
tabelas comparativas mostram que essa interpolacao gasta menos tempo para
efetuar as operacoes, quando se compara com a interpolagao spline cibica.

Note que, nas cinco tabelas, so foi vantajoso utilizar a interpolacao do for-
tran interagido com o MatLab, quando tinhamos poucos pontos a interpolar.
Logo, se desejamos explorar as vantagens do algoritmo do campo escalar,
com a spline ciibica do Numerical Recipes [39] em fortran, devemos dividir
o problema em varios problemas em intervalos menores, com condigoes de
contorno que garantam a recuperagao do problema original.

Executando o algoritmo com a interpolacao spline cibica e também, exe-
cutando o algoritmo com a interpolacao cibica de Hermite, na opcao Profiler
do MatLab, obtemos informagoes que reforcam a vantagem da interpolacao
de Hermite, em relacao ao tempo gasto de CPU. Algumas dessas informacoes
encontram-se no anexo II.

Optamos por utilizar a interpolacao cibica de Hermite para as simulagoes
que faremos na secao 6.5, devido as suas caracteristicas apresentadas nessa
secao e pelo bom desempenho da subrotina pchip.

6.4 QOutras Modificacoes

Uma outra alternativa ¢ mudar completamente a estrutura do algoritmo,
principalmente no que diz respeito a parte espacial. O trabalho de Henrique
e Soares (2002) [35] propde o estudo do colapso gravitacional de um campo
escalar sem massa, com simetria esférica, sem impor qualquer simetria adi-
cional.
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O Método utilizado pelos autores é o Método de Galerkin, que permite
transformar um conjunto finito de equacoes diferenciais parciais, em um con-
junto infinito de equacoes diferenciais ordinérias.

Basicamente, o Método de Galerkin consiste em expandir as variaveis
do problema em uma série de polindmios ortogonais. Essas variaveis sao
inseridas nas equagoes originais. Eles utilizaram os polinomios de Hermite
como a base de funcoes que gera o espago das varidveis do problema.

Para ser viadvel computacionalmente, as séries devem ser truncadas, ou
seja, devemos considerar apenas somas parciais. Um resultado muito inte-
ressante desse trabalho é que os autores conseguiram reproduzir os fenémenos
descobertos por Choptuik, com apenas os trés primeiros termos da série.

Henrique e Soares determinaram, analiticamente, os coeficientes da mé-
trica. A nossa proposta de modificacao é fazer computacionalmente, to-
das as operacoes necessarias; para isso, sugerimos a utilizacao do Método
Pseudo FEspectral (baseado no Método de Galerkin) e os polindémios de Her-
mite. Nesse método, matrizes de diferenciacao espectral sao necessarias e
um algoritmo para isso, encontra-se disponivel em MatLab na referéncia
Weideman (2006)[45].

6.5 Simulacoes Numéricas

Consideramos uma familia de campos escalares iniciais, com o perfil Gaussi-

. 6 (r,0) = do.cap (— (@)) , (6.4

onde ¢y é a amplitude da Gaussiana e também, o parametro que caracteriza
a familia de campos inicias.

Fixamos ry = 48, fizemos varias simula¢oes com diferentes valores para ¢,
e construimos a tabela 6.7, que mostra o tempo gasto pela evolucao temporal
desses campos inicias, para atingir um dos estégios finais possiveis.

Note que na tabela 6.7, o tempo gasto pelo algoritmo que utilizou inter-
polacao cubica de Hermite, para fazer a evolucao temporal do campo escalar
- com amplitude 0,001, foi de 5,76 minutos. O algoritmo desenvolvido com
a spline cibica, ver secao 6.1, demorou 7,56 minutos para fazer a mesma
simulacao.

A seguir, apresentamos alguns graficos obtidos das simulacdes da tabela
6.7. Da figura 6.1 até a figura 6.4, temos os graficos obtidos da evolugao
temporal, do campo escalar que tem a amplitude de, ¢y = 0, 001.
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Tabela 6.7 - Tempo de evolugao temporal de alguns campos escalares iniciais

’ oo \ tempo gasto de simulagdo (em minutos) ‘
0,001 05,76
0,002 11,59
0,003 18,14
0,004 25,88
0,005 36,53
0,006 48,99
0,007 66,64
0,008 110,51
0,009 130,43
0,010 170,22
0,0125 788,06
0,020 967,48

A figura 6.1 nos mostra a distribuicdo de massa, na regiao do espaco-
tempo, onde consideramos que toda da dinamica encontra-se nessa regiao.
Com isso, consegue-se analisar a evolug¢ao do campo escalar.

Figura 6.1 - Gréafico da evolucdo temporal da distribui¢do da

massa no espaco-tempo, para ¢y = 0,001.

Se observarmos a figura 6.1, no tempo t = 0, temos a derivada do campo
escalar inicial, em relacao a r. Ou seja, a derivada do perfil Gaussiano que
consideramos. Da derivada temos duas ondas, cada uma delas se divide: uma
parte vai para r = 0 e a outra, vai em direcao de ry = 48.
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Figura 6.2 - A esquerda temos o gréfico do coeficiente radial da
métrica e a direita, temos a evolucao temporal da funcio perfil

da massa.

Figura 6.3 - Evolucao temporal dos campos auxiliares ¢ e II.

Note que, na figura 6.1, nao temos ondas partindo de 7y = 48 e indo em
direcao de » = 0. Isso justifica a escolha da condicao de radiagao

H(rfvt> :—@(Tf,t),

pois nao queremos que essas ondas interfiram no algoritmo.
No caso de ¢y = 0,001, nao temos a formagao de buraco negro, temos
um exemplo de dispersao do campo. Pela figura 6.1, uma parte do campo
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escalar inicial comeca a colapsar, enquanto que uma outra parte dispersa, a
partir dai, a parte que colapsa implode em r = 0 e depois dispersa, a medida
que o tempo passa.

Os graficos da figura 6.2, nos mostram as mudancas no coeficiente radial
da métrica e na funcao perfil da massa, a medida que temos a evolucao
temporal do campo escalar em estudo. Ja os graficos da figura 6.3, apresenta
a evolucao dos campos auxiliares ® e II. E, os graficos da figura 6.4 nos diz
sobre a evolucao da massa total, que se encontra na regiao do espago-tempo
em estudo, o ultimo grafico da funcao perfil da massa e o tltimo estagio do
coeficiente radial da métrica.

m(_r,rf)
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o] 10 20 30 40 10 20 30 40
r r

Figura 6.4 - A direita temos a fungao perfil da massa em ¢y e a
direita temos, a evolucao temporal da massa total contida, na
regiao do espaco-tempo.

Agora mostraremos os graficos obtidos para o campo escalar inicial de
amplitude ¢y = 0,01, figura 6.5, figura 6.6, figura 6.7 e figura 6.8.

Esse campo inicial estd préoximo da solucao critica, mas ainda, o campo
escalar dispersa. Para essa simulacao, acrescentamos um grafico que repre-
senta o critério de parada, para o buraco negro (figura 6.8).

Nesse estagio, temos um bom dominio sobre o algoritmo. Apenas ana-
lisando as informagoes que o algoritmo nos formece, durante uma simulg¢ao,
temos a capacidade de saber se tal simulacao é: de um campo que formara
buraco negro ou de um campo que dispersara.

No laco de repeticao do algoritmo, que representa a evolucao temporal,
acrescentamos informacoes para evitar que as simulagoes nao caissem em um
laco de repeticao infinito. A evolucao sera interrompida, se o tamanho do
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intervalo temporal for da ordem de 107%. Outros critérios de interrupcao
foram acrescentados, ver anexo I - arquivo chopExp.m .

Figura 6.5 - Grafico da evolucdo temporal da distribui¢do da

massa no espaco-tempo, para ¢g = 0,01.

Figura 6.6 - A esquerda temos o gréfico do coeficiente radial da
métrica e a direita, temos a evolucao temporal da funcao perfil

da massa.

Na figura 6.5, o eixo t nos mostra que a simulacao foi até, aproximada-
mente, o tempo 25. Esse tempo é suficiente para verificarmos que o campo
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dispersa, pois o algoritmo nao atingiu o critério de parada do buraco negro.
Um jeito de observar isso é olhar para as figuras 6.7 e 6.8.

nir

0sr 1

—_ 10sf
*.
=
il O i E 1F
=
03r 1 ngst
iz 1 o8t
o1t 1 nasf
B i i i i oak i i i
o 10 20 30 40 510 15 m
¥ t

Figura 6.7 - A direita temos a fungao perfil da massa em ¢y e a
direita temos, a evolucao temporal da massa total contida, na

regiao do espaco-tempo.
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Figura 6.8 - Nesse grafico estao representados a funcgao perfil

da massa, no ultimo tempo atingido pela simulacao, e o gréfico

da reta y = r, 0 que representa o critério de parada.

Na figura 6.7, temos o grafico da massa total contida na regiao do espaco-
tempo considerado na simulacao. Observa-se que o grafico da massa total
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é nao crescente e que, a partir de ¢ = 20 o grafico é decrescente. Isso é
caracteristico em campos que dispersam.

A figura 6.8 nos revela que a simulagao nao atingiu o critério de parada do
buraco negro, a curva em vermelho nao ficou suficientemente proxima da reta
em azul, para que o algoritmo interrompesse a evolucao temporal. Assim, as
figuras 6.5, 6.7 e 6.8 garantem que o campo escalar inicial, com ¢y = 0,01,
dispersa.

A seguir, apresentamos os graficos obtidos, apds a evolucdao do campo
escalar inicial de amplitude ¢g = 0,02, figuras 6.9-6.13. Esse é um exemplo
de campo que forma um buraco negro.

Figura 6.9 - Grafico da evolucao temporal da distribui¢do da
massa no espaco-tempo, para ¢g = 0, 02.

Nesse caso, a figura 6.13 mostra que estamos suficientemente proximos a
formacao de um buraco negro, a ponto de termos certeza de que o estagio
final desse campo escalar é a formagao de um buraco negro. A funcao perfil
da massa fica suficientemente proxima da reta em azul, atingindo o critério de
parada do algoritmo, quando se chega muito préximo a formacao de buraco
negro.

Podemos concluir que o valor da amplitude critica esta entre 0,01 e 0, 02.
Notamos que é muito dificil atingir o valor da amplitude critica, tendendo por
valores maiores, e é mais facil chegar a amplitude critica por valores menores,
pois a simulacao numérica para campos que dispersam, ¢ mais rapida.

Essa verificagao confirma a seguinte frase apresentada no capitulo 4 -
secao 4.6: para se aproximar do espaco-tempo critico, uma boa estratégia é
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figura 6.10 - A esquerda temos o grafico do coeficiente radial da
métrica e a direita, temos a evolucao temporal da funcio perfil

da massa.

figura 6.11 - Evolugéo temporal dos campos auxiliares ® e II.

fazer o refinamento dos dados iniciais, a partir dos dados iniciais suaves.

O critério de parada do namero de repeticao, evita que a simulacao con-
tinue uma evolucao temporal desnecessaria. No caso de campos fracos, esse
critério nao influencia em nada. Ver anexo I, arquivo chopFxp.m, para obser-
var o lago de repeticao e o critério de parada. Porém, no caso de ¢q = 0,02,
o critério de parada atingido foi o do buraco negro.
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Figura 6.12 - Evolugédo temporal da funcao perfil da massa.
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figura 6.13 - Nesse grafico estao representados a funcao perfil
da massa, no ultimo tempo atingido pela simulacao e o gréfico

da reta y =1r.

Com a finalidade de chegar mais proximo da amplitude critica, a evolugao
temporal do campo escalar inicial, de amplitude ¢y = 0,0125, foi realizada.
A seguir estao expostos alguns graficos obtidos, figuras 6.14-6.17.

Observe que, pela figura 6.16, parece que formou um buraco negro, mas
se aumentarmos a escala, figura 6.17, percebemos que a funcao perfil da
massa nao toca a reta. A rigor, apenas as fungoes estarem bem proximas,
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Figura 6.14 - Grafico da evoluc¢do temporal da distribuigdo da

massa no espago-tempo, para ¢y = 0,0125.

Figura 6.15 - A esquerda temos o grafico do coeficiente radial
da meétrica e a direita, temos a evolucdao temporal da funcéo

perfil da massa.

nao é suficiente para se dizer que formou um buraco negro, mas estamos
suficientemente proximos. FEssa simulacao nos informa que estamos bem
proximos da amplitude critica. Assim, estamos proximos da transicao entre
campos que formam buraco negro e campos que dispersam.

Certamente, fundamentados pelas simulacoes numeéricas dos campos esca-
lares iniciais que consideramos na tabela 6.7, podemos dizer que a amplitude
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critica tem o valor de, aproximadamente, (¢o), = 0,013.
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Figura 6.16 - Nesse gréfico estdo representados a funcio perfil
da massa, no ultimo tempo atingido pela simulacao e o gréfico
da reta y = r.

Figura 6.17 - Aumento na escala da figura 6.16.

Finalmente, acabamos de determinar um valor aproximado para o campo
escalar critico que define a solucao critica e a superficie que delimita a tran-
sicao entre as solucoes.
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Na segao 6.2, apresentamos caracteristicas de alguns tipos de interpola-
¢oes e na secao 6.3, fizemos comparacoes entre suas subrotinas, explorando
seus desempenhos e suas performances.

Comparando as tabelas de 6.2 a 6.6, da secao 6.3, haviamos observado
que a interpolacao linear gasta menos tempo de CPU. Porém, nao tinhamos
garantia de que a interpolagao linear manteria a precisao necessaria, para se
ter um bom resultado, apos a evolucao temporal de um certo campo escalar.

Agora que obtivemos algumas simulacoes numéricas, podemos substituir
a interpolacao cubica de Hermite, pela interpolacao linear e compararmos os
resultados.

Na tabela 6.8, estao expostas algumas simulagoes realizadas com o al-
goritmo, que utiliza a interpolagao linear nos pontos exigidos pelo método
Runge-Kutta.

Tabela 6.8 - Tempo de evolugao temporal de alguns campos escalares iniciais

‘ oo ‘ tempo gasto de simulagdo (em minutos) ‘

0,001 01,12
0,002 01,49
0,003 01,64
0,007 03,40
0,010 06,20
0,015 08,34
0,020 08,60

Apresentamos alguns graficos obtidos das simulacoes da tabela 8. As
figuras 6.18 e 6.19 sao os graficos obtidos da evolugao temporal, do campo
escalar que tem a amplitude de ¢y = 0, 02.

Note que, na tabela 6.7, o tempo gasto pelo algoritmo que utilizou inter-
polacao ctbica de Hermite, para fazer a evolucao temporal do campo escalar,
de amplitude 0, 02, foi de 967, 48 minutos. J& o algoritmo desenvolvido com a
interpolacao linear, ver tabela 6.8, demorou 8, 60 minutos para fazer a mesma
simulagao.

Se compararmos as figuras 6.9 e 6.18, percebemos que o algoritmo com a
interpolacao linear tem a quase formacao do buraco negro, antes do algoritmo
com interpolagao ctibica de Hermite. Outra diferenca esta nos valores do eixo
Om/0r, onde no caso linear, é duas vezes maior. Isso nos mostra o risco de
se utilizar a interpolagao linear.

A comparacao entre as simulagoes niimericas com interpolagao linear e as
simulacoes com interpolacao ciibica de Hermite, ressalta a importancia de se
preocupar com a escolha da técnica de interpolacao.
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Figura 6.18 - Grafico da evolucdo temporal da distribuicdo da

massa no espago-tempo, para ¢y = 0, 02.
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figura 6.19 - Nesse gréfico estdo representados a func¢fo perfil
da massa, no tltimo tempo atingido pela simulac¢io e o gréfico
da reta y =r.

No decorrer desse capitulo, verificamos a importancia da interpolacao
na estrutura do algoritmo, desenvolvido no capitulo 5. Na segao seguinte,
estudaremos um outro perfil Gaussiano.

86



6.6 Exemplo de Choptuik

Nessa se¢ao consideraremos um dos perfis que Choptuik (1993) [8] estudou.
Em particular, optaremos pelo perfil Gaussiano escolhido por Choptuik, para
fazer comparacoes com os resultados obtidos na secao 6.5 - onde consideramos
um perfil de Gaussiana diferente da que Choptuik estudou.

Na secao 2, vimos o perfil Gaussiano que Choptuik escolheu, equagao

(2.11),
& (r,0) = goriexp (— (T _57,0)@,) .

Considerando ¢ = 2 e § = 4, temos

& (r,0) = gor®exp (- (7’ _47"0)2) . (6.5)

A diferenca entre o perfil (6.5) e o perfil Gaussiano utilizado na segao
5.4, equacao (6.4), refere-se ao fato que, a Gaussiana da equacao (6.5) esta
mais concentrada em 1o, do que a Gaussiana da equagao (6.4). Em outras
palavras, a Gaussiana (6.5) tende a zero, mais rapido do que a Gaussiana
(6.4).

Para fazer a evolucao temporal dos campos escalares iniciais, com perfil
Gaussiano (6.5), substituimos a condicao inicial - que considera o perfil (6.4)
- pela condicao inicial que leva em consideragao o perfil (6.5).

Fixando r; = 48 e considerando o perfil Gaussiano, equacdo (6.5), como
perfil de campos escalares iniciais de uma dada familia, fizemos dois exemplos
de simulacoes numéricas, tabela 6.9, para comparar com os resultados obtidos
com o perfil Gaussiano (6.4) - da se¢ao 5.4.

Tabela 6.9 - Tempo de evolugao temporal de alguns campos escalares iniciais

‘ o ‘ tempo gasto de simulagdo (em minutos) ‘
0,001/8000 6,84
0,020/8000 2588,19

Para comparar as simulacoes, consideramos

— %o
% = 3000

nas simulacoes apresentadas na tabela 6.7. Note que os dois perfis sao seme-
lhantes, a evolucao temporal é muito parecida quando comparamos as figuras
obtidas, das simulacoes expostas na tabela 6.7 e na tabela 6.9.
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Ao comparar as simulacoes para ¢y = 0,02, notamos que a diferenca
entre tempo gasto na simulacao é grande. Para o perfil (6.4), o tempo para a
simulagao foi de 952,56 minutos, porém para o perfil (6.5), o tempo foi 2588,19
minutos. Isso se deveu ao aumento da precisao para 10~8, na subrotina ode45.
Caso contrario, nao conseguiriamos atingir o critério de parada do buraco
negro. No perfil (6.4), utilizamos a precisao de 107°.

Figura 6.20 - Grafico da evolucdo temporal da distribuicdo da
massa no espago-tempo, para $o =0, 001/8000.
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Figura 6.21 - A esquerda temos o grafico do coeficiente radial
da métrica e a direita, temos a evolucao temporal da funcéo

perfil da massa.

As figuras 6.20 e 6.21, foram obtidas da simulagdo do campo escalar
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inicial, com ¢ = 0, 001/8000. O estagio final dessa evolu¢do temporal é a
dispersao do campo escalar.

O grafico da figura 6.20 nos revela que, mesmo para o perfil Gaussiano
(6.5) que Choptuik estudou, a simulagao continua sem interferéncia da condi-
¢ao de contorno de 7. Ou seja, para esse outro perfil, a condi¢ao de radiagao
considerada é suficiente.

Os graficos da figura 6.21 mostram o comportamento da funcao radial a
e o comportamento da funcao perfil da massa, durante a evolucao temporal.

As figuras 6.22, 6.23 e 6.24, referem-se ao campo com ¢, = 0,02/8000,
cujo estagio final é a formacao de um buraco negro.

Figura 6.22 - Grafico da evoluc¢do temporal da distribuigdo da

massa no espaco-tempo, para ¢o = 0,02/8000.

Na figura 6.23, o grafico da esquerda nos mostra a singularidade atingida
pela métrica, obtida através da funcao radial a. No grafico a direita, a fungao
m nao muda de perfil, a partir de um certo ¢t. Essas duas caracteristicas sao
evidentes em campos escalares cujo estagio final ¢ um buraco negro.

Comparando as figuras (6.21) e (6.23), percebemos que as duas caracte-
risticas observadas - nos graficos da figura (6.23) - ndo aparecem nos graficos
da figura (6.21). Ou seja, as duas caracteristicas juntas ndo aparecem em
evolugoes temporais de campos escalares fracos.

A figura 6.24 apresenta o critério de parada do buraco negro sendo atin-
gido, o que nos garante a formacgao de um buraco negro.

Note que as figuras obtidas, entre as simulacoes dos campos escalares
de perfis (6.4) e (6.5), sdo parecidas. De fato, o que muda de uma para
a outra é a concentracao em 7y. Por exemplo, se compararmos as duas
evolucoes temporais, figuras 6.1 e 6.20, percebemos apenas diferenca entre
as concentracoes.

Nesse caso, temos (0,01/8000 , 0,02/8000), como sendo o intervalo onde
se encontra a amplitude critica. Assim, também podemos comparar com o
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Figura 6.23 - A esquerda temos o grafico do coeficiente radial
da métrica e a direita, temos a evolugao temporal da funcao
perfil da massa.
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Figura 6.24 - Nesse gréfico estdo representados a funcio perfil
da massa, no tltimo tempo atingido pela simulagio e o gréfico
da reta y = .

resultado do perfil Gaussiano (6.4), onde obtemos (0,01, 0,02) - ver segao
6.5.

Portanto, comparando os resultados obtidos das evolucoes temporais dos
campos escalares, percebemos que o acréscimo do fator r3, na Gaussiana
(6.4), altera o intervalo da amplitude critica, pelo fator 1/8000. Esse fator é
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exatamente 0 nimero que aparece na comparacio entre ¢y e ¢y.

Nas simulagoes apresentadas, as Gaussianas estao centradas em r = ry =
20. No perfil (6.5), a expressao r® torna a altura da Gaussiana 8000 vezes
maior, do que a altura da Gaussiana (6.4). Por isso, consideramos

— %o
%0 = 8000

para as simulagoes expostas na tabela 6.9.

Por fim, existem poucas diferencas ao considerar os perfis Gaussianos
(6.4) e (6.5), para estudar o colapso gravitacional destes campos. Porém, ha
uma grande diferenca se a questao for o tempo gasto de CPU.

Nesse ponto, chegamos ao término desse trabalho. O capitulo seguinte
sera destinado as conclusoes elaboradas ao longo dessa dissertacao.
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Capitulo 7

Conclusoes

Ao longo dessa dissertacao, discutimos os principais resultados em colapso
gravitacional de um campo escalar sem massa e chamamos a atencao para
os fenomenos descobertos por Choptuik, através de simulagoes numéricas.

No desenvolvimento do algoritmo, o Método de Linhas adaptativo, com
refinamento e regularizador, foi fundamental para o desempenho das simula-
¢oes. O ponto crucial do algoritmo é quando o Método Runge-Kutta necessita
fazer interpolagoes, para conseguir resolver as equacoes do campo, que estao
relacionadas com a obtencao dos coeficientes da métrica.

A estrutura apresentada na se¢ao 5.2.1 foi capaz de elaborar um algo-
ritmo, que simula a evolucao temporal do campo escalar sem massa em es-
tudo. A condicdo de radiacdo escolhida, na secao 5.2.3, garantiu que as
simulagoes nao tivessem influéncia da fronteira » = ry e também, que o
algoritmo nos fornecesse resultados plausiveis e desejaveis.

A extensao de cinco pontos, realizada para I1 (0, t), secdo 5.2.3, assegurou
a condi¢ao de contorno I’ (0,t) = 0 e que nao tivéssemos interferéncias de
erros se propagando da origem. Ao longo das simulacoes numéricas nos
certificamos que a regularidade da métrica foi mantida.

A escolha de um método de interpolacao é fundamental para o desempe-
nho do algoritmo, entao fizemos comparacoes entre trés métodos de interpo-
lacao, para determinar qual se adequaria melhor, ao algoritmo desenvolvido.

Optamos pela interpolacao cibica de Hermite e simulamos a evolugao
temporal de varios campos escalares, com perfil Gaussiano. Delimitamos o
intervalo (0,01, 0,02), onde se encontra a amplitude critica, do campo escalar
que evolui para o ponto critico.

Para a amplitude critica, obtivemos um valor aproximado de (¢y), =
0,013, mediante a evolucao temporal do campo escalar, de amplitude ¢y =
0,0125.

Analisando as simulacoes numéricas apresentadas na secao 6.5 - tabela
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6.7, verificamos a seguinte afirmagao: Uma boa estratégia para se aproximar
do campo escalar critico é fazer o refinamento dos dados iniciais, a partir
dos dados iniciais suaves. Em particular, para encontrar um valor para a
amplitude critica é conveniente fazer o refinamento a partir de campos fracos.

Uma outra constatacao que se fez é que é possivel obter solugoes tao
préoximas quanto se queria a solucao de buraco negro e da solugao critica,
com os algoritmos desevolvidos e simples computadores de mesa.

Na se¢ao 6.6, escolhemos o perfil Gaussiano (6.5) utilizado por Choptiuk
e o comparamos com os estudos que realizamos na secao 6.5, com o perfil
Gaussiano (6.4). Obtivemos grandes semelhancas entre as evolugoes desses
campos e encontramos o intervalo (0,01/8000 , 0,02/8000).

No decorrer desse trabalho, conseguimos desenvolver um algoritmo con-
fisAvel em MatLab, capaz de fazer as simulacoes numéricas do colapso gra-
vitacional, sem precisar de técnicas complicadas e codigos fontes extensos e
rebuscados.
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Anexo I - arquivos do algoritmo
do campo escalar
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Nesse anexo, mostraremos os arquivos que elaboramos, para termos o
algoritmo que faz a evolucao temporal de um campo escalar inicial. A seguir,
expomos cada arquivo e a sua principal funcao.

atzero.m - Arquivo que estabelece as condicoes de contorno na origem.

chopExp.m - Esse é o arquivo central, pois é a partir dele que o al-
goritmo é executado no terminal do MatLab - pelo comando chopEzp(ry);.
Sua principal funcao é fazer o laco de repeticao temporal até atingir um dos
critérios de parada.

CompData.m - Arquivo onde se define o campo escalar inicial.

fdbpt.m - Arquivo que contém o algoritmo de Greg von Winckel, desen-
volvido para calcular uma extensao de cinco pontos.

PlotData.m - Nesse arquivo, definimos os graficos de saida do algoritmo.

PlotTemp.m - Mais um arquivo destinado a saida do algoritmo.

SpaceData.m - Nesse arquivo, as equacgoes diferenciais ordinarias (2.8)
e (2.9), sdo resolvidas pelo método Runge-Kutta e o tamanho proximo passo
temporal é estabelecido. Note que, nesse arquivo encontra-se a interpolagao
exigida pelo método Runge-Kutta.

timeFEvol.m - A evolucao temporal, das equacoes diferenciais parciais
(2.6) e (2.7), é efetuada pelo método Runge-Kutta, dentro do passo temporal
estabelecido.

A seguir, colocamos todos os arquivos na seqiiéncia exposta acima, um
em cada pagina quando possivel.
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function Pl=atzero(dx,F)

if length(dx)==4 || length(F)==4,
dx1=dx (1) ;dx2=dx (2) ;dx3=dx(3) ;dx4=dx(4);
F2=F (1) ;F3=F(2) ;F4=F(3) ;F5=F(4) ;

else
error(’size mismatch’);

end

t1 = (dx3 "~ 2);

t2 = (t1 =~ 2);

t3 = (t2 * t1);

t4 = (dx4 * t3);

t6 = (dx2 * F2 * dx1);

t9 = (t1 * dx3);

t10 = (dx4 =~ 2);

t1l = (£10 = 2);

t12 = (t11 * t9);

t15 = (dx1 ~ 2);

t16 = (t15 = 2);

£17 = (£16 * dx1);

t18 = (dx2 =~ 2);

t20 = dx4 * dx3;

t21 = (F3 * t20);

t24 = (t18 * dx2);

t25 = (t24 * t16);

t26 = (F4 * t20);

29 = (t1 * t17);

£30 = (dx2 * dx4);

t31 = (F4 * t30);

t34 = (t15 * t24);

£t35 = (£10 * dx4);

t36 = (t35 * dx3);

t40 = (F2 * t30);

t43 = (t18 * t15);

t44 = t1 * t35;

t45 = (F2 * t44);

t48 = (t15 * dx1);

t49 = (dx2 * t48);

t50 = (F3 * t44);

t53 = (dx2 * ti15);

t54 = (2 * dx3);

t55 = (dx4 * tb54);

t59 = (t10 * t2);

t60 = (F2 * t59);

t63 = (dx3 * t48);
t64 = (t11 * F2);
t65 = (dx2 * t64);
t68 = (dx2 * t16);
t69 = (t10 * t1);
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£t70 = (F3 * t69);

t73 = 2 % t6 *x t4 + 2 *x t6 *x £t12 - 12 * t21 * £18 * t17 +

24 * t26 * t25 + 6 *x t31 * t29 + 4 * F4 * t36 * t34 +

6 * t40 * t29 + 42 x t45 * t43 - 24 * t50 * t49 -

6 * F3 x t55 * t53 + 30 * t60 * t53 + 4 * t65 * t63 - 36 * t70 * t68;
t74 = (dx4 * t9);

t75 = F3 * t74;

t78 = (t35 * t16);

t79 = (dx3 * dx2);

t87 = (dx2 * t35);

t91 = F2 * tb55;

t94 = t18 * dx1;

t95 = F2 * t1;

t99 = t18 =~ 2;

t100 = t99 * dx2;

t102 = dx4 * F2;

t105 = t99 * t18;

t109 = F2 * t10;

t111l = F3 *x t10;

t114 = F4 * t10;

t117 = t9 * t17;

t118 = dx2 * Fb;

t121 = t9 * t16;

t122 = Fb * t18;

t125 = t16 * t15;

t126 = t18 * t125;

t127 = dx3 * F4;

t129 = -24 * t75 * t68 + 10 * F2 * t79 * t78 + 6 * F4 *x t69 * t34 +
24 * F2 * t87 * t9 * t15 + 12 * t91 * t53 + 6 * tl1l * t95 * t94 +
4 x t£t102 * t9 * t100 + t102 * t1 * t105 + t109 * dx3 * t105 -
12 * 111 * t25 + 12 * t114 * £26 - 2 * t118 * t117 -

7 * t122 * £121 + t127 * t126;

t131 = t24 * t17;

t134 = dx2 * F4;

t137 = F4 x t18;

t140 = F4 * t1;

t143 = t99 * t16;
t144 = dx3 * Fb;
t149 = t35 * t17;
t150 = dx3 * F3;
t153 = dx3 * F2;
t156 = dx2 * F3;

t159 = F3 * t18;

t169 = dx4 * F4;

t172 4 % t127 * t131 + 2 * t134 * t117 + 7 * t137 * t121 +

12 * t140 *x t25 - 6 * t144 % t143 + 7 * t95 *x t78 - 2 * t150 * t149 +
2 x £153 * t149 - 2 x t156 * t149 - 7 * t159 * t78 -

7 x F3 x t1 * t78 + 2 * t134 * t149 + 7 * t137 * t78 +

6 * t169 x t143;
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t175 = dx4 * F3;
t178 = t1 * t125;
t191 = £100 * t1b;
t196 = t99 * t15;
t197 = Fb * t9;
t200 = F4 * t9;
t205 = £105 * t1b;
t207 = F3 * t35;

t210 = 6 * t127 * t143 - 6 * t175 * t143 - t175 * t178 +

2 % £t153 * t3b * t100 + 7 * t95 * t3b * t99 +

6 *x t109 * t1 * t100 + t64 * dx3 * t99 - 3 * t111l * t191 +
3 % t114 * £t191 - 3 * t197 * t196 + 3 * t200 * t196 +

3 * t140 * 191 - t144 * t205 - 3 * t207 * t196;

t213 = F4 * t35;

t219 = Fb5 * t1;

t223 = F2 * t35;

t226 = t35 * t2;

t227 = F2 * t15;

t230 = t10 * t54;

t240 = th4 * t48;

t243 = 3 * t213 * t196 + t169 * t205 + t127 * t205 - t175 * t205 -
3 *x £219 * t191 + 3 * £223 * t2 *x 18 + 3 * t227 * t226 +
3 *x £227 * t230 + t227 * t12 + t227 * t4 + t64 * t18 * t9 +
2 % t64 % t24 *x t1 + 4 * t102 * t240;

t244 = t9 * t48;

t247 = t35 * t48;

t248 = dx2 * t1;

t252 = t99 * t48;

t255 = t2 * t48;

t260 = dx4 * t1;

t261 = F4 * t260;

t264 = F3 * t260;

t278 = t1 * t16;

t279 = dx4 * t18;

t283 = F3 * til;

t287 = 8 * 223 x t244 + 28 * F2 * t248 x t247 - 20 * t21 * t252 +
24 * t40 * t265 + 6 * £26 * t191 + 9 * t261 * t196 -

15 * £264 * t196 - 18 * t50 * t43 - 6 * t21 * t191 +

6 * £t6 * £t230 + 20 * t40 * t121 - 12 * F3 x £t30 * t29 +
15 % F2 *x £279 * t278 - 4 * dx2 * t283 * t63;

t293 = dx3 * t16;

t297 = F2 * t36;

t300 = t18 * t48;

t305 = F2 * t74;

t310 = dx2 * t10;

t311 = F2 * t310;

t317 = t10 * t9;

t318 = F3 * t317;

t321 = F2 * t317;

103



t324 = dx4 * t2;

t325 = F2 * t324;

t328 = t18 * t16;

t329 = t10 * dx3;

t330 = F3 x t£329;

t333 = -24 * t21 * t25 + 4 x £31 * t121 + 4 *x F4 * t87 * t293 +
20 * t297 * t34 - 60 * t70 * t300 - 40 * t75 * t300 +

40 * t305 * t34 + 6 * t6 * t226 + 30 * t311 * t278 +

6 *x £102 * t2 * t99 - 40 * t318 * t49 +

72 * t321 * t43 + 36 * t325 * t43 - 36 * t330 * t328;

t334 = t24 * t48;

t335 = F2 * £329;

t338 = dx1 * t24;

t339 = t11l * t153;

t342 = F4 x t279;

t349 = F4 x t310;

t356 = F2 * £260;

t363 = t99 * dx1;

t370 = £100 * dx1;

t373 = 20 * t335 * t334 + 4 * t339 * t338 + 8 * t342 *x t244 +
8 x F4 x £18 * t35 * t63 + 6 * t349 * t278 + 30 * t60 * t94 +
6 * t339 * t43 + 20 * t356 * t334 - 30 * t70 * t34 - 20 * t75 * t34 +
20 * t305 * t363 - 15 * £330 * t196 + 10 * t297 * t363 +

6 * t3b6 * t370;

t381 = F3 x t324;

t398 = dx3 * t17;

t407 = -30 * t318 * t43 + 48 * t321 * t338 - 15 * t381 * t43 +
4 * F4 * t74 * t34 - 40 * t330 * t334 + 15 * t335 * t196 +

15 * t366 * t196 + 21 * £342 * t278 + 2 * t31 * dx3 * t125 +

12 * £342 * t398 - 36 * t264 * t328 - 8 * t207 * t244 -
10 = t111 * t2565;

t412 = t1 * t48;

t432 =

t445 = -4 x t£t175 * t240 - 2 * t122 * t2b65 + 2 * t64 * t412 +

12 % t109 * t9 * t99 + 8 * t223 * t9 * t24 + 3 * t109 * t54 * t18 +
t102 * £3 * t18 + 10 * t109 * t2 * t24 + 4 * £t102 * t54 * t24 -
t432 * £12 - t432 * t4 + 12 * t91 * t94 - 3 * F3 * t1l * dx3 * t43 -
3 % F3 x t11 * t1 * t53;

t447 = F4 * £329;

t450 = F2 * t69;

t453 = F3 * t36;

t465 = t35 * t9;

t475 = F4 * t18 * t10;

t484 = 9 * t447 x t196 + 30 * t450 * t363 - 12 * t453 * t34 +

28 * t45 * t338 + 48 * t311 * £t244 - 14 * F3 * t79 * t78 +

24 * t325 * t£338 - 12 * F3 * t465 * t53 - 15 * F3 * tb9 x t53 +

6 * t349 * £t398 + 21 * t475 * t293 + 60 * t450 * t300 +

6 * t335 *x t370 - 40 * t264 * t334;

t496 = F4 x ti1;

ES
*
*
F3 * t1b;
*
*
*
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t511 = 24 * t447 * t334 + 60 * t450 * t34 - 24 * t453 * t300 +
40 * t305 * t300 + 24 * F2 *x t465 * t94 + t496 * t34 - £283 * t34 -
F5 * t2 * t34 + F4 * t2 * t34 - t283 * t293 - 6 * t11l * t29 -
12 * £219 * t25 + t134 * t178 + 6 * t137 * £29;

t520 = t10 * t125;

t524 = t10 * t17;

t538 = -t175 * t126 - 4 * t175 * t131 + t169 * t126 +

4 x t169 * t131 - t150 * t520 + t153 * t520 - t156 * t520 -

6 * t159 * t524 + t134 * t520 + 6 * t137 * t524 +

6 * t109 * £t29 - 4 x t175 * t117 + 4 * t102 * t117 -

12 * t111 * t121;

th41 = t2 * t16;

t562 = t100 * t48;

t567 12 * £109 * t121 - 6 * t175 * tb41l + 6 * t102 * t541 -
t118 * t178 - 6 *x t122 * t29 - t144 * t126 - 4 * t144 * t131 -
10 * t111 * t252 + 10 * t114 * t252 - 8 * £197 * t334 +

8 * t200 * t334 + 10 * t140 * t252 - 4 * t144 * t562 - 8 * t207 * t334;
t593 = 8 * t213 * t334 + 4 x t169 * t562 + 4 * t127 * th62 -

4 x t175 * t562 - 10 * t219 * t252 + t102 * t178 - 2 * t283 * t412 -
2 * t283 * £t300 + 2 * £137 * t1l * t48 + 2 * t137 * t255 +

t496 * t68 - t283 * t68 + t64 x £t293 - t118 * tb41;

t601 = dx3 * t18;

t608 = dx2 * t17;

t626 = t134 * tbH41 + 10 * t109 * t255 - 3 * t432 * t226 -

3 * t432 * £230 + 20 * F2 * t601 * £247 - 2 * t21 * dx2 * t125 -
12 * £330 * t608 + 15 * t335 * t328 + 6 * t335 * t608 +

20 * t26 * £252 + 24 x £261 * t334 + 12 * t475 * t412 -

20 * t381 * t49 + 6 * t65 * t1 * ti1b;

t633 = dx4 * t79;

t650 = t24 + 2 *x t601 + 6 * t94 + t279 + t248 + t633 +

8 * dxl * dx2 * dx3 + 4 * dxl * t30 + 9 * t53 + 2 * t1 * dx1 +

6 * dx3 * t15 + 2 * dxl * dx3 * dx4 + 4 * t48 + 3 * dx4 * t15;
t664 = 1 / dx2 / dx3 / dx4 / (£310 + t279 + t601 + 3 * t633 +
t329 + 2 * t260 + t9 + 2 * t248) / t650 * (£73 + t129 + t172 +
t210 + t243 + t287 + t333 + t373 + t407 + t445 + t484 + tbll +
t538 + t567 + t593 + t626);

P1=t664;

end
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function [R,T,rd,Td,a2d,Fd,Pd,md,Mass]=chopExp (rmax)

tO=cputime; % INITIAL SETTINGS AND DATA
[tf,Ntimes,r0,Npoints,r,drmin,dt,Aa2,Af Aa,m,F,P]=CompData(rmax) ;
M=m(Npoints) ;sprintf (’%s %g %g’,’Initial Total Massa and time step’,M,dt)
sprintf(*%s %d %d ’,’ [Ntimes,Npoints] = ’,Ntimes,Npoints)

Nplots=100;

Mass=zeros(1,Ntimes); Tt=zeros(Ntimes,1);

a2t=zeros (Nplots,Ntimes); mt=zeros(Nplots,Ntimes);
Ft=zeros(Nplots,Ntimes) ;Pt=zeros (Nplots,Ntimes) ;

rdmax=2#r0; rdisplay=linspace(0,rdmax,Nplots); % r FOR PLOTTING
fpirmax=4*pi*rmax;
diffAa2=0;nt=0;t=0;ak=1; % MAIN LOOP

while (t<tf && nt<Ntimes) && ( (dt/tf)>le-6 && diffhAa2<le-1 && ak<le3),
sprintf(C%s %g %s %d %s %g %d’,’Total Mass=’,m(end),...
’Grid Points Number=’,Npoints,’[Time nt] =’,t,nt)
% TIME EVOLUTION OF THE FUNCTIONS AT THE GRID POINTS
[Aa2evol,F,P]=timeEvol (Npoints,r,Aa2,Af_Aa,F,P,dt);

% plot(r,F); % testes

% pause;

% SPACE CONSTRAINT FOR THE METRIC FUNCTION Aa2. IT RETURNS A NEW GRID
[Npoints,rn,drmin,dt,Aa2,Af Aa,m,F,P]=SpaceData(r,F,P);
Aa2last=Aa2evol(end) ;P2F2=P(end) "2+F (end) ~2;

Aa2p=Aa2last* (4xpixrmax*P2F2+(1-Aa2last) /rmax) ;
Aa2evol=spline(r, [0 Aa2evol Aa2p]l,rn); % INTERPOLATION TO THE NEW GRID
[diffAa2,indAa2]=max (abs(Aa2-Aa2evol)); % COMPARISON
diffAa2=diffAa2/Aa2(indAa2);
sprintf (*%s %g %s hg hs hg’, ...
’Constraint x Free Evolution Relative Difference =’,difflAa2,...
’at r=’,rn(indAa2),’Time Step=’,dt)
t=t+dt; nt=nt+1; Tt(nt)=t; r=rn;
Aa2p=Aa2(end)* (fpirmax*P2F2+(1-Aa2(end))/rmax) ;
a2t (:,nt)=spline(r, [0,Aa2,Aa2p] ,rdisplay);
D_Dr=£fd5pt (r) ;Pp=P*(D_Dr)’ ;Fp=F*(D_Dr)’;
Ft(:,nt)=spline(r, [Fp(1) F Fp(end)],rdisplay); %INTERPOLATION DISPLAY
Pt(:,nt)=spline(r,[0 P Pp(end)],rdisplay);
mt(:,nt)=0.5*rdisplay’.*x(1-1./a2t(:,nt));;
Mass(nt)=m(end) ;
MBH=1-2%m(2:end) ./r(2:end);
[aq,indaq]l=min(MBH) ;
[ak,indak]=max(Aa2);
if aq<be-4 || ak>le3
sprintf (°%s %g’,’Black Hole Mass? m =’,m(indaq))
sprintf (°Y%s %g’,’Black Hole Mass? r/2=’,r(indak)/2)
end
end
tempocomp=(cputime-t0)/60;
sprintf(’%s %g’,’CPU Time Estimate in minutes’,tempocomp)
[R,T,rd,Td,a2d,Fd,Pd,md]=PlotData(r,rdisplay,Aa2,m,Mass(1:nt),nt,...
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Tt(l:nt),a2t(:,1:nt),Ft(:,1:nt),Pt(:,1:nt),mt(:,1:nt));
beep;
end
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function [tf,Ntimes,r0,Npoints,r,drmin,dt,Aa2,Af Aa,m,F,P]=CompData(rmax)
phiO=1e-3; delta=4; rO=rmax/2-delta;

[r,F]=GaussProf (phiO,r0,delta,rmax); P=zeros(size(r)); % GAUSSIAN PROFILE
% SOLVE EQUATION FOR Aa2 AND GET THE ADAPTATIVE GRID
[Npoints,r,drmin,dt,Aa2,Af_Aa,m,F,P]=SpaceData(r,F,P);

tf=2%r0 ; Ntimes=10*floor (tf/drmin);

end

function [r,F]=GaussProf (phiO,r0,delta,rmax)
drmax=0.4*delta~2/r0; ri=0:drmax:rmax; rrO0d=(ri-r0)/delta;
phi=phiQ*exp(-rr0d.~2); dr=drmax./(1+abs(diff(phi))); % NON UNIFORM GRID
Fi=-phiO*2xrr0d.*exp(-rr0d.~2); Fi(1)=0; % r0>>0 F=Dphi/Dr
rnew=cumsum(dr) ;
if rnew(end) > rmax

Np=rnew(rnew>rmax) ;

rnew=[rnew(1:Np-1) ,rmax];
else

rnew=[rnew,rmax] ;
end
rf=[0,rnew] ;
F=spline(ri,Fi,rf);F(1)=0;
r=rf;
end
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function D=fd5pt (x)

% Written by: Greg von Winckel - 07/12/05
% Contact: gregvw(at)chtm(dot)unm(dot)edu
Ni=length(x); N=N1-1; D=zeros(N1); %D2=D;
% Interior points

for k=3:N-1
n=(k-2) : (k+2); A=collocD(x(n));
%A2=A%A;
D(k,n)=A(3,:); %D2(k,n)=A2(3,:);
end

% Boundary points

A=collocD(x(1:5)); %A2=AxA;
D(1,1:5)=A(1,:); D(2,1:5)=A(2,:);
%D2(1,1:5)=A2(1,:); %D2(2,1:5)=A2(2,:);
dex=(N-3):N1; A=collocD(x(dex)); %A2=AxA;
D(N,dex)=A(4,:); D(N1,dex)=A(5,:);
%D2(N,dex)=A2(4,:); %D2(N1,dex)=A2(5,:);
D=sparse(D);

end

function D=collocD(x)

x=x(:); N=length(x); N1=N+1; N2=NxN;

X=repmat (x,1,N); Xdiff=X-X’+eye(N);
W=repmat (1./prod(Xdiff,2),1,N);

D=W./(W’.*Xdiff);

D(1:N1:N2)=1-sum(D); D=-(D?);

end
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function [R,T,rd,Td,a2d,Fd,Pd,md]=PlotData(r,rdisplay,fa2,m,...
Mass,nt,Tt,a2t,Ft,Pt,mt)

rd=rdisplay;
Td=linspace(0,Tt(nt),100);
a2d=pchip(Tt,a2t,Td);
Fd=pchip(Tt,Ft,Td);
Pd=pchip(Tt,Pt,Td);
md=pchip(Tt,mt,Td);
[T,R]=meshgrid(Td,rd);
dmdr=2*pi*(R./a2d).~2.*(Fd.~2+Pd."2);
%save chopExp;

figure;

plot(r,m,’-r’,r,r./2,’-b?);title(’Buraco Negro?’);

xlabel(’r’) ;ylabel(’m’);

figure;

plot(r,Aa2); title(’Final Metric a~2’);

xlabel(’r?) ;ylabel(’a~27?);

axis tight;

figure;

subplot(1,2,1);

plot(r,m); title(’Final Mass Profile’);

xlabel(’r?) ;ylabel(’m’);

axis tight;

subplot(1,2,2);

plot(Tt,Mass); title(’Total Mass Evolution’);
xlabel (’t?) ;ylabel(°M’);

axis tight;

figure;

subplot(1,2,1);

surf(R,T,a2d); title(’Metric Function’);

shading(’interp’);axis tight;xlabel(’r’);ylabel(’t’);zlabel(’a~2’);
subplot(1,2,2);

surf(R,T,md) ; title(’Mass Function’);xlabel(’r’);ylabel(’t’);zlabel(’m’);
shading(’interp’) ;axis tight;

figure;

subplot(1,2,1);

surf(R,T,Fd); title(’\Phi’);

shading(’interp’);axis tight;xlabel(’r’);ylabel(’t’);zlabel(’\Phi’);
subplot(1,2,2);

surf (R,T,Pd); title(’\Pi’);

shading(’interp’);axis tight;xlabel(’r’);ylabel(’t’);zlabel(’\Pi’);
figure;

contourf (R,T, (Fd."2+Pd."2)); title(’\Phi~2+\Pi~2’);

axis tight;xlabel(’r’);ylabel(’t’);zlabel (’\Phi~2+\Pi~2%);

figure;

surf (R,T,dmdr); title(’\partial m/\partial r’);
shading(’interp’);axis tight;xlabel(’r’);ylabel(’t’);
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zlabel (’\partial m/\partial r’);
end
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FoP2=(Fd.~2+Pd.~2) ;

lev=1e-5%(0:0.6:24);

%figure; surf(R,T,F2P2);

contourf (R,T,F2P2,1ev); title(?’\Phi~2+\Pi~2?);
axis tight;
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function [Npoints,rg,drmin,dt,Aa2,Af_Aa,m,F,P]=SpaceData(ri,Fi,Pi)
rmax=ri(end) ;

step=rmax/100;

%opts = odeset(’RelTol’,le-6,’Refine’,6);

opts = odeset(’RelTol’,le-6,’MaxStep’,step);

%opts = odeset(’RelTol’,le-6);

P2F2i=Fi. " 2+Pi."2;

%Encontrar o ponto de maximo de P2F2i para separar a solugdo

%em duas partes

#\left [P2F2max,Npico\right]=max (P2F2i) ;

%rpico=ri(Npico);

rspan=\1left[0,rmax\right];

Aa20=1; % Aa2 AT ORIGIN

% RUNGE KUTTA SOLVER
[rcol,W]=odel113(@spaceED0s,rspan,Aa20,opts,ri,P2F2i);

Aa2=W’; rg=rcol’;

Npoints=length(rg); dr=diff(rg); drmin=min(abs(dr));
F=pchip(ri,Fi,rg); P=pchip(ri,Pi,rg);
F(1)=0;P(1)=atzero(dr(1:4),P(2:5));P(end)=-F(end); % BOUNDARY CONDITIONS

dlnAf_Aadr=(Aa2(2:end)-1)./rg(2:end); % EQUATION FOR Alpha/Aa
1nAf_Aa=zeros(size(rg));
1nAf_Aa(2:end)=cumtrapz(dr.*d1lnAf_Aadr); % INTEGRATION

Af_Aa=exp(1lnAf_Aa); Af_Aa(1)=1; Aa2(1)=1;
m=0.5%rg.*(1-1./Aa2);dt=0.8*min(abs(dr)./Af_Aa(l:end-1)); %TIME STEP SET
end

function dAa2dr=spaceEDOs(r,W,rg,sig2i)
Aa2=W;r=abs(r);
if r==0
dAa2dr=0;
elseif r==rg(end)
dAa2dr=(1-Aa2)/r; % assymptotics enforced
else
sigp=-2*sig2i(end) /rg(end); %assymptotics enforced
P2F2=pchip(rg,sig2i,r); % interpola para r
%P2F2=spline(rg,sig2i,r);
dAa2dr=Aa2+ (4*xpi*r*P2F2+(1-Aa2)/r); %EQUATION FOR Aa2
end
end
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function [Aa2,Ff,Pfl=timeEvol(Np,r,Aa2,Af_Aa,F,P,dt)

T=[0 dt]; Y0=[Aa2,F,P]; err=be-5;

options = odeset (’AbsTol’,err);

dr=diff (r) ;r2m=(r’) . 2+eps;D_dr=£d5pt (r); %FIVE POINT DIFERENTIAL STENCIL
[th,Y]=0de23t (@timeMOL,T,Y0,options,Np,r’,r2m,dr,D_dr,Af_Aa’);
sprintf(’Y%s %g’,’ Time Step Subdivision’,length(th))

Npd=2*Np; Aa2=Y(end,1:Np); Ff=Y(end,Np+1:Npd); Pf=Y(end,Npd+1:3*Np);

end

function dYdt=timeMOL(t,Y,Np,r,r2m,dr,D_dr,Af_Aa)
Npd=2*Np; Aa2=Y(1:Np); F=Y(Np+1:Npd); P=Y(Npd+1:3+*Np);
dPdt=zeros(size(P));

% BOUNDARY CONDITION AT ORIGIN
Aa2(1)=1; F(1)=0; P(1)=atzero(dr(1:4),P(2:5));
P(end)=-F(end); % RADIATION BOUNDARY CONDITION
Af_AaF=Af_ Aa.xF;
d_AfAaFr2_dr=D_dr*(Af_AaF.*r2m) ;

dFdt=D_dr* (Af_Aa.*P); % TIME EVOLUTION EQUATIONS
dPdt (2:end)=d_AfAaFr2_dr(2:end)./(r2m(2:end));
dAa2dt (1)=0; dFdt(1)=0; % BOUNDARY CONDITION AGAIN

dPdt (1)=atzero(dr(1:4),dPdt(2:5));

dAa2dt=4xpixr.*Aa2.*Af_AaF.xP; ) TIME EVOLUTION FOR Aa2 FOR COMPARISON
dYdt=[dAa2dt ;dFdt ;dPdt] ;

end
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Anexo II - Informacoes obtidas da
opcao Profiler
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Nesse anexo, apresentamos algumas informacoes obtidas, do comando
profiler, do algoritmo do campo escalar que utiliza a interpolacao spline cu-
bica e do algoritmo que utiliza a interpolacao cubica de Hermite. O co-
mando para executar a interpolacao exigida pela malha adaptativa do mé-
todo Runge-Kutta, ao resolver as equagoOes diferenciais ordinarias (2.8) e
(2.9), encontra-se no arquivo SpaceData.m. Os arquivos estdo apresentados
no anexo [.

As tabelas abaixo, refere-se a simulacao do campo escalar inicial, definida
pela equagao (6.2), onde ¢ = 0,001.

Tabela 1 - Algumas informagoes do algoritmo com interpolagdo spline ctbica

| | Tempo em cada fungdo (s) | Porcentagem |

SpaceData.m 443,650 63,3%
P2F2=spline(rg,sig2i,r); 399,370 98,5% de 63,3%
timeEvol.m 232,170 33,1%
outros 025,170 3,6%
Total 700,990 100%

Tabela 2 - Algumas informagoes do algoritmo com interpolagdo cibica de Hermite

| | Tempo em cada fungio (s) | Porcentagem |

SpaceData.m 260,920 50,2%
P2F2=pchip(rg,sig2i,r); 215,520 96,5% de 50,2%
timeEvol.m 233,850 45,0%
outros 025,370 4.8%
Total 520,140 100%
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Anexo III - Arquivo MEX
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splinefor.f

usa Numerical Recipes em fortran para spline interpolat
This is a MEX-file for MATLAB.

>> yy = splinefor(x,y,xx)

onde x e y eh a tabela dada e xx eh o input para obter
a interpolacao yy.

Q0O 00 000

SUBROUTINE splint(xa,ya,y2a,n,x,y)
INTEGER n
real*8 x,y,xa(n),y2a(n),ya(n)
INTEGER k,khi,klo
real*8 a,b,h
klo=1
khi=n
1 if (khi-klo.gt.1l) then
k=(khi+klo)/2
if (xa(k).gt.x)then
khi=k
else
klo=k

endif
goto 1
endif
h=xa(khi)-xa(klo)
if (h.eq.0.) pause ’bad xa input in splint’
a=(xa(khi)-x)/h
b=(x-xa(klo))/h
y=axya(klo)+b*ya(khi)+((a**3-a)*y2a(klo)+(b**3-b)*y2a(khi))* (h**
*2)/6.
return
END

C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software vJ1jw#<0(9p#3.

SUBROUTINE spline(x,y,n,ypl,ypn,y2)
implicit none
INTEGER n,NMAX
real*8 ypl,ypn,x(n),y(n),y2(n)
PARAMETER (NMAX=100000)
INTEGER i,k
real*8 p,qn,sig,un,u(NMAX)
if (ypl.gt..99e30) then

y2(1)=0.

u(1)=0.

118



11

12

C

else
y2(1)=-0.5
u(1)=(3./x2)-x(1)))*((y(2)-y(1))/(x(2)-x(1))-ypl)
endif
do 11 i=2,n-1
sig=(x(1)-x(i-1))/(x(i+1)-x(i-1))
p=sig*xy2(i-1)+2.
y2(i)=(sig-1.)/p
u(i)=(6.*((y(i+1) -y (L)) /(x(i+
*¥1)-x(i))-(y(D)-y(i-1))/(x(1)-x(i-1)))/(x(i+1)-x(i-1)) -sig*
*xu(i-1))/p
continue
if (ypn.gt..99e30) then
qn=0.
un=0.
else
qn=0.5
un=(3./(x(n)-x(n-1)))*(ypn-(y(n)-y(n-1))/ (x(n)-x(n-1)))
endif
y2(n)=(un-gn*u(n-1))/(gqn*y2(n-1)+1.)
do 12 k=n-1,1,-1
y2(k)=y2 (k) *y2(k+1)+u(k)
continue
return
END

(C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software v%1jw#<0(9p#3.

The gateway routine

subroutine mexFunction(nlhs, plhs, nrhs, prhs)
implicit none

integer mxGetM, mxGetN, mxGetPr

integer mxIsNumeric, mxCreateDoubleMatrix
integer plhs(*), prhs(*)

integer x_pr, y_pr, XX_pr, yy_pr

integer nlhs, nrhs

integer m, n, mm, nn, sizein, sizeout,k

real*8 x(100000), y(100000), xx(100000), yy(100000), y2(100000)

real*8 ypl,ypn

Get the size of the input array. x e y devem ter mesma dimensao

m = mxGetM(prhs(1))
n = mxGetN(prhs(1))
sizein = m*n

mm = mxGetM(prhs(3))
nn = mxGetN(prhs(3))
sizeout = mm*nn

Create matrix for the return argument.
plhs(1) = mxCreateDoubleMatrix(mm, nn, 0)
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x_pr = mxGetPr(prhs(1))

y_pr = mxGetPr(prhs(2))
xx_pr = mxGetPr(prhs(3))
yy_pr = mxGetPr(plhs(1))

call mxCopyPtrToReal8(x_pr, x, sizein)
call mxCopyPtrToReal8(y_pr, y, sizein)
call mxCopyPtrToReal8(xx_pr, xx, sizeout)

Call the computational subroutine.
if(sizein.ge.2) then
yp1=(y(2)-y(1))/(x(2)-x(1))
ypn=(y(sizein) -y(sizein-1))/(x(sizein)-x(sizein-1))
else
yp1=0
ypn=0
endif
do k=1,sizeout
call spline(x,y,n,ypl,ypn,y2)
call splint(x,y,y2,n,xx(k),yy(k))
enddo

Load the data into y_pr, which is the output to MATLAB.
call mxCopyReal8ToPtr(yy, yy_pr, sizeout)

return

END
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