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INTRODUCAO

A 1ntegral de Stleltjes e suas generalizagoes sio de
'grande 1mportanc1a em mu:.tos problemas e conceitos de analise,"
mecanica, flSlcafmatematiga e teoria das probabllldades.Stlel—‘
tjes usou-as em 1894.nos estudoé dalcontinuidade-de_fra95es,no;"
problema dos momentos. | - |

Mals tarde, em 1944 Riesz se interessou pela questao.
e estabeleceu wna conexao fechada entre esta 1ntegra1 e uma’ -
Iclasse de fungoes lineares, gue sao deflnldas no campo das\fug
¢oes continuas‘éobrg um intervalo finito. Mais precisamente,dg
monstrou um tedrema de g;ahde importancia na analise mateméti—'
ca, conhecido como o teorema de Riesz[}?], qﬁé € enunciado de;
maneira classica da séguihte forma:

" A ini:egral de Stieltijes

b
J’ £(x) da(x),
a .

onde a & umé fungﬁo fixada de variacdo limitada, define um fun
cional linear sobre o espa¢o das fungoes reais continuas defi-
das sobre o intervalo [a,b], e, reciprocamente, qualguer funqi-
onal linear {(limitado) pode ser es_crito nesta forma integral.”

Na presente dissertagac chegamos a uma generalizagao
deste teorema, e seguindo o trabalho de Giorgi e Letta [7],pr£
meiramente, consideramos para uma dada classeGLL de partes de
. um conjunto abstrato.X{ o conjunto A constituldo por todas as
funcgdes de conjunto A, positivas, definidas em UL, crescentes,

e satisfazendo a condigﬁo A{@) = 0. Se X & um elemento de A,de
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Einimos

o
ff di =j A({f > t}) at.
0 _

para toda funcao f definida em X, positiva e tai'que o conjunto
£ > ¢} pertence & ‘UL, para todo-nﬁmer6 real t estritamente po
sitivo. | B
Em'seguida; damos ﬁma.nqva classe suplemenﬁ&rfk;, de - 8
partes de X, e associamos a todo elemento A de A a fungao A_ ;

também pertencente 3 A, definida por

A;(Uj sup{A*{K): K=U, K E::'Ks_}

onde

A?(K) inf{k(v); KV, v eU}
Enconﬁramos condicoes suficientes para que uma fungao
A da classe A seja a restrigdo & QJ;de uma ﬁe&iﬂa; e nos ocupa-
mos com O problema da.existéﬁCia de;um proloﬁgamento de A, gue
séja aditivo, n_o- sentido finito, no anel gerado por U.
Mostramos que varias propriedades de uma. fungé".o de con
junto da clasée A se traduzem por propriedades da integral cor-
respondente, considerada como um funcional sobre a classecgr\é
ou sobre uma parte densa desta classe.
Finalmente atingimos nosso objetivo que foi provar uma
generalizagao do teorema de Riesz, a saber:
| " Seja ® uma parte densa de Jn 6 » possuindo as seguin
tes propriedades:
(a) toda fung&d pertencente 3 © & nula sobre o complementar de
um elemento de 357
(b} para todo elemento f de 8 e para todo nimero real c positi

vo, as fungdes c¢f, fA c, £~ £A ¢ = (f - ot pertencem a@,
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| Seja J uma apllcagao crescente de Ei em Eh., tal que,
para todo elemento £ de @,e para todo numero real c p081tivo '
_tem—se B _' _ . _
M) Jtef) = c J(f) ;
2y 3

J(:E/\c)-l-J(f-f/\c) 3

3y J{(f) J(f .
(). (£) gtelgqt_{\n)'

Entao existe uma fungdo ) da classe A, tal que

]

3 = ffar v,
- 0 mesmo resultado e valldo para uma fuﬁgao A pertencen
te 3 A- ; ela @ entao unlvocamente determinada. -

As idéias deste trabalho motivaram o estudo desenvolvi‘
do por Gabrielg Greco.(lQT?), a respeito das.Integrais Mondtonas
éom aplicagoes hos diferentes ramos da matématica_g, mais espe-
cificamente no estudo da " Estatistica Robusta" que utiliza co-
Mo requisito essencial a teoria das capacidades de Choquet[iO].

Procuramos tornar 6 trabalho o0 mais simples possivel ,

demonstrando todas as proposigdes, para agueles que desejarem -

pesquisar neste campo da matemitica.



-1 -

1. A CLASSE DOS CONJUNTOS RLE A CLASSE DAS FUNCOES J;

Durante toda a explanacdo, X designard um conjunto nao

'vazio.e’ml uma classe de partes de X, com as seguintes proprie-

dades:

(1.1) g e\ |
(1.2) A unido e a:intérseégéo GE'dqis elementos de \L perten-

cem 3 UL
(1;3) A uniéq de uma_seqﬁéncia de élementos'de AL contidos num

' mesmo elemento de ‘UL pertence 3 UL.

Para todo A de X designaremos ?or 2% seu complementar
._ X~A e por 1, sua fungéo_caractefistica. 0 termo funcao deéigng
ra (salvo_mén@éo expressa em contrério)\uﬁa'fﬁngao numérica (po
deﬁdé‘assumir seus valbréé em Eﬁ=]§tJ{ @ });Conforme as éonveg
gaés adotadas em teoria de integragao, temos O.(+m) = {+« ).0. |
Se £ € uma funcgao definida em X e se t & um nﬁmero-feal,designg
'remos por { £ > £ } o conjunto constituido pelos eleméntos x de
X que verifiéa;:a relagao £(xX) > t. De maneira analoga para os
conjuntos [ £t 1, (£ <t} {£ ¢t} |
‘Denbtaremos por J(), ou simplesmente o , a classe -
constituida pelas fungoes positivas £, definidas em X e tais -~

que o conjunto { £ > t } pertence &%l para todo nimero real t,

estritamente positive.



(l 4) PROPOSICAQ: Pa&a todo pam {, g de 5uncoeé da classe d e -

'pana todo numeno real e pOALtLUO, as 5ungoe4 cf, 5+g, fvg

‘6*9, frc e 6 6Ac = (ﬁ-cl- peatencgm-a classe dJ .

DEMONSTRAQEO:

Queremos provar que cf € um elemento de éT para isto de—-‘

vemos provar que. {cf > t } pertence a“Llpara todo numero real t =

estrltamente p051t1vo

Como ¢ & um nimero real estritamente positivo, podemos es
. grever: _ _

. ) _ t

{cfE >t} =1{.f> = }

O conjunto acima pertence 3%l pois % é um nimero real es-—.

tritamente positivo.

Para provarmos que f+g pertence  a ET, observemos gque

{ f+g > t } esta contido em {f > —}\J{g > E}

Como fe g pertencem & classe o, 05 conjuntos { f >It }

ol

e {g-> éi} pertencem 3 U.,e por (1.2) {f > -} Ulg > --}

pertence a UL.Por outro lado, o conjunto { f+g > t } & idéntico

ao conjunto {f > t} ¢ {g > t} UL U ({£> r}Ulg > t-r}) ]
QOer<t /
- reQ

€ por (1l.2) e (1.3) decorre gque o conjunto {f+g > t} & um ele-

mento de AL.

Temos gue

_ fi(x) se f 2 g
{(fvg) (x) =
g({x) se fg g



A551m, podemos escrever
[fvg >t ={f>¢t; £ 9} (N {g > ti g > £}
'Mas,'os.conjuntos : | | o
{£>¢t; £>g9te {g>t; g3z £}’
estao-cont':idos; reépectivamenfe, nos conj.untbs
{f > t} e {g > t}, e como f g pertencem a classe J temos gue
{f > t} e {g > t} pertencem a . Assim, . | _
{£f>t; £2q91le {g > t;g » £} pertencem a ‘U. Agora por (1. 2):

‘{fvg >t} pertence i UL.
Por definigdo,

fi{x} se f(x) ¢ g(k)_ .
- (fag) (x) = h |

g(x) se £{x) 2 g(x)
Aséim, podemos escrever
{fAg > £} = { £ > ¢t; £ g} U {g>t; £ g}
Mas os conjuntos |
"{f >t; £ ggle {g> t; £3 g}
estao contidos, respectivamente, nos conjuntos
{f >t} e {g > t}, e como f,g pertencem a classe d temos que
‘{f > £} e {g > t} pertencem ad U. Assim,
'{g > t; £ 329}l e {£f> t; g > £} pertencem a %)l. Portanto, por

(1.2), {fag > t} pertence 3 U.

Para provarmgs que (fac) pertence a classe J, basta
considerarmos no caso anterior a funcao g como sendo a fungao -

constante c.



Sabemos que _ :
£~-c sef > c
(£ -~ £r0)(x)= ‘ .
0 se £ g ¢
5 Logo, ‘podemo's escrever
{f+rfAac) >t} ={f-¢c) st; £3rel U O>t: £ gc)
‘ =" {{f - ). > t; frclug
£

(Ef - ¢ > £

-

3 cl

-="{f > ﬁ + ¢ ;'f >el e {f > ¢t + c}

._‘e _c_ﬁomq t‘ + ¢ & um nﬁm_er‘lo real es.tritament_e positii}o, temos que
'{f_S t _-_i-"c} & um elemento de U, donde CHE -EAc) >t}

- pertence a U. »

(1.5) PROPOSICEO: A envoltonia superion de uma sequincia g,

- de elementos de'c_T_majo)mda_ por u.in.m_e.Arﬁo efemento g de & -

‘pentence a d.

DEMOSTRACAO:

Queremos provar que {sHp £ > t} pertence a “lL. Mas,
{SHP fn > t} =nL=Jl

Como g € um elemento de J temos que {g > t} pertence af

{fn>t}c:{g>t}.

e entao, por (1.3) segue-se que {sgp fn > t} pertence & U. o

Diremos gque uma fungao é simples se o conjunte de seus

valores & uma parte finita de R

(1.6) DROPOSICRO: A& fungdes simples da classe O 840 as funcdes
n

4§ que admitem uma nepresentacdao da foxma f=j:l cilU onde
= i

- L] - » - I
(U e uma sequencla finita decrescente de elfementos

i)lSign



5.

“deUle &, 420 coeficientes neais positivos.. .

DEMONSTRACAO :
Cons;deremos‘éé{(ci)lsisn /:c1<¢2<f.., fcn} e defina
mos ©0s seguintes conjuntos: _
Uy = {x/£x) > ¢ } - o o

Segue-se da prépria construgao dos conjuntos acima -
que (Ui)lgisn e uma_squenCLa finita, dgc;escente; de glementosl
de UL,

Como £ & simples, f assume’ um nimero fihito.de valo-
res, digamos,_xl,.f.,kn.  ‘ |

Definamos ©s seguintes conjuntos:

Vi = Uy = Uy

e cologuemos

| f(x) = A; se x pertence a'Vi.

Chamando

M=o
;2 = cl + c2
_ N '
Ay = Ijay O
temos )
' _.n
f(x) Zi=1 cilUi s



2. INTEGRACAO EM RELACRO A UMA FUNCAO CRESCENTE SOBRE Gu,

ﬂ Designaremos por A(QLJ, ou 51mplesmente por A, o conjun

to constltuldo pelas fungoes 9081t1va5 X definidas em “UL, crescen_ .

“tes (isto &, tals que para UCV tem—se A(U)ng A(V) ) e satisfa-
zéndo.l(ﬁi=o.

. Para todo elémeﬂtb A de A, e para toda funcdo f.ﬁerfegf_'
cente & classe e, definimos.integral de f em feié@éo da A por:

. i . . +m ) )
(2.1) ff dAi =j. AME > £} at
: . : : o :

Observemos que o segundo membro da igualdade e a,inté—-

gral, no sentido ordinario, da funcao u {positiva e decrescente)
definida sobre o intervalo (O,+®):

(2.2) Coule) = (I > D).

(2.3) PROPOSICAO: Sefa A um efemento de A. Sejam £,q9 duas fun~

eoes da classe ér, e c um numero real positivo. Entao,

(a) ffdxsj'gd;\ se fg g;
(b) [ e a=cffa;
() Ifdk=f(f4c) dl+f(f-—fhc) ar ;
(d) ff dx = sup | {(fan) ax.
_ nelN
DEMONSTRAGAO:
(a) Por hipdtese f'.s.g, logo

HE>th o {g ot b,

@ assim,



MA{E >t s al{g > t})

Integrando ambos os membros da desigualdade acima te-

mos:

o0 + o ) | -
j M {£ > t}) at sf A({g > t}) at ,
o _ 0 .
ou seja, B -
[ea JEES
o0 . - _.
(b) J‘(cf) dax =fo A{{cf > t]) dt
. “_ » t__ |
_.fo l({f > -6) dt
Chamando % = sitemos:
[¥w +oo . . .
fo MAE > £ at =f0 M > she as
+eo0 _
=_c'_:[01{f > s} ds
= cff ax .
Portanto,

f(cf) ax cf'f ax

{¢) Por (2.1) tembs
j(fzxc) dA+I(f-—fz\c) ar =

200 =+eo
=fo M{EAc>t]h dt+jo AMA{f - fAc>th at

Analisemos primeiramente o caso em que f gao,
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L o boo
IO MA{fa c > t}) at +I0 M{UE - £ ac)>t}) dt
fo - o - o .
=Jo Mg > e ae+ [ A ar
- to o .

= J'_f'dx ,

ou seja,
(2.3.1) ftfac)a+ f(£-£a0 a=[£ar para fse
- Para O caso em que. £ 5 ¢, teremos:
e - ’ - +o - . . :
'IO MAE A ) » t]) dt_+fo-}\({(f - £ac) > th)dt =
Bl _ rc . .[%m L
Il = jo MAE > ¢} at + A - @ > D at
| =[St > t}'-at-'+_[+°°x i - ch 4

. . ' . 00
='j0 M > £} dt +‘J; MA{f > s)) ds,
tomando t4+c = s
Assim,

(2.3.2) f(fAc) dl+f(f-fA c) dx =ffdl para £ > e
De (2.3.1) e (2.3.2) temos:
Ifd1=f(fnc) d)\'+f(f-fAc) ax

(d} Pela monoteonicidade da integral, seque-se que

ng N

sup f(’f A n) dr = lim f (£ Ao n) aA
. n-o-o




Assim,

S ]
limf(fn n) dr = lim )\{fAn>t} dt.
1o . N VO

"Agora;.(f A‘n) € uma sequéndia monétona crescente que converge -
para f e como A & crescente, AM{E A n > t)) decresce com n.

' Como A é p051t1va é mondtona crescente, segue-se que
A e COntlnua em quase todo ponto Portanto, A e 1ntegravel o que
'jlmplica a mensurabilldade da’ sequen01a A{f A'n > t}}. Assim, po-
demos apllcar o Teorema da Convergencia Monotona, gue nos da

o | o _ |
limfl({fnn>t}) dt=f. AM{E > t)) dt=ffdx. n
0 . 0 : :

n-+w

- (2.3.3) OBSERVAQEO:fJ‘lu-dA = X(U) para todo elemento U de QL.

De fato:

.rlu an =J'0+é1({1u > ) dﬁ.

Se £t > 1 teremos

'{_x: 1(x) > ¢ Y=g

e assim,

A1 1U >t 1) = A¢@) o

Se O<t<l teremos
o x: lU(X) >t } =
e assim

M{ly> €D =W,

Desta forma,
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.r;wl({ 1; > t}h) dt f%l({ 1 > t}) dt +ﬂml({ lU > £}) dt

A(U)f;' at + J"’l"o.dt

= x(U) [ ]

Mais geralmente:

- n o 3
{(2.4) PROPOSICAO: Seja..f =Zim ci lUi’ onde'(Ui)is‘iqzn e uma .

| seqiigneia finita decrescente de elementos de “U e c; sdo
coeficientes neais positivos. Entdo, para todo elemento A
de A

n - .
_.['f ax = 5,0, e A{U) .

DEMONSTRACAQ:

| Observemos gue a funcao u definida por_(2.2) assume O va
lor A(Ui) para todo t que verifica a relagao
i-1
L. . . .
j=1 ") Jj=1 73]
No caso de t satisfazer a relagdo t 2 Z.E ¢, teremos A({£>t})=0
Consideremos

s RS |

)
H
™
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Desta forma, como para t 3> ijl cj temos A({f > t}) =0,

+o0 :
segue-se que ja A({f > t}) @t = 0, e assim podemos escrever:
n , _

_ff ax =j;°°x({f > £) at

fo;\({f > £}) dat +f i({f > t}) at + +J A({f > t})dt

n-—

c1 A(Ul) + “ee + cﬁ A(Un)

- n 1y
= Ei=1 c.i A-(Ui) .I

(2;5) PROPOSICAO: Seja A am e£emento de A Para toda 5un¢ao £
da ctasse o, - |
ff darx = 1lim supfg dA

onde g pertence ao conjunto daA 5ungoeé smezea de classe

Jaque m&nokam £.

DEMONSTRACAQ:.

Seja A o conjunto das fungoes simples de classe érque mi
noram £,

Por (2.2) temos que

u(t) = A({f > t}) = x(w,

u(t) & fungido positiva e decrescente em (O,+= ).

(1]

Com efeito, u(t) € funcao positiva pois A& funcao positiva

u(t) & decrescente pois se ty < t, temos {f > tl} > (£ > tz},

]

e assim, R(U } 2 A(UZ).
Seja ,Qg (E)) sequencias finif.as de reais/O=t <t; <. <t}
e seja {t: )151<n. uma destas segiiéncias do conjunto E&.

Sabemos que
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. - :
- - : n -
(2.5.1? J’f di -}fo u{t) dt = limnsup§2i=l(ti ti—l)'u(ti)

Definimos U; = {f > t,;} para 154 ¢ n e construfmos
a seguinte fungao: |
. - - : _ n o _ . .
9= Iyt -t )1y,
A fung&o g acima conétruida é simples de classe (J. e
minora £, pois se x E(Ui-; Ui_l)”temos- £(x) > t; e g(x) < £(x)
. pois’ - | _ |
- ' . n "_. L S _ - | L
Portanto, - o '
© 7 {2.5.2) g € um elemento de A. .

Por outro lado, por (2.4), temos

(2.5.3) (g dh =100 -t NOp = 5D (g - putey)

Combinando (2.5.1), (2.5.2) e (2.5.3) temos:
ff ax = lim supfg di n

(2.6) PROPOSICAO: Seja A um elemento de A, £ uma funcde da clas

se of Limitada e que se anula fora de um elemento U de UL

tal que A(U) defa finito. Entdo,
j‘f ax = lim inf_['g a,

onde g penrtence ao conjunto das funcoes simples de classe

J gue majoram f£.

DEMONSTRACAQ:

Seja B o conjunto das fungoes simples de classe érque ma
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joram f£.
| Novamente por (2.2) temos gque 3

u(t) = A({f > £}) = X(u)
é'ﬁmé~fﬁngﬁo'positiva, e decrescente em (0,+®) (ver demonstracao
' da proposigao (2. 5)) | |

Se3a gg {(t ) sequen01as finitas de reais/O<t <t,< ..t }
e seja (t. )1<1<n uma destas sequenclas_do conjunto

Sabemos que - | .

: o - S . : .
© S . e n-1 o )
(2f§.1) - 'ff dk_j[;;u‘t) dt = llmnlnf_zi=0(ti+l - ti)u(ti)

Definimos Uii{f > ti} para 1§i€n e construimos a se
guinte fungao:

n-1

_9-2 21=0 it

Ui‘
A funcao g acima construida & simples de classe €YE ma
jora a fungao £, pois se x E(U - i+l) temos ti<f(x)<ti+l | e

gi(x) = ¢ . Portanto,

i+l
(2.6.2) g € um elemento de B.

Por outro lado, por (2.4), temos
(2.6.3) ax = Xn_l {t - t.)k(U') = En-l {t - t,)ult;)
o J9 i=o ‘Fi+l T AN i=0 ‘tieyr T By HUIE)
Combinando (2.6.1}), (2.6.2) e (2.6.3) temos

.ff ar = lim inf j'g ar, 8

. Para que a integral definida acima em relégao a fungao
trescente A possua a propriedade de Beppo~-lLevi (concernente i

passagem ao limite sobre sequéncias crescentes), € necessario e
L]
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e suficiente que uma propriedade analoga ocorra para a fungao de

conjuntos A. .

(2.7) PROPOSICAO: Paxra todo ezemento A de A as AeguLn:eA cond4— 
eoes sao equ&uaﬂente&

If ar = supff dl,'-.

para todo elemento £ da éfe para toda 4equanc¢a cﬁéa—i_

cente (f.) de aﬂementoa de J'ta¢5 qua £ = sup fn'
b} 'A(U) = sup A(U.)
- para todo eﬂemenzo u de‘ile para toda 6equenc4a cres-

cente (U,) de etemantoa de AL tais que y =Ju, .
n

(Em outras palavras, ) ¢ "econtinua sobre seqiiéncias

creacentes.”)
DEMONSTRACRO:
{a) = (b)

A condicgao {b) & um caso particular de [{a) quando sge faz
£ =1 ; onde para todo elemento U de ), U = \Ju_, sendo (U )
n Un ion n
uma sequéncia crescente de elementos de "\ L. Logo, 1y = sup lU e

n
1y € um elemento da classe J', pois 1y € fungac positiva e

{ 15 > t} @ um elemento da classe U.
Como (lUi}lsisn e uma sequencia crescente de elementos

de J, pela condigdo {a}

Jivar = swf15, ar,

e assim por (2.3.3) temos XA(U) = sup A{Ug,) .
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(inza}a)_

. Seja f um elemento de dre (fn) uma sequenc1a cruscente
‘de elementos de értal que . £ = spp £,. "

Para cada real t_estritamente positivo, {f, > t}formam

uma séqﬁéﬁcia éreséente de elementos dectle U{f, > t} ='{f > £},
_ | Como (£} é uma sequenc1a crescente de eiementos defg,r_

'{f > t} e‘ll e tambem {£ > t} € VUlpois £ & um elemento de éI,_

Por (5] temos
A€ > £} = sup A({f > t])
. _ n ]
Aplicando o teorema da Convergéncia Mondtona, temos

JO A{E > th _d-t = sg.pfo A, > t_}) dt ,
'ou.seja,

( =
J £ dx sgp fn dx [ ]

Contrariamente a precedente a propriedade que se segue
é valida sem que se cologuem hipOteses suplementares sobre a fun

G320 de conjunto A. =

(2.8) PROPOSICEO: Seja H um conjunto de indices, T um §iltro so-

bre H, (fy)y.y uma famifia de fungfes da classe J‘(ch he H

uma famifia de numenos reais positivoes, tendendo a zero se
gunde o §i8tno T, £ uma funcdo da classe I, tal que panra

todo h, £ ¢ fh +'ch. Entao, para todo elemento X de A

f £ A < lin infg_ffh ar .
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DEMONSTRACAOQ:

Comoc f « fh + =N temos

{f > el {fh f ch'>at}
e-assim, \ _
A({E > t]) ¢ X({fh+ > t}) , para todo h.

Segue-se que

. ptem - R ,
fc MAE > £ at ¢ fc-k(-{_f_h >t - ch}) dt
R . Y% |
R P PR
fazendo a mudanca de varidvel s = t - ch“;
Passando ao limite quando h + +» temos
o ' P4
lim inf(_,J"c M{{f > t}) dt < lim inf‘__f0 x {fh > s} ds ,
. he J h - ' h-+ew g 7
ou seja, B |

_ +o :
1i inf £ dx
If dx < fnlngfo h 'l

(2.9) COROLARIO: Com as mesmas hipoteses da proposicac (2.8)
£f dX = 1lim £
J ing [ £, @
se alguma das {fungdes fh ¢ mafornada por £.

DEMONSTRACAO:

Temos por hipotese que f,# s« £ para algum K , assim
{fp > t1= {£ > £},

e portanto
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MAf x> £} ¢ A({f > t]).
Segque=-se gue -

+o e K
fo l‘({fh*> t}) dat ‘sfo A({ff t}h at

ou seja,

ffh*'ax < j'f ar lﬁm 1nf ff dl ffh*dh
Portanto..

ffdl—ltmff ax .
(2.10) LEMA: Seja AL um conjunto nao vazio de partes de X satis-

(2.11)

(2.12)

fazendo a seguinte condicdo:" Para todo mar de conjuntos
M,N pertencentes a%, os conjuntos MUN e Mr\Nc pertencem
a U, " Entdo dada uma gamitia finita(M;) 151<n de confuntos

de®\),, existe uma familia finita (Nj)lsjsm de conjuntos de

U., dois a dois dis juntos, tais que cada um dos M, e heund

ac de um cento numero de Nj.

DEMONSTRACAO: Ver [ 3],pig 159.

DEFINICAO: Dizemos que um conjunto ndo vazio @ de partes
de X ¢ um CLAN 4se exdiste uma'dkgabnacﬁfaobnalR] goamada de
funcoes numericas ginitas, definidas em X, tais que as hre-

Lactes Med ¢ lbmeftu'io equivalentes.

PROPOSICAO: Seja %o o espaco vetorial das fungdes numiricas

finitas tais que: pelo = ¥ = Icg Ly, onde M;e Uy e c; sdo
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,.coeﬁicient’ea neais pdéiuuoa. Se A2 uma 5ungﬁo de conjun
, deginida em un clan U,, entio existe. uma un&ca foama
'_thean( danotada Iambem por 'SR Aobna ﬁ:tai qua l(w ) =x{M)

pana todo elemento M de Qlo

DEMONSTRAQKO:

A unlcldade da forma linear A & ev1dente, p01s as fﬁngdes 1'
caracterlstlcas de-conjuntos de 1L,geram o espago vetorlal fb

Para provarmos a existéncia de %, é suficiente mostrar .-
que.a'relagéo zci wM = 0, ohdé'oé M.'séo conjuntos nSo Gaﬁids_-
pertencentes a ‘U, implica a relagio ch A (Mg ) = 0. |

Em virtude do lema anterior, ex:.ste una familia finii:a.v-,-
(Nj) de conjuntos naolvazios de‘IL, dois a dois‘disjuntos;' tais
hque para cada.indiée i tem-se ¢Mi = ggﬁwﬁjf_com q§=0 6u §§=1 .

A relagao %ci ¢Mi = 0 & também escrita por §(§ci%@)wuj=0,
donde ;ci%j = 0 para todo Indice j. Em virtude da aditividade-
de A temos Ecik(mi) = Z(E C. a )A(N ) = 0O, 0 que demonstra a.exig

téncia de . [ |

A proposicao seguinte fornece uma condicao suficiente pa-

ra que a integral em relacao 4 ) possua a propriedade aditiva.

{2.13) PROPOSICAO: Sejfa X um efemento de A. Suponhamos que exis-

ta uma 5ung&o aditiva de confjuntos, prolongando X e defi-

nida no anel {1 genado pon U, Entdo

para todo pan £,g de elementos de o.

. (1) Para as nogSes de anel e de fungio aditiva sobre um anel,ver [3], cap.4,§4;n93,
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DE MONST RACAQ:

| N Suponhamos que cada um dos numerosJ*f dl,J.g ax sejam-

_fjnitos Designaremos por QJ,O conjunto COnStltUldO pelos elemnn-
tos U de‘lltals ‘que A(U) seia flnlto, e por‘ﬁ:o espago vetorial—'
gerado pelas fungoes-caracterlstlcas dos elementos de QLM

Pof {2.12) éxiste uma forma linear L sobreiﬂ, satisfé- :
zendo a condigao’L(lU)‘= l(ﬁ)‘para tédo elemento U de U, o

‘Para que uma funcio simples f de classe 9] pertenga‘ a-
%Jé’necessério e suficiente qﬁe sua integral seja finita,e entdo
por (1.6) e (2.4)-temosff_dl = L(f).

De.féto,.(lfﬁ) diz que as fungaes'simples de classetg
530 aquelas qﬁe admitem uma representacao da forma f = Zci 1U "
onde (U, }l<1<n é uma sequéncia finita decrescente de elementos_- :
deUe c; sdo coeficientes reais positivos; (2.4) diz que nas mes ;
mas condigdes da proposigao (1.6).rf ax = zi:l c;A(Uy) . Assim,

L(£) = LiZe;ly,) = Be;Llly) = EegA(uy) =[f ax

A linearidade de L mostra qgue a relagao a demonstrar &
valida se as fungdes f,g sao simples. Com efeito, ‘

Jir+ 9 a = Lif + @ =L(H + L(g) =ff dx +Ig dx .

Passemos ao caso geral

f£ar +fg ax =f;°°1({f>' t} at +f;’°°:\({g > t}) at

=J‘;°° [A({€ > £} + A(lg > £h] at.

Agora, o conjunte {f + g > t} contém o conjunto -
({£ >.t}L){g >t}) e como A & crescente e aditiva, segue-~se que -
AM{E + g > th 2 A({f > thH +al{{g > th.

Assim, .
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4w ' boo , |
jo [A({f > t}) + A ({g > thH] at sjo A({f +. g >t} dt=I(f + g) di

ou seja,

(2.13.1) ff ar +j'g_ ar ,sf(f + g) dx.

Para demonstrar a'desigualdade oposta, suponhamos pri-

meiramente £,g limitadas e cologuemos, para todo inteiro n,

.b B -n-. . . —- . ! . -
CEa = 2L oy Lygs oy 9y =2 1 Hgoe2™

" Ent3o, |
£ s £ gf + 2 r 9,€ 9 €9, + 2
a fn,g sdo fungSes simples de classe ¢ . (Assumiremos que para
todo n fixo, ©0s conjuntos {f > k2 P} e {g > k2 n} s3ao vazios pa-
| ra k Suf1c1entemente grande) .
Resulta, portanto _ ‘
J.(f +g)a,\-j'f dk+j'g ar -
n ——
Como £ g fn + 2 r 9§ 9, t 2™ temos .

-n+l

f+gsf +g, +2 e aplicando a proposicao (2.8)concluimos

que
f(f+g) d;\.slimlnff(f +g) dr.
Mas;

11mninf3;f(fn + g,) dr =lim inf (£ ar + g, an

-=limn1nEJ"fn dx + 11mn1ngifgn da
Portanto,

fte+ 9 ar g tining fe ar + liming fq dar.

Como fn sf e gh € 9, aplicando {(2.9) temos:

B
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1imninf3jfn ar=fgar e Limint [g, ) = [a ar
e obtemos assim a desigualdade
(2.13.2) j'(f + q) dk'sff ar +fg ar

Combinando as reiaqaes (2.13.1).e (2.13.2) tgﬁos a igualdade‘de-'
sejada. - | |
Fagamos a demgnstragab de;(2,l3.2).para f,9 quéisquer;-
. Para todo n, temos - -
(f + g) a nls (f an) + (g an).
Segue—se.que ’ ) | _
J-[(f.“" é) A n]dx SJ.[(f an) + (g a n)]d)\
_Pelo fato de (f a n) e {g a n) serem llmltadas “temos. -
j[(f An) + (g a n)]dl j (£ am) dr+[(ga n) dx
e assim _
I[(f + g) a n]dk Sf(f A n) di +f(g a n) di,
Consequentemente,

sHpj' [(£+ @ anJarcsgplf(fanm ax+ [(ganrar]

£ SEPI(f A mn) dx + sgpj.(g A n) dkx.
Decorre de (2.3} (d) que

(213.3 [+ 9 s fear+fgar

Combinando as relagoes (2.13.1) e (2.13.3) obtemos a

igqualdade desejada e concluimos a demonstragdo do teorema. |
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CLASSE DOS CONJUNTOS 6 E A CLASSE DAS FUNCOES o .

Além das hipdteses fixadas em 1, introduziremos agora

outras suplementares. Suponhamos precisamente que Xoé& uma ‘classe.

de partes de X, possuindo as seguintés'propriedades:

{3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)
(3.6)

(3.7)

g e Jo

A reunido e a iptersecgé'o_'-de dois -e]_.eméntos_ de Ko.pe_rte'ncé
336, | L

A intersecgao .‘dle ﬁma sequéncié de elementos de :Ké pertence

a3,

Suponhamos ainda que a classe Joesteja ligada 3 classe

pelos seguintes axiomas:

Para todo'_ eiemento K de Xoe para todo elemento U dé "U._, te- -

ms KNUCeXk e UnEKSe AL

Para todo elementb K de Xo, existe um elemento U deQJ? tal

que XC U.

Para todo par (K,U) tal que Ke X6, Uell, KCC U existe um

par {X*,U') tal que K'e X , Uu'eql, xoU'e R'CTU.

Exemplos: Os axiomas impostos pelas classes :Ko,"'u sao veri

ficédos nos seguintes casos particulares:

(1) Seja X um espago topoldgico separavel, localmente com-
pacto; Ko a classe dos conjuntos compactos de X;U a -
classe dos conjuntos abertos de X, ou de modo mais ge-
ral, uma classe de conjuntos abertos no qual a reuniao
finita ainda pertence a classe UL, formando uma base -

para a topologia de X e tais que todo conjunto aberto
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conﬁido num conjﬁnto de U pertence i W.

(ii)Seja X um espago metrizével (ou, mais. gefalmente, nor-
mal),cLLcomo no caso precedente X6 a classe constitui-~
da pelos conjuntes fechados F tal que existe um aberto

U de L com UDF.

A verificacao das condigoes (3.1) a (3.6) sdo imedia-

tas.

(3.3) PROPOSICAO: Pafr.a :todo ﬁan. KKy de co’njﬁn,toa 'd'iéjuhto.é per
tencentes a Xo, ex.ca/te um pax U,y.0, de con;untoa dis juntos

pentencentes z U, tat que K &= 0q K (:IJ2

DEMONSTRACAO:

| Pela ccmdigao (3. 5) existe um elemento. Vl pertencente a GU.
tal gue Kl_t: V]_j e existe um eleménto V2 pertencente 32U ta1 Jque
K, =V,

Vamos substituir Vl poOr Vl a Kg , onde podemos supor que a
intersecgao entre Vy e X, & vazia.

Fm virtude de (3.6) existe um elemento U, pertencente aal
e um elemento H; pertencenté 3 Ko tal que

K,=1U C'-T-ch.vl.

1 1
Agora, suponhamos U2 = Vz N H‘lj e daf temos a existéncia -

do par Ul’UZ satisfazendo 01::)Kl, UZZZDKZ. a

(3.9) PROPOSICAO:Sejam Uy Ujefementos de UL e sefa K um elemento

de Xo tal que K<< Ul'u U2. Entac existe um par Kl'KZ de =~
elementos de Xo tal que

KC.KIU K2' ' Kl(.:Ul ' K2CU2
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DEMONS TRAQE!ZO :

‘ -0Os conjuntos Hl = K n U2 ' H2 =K N Ul séo-'disj'untos -
e pertencem a Kﬁpor (3 4) Agora, por (3 8) ex:.ste um par Vl, Vz
de elementos de'U.com V ('\ v, = @, tal que chvl e .HZC:YZ
- Agora a suflcn.ente supor - '
K'l_ Kl"\V2 . K =K(_\.V]c...:"
'Ségu_e—'sé- dal que’ | |

KUK, = (K nvz) U (Knvl)

Kr\(v Uvz)

= KN (vln v,) ¢

- Portanto X (:Klu K2

Resta provar gue KlCUl e ch:_UZ.

c c
Como K = Klﬁ V, segue-se que KlCK e KlC:VZ_-.

Sabemos que H,&V, , logo HSDVE e dal temos

c c
Kl (:.V2C"_'_H2 .

Por outro lado,

c _ ¢, c_ ¢

- Assim,

K, = Ky U, -
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Mas como K, C K _tgmos Kl;ﬁ.K ,.e PngéDtO ISl_.CUl.'

'l'Analogamente demonstra-se que K, U,. = N

._Deéigharemos por - é(ﬁ;f, ou simplesmente por'lﬁ,a C1a§
se constituida pelas fungoes positivas £ definidas_em'x e tais ~
que o conjunto {f » t} pertence i ¥ para todo nimero real estri =

tamente positivo.

_(3.105 PROPOSIgﬁo: Paha-tadd'p¢m f, g de {uncoes da_ctaéée é,.e

ﬁana'todo numene neal posiiivoe c,.aé_ﬁangﬁaé ef, £ + g,
fvg, £ag, £ac ef~face=(f-c) pertencem a

classe 5'4_

DEMONSTRACEO:

Queremos provar gue (cf) & um elemento de & : para isto =~
devemos provar que {cf 3 t} pertence & Xo para todo nlumero ' real

t estritamente positivo.

Como c & um nimero real positivo, podemos escrever
_ t
{cf 3 t} = {f 3 E}

0 conjuntc acima pertence 33 pois % & um numero real es-

tritamente positivo.

Para provarmos que (f + g) pertence_é.(g, observemos due

e+ g > ) = S (3 1} Ulg 3 t-rh)
o TeR . '
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onde {f 3 r} e {g 3 t-r} pértenc:em 5 36 pois £, g sdo fungdes -
da classe S : assim por (3.2) ({f » r} U'{g 3 t<r}) pertence a ¥o.
Portanto {f + g > r}"'pertehce i ¥ pois a intersecgdo

enumeravel de e_lementos' de ¥Xo & ainda um elemento de X .

Sabémos_ que _
- . - f se £34g
fvgs= o
. lg se f£<g
| assin, | .
CHEvg) 3zt =Af 2 er 2 gl U lg » t: £ < g}
como {f » t: £ 3 gl CoIE > tle' {g s t: £ < gt {g > t} temos -
que {f » t: £ > g} e {g 3 t: £ < g} sdo elementos de X5 . Agora,

por (3.2) temc)s.qu'e'_{(f v g). 3 t} & um elemento de 6.

Por definigdo,
£ se f< g
f A g=

g se £ 349

Assim, podemos escrever
Hfag) >t} ={f 2t £<g} Uilg s t: £33 gl

como {f » t: £< gt CC{f 3> t} e {g > t: £ 3 gl {g 2 t},os con
juntos {f 3 t: £ <gle {g2 t: £ » g} sdo elementos de X . por

(3.2) decorre que {(f a g) > t} & um elemento dge .

Para a prova de que (f a ¢} pertence a classe cS ,basta

considerarmos no caso anterior a funcao g como sendo a fungao -

constante c.
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Sabemos que

(f -~ £ ac) ;

Portanto,

“Sc}_U{Oat:fsc}

W
t

_l.
Fh

{(f - flxc) > t} ={f - ¢
S yttciEgclUP
5{f‘§ ﬁ + c: f g c}(:i{f > t + cl,

| -logo-{f- >‘-"t + cl e Xe assim (f - £ A d) & um elemento da clas-

? 'tseié ' - 

(3. ll) PROPOSIQAO Seja f uma funcac 5Ln4.,ta da cﬁaéée é e g uma

funcao finita da c£a66QJ .IEnta.o

(g-8ed o (£-97cd.

. DEMONSTRACEOQ: -

: Devemos provar due para todo nimero real t estr:.tamente -

positivo o conjunto {{g - £yFs ¢} pertence a aj. Como

+ .g-f se g > 1*1
(g - £} = '

0 se g < £

podemos escrever

g - £) > ¢}

i

(g - £) > t: g> £} V{0 > t: gs £}
= {(g-f) >»t: g> £} U@
{(g-f)>t:g>f}

Por outro lado,
(g -~ £) > t} = {g > f + t}
Chamando t + £ = t' > t , pois £ & uma fungao da classe © ,temos

(g ~£) >t} ={g> tYe {9 > t} € °U. pois g pertence a J .
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Afirmamos que

{{g - £) > t} - 1g;Jt({g > r} h{f‘a'r t_}’)__ :

req
ou seja,
{g - f i t} _;§k Sr .
reQ
Qnde , | o
s =g NiEs -t

_De_fato: _ _
o Se X € {g -~ f> t} entao gl{x) > t + f(x).
Portanto, pelo corolario-do Axloma de Arqulmedes, existe r e Q -

tal que g(x) > r e £(x) < ‘r - £, ou seja, x ¢ {g(x) > r} e -
X e'{f(ﬁ) < r‘— £} = f£(x) > r - . Assim,‘x_é um. eleménto‘do 
conﬂﬁnto {g(x) > r} r\{f(x) zr- tf:. Logo,‘- o -

{g - £ > t} J Sr
r>f
re

Como Q & um elmento de & e £ & um elemento de & os -
conjuntos {g > r} e {f2r - t} pertencem respectivamente & -
Ale Mo . Assim, por f3.4), 5, pertence 3.

Finalmente, por {(1.3), {(g - at > t} e por ser a

anifio de uma sequéncia de elementos de Ul contidos em {g > t}.

Para provarmos que (f - gf* & um elemento de é , deve-
mos provar que {({(f - gf* > t} pertence 5.}6 para todd numeroc re
al t estritamente positivo.

' Sabemos gque

+ f-g se £>g
(£ - 9

0 se f g



I Assim,

E-g s tl = UE-@ >t £5> g U0 > t: £5 g
G f-q) st ExalUB
= {{f - g > t: £ > g}

= {f 3t +g: £> g}

'Tomemos o sgguihte conﬁun#b:_{f é'g.< t}.Aséim,f <£¥§.1.
Peio corolario do Axioma de Arqﬁimedes; existe um elemenﬁo r de
Q tal que | | | |
| f<r <-t + g.
' Portanto-podemoé esdfevér
f -9 <t} = M, (iE < r) Alg > r - tD

O

Y HE > cF Mg > = t])

r>
reQ

Tomando o complementar deste conjunto, résulta:

-9 5t)- DU >r - £1%)

Tg _

Por outro lado,

£ -g5E)CIE 3t

Como g & um elemento de J e £ & um elemento de é}os
conjuntos {£f >r}e fg>r - t} pertencem respectivamente 3K e
A ). Assim, chamemos

| .'{f:;r}=1<r,{g>r—t}=Ure'{f>,t}=K.

Ficamos com a Seguinte relagao
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Logo
R N{E-g3tr= K MO (N (K, UU"))
r>t
| el
g -g> b= (RO (kU D)
r>t '
XeQ _ - _ .
-N . ((KGK)U ® A UD)
r>t :
reQ

Por (3. 3) e (3 4) éeque—s'e que {£ -~ g t} & um elemento de fK‘J @

(3 12) DEFINIQA : QLZQmOA que -uma cﬂaaae % da pafutea de X e
danzsa (emnatagao a0 pan% CU,) se para todo par K,U .'com
K e:ks ‘u e‘U KCU existe um elemenio H el tat que

K< H C:'U.

-~

Mais geralmente, dlzemos que. uma classe 3 de funcoes de-
finidas em X & densa (em relagao ao par :Kv ‘U.) se para todo par
K, U com K ej(o, U e, XU, existe um elementc h ej& tal que -~

lK_'C h < l[] .

(3.13) PROPOSICEO: A classe Qjﬂéé densa. (2

DEMONSTRACAO:

Dados um par K, U com K e¥, veU, X C U, podemos constry
ir atravds da hipdtese (3.6) uma familia (U_,K,) .., de pares de

conjuntos, tendo por conjunto de {ndices o conjunto D dos niime-

(2) ‘Para esta demonstraqao adaptamos o racioe1nio classico gque permite demonstrar o

teorema de ‘Urysohn em um espago normal. {ver[Z] §4, n?l Teorema 1 e [ll], pag. 130)
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' ros racionais diidicos (3) no intervalo [O,ﬂ , @ possuindo as se-

guintes propriedades:

(a) Uo-; U, Kb = X; Ul.= 0] f Kl =K s
-.(b)_ Urc; KrC::US para .r > s ;°

(¢} UrE._GU.‘ para todo r ; K. € Ko para r # O.
 Cologuemos
f=supr '
. re .1Kr
' Entao, 0 g £ ¢ 1. Por outro lado, a funcio £, que & i-
'gual a 1 sobre o conjunto Ky =K e igual a zero sobre o comple-
‘mentar do conjunto Ué = U, pertence 3 dNfem virtude das seguin-

tes relagées:

re | para t 3 1
{£ > t} =« |
égt Ky = égt u. .para 0 <t< 1
fﬁl | para t > 1
{f 3 ¢t} =< -
\erKrf . Para o <tg1

Portanto, existe f pertencente a classe(g%Tétal que -

lg £ £ £ 1y , provando gue a classe 8%\ é é densa.: n

_ {3) Nimero diaddico é mu_nﬁmero da forma k'z"ﬁ, onde ke Z, nelN.
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4.A VERSAO INTERIORMENTE REGULAR DE UMA FUNCAO CRESCENTE SOBRE 9],

Seja A um elemento de A. Definimos, para toda parte E

de X,

(4.1) CAY(E) = 1nf A(M:ECV, VeU)

(com a condic3o habitual: inf @ =+, o |

Designaremos, além ‘diSSD, por A_ rAy OS elementos de A

assim definidos:

(4.2) -~ Ap{U) = inf {A*(K): UK, K e X} .

(4.3) A-(U) = sup’ (MK :k U, KeXo)

' (4.4)- DEFINICAQ: Dados ‘U,., veU, dizemos que u esia ﬁokteméhte -
contido em V (em nelagdo a classe Ko} se existe um efemen-

2o K.EK_DJtmE que Y- Ko v,

NOTACAO: U Vv

Com a notagdo acima, e sendo valida a hipdtese (3.6), as -~

expressoes para A- € ); Se escrevem

A_(0) = sup (A (V): Ve u, vell
A (B) = inf (V) U v, veUy
e assim
(4.5 7 A= € i € s
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De fato:

A_(D)

sup {A*(K): KCZU, K & -‘K'J-}
¥ (k) = inf {A(V): IK =v, Vv e Uy

logo para tqdo vel vOX tem-se

(4.5.1) R € AW)

Como _x_(_U) = sup {A*(K): X U, K_E'.Ké | dado e > 0] ,'-
existe RekK, R U ‘tal que | | ' |

(4.5.2) | A(D) - € < 'x"‘(K)‘

Combinando (4.5.1) e (4.5.2), dado e > O, existe KeXo
KC U tal que para todo V £, VDK vale a re.agao:
A=(U) - € < A(V)
Como XK C U, aplicando a condigao (3.6), existe K'e 5,
U* €U tal que KCCU'C K'Co U, isto &, U'CC U.

Tomando V = U', temos VCCU e assim existe V ¢ QL .,

VC C.U tal gue

A (U) <A (V) + ¢

Portanto,

A-(U) = sup(A(V}: Ve U, V eU}

Vamos agora provar que )Q,_(U) = inf{X (V): v v,veld

Sabemos que X, (U) = inf{HJ*(X): UC.K, Ke%},logo,dado'
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ce > 0, existe K e :_Ka, K 32U tal que
(4.5.3) AL+ e > ANR)

Agora, )L*‘(K) = inf{k(V): KC_V, v E“Lll}-, assim, dado: - -

.E‘ > 'O, existe V'ECU., -V:)K_ tal que -
(4.5.4) AY(R) + e > AW

 Combinando (4.5.3) e (4.5.4), dado ¢ > O,existem KeXy,

v a'_‘LL, UC KRSV, tgl que
AW - er< A*(R) < A, (U) + ¢
'Portanto, dadc;- e" > 'CJ. existe v £ U, UCCV tf‘:tl que
A (0) # € > A(W)
Provamos assim Que | f
A = inf{i(V): vcev, velUl. m
(4.6) DEFINIQEO:.Se para um cerito elemento G de UL, A_(U) = A{W)

(respeetivamente,r (U) = X(U)), dizemos que a funcdo x 2 =

intenionmente(nespectivamente, exteriormente) regular so-

bre U (em relagdo @ classe ¥o).

(4.7) DEFINICAO: Dizemos que X & regulan sobre U 4se A & ao mes-
mo tempo inteniormente negular e exteriormente regular s0-
bre U , ou seja, A_(U) = A, (U). Neste caso dizemos que U &

um confunto de rnegulanidade para A.
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(4.8) DEFINICAO: Dizemos que a fungac A E;Lnteaio&mente(&eépecti

vamente, externiormente} segular se ‘ela 2 internionmente(nes

pectivamente, e#te@io&meﬁte)-aegutan sobre fodo elemento -

‘de {'u"o -
Vemos facilmente que -

Chom = AL i App = AL
Emzodtras-palavraéz'l_'é interiormente regular e A, & exte

’

riormente regular.

Chamamos A. a versao interiormente reqular, e Ay A versao -

exteriormente reg._l_llar} da funcao A.

. Designaremos por A,_(‘U,,Ks') ;. ou simplesme'nte per A_, o con-
jur_ito ‘constituido pelaé fungoes pertencentes a A () e inte-rior—_
mente regulares em relagao a classe Ko . Em outras palavras, A_ &

constituide pelas fungoes da forma A_, onde A percorre A.

(4.9) PROPOSICAQ: Seja A, u efementos de A. Entaoc

(A + o = A+ uo 7 (M + wy = A+ py

DEMONSTRACAO:

sup{(} + W (V) : v cu, v €L}

]

(o + w)_(0)

sup {A{V) + u(V): V= U, V E'-‘U~}

sup (M(V) :vecu,vel) + sup {n(v) :vccu, vell)
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A ultima igualdade decorre do fato das fungoes i, 'S :
serem mondtonas crescentés.
_ Portdnto,-

(UL (D) = A+ u (D).
Vamos agora provar que

(A + ), =2, +u,

H

(A + W, () = inflOA + W), (N : VCCV, VeU)

AnEOV) + (V) : UCCV, VEUY

Anf A (V) :uccy, VeEW} + inf (u(v) :uccy, vel

A filtima igualdade decorre do'fdto das fungdes A e p ~--
serem mondtonas crescentes.
Portanto,

(A + ), () = A, (0) + u (0).

Por consegquinte, para que a funcao A + u seja finita e
interiormente (exteriormente) regular sobre um elemento dado de:
& necessario e suficiente gue estas condig¢les sejam verificadas

para cada uma das duas fungaes A,.u. »

(4.10) PROPOSICEO: Sejfa A um elemento de N e seja ) uma parte -

densa de®LL. Entdo, para todo efemento U de U

sup A (V) :vee =u, vel'}

L

A_(0)

2, (0) = infM(V) v v, vel}
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DEMONSTRACAO:

| ’tf & parte denéa dch. ; logo pa‘lra todo par K,. U com -
X Ej@, v U, x ﬁ, éxiste um elemento Vo e VS tal gque K-Ve U
- Sabemos que |

A (U) = sup{l(V) VCCU v eU}
"'logo, dado £ > 0, exlste v E:CU. VCCU, tal que

A (U) - €< A(v)
| Como VC CU, ex:.ste K EKo tal que VC:K - U. Agora,
| peio fato de. KOCU, como U e parte densa. de U ’ existe Vo€ ‘U
tal que VcKoCV C:_U, isto é, V&:(:Vo. Ass:ua, v sU
Portanto, existe V € ;U v o tal que

a_() = sup (V) : VECU, ved )

‘Resta provarmos que

_hl_’_(U) = inf (V) : vy, veldl )

Sabemos que
A, (D) = inf(A(V) : vCCV, vel},

logo, dado £ > O, existe V eGLL UV tal gue
X+(U) + g > MW

Como UC_CV, existe K, e JG tal que Uc:Koc.:V;U é parte densa -

de."LL, logo existe Vo EU tal que U C Ry VoV, ou seja,Uc.c:Vo

Como Vo, OOV e V e Ul temos que V, também pertence a CU.
Assim, dado & > O, existe Vo -e‘\f ’ UCC:VO, tal que -
k+(U) + € > A(Vy)

Seqgue-se que | r(u) = 4nf A (V) : U v, Vo el } a
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(4.11) DEFINICRO: Dizemos que uma parte vV de U 2 ricalem nela-
‘¢do a classe Xo Jse para toda 6un;;&:o £ dé. classe J NS ,08

- numeros nreais t estritamente positivos pdna 08 quais o -
confunto  {f >'t}'ﬁaolpentence E_if goxmam um confunto. no

‘maximo enumeravel.

'EXEMPLO: ‘LL(\jﬁkjondé 36%,desigha o conjunto constituido.

pelas unides . enumeriveis de elementOS'de:kQ) & uma parte rica de

De fato: _ . _
Seja D ="1ft é-R::'{f > £} £ U NKop}
Queremos provar que para toda fungido £ da classe Jwﬂ é_ o
conjunto D & no maximo enumeréﬁei. | |
| Para'tédb'nﬁmerofreal t eétritamenté'pOSitivﬁ, considere-
mos é-seqﬁéncia (t3;) conﬁérgindc péra t a coﬁsideremos a sequéﬁ—

cia (Kn) de elementos de }$ tal que Kic: Kj para i > j onde

K;i ="{f 2 t,} e K. = {f > t.}

i i 3 3

\JXi = 1im Ry = 1lim({f > t3}) = "{f > t}
i=1 i 1o

Assim, o conjunto {f > t} & um elemento de L f\jﬁ%,'para
todo nilmero real t estritamente positivo. Logo D & vazio sendo -

portanto enumeravel. B

(4.12) PROPOSICAO: A interseccdo de uma famifia enumernavel de -

partes nicas de U 2 ainda uma parte nica de U..

DEMONSTRACAO:

L
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Seja (ﬂj;) uma familia enumeravel de partes ricas de U..
Queremos mostrar que ﬁgi&;é umagparte,rica de‘ll, isto
&, gueremos mostrar que para toda fungao £ da ciasse IJNS, os -
_nﬁmercs-reais t estritaméntg_positivos_para 0s guais o conjunto
{f >t} nao pertence a Czijanormam um conjunto no miximo enume-
ravel. . _ ‘
;fComo_(qJL) é‘uma"famiiia‘épumerével de partes ricas de
’?Ll,;o cénﬁuﬁto . ;".' -
e éR:/'{f'->-t}'¢iJ;¢‘e‘k,’o‘ f_;’eTr\S }
.-é no maximo enumerével.‘
Por outro lado,
C{f > t}éfiQ; vk,
1030} | o . :
Cotgs we O,
pois r\iglc: 1&_ para todo k.
Portanto, para toda fungao £ da classe.érf\é , 08 nime

ros reais estritamente positivos para os quais o conjunto {f > t}

nac pertence 3 (\i&;formam um conjuntc no maximo enumeravel. ®

(4.13) PRQ?OSIQKO: Toda parte rica de U & densa em UL

DEMONSTRACAO:

SejaiJF uma parte ricé deQJ,. Entao, dado um par de con-
juntos K, U com K& Xo, ueW , RCu, existe por (3.13) um ele
mento fe & N ® verificando a relacao lrs £ §1ly. Para todo -
elemento t do intervalo (0,1), o conjunto

»

U, ?'{f > t}
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& um elemento de ‘W compreendido entre K e U. Por outro lado U
& um elemehto deiJ-, a menos de um cohjuntq enumerével_de,valores

+

de t. Isto mostra que a7c1asse'i[_é dénSa. "

' (4.14) PROPOSICEO: Seja X um elemento de A. Vs elementos de L. -

para 04 quais A e regular {oamam uma parte Aica deFLL;;

' DE_D&ONSTRA(;KO:, |
Seja'ij‘ﬁ{U‘e‘LL:A_(ﬁ)_=-l+(U)}

Dado f ¢ érP\é cpnsidetembs as fung5es decfeQCEnfes te»A{(U)
Idefinidas no iﬁtérvalo (0,+=), sendo U =1 >.£}, | |
'Sé'to & um péqto de continuidade para eéta fungéo;{f'$ to}
& um conjunto de reéulafidade para A. De'fatﬁﬁ. :
J\_(Uo_).-_= sup M (V) : VooU, , V e U} )
> sup ({E > th: £ > £}oCU, o (£ > ¢} e U}

= A{Up) pois t, € um ponto de continuidade.

Por outro lado,

A (Ug) = inf (V) : Upmev , v W}

Ty,

< infA({f > t}): U,CCHE > t}, {f > t} €U

= A(Uo) pois t, & um ponto de continuidade.

Assim, )

Por (4.5) temos que . € * £ l+
Das duas relagoes acima, decorre finalmente que {f > to} e um -

conjunto de regularidade para A. R
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{4.15) PROPOSICAQ: Para ftodo par A,u de elementos de A, as  se-

guintes condicoes sao equivalentes:

(1) A e y admitem cs mesmos conjuntos de negu_!laﬁdadé.,‘ e
coincidem em cada um deles. | ;

(2) A coincide com n em_xodb conjun/to-_qué 2 um 'cén_jﬁnté _
de rnegulanidade por y. ' o

(3) X e u coincidem sobxe uma pd&fe.ﬁica. de UL.

(4) X e u coincidem sobre una -panta_d'e.n}a da SU.

(5) A =

(6) A, = 1w,
DEMONSTRACEO:

{1) => (2) : implicagao evidente.

(2) =>(3): Com efe.itrci,r os conjuntos sobre os quais u € re

gular formam uma parte rica de U (ver (4.14)).

{3) :} (4) : implicagéo imediata, pois toda parte rica & -

densa (ver(4.13)).

(4) = ((5) e (6}): A{A) = MU(R) para todo elemento A deaU,

onde 1/ & uma parte densa de . por (4.10), temos:

A_(R) sup{x({V): VCCA, V EU}

sup{p(V): VoA, V el

b_(R) .

e também
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A (B) = 4nfX(V): Acev; V e}

L]

Anf{p(V): ACCV; V eﬂ"}

+(A).

((5) e (6)) =>(1): Seja JY@ {U: A_ (U) =i, (U)} um congun-'__'
to de regularldade para A e }@ {U. M (U} = (U)} um conjun-}
to de regularldade para M. Consequentemente como sao validas as:‘
condlgoes (5) e (6), as fungoes e 1 admltem 0S mesmos conjuntos -
de regularidade, ou seja, Jﬂ%—cyaz. Assim, se U & um elemento -
deste conjunto, X(U) =l_(U){ ﬁ(u).; ﬁ-(U); e pela condlgao (5) P

A(0) = u(U).

{U: x (U) l+(i)};

g

(5) = (3}« Sejam
‘ ‘UE, U uo(D) = (O ],

| =¥ Y

por (4.14) V] e ‘U; s3o partes ricas de U e por (4.12) U &
uma parte rica de UL. Por outro lado, para todo elemento U dte,

temos
AMU) = A0, w(D) = p_ (W),

donde pela condigdo (5),
X(Uy = u(U).

(6) => (3) : Esta implicagao & demonstrada como a preceden
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(4.16) DEFINICAO: Dizemos que dois ezemeﬁtoa A, v de A sd0 equi-
ua{entaé (em nefacaoc a classe :KD} 4& verigicam as condi-

: goea_equauaienteéI(l)-(ﬁ) da proposicao precedente.

. Por exemplo, todo elemento A de A & equivalente, ac mesmo
tempo, & sua versao interiormente reqular A_ e 3@ sua versao exte

'riormente_regular'l .

. (4. 17) DEFINICAO Sega }@ wm. conjunto de pantaé de x verdigican-
do a condigao Qez}% {mas nao naceééa&&amente estavel pela
reunido finita), e Aeja o uma 5ungao definida em }@ ches

cente, com al@) = O. Dizemos que a o sub- ad&t&ua sde  para

qua&équan que 4ejam Al ¢ By o A elementos de }% ue&&ﬁ&can

do a neiagao _A(::(AIKJ_AZ), tem-5¢ o(A) < a(Al) + a(Az)

" Dizemos que o & aditiva se, para quaisquen que sefam A, ,
A, , A elementos de J6 Oe&iﬁidanda as nelagoesd
Ac Alu A2 ‘ AlhAz =@ (resp. ADA1U A2 ' Alt'\ A2=¢)
lem-se

a(R) ¢ alA)) + a(A,) (resp. a(B) 2 a(A;) + a(a,))

As definicOes precedentes se reduzem evidentemente as de-
finicdes habituais de aditividade e sub-aditividade no caso par-

ticular onde a classe J> & estivel pela reunido finita.

(4.18) PROPOSICAQ: Para toda funcde A pentencente 4 A, as seguin

tes condigoes sao equivalentes:

(a) A_ & sub-aditiva (resp. aditiva)

.
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(b) Exdiste uma parte rica ¥ defll, tal que a nesitndicao
de » @V @ sub-aditiva(resp. aditival.

(c) Existe uma parte densa v de UL, tal que a restri-

cdo de » a V¢ sub-aditiva (resp. aditiva).

 DEMONSTRACEO:

‘Trataremos a'dembnstragéo para o caso de sub-aditivida
- I‘ de' - . . -
' (2= (B):

£ suficiente escrever 3V = {U: A(U) = x_(U).}.

Por (4.14) U & uma parte rica de ‘L. Como A_ & sub-

aditiva e coincide com A, segué—se que }a']“.- & sub-aditiva.

(b) =3 (c) :

Esta 'implicagao & imediata pois toda parte rica de °LL

(11}

densa (ver (4.13)).

(c) == (a):

Seja Y uma parte densa de ‘Ll tal que a restricdo de A
a ;U- seja sub-aditiva; sejam Ul . U2 gquaisquar elementos de cu, .
Para todo elemento V.de U fortemente contido em Ul v U2 existe

em virtude de (3.9), um par V1'V2 de elementos de U tal gue
Assim, como A & sub-aditiva,

»

(4.18.1) MV g AV + V).
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Por outro lado,
AL = s W vy , vel ) 1 ="1,2

e assim, existe vie 1[ ’ i = 1;2{'tal que -

X(Vi) ;‘S.A_'(Ui) rl = 1,2 :-

-

Substituindo es;g resultado em(4.18.1) vem: _
('4.‘18_..2). . | Min‘_g A_('Ul) + A_(Up)
Por oﬁtro 1édo,_ |
I'A_(Ul U ¥;?2) = sup {X(V): VC;C-(UliJ Uz.)., Ve')\f }
Ilégo, dado £ > O, eiisté v, € A tal.qﬁe'
(4.18.3) - | k;l(ﬁlo Uy) ?L(Vé)ﬂ-.-e'

Ppr (3.9) existe VJ'_,V‘.‘2 elementos de ')J tal gque
Voc;c;vi UV5 ' V]'_C:CU]_ ‘ Vécr_c:.u2
e assim como A & sub-aditiva,
A(Vo) < X(Vi) + A(Vé)'
Substituindo o resultado acima em{4.18.3) temos
l_(UllJ Uz) 3 A(Yi) f h(Vé) + €
e por (4.18.2)
£
l_(UllJ UZ) 3 h_(Ul) + l_(Uz) +

Em virtude da arbitrariedade de £, temos finalmente
khtUlu Uy) < A_(Uy) + A (Uy

provando a sub-aditividade de A_. N
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5. CONDICGES PARA QUE UMA FUNGCAO CRESCENTE SOBRE 9l POSSA SER

' PROLONGADA A UMA MEDIDA. _:

Nosso proposito agdra é alcangar conélgoes suficientes
l'para que uma funcao A da classe A seja a restrlgao a QJ.de uma -
medlda, ou seja, de uma fungao enumeravelmente adltlva definida
em um anel de conjuntos. Vamos nos preocupar com o problema da e

xlstenc;a de ‘um prolongamepto de A que_seja aditivo, no sentido

';finito, em um anel geradO'pofétl-ﬁ

fS.i) TEOREMA : Sajd'l‘uma funcao da.cﬁaége'ﬂ_[izto e, uma fungdo
perntencente a cﬁa&se Ae Lnt_aﬁbnmehzte ie‘guﬁafa)'. Designane
| 'mﬁé por »* d 5uhg&o deﬁiﬁida por (4.1) no confunto de tbda&
a5 panrtes de X, e pok J{ o anel ganado po& Ql As 4egu4ntea
- condigies sdo equ&uatentaé FOISE - ‘
(1) Existe uma fungdo definida em A prolongande X.
{2) 'Pmaltodo pa-i U,V de elementos de 1), zemos
Mowu vy 3wy = x(0) + A(W) .
(3) A Z aditiva e sub-aditiva.
(4) Para todo par U,V de elementos de UL, com U=V, Zemos
MV) = MO + R (™)
(5) Todo elemente U de UL ¢ mensuravel, no sentido de Ca-

nathzodony, com respeito @ X, isto ¢, verifica a -

(4) Para a equivalencia entre (1) e (2) ver [15] Teorema 1 2 (onde A & suposta fi-
nita) e [9), Teorema 1.5 e 1.22 {onde & suposto X el a A(X) = 1). Para a equivaléncia

entra (4). e (5}, verl:lz:l, Prop.z.z. Para a implicagao {3}.—:}(4) . ver[lz] prop.4.3,
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relagdo
M (E) = M (ENU) + A (EN U

para tode éubconjunto.E_da.X.
(6) A nestnicdo de ¥ ao anel JL ¢ aditiva.

DEMONSTRACAO:

(1) = (2)

Dados dois conjuntos U, V pertencentes i ), as seguig'

tesiiguéldades-sao_vélidgs:

- (UNVv) U '(U\‘.\?) E v = (U n V) o (V~U)"

Como por (1) e;iste una. fungao aditiva definida em prolongan
‘do A, temos | R ‘ '
\(O) = .x-;(u NV + X(U~D) .',-‘x(v_) S A AV + AVD)
Somando as duas iguaidades acima, resulta

AMUNY) + AUATY) + AUW) + A(VNT) .

(5.1.1) A(U) + A(V)

Por outro lado,

(U~V) U {Vv=oy U (UnNwv

ouv

Novamente pela aditividade de A temos

(5.1.2) MU U Y) = 3(UNYV) + A(VU) + X(UNV)

- Substituindo (5.1.2) em (5.1.1) vem

MU + MV = A{UANAV) + A(UUV).
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(2) = (3)
Por {2) temos que
A(U ﬂV)_ + .J\(U JV) = ‘X(U') + .JL(\-)')
Podem ocorrer dois cas_os:.
UNV =g ou _ﬁhv;ﬂﬂ-;_
No primeirq' Cas_'o ;\(F.J.('\. V) i 0, e a_ssifn _
AT UM = A0 +am
provandc a aditividade. |
No segun@o ca_sc:; )\(U.(\ V) >0, e assi;a
AU U V) s A(0) . A (V) ,
ﬁrovando a sub-aditividade de A em UL

(3) = (4)

Devemos provar que para tode par U, V de elementos de

CU, com gc v,
AMVY = A(D) + A*(.VHU)
Como Uc= V, podemos escrever
V=00 {V~U)
'Aplicando_ X* a igualcf;lade acima, wvem -

o= X (U v (v=u))
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De acordo com a definicido (4.1), segue~se que
YU U(VND) = inf{A(H): U U(V~U)—H, BeU }
Tomando H = UUBH' onde H'e UL, H'™SV~U temos

A wuy~m)

V) = (V)

]

inf AU YUH"Y: U U (VHU}&U UH' ; H'€ U3

]

.inf{l(U} + A(H"): U Li(V“nU)CﬁZU’LiH[': H'eql.}.
C$ MUY+ inf{A(E): B' S (V=0); H'eU }

Como  inf{A(H'): H'== (V~U); H'e¢ W } = ¥ (v~ ,se-

4"

gue-se que
AWM € AU+ AR VST,

Pelo fato de A ser interiormente regular, para demons
trarmos a desigualdade oposta, & suficiente verificar a desi-

gualdade
A(V) 3 A(T) + X (v~U)

para todo élemento T de L fortemente contido em U .
Cémo TC CU, existe um elemento K de Xo, tal que
T K< U.
Agora, V~K = VM KC & um elemento de U por (3.4) ,
e TN(V~K) =@ .
Como |

T KUV
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‘segue—_se' que
e ‘assirr_l ‘ .
T UVSK= V..

.I.@gd-,-'peia aditividad'e_.de IX, .obtemoé
A(T) + A(\KI_O‘ s MV).
' Por_outrd lado, -
P (VD) = infO(D: VDH, He U3 .
I.To_mando' H _.,le;K::;lv-\U-. segue-se pela defJ:.nig.Eo._de fnfimo que
R UND) < A(UNE),
~ Assim,

A(V) 2 A(T) + X (VD) ,

como queriamos.

(4) = (5)

Dado um par de conjuntos U, V de elementos de i8S com

UV, podemos afirmar que V r'\_Uc::V‘. ‘Assim, por (4), temos
(5.1.3) MY =AMV D + N uS,

Seja v e U tal que VOE, logo
VAU >DENDU,
e pela definicao de ¥ podemos escrever
M(ENU) =inf{A(H): EN Uc=H, He U }.

Tomando H = VN U, segue-se pela definigao de infimo

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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que |
¥(EMND §MVNY)
- Substituindo-se o resultado acima em -(5.1.3)  temos
(5.1.4)  A(V) 2AEND + X (VAT

Novamente, pela'definig-aobae A%,
A*(E ATE) = inf {%(H)' : EI:'('.\.Ucc;..H,_ He‘LL } -
CO_nslidera;ndo‘ H  = vn e :""E N U-‘."',. éégue—se Pél'a defin_i_’-. :
‘gao de I_x’xfi;no- que | ’ . | '
A* (ﬁ Nt g A*.(fr N %),
Subst.it.:uim.iq—'se l_a rela(;ao acima.'en_l :(-5..1.4) , obtemos
(5.1.5) .‘A(V)_ s ¥ (EAD) + l*.-.(E n ). |

Agora, pela definigao de X, temos
2 () = inf{\(H): B DE, He WL }

" logo, dado €> 0, existe Ve AL tal que
{(5.1.6) W(E) +€ 2 A(V)

Resulta das desigualdades dadas por (5.1.5) e (5.1.8)

e da arbitrariedade de £,que -

(5.1.7) ¥(E) 3 ¥ (END + X ENT.

Resta provar gque

W(E) < FENMND + 2 (EN TS
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Consideremos V' , V" elementos:' de AL tais que

VIDDE N U. , VWDE A S,
L_on%gb, . |
| ' '_v‘y'v":::ff_;nu)u(E‘OIUC)?E.
'-?ela defiﬁigio de. )t*
J_G* (E) = "ilnf _{A-(“V) : (B OVU) U '(jr:.n t.J_C') c.-;_-__'lv, ve W )

EA(V U V") V'DENTY, V'DENTS ; v, vieU}

n

A

Iinf {a(v) + x(v"’) : v*# E O U,‘ v"":sEn' Uc.;v" ,'v",c_"U.}

A ﬁltima'deéigualdgde decqrre db-fato de'ﬂ'sef sub—aditiva;

- | Aésim, . | o

X (E) g inf {(\(V") V'S E A u, Vl'e Uy o+ inf‘{l'(v") VD Ehﬁc,v"tﬂl}-
ou seja,

(5.1.8) X*(E) € ®(ENT + »*ENUVD.

Finalmente, combinando as desigualdades dadas por =

{(5.1.7) e (5 .1.8), fica demonstrada a igualdade.

(5) = (6}

Designemos por_]‘fo a classe constituida pelos conjun
tos mensuraveis com respeito a i* . Mo & um anel e a restrigio
de * aJ & aditiva; se U estd contido em Mo, também estd ~

em-’% , ¢ a restrigao de X* a ;q: é aditiva.
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(6) =>(1)

Esta implicacdo & evidente. m

(5.2) COROLARIO Saja A uma, 5uncao da classe A Suponhamos A
‘ ad&t&ua e sub- ad&t&ua, e dea&gnemo& pon.ir o conjunto -
conAt;tuLdijatoa elementas de U para o0s quais A & §4i-
;nitd-a &aguﬁgi; Se Vl,-Vz.ééo elementos de.ir, entao
_ r\v _

V1 ¢ 1YV

L2
-éao e£emanto& deif

DEMONSTRAQKO:'

Para a demonstragéb, trocaremos A por A_,pois estamos -
supohdo'l interiormente regular.O teorema anterior mostra en=
“tao que A e a restrlgao a Ql de uma fungao adltlva H, definl—
- da no anel gerado por'Ql Entao, dados os elementos'vl, v, de
' ex1stem elementos Ulr U, deéll talg due

Vicc Ui para 1 =1,2.
Agora, por (4.14) 3/ & uma parte rica de ‘U e dal -

& densa (ver (4.13)), donde por (4.10)
Af(Ui) = sup{h(Vi): Vic;c:Ui, Vie%f , 1 = 1,2}.

Pela definicao de supremo, dado € > O, existe Vieif

tal gque

A(U) $ MVy) + €
ou seja,

AUg) - A(Vy) g€ para i =1,2.
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Pela parte (4) do teorema anterior
’,‘(Ui) = A(Vy) +.,_“(Ui\'vi] , 1 =1,2.

~ Assinm,

F5.2.1) u(_Ui\.Vi) .=I.J\(Ui) - l(VJ_) e
Como V.o U, bara i= 1,2 , & valida a relagao
Vl U V_ZEC:IU]_Q U2 .
Aplicando I:iovamalnte a parte (4) do teorema anterior
obtemds |
a0, U.__Uz_) = MV, U V,) + u((l_TIU l_Jz)‘\_(Vl UV,
| e assim

AU VU, — AV U V) = wl(U U Uy (V] U Vo))

Como (U, U G~ (V; U Vo) = (U~ Vl)_ U (T,NV,) e
u & aditiva, decorre que '

e por (5.2.1) concluimos que
AU U Uy - AV Y v, € 2
ou seija,

Portanto, dado ¢ > O e vluvz ;, existe Ulu Uz edu,

Ul U UZ_D'::VlU V2 tal que.
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'X(YlkJVZ) inf{lﬁ?;tJ Uz):(Ul\J'Uz)F:;:fvl L{Vé{, Uy U Uzte}

1

A (Vluvz)
Provamos assim que (V J V2) pertence a%f

Prova-se de maneira anialoga que(Vlh V2) _pertence .aﬂf. l

Des:n.gnaremos por :KD (respectivamen_téauig'): a classe -
constituida pelas reunides ‘enumeraveis _de. elemén'to_s‘ de Xo (res- .
_pecti\}amente pelas intersecgae.s enumeriveis de elementos aeU).

| De acordo com a terminologia de [14_] ,'[16] ,diremos‘ que
j_<9 & Compactal ou enumeravelmente compacta) se toda familia en_q
meravel de elementos de X5 cuja intersecgao & vazia, admite uma

sub-familia finita com intersecgao vazia.

(5.3) PROPOSICAO: Seja X uma funcaoc da classe A.

(a) Se ) & interionmente regulan e se a classe 36. e com-

pacta, » ¢ continua sobre seqitncias crescentes.

(b) Se A & contlnua sobre seqilncias crescentes e w‘Uc:'](s ,

A e dinterionmente regulanr.

DEMONSTRACAQ:

(a) Seja U # @ um elemento de U e seja (U) uma segquén-
cia crescente de elementos de U com 1im U, < U.

Se V & um elemento de Ul fortemente contido em U, temos =
VC::Uno para n, suficientemente grande, do fato de X ser com-

pacta, pois consideremos



- 56 ~

K, = KN Uus

_ c
Kn = K F\Un

Formames assim uma sequéncia de elementos de . (ver

| .. |
. ®
Observemos que anKn.z @ , pois
. I

N K

n=l_n

iy e - c ~ c . C -
= = KX U =K 3] = KN'U~ KCo U,
| an_(K oy | M« ﬁl 2 = r(;)__{u e

1

_ _ _ : Ne o -
Logo, corho a dlasSe X & compacta, existe_ n, € N tal gue 1{5_ lKn=g
Assirﬁ, existe ny € W tal que Up S KDV, ‘ | |

cOmé' U= 1g'.lm Un. com Uic._—_ Uj péra_ -'i'.,,< j,segue-se gue
existe ny € IN tal que V& U, para n 3 fp. '

Portanto, A(V) ¢ MU, paran zn, , e conseqiiente~-
mente

(5.3.1) AMV) ¢ sup A(Uy) .

Mas,

A (U) = sup (W : Ve u, ve W)

Portanto, pela definigdo de supremo, dado € > O, existe vell
tal que

Combinande (5.3.1) e (5.3.2).Eemos

A_(D) = € <A (V) & sup A(U) .
| | u
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Como € & arbitrario e A & interiormente regular,temos
(5.'3'3) . o A{U) < S.HP AUy)
~ Cada U esta contido em U pois (U} & sequéncia cres-
cente de elementos de ), logo aMUL) 5 A(U) para todo n.
Decorre daf que |
. (5.3.4) - - . sup MUY s MU

De (5.3.3) e (5.3.4)’concluimbs que A & continua sobre

sequéncias crescentes.
(b) Em virtude da hipdtese QJ_CIJG_, podemos dizer
que U e & uma unidc enumeravel de elementos de 35}‘isto & ,
U = s «
1911
Seja (Kﬁ) uma sequéncia crescente de elementos de %6

construlida da seguinte maneira:

Y -
Kl = Kl
1 =
K2 = Klu K2
L] nl
K! = K
ik=Jl 1

Assim,

-+ ‘m

U k= U g, =0U.

i=1 % i=1 1

Como Kic: U para tddo i, aplicando (3.6}, segue-se que

*
Ki(:_‘.Ui: Kic: U para todo i, 1 = 1,...,n.



g -

Tomando'~

ol

A
a’
T

I
CB

Un Uy

i=]
. construimos uma sequéncia crescente (Uf) de elementos de UL sd-
‘tisfazendo, para todo i,
1 1 .
RIC U =U
e portanto,

0 o . )
lglK;.{: ‘L=J1 Uj‘.; u.

) o
Mas, U K! = U , donde se conclui que U = U U/.

n _
Por ocutro lade, U'cC U K¥c- U. Logo, Ulc U,
n— 4= i n

Assim, para todo Vezc= U, existe Kﬁ pertencente 5'33

tal que VC Kr'z — UI'1 < U. Portanto

(W) = sup{A(U)): Ulemc U, Uy e}

Como A & continua sobre sequéncias crescentes, decor-

re finalmente que A_(U) = A{U}). N

O teorema seguinte fornece condigoes para gue uma fun

c3o A de classe A_ possa ser prolongada a uma medida.
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(5.4) TEOREMA: Seja A uma funcgac da classe ﬁ_ . Suponhamos X adi
tiva e sub-aditiva, e desighemos pox W oa ﬁuné&o- definida
ne confunto de todas as partes de X por |

A*(B) =-inf{x(V): EC V, v e LY.

As segudintes cond&gﬁeé,6&0sequiba£ent24I5):

(1) . Existe uma medida qué pnotoﬁgi X._ |

‘(2) A e continua sobre éeqﬁénciaa ﬁnaécaﬁtaif -

(3) A e anuméﬁqbé£ménte‘Aub—adétiua. | |

(4) A na$taig&o‘da A*.E-czaaaé conatitufda pzios.e£emént§a*
de U e por seus Aubgbnjdhtoa ¢ enumeravelmente sub- )
aditiva. | | | |

(5) A resinicdo de A* ao anet gerado pon UL ¢ enumenavel-

mente aditiva.

DEMONSTRACAO:
(1) = {2)
Seja'(Ui) uma-seqﬁéncia-creécente de elementos de AUl com

U=kiJUi, Uy = 9.

an . L] "
Consideremos uma seqiiéncia (Uj) construida da seguinte ma-

neira:
U =0y
[ ]
U2 = Uz*--.._Ul
ol =
n = Up~Un

(5) Ver[4](com a hipdtese suplementar U C-I‘%P A finita) ;.[5], cap.IV {§1,N.4 Teorema
L §2,N.3 Teorema 5) e [12] prop.4.4, o
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L d - ' - . —
A segliencia (Uy) e crescente e seus elementos sao dois
a dois disjuntos, logd \f Ui = 1.
Por outro lado, pela hipdtese (1) temos
i Y ui)
*, 1 . * - -
E A (U;), pois A~ e aditiva.

A(0)

L

= lim L 1

‘* . N I‘ N

o

R
lim k'(Ui)
A Gltima igualdade decorre da hipStese(i), provando as

sim que A & continua sobre seqiiéncias crescentes.

(2) = (3)
. Seja‘(Ui) uma segiiéncia de_elementos.dé WU tal que -
‘.UUi‘=U:U€‘:-L1-Q
i =

Construamos a seguinte sequéncia:

G,=0y

[ ]

. n
Uy, = MU

Desta forma a sequéncia (Ui) assim construida € cras-
cente e VU, = Ju =u.

i i i i

Logo,

Ay o= A('LiJ ug) = Mk.i) Ui) 2 siup h(Ui)r

- - .
pois A e continua sobre seguencias crescentes.
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Temos por hipdtese que ) & sub-ziditiva, logo
n n
)«(i\_.__!lUi) £ Ty A (00)

Passando ao limite em ambos os membros da desigualdade

~acima, resulta -

1

n " - ©
lJ.m (X { L___g < lim(%, K(Ui)) = Zi_l_l(Ui')

_' I1-rco o i= =
 Por outro lado, -

lim ()\(UU)) lim A( U.U.) = sup A(U,}"

n—~w 'n o i=1 1 i 1

A Gltima -1_gualdade decorre do fato de A ser continua sobre se-

guéncias crescentes. Assim,

PCEREEANYIAS

(3):}(4}

A fungdo X & suposta enumeraveln;'tente sub—aditiva.-

Seja E uma parte de X contida em um elemento V de AL e
seja (Ep) uma sequéncia de partes de E com UnEn = B.

Por outro lado, dado e>0, existe para todo n, um ele-
mento U, de U tal que
(5.4.1) EnC U, » MUy € ¥ (Ep) + e27R

Cologuemos U = V N .U

- n=1 o
O conjunto U contém o conjunto E e € um elemento de UL,

de modo gue

* * iy v ®
(E} £ » (U} AV N (nl;'lUn))

= AV (VAo
' € LM VA Uy, por (3).

nl
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© : _ .
Ennl_ltun) ; pois (VN Uﬁ);: Un.

A

7

'Eﬂ:l(l*(ﬁnj +_2f.;);-por {5.4.1)

o

n=1

-

* ’ @ -n
E (Bp). + T,2; €27

(=]

o .
= zn=1 AT (ELR) + el

Portanto pela arbitrariedade de ¢ conclui-se a afirma-
cao.

(4) = (5)

Em virtude de (5.1) a restricdo de »* ao anel gerado -
por'Ql & aditiva; se a condlgao (4) & satlsfelta, esta restrigao

& também enumeravelmente sub-aditiva, donde também enumeravelmen .

te aditiva.
{(5) =>(1): esta implicagao &€ imediata. =

Um outro critério util, gue permite reconhecer se uma
dada fungdo pertencente & classe A &€ a restrigao a U de uma medi

da, & fornecido pele teorema seguinte.

(5.5) TEOREMA: Sejam A, u duas funcoes aditivas da classe A.Se a
“dungdo v = A + u e finita, inteniormente negular ¢ prolon-

gavel & uma medida, o mesmo vale para as fungoes A e us

DEMONSTRACAQ:

Primeiramente, as fungdes X e p sao finitas e interiormente
regulares, em virtude da conclusao da proposi¢ao (4.9). Estas fun

cdes sdo além disso, continuas sobre sequéncias crescentes, visto
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gque no caso contrario terfamos a existéncia de um elemento.U de?, -

e de uma sequéncia crescente (U,) de elementos de “W verificando

‘as relagoes

YU =0, sw vty < v

Em virtude do teorema (5.4) & suficiente-verificéf'ﬂ'a ;
sub-aditividade de A e u. Entao, dado um par U, V de elementos de’

‘°ul , podémos'escolher {em razdo da regularidade interna de X e )

duas sequéncias (U,) » (Kn) de .partes de‘ll, tal que -

Uy eu, Kn.e'Ké P U= K = U

A_(U) = 1fim AUy (o) = liilm u(%).

Coldquemos
T = lﬁm Un = lém Kn
Entao,
{(5.5.1) Te=U , v(T) = lim U(Un) = yv(U)
n

Por outro lado os conjuntos U, e V, = VN Kg sao disjun

tos e estio contidos,respectivamente, em U e V, de modo que
AU + AV = MU U V) s A(UUY)
e por consequéncia

(5.5.2) 1im(x('un) +MVY)) £ XU LWY

A mesma desigualdade & valida, naturalmente, para a -
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funcio u:

(5.5.3) 1Iilm(u_tun') F V) € ulU UV

Mas; a sequéncia (Uy) & crescente e tem T por limite, -

‘enquanto ‘que a sequéncia (V,) & decrescente &€ tem por limite 0.

conjunto

VvV Alim k§ = vNT©
vV oLgm

Cohseqﬁentemente a_sequéncia (UnlJ'Vn) tem por limite

o conjunto T U V.

Em virtude de ser v finita e prolongavel a uma medida,

resulta por (5.5.1) gque

(5.5.4)  Lim(v(Uy) + viVy)) = v(T UV) = v(T V)
n S _ :

Compafando esta igualdade com (5;5é2) e (5.5.3) vemos
que as desigualdades sdo de fato igualdades. Resulta portanto -

que

Aoy V) = l%m (A{Up) + A(Vp) € A(U) + A(V)

Como a mesma desigualdade & valida para a fungao u,se
gue-se que as fungdes A e u sao sub-aditivas, concluindo a de-

monstragac. ®

6. O TEOREMA DE RIESZ GENERALIZADO

Nos proporemos agora mostrar que algumas propriedades
de uma fungdao de conjuntos da classe A se traduzem pelas propri
edades da integral correspondente, considerada como um funcional

sobre a classe J%1t§ ou sobre uma parte densa desta classe.
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- (6.1) .PROPOSIf;ﬁO'-.Seja A, H duas funcoes da classe A, equivalen

tes no éent&.do da (4. 16) Ent&’.d

Jf ar = If du .

pah.a todo ezamenio £ de QT('\ S,

DEMONST RACAO :

Pelo fato de A, u Serem equivalentes, elas co:.ntndem sobre
uma- parte rica de 'U.. Isto s:LgnJ.fJ.ca que, para todo elemento f de -
.pj(\ é o conjunto COnStltuldO pelos numeros reais t estrltamente

-pos_itivos tais que a relagao
X({E > £}) = u({f >t}

nio seja valida, & no maximo enumeravel.
A conclusio resulta diretamente da definigao (2.1} de in-

tegral. W

(6.2) PROPOSICEO: Sefa © uma parte densa de J(')GS Para todo e-

Zemento A de A e para todo efemento U de UL, temos:

A{U) = sup{_[f dx: £ g1ly. . fe_@}
A\, (U) = inf{ [£ dr: 1y s £, £ C).
DEMONSTRACAOQ

Para todo elemento £ de € , sendo valida a relacao f ¢ lU'J

aplicando (6-1_)' segua-~se que

If an = [£an ¢ [1gan = A=)
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Seja V. um elemento de CU_ fortemente contido em U. Logo .
existe um elemento K pertencente a. jG tal que VC‘ K c:_U ‘Como Q

& 'uma parte densa de Jn e() exlste um elemento f de @ tal gue -~

ly s £5 1y - Resulta dal que o S ‘
1(V)= jl dksff axn.
~ Assim,
(6.2.1) . AV J’f ar g A-(m)

- Por: deflnlgao temos.
- A_tU-)‘.= sup{A (V) : \}CCU, ve‘U},
]-.ogo..dado e>0e @ado Ur-:I‘U., existe Ve"U. ,'Vcl::'cU 'ta_ii gue
(6.2.2) o ) - e s A V)
ébnﬁ:inando {(6.2.1) e {(6.2.2} resulta que
A_(D) - € g J’f ar < A-(D)
donde se concluil que
a_(uy = sup{J’f'-dl_: f « iU: feC}
Procedemos de maneira analoga para concluif que
(@ =inf(ff ax: 1y ¢ 55 €1 m

(6.3) COROLARIO: Seja © uma pante densa de dN &. Parna gue dois
elementos A, u de A sefam equivalentes no sentido de(4.16)

2 necessario e suficiente que -
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para todo elemento £ de C .

DEMONSTRACKO:

Para provarmos a necessidade; basta aplicarmos a propc
sigdo (6.1).

‘‘para a suficiéncia, aplicando a proposigao (6.2) resul

ta:

'l_(U5'='sup{ J‘f di: f & lé'; £el}
= sup{ I £ du: £ < L » fe@}
= p_(U) .

A (W) = inf{ [ £ dx: 1 ¢ £ , £e€)

= inf{ Ifdu:luéf , £eC)

= U+(U) .

Asgim, as fungles A e W verificam as condigoes (5)e(6)
da proposigao (4.15), e portanto sd0 equivalentes no sentido de

(4.16) .

O teorema seguinte trata-se da representagao integral
de um funcional definido em uma parte densa de érn_é. Ele gene-

raliza o teorema cldssico de Riesz-Markov.

-
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(6.4) TEOREMA: Seja € uma pante densa de Jﬁos , possuindo as se-
guinteé propriedadesd: ' | : |
{a) toda funcao be&;eneeﬁta i@ Z nuta sobre o complementar

de ‘um elemento de 36

(b) pana zodo eﬂemento £ de C e para tada namero heal ¢ po-
émt&uo, a4 5ungoe4 of, £rc ¢ £ - frc = (£ - et pexten-

" cem a GL-

Seja J uma apt&cagao c&eécente da(E em R, taﬁ que, para-to-

do elemento da‘g e pana todo numano real ¢ positive, tem-
Ae'

(1) I(ef) = eI ;

Il

(2) J(£) = J{Eac) + I(E - £Ac) ;
L (3)  J(E) = suBJJ(fhn){ﬁi ‘
- ne . : . .
Entdo exisie uma funcdo : da classe A, Zal que

J(£) = j‘f ax

para todo efemento £ de €.

0 mesmo nesultado ¢ vatido para uma fungio A pertencente a

A_ ; ela ¢ entdo univocamente deteaminada.

DEMONSTRACAO:

Designemos por A, i os elementos de A assim definidos:

-

(6) Observemos que esta ultima condit;ao a automaticameﬁte valida se as funé;ﬁes da -

classe @ sdo limitadas.
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.X(U) sup{i(g)z'gs - 1U r'G-E@}_

() = inf{I(g): 1< ;9;.‘35 Q}

Afirmo que X < 1. De_fatd:
sejam A= {ge@, gg 1} e B={£eC, ly¢ £}.Lojo "
| g€ 1ys £, e
Em virtude de J ser crescente, decorre que

J(g) € Iy € ()

'donde. se conclui que '

sup J(g) < J(lU) e inf J(f) = JIlU) :
geA | . ' feB -
ou seja, A & H -

Mostremos que também U A . Com efeito, dado um ele?
- mento U de CU-, se V & um elemento de U tal que UccV, existe uma

funcio g da classe € verificando a relagao

Decorre dal gue

p(u) ¢ Jg) g Av)

provando a assergao.

Observemos agora dgue a relagao AL g l+ implica na

equivaléncia de A e (no sentido de (4.16)).

£ suficiente agora mostrar dque

(6.4.1) : '_['f ar < J(f) < j‘f du .
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Resulta de (2.4) e (2.5) que para demonstrar a primeira

das desigualdades e suficiente verificar que dada uma seqiiéncia -

decrescente (U,) ., @ elementos de U, e coeficientes reais po

sitivos c; o tais que a funcao simples

n .

cilUi.'

seja majorada por f, tem-se
2T e A(U) < 3(6)
1=1%A ) &

Vamos fazer a éemonstragap por induééo.sobreln.-

Para n=1.temos | _ | | |
c)ly, < £ ,_fa(?,

‘logo;.

| c | f‘.

Loy € o ‘31.8@ por (b)..

Pela definigaoc de 1, vem
£
n(U) < J(—EI)
D(U.) ¢~E—J(£) por (1)
B A cq
Logo,
cyu(ly) ¢ J(f),

e como A £ Y, vem

cll(Ul)‘s J(£f).
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Vamos supor o resultado verdadeiro para (n - 1) 21 e

1

demonstra-lo para n. '

Notemos que
¢jly, =9 a ¢ £ facy
X n-c'l ='I(.g SET-T0 LN § T L
_&ondé_aplican&o a formula de recorréncia,
clxtquas:J(f A 911
£ eauL) € JUE - ey ]
1=2C4 A (T3) € JUE = ¢ )70
. Somando ‘as duas.desigﬁaldades,'temoq 5
n -x u. < J(E A< ) +-J((f-'—. )
L3o1@h(Uy) € T8 A cy) + JUE = )
e pela hip6tese-(2) vem
n J(f
Ei=lcil(Ui) < ()r
ou seja,

J'g arx < J(f).

Segue-se que © limite superior de J-g dx @ menor ou i~

gqual a J(f) e pela proposigaoc (2.5) temos
.rf dx g J(£).

Fica assim demonstrada a primeira das desigualdades de

(6.4.1). *
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Para demonstrar a outra desigualdade vamos supor inici

1
1

almente que a fungado f seja limitada.

De acordo com a. hipdtese (a) existe um elemento XK per

_ tencente 3 Jo tal que £ seja nula sobre o complementar de K.

como G & densa, podemos determinar um elemento V de QL

e um elemento g de e tal que Kc Vv, l < g e por conseqiiéncia

u(V) £ J(g) < +oo .

Portanto, podemos apllcar a fungao f a prop051gao (2.6).
Cons;deremos uma sequenc1a flnlta decrescente (Ul)lélin

de elementos decll, e cogfic1entes reais p051t1vos_ci tais gue a

fungdo simples

0 1
g = oF
, 1 =171"U5
majore f.

Basta provarmos que

n -

A prova serd feita por indugdo sobre n.

. Paran =1, como g > £, temos

c.l.. 2 , £e@

logo,

1. 3 £ , cf e © por (b)
Pela definigdo de A, vem

£

»
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"Pela homogeneidade positiva de J'resuita que
oAUy 2 I
Como u 2 )\'e_cl e um.nﬁmérd real positivo, segue-se Que'
c;”‘”l) > J(f).
Suponhémos_a'concluséo valida para (n - 1), e pfovemos"

" que vale para n..

Notemos que
£ A'Cl £ 49 A c, = Cl'lUl
. e +, | . . n -
( ¥y cl) < (g FiN Cl) = i=2cilui‘f )
donde aplicandc a hipdtese de recorréncia
£ Yy ¢ 3.0 (U
somando as duas desigualdades acima, temos
£ ' + "
CJ(E A cp) F JU(E a ¢y} ) £ Zi=1ciu(Ui) '
e pelé hipdtese {2), vem
f I
isto &,

J'g dy > J(£) .
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Seque-se que o limite inferior de I g du € maior ou i~

gual a J(f), e pela proposigao (2.6) temos
[£an s a0,

Fica assim demonstrada a segundé desigﬁaldade'de (6.4.1)
.para o caso de f ser limitada; | |
| Daremos agora a prova desta dééigualdadé para uma f -
qualqugr. “ | - - -
' ConSideremos a seéﬁéncia (f a n)ﬁenq.'Tal-seqﬁénéia. é
limitada-para-cada nelyV , monéténa crescente e converge pafa f. ‘
Aplicando o raciocinio empregado no cééo precedenté;tg

mos

[(tam.au>3(fan, ¥ne N
donde
sup'f (f o n) dy 2 sup J(f A n}.
n n
Por (2.3)(d) e pela hipdtese (3) deste teorema, segue~
se que

J'f du > J(E).

Conclui-se portanto a demonstfagéo do teorema.

Vamos agora provar a unicidade da funcao A da classe A-.

Suponhamos que exista uma outra fung¢do y da classe A-
tal que'J(f) = J.f du. Logo, J-f dy = J.fldl para toda fungéo f -
da classe @ . Portanto, pelo coroldrio (6.3), A e u sdo equivalen

tes no sentido de (4.16). Assim, A e u satisfazem as condi¢des e-
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quivalentes da proposigéo (4.15) e entao A- = u-. Mas pela regu-
laridade interna das fungdes A e u, segue-se qu& A = U, provando

a unicidade desejada.

0 Trabalho de De Giorgi—Letta [7] que anallsamos em ‘nos
sa dlssertagao adquire maior 1mportancia quando G.Greco [8] usanl
do suas 1de1as pr1n01pals estabelece (o} concelto de Integral Mono o
tona: | . |

" Seja A um conjunto nado vézio e séja EO,+QFX a cl#sse"
das fungdes deflnldas em A e com valores em [0, +9] |

Dizemos que uma aplicagao T: B -> [O +w] onde ® # Z,

Bt:ﬂb +«JA & uma " integral monotona sobre B " se para todo A=

'pertencente ao intervalo [0 +w) e para todo {f,g}c:nB valem as -
seguintes proprledades: I ' |
(1) Xg ¢ B, g A-A eB, gv A—- X €eB

(1) TOg) = AT(g)

(i1i) g ¢ £ = T(g) < T(L)

{(iv) T(g) T(ga X)) + T(gv =2
(v} T(g) = lim T(g A n)
n-oe

. 1
%&Q T{g v %7 "ﬁ;)'

(vi} T{9)

Neste seu recente trabalho, Greco chega também por ou-
tras viaé ao Teorema de Representacgao de Riesé, com a introdugao
de uma"medida generalizada", que desempenha o papel da medida de
Radon na_formulégao classica.Acreditamos que, com esses nOvos con
ceitos, seja também possivel estudar problemas em aberto na Teoria
da Estatistica Robusta,onde as Capacidades de Choguet sao atual-

mente ferramentas fundamentais [10]'
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