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Resumo

Sejam E' e F' espacgos de Banach. Os principais resultados que iremos expor serao teoremas
sobre a reflexividade de L(E; F') e P(™E; F'). No capitulo 2, estudamos alguns conceitos
bésicos da teoria de produtos tensoriais de espacos de Banach. A importancia do capitulo
2 para o trabalho serd, essencialmente, a identificacao do espaco de operadores lineares
continuos L(F; F) com o dual do produto tensorial projetivo E®,F’. No capitulo 3, que
trata de espacos de polindmios homogéneos, incluimos defini¢oes e resultados basicos e
estudamos um teorema de linearizacao que permitird transferir resultados em espacos de

operadores lineares para espacos de polinomios homogéneos.
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Abstract

Let F and F' be Banach spaces. The main results in this work are theorems concerning
the reflexivity of L(E; F') and P(™F; F'). In Chapter 2, we study basic concepts of the
theory of tensor products of Banach spaces. The importance of Chapter 2 will be, es-
sentially, the identification of the space of continuous linear operators L(E; F') with the
dual of the projective tensor product E®,F’. In Chapter 3, that deals with homogeneous
polynomials, we include basic definitions and results and we study a linearization theorem
that will allow to transfer results from spaces of linear operators to spaces of homogeneous

polynomials.
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Introducao

Esta dissertacao esta dedicada ao estudo da reflexividade do espaco de operadores lineares

L(E; F) e do espago de polinomios homogéneos P(™E; F') entre espacos de Banach.

O trabalho comeca com um capitulo preliminar onde relembramos alguns fatos basicos
a respeito de espagos reflexivos e operadores compactos. Enunciamos sem demonstracao
duas caracterizagoes de espagos reflexivos; uma delas, que diz que um espago E é reflexivo
se, e s6 se, a bola B é fracamente compacta teve a demonstracio omitida para nio
estender demasiadamente o trabalho e ter o risco de perder de foco o objetivo principal.
A outra caracterizacao, que diz que um espaco de Banach F ¢ reflexivo se, e s6 se, cada
funcional linear continuo em E atinge sua norma tem um nivel que ultrapassa este texto.
Também enunciamos sem demonstracao alguns teoremas importantes como o Teorema de

Ascoli e o Teorema Bipolar.

No segundo capitulo, estudamos o produto tensorial £ ® I’ de dois espagos vetoriais £
e F. Se E e F sao normados, definimos a norma projetiva m em F® F. O completamento
de F ® F munido da norma projetiva é denotado por E®,F. A utilidade do produto
tensorial deve-se, em parte, as identificagoes que podem ser feitas entre diferentes espagos.

Temos que

(BE&.F) = B(E x F) = L(E; F')

onde B(FE x F') denota o espago das formas bilineares continuas em F x F'. Em particular,
se F' ¢ reflexivo, entdo (E®,F') = L(E;F). Nesse caso, diz-se que E@,F’ é um pré-
dual de L(E; F). Uma das vantagens que se tira dessa identificacdo é que no lugar de

se trabalhar com operadores lineares, trabalhamos com funcionais lineares, que de certa



forma sao mais simples.

No capitulo 3, estudamos o espago de polinémios m-homogéneos P(™E; F'). Um po-
linomio m-homogéneo é uma aplicagao P : £ — F da forma P = AoA,sendo A : F — E™
a aplicagao diagonal © — (z,...,z) e A: E™ — F uma aplicagdo multilinear simétrica.

Uma relacao fundamental entre P e A é dada pela Formula de Polarizagao

1
A('xlv"'axm) = W Z €1"'EmP(.I'0—|—€1£U1—|—--~ +5mxm>
gj==x1
Para expressar a relacio P = A o A, escreve-se A = P ou entdo P = A. O resul-

tado mais importante do capitulo 3 é um teorema de linearizacao de polinomios obtido
por R. Ryan [14] e demonstrado com outra técnica por J. Mujica [9]. No teorema de
linearizagao, constrdi-se um espaco de Banach Q(™FE) e um polinémio m-homogéneo
gm € P("E;Q(™E)) de maneira que, para cada espaco de Banach F' e cada polinémio

m-homogéneo P € P(™E; F), o diagrama,

E

7
-
dm 4
l //TP

Q"E)

pode ser completado de maneira tinica com uma aplicagao linear Tp € L(Q(™E); F). Isso
fornece uma isometria entre P(™E; F) e L(Q(TE); F).

No capitulo 4, estudamos dois resultados de Mujica [10]. O primeiro mostra que, se E e
I sao espacos de Banach reflexivos, sendo que um deles tem a propriedade de aproximacao
compacta, entdo L(E; F') é reflexivo se, e 86 se, cada T € L(F; F') é compacto se, e s6 se,
cadaT € L(FE; F) atinge sua norma. Essas equivaléncias ja eram conhecidas quando E e F
sao espagos de Banach reflexivos, sendo que um deles tem a propriedade de aproximagao
(ver Holub [5]). Em [10], mostra-se que de fato pode-se obter algo mais forte com a
hipétese de propriedade de aproximagao. Sob essas condicoes, L(F; F) é reflexivo se, e
s6 se, cada T' € L(FE; F) é o limite de uma seqiiéncia de operadores de posto finito. Em
[7], Jaramillo e Moraes usam o resultado de [5] e o teorema de lineariza¢ao de Ryan para

obter um resultado analogo para espacos de polinomios homogéneos. Isso também é feito



em [10] mas no lugar de usar [5], usa-se o resultado melhorado mencionado anteriormente.

Em conseqiiencia, melhora-se também o resultado de [7].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes e terminologia

Nesta dissertagao, usaremos as letras F, F, G ... para denotar K-espagos vetoriais, onde
K podera ser o corpo R dos niimeros reais ou o corpo C dos niimeros complexos. Se E e

F' sao espagos normados, usaremos as seguintes notacoes:

e Bpg : Bola unitaria aberta de E.

Bp, : Bola unitéria fechada de E.

e ¥ : Dual algébrico de E.

e ' : Dual topolégico de E com relacao a norma || - ||. As vezes também usaremos a

notagio (E, |- |
e L(E;F) : Espago das aplicagoes lineares de E' em F.

e L(E;F) : Espaco das aplicagoes lineares continuas de E' em F'.

Um isomorfismo linear entre dois espacos vetoriais F e F' é uma aplicacao linear bijetiva
T : E — F. Se F e F sao espacgos vetoriais topolégicos, diremos que um isomorfismo

linear T : E — F é um isomorfismo topoldgico se T e T~! sao continuas. Se E e F



sao normados, um isomorfismo linear 7' : E — F é um isomorfismo isométrico ou uma

isometria se | Tx| = ||z| para todo x € E.

Seja E um espago vetorial topoldgico com topologia 7. Dizemos que 7 é uma topologia
localmente convexa se cada vizinhanca de 0 contém uma vizinhanca convexa de 0. Nesse
caso, dizemos que (F,7) é um espaco localmente convexo. Seja P = {p, : « € A} uma
familia arbitraria de seminormas em FE. Essa familia determina uma unica topologia
localmente convexa 7 em F tal que, para zy € E, os conjuntos da forma

ﬂ Uz, o, €)

acF

formam uma base de vizinhancas de xg, sendo F' C A finito, € > 0 e
U(zo, a,e) = {z € E : pa(z — x9) < £}

Dizemos que 7 é a topologia localmente convexa em F definida pela familia de seminormas
P. Reciprocamente, cada topologia localmente convexa em E é determinada pela familia
de seminormas P = {py : U € By}, sendo By uma base vizinhangas convexas e equilibradas
de 0 e py o funcional de Minkowski de U. Para mais detalhes a respeito de espacos

localmente convexos, sugerimos [16].

1.2 Espacos reflexivos

Seja F um espago normado. Para cada x € F, associamos um elemento & € E” definido

por

para ¢ € E'. A aplicagdo J : E — E” dada por J(z) = & é uma isometria entre £ e
um subespaco de E”. Quando essa aplicacao canonica é sobrejetiva, dizemos que F é um
espaco reflexivo. Assim, se F é reflexivo, £ = E” com uma identificacao natural.

Sejam E, F' espagos normados e seja T' € L(E; F). O operador adjunto T" : F' — E' é
definido por

T'()(x) = ¢(Tx) (Ve F',z € E)



ou seja, T"(v) = ¢ o T. Nao é dificil mostrar que 7" é um operador linear continuo e

17l = 1I7°1]-

Lema 1.2-1 Sejam E, F espacos normados e seja T : E — F linear. Entdao sdo equiva-

lentes:

(a) T € um isomorfismo isométrico.
(b) T ¢ injetiva e T(Bg) = Bp.
(c) T éinvertivel e |T| = || T = 1.

Demonstragio. (a) = (b) E facil ver.
(b) = (c) A condi¢do T(Bg) = Br implica que T é sobrejetiva, pois Br gera F. Assim,

T é invertivel. Além disso,
IT|| = sup{||T=|| : « € Bp} = sup{|lyl| : y € Br} =1

Como T~ Y(Br) = Bp, esse mesmo argumento mostra que |77} = 1.

(¢) = (a) Para cada x € F, temos que
|1Tz]| < ||z = |77 (T2)]| < || T=|
Logo, [[T|| = =] =

Proposicao 1.2-2 Seja T : E — F um isomorfismo isométrico. Entao T' : F' — FE’

também é um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Para cada ¢ € E’, temos que
T'o(T7)(p)=T(poT)=poT 0T =9

De maneira andloga, (T~!) o T"(¢)) = 1 para todo ¢ € F’. Assim, T" é invertivel e
(T")~' = (T71). Além disso,
17l =T =1

6



(T =77 =1

Portanto, 7" é um isomorfismo isométrico. O

Proposicao 1.2-3 Sejam E, F' espacos normados. Se E e F' sao isometricamente iso-

morfos, entao E € reflexivo se e so se, F' € reflexivo.

Demonstracao. Suponha que T : E — F é uma isometria e considere as inclusoes
canonicas Jg : E — E" e Jp : FF — F”. Pela proposicao anterior, 7" := (T") é um
isomorfismo isométrico entre E” e F”. Nao ¢é dificil verificar que o diagrama abaixo é
comutativo

E——~F

e |

E// =7 > F//

isto é, JpoT =T" o Jg. Entao é claro que Jg é sobrejetiva se, e s6 se, Jr é sobrejetiva,

isto é, E é reflexivo se, e s6 se, F' é reflexivo. O
Proposicao 1.2-4 Cada subespaco fechado de um espaco reflexivo € reflexivo.

Demonstra¢ao. Suponha que E é reflexivo e M é um subespago fechado de E. Sejam
Jyu: M — M"e Jg: E— E" as inclusoes canonicas. Dado 2” € M”, defina 2" : B/ — K
por

I”(J}/) _ Z”(JI/|M)

E fcil ver que 2” é linear. Além disso,
" (@) < 12" Tacll < 12712

Assim, 2" € E”. Como E é reflexivo, existe x € E tal que Jpx = 2”. Vamos mostrar que

x € M. Se x nao estivesse em M, existiria 2’ € E’ tal que /(M) = {0} e

' (z) =d(x, M) #0



Temos que z"(2’) = 2(2|pr) = 0. Por outro lado, Jpz(z') = 2'(x) # 0, o que é absurdo.

Dado 2’ € M’, seja ’ € E' uma extensao de z’. Entao

Isso mostra que Jyx = z”. Portanto, M é reflexivo. O
Proposicao 1.2-5 Um espaco de Banach E € reflexivo se, e so se, E' € reflexivo.

Demonstracao. Sejam Jp : E — E" e Jp : E' — E" as inclusoes canonicas.

(=) Seja x” € E". Usando a sobrejetividade de Jg, nao é dificil verificar que 2" = Jpa/,
sendo 2z’ = Jpa".

(<) Pela implicacao oposta, E” é reflexivo. Como FE é completo, Jr é uma isometria

entre F e um subespago fechado de E”. Por 1.2-4 e 1.2-3, segue que E é reflexivo. O

A seguinte caracterizacao dos espacos reflexivos é obtida do teorema de Alaoglu e do

teorema de Goldstine (ver [4] pag. 18).

Teorema 1.2-6 Seja E um espag¢o normado. FEntao E € reflexivo se, e s se, a bola

unitdria fechada Bg de E é fracamente compacta.

Se E é reflexivo, segue do teorema de Hahn-Banach que cada funcional linear continuo
em E atinge sua norma. A reciproca dessa afirmagao foi provada por R. C. James em [6]

(ver Theorem 5). Assim, temos outra caracterizacao

Teorema 1.2-7 Um espaco de Banach E € reflexivo se, e so se, para cada p € E', existe

z € E, com |[zl| =1, tal que |p(x)] = [l¢]|

1.3 Operadores compactos

Sejam E| F' espagos normados. Um operador linear T' € L(E; F') é compacto se, para cada
subconjunto limitado B C E, T'(B) é relativamente compacto em F' (equivalentemente,

T(Bg) é relativamente compacto em F'). Denotamos o conjunto de todos os operadores

8



compactos de E em F por Lx(F;F). Vejamos a seguir as propriedades bésicas dos

operadores compactos.

Proposicao 1.3-1 Sejam E, F espagos normados. Entao Ly (E; F) é um subespaco de
L(E;F). Se F € completo, Lk(E; F) é fechado em L(E; F).

Demonstracao. Se T € Lk(E;F), entao T(Bg) é relativamente compacto em F. Em
particular, T'(Bg) é um conjunto limitado, logo, T' € L(E; F'). Nao ¢é dificil verificar que
Lk (E; F) é subespago. Para provar a outra afirmagao, tome uma seqiiéncia de operadores
compactos (7},) que converge para algum 7' € L(E; F) e tome uma seqiiéncia (z,) C Bg.

Precisamos mostrar que (7T'z,) admite uma subseqiiéncia convergente. Usando que cada

Ty é compacto, podemos construir subseqiiéncias (x%k))fle de (z,), k = 1,2,..., de

maneira que (Tkx%k)) seja convergente e (a:%kﬂ)) seja subseqiiéncia de (x%k)) Tome a

sequiéncia diagonal (y,) := (x%n)). Entao (y,) é subsequéncia de (z,) e (Tyy,) converge

)
n=1

para cada k. Nao é dificil provar que (T'y,) é uma seqiiéncia de Cauchy em F', e portanto

convergente, pois assumimos F' completo. O

A proposicao seguinte mostra que operadores lineares compactos sao fracamente continuos
em conjuntos limitados, isto é, se T € Lk (F; F), entao T : (B,o(E,E")) — (F,|| - ||) é

continua para cada conjunto limitado B C E.

Proposigao 1.3-2 Seja T € Lk (E; F) e seja (x) uma rede limitada em E que converge

fracamente para algum x € E. Entdo (Txy) converge em norma para Tz em F.

Demonstragao. Para provar que (Tx)) converge para Tz, basta mostrar que cada subrede
de (T'x)) admite uma subrede que converge para Tz. Entao seja (z,) uma subrede qual-
quer de (x)). Como (z,) ¢ limitada e T é compacto, (T'z\) admite uma subrede (T'z4(,))
que converge em norma para algum y € F. Como T € L(E;F), T é continua com
relagao as topologias fracas de E e F. Assim, (T'z4(,)) converge fracamente para T'z. Pela

unicidade do limite fraco, devemos ter y = T'x. Isso completa a demonstracgao. a

Dizemos que um operador linear 7' : E' — F' tem posto finito se T(E) tem dimensao finita.

O subespacgo de L(F; F') formado por todos os operadores de posto finito é denotado por

9



L¢(E; F). Temos a inclusao
Li(E;F)C Lr(EF).

Para ver isso, tome T € L¢(E; F). Entao T(Bg) é um subconjunto limitado de T'(E).
Como T'(E) tem dimensao finita, T'(Bg) é relativamente compacto em T'(E). Além disso,

como T'(F) é fechado em F', segue que T'(Bg) é relativamente compacto em F', ou seja,

T e Lk(E;F).
Lema 1.3-3 Sejam T € L(E; F) e U € L(F;G). Entao,
(a) Se T ou U é compacto, entao U oT é compacto.
(b) Se T ou U tem posto finito, entdo U o T tem posto finito.

Demonstracao. (a) Se T é compacto, entao T'(Bg) é relativamente compacto em F. Como
U é continuo, U(T(Bg)) é relativamente compacto em G. Portanto, U o T' é compacto.
Agora suponha que U é compacto. Sendo T' continuo, T(Bg) é limitado. Sendo U com-
pacto, U(T(Bg)) é relativamente compacto em G. Portanto, U o T é compacto.

(b) Se T tem posto finito, entdo U(T(FE)) tem dimensao finita porque T'(F) tem di-
mensao finita. Agora, se U tem posto finito, entao U(T(E)) tem dimensao finita porque

U(T(E)) CU(F) e U(F) tem dimensao finita. O

1.4 Espacos de funcoes continuas

Dados X um espago topoldgico e F' um espago de Banach, denotamos por C(X;F) o
espago vetorial de todas as fungoes continuas de X em F. Quando F = K, escrevemos
C(X) no lugar de C(X;K). A topologia compacto-aberta ou topologia da convergéncia
compacta em C(X; F), denotada por 7., é a topologia localmente convexa em C(X; F)

definida pelas seminormas

pr(f) = sup [ f(z)]

zeK

com K C X compacto. Em geral, um espaco vetorial localmente convexo com a topologia

definida por uma familia de seminormas P é Hausdorff se, e s6 se, p(x) = 0 para todo

10



p € P implica x = 0. E claro que a familia de seminormas {px : K C X compacto}
que define a topologia compacto-aberta satisfaz essa condigao, portanto, (C(X; F),7.) é
Hausdorff. E facil ver que {pg : K C X compacto} é uma familia dirigida de seminormas.

Assim, para f € C(X; F), os conjuntos da forma

U(f,K,e) ={9 € C(X;F):px(g—f) <e}

com K C X compacto e € > 0, formam uma base de vizinhancas de f em (C(X; F), 7).

A proposicao seguinte justifica o nome “topologia da convergéncia compacta”.

Proposicao 1.4-1 Seja (f\)aea uma rede em C(X; F) e seja f € C(X; F). Entdo fy 5 f
se, e so se, (fr) converge para f uniformemente sobre cada compacto de X, isto €, dados

K C X compacto e € > 0, existe \g € A tal que

[a() = flo)l| <e

para todo A > Xy e todo x € K.

Demonstracao. (=) Sejam K C X compacto e ¢ > 0. Entao o conjunto
U={g€C(X;F):sup flg(w) = f(w)]| <}
we

é uma vizinhanca de f em (C(X;F),7.). Como fy =5 f, existe Ao € A tal que f, € U
para todo A > \g. Assim,

[f2(@) = f(2)] < sup [/3(w) = f(w)] <e
para todo A > \g e todo = € K.

(<) Seja U(f, K,e) uma vizinhanca basica de f. Por hipdtese, existe A\g € A tal que

Ifa@) = f@)l < 5

para todo A > g e todo z € K. Segue que f) € U(f, K,¢) para todo A > )¢. Portanto,

hSf O
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Uma familia F de aplicagoes de X em F' ¢é dita equicontinua no ponto a € X se, dado
e > 0, existe uma vizinhanca V' de a tal que || f(z) — f(a)| < € para toda f € F e todo
x € V. A familia F é dita equicontinua se for equicontinua em cada ponto a € X. E claro

que, se F é equicontinua, entao F C C(X; F).

Teorema 1.4-2 (Ascoli) Seja X um espago topolégico. Suponha que F C C(X) seja
uma familia equicontinua e pontualmente limitada. FEntao F ¢é relativamente compacta

em (C(X), ).
Demonstragao. Ver [8] Theorem 9.12. O

Para uso posterior, vamos provar o seguinte lema:

Lema 1.4-3 Seja (f,) uma seqiiéncia em C(X; F') que converge uniformemente para uma

funcao f: X — F, isto ¢, dado € > 0, existe ng € N tal que

1 fn(z) = f(@)ll <€
para todo n > ngy e todo x € X. Entdio f € C(X; F).

Demonstragao. Seja (x))rean uma rede em X que converge para algum x € X. Dado
e >0, seja N € N tal que || fn(z) — f(x)] < /3 para todo z € X. Como fy é continua,

existe A\g € A tal que
€

1fn(22) = fuv(@)ll < 3

para todo A > \g. Segue que

1 (en) = f@) < N f(ex) = In(@oll + 1fn(ey) = fn(@)] + ([ v () = fl@)] <e

para todo A > )\g. Portanto, f(xy) — f(z). Isso mostra que f é continua. 0
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1.5 Sistemas duais e Teorema Bipolar

Defini¢ao 1.5-1 Um sistema dual é uma tripla (E, F,( , )), onde E e F sao espagos

vetoriais sobre K e ( , ) é uma forma bilinear em E x F' tal que
(x,y0) = 0 para todo « € E implica yo =0
(x0,y) = 0 para todo y € F implica 2o = 0
O sistema dual é denotado por (E, F).

Exemplo 1.5-2 Seja F um espago normado. Entao (F, E’) é um sistema dual com a

forma bilinear
(z,0) = p(z)
Essa é a forma bilinear mais natural para (F, E'). Assim, sempre que dissermos “o sistema

dual (E, E')”, ficard subentendido que essa é a forma bilinear do sistema dual.

Proposicao 1.5-3 Sejam E, F espacos normados. Suponha que exista um isomorfismo

isométrico T : F — E'. Entao:
(a) (E,F)1 € um sistema dual com a forma bilinear definida por

(z,y)h = (z,Ty) (r,y) € EX F

(b) A aplicagcaoy € F — (-,y)1 € E' € um isomorfismo isométrico.
(c) A aplicagao V : x € E — (x, -)1 € F' é um isomorfismo isométrico entre E e um

subespago de F'. E € reflexivo se, e sd se, ¥ € sobrejetiva.

Demonstracao. (a) é facil verificar. (b) é trivial, pois a aplicagao y — (-, y)1 é a prépria
T. Para obter (c), basta notar que ¥ é a inclusao canonica de E em seu bidual E” = F".

Mais precisamente, o diagrama abaixo é comutativo

E—Ys

|

E//
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sendo J a inclusdo candnica de £ em E” e T" o adjunto de T. O

A topologia fraca o(E,F) de E é a topologia localmente convexa em FE definida pela

familia de seminormas

pa(x) = sup |(z,y)]
yeA

com A C F finito. A topologia fraca o(F, E) em F' é definida de maneira andloga. Se
ACFEeBCF,os polares A° C F e B° C E com respeito ao sistema dual (E, F') sao
definidos por

A°={y € F:|{z,y)] <1 paratodo z € A}

B°={z € E:|(z,y)| <1 para todo y € B}

O bipolar de um subconjunto A C E é o polar de A° e é denotado por A°°. O seguinte

teorema, chamado de teorema bipolar, serd muito 1til. Para a demonstracao, ver [16] pag.

126.

Teorema 1.5-4 Seja (E, F) um sistema dual e seja A C E. Entao

A =Ty

onde T'(A) denota a envoltoria convexa e equilibrada de A.

—o(E,E")

, ~ =l .
Lembremos que, se ¥ é um espaco normado, entao A" = A para cada subconjunto

convexo A C E. Assim, obtemos imediatamente do teorema acima o seguinte:

Teorema 1.5-5 Seja E um espagco normado e considere o sistema dual (E,E'). Para
cada A C E, temos que

av —T(A)"!

Lema 1.5-6 Seja E um espa¢o normado. Entao Ez = Bp e EOE, = Bp, onde ° denota

polares com respeito ao sistema dual (E, E').

14



Demonstracao. Temos que

¢ € By < |2/(x)] <1 paratodo x € Bg
& [l = sup |2'(z)] <1
(EGPE

& 7 GEE/

Assim, Ec}; = Bp. Como By é convexo, equilibrado e fechado, segue do teorema bipolar
que
B — B = By

completando a demonstragao. O
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Capitulo 2

Produto Tensorial de Espacos de

Banach

2.1 Produto tensorial

As letras E, F, G,..., sempre denotarao espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K (= R

ou C). Denotaremos o espaco das aplicagoes bilineares de F' x F' em G por B(E x F;G).

Definicao 2.1-1 Sejam FE, I espacos vetoriais. Diremos que um par (G, ®) é um produto
tensorial do par (E, F'), onde G é um espago vetorial e & € B(E x F; G) é uma aplicacdo
bilinear, se para cada espago vetorial H e cada B € B(E x F; H), existe um tnico

Tp € L(G; H) tal que B=Tpg o ®.

Se (G, ®) tem essa propriedade universal, escrevemos G = F ® F. Assim, para cada H,
a aplicacao

BeB(Ex F;H)— Ty € L(E® F; H)

é um isomorfismo linear. Em particular, (F ® F)* = B(E x F).

ExF2~H
@i/
Tp

G
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Os elementos de £ ® F' sao chamados de tensores. Os tensores da forma ®(z,y) sdo
chamados de tensores elementares e sao denotados por x®y. Por definicao, cada aplicacao

bilinear B € B(E x F; H) tem a forma
B(z,y) =Tp(z ®y)

para um unico Tg € L(E ® F; H). Dizemos que a aplicagao linear T é a lineariza¢ao da
aplicagao bilinear B.

O conjunto Im ® gera todo o espaco £ ® F. Para ver isso, considere H # {0}. Se
tivéssemos [Im ®] # E ® F, poderfamos construir, com o auxilio de bases, uma aplicagao
linear T € L(E® F; H) tal que Tx = 0 para todo z € [Im ®] mas T # 0. Assim, terfamos
To® =0 mas T # 0, o que contraria a unicidade de T. Dessa forma, cada tensor

u € F®F tem a forma

U=Z$i®%
i=1

Teorema 2.1-2 (Unicidade do produto tensorial) Sejam E, F espagos vetoriais. Se
(G1, 1) e (Ga, Py) sdao produtos tensoriais de (E, F'), entao existe um (inico) isomorfismo

linear S : G1 — Gy com ®y =50 ;.

Demonstracao. Como (Gq,®;) é produto tensorial de (E, F'), existe S1 € L(G;G2) tal
que ¢ = S; 0 &;. Da mesma forma, como (Gz, P2) é produto tensorial de (£, F'), existe

Sy € L(Gy; Gy) tal que &1 = S5 o &y. Logo,
P, =505, 0P

Assim, Sy 0 S1(x) = z para todo x € Im ®;. Como Im &, gera Gy, temos Sy 0 S1 = Idg,.
De maneira andloga, temos S; o Sy = Idg,. Entao S = S; é o isomorfismo com as

propriedades requeridas. O

Ainda nao sabemos se cada par de espacos vetoriais admite um produto tensorial. Existem

diversas maneiras naturais de se fazer a construcao. Faremos uma delas a seguir.
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Proposicao 2.1-3 Sejam E, F' espacos vetoriais. Dados v € E ey € F, definimos
r®y: B(E x F)— K por
r®y(B) = B(z,y)

O funcional x @y € um elemento de B(E x F)*, o dual algébrico de B(E x F). Seja
¢: Ex F— B(E x F)* definida por ®(x,y) =x®y e seja G = [Im ®]. Entdo:

(i) ® € uma aplicagdo bilinear.
(i1) (G, ®) € um produto tensorial de (E, F).

Demonstragao. (i) é de facil verificacao, entao sé provaremos (7).

Cada v € G tem a forma
U= Z(D(ifiayz’) = in@yi
i=1 i=1

Dados H um espaco vetorial e B € B(E x F; H), seja T : G — H dada por

T (Z xi@%) = Blzi,y)
i=1 im1

Para provar que T estd bem definida, basta mostrar que, se Y ., z;Qy; = 0, entdo

S B(wi,y;) = 0. Entao suponha > "  x; ®y; = 0. Dado ¢ € H*, temos que

2 (Z B@u%)) = Z‘P o B(x;,y;) = Z%@yz‘(@ oB)=0

i=1

Portanto, >, B(z;,y;) = 0. E facil ver que T é linear e B = T o ®. Note que qualquer
U € L(G; H) que satisfaz B = U o ® também deve satisfazer

U (Z%’@Zﬁ) = ZB(%,%)
=1 i—1

o que mostra a unicidade de T'. O

Corolario 2.1-4 Cada par de espagos vetoriais admite um unico produto tensorial (a

menos de um isomorfismo linear).
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Definicao 2.1-5 Dizemos que um subconjunto S C E* separa os pontos de E se, para
reF,

¢(x) = 0 para todo ¢ € S implica z = 0.

Proposigao 2.1-6 Sejau=> . 2,0y € EQF. Se os conjuntos Sy C E* e Sp C I*
separam os pontos de E e F', respectivamente, entdo as sequintes condi¢oes sao equiva-

lentes:
(i) u=0.

(i1) ng(wz)@b(yz) = 0 para todo ¢ € S e todo 1) € Sk.
i=1

(111) ng(aﬁi)yi =0 para todo ¢ € Sg.
i=1

(iv) Zw(yl)xz = 0 para todo ¢ € Sp.
i=1

Demonstracao. (i) = (i1) Sejam ¢ € Sg, 1 € Sp. Seja B € B(E x F) a forma bilinear
dada por B(z,y) = ¢(z)(y) e seja T € (E ® F)* sua linearizagdo. Temos que

0=T(u) = Z B(wi,y;) = Z ()0 (i)

(17) = (i1i) Seja ¢ € Sg. Para cada 1) € Sg, temos

(G (Z Sp(xi)yz) = Z p(ri)(y:) =0

Como Sy separa os pontos de F, segue que » ., o(z;)y; = 0.

(i13) = (iv) Seja ip € Sp. Para cada ¢ € Sg, temos

® (Z w(yz‘)%) =1 (Z @(%‘)yi) =0

Como Sg separa os pontos de E, segue que » .- (y;)z; = 0.

(1v) = (i) Seja (€q)acar uma base de E. Entao existem F C A finito e AP € K tais que

xi:ZAS)ea (i=1,...,n)

aeF
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Temos que

T SPPPR o (zxg@) ou
i=1

i=1 \aeF
- Yews (So00)

acF =1
Assim, 3 r€q ® 2z, também é uma representacao de u, onde zo = Y, )\g)yi. Dado
Y € Sp, seja B € B(E x F; E) a aplica¢ao bilinear dada por B(x,y) = ¥(y)z e seja
T € L(F ® F; E) sua linearizagao. Segue de (iv) que
Z U(za)ea =T (u) = Zw@z)xl =0

i=1

aceF

Assim, ¥(z,) = 0 para cada o € F. Como ¢ € Sp é arbitrario e Sg separa os pontos de

F| segue que cada z, € zero e portanto u = 0. O

No inicio da sec¢ao, vimos que L(E® F; H) = B(E x F; H). As vezes ¢ mais conveniente
trabalhar com operadores lineares em vez de aplicacoes bilineares. Assim, identificamos
cada aplicagao bilinear B € B(E x F; H) com a aplica¢ao linear Ly € L(E;L(F;H))
dada por

Lp(x)(y) = B(z,y) (2.1)
E simples verificar que a correspondéncia B — Lp é um isomorfismo linear. Além disso,
se E, F' e H s@o normados, esse isomorfismo induz uma isometria entre B(E x F; H) e
L(E;L(F; H)), como se pode concluir pela proposigao seguinte.
Proposicao 2.1-7 Sejam E,F,H espa¢os normados. Seja B € B(E x F;H) e seja
Lp € L(E;L(F;H)) definido como em (2.1). Entao B € continua se, e so se, Lg(x) €

continua para cada v € E e Lg : E — L(F; H) € continua. Nesse caso, ||Bl|| = || Lz|-

Demonstracao. (=) Se B é continua, entao para cada z € E e cada y € F tem-se que

ILs@) W) < B[yl

Logo, Lg(x) é continua para cada x € E e vale
ILs(@)] < [[Blll=l
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Segue que Lg é continua e vale || Lg|| < ||B]].

(<) Supondo Lg(z) continua para cada x e Lp continua, temos que

1B )l < [[Ls(@)lyll < [Lslllz/llyl

para cada x € FE e cada y € F. Segue que B ¢ continua e vale ||B|| < || Lg]|- O

Na proxima secao, definiremos uma norma no espago E ® F' que permitird obter um

isomorfismo isométrico entre L(E ® F; H) e B(E x F; H). Assim, teremos
LIERF;H)=L(E;L(F;H)).

Em particular,

(E® F) = L(E; F).

2.2 Norma projetiva

Sejam F, F espagos normados. Sabemos que cada u € F ® F' tem uma representagao da

forma .
u = Z Ti @ Yi
i=1

com (z;,y;) € E X F, e essa representagao claramente nao é unica. Definimos

x(u) =inf{inx@-uuyi|| :uzixi@oy@} 2.

i=1 i=1

Mostraremos em seguida que a aplicagao 7 : EF ® F' — R define uma norma em F ® F.
Proposicao 2.2-1 A aplicagao 7 : EQ F — R definida por (2.2) é uma norma em EQF.

Demonstragdo. Claro que m(u) > 0 para todou € EQ F. Sen(u) =0e Y x;Qy; é

uma representacao de u, para cada ¢ € E’ e cada ¢ € F’, temos

> el i)

< el Y Naillllyal
i=1
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Como o lado esquerdo da desigualdade nao depende da representagao de u, segue que

< [lellll¢llm(u) = 0

> el viu)

Logo, Y0, w(z:)¥(y;) = 0 para todo ¢ € E' e ¢p € F'. Como E’ e F' separam os pontos
de E e F, respectivamente, segue da proposi¢ao 2.1-6 que u = 0.
Agora vamos mostrar que m(Au) = |A|7(u) paracadau € EQF e A € K. Sejad | x;®y;

uma representacao de u. Entao Y ., (Az;) ® y; é uma representacao de Au. Logo,

w(Aa) <Y Azillllgill = A il
i=1 i=1
Segue que
7(har) < A (u) (2.3)

Claro que a igualdade vale para A = 0. Se A # 0, temos por (2.3) que
m(u) = 1A ) < A7)

Logo, |A|m(u) < m(Au) e temos a igualdade requerida.

Sejam u,v € EF® F. Dado € > 0, podemos encontrar representacoes de u e v, digamos,

u= rQyev=7y" . 1;®y, tal que

D lzillllyall < w(u) +e
=1

> laillllyll < 7o) +¢

i=n+1

Como u+v=>3 " x;®y;, temos

w(u+v) <Y ll@illllull < 7 (u) +7(v) + 22
i=1
Como ¢ > 0 ¢é arbitrario, vale a desigualdade triangular m(u 4 v) < w(u) 4+ 7(v). O
A norma 7 é chamada de norma projetiva. O produto tensorial projetivo é o espaco £ ® F

munido da norma projetiva 7. Usa-se a notacao F ®@, F := (E® F,7).
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Proposicao 2.2-2 Sejam E, F,H espa¢os normados e seja B € B(E x F;H). Entdo
B ¢ continua se, e so se, sua linearizacio Tp € L(E @, F;H) € continua. Nesse caso,

1Bl = ]

Demonstracdo. (=) Se B é continua e y ., x; ® y; é uma representacao de u € E ®, F,

temos que
1T ()| < > Byl < IBIY Nzl
i=1 i=1
Logo, [|[Ts(u)|| < ||B|7(u). Assim, Tp é continua e vale ||[Tg| < || B||.
(<) Se T é continua e (z,y) € E x I, temos que

1B(z, y)|| = [ITs(z @ y)|| < [Talln(z @ y) < |[Tslll=[lyl

Isso mostra que B é continua e ||B|| < ||T5||. O

Corolario 2.2-3 Sejam E, F espacos normados. Entao a aplicacao que leva cada forma
bilinear B € B(E x F') em sua linearizac¢io T € (E ®, F)* induz uma isometria entre

B(E x F) ¢ (E®, F).
Proposigao 2.2-4 Para cada (z,y) € E X F, tem-se n(z @y) = ||z||||y|l-

Demonstracao. A desigualdade 7(z ® y) < ||z|||ly]| é clara. Por Hahn-Banach, existem
p € E'ed € F, com o] = [[¢| =1, tais que p(z) = [lz]| e ¢¥(y) = [jy[. Seja
B = o()¢(-). E facil ver que B € B(E x F) e |B|| < 1. Seja Tg € (E ®, F) a

linearizagao de B. Temos || 15| = || B|| < 1, assim

[z[llyll = p(2)¥(y) = B(z,y) = Tp(z ®@y) < 7(z @ y).
Portanto, 7(z ® y) = ||z||||y]|- a

O completamento de E ®, F é denotado por E®,F. A extensao de 7 para o com-
pletamento E®,F também serd denotada por m. A proposicao seguinte caracteriza os
elementos de F®,F e permite obter uma férmula para 7(u) com u nesse espago comple-

tado.
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Proposicao 2.2-5 Sejam E, F espacos normados e seja u € EQ,F. Entdo, dado € > 0,

existem seqiéncias (x,) C E e (y,) C F, tais que

U= Zmn@)yn
n=1

D lalllyall < w(u) + 2
n=1

Demonstragdo. Seja e > 0 e seja (u,) uma seqiiéncia em F ®, F com 7(u, —u) < g/2"2.
Temos que

m(u) < m(up —u) + 7(u) < w(u) + g

Logo, u; admite uma representacao
i1
up = g T O Yi
i=1

11
com Z |lzi|llyi|| < m(u) 4+ €/8. Para cada n € N, seja v,, = tp41 — u,,. Temos que
i=1

m(vn) < T(upyr —u) +7(u — uy)
5 5 £

< 2n+3 + 2n+2 < 2n+1

Assim, v,, admite uma representagao

7;'n.le

U= Y Ti®y

i=in+1
in+1
com Z lzillllyill < /2", Como Y07 | v, é absolutamente convergente, temos que
i=in+1

oo oo
u:limun:ul—I—g Unzg Tn @ Yn

n—oo 1

n—=

n=1

Além disso,

%) i1 0o In+1
S llzalllyall = > laalllwall + > > (il
n—1 i=1 n=1i=in+1

< 7r(u)+§+g<7r(u)+e
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Corolario 2.2-6 Sejam E, F espacos normados. Entao

E&,F = {anmn @) €E X F, S aalllyall < oo}

n=1 n=1

e para cada v € EQ,F, tem-se

7(u) = inf {Z lzallllynll =" 20 @ yn, > llnllllvnll < OO}
n=1 n=1 n=1

2.3 O dual de ERQ F’

Sejam E, F espagos normados. A aplicagao que associa cada v’ € (E®,F)" a restricao
de u’' ao espago nao completado E @, F é uma isometria entre (E®,F) e (F @, F)'.
Isso decorre do seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em livros

introdutdérios de andlise funcional.

Teorema 2.3-1 Sejam E, F espacos normados, com F' completo. Cada aplicagao linear
continua T : E — F admite uma tinica extensio continua T : E — F, onde E denota o

completamento de E. A aplicagio T € linear e |T|| = ||T).
Combinando diversas isometrias obtemos o seguinte:

Teorema 2.3-2 Sejam E, F espacos normados, com F' reflexivo. Entdao existe um iso-

morfismo isométrico entre L(E; F) e (EQ,F").
Demonstracao. Temos
(E&.F') £ (E®, F'Y 2B(Ex F') 2 L(E;F") = L(E; F)

A isometria (1) foi comentada ainda ha pouco. (2) é obtida pela correspondéncia que leva
cada B € B(E x F') em sua linearizacao Tp € (F ®, F")" (ver corol. 2.2-3). Para obter
(3) associamos cada B € B(E x F') a aplicagao linear L € L(E; F") dada por

(', Lp(x)) = B(z,y) (re B,y eF)
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(ver prop. 2.1-7). Finalmente, (4) é obtida pela correspondéncia
TeL(E;F)— JoTeL(E;F")
sendo J : F' — F” a identificagdo canonica entre F' e F”. a

Para ver como um operador linear T' € L(E; F) atua como um funcional linear em E®, I,

suponha que as correspondéncias

"€ (F@,F) —-v e(Ee, F'Y = BeB(EXF')—LeLE;F")—TeL(E;F)

sejam as Correspondéncias usadas no teorema acima. Se u = Z T, X y; € E@WF,, temos
n=1
que
<u7 ul> = Z(xn ® y;m Z B xn7yn - Z ym Zyn Txn
n=1 n=1

Assim, usando a proposicao 1.5-3, podemos enunciar o teorema 2.3-2 de uma maneira

mais precisa.
Teorema 2.3-3 Sejam E, F espacos de Banach, com F reflexivo. Entao:

(a) (E@.F' L(E;F)) é um sistema dual com a forma bilinear
(S avonT) =3
n=1 n=1
(b) A correspondéncia T — (-, T) é uma isometria entre L(E; F) e (EQ,F")'.
(c) A correspondéncia V : u — {(u, -) é uma isometria entre EQ,F' e (L(E; F),1.).

Os itens (a) e (b) decorrem imediatamente do teorema anterior e da proposi¢ao 1.5-3.
Para obter (c), precisamos provar que ImW¥ = (L(E; F),7.). Para isso, precisaremos de

alguns resultados auxiliares.

Lema 2.3-4 Seja (a,) uma seqiiéncia em R com a, > 0, tal que Y >, a, < co. Entao

existe uma seqiéncia (\,) em R, com A, >0, A, — 00, tal que Y>> | Apa,, < 00.
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Demonstragdo. Seja (¢;) uma seqiiénciaem R come; > 0e > >~ ¢; < oo. Como Y >, ay,

7=1
converge, existe uma seqiiéncia de indices (n;), estritamente crescente, tal que

[e.9]

> a,<e (Gj=1,2,...)

n=n;+1

Defina

Entao A\, > 0 para todo n e \,, — oo. Para todo k € N, temos que

ng k—1 mnj41
7 dan = D> > A,
n=ni+1 j:l n=n;+1
nj+1
= Z Z an < 253
n=n;+1
Portanto, Y>>, \ya, < 0. O

Lema 2.3-5 Seja E um espa¢o de Banach e seja (x,) uma seqiéncia em E tal que

x, — 0. Entao

T({z, :neN}) = {Zmn ZM |<1}

Demonstragao. Seja L :={> 7 Aty 0 oy | Al <1} Ainclusdao L € I'({z, : n € N})

é clara. Nao é dificil verificar que L é convexo, equilibrado e contém {x,, : n € N}. Entao
basta mostrar que L é fechado. Mostraremos que L é compacto. Se (yx) é uma seqiiéncia

em L, podemos escrever
v =y A, (k=1,2,...)
n=1

com » >, IAF| < 1. Seja D o disco unitdrio fechado em K e considere a seqiiéncia
() C DN, onde aj, = (A¥)>2,. Pelo teorema de Tychonoff, DY é compacto para a

topologia produto em DY. Assim, (a;) admite uma subseqiiéncia (au;) que converge para

algum a = (\,)%, € DY. Para cada m € N, temos que
Dol =) im (A= Lim Y Ay <1
n=1 n=1 oo e n=1
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Logo, Y 2, [An| < 1. Assim, se definimos

Y= i Ay
n=1

entdo y € L. Vamos mostrar que (y,) converge para y. Dado € > 0, seja no € N tal que

|z, || < €/3 para todo n > ng. E claro que
no
>IN = Al -0
n=1

com j — oo. Entao existe jo € N tal que Y °, ]A;kj) — Moll|zn|| < €/3 para todo j > jo.

Segue que
no fe'e)
ok, = ol < DI = Nalllzall + Y A = Al
n=1 n=ngp+1
€ n 2e -
33
para todo j > jo. Isso termina a demonstracao. O

Seja £ um espago de Banach. Entao:

e Sel<p<oo,l,(F) denota o espago vetorial de todas as seqiiéncias (z,,) C E tais

que Y 7 @ ||P < 0o. £,(E) é um espago de Banach com a norma dada por

el = (annnp)p

e /(F) denota o espago vetorial de todas as seqiiéncias (z,,) C E que sao limitadas.

l+(E) é um espago de Banach com a norma dada por
I(@n)[l = sup [l.|]

e ¢y(E) denota o subespago de (. (FE) formado por todas as seqiiéncias (x,) C F tais

que z, — 0. ¢o(F) é um subespago fechado de (o (E).
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Proposigao 2.3-6 Seja E um espago de Banach. A aplicagdao
O (z)) € l1(E) — p € co(E)

onde ¢ € dada por
(EMEDPEACH
n=1

¢ um isomorfismo isométrico entre {1(E") e co(E)’ .

Demonstragio. Seja (2) € (,(E'). B facil verificar que ¢ € co(E) ¢ |¢|| < ||(#,)]|. Seja
e >0. Como Y, |lz]| < oo, existe nyg € N tal que

oo

g

/
<_
Sl <5

n=ng+1
Para cadan =1,...,ng, seja z, € E, com ||z, || <1, tal que

9
lznll <l (en)l + 5 -

Podemos supor que z, (z,,) é um nimero real ndo-negativo (se nao for, multiplicamos x,,
por um escalar de médulo 1 conveniente). Se z = (x1,...,%y,,,0,0,...), entdao = € ¢o(E),

el < Te

no

@l = Dol < Do) + 5 =) + 5 = ole)

Assim, vale a igualdade ||¢|| = ||(z)]|. E facil ver que ® ¢ linear. Entdo ® ¢ uma
isometria entre ¢1(E’) e Im ®. Como ¢;(E") é completo, Im & é fechado em ¢o(E)". Se °

denota polares com relagao ao sistema dual (co(E), co(E)’), temos que
(Im ®)° = {(xn) € co(E) : [((wn), ®((27)) )] <1, para todo (7,) € (1(E")}
Entao, se (x,) € co(FE), temos que

<1 para todo (z},) € (1(E")

> ()

n=1

(z,) € (Im®)° &
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Se (x,) satisfaz essa condigao, entao, em particular, |z'(z,)| < 1 para todo 2’ € E’ e todo
n. Por Hahn-Banach, devemos ter x,, = 0 para todo n. Assim, (Im®)° = {0}. Como

Im ® é convexo, equilibrado e fechado, segue do teorema bipolar que
Im® = (Im®)*° = {0}° = co(E)
[sso completa a demonstracao. O

Também precisaremos do resultado seguinte. Para a demonstragao, sugerimos [4] (ver
pag. 3).

Proposigao 2.3-7 Seja E um espag¢o normado e K C E compacto. Entao existe uma

seqiiéncia (x,) C E, com x, — 0, tal que K C I'({z, : n € N}).

Demonstracao do Teorema 2.3-3. Conforme observado anteriormente, sé precisamos pro-
var que Im U = (L(E; F), 7). Sejau =Y o0 | 2,Qy, € EQ.F' com Y " [|an||||yL]] < oo.

Pelo lema 2.3-4, existe uma seqiiéncia (A\,) C R com A\, >0, A\, — oo e

co =Y Mallenllllghll < oo
n=1
Sem perda de generalidade, podemos supor que x,, # 0 para todo n. Assim, o conjunto

K = {)\1 T neN}U{O}

n
TL

é compacto e, para todo T' € L(E; F'), temos que

(u, T)] < Z [yl 1 Tnl] = ZA [

] ( )H co sup [T
EA sup

Portanto, (u, -) é 7.-continua. Obtemos assim a inclusao ImV¥ C (L(E; F),7.). Agora

tome ¢ € (L(E; F),1.)". Entao existem ¢ > 0 e K C E compacto tais que
|p(T)] < esup [ Tz]| = sup || Tz
zeK zeK

para todo T' € L(F;F). Por 2.3-7, existe uma seqiiéncia (z,) em E, z, — 0, tal que
cK C X, sendo X a envoltéria convexa, equilibrada e fechada do conjunto {z, : € N}.
Vamos mostrar que

sup || T'z|| = sup || Tz, ||
reX n
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Pelo lema 2.3-5, cada € X tem a forma x =~ | A\, com >~ |\,| < 1. Assim,

[Tz|| < Z Anll[Tznll < sup |[ T

n=1
e portanto,

sup ||Tz|| < sup ||Tz,||
rxeX n

A desigualdade oposta é clara. Segue que, para todo T € L(F; F), tem-se
(1) < sup || Tz, | (2.4)

Seja A : L(E; F) — ¢o(F) a aplicagao linear definida por A(T) = (T'z,). Pela desigual-
dade (2.4),
AT)=0 = o(T)=0

0 que é 0 mesmo que
A(T) =AU) = o(T) = ¢(U)

isto ¢, a aplicacdo @ : Im A — K dada por ®(A(T)) = ¢(T) esté bem definida. E facil

ver que P é linear. Além disso, ® é continua, pois

[2(A(T)) = [e(T)] < sup [T = AT

/

Por Hahn-Banach, ® admite uma extensdo ® € co(F)'. Pela proposi¢ao 2.3-6, P é da

forma
) = Z Y (yn)

onde (y,,) € (1(F). Assim, u:= Y " ©,Qy, € E®,F'e, paratodo T € L(E; F), tem-se

n=1

o(T) = B(A(T)) = ®((Tz,)) Zyn (Tx,) = (u,T)

logo, ¢ = ¥(u) € Im V. Concluimos que vale a igualdade Im ¥ = (L(E; F), 7.)". O
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Capitulo 3

Espacos de Polinomios Homogéneos

3.1 Aplicacoes multilineares

Sejam FE, F espagos de Banach. Uma aplicaggo A : E™ — F é dita multilinear ou
m-linear se for linear em cada varidvel. O espaco vetorial de todas as aplicacoes m-
lineares A : E™ — F serd denotado por L(™E; F'). O subespago dos membros continuos
de L(™E; F) sera denotado por L(™FE; F). Quando F' = K, omitiremos o espago F e
escreveremos L(™E) no lugar de L(™E;K). O mesmo valerd para subespagos de L("™FE).

Seja Ng = NU {0}. Para cada multi-indice o = (o, ..., a,) € Ny definimos

lal =a1+ -+ ay,

al = ol !
Se Ae L("E;F), x1,...,x, € E e || = m, escrevemos

aq Qn __
Azt xon —A(\xl,...,xl,...,\xn,...,xn)

aq Qn
Proposicao 3.1-1 Para cada aplicagao multilinear A : E™ — I, defina
|A|l = sup{||A(z1,...,2m)|| :z; € E, ||| <1 para j=1,...,m}

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
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(a) |A]l < o0.
(b) A € continua.

(c) A € continua na origem.

Demonstracao. (a) = (b) Para (z1,...,2m,),(a1,...,ay,) € E, com ||x;]| < r e |la] <7,

temos que

|A(z1, ... xm) — Alag, ..., an)|| =

m
= Z(A(al, PN ¢ 770 [P 17 PO 7I'm) - A(CLl, B 7 R T AT I ,Z‘m>>H
=1
' m
S Z HA<ala ey Qi1 Xy — Qg Tjg1y - - - 7xm)H
i=1
< Al mmax [|z; — ai
(2
Assim, dados a = (ay,...,a,) € E™ e € > 0, seja s > max||a;|| e seja § > 0 tal que
7

d<s— max lla;|| e 6 < €/C, onde C' = ||Al|s™ 'm. Entao é claro que ||A(z) — A(a)|| < e
para todo = (xy,...,%,) € E™ com ||z —al| = max |lzi — ai| < 0.

(b) = (c) Obvio.

(¢) = (a) Seja 6 > 0 tal que ||A(z)|| < 1 para todo x = (z1,...,2,) € E™ com

|z|| = max ||z;|| < J. Segue que
A(z1, .. xm)|| <o7™

para (z1,...,%,) € E™ com ||z;|| < 1. Portanto, ||A|| <0 < oo. O

Proposicao 3.1-2 Sejam E, F espagos de Banach e m € N. Entao (L(E; F),||-|) é

um espaco de Banach.

Demonstragao. Nao é dificil verificar que a aplicagdo A € L(ME;F) — ||A]| € R é
uma norma em L(™E; F'). Para mostrar que (L(™E; F), | -||) é completo, tomemos uma

seqiiéncia de Cauchy (A;) em L(™E; F). Para cada = = (21,...,2,,) € E™, temos que
14, () = As(2)|| < [[A; = Ailll[a]] - - - [[m]]
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Assim, (A;(x)) é uma seqiiéncia de Cauchy em F. Como F' é completo, (A4;(z)) converge
para cada z € E™. Definimos A : E™ — F por A(z) = lim;_. A;(z). Nao é dificil provar
que A é multilinear, ||A]| <ocoe |[4; —A| — 0,isto é, Ae L("E;F)e A; — A. 0

Uma aplicagao multilinear A : E™ — F é dita simétrica se
A(:L‘l, e ,me) = A(J}U(l), Ce ,ZL‘U(m))

para toda permutacao o do conjunto {1,...,m}. O conjunto de todas as aplicacoes
multilineares simétricas A : E™ — F é um subespago vetorial de L("™ E; F') e serd denotado

por L*(™E; F). Definimos também
LN(MEF) =L (ME; F)NL(ME; F)
Para A € L(™E; F), a simetrizagao A®* € L(™E; F') de A é definida por

s 1
A (ml,...,xm) = % Z A(:L‘J(l),...,l’g(m))

oESM

onde S, denota o conjunto de todas as permutacoes do conjunto {1,...,m}. Temos as

seguintes propriedades:
Proposigao 3.1-3 Seja A € L(™E; F). Entao:
(i) A* € L*(™E; F).
(ii)) Se A€ L*(ME; F), entao A® = A.
(i) [|A[] < [IA].
A demonstracao é simples e nao a faremos aqui. A proposicao acima implica no seguinte:

Corolario 3.1-4 A aplicagiao A — A® € uma projecao de L("E; F') sobre L*("E; F) e

induz uma projecao continua de L(™E; F') sobre L°(™E; F).

Teorema 3.1-5 Seja A € L*("™E; F). Entao:
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(a) (Férmula de Leibniz) Para z,...,z, € E, tem-se

m!
Ay + - +x,)" = ZJA:U?I R

onde a soma € tomada sobre todos os multi-indices o = (o, ..., ) com |a] = m.
(b) (Férmula de polarizagao) Para zg,x1,...,2, € E, tem-se
1 m
Az, ... Tm) = Wezi1€1 cemAro F a1 -+ EmTim)
=

A Foérmula de polarizacao pode ser obtida a partir da Férmula de Leibniz e é fundamental

para tratar de polinéomios homogéneos. Para a demonstracao, ver, por exemplo, (8] pag.

o-T7.

3.2 Polinémios homogéneos

Dizemos que uma aplicacao P : £ — F é um polinomio m-homogéneo quando é da forma
P(z) = Ax™

com A € L("E; F'). O espago vetorial de todos os polinomios m-homogéneos P : £ — F
serd denotado por P("E; F). O subespago dos membros continuos de P(™F; F) sera
denotado por P(™E; F). Quando F = K, omitiremos F e escreveremos P(™FE) no lugar

de P("E;K). O mesmo valera para subespacos de P(™FE).

Para cada polindmio m-homogéneo P : £ — F', definimos
[1P|| = sup{[|[P(x)]| : = € E, ||z <1}

Proposicao 3.2-1 Para cada P € P(™E; F), existe um tinico P € L*(™E;F) tal que

P(x) = Px™ para todo x € E. Valem as sequintes desigualdades

. m™
1P <121 < 7P
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Demonstragao. Seja P € P(™E; F). Por defini¢ao, existe A € L("™E; F') de maneira que
P(z) = Aa™ para todo = € E. E facil ver que Az™ = A®x™ para todo z, sendo A® a
simetrizacdo de A. Entéo basta tomar P = A®. A unicidade de P decorre da Férmula de

polarizagdo. Para x € E com ||z|| < 1, tem-se que
1P| < [1P[[[l=]™ < [|1P]

Logo, || P|| < ||P||. Sejam z1,...,2, € E com ||z;]| < 1. Pela Férmula de Polarizagio,

temos que

. 1
[P(21,. .oy zm)|| < W521 le1 - emP(e1my + - + €y ||
-

Para €; = £1, temos que

ler- - emPlerzs + - +emzn)|l < |[P|lllerzs + -+ + em@m|™
< [P[[(llzo]| 4 -+ [Jem])™

< |[Plm™

Assim,
. m™
1Pzl < TP

m

E portanto || P|| < %HPH. 0

Coroldrio 3.2-2 Seja P € P(™E; F). Entao P ¢ continuo se, e sé se, |P| < oo.

Demonstracao. Se P é continuo, segue da férmula de polarizagao que P é continua.
Assim,

1Pl < 1P|l < oo

Por outro lado, se ||P|| < oo, entao
. m™
1Pl < — 1P|l < o0
m!

Assim, P é continua e portanto P é continuo, pois P é a composicao de P com a aplicacao

diagonal x € F — (z,...,x) € E™. O
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Corolario 3.2-3 (P("E; F),||-||) € um espaco de Banach.

Demonstragio. E facil verificar que || - || ¢ uma norma em P(™E; F). A correspondéncia
P € P("E;F) — P € L*(™E;F) é um isomorfismo linear e induz um isomorfismo
topolégico entre P(™E; F) e L5(™E; F). E facil verificar que £*(™E; F) é um subespaco
fechado de L(™FE; F') e é portanto completo. Logo, P(™E; F') também é completo. O

Proposicao 3.2-4 Seja P € P(™E; F). Entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:
(a) P € continuo.
(b) P ¢ limitado em toda bola B(a;r) C E.
(c) P € limitado em alguma bola B(a;r) C E.
Demonstragio. (a) = (b) Para x € B(a;r), temos que
[P} < 1P[Ifl=™ < 1P+ llal)™

(b) = (c) Obvio.
(¢) = (a) Seja ¢ > 0 tal que ||P(7)|| < ¢ para todo € B(a;r). Usando a férmula de

polarizacao com zop =a e xy = --- = 1, = T, temos que

1
P(r) = o Y eremPlat (e 4 +em)D)
’ Ej::tl

Se ||z|| < 7/m, temos que a + (1 + - + &,,)7 € B(a;r). Assim,

1 C
I1P@I < —2 D IP(a+ e+ +en)o)] < —

e==+1
Segue que, para ||z|| <1,
c m"
[ P(z)| < pooy ey
Assim, ||P|| < oo e portanto P é continuo. O

Corolario 3.2-5 Seja P € P("E; F). Entao P é continuo se, e sé se, P é continuo na

origem.
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Demonstracao. Se P é continuo na origem, entao existe 6 > 0 tal que
P(BE(O, 5)) C B]J(O7 1)
Assim, P é limitado na bola Bg(0;6/2). Portanto, P ¢é continuo. O

E f4cil ver que, se P : E — F é um polinomio m-homogéneo e T : F' — G é uma aplicacao

linear, entao T'o P : E — G ¢ um polinomio m-homogéneo.

Teorema 3.2-6 Sejam E, F' espacos de Banach e seja P : E — F uma aplicagao. Entao
PeP("E;F) se, e so se, o PeP(M™E) para todo ¢ € F'.

Demonstragio. (=) E facil ver.
(<) Defina a aplicacdo A : E™ — F por

1
Alxy, .. o) = Z g1 emPe1zr + -+ emy)

ml2m
€j::|:1

Seja ¢ € F'. Como ¢ o P € P(™E), existe Ay € L*(™E) tal que ¢ o P(z) = Aya™ para

todo x € E. Usando a férmula de polarizagao, temos que

1
Aw(l’l,...,xm)zm E 51"'€m¢OP(€1I‘1+"'+€ml’m)
’ gj=%1

Entao é claro que 1 o A = A,. Como isso vale para qualquer ¢ € F' e A, é m-linear, é

claro que A é m-linear. Para cada x € F e cada ¥ € F’, temos que
o Plx)=Apz™ = o Ax™

Assim, P(x) = Ax™ para todo x € E. Isso mostra que P € P("E; F'). Para cada ¢ € F,
o conjunto ¥)(P(Bg)) é limitado em K, pois 1) o P € P(™E). Pelo principio da limitacdo

uniforme, P(Bp) é limitado em F. Concluimos que P € P(™E; F). O

Proposicao 3.2-7 Sejam E, F espacos de Banach e m € N. Seja F um subconjunto de

P(ME; F). As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) F € limitado.
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(b) F € equicontinuo.
(¢c) F € equicontinuo na origem.

Demonstracao. (a) = (b) Seja ¢ > 0 tal que ||P|| < ¢ para todo P € F. Para P € F ¢

z,a € E, com ||z|| <7 e |a]| <r, temos que

|P(z) = P(a)| = [Pz™— Pa™|
Z(pai—lxm—i—l—l . Paixm—i)

i=1

m

> IPa @ —a)a™ |
1=1

< mr" Pz —af

mm+lrm—1c

m!

IN

< [Ead

Assim, dados a € E e e > 0, sejar > ||a|| e seja § > 0 tal que 6 < r — ||a]| e § < ¢/C,
onde C' = (m™ym=1c)/ml. Entao é claro que ||P(z) — P(a)|| < ¢ para todo P € F e
todo z € E com ||z — al| <.

(b) = (¢) E Sbvio.

(¢) = (a) Se F é equicontinuo na origem, existe § > 0 tal que ||P(x)|| < 1 para todo

P e Fetodox e E com ||z|| <d. Segue que ||P|| < 6™ para todo P € F. O
Corolario 3.2-8 A bola unitdria fechada de P(™E) € 1.-compacta.

Demonstracao. Seja B = E’p(m g). Pelo teorema de Ascoli, B ¢é relativamente compacta
em C(FE) para a topologia compacto-aberta 7.. Nao é dificil provar que (P(™FE), 7.) é um
subespaco fechado de (C(E), 7.) e que B é T.-fechado em P(™E). Assim, segue que B é

T.~compacta. O

3.3 Linearizagao de polindmios homogéneos

Sejam E um espago de Banach e m € N. Por um teorema de Ng [12], serd possivel obter

um espaco de Banach Q("FE) tal que P("E) = Q(™E)". O espago Q(™E) tem a notével
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propriedade de que, para cada espago de Banach F', P("E; F) = L(Q(™E); F') (teorema
3.3-3), isto é, Q("™E) pode ser usado para “linearizar” polinomios m-homogéneos. Dessa
forma, uma vez que se tenha obtido algum resultado a respeito de espagos de opera-
dores lineares, podemos tentar obter um resultado andlogo para espacos de polinomios
homogéneos. Isso é o que sera feito no capitulo 4, onde estudaremos condigoes para a
reflexividade de L(E; F) e P(™E; F).

O teorema 3.3-3 ¢ devido a R. Ryan (ver [14]) mas seguiremos a demonstra¢ao proposta
em (9], que é uma demonstracdo andloga a de um teorema de linearizagao de fungoes

holomorfas limitadas, obtido por J. Mujica em [9] (ver Theorem 2.1).

Teorema 3.3-1 [12] Seja E um espago normado. Suponhamos que ezista uma topologia

localmente convexa de Hausdorff 7 em E tal que a bola By seja T-compacta. Seja
F={p € E*: ¢ éT-continua em Bg}

Entao F € um subespaco fechado de E' e a aplicacao avaliagio J : E — F’' dada por

para x € E, ¢ € F' € um isomorfismo isométrico.

Demonstragio. Faremos a demonstracio seguindo [12]. Se ¢ € F, entdo p(Bg) é com-
pacto em K, pois é a imagem continua de um compacto. Em particular, ¢(Bg) ¢ limitado,
portanto, ¢ € E’. Isso mostra que F' C E’. Para mostrar que F é fechado em F’, tome
uma seqiiéncia (p,) em F que converge para algum ¢ € E’. Entao ¢,(z) — ¢(x) uni-
formemente sobre By e, como cada ¢, é T-continua em Bp, segue do lema 1.4-3 que ¢
também é 7-continua em Bp. Pelo teorema de Hahn-Banach para espacos localmente
convexos, (E,7)" separa os pontos de E. Entao F' também separa os pontos de E, pois

F D (E, 7). Isso implica que J é injetiva. Afirmamos que a aplicagdo

J:(Bg,7) — (F',o(F', F))
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é continua. De fato, seja (ry) uma rede em By que converge para algum x € Bp para a

topologia 7. Temos

Ja, "5 Ju & p(an) — ) para todo ¢ € F

e essa condicdo é satisfeita pela prépria definicdo de F. Segue que J(Bg) é o(F', F)-
compacto e, portanto, o(F’, F')-fechado. Se ° denota polares com respeito ao sistema dual

(F, F'), temos que
J(Bg)® = {p€F:|Jx(p)| <1, Vr € By}

= {perF: |¢(m)|§1,Vm€§E}:§F

Como J(Bg) é convexo, equilibrado e o(F”’, F)-fechado, segue do teorema bipolar que

J(Bp) = J(Bg)™ = By = Bp
Isso completa a demonstragao. O

Sejam F um espacgo de Banach e m € N. A topologia compacto-aberta 7. é uma to-
pologia localmente convexa de Hausdorff em P(™FE) e a bola unitéria fechada E'p(m E) €

T.-compacta (corol. 3.2-8). Assim, o espaco
Q("E) :={u € P("E) : u é 7,-continua em Bpmp}
com a norma induzida por P("™FE)" é um espago de Banach e a aplicacao avaliacao
T P("E) — Q("EY

que é dada por J(P)(u) = u(P) para P € P("E), v € Q(™E), é um isomorfismo
isométrico. Vamos fixar essas notagdes para todo o restante da segao. Assim, Q("E)
e J sempre denotarao os objetos definidos acima. Os préximos resultados dessa secao

aparecem em [9].

Proposicao 3.3-2 Se z € E, defina u, : P("E) — K por u,(P) = P(x) para cada
P e P(™E). Entao:
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(a) Para cada x € E, u, € Q(ME) e ||ug| = ||z]|™.
(b) Seja g : E — Q(™E) definida por qn(x) = u,. Entio g, € P(ME;Q(™E)) e
1gmll = 1.

(c) Q(ME) =T(qn(E)). Em particular, ¢,,(E) gera um subespago denso de Q(™E).

Demonstracao. (a) Seja x € E. Se (Py) é uma rede em P(™FE) que converge para algum
P € P(™E) para a topologia 7., entdo, em particular, (Py) converge pontualmente para
P. Assim,

uz(Py) = Py(x) — P(z) = u,(P)

Isso mostra que u, € (P("E),7.) C Q("E). Para P € P(™E), temos que
|ux(P)] = | P(x)] < [|P[[[]™

logo, ||u,|| < ||z||™. Por Hahn-Banach, existe ¢ € E’ tal que p(z) = ||z||. Seja P € P("E)
dado por P(y) = (p(y))™. Entao |P|| <1e

ug(P) = P(z) = [l

Portanto |lu.|| = ||z|™.
(b) Seja ¥ € Q(ME). Como J é sobrejetiva, existe P € P(™E) tal que J(P) = 1. Para

cada x € E, temos que
Yo qu(z) = J(P)(uy) = u,(P) = P(x)

isto é, ¥ o g, = P. Pelo teorema 3.2-6, ¢,, € P(™FE;Q(™E)). Além disso, pelo item

anterior,

lgml = sup llgm(2)|| = sup [lz]|™ =1
Jall<1 Jall<1

(¢) Se ° denota polar com respeito ao sistema dual (Q(™E), Q("E)’), temos que
an(E)" = {J(P) € Q("E) : P € P("E), |J(P)(gn(x))| < 1, ¥ € E}

Notemos que



Segue que

@m(E)” ={J(P): P € P("E), |P(z)| <1, Vz € E} = {0}
Assim, pelo teorema bipolar, temos que
Q(ME) = {0}° = gu(E)” = Tqn(E)

Como I'(¢gn(F)) C [gm(E)], isso imediatamente implica que Q(™E) = [gn(E)], isto é,
gm(FE) gera um subespago denso de Q(™E). a

Vamos fixar a notagao para o polinomio ¢,, definido no teorema acima para todo o restante

da secao.

Teorema 3.3-3 Sejam E um espaco de Banach e m € N. O par (Q(™E), qm) tem a
sequinte propriedade universal: Para cada espago de Banach F e cada P € P("E;F)
existe um unico Tp € LIQ(ME); F) tal que P =Tp o qn,. A correspondéncia

PeP(ME;F)—Tp e LIQ(ME); F) (3.1)
¢ um isomorfismo isométrico.

Demonstragao. Seja F' um espaco de Banach e seja P € P("™E; F). Paracadau € Q(™FE),
defina Tp(u) : F' — K por
Tp(u)(¥) = u(y o P)

E facil verificar que Tp(u) ¢ linear. Além disso,
| Tp(w)(¥)] < [[ulll[¥[l]1P]

para todo 1 € F'. Logo, Tp(u) € F" e |[Tp(u)| < ||P|||lul|. E facil verificar que a
aplicacao Tp : Q(™FE) — F” é linear, logo, Tp € L(Q("E); F") e || Tp|| < || P||. Para cada

x € E e cada ¢ € F', temos que

Tp(gm(2))($) = gm() (¢ 0 P) = (P(x))
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Logo, Tp(gm(z)) = P(x) na identificagdo canonica de F' com um subespagco de seu bidual

F”. Usando o teorema anterior,

Tr(Q(ME)) = Tp(lgm(E)]) C Tp(lgm(E)]) = P(E) C F = F

Assim, Tp € L(Q(™FE); F). Para x € E, temos que

1P| = [1Tp(gm(@) | < [Tellllgn (@)} = [Te|l=(™

Assim, ||P|| < ||Tp|| e portanto vale a igualdade ||P|| = ||Tp||. Para provar a unicidade
de Tp, seja Up € L(Q(™FE); F) tal que P = Up o q,,. Entao Tp(¢m(x)) = Up(gm(x)) para
todo x € E, logo, Tp(u) = Up(u) para todo u € ¢, (F). Como g, (E) gera um subespago
denso de Q("FE), segue que Tp = Up. O

A menos de um isomorfismo isométrico, (Q(™FE), q,,) é o tnico par com a propriedade
universal do teorema anterior. A demonstracao é analoga a do teorema 2.1-2, que da a
unicidade do produto tensorial.

A

Teorema 3.3-4 Seja E um espago de Banach e m € N. Suponha que o par (Q("E), Gn),
onde Q(™E) ¢ um espaco de Banach e G, € P("E; Q(™E)), tem a propriedade universal

do teorema 3.3-3, isto é, para cada espago de Banach F' e cada polinomio P € P("E; F)

~

existe um unico Tp € L(Q(ME); F'), com ||Tp|| = ||P||, tal que P = Tp o Gy,. Entdo:

(a) [|Gm| = 1.

(b) Gm(E) gera um subespaco denso de Q(™E).

~

(¢) Eziste um (tinico) isomorfismo isométrico T : Q(ME) — Q(™E) com G =T © G-
Demonstragio. (a) Desde que E # {0}, devemos ter Q(™E) # {0}. Entao, supondo que
E é nao-trivial, podemos escolher ¢ € Q(mE)’ nao-nulo. Temos que

[0 = [1¥ 0 dmll < [12]1l|Gun

o que implica ||¢,| > 1. Por Hahn-Banach, para cada z € F, existe ¢, € Q(mE)’,
|4z =1, tal que
Vo (Gm(®)) = [|Gm (@)
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Assim, para ||z|| < 1,
Gm (@)1 < 1t0e © Gl = lIa]l = 1

Logo, |G|l < 1. Portanto, temos que ||| = 1.

(b) Suponha que ¢, (E) niio gera um subespaco denso de Q("™E), isto &, [¢n(E)] & Q(™E).
Por Hahn-Banach, é possivel obter 1) € Q(mE)’, W # 0, tal que ¥([¢(E)]) = {0}. Logo,

¥ 0 Gy =0 com Y # 0, o que contraria a propriedade universal.

~

(¢) Pelo teorema 3.3-3, existe T} € L(Q(ME); Q(™E)) tal que G, = T1 0 ¢y, €
T3l = llgmll = 1

Por hipétese, existe Ty € E(Q(mE), Q(™E)) tal que ¢, = To0 Gy €
I3[ = llgmll =1

Assim, ¢, = Ty0T)0q,,. Logo, TooTi(u) = u para todo u € g,,(E). Como ¢,,(E) gera um
subespaco denso de Q(™E), segue que T 0 Ty = Idgmp). De maneira andloga mostra-se

que Ty 0Ty =1 dQ(m B) Assim, T' =T} é o isomorfismo isométrico que queremos. a
Também temos o seguinte resultado, cuja demonstracao sera omitida.
Teorema 3.3-5 Sejam E, F espacos de Banach e m € N. Entdo a aplicagao

U P(MEF) — LIQ(ME); F)

dada pela correspondéncia (3.1) € um isomorfismo topoldgico quando os espagos P(™E; F)

e LIQ(ME); F) estio munidos da topologia compacto-aberta.

Para a demonstragao, ver [9], pag. 874-875.

Corolario 3.3-6 Seja V a aplicagcio dada pela correspondéncia (3.1) e seja
U (LQUTE) ) -1 = (PMES ) - )

o adjunto de V. Entao V' é um isomorfismo isométrico e aplica (L(Q(™E); F),1.)" sobre

(P(mE; F), 7).
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Demonstracao. Seja ¢ € (L(Q(™E); F), | -||)’. Como a aplicagao
s (P(ME; F), 1) — (L(Q(ME); F), 7e)

¢ um isomorfismo topolégico e ¥'(p) = ¢ o U, é facil ver que ¢ é T.-continua se, e s6 se,

U'(¢) é 1.-continua. O

3.4 Subespacgos de P("FE; F)

Nessa secao, estudaremos algumas propriedades bésicas de certos subespagos de P(™FE; F')

que serdo tteis nas caracterizacoes da reflexividade de P(™E; F).

Definicao 3.4-1 Sejam E, F' espacos de Banach e m € N. Um polinémio m-homogéneo

P e P(ME;F) 6

e continuo do tipo finito se é da forma

n

P(z) =Y (¢i(x))"b;
i=1
com ¢; € E' e b; € F. O subespaco de todos os polinémios continuos do tipo finito

¢ denotado por Pr("E; F).

e fracamente continuo nos limitados se, para cada subconjunto limitado B C F, a
aplicacao

P:(B,o(E,E")) — (F,| )

¢ continua (equivalentemente, P : (Bg,o(E, E')) — (F, ||-]|) é continua). O conjunto

de todos os P que sdo fracamente continuos nos limitados é denotado por P, (™ FE; F').

Proposicao 3.4-2 Sejam E, F espacos de Banach e m € N. Entao

Pi("EF) C Py("E;F) C P("E; F)
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Demonstragao. Sejam ¢ € E' e b € F. Se (z)) é uma rede em E e z € E, temos que

2 "B o 5 () — o) = ()b — (p(2))™b

Isso mostra que, se P é um polinomio m-homogéneo da forma P(x) = (¢(x))™b, entao
P:(E,o(E,E)) — (F 1)

é continua. Em particular, temos P € P,(™E;F). Como os polinémios da forma
P(z) = (¢(z))"b geram Py(™E; F), segue que Pr("E; F) C P,("E;F). Agora tome
P e P,(™E; F). Entao

P (Bp,o(E, E)) — (F.| - )

é continua. Como o(F, E') é mais fraca que a topologia induzida pela norma em F, segue
que

P (Bg, 1)) = (£ - 1)
é continua. Em particular, P é continua em 0. Por 3.2-5, P € P("E; F). a

Proposicao 3.4-3 Sejam E, F espacos de Banach. Entao P,("E;F) é um subespago
fechado de P(™E; F).

Demonstracao. E facil ver que P, (™E; F) é subespago de P(™E; F). Para ver que é
fechado, tome uma seqiiéncia (P,) em P, (™ E; F') que converge para algum P € P(™E; F).
Entao P,(z) — P(x) uniformemente sobre Bg. Como cada P, é fracamente continua em

Bg, segue do lema 1.4-3 que P é fracamente continua em Bpg. O

Proposicao 3.4-4 Sejam E, F espacos de Banach e m € N. Se E tem dimensdo finita,
entao Py("E; F) =P("E; F).

Demonstracao. Seja P € P(™E; F). Sejam {ej,...,e,} uma base de E e {¢1,...,¢n}

sua base dual. Cada z € E é escrito como

x = Z wi(T)e;
i=1
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Pela Formula de Leibniz,

P(z) = o)™ pula)™ca

m! - ) L
onde ¢, = —‘Pei“ -+ e2m e a soma é tomada sobre todos os multi-indices o = (g, ..., ay,)
al

com |a| = m. Vamos provar que, se Q € P(™E; F) é da forma

Q) = () - - Pm(2)c

com ); € E' e c € F, entdo ) € Py(™E;F). Para isso, basta usar a Férmula de

polarizacao da seguinte maneira

Q) =a(w) - bnl@le = | 1 3™ e eleha(e) + -+ emtn()" | €

Assim, vemos que @) é do tipo finito. Mostramos entao que P é uma soma finita de

polindomios m-homogéneos do tipo finito. Portanto, P € Ps(™E; F). O

Lema 3.4-5 Sejam E, F espagos de Banach e seja P € P(™E; F). Temos que:
(a) Se T € L(E;E), entio PoT € P,("E; F).

(b) SeT € Li(E; E), entao PoT € P;(™E; F).

Demonstracao. (a) Seja T € Lk (E; F). Nao é dificil mostrar que P o T é um polinémio

m-homogéneo. Pela proposicao 1.3-2, T' é fracamente continua nos limitados, isto é,
T:(Bg,o(E,E)) = (E,]-1)
é continua. Assim, como P € P("E; F), é claro que
PoT:(Bg,o(E,E)) = (F-)

é continua. Portanto, PoT € P,(™E; F).
(b) Seja T € L;(E; E). Entao M :=T(FE) é um subespago de E de dimensao finita. Seja
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P a restricao de P ao conjunto M. Entdo é claro que P € P(™M; F)
3.4-4, P é do tipo finito, isto é, P é da forma

n

P(z) = (¢i()"b:

i=1
com p; € M' e b; € F. Assim, para todo = € E, temos que

n

PoT(z)=PoT(z)= Z(% oT(x))™b;

=1

E claro que ¢; o T € E'. Portanto, PoT € Pr("E; F).

49

. Pela proposicao



Capitulo 4
Reflexividade de L(F; F) e P("E; F)

Neste capitulo estudaremos resultados de [10], que dao condigoes necessdrias e suficien-
tes para a reflexividade de espacos de operadores lineares e de espagos de polinomios

homogéneos.

4.1 Propriedade de aproximacao e propriedade de
aproximagao compacta

Muito poderia ser dito a respeito da propriedade de aproximacao e de outras propriedades
relacionadas. Incluimos nessa secao apenas alguns fatos que serao necessarios para os

resultados principais deste trabalho, que veremos nas préximas secgoes.
Definicao 4.1-1 Dizemos que um espaco de Banach E tem

e a propriedade de aprorimacao se o operador identidade em E pertence ao 7.-fecho

de L;(E; E) em L(E;E).

e a propriedade de aproximacao compacta se o operador identidade em E pertence ao

T~fecho de Li(F; E) em L(E; E).

20



O operador identidade em E pertencer ao 7.-fecho de L(E; E) (resp., Li(E; E)) significa
que, dados K C E compacto e € > 0, existe T' € L;(E; E) (resp., T € Lx(E; E)) tal que
Tz — z|| < € para todo z € K. E claro que, se E tem a propriedade de aproximacio,
entao F tem a propriedade de aproximagao compacta. O primeiro a construir um espaco
de Banach com a propriedade de aproximacgao compacta que nao tem a propriedade de

aproximacao foi G. Willis em [17].
Proposicao 4.1-2 Sejam E, F' espacos de Banach. Temos que

Te

(a) Se E ou F tem a propriedade de aproximagdo, entio L(E; F) = L(E; F)

(&

(b) Se E ou F tem a propriedade de aproximagdao compacta, entao L(E; F) = Lk (E; F)

Demonstragao. A prova de (a) é similar a prova de (b), entdo provaremos apenas (b).
Suponha que E tem a propriedade de aproximacao compacta. Seja S € L(E; F), S # 0.
Dados K C E compacto e € > 0, existe T' € Lk (E; E) tal que

€
Tz — x| < —
15|

para todo x € K. Assim,
|SoTx — Sx|| <||S||||Tx —z|| < e

para todo z € K. Pelo lema 1.3-3, SoT € Lx(FE;F). Isso mostra que S € Ly (E; F) .
Agora suponha que F' tem a propriedade de aproximagao compacta e seja S € L(F; F).

Dados K C E compacto e € > 0, existe T € Lk (F; F') tal que
1Ty —yl <e

para todo y € S(K). Assim,
|T oSz —Sx|| <e¢

para todo z € K. Pelo lema 1.3-3, T o S € L (E; F). Isso mostra que S € L (E; F) O

Também hé um resultado parecido para espacos de polindomios homogéneos. Para a

demonstracao, vamos precisar do seguinte lema:
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Lema 4.1-3 Sejam E, F espacos normados e f : E — F uma aplicagao continua. Seja

K C FE compacto. Entdo, dado € > 0, existe d > 0 tal que

1f(y) = f@)l <e

sempre que x € K, y € E e |ly — x| < 9.

Demonstracao. Seja € > 0. Para cada x € K, existe d, > 0 tal que

€
I17) ~ )] < 5
para todo y € F com |y — z|| < 2d,. Como K é compacto, existem x1,...,x, € K tais

que

i=1

onde 6; = d,,. Seja § = min{dy,...,d,}. Sejam x € K ey € E com ||y — x| < . Temos

x € B(z;; ;) para algum i. Notemos que

e
ly — il < lly =zl + [lo — =il <646 <26,
Segue que
1f ) = f@)l < [1f ) = f)ll +[1f (@) = f(a)]]
PR
2 2
e o lema esta provado. O

A proposi¢ao seguinte aparece em [11], Prop. 2.2. A demonstragao é reproduzida a seguir.

Proposicao 4.1-4 Sejam E, F espagos de Banach. Entao

Te

(a) Se E tem a propriedade de aprozimacao, entao P("E; F) = Pr(mE; F)

(b) Se E tem a propriedade de aprozimagdao compacta, entao P("E; F) = P,(mE; F)
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Demonstragao. (a) pode ser demonstrado de maneira similar a (b), entdo s6 provaremos
(b). Seja P € P(™E; F). Dados € > 0 e K C E compacto, segue do lema 4.1-3 que existe
0 > 0 tal que

IP(y) - P@)]| < ¢

para todo * € K e todo y € E com ||y — x| < 0. Como E tem a propriedade de

aproximagcao compacta, existe T' € Lk (FE; E) tal que
|Tx — x| <6

para todo z € K. Segue que |P o T(z) — P(x)|| < € para todo = € K. Pelo lema 3.4-5,
PoT e P,("E; F). Isso mostra que P € P,(™E; F)

Tc

O

4.2 Reflexividade de L(F; F)

Em [13], Ruckle prova que, se E e F sao espacos de Banach reflexivos com a propriedade
de aproximagao, entao L(E; F) é reflexivo se, e s6 se, L(E; F) = Lx(E; F). Holub [5]
prova o mesmo assumindo que apenas um dos espacos E ou F' tenha a propriedade de
aproximacao e dé outra condigdo necesséria e suficiente para a reflexividade de L(F; F).
O resultado em Mujica [10], Theorem 2.1, que reproduziremos mais a seguir, se baseia, em
parte, no resultado em [5]. Em [10], a hipdtese de propriedade de aproximagao é trocada

pela propriedade de aproximagao compacta.

Proposicao 4.2-1 Seja (E,7) um espaco localmente convexo de Hausdorff e seja A um

subconjunto convero de E. Entao
ZT — ZU(Ev(ErT),)

O resultado acima ¢ bem conhecido e implica o seguinte:

Lema 4.2-2 Seja E um espago vetorial e sejam 11 e 7o duas topologias localmente con-

vexas de Hausdorff em E. Sao equivalentes:
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(¢) (E;n) = (E,7)".
(b) A" = A" para cada subconjunto convezro A C E.

(¢) M =M" para cada subespago vetorial M C E.

Demonstragao. (a) = (b) Seja A C E convexo. Entao

E,(E,m)")

" _ ZU( _ z‘rz

(b) = (¢) E claro.
(¢) = (a) Em geral, se E' é um espago vetorial topolégico, um funcional linear ¢ : F — K

é continuo se, e s6 se, p~1(0) é fechado em E. Assim, se p € E*, entdo
v € (E,m) & ¢ (0) é r-fechado < ¢ '(0) é To-fechado & ¢ € (B, 1)’

Portanto, (E,n) = (E, ). O

Teorema 4.2-3 [10] Sejam E, F espagos de Banach reflexivos. Considere as sequintes

condigoes:
(0) L(E;F) =L (B F)"
(1) L(E; F) = L (B F).
(2) Para cada T € L(E; F), existe x € E, com ||z| = 1, tal que | Tx| = ||T|.
(3) L(E; F) é reflexivo.

(4) (LCE;F), |- 1) = (L(E; F), 7e)"

Entao as implicagoes (0) = (1) = (2) = (3) < (4) sempre valem. Se E ou F tem a
propriedade de aproximagdo compacta, entao (4) = (1). Se E ou F' tem a propriedade de

aproximagao, entio (4) = (0).
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Demonstragao. (0) = (1). Como Lf(E;F) C Lg(E;F) e Lx(E;F) é fechado em
L(E; F), temos que

L(E;F)=Ly(E;F) CLkg(EF)CL(EF)

Logo, L(E; F) = Lk(E; F).

(1) = (2). Seja T € L(E;F) = Lg(E;F). Tome uma seqiiéncia (z,) em By tal
que |T|| = lim, o ||T2,|. Como E é reflexivo, a bola unitaria fechada By é fraca-
mente compacta. Assim, (x,) admite uma subrede (z,) que converge fracamente para
algum = € Bg. Pela proposicao 1.3-2, (T'zy) converge em norma para Tz. Segue que
|Tz|| = ||T]|, e é claro que ||z| = 1.

(2) = (3). Como F é reflexivo, segue do teorema 2.3-3 que L(E; F) = (E®,F’') com a
formula dual para (E®,F', L(E; F)) dada por

<Z Tn ® y;l,T> = Zy;(Txn)

n=1 n=1

Por hipétese, dado T € L(F; F), existe z € E, com ||z|| = 1, tal que ||[Tz|| = ||T||. Por
Hahn-Banach, existe ¢’ € F”, com ||y/|| = 1, tal que ¥/(Tx) = ||Tz||. Assim, m(z®@y') =1
e

@y, T) =y (Tx) = ||Tx| = |7

Pelo teorema de reflexividade de James 1.2-7, E®,F’ é reflexivo e, portanto, L(E; F)
também ¢é reflexivo.

(3) & (4). Como L(E; F) = (E®@.F'), L(E; F) é reflexivo se, e s6 se, EQ,F’ é reflexivo.
Assim, a equivaléncia desejada segue do item (¢) do teorema 2.3-3 e do item (c) da
proposigao 1.5-3.

(4) = (1). Suponha que E ou F' tem a propriedade de aproximacdo compacta. Entao,

usando a proposicao 4.1-2 e o lema 4.2-2,

L(E;F)=Lk(E;F)" =Lg(E;F) = Lg(E;F)

De maneira similar, podemos mostrar que (4) = (0) se E ou F tem a propriedade de

aproximacao. O
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4.3 Reflexividade de P("™FE; F)

As investigacoes sobre a reflexividade de espacos de polindomios homogéneos iniciaram
com R. Ryan em [14]. Jaramillo e Moraes [7] escrevem que o interesse no estudo da
reflexividade e de outras propriedades relacionadas em espacos de polinomios em espagos
de Banach é motivada, em parte, pela conexao com as propriedades correspondentes de
espagos de fungoes holomorfas e também com o problema de estender fungoes inteiras
para o bidual.

Aqui é necessaria a observagao de que as implicagoes (2) = (3) < (4) do teorema 4.2-3
continuam verdadeiras assumindo que F é um espaco de Banach qualquer e F' é um
espaco de Banach reflexivo. Uma inspecao na demonstracao do teorema 4.2-3 mostra que

a hipé6tese de E ser reflexivo foi usada apenas para provar (1) = (2).

Teorema 4.3-1 [10] Sejam E, F espagos de Banach reflexivos e seja m € N. Considere

as sequintes condigoes:
(0) P("E;F)=P;("E. F) .
(1) P("E; F) =P,("E; F).
(2) Para cada P € P(™E; F), existe v € E, com ||z|| =1, tal que ||P(z)|| = || P]].
(3) P(™E; F) € reflexivo.

(4) (P(EE), || -) = (P("E; F), 7).

Entao as implicagoes (0) = (1) = (2) = (3) < (4) sempre valem. Se E tem a propriedade
de aproximagdo compacta, entao (4) = (1). Se E tem a propriedade de aproximagao,

entao (4) = (0).

Demonstragao. (0) = (1). Como Pp("E; F) C Pyu(™E;F) e Pyu("E; F) é fechado em
P(™E; F), temos que

P("E:F) =P;("E.F)| € Po("E;F) C P("E;F)
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Logo, P(™E; F) = P,("E; F).

(1) = (2). Seja P € P("E; F) = P,(™E; F). Tome uma seqiiéncia (z,,) em B tal que
|P|| = lim, .o || P(2,)|. Como E é reflexivo, a bola unitaria fechada By é fracamente
compacta. Assim, (x,) admite uma subrede (z,) que converge fracamente para algum
x € Bg. Como P ¢é fracamente continuo nos limitados, (P(zy)) converge em norma para
P(z). Segue que ||P(x)|| = || P]|, e é claro que ||z| = 1.

(2) = (3). Por 3.3-3, a correspondéncia T'— T o g, é uma isometria entre L(Q(™E); F)
e P(E; F). Por (2), para cada T € L(Q(™E); F), existe z € E com ||z|| = 1 tal que

1T (gm (@)l = 1T © gmll = [T

Temos ||gn ()] = ||z||™ = 1, assim, pelo teorema 4.2-3, L(Q(™E); F') é reflexivo. Por-
tanto, P(™E; F') é reflexivo.

(3) < (4). Pelo teorema 3.3-3, P("E; F) é reflexivo se, e s6 se, L(Q(™E); F') é reflexivo.
Pelo teorema 4.2-3, L(Q(™E); F) é reflexivo se, e s0 se,

(LQE); F), |- ) = (L(Q(ME); F), 7.)f
Pelo corolario 3.3-6, isso é o mesmo que
(P("E; ), |- )" = (P("E; F),7.)f

(4) = (1). Suponha que E tem a propriedade de aproximagao compacta. Entdo, usando

a proposicao 4.1-4 e o lema 4.2-2,

P("E;F) = P,("E; F)" =Py("E;F) " = Py("E; F)

De maneira similar, podemos mostrar que (4) = (0) se E tem a propriedade de apro-

ximagao. O
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