
SOBRE A ADITIVIDADE DAS INTEGRAIS MONOTONAS 

RICARDO APPAR1CIO BACCI 

B I "' ,, ' 

_. ~-;:> :jj f 

Orientador 

Pro f. Dr. Rodney Carlos Bassanezi _/ 

Tese de Doutorado apresentada à 

UNICAMP no Instituto de Matemáti 

ca, Estatistica e Ciência da Co~ 

putação para a obtenção do Grau 

de Doutor em Matemática. 

Campinas - 1983. 

'•'f'"A ('""" 0 'L ~ \...: ~ . •,_ ' :_ ' ' ,, ,, 



' ' 

À memória de minha mae 

Djanira Felix Bomfim Bacci 



-INDICE 

PREFÂCIO • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

O. INTRODUÇÃO 

l. CONVERG~NCIA UNIFORME EM 
-X 
lR 

2. INTEGRAL MONOTONA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

3. MENSURABILIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

4. LINEARIDADE .. 

i 

1 

4 

7 

13 

21 

BIBLIOGRAFIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 



A motivação de nosso trabalho foi encontrada no estudo das 

Capacidades bial ternutivas de Choquet [li , empregadas por Huber 

[9] em seu artigo sobre Inferência Estatistica. Huber utiliza re-

sultados ~~evictos a Strassen no caso em que o espaço X e finito. A 

capacidade v ~ umu funçâo reul de conjtinto definida nas partes de 

X, saUsfazendo: (i) v(,~) o. 
' (ii) v é monótona crescente; e 

(iii) v(l\ u B) + v(l\ 11 B) v(A) + v(B) (bialternativa) 

1\ partir dc1 capacicladc v e definido o funcional v (f) 

I
H 

0 
vb:: f(x) t }dt , JJara f continua e positiva. o funcional 

v e linear se v ê uma medida, alêm di.sso, v e positivo, mono 

tono crescente, positivamente homogêneo, bialtcrnativo (se, c so 

se v e lJialtcrnativo) e v (AI. 

A demonstração da sub-aditividade do funcional v Gxige que 

tal funcional tenha derivo.das de segunda ordem continuas, X con-

junto finito e f E: lO' 
X 

+- "') 

o objetivo inicial de nosso trabalho foi mostrar que a bial-

ternatividade de v é equivalente d .ctditividade de v, para fun-

ções f m-mensurúveLs, quando X e um conjunto quaÜJUer, distin 

to de vazio. 

A partir deste rcsultildo, obtivemos outros tamLém rclevuntes 

utiliz,mdo a teoria das Inteqruis Monótonas. 
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O. INTRODUÇÃO. 

Neste trabalho usaremos os slmbolos X, p (X) ' 
X 

[O, +mJ 

I o, +w] P(X)' -X 
respectivamente designar conjunto JR, lN para um 

na o vazio, a classe dos subconjuntos de X ' a classe das funções 

definidas em X com valores em I o , + ro] a classe das funções de-

finidas em p (X) com valores em [O ' + oo] a classe das funções de-

finidas em X com valores na reta real ampliada e o conjunto dos 

numeres inteiros positivos. 

Empregaremos as letras do alfabeto grego a, f) I y' o para de -

signar funções de conjunto monótonas, isto e, funções a per-ten-

centes a [O , +oo]P(X) tais que a ( <P) ~ o e a(A) < a(B) se A C B. 

Por Ix fda designaremos o numero real finito ou nao, chama­

do "integral de f sobre X em relação à função de conjunto monóto-

na a", definido por 

Jx fda 

+00 
J

0 
a{f > t)dt 

e por 

com + f do: < +co ou 

se f E 

se 

f da < +co • 

X [O 1 + m] 

f E lR X 
' 
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Se B E' P(X) definiremos 

fdo: ,..., 

onde e a funçelo carél.cterística do conjunto B . 

Com a notaçao f f "" a 1, indicaremos o conjunto {X ( X tal 

que f(x) 'a}. 

O trabalho está dividido em quatro parágrafos, sendo quo no 

primeiro defLniremos convergência uniforme em m pilt-a funções de 

-X lR , e daremos u.lgurnas propriedades desse tipo de convergência. 

No purZlqrafo 2, Clpresentarcmos os conceilos c propriedades 

relativos ~ integral mon6tona, que s~o estudadilS por Greco, G.l-I. 

em !41, [51, ]6] c 181, destacando o teorema de rcprc~;(__'ntaçi"Jo da 

inteqral mon(ü:on-t ('l'co. l). 

t\o paré1grafo 3, concei tuarcmos conjuntos e fun~,;·Õc:3 ·~-mensuri1 

veis segundo Carath(~odory. Veremos na proposiçcl.o lO, que a aditi-

vidade da integral monótona é válidu., pura funções f (_ I o I X 
+- ,_o I , 

COn' f -,-!)I('Jl.'li!~t(l'('( C' r fdn. < +m . Veremos também uma segunda 
J X 

noção Uc mcnsur·obi1ido.de de uma função em relaçao a um:1 família 

de conjuntos 11-1 contida em P(X). Essa noção é cmprcqada na tco-

ria du mcdir.Ll sumc'utc quanUo n-! c uma n-iílgebLI cont-irLl c~rn P(X) 

Nesse sentido, 

se o conjunto 

real t . 

f ' 
-X 
]){ 

f I x) 

é mensurável em relação a ,1-[i 1 y(-,bra ]] 

ti pertence o ]~ Lodo numero 
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Na teoria da integração essa noçao de mensurabilidade, nao 

difere muito da noção de Carathéodory, porque emprega-se sempre 

medidas exteriores, em relação as quais, as famílias de conjuntos 

mensuráveis são o-álgebras, onde as medidas exteriores sao 

o-aditivas. 

Assim, diremos que f E [O, + ro] X e uma função lli- mensurá 

vel se I fda 
X 

I X f di' sempre que a (H) ~ S (H) , para todo 

H E lli , onde a e S sao funções de conjunto monótonas. O teorema J 

mostra que f é m-mensurável se, e somente se, para todo par 

a,b E (0, +ro) com a > b, existe H E JH, tal que {f > a} C H c 

c {f > b} 

No final do parágrafo daremos tres exemplos mostrando ma fun 

ção que não é a-mensurável e que de acordo com a família lli que 

considerarmos ela será ou na o lli- mensurável. 

Greco, G. H. em [ 4] , proposição 4, demonstra que vale a linea 

ridade da integral monótona Ix fda , para toda f E 
X 

[O,+o:~] I f 

a-mensurável e f X f da < + oo , onde a é uma fW1ção de conjunto monóto 

na. No parágrafo 4, daremos condições necessárias e suficientes 

para que uma integral seja aditiva sobre um cone de funções (isto 

é, uma família de funções fechada por soma finita e estável pelas 

operações de "sup" e "inf" finitos). Se o cone for estável tarn 

bém pela diferença, isto é, se f v g- g pertencer ao cone, para 

toda f e g funções limitadas pertencentes ao cone, a aditivida-

de de urna integral definida sobre esse cone é equivalente a admiti r 
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que esta integral pode ser representada mediante uma função de 

conjunto que torna mensurável, no sentido de Carathéodory, todas 

as funções do cone ( [4], teorema 2, pág. 162). 

O teorema 6 e seu corolário sugerem uma descrição das inte-

grais definidas sobre um domínio de integração lB f, gerado por 

uma função f . 

Em geral, as funções mensuráveis no sentido de Carathéodory 

sao definidas fazendo uso dos conjuntos mensuráveis. Mostraremos 

no teorema 8 que é possível definir a mensurabilidade de Cara-

théodory de uma função f E X - -[O, + oo] , em relaçao a urna funçao de 

conjunto a., usando apenas a aditividade da integral fx- da. 

Corno consequência desse teorema, veremos que se a E 

E [0, + ooJ P(X) e monótona e f E [O,+ oo] X é a-mensurável, en-

tão f X (f+ g)da = J X f da + J X gda , \lg E [0, + oo] X . Verificare-

mos ainda que a reciproca dessa afirmação nao e verdadeira. 

l. CONVERGENCIA UNIFORME EM -X 
]R • 

Seja :rn. a reta real extendida, isto é, :rn. =IR u {-=, +=} 

com a topologia usual. Seja o.p : JR _,. [-1, 11 a função crescente 

e biunivoca definida por 
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1 se X = +oo 

• (x) = -1 se X = - 00 

X --- se X E lli 
1+jxj 

a função 6 lli X lli -? I o , + 00) , definida por 

é wna métrica sobre JR. que induz sobre IR a topologia usual. E~ 

ta métrica ó é equivalente, sobre todo intervalo limitado de JR, 

a métrica usual sobre lR . 

De fato, 

jx-yj > A(x,y) Vx,y E 

DEFINIÇÃO 1. Diremos que um net de funções 

' ' ' \.."(:'IL!Jl'- U.J!-tbl''itlil'llll'!iil' ('111 
-X 
lR , para a função 

't/E. > Ü 1 3 j E I 
o 

tal que 

ou,equivalentemente, o net 

formemente a ~(f). 

fl(f.,f) < E 1 
J 

DEFINIÇÃO 2. Diremos que um net{gj}I em 

mente. a g E lRX (sem especificar JRX), se 

[-a, a]. 

-X 
lli 

se 

C.UVI-

X 1-l, li converge uni 

VE > 0 , 3 j E I 
o 



tal que lg.-gl<c 
J 

para todo j > j 
o 
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PROPOSIÇÃO 1. Seja {fj} jEI 
-X X 

e.m lR um n et e f E lR • A-0 ).) e.guin-

( i) {f } j jEI conve~ge. un~6o~me.mente. a f em -X lR 

(ii) V a E [O,+ oo) o net {-a v fj A a} jEI eonve_flge. u.nl6oJtm~ 

mente. a -a v f A a. 

OBSERVAÇÃO. "-a v f, A a" indica a quantidade "[(-a) v f.l A a". 
J J 

PROPOSIÇÃO 2. Sejam em [O,+ooJX e { } e [o' +oo]X g' 'EI m J J 

doill ne.th f -X - d d g E lR • Entao, vaie. a f..e.guinte. pnop!U;'e. a e_: Se 

. -X 
{fj} conve)[ge uvL-L6oJtme.mente. em lR pa!ta f ' 

e 

-X {g.} c.onve!tge un..i.6oJtme.me.n.te. em 1R pa!La g, 
J 

e.n:tão, {f.+ g.}. c.onve.Jtge. uni.6oJtme.me.n.te. em JRX pan.a f+g. {l) 
J J J 

PROPRIEDADES DA CONVERG~NCIA UNIFORME EM -X lR. 

PROPRIEDADE 1. Se o net {fj}jEI c mX converge uniformemente em 

(1) As demonstraçÕes das proposiçoes 1 e 2, encontram-se fel tas com detalhes 
na tese de Mestrado "Integrais Monótonas - Linearidade e Mensurabilidade" 
redigida por Maria Christina Arnêndola de Almeida, Universidade Estadual 
de Londrina. 



:IR.x a f E m.X, então lim f. (x) = f(x), para todo 
'EI J J 

-

x C X. 

PROPRIEDADE 2. As sucessoes { -n v f A n} 
n 

{f A n} 

7 

e 

{f v l 
n 

+ f A I- !I J n n 

n 
-X convergem uniformemente em JR a f, qual-

quer que seja fEJRx. 

PROPRIEDADE 3. Sejam f e g E 

-X 
]R 

{O, +oo]X. A sucessão {f A n+g A n} 
n 

converge uniformemente em -a f+ g. 

w 

PROPRIEDADE 4 • o net { L~ 
o -

}
8 

converge 
n=l {f>o J 

JRx função f quando o 
n + 

a ~o 

PROPRIEDADE S. O net 
n2n 

{ z 
i=l 

mente em 
-X 
lR para a. função 

' . }EJN 
{f >-"-In 

2n 

f, quando n ----+ + oo 

uniformemente em 

converge uniforme 

PROPRIEDADE 6. Seja {H1 }:=l c P(X) uma sucessao de conjuntos de 

crescente, e {a.}c[O,+w). 
' 

verge uniformemente em -X 1R a 

2. INTEGRAL MONOTONA. 

-A sucessao 
n 

{ z 
i=l 

con-

DEFINIÇÃO 3. Uma família JB c [O, + oo] X , será chamada de Vom1.n-i..o 

de.. In;teg!Laç.iio I.:!Obii.e X, se são verificadas as seguintes propriedades: 
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(i)lll~~ 

(ii) para todo a E [0 1 + 00 ), para toda f E JB => af, f A a 

f v a-a E JB( 3 ) 

OBSERVAÇÃO. Todo domínio de integração contém a função nula. Além 

disso lB =- [O, + oo] X é um domínio de integração e toda intersec-

ção de domínios de integração é um domínio de integração. 

DEFINIÇÃO 4. O domínio de 1ntegnação genado por uma família de 

funções é o menor domínio de integração que a contém. o domínio 

de integração gerado pela função f E [0, + oo] X é o conjunto de 

funções 

JBf= {a(f A b-f A c) a E {O,+oo), O< c< b < +=}. 

Assim, o domínio de integração ID gerado pela família de funções 

S c [0, +oo]X é dado por 

lB ~ 

{O} 

u 
fES 

se 

se 

DEFINIÇÃO 5. Seja JH c P (X) e 

s 

ples sobre JH as funções do tipo 

(3) a A b = inf{a,b} 

a v b sup{a,b} 

q, E lli , chamaremos funções sim­
n 
L: a. op H , onde 

i=l l. i 
a. E 

l 
[Q,+oo), 
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H. ::J H. 1 , para ·todo i = 1,2, ... ,n-1. Indicare 
1 1+ 

mos por IJH o conjunto destas funções simples sobre lH, e obvia­

mente IlH e um domínio de integração contido em [O, + oo] X 

DEFINIÇÃO 6. A função de conjunto a P(X} --+ [O,+ co] e monó-

tona se verifica: 

(i) a(~) =O 

(ii) A,B E P(X), A C 8 ~ a(A) < a(B). 

DEFINIÇÃO 7. Seja JB c [O, + oo] X um domínio de integração sobre 

X. Uma aplicação T: JB --+ [0, +co] se diz In-te.gJta.t Mo11Õtona -6o-

bAe. o Vom1nio de. Inte.gnação ID c lo + ooJ X 
' se sao verificadas as 

seguintes propriedades, para todo f e g E JB , 

a E [0, + oo) • 

(i I T (a fi = aT(f) 

(i i) f < g ~ T(f) < T (g) 
-

(i i i) T(f) = T(f A a) + T(f v a- a) 

(i v) T(f) = lim 1' (f A n) 
n~ +oo 

(v) T (f) lim T(f 
l li v 

+oo n n 
n • 

OBSERVAÇÃO. As propriedades (iv) e (v) implicam 

T (f) = lim 
n-++oo 

T(f A n-fA l1. 
n 

e para todo 
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Para as proposiçÕes que enunciaremos a seguir assumiremos 

que a é urna função de conjunto monótona, definida em P(X), e que 

X 
[Q, + oo] ~ [O 1 + ooJ 

é a aplicação definida por 

J fda 
X 

a{x f(x) > t}dt . 

PROPOSIÇÃO 3. fx- da e . - (4) uma ~ntegttal mono-tona óobtte_ [O, +co] x_ 

PROPOSIÇÃO 4. Jx fda = lirn 
n . .,. +co 

= lim 
n-+ +oo 

l 
~ 

L 
n k=l 

~ 

PROPOSIÇÃO 5. Se_ paJt.a :todo n E JN 

a{x f(x) 

a{f > 

ve.Jtge. un-i.&oJtme.me.n:te. paJta a 6unç.ão g A n em 

(4) c f. definição 7 

(5) cf. [SJ, proposição 1.2, (2), pag. 8, 

> l<.j 
n 

(5) 

{gk A n}kEJN c..on-

X -
[O, + oo] , e_n:tao 
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PROPOSIÇÃO 6. Se_ a -ãuc.e..tdao {gn}nEJN C [0, + oo] X c.onve.Jtge. u.ni6o~ 

me.mentc.. pa!ta a 6unç.Cio g E [O, + oo] X 

tat que g . < f 
n- pa.ILa :toda n E N I fda < +oo, 

X 

I gda = 
X 

lim f g da ( 6 ) . 
n++oo X n 

PROPOSIÇÃO 7. JX-- da é a Única inte.gnai monÕtona de.6inida ~0-

bJte. lO,+oolX que. \.'etti6-i.c.a 

fx 'a da= a(B), pMa todo B E P(X) , 

onde <f'g !teplt.e-t.erd:a a 6u11çiio c.a.Jt.ac.te.Jt1.6.tic.a da conjunto B (?). 

PROPOSIÇÃO 8. f 
~ 

( L 
X i""'l 

a.<PB )da. = 
1 i 

L 
i=l 

a.o.(B.) palta todo a.E [0, + oo) 
1 1 1 

e pa!ta todo i E JN 
( 8) 

PROPOSIÇÃO 9. Pa!La toda f E [O I + oo] X te.mo.t. 

( 6) Para as demonstrações das -proposiçoes 5 e 6, ver I 41 , -proposiçao 1, pag. 
152, 153. 

( 7) c f. [5[, teorema 1.1, -pag. 4 

(8) c f. [5[, Proposição l. 2, pag. 8. 



(l) lirn 

I 2 l 

+ 
E+O 

lim 
+ 

E+ 0 

Jx 
f A (t+E)-fAtdct 

E 

= lim a. {f > t + E} 
+ 

E + 0 

f 
f A t - f A {t-E) 

da = 
X E 

lim a{f>t+E}= 
+ 

E + 0 

lim 
+ 

E+ 0 

a{f > t- d ~ 

= lim {f > t- c) 19 ) . 
+ 

E+ 0 

12 

OBSERVAÇÃO. Se T e uma integral monótona, chamaremos de a.T e ST 

as funções de conjuntos monótonas definidas em P(X) por: 

aT(B) ~ sup{T(f) f < ~B , f E lB) 

e 

para todo B c X e 

Além disso, indicaremos com [a.T,STJ a família das funções 

de conjunto monótonas y, definidas em P(X), tais que aT(B) < 

~ y(B) ~ ST(B), para todo B c X. Como a.T ~ ST 

[aT,ST] f~. 

(9) c. f. [5], propos1çao 1,2, pag. 9. 

temos que 



TEOREMA l. (Teorema de 

Seja T : JB ------+ [O 1 + ooJ 

{lo) 
Representação da Integral Monótona) 

l3 

uma -inte.gJLat monô-tona. óobtte. JB c X 
(0,+~1 • 

Uma 6unção de conjunto monótona y, de.6in-ida e.m P(X), 11..e.p11..e.-6e.nta 

-e, T {g) = fx gdy pa!ta. :todo gEJB,.óe., -6 ome.rde 

3. MENSURABILIDADE 

Na teoria da medida e da integração encontramos dois empre-

gos para a palavra "rnensurabilidade": falamos de mensurabilidade 

de uma função f E lRX em relação a uma função de conjunto 

a P{X) -+ [O,+~] e falamos de mensurabilidade de uma função 

f em relação a uma familia de conjuntos JH c P (X). 

A primeira noção de mensurabilidade,devida a Carathéodory e 

empregada na teoria da medida, quando a função a é urna medida ex-

terior. 

DEFINIÇÃO 8. Seja a uma função de conjunto, definida em P(X). Oi-

remos que um conjunto B E P(X) é a-mensurável (ou mensurável 

segundo Carathéodory), se para todo A E P(X) vale a igualdade 

a(A) = a(A n B) + cdA n Bc). 

DEFINIÇÃO 9. Seja f E X [O, + oo] • Diremos que f e a - mensurável 

(10) c f. [41, teor. 1, pag. 154. 



14 

se o conjunto {tE (0, +oo) {x E X f(x) > t} nao é a-mensurá 

vel } é enumerável. 

Observamos que toda função a-mensurável e limitada e limite 

uniforme de uma sequência de funções simples, que sao combina-

ções lineares de conjuntos mensuráveis. 

DEFINIÇÃO lO. Seja T uma integral monótona sobre ID E [O, + oo] X • 

Diremos que um conjunto B E P (X) é T-regular se aT (B) == ST (B) <+ 00 • 

PROPOSIÇÃO 10. Seja a uma üun~ão manõ~ana de ~onjunto defiinida em 

P (X). Co.toc.amo-6 lB = {f E X - -[O I+ oo] : f e a-me.n.óuJtave.i e 

r f da < + 00 } 

Jx 
Tlfl = Jx fda para toda f E E . 

En-tão, pa.ta a ÚLtegtt.af monõtona T vafe.m a~.> .t.e.guinte..ó pttopJL-íe.dade..õ: 

I lI 

I 2 l f lf+g)da 
X 

fda. < +oo =I' f 
T 

-e 

= I fda + f gda 
X X 

a- m e.n.ó uJtâ v e.l. 

pa.Jta toda f e 

I 3) Se f e g E lB então f v g, f A g, f + g E ID 

g E l8 
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(4) Se f e g E lB e f e g .6 ao fimJ..:tada.6 e.m X , e.ntã.o 

fvg-gElB I ll) 

TEOREMA 2. Seja T' lB ~ [O, +oo] uma inte.gJta-t monô:tona óobJte. 

Se. paJta todo pa!t de. bunçÕe..6 f,g limi:tada.t., pe.!t-

:te.nc..e.n:te.h a JB vaiem a;., p!topJt1e.dade..6 

(i) fAg, fvg, fvg-gEJB 

(ii) T(f) = T(f A g) + T(f v g - g) 

então 

(1) -doó c..onjun:to.t. T-Jte.gula!te..t. e. um ane.f 

(2) pa!La :todo oom f X fda < +oo temos 

f e uma 6unç.ão e 

me.t'L6UJtâve.t. (l 2 ) 

de 

que: 

B -
T 

A segunda noçao de rnensurabilidade,é empregada na teoria da 

medida somente quando lli é uma o-álgebra contida em P(X), no sen 

tido que uma função f E JR X é mensurável em relação a o-álgebra 

JH se o conjunto {x: f (x) > t} pertence a lli para todo nume­

ro real t . Esta noção de mensurabilidade, na teoria da integração, 

(ll) 

(12) 

cf. 

c f. 

[ 4] ' 

[4], 

-
propos~çao 4, pag. 159. 

teorema 2, pâg. 162. 
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nao difere muito da primeira noçao, porque emprega-se sempre medi 

das exteriores, em relação as quais as famílias de conjuntos men-

surãveis são a-álgebras, onde as medidas exteriores são a-

aditivas. 

~interessante termos uma definição de mensurabilidadede uma 

função numérica, em relação a uma família de conjuntos lli c P(X), 

que responda a exigência de determinar funções numéricas f tais 

que, a integral JX fda dependa somente dos valores de a sobre lli, 

qualquer que seja aE IO,+mJP(x). 

DEFINIÇÃO ll. Seja lH uma família de conjuntos contida em p (X) ' 

tal que ~ E lll. Diremos que uma função f E [O,+oo]X e JH -m e.n-

.& uJt.â.v e..t se fx f da ~ fx fdS sempre que a(H) ~ S (H) , para todo 

H E JH , onde a: e B sao funções de conjunto monótonas pertencentes 

[O,+w]P(X) a 

Diremos que f E m.X e lli-mensurável se, f+ f v o e 

f = -f A O sao JH -mensuráveis. 

OBSERVAÇÃO. A familia JH C P(X), tal que <jl E JH , é chamada por 

P.M. Meyer de "pavage 11 Flernming-Topsoe em [11] define (<jl, u f 

u C)-paving quando ~ E lH e lH é fechada por união finita e 

intersecção enumerável. 

Notaremos por M {X, JH) a classe das funções f E JRX que sao 
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JH -mensuráveis e por X 
~ M(X,ll!) n [0, +w] . 

LEMA 1. A-6 mai-6 .ôimpl'.e..t. 6unç.Õe..6 JH -me.n.t.uJtãve.-i.-6 .6ao a.6 6tu1ç_Õe.h que. 

pe.Jcte.nc_e.m a I ~ (f ~ 
li! 

L 
i=l 

~i E lN } 

a.tpH , on.de. 
l i 

LEMA 2. Seja li! C P(X), ~E li! e f E [O, +w]X. A• 

.6e.guin~e..6 .t.ao e.quivaie.nte..t.: 

(i) f e lli -me.n.&u!táve...e 

(ii) ~ pan a,~: P(X) - (0,1} de fiun~õe• de 

c.and-Lçõe..t. 

c.onjunto 

monõtona.6 tai.t. que. a(H) = S(H) pa!ta todo H E lH, temor., que 

t fda ~ fx fd~ . (13) 

LEMA 3. Seja li! C P(X), ~ E lli. Se. a fi unção X 
f E [0, + oo] -e 

lli -me.n.t.u.Jtâve..t, então a.t. 6unçÕe..6 af, f 11 a, f v a- a 

.6ão JH -me.n.6u.Jtâve..ü paJta .todo a E [0, + oo) (l4 ) 

.tamb ê.m 

TEOREMA 3. Seja li! c P(X), 

(13) cf. [7], Lema l, pag. 165 

(14) cf. [71, Lema 2, pag. 166 
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(i) f e. lli -me.n-buJtãve..t 

{i i) Pana :todo palL a,b E (o' + 00) tal que a > b, e.x~.óte. um 

conjunto H E lH tal Q u.e. {f > a} c H c {f > bl. 

(iii) ExJ...õte. uma .õe.quênc:J..a {gn}nEJN c IJH tal que gn < f 

pa.lta :todo n E lN e a .6 e.quê.nc.ia {g A al nEJN 
c.onve.Jtge. un-<-6oJtm_~ 

n 

mente. pa!La f A a pa!ta todo a E (0 1 +w). 
(15) 

PROPOSIÇÃO ll. Seja lH c P(X), ~E lH então: 

(i) 
+ paJta que. f v g E M (X, JH) , {Jte.ópe.c.t:-i.vame.n:te. f A g E 

que. JH l!e.ja e..6:tâve.f poJt fU! .. un.ião 6ini:ta (Jte.õpec.Li.vamente, in:te.!t.6e.c. 

~ão 6útüal(lG) 

(ii) paka qui?- f+ g E M+ (X, lli) pa-'La toda + f,g EM (X,JH), -e 

ne.c.e..õ.õâ.Jtio e .õuQicie.n--t:e que. lli .6eja e.~.>:tâve.t po!t !Le.un-Lão &inita e 

in:te.Jt6e.c.ç~o 6lni:ta. 

EXEMPLOS. 

EXEMPLO l. Seja X = (1,2) , 

logo P(X) = {~, {l}, {2), (1,2}} 

(15) cf. [7], teorema l, pag. 166. 

(16) cf. [7!, propnSlÇ<W 2, pag. 169. 
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Seja 11 P (X) -----~ [O, + w] monótona definida por a(~) ~ O 

e a(A) ~ 1 para todo A~ ~. A E P(X). Então, a função 
X f E [0, + oo] , definida por: f (x) = X n.ao ê a-me.n.õu!tãve.i, 

De fato, de acordo com a definição 9, qualquer que seja 

tE (1,2), o conjunto {x: f(x) > t} e o próprio conjunto {2} . 

E {2} não é a-mensurável pois pela definição 8, 

a(X) ~ a(X n (2)) + a(X n {2)cJ • 

Como {1,2) não e enumerável, temos que f não e mensurável. 

EXEMPLO 2. Seja X~ {1,2), JH~ {~, {1), {1,2)) c P(X). Então a 

função f definida no exemplo 1 não ê. JH -me.n.6uJI.áve.i. 

De fato, seja H:P(X)----+ [O,+c:o], definida por i3(!jl} =O, 

6((2))oo0, 81111)"1 e S(X) "l. Então, temos que a I H I 6 (H) 

para todo H E lli , mas J X f da "I J X fd!3 e pela definição ll 

temos que f nao e JH -mensurável, (a definida como no ex. 1). 

EXEMPLO 3. Se ]! ~ {~, {2}, {1,2}} c P(X) e 8: P(X) ~ [O,+oo) 

é definida por 8(<)) ~O, BIX) ~ 1, 8({2)) ~ 1, S({l}) ~O 

Então a função f definida no exemplo l não é a-mensurável mas 

é JH -mensurável. 

De fato, a(H) = S(H) para todo H E lli , 



e 

r f do 
! X 

portanto 

-
r+oo 

a(f > t}dt ~ I: a{f ' tldt ~ 
J o 

r1 2 
- a{f > t}dt. + f1 a{f > t}dt 

) o 

I: 2 
~ a(X)dt + J a{2)dt 

1 

~1+1~2. 

2 
S{f > t)dt + J

1 
S{f > tldt 

2 
S{X}dt + J

1 
S(2}dt 

~ 1 + 1 ~ 2 

que pela definição 11 implica que f e n-r-mensurável. 

20 
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4. LINEARIDADE 

Nos próximos dois teoremas, daremos condições necessárias e 

suficientes para que uma integral seja aditiva sobre um cone de 

funções. 

TEOREMA 4. Seja JH uma 6amZLta c.on.;tida e.m P(X), c.om rp E JH, óe.-

c.hada. polt união e .inteJt6e.c.ç.ã.o 6..[ni.ta. Seja 0 : JH --------*" [O,+ oo] uma 

6uncã.o de. c.onjunto mon~tona. Entã.o, 6â.o e.quivale.nte.6: 

(i) o(A U B) + o(A n B) = o(A) + o(B) 

(ii) 

PROVA: 

J
r (f+g)do=J 
X X 

fdó + f gdô , 
X 

(i i) => (i) 

o(AUB) +o(AnB) 

'a'A,B E lll , 

+ 
Vf,g EM (X,JH). 

cqd. 
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Antes de demonstrarmos que (i) ~ (ii), vamos destacar algu-

mas propriedades das funções simples IH mensuráveis que pertencem 

ao conjunto Illi (!?).Sabemos que se f E 1rn então 

i f dó= 
X 

n 
J: 

i=l 
À.6<H.i< 181 

1 1 

Tal resultado ainda é válido, mesmo que a condição H1 ~ Hi+l 

seja verificada: 

-nao 

LEMA 4. Na,5 c_ondÃ._ç.Õr>~b do te_ofte.ma 4, <Sejam H
1 

E lli, H
1 

==:. Hi+l e. 

H um c.onjunto quaique.Jt de. H. Então vale. 

n 
l: 

i=l 
6 (H. I + 6 (H) • 

1 

De fato, podemos mostrar por indução que 

n n 

1: IPH. + IPH 
i=l l 

= I 'H. i=l l 

considerando Hn+l = ~. E como temos satisfeita a condição 

Hi U H ~ Hi n (Hi+l U H) ~ Hi+l n (Hi+ 2 U H) 

então vale 

Vi =1,2, ••. ,n 

f 
n 

( l: 
X i=l 

= f ( ~ 
X i=l n (Hi+l U H) + 

n 
= l.: õ (H. 

i=l l 
r1 (Hi+l UH) + 6(Hl uH) = 

(17) cf. Lema 1, pag. 17 

(18) cf. Proposição 8, pag. 11 

6 (H. I + 6 (H). 
1 

' 



LEMA 5. Se. f --
n 
); 

i=l 

n 
E 

i=l 

~ A. 
~Ai E Til (19) 

l 

n 
•Adó ~ L 

.l. i=l 
ó (A.) 

l 

23 

então 

De fato, usando o racioc1nio de indução, temos que para n = 1 

o lema é verdadeiro. 

Seja 
n 

f ~ E 
i=l 

•A. 
l 

, para todo A. E Til, então 
l 

escrito por 

f ~ 

n 
E I{JA'I; 

i=l l 
' 

onde A~ 
1 

n 
~ {x E U A 

i i=l 
f (x) > i}(20) 

Assim, podemos escrever que; 

n 

f + 'fiA T. IPA* + <PA 
i=l 

i 

~ 

(19) Sem a necessidade de Ai :l Ai+l 

I 20 l Assim A *~ A* i i+l e A* ~ $ 
n+l 

\JA E lli 

U A) + <PA~ U A 
l 

f pode ser 



com l\*l u 11 _) f\._*
1 

ri (l\
2
* u /\) ~ ... ~A': 11 (A* u A) 

]. i+ J 

L 
I 211 

ogo 

I X 

n 
(f+.p)cl' = L A . 

i=l 

n 
= ~ 

i=l 

= r 
J X 

oi A !'i 
l 

ô (f > 

fd ó + I 

+ ó (AI 

il 

X 

+ 6 (A) 

<{! d6 
A 

24 

--) A*UA 
n 

Supondo agora, que o resultado e verdadeiro para n, provar~ 

mos que vale para n+ 1. 

seja 

que 

r 
J X 

n+l 
f = L 

i=l 

fd ô 

(21) c[. Lema 4. 

n 

. Escrevendo 
n 

f = ~ 

i=l 

n 
L 

i=l 
<PA. + 

l 
~A I dô = 

n+l 

~; ó(Ai) + ll (An+l) = 
i=l 

n+l 
) 

i=l 

temos 

cqd. 
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Agoru, podemos provar a implicação (i) -> (i i) do teorema 4 . 

(a) A .l_ineartdudc da integral monótona J - c!(~ para 
X 

fun-

-çoes simples lH mensuráveis. 

I 22 l 

Se f e q s~o funções simples tais que~ 

f 
n 

a 
m 

b 
m 

= 

= 

f 

g 

m 
:: 

ioo=l 

m . 
'· j=1 

m 
~ 

i==l 

m 
!: 

j=1 

li 

s 
_f. 

i=l 

'j 

e 

Então, existem: ( 22 ) 

com \In c··om 

convergindo uniformemente para f; e 

com B. 
1,n 

:o B. 
l+l,n 

\In cor:~ s = b 2° 
m 

convergindo uniformemente para g . 

p 
i' De f a to. Dado ' > o • 3p =a • a )) !. ta 1 que, com i ,:_p, 

p p 1 
i=l 

1 
r m 

= T. ~ z À. 11 ~ I f -fi 'A. -I ) 'A n 2n i=p A. i=p 1 
r 2° i=l i,n 1,n 1 

m 
I z 
i=l 

Logo 

p 

\'Ai] I 1 !. 'A. 
l: = - lr-pl - la -a I 

l i=l 2n m P 
l 

f convl~rgl' uniformemente para f , Do mesmo modu 
n 

unifurnwme!lll.' para g . 

o 

p 
- z 'A. I 

i=l 1,n 

Vi > p. -

q converge 
n 

-
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Como 

r 1 r r s 
I (f n + 9 n )dó ' I r. 'A. + " 's. l dó = 

' Jx 2n Jx i=l 1,n i""l l,n 

1 

fx 
r 

1 

fx 
s 

= 1: 
'A. do + r. 'B. dó 

2n 2n ' i=l 1,n i=l 1,n 

tomando-se o limite com n -- + c:c, em ambos os membros acima te-

remos 

f I f+ 9 1 do = 
X 

r fdo + f gdo . 
I X X 

(b) A linearidade da integral monótona r -- dO para funções 
Jx 

JH- mensuráveis limita das. 

Sejam f e g funções lli-mensuráveis limitadas, então, p~ 

lo teorema 3, existem sucessões {f } 
n 

e de funções, com-

binações lineares positivas de funções caracteristicas de conjun-

tos lli -mensuráveis, convenJindo uniformemente para f e g, res-

pectivamente, com f < f 
n 

e g < g, para todo n E lli . 
n 

Como f + g c 1 , temos pela parte (a) que 
n n JH 

r (f+q)d6 r f do + IX do 
lx 

= gn n · n J X n 

f f f + uni f. f+ temos e como + gn < + g e gn ~ g, 
n n 



lim 
n-+ +oo 

logo 

f (f + g I dó ~ lim 
X n n n++oo 

f dê + 
n 

jx (f+ g)dê ~ f fdê + f gdê 
X X 

lim 
n-r+ro 

27 

e a linearidade também e verdadeira para funções lli -mensuráveis li 

mitadas. 

(c) A linearidade da integral monótona f~ dõ para funções 

lli- mensuráveis quaisquer. 

Sejam f e g funções lli -mensuráveis quaisquer, então p~ 

lo lema 3, f 11 n e g A n são funções lli-mensurãveis limitadas, 

para todo n E [0, + oo). 

Pela parte (b) da demonstração vale a linearidade para f 11 n 

e g A n, isto é, 

Jx (f A n + g A n)dõ = f (f A n)dê +f (g A n)dê . 
X X 

Agora, usando a desigualdade 

(f+g) A n <f A n + g A n <f+ g 

para toda f e g E [O, + w] X e a mono toe idade de 6, teremos 



fx[(f+g) A n]dó < f (f A ~dÓ+ f [g A ~dÓ C 

X X 
f [f+g]dó, 

X 

e passando ao limite com n --+ + oo , ficaremos com 

f (f+g)dó 
X 

isto é 

c J fdo + f gdó < 
X X 

f lf+gldo 
X 

fx (f+ gldó = fx fdo + fx gdo • cqd. 

28 

COROLÂRIO 1. Se.j am lli e 6 c. orno no te.oJte.ma 4 , então v a-te a.-6 J, e-

(i) ó(A U B) + o(A n B) < o(A) + o(B) ~ 

~ f (f + gl do~ J fdo + f gdo 
X X X 

(H) o(A U B) + ó(A n B) > o(A) + ó(B) ") 

fx (f + gldó fdó + J gdo 
X 

para toda f e g IH-mensuráveis. 

TEOREMA 5. Seja JB um domln_{_o de Â.nA:egJtaç.ã.o, 6ec.ha.do em !Le.la.ç.ãa 

à ~ama 6i.nita., .6up 6J..ni.to e iná ó-ivt.Lto (lB = c.one. de_ ríunçõc.-5). 
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Seja T : JB -+ [O, + ooJ uma .{nte.g!Lai manãtona. Então, flão e. qui 

vaie.nte.-6: 

(i) 

(ii) 

PROVA. 

T(f + g) = T (f) + T (g) pa.Jta todo f,g E IB 

(a) ExL~te uma 6a.m2LLa E c P(X) 6eehada polt 
,-

uru.ao 

:te.Jr..-ãe.c.ç_ão 6{.nLta. com q, E m, 

(b) IB c M+(X, Til ) ' 

(c) ExJ..-ã.te. 6 Til-+ [O,+oo] monôtona :taf que. 

o (A U B) + o (A n B) = o (A) + o (B) , e 

(d) T(f) = J fdô pa!ta .toda f E IB, 
X 

e in 

A implicação (ii) ~ (i) é uma consequência imediata do teore 

ma 4. Provaremos que a linearidade da integral em (i) implica ca-

da um dos itens de (ii). 

(d) Se T : JB -----+ [O, + oo] é uma integral monótona, definida 

sobre o dominio de integração lB c [O, +=]X • Se a T sao 

as funções de conjuntc monótonas, definidas em P(X), por: 

aT(B) = sup{T(f) f< opB f E 1B} 

e 

ST(B) = inf{T(f) f> 'B , f E IB} , 



para todo B E P(X). 

- . (23) - -Entao, ex~ste uma funçao de conjunto monotona 

8 E [aT, BT 1 , que representa T, isto e, 

T(f) = I fdó 
X 

para toda f E lB • 

(a) Consideremos, JH c P (X), tal que H E lli se 

30 

< + oo , isto é, -lli e a classe dos conjuntos T-regulares , 

com 

f fdú < + 00 

X 
para toda 

rn é fechada por união e intersecção finita. 

De fato, sejam F,G E P{X) e consideremos t
1

,g
1

, f,g E 18, 

tais que f <-.p <f<l 
l - F - e gl<.,oG<g<l. Então, temos: 

T(f) + T(g) = T(f A g) + T(f v g-g) + T(g) 

T(f A g) + T(f v g) 

pois (f v g) (x) >IOF u G(x) (f A g) (x) > .pF n G (x) para todo x. 

(23) cf. teorema 1, pag. 13. 
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Tomando-se o infimo para f e g em m em ambos os mem-

b1·os da desigualdade u.ci.ma, temos 

inf{T(f) f> <PF, f E IB}+inf{T(g) g > <PG, g E;ô JB} > 

isto e, 

Usando o mesmo procedimento, ternos também que: 

O'(f ) + 'l'(g ) l . l 

< uT (F u G) + a T (F n G) , 

e tomando-se o sup para f 
1 

e g 
1 

em JB , em ambos os membros da 

desigualdade acima, temos 

isto e, 

<PF, t
1 

c m }+ sup{T(g
1

) g
1 

UNICAMP 

BIBLIOTECA CENTRAL 
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Como o. •r (A) _:::. S T (A), para todo A E P (X) , temos por (a
1

) e (a
2

) 

que: 

etT(F) + a,r(G) .:5_ a.T(F U G) + aT(F n G) _:: BT(F u G) + BT(F n G) < 

Mas, se F e G pertencerem a TI1, então 

e 

o que nos permite concluir que: 

e que F u G E TI-I e F n G E Til , logo JH e fechada por união e 

intersecção finita. 

Que o conjunto vazio pertence a JH, e Óbvio pois, aT , BT 

sendo mon6tonas, o.T{~) = O = BT(~) · 

(c) A função de conjunto ô lli --7 tO, + ooJ , monótona tal que 

fx fdú T(fl 
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é tal que 

nos dará 

o;,r < 8 _::_ ST • Essa função O restrita à classe :m 

ó(H) = aT(H) = ST(H) para todo H E IH. Portanto, te-

remos que 

ó (F) + ó (G) ~ ó (F U G) + ó (F n G) 

para todo F e G E Til • 

(b) Para toda função f E lB, f limitada, mostraremos que f 

é rn-mensurável, isto é, + 
1B c M (X, Til I . 

De fato, a funçao Ó lli ----+ [Q, + co] monótona, aditiva, 

bialternativa e tal que 

para todo H E JH • 

Como 6 representa T, temos que T (f) fx fdó e dai, conclui-

mos que 

se 

para todo H E lli , portanto f -e JH -mensurável. 

+ 
Logo, JB c M (X, lli) • 

cqd. 
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O prÓximo teorema e seu colorário, descrevem as integrais 

definidas sobre um domínio de integração lB f , gerado por uma 

função f E 
X [O,+C<)] • 

TEOREMA 6. Seja a' P(X) E [O,+w] uma 6unç.ão de. c_onjun.to mono-

.tona e. .6e.ja JBf O dom1nio de. inte.g!taç.ão ge.Jta.do po!t f, f E [O,+oo] x. 

E n.tão, 

PROVA. 

(a) Consideremos a far.ilia lli definida por 

Til {{x f(x) > t} X E X 1 t E ( 0, -!- w)} U 1), 

entao JH e fechada por união e intersecção finita . Pois se, 

com e 

números reais, ternos: 

A u B =:o {x f(x) > min{t
1
,t

2
}} 

e 

A n B 

o que :: mplica que !1. u B E= lli e A n B E rn 
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(b) Para toda a monótona sobre P(X) temos que a é aditi 

va em lli pois: 

= a(A) + a(B) VA,B E IH 

(c) Jllf c + M(X,JH) pois, 

para toda s : p (X) _, [O ' +m] monótona, tal que B (A) a (A) 

para todo A em JH, temos que: 

J X f da 
= (" 

J o 
o:{x:f(x) > t}dt 

+<o 

= J
0 

B{x:f(x) , t}dt = 

logo f e IH -mensurável. 

Seja agora g E JBf ; g = a(f A c- f A b) com a E (O,+C<)), 

D<b<C<+oo então 

a[f A c - f A b > t} ~ a{f > t + b} 

= B{f > t + b} S{f A c - f A b > t} 

o que implica que 



f (f A C- f A b)da 
X 

"" f (f A C - f A b) dB . 
X 

Como J X qdn e homogênea temos: 

f gda 
X 

r 
J 

a(fA C- f A b)do. 
X 

- a J (f A c - f A b) da = 
X 

~ a J X I f A c - f A b) dS ~ 

f a (f " c - f A b) dB "" 
X 

e g e lli -mensurável. Portanto 

Então, pelo teorema 5, temos que 

f fd0 
X 

36 

COl\OLÂRIO 2. Seja n:: P{JR) ----+ (0, +co] muYIÕtoiW. En-tão, paJta to-
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A prova desse corolário segue como consequência do Teorema 5, 

quando consideramos 

i [Q 1 + m] ----+ [Ü 1 + oo] tal que i(x) = x 

m
1 

-- família de todas as funções crescentes e 

T IB. ~ lO, + = 1 como sendo 
l 

a P (IR ) - (O, + ""') monótona. 

T(f) ~ I fda 
lR 

' onde 

TEOREMA 7. Seja a: P(X) ~ [O, +ro] uma 6unção de.. c.onjunto mono 

.tona e f E 
X 

[O, + ro] • Se é o VomZn~a de In.tegnação genado 

po!L f, e.n:tão JX- da é a-adJ..:tJ..va. 

Para demonstrarmos esse teorema precisaremos do seguinte 

lema: 

LEMA 6. Seja f : IN------+ [O, +oo) uma ~e.quêncJ..a de.che.~ce.n:te. de. 

nume.Jto~ Jte.ai-6 e. f
0 

= inf f . Então, .6 e 
n 

ro 
L: a

1 
[f A c

1 
- f A b

1
] = f 

i=l 

te.Jt.e.mo-ó que. 



00 

z ai [fo A c. - f A bi] ~ f 
i=l l o o 

com a. E [O, + oo I e o < b. < c i < +oo. 
l 

PROVA DO LEMA. 

(i) Para c
1 

> f (1) 

O < b. < c. < + oo, temos: 
l l 

l 

b. < f 
l o 

com A = {1,2, •.• ,n} • Pois, 
n 

f (lI A ~f(ll-b. 

" 

f ( 2) A ~ f(21 - b. 
l 

(li f(n) A c
1

- f(n} A bi = f(n) - bi 

e 

a
1 

= constante e 

para todo n 

( 2 I - f - b. 
o l 

para todo n • 

(1) e (2\ nos permitem concluir que 

38 



para 

f ( n) ' 

todo n. Onde 

-f(n),b. 
1 

~ f - b. o 1 

00 

= "i 
'A 

n=l n n 

f(n) - bi 

00 

+ E .i 
'A n=ol n 

n 

~ f (n) - f o 

{ii) Para c. > f(l) 
l 

f(n) > b. > f(n+l) > f 
1 o 

algum n, ai constante e O < bi < c i < + oo ternos: 

a. lf A 
1 

= a. [f A 
l o 

c. 
1 

com An = (1, 2, ... ,n}. Pois 

( 3) f (rn) A c. - f(m) A b. = f(m) - b
1
. 

1 1 

f ' b. J o 1 
+ L: 

no:=! 

para todo 

i 
,.sn <P A 

n 

m < n 

39 

f(m+l) A ci- f(m+l) 11 bi = f{m+l)- f(r.l+l) --O, puru todo m>n 

e 

( 4) ~ f 
o 

f 
o 

~ o 

(3) e (4) pennitem concluir que 

f(n) - bi =; o + z 
n=l 

para todo n ' 

para todo n. 



-Isto e, 

= a. (f " cl. 
l o - f ' b.J o l 

+ c 
i==l 

n 
-6i <PA 

n 

(iii) Para f(k-1) > ci > f(k) algum k e bi < f
0 

também que 

a. [f " 
l 

Pois: 

I 5 l 

e 

I 6 l 

fln) 

f ' o 

' c. -
l 

c. f 
l o 

a. [f " c. - f A b,] + 
l l o l o 

Jci -b. 
l 

fln) ' b. ~ 

l 

Lf In) - b. 
l 

' b. ~ f - b. 
l o l 

(5) e (6) implicam que 

fln) - bi 

onde f..~ fln) - fln-l) se n > k e 

r. 
i=l 

se 

se 

'ni '" '.) "A 
n 

n < k 

n > k 

40 

temos 



L 
n > k 

= f (n) - f 
o 

- f 
o 

De maneira análoga podemos demonstrar que a relação 

a. (f 11 
l 

c. 
l 

a. (f A c
1
• 

l o 

00 

+L~/<P 
n An n=l 

- f A b. I 
o l 
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é válida para todo n, independente da posição de bi e ci em 

relação a 

f = L 
i=l 

f e 
o 

a. [f 11 c. 
1 1 

f(n). Logo, temos 

-fAb.]= 
1 

+ L 
i=l 

00 

" n=l 

I: 
i=l 

a. [f A c. 
1 o 1 

e 

-fAb.J+ 
o 1 

tomando-se o inf em ambos os membros, ficamos com 
n 

00 

L 
i=l 

a [f A 
1 o 

-f A b.J 
o 1 

+ inf 
n 

L 
i=l 

I 
n=l 



Falta então, mostrar que 

De fato, 

f(l) 

00 

t: 
i=l 

segue que 

Assim 

in f 

00 00 

in f ~ [ 

n i=l n=l 

i=l 
a . [f 11 

1 o 

ai !f o A C, 
l 

00 00 

~~ í: 
i=l n=l 

00 00 

i 
/, L 

i 

" n 

f 
o 

i 
"n 

) 
'n ~A 

n i=l n=l n 

pois 

~ 
A 

( k) 
n 

'A = o 
n 

- f A b ,] 
o 1 

+ L 
i=l 

A b.] = constante 
1 

< + oo, 

00 00 

i 
inf [ ( I L "n n=k i=l 

r 1 se k n 

' • I 
; 

I Q 

L se k > n 

í 
n=l 

' 

) I 

~~ lfJA (1) 
n 

= o 

42 

< + CJ:J, e 



logo , z 
i=l 

a. (f • c. -f • b.) -f 
l o l o l o 

43 

cqd. 

OBSERVAÇÃO. Esse resultado ainda e válido se considerarmos inf f= 
n 

= + oo • Pois nesse caso f(n) = + oo para todo n , o que implica 

que f(n) = inf f(n) e 

00 

l: 
i=l 

n 

a. [f(n) • 
1 

- a.[f(n) • c- f(n) • b]. 
1 

DEMONSTRAÇÃO DO 'rEOREMA 7 • 

k 
L 

n=l 

para toda 

g )da -
n 

g E lB 
n f 

n 
)~ 

i=l 
a.(fll 

1 

para todo n , e 

e 

f g é'.a 
X n 

para todo k E rn, finito( 24 ) 

uma sequência em lB f , tal que 

c. 
1 

- f • b.) < f 
1 

(24) cf. teorema 6, pag. 34 



f = a. (f A 
l 

c. 
l 

-fAb.)= 
1. 

lirn g . 
n 

n 

Então, para todo A E P (X) temos que 

lim inf 
n E Thl 

(in f gn) = lim 
A n 

> lim 
n 

(inf 
A 

n 

z 
i=l 

n 

I ai(f 1\ ci- f A bi)) 
i=l 

a. [inf 
l A 

(f A c. 
l 

a. (in f 
l A 

f A C. 
l 

- inf 
A 

.inf f 
A 

Logo , ·temos que 

;: a i l f A c i - f A b i 1 da = 
i=l 

r 
=· 1 a.(fAc

1
.-fAb.)da 

l 1 
l =l X 

cqd. • 
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> 

(lema 6) 
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No teorema que segue, nostraremos que é possível definir a men 

surabilidade de Carathéodory de uma função f E em re-

lação a uma :íunção de conjunto monótona G, usando apenas a aditi-

vidade da integral J -- da . 
X 

TEOREMA 8. Se.ja a: P(X) --+ [0, +oo] u.ma 6unç_ão de. conjunto mono-

:tona. Sejam f E 
X 

[O, -J-oo] e. 

pon f. Ett:tão, Jão equiuatenteb: 

9 ~~Jtado 

(I) f e a-menhu~~vel no ~en:tido de CaJta:th~odoJty. 

(II) f (h+ g)dc:t == f hda + J gda, paJta :todo h E JBf e paJta 
X X X 

:todc1 g E 
X 

l Ü 1 + '"-'] • 

DEMONSTRAÇÃO. Mostraremos a implicação (I) ~ (II) em três etapas: 

(i) quando .p A , com A conjunto a-mensurável, temos: 

JX (f+ g)dcx 

{25) cf. ['JI pn>p<lSLt.;;lo 2.1, JW~',. '32. 



= C( ( Al) + ( 
j X 

n 
)~ 

i=l 

r n 
o (Al) + j I '"-2 + I I 

X i > 2 

= Cl. (Al) + o; (A2) + lx 

-

+ g)do: , c f. (i) 

'A. + g) l da 
l 

n 
z 

'A. 
+ g)da 

i > 2 l 

repetindo essa operaçao para i 3,4, •.• ,n obteremos que 

n 
(f+ g)da = L: 

J=l 
a (A.) 

l 
+ J gda = 

X 

fda + fx gda 

( iii) quando f e lx-mensurável (caso geral) 

47 

Da et-mE~nsurabilidade de f, temos que, para todo a,b0(0,+oo), 

com a > b, existe um conjunto a-mensurável H, tal que 

[f a)CHC(f>b}( 29 ) 

(29) pln~ c-.lSll contT·;ÍrÍt> {x: f(x) > t} nao sena a-mensurâvvl paro todo 

tE (b,a) e (b,a) n<Hl é enumerável (defini(;Do 9, p.'lg. 13). 



Logo, para todo par i, n E rn I existem conjuntos H. 1,n 

a-mensuráveis tais que: 

{f >_L} :J H. :J {f > 
2n l,n 

E para todo n vale( 30) 

n 
l 

f > !.: 
i=l 

.p > f v 
11. n-1 
1,n 2 

com 

l 
n-1 

2 

Agora, a sequência de funções simples 

com f 
n L 

i=l 
e H. 

1, n :J H. l 1+ ,n é 

que { f ~ a) 
n nem 

converge uniformemente a f A a, para 

a E (0 f +,:o). Portanto f f e limite uniforme em -X 
1R de uma 

quência de tunções simples , que são combinações lineares, 

conjun·tos a-mensuráveis. 

Então, 

converge uniformemente em 

tanto 

(30) cf. [10) , P""· 88 

-X 
1R a f+ g, e 

48 

tal 

todo 

se-

de 

por-



lim 
n I (f + g) da - lim f 

X n n X 
f da 

n + f gda = 
X 

fda + J gda: • 
X 

49 

Para provarmos a reciproca devemos antes demonstrar o segui~ 

te lema: 

LEMA 7. Pa!ta todo t > O e paJta .todo B pe..Jt.te.nce.vd:e. a P (X) te.mo.ó: 

I il lim 
+ 

c~ o 

(i i) lim 
+ 

[ -+ o 

= lim 
+ 

r_ -+ O 

lim 
+ c ~ o 

PROVA de I i) . 

lt+c)-fAt) + I{JB)da = 
E 

f (..p{f>t+c}+..pB)da 
X 

f A lt- c) + o,p
8

)da = 

Da validade da desigualdade 
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(c- b) ~{f> bl >f A c- f A b >(c- b) 'lf >c} 

para todo b e c, tal que O < b < c < + w , temos que para to-

do t > O e E > O vale também 

I l 1 

e 

(2) 

> 
> t} 

fA(t+E)-fAt 
> ' {f>t+cl 

Portanto, para todo B E P(X), temos 

lim 
+ 

( ·+ o 

f 1\ (t + E) - f A t 
+ 'o 

E 

> + ' <P{f > t+E} B 

r {_i_ __ ~ (t + cJ - t A t 

j X 
+ <PB)da > 

lim 
+ 

I + Ü 

(;{f > t + s} + <PB)drx 

Por outro lado, temos, 

_f~~--~_Q__l-= _ _!__ ". _ _i_t_+_b_) 
+ ' ' 

a-b 
<P{f > t + b} 

a B a 
+ ~ 

B 



para todo b E (O,a), e que 

{ f A (t + a) - f A (t + b) 

a 

converge uniformemente em -- X 
IR para 

f A (t + a) - f A t 
+ ~B 

a 

quando + b ----+ o . 

( 3 I 

Então, 

f X ( f A {t + :) - f A t 

= lim IX( f A (t + E~ - f A (t + b) + ipB) dO. 

b""*O+ 

< lim 

b-+ o+ 

E isso acarreta 

lim 
+ 

E-+Ü 

fx ( f A (t + 

E 

s)+fAt+')< 
~B 

51 



< lim 
+ 

E -+ 0 

Das desigualdades (2) e (3) segue (i). A demonstração da 

(ii) é análoga. cqd. 

Podemos agora demonstrar a reciproca do teorema 8. 

52 

parte 

Primeiramente , se f=.p A com a(A) < + oo e g = <P
8 

para todo 

B E P(X), então fazendo h = • 
A 

temos que 

o.(A) + (l(B) 

(hipótese II) 

= I ( .ç A u B + .P A n B) da 
X 

e 

~ ~(A u B) + a(A n B) (hipótese li) · 

Logo, 

a(B) = Lx(A U 8) + LX(A n 8) - a(A) 

- a(B - A) + a(B nA) para todo B E P (X), 
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então A e a-mensurável e portanto f = e a-mensurável. 

Agora, se 
n 

f = l: 
i=l 

com fda < + oo , então para todo 

i' e o.(Ai) < too e pela primeira parte segue que ~A. 
l 

e a-mensurável. Portanto, f e - ( 31) 
a-mensuravel 

Quando f 
n 
!: 

i=l 
, com para 

B E P (X) ,então p:~ra h ~ À i <P A. E JBf 
l 

e como 

l. J (oA + o8 )do. , 
1 X i 

pela primeira parte, segue que 

a-mensurávol. ( 32 ) 

e (~-mensurável, logo 

Finalmente, seja f E 
X 

[0, +•"') , com Jx fda < + w e 

todo 

f e 

g E 
X lO, +ooj , então, para h = i (f 1\ t - f A (t- sl) E JBf para 

todo r: E (O, + C\)) , mostraremos que {x f(x) > t) -o.-mensura -

vel, para quase todo tE (0, + oo). 

(31) cf. propnsu.;nn 10, pag. 14 

(32) d. [5], prop,lSi\itn 2.7, pag. 40, À. <PA 
l . n 

pag. 14 , f = l: À.OA 
l . 

l 

- - l c ct-mensuravel, 

e a:-mensurâvel; Proposição 10, 
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Consideramos a função 1/J E [0, + w) [O,+'-'"'] definida por 

~(t) ~ a(f ' ti. ~' e uma função monótona, logo existe(JJ) um con 

junto K c [O, + ·->-') no máximo enumerável tal que IV é contínua no 

complementar de K. 

Seja t um ponto de conttnuidade de 1V, então, para 
o 

B E P (X) tomos:. 

ai (f > t } + a(B} 
o lim 

+ 
i' -+ o 

a{f > t
0 

+ c:} + a(B) 

~ lim J 
+ X E ., Ü 

f 11 (t +E) -f A t 
o o 

da + a(B) 
l 

L 
l 

c -' 0 + 
1 

X 

] ·i f~l 

[ ,, ( t + i') - f 11 
r ( ______ o 

+ f:} + <PB)du. 

I c f . Prop. 9) . 

(hipótese II) 

(Lema 7) 

< r 
lx 

{cf. desigualdade (1) do Lema 7). 

Analogamente, 

(33) d. Rudin, H. "l'ri.twlpios de An:Jlisc Matemática", pag.lJl. 

todo 



a({f > t } + a(B) 
o 

= lim 
+ 

E + 0 

lim 
+ E + Ü 

lim 
+ 

f: -+ o 

I I f A 

X 

lim 
+ 

E: -:- o 
a{f > t 

o 
- d + a (B) 

(to- c) 
da + a(B) 

t - f 1\ 
o 

(t - f:) 
o 

(cf. Prop. ;;) 

(hipótese II) 

(Lema 7) 

>f {.p{f>t}+.;B)da 
X o 

(cf. desigualdade (1) do Lema 7). 

Logo 

a({f > t }) + aiBI 
o 
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e segue pela primeira parte, que o conjunto {f > t
0

} e o;-mensur~ 

vel. 

Portanto, {t: {f > t} nao é a-mensurável} e no máximo 

enumerável, ou seja f é a-mensurável. cqd. 



56 

TEOREMA 9. Se.ja f E fü, + oo] X c.om f fda < + oo e. 
X 

a. P (X) ---+ [O, + oo] monÔ.tona. Se. 

f X I I f A a) + g] da = f (f A a) da + f gda. 
X X 

paJz.a :todo g E [O, +oo]X, e -todo a E (0, +oo), então, f e a-men­

.6 uJtâv e. i. 

PROVA. Corno 

f A (t +E) - f 1\ t 
o o 

(f V t -t ) A E f V t - t 
o o o o = = A l 

E 

e 

f li t - f A lt -c) ___ o~ o 
= 

I f v I t - E) - I t - E)] A E o o 
= 

E 

f V lt - E) - lt - E) 
o o =----"-------"--- A l , 

com o mesmo mesmo raciocinio da demonstração do teorema 8, temos 

que: 

fx[lf A l) + g]da r I f A l) da + fx gda 
Jx 

X 
\fg E (O, +oo) 



implica que f e a-mensurável. 

Como 

JX [(f A a) + g]da ~ Jx(f A a)da + Jx gda , 
X 

VgE[O,+oo], 
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podemos reescrever tal igualdade do seguinte modo: 

r!: 
a 

e g/a E 

A l) + 5!]da 
a 

X [0, +oo] • 

~a I (f A l)da +a I ~da 
X a X a 

Assim temos que f/a e a-mensurável e portanto f e a-

-mensurável. 

Os resul tac'los obtidos até aqui, podem ser reunidos no se-

guinte teorema: 

TEOREMA lO. Seja a P (X) -> [O, + oo] mon.Ót"o11a 

(a) 

( fda < + oo • Então, ~ao equivalente~: 
!x 

fx (h+ .,oB)da ~ J hda + J 10 8 da 
X X 

VB E P(X) 

f E [O, +oo] x, 



(b) f i a-me.n~u~~vel 

I c) J (h+ g) da 
X 

= J hda + 
X 

\/g E [O 
1 

+ oo] X 

f gda 
Jx 

PROPOSIÇÃO 12. Seja a, P(X) - [0, + oo] 

f E [O, +=]X e a-men~.>ultâve.l, :temo~.> que 

monótona, 

Jx I f+ g)da J fda + I gda VgE[O,+ooJX 
X X 

58 

en:tão -6e. 

DEMONSTRAÇÃO. Esta proposição e uma consequência imediata do teo-

rema 8, pois f E JBf 

Entretanto, ~ reciproca desta proposição nao e verdadeira 

isto e, se 

Vg E [0, + oo] X 

não significa que f dE!va ser a-mensurável. 

Para provarmos essa afirmação, basta observarmos o seguinte 

contra-exemplo. 
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Seja X um conjunto qualquer, com mais de um elemento e 

a:P(X) --:.- [O,+oo] uma função de conjunto monótona, 

por 

a(X) + oo 

a(A) o VA E P(X) 

Seja f E [O, + oo] X , definida por: 

f (x ) = 1 
o 

= + "" 

. 

X 
o 

A ;' X . 

definida 

na o e a-mensurável, aper:at· da li-

nearidade da intc:JI'ul ,c-;e:r DcÍ7,ida". 

Prova de que f nuo e a-mensurável. 

Qualquer que seja A E P(X), A ~ ~ , A ~ X, A nao e a-men-

surável pois, 

a(X) f a(X nA) + a(X n Ac) 

Agora o conjunto {tE (0, +'-") tal que (f > t} nao e o.-

-mensurável} é o próprio intervalo [l, + oo) , que nã·, e enumerável, 

portanto f não é c:t-mensurável. 
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Prova de que a linearidade da integral é válida. 

De acordo com a definição e f e de a sabemos que I fda = + oo 

X 
pois: 

l I fda a{f > t}dt > I a{f > t}dt = 
o X 

Agora, para todo 

Ix (f + g)da > 

e 

J X f do: + f X gda 

portanto 

X 
g E [0, +oo] , temos 

f fdo. = + 00 

X 

=+oo +f gda=+oo 
X 

+ 
00 

(34) 

J (f+g) da 
X 

J fda + J gda , 
X 

'tlg C [0 1 +co] 
X X 

e f definida acima. 

(34) H E (0,1), {f > t} X e u(X) = + = • 
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