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PREACIO

A motivacao de nosso trabalho foi encontrada no estudo das
Capacidades bialternativas de Choquet [1l], empregadas por Huber
[9] em seu artigo sobre Inferéncia Estatistica. Huber utiliza re-
sultados devidos a Strassen no caso em que o espaco X & finito. A
capacidadc v € uma funcao real de conjunto definida nas partes de
¥, satisfazendo: (i} v({g) = 0 (1i) v & mondtona crescente; e

(1i1) v(A U B} + v(A 1 B) < v(A) + v(B) {(bialternativa).

A partir da capacidade v e definido o funcional v (f) =
+ia2
[ vix: £({x) ~ tidt , para f continua e positiva. O funcional

v @ linear se v @& uma medida, além disso, v & positivo, mond

tono crescente, positivamente homogéneo, bialternativo (se, e s0

se v & bhialternativo) e vi{v. } = V{(A).

A demonstragao da sub-aditividade do funcicnal v exige que
tal funcional tenha derivadas de segunda ordem continuas, X con—

Junto finito e f € |0, + )

O objetivo inicial de nosso trabalho fol mostrar que a bial-~
ternatividade de v & equivalente 3 aditividade de v, para fun-

goes f IH-mensuraveis, gquando X & um conjunto gualquer, distin

to de vazio.

A partir deste resultado, obtivemos outros tambéem relevantes

utilizando a teoria das Integrais Mondtonas.
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0. INTRODUCAO.

Neste trabalhco usaremos os simbolos X, P(X), [0, +m}X

X — § . .
Py ), H%x, IN respectivamente para designar um conjunto

r

[0, +]
nao vazio, a classe dos subconjuntos de X, a classe das fungaes
definidas em X com valores em [0, +»], a classe das funcdes de-
finidas em P{(X) com valores em [0, +«], a classe das fungoes de-
finidas em X com valores na reta real ampliada e o conjunto dos

numeros inteiros positivos.

Empregaremos as letras do alfabeto grego o, £, vy, § para de
signar fungoes de conjunto mondtonas, isto @, fungoes o perten-

P(X)

centes a [0, +=] tais que «l(¢) =0 e af{d) < a(B) se A C B.

Por J fda designaremos o nimero real finito ou nao, chama-
X

do "integral de f sobre X em relagao a fungao de conjunto mondto-

na a", definido por

+eo .
J fda = J af{f > tldt se f € [0, +=
X 0

e por

J fdo = J frae - J fda se fe€ ®RY,
X X X

com ( f+da < 4w ou J fdo < +o .
Ix X



Se B & P(X) definiremos

f
[ fda = J fe_do ,
n x B
onde 4 @ a funcao caracteristica do conjunto B .
Com a notacao {f > al, indicaremos o conjunto {x € X tal

gue fix) ~ al.

0 trabalho esta dividido em quatro paragrafos, sendo gue no
primeirc definiremos convergéncia uniforme em 1R para funcdes de

= X . . - .
IR", e darcmos algumas propriedades desse tipo de convergencia.

No paragrafo 2, apresentaremos o0$ conceibos ¢ propricdades
relativos a inteqgral mondtona, gue sac estudadas por Greco, G.H.
em t4], 151, 6] e [8], destacando o teorema dc representacac  da

inteqgral mondtona {lee. 1) .

No pardagrafo 3, conceituarcmos conjuntos e fungoes n-mensura
veis segundo Carathéodory. Veremos na proposicaoc 10, que a aditi-

vidade da integral monOtona & valida, para funcoes f ¢ [0, +w]”,

cor f -mensunave! e fda < + . Veremos também uma seqgunda
P

nocao de mensurabilidade de uma fungao cm relacao a uma familia
de conjuntos W contida em P(X). Essa nocac & emprcgada na tco-
ria da medida somente quande H 2 uma o-algebra contida em P{X) .
_ : — X . - - .
Nesse sentido, f ¢ IR e mensuravel em relacao a s—alyebra T,

se 0 conjunto  fx: f{x) -~ t} pertence a MWW para ltodo namero

real t .



Na teoria da integracao essa nocao de mensurabilidade, ndo
difere muito da nogao de Carathéodory, porgque emprega-se sempre
medidas exteriores, em relagac as quais, as familias de conjuntos
mensuraveis sao o-algebras, onde as medidas exteriores 830

c-aditivas.
Assim, diremos que f € [0, +°°]X & uma fungﬁo H - mensura -
vel se f fdo = [ fdR sempre que of{H} = B{(H), para todo
X X

HeE H, onde a e B sac funcoes de conjunto mondtonas. O teorema 3
mostra que f & MH-mensuravel se, e somente se, para todo par
a,b € (0, +w} com a > b, existe H € H, tal que {f > a} CH C

c {f > Db} .

No final do paragrafo daremos tres exemplos mostrando uma fun
¢ao0 que nao & oa-mensuravel e que de acordo com a familia H gue

considerarmos ela serd ou nao IH-mensuravel.
Greco, G.H. em [4] , proposigao 4, demonstra que vale a linea
ridade da integral mondtona f fda , para toda f € [0,-+m]x , £
X
a~mensuravel e f fda < +» , onde o & uma fungao de conjunto mondto
pd

na. No parégrafo 4, daremos condigEes necessarias e suficientes
para que uma integral seja aditiva sobre um ccne de fungaes (isto
&, una familia de fungoes fechada por soma finita e estdvel pelas
operacoes de "sup" e "inf" finitos). Se o cone for estivel tam
bém pela diferenga, isto &, se f yv g=-g pertencer ao cone, para

toda f e g funcoes limitadas pertencentes ao cone, a aditivida-

de de uma integral definida sobre esse cone € equivalente a admitir



que esta integral pode ser representada mediante uma fungao de
conjunte que torna mensuravel, no sentido de Carathéodory, todas

as funcgoes do cone {[4], teorema 2, pag. 162).

O teorema 6 e seu corolario sugerem uma descricao das inte-

grais definidas sobre um dominio de integragao B gerado por

f y
uma funcao f .

Em geral, as fungoes mensuraveis no sentido de Carath&odory
sao definidas fazendo uso dos conjuntos mensuraveis. Mostraremos
no teorema 8 que & possivel definir a mensurabilidade de  Cara-

théodory de uma funcao f € [0,-1-00]X , em relagao a uma fungao de

conjunto ¢, usando apenas a aditividade da integral I — da .
X

Como consequéncia desse teorema, veremos gue se a €
P(xXy - - X - -
e [0, + o] e monttona e f € [0, + %] & a-mensuravel, en-
- X o
tao (f +g)da = fdo + gda , VYg € [0, + o] . Verificare-
X X X

mos ainda que a reciproca dessa afirmagao nao & verdadeira.

1. CONVERGENCIA UNIFORME EM R> .

Seja IR a reta real extendida, isto & R = R UV {-w, +=}

com a topoleogia usual. Seja v : R » [-1,1] a fungao crescente

e biunivoca definida por



r\
1 se ¥ = +eo
¢ (x) =ﬁ -1 se X = -
X se x & IR
1+ | x|

a funcado A: R x R — [0, +=), definida por

Ax,y) = |e(x) - ¢{y)]

& uma métrica sobre T que induz sobre R a topologia usual. Es
ta métrica A & equivalente, sobre todo intervalo limitado de R,

a metrica usual sobre R.

De fato,

[ %-v] > Alx,y) > 2]x-—y] , ¥x,y € [-a,a].

(1+a)

DEFINICAO 1. Diremos gue um net de fungoes {fj}jEI em R" con-

. . — % - — X
verge widlgermemenfe em IR, para a funcao f € R , se
ve >0, 3] €1 tal gque ﬂ(fj,f) < e, ¥j > 3

ou,; equivalentemente, 0 net {c.o(fj)}jEI em [—1,1]X converge uni

formemente a v (f).

DEFINICAO 2. Diremos que um net{gj}I em R¥ convenge uniforme

X
menie a g € IR (sem especificar IRX), se Ye > 0 , ﬁjo € I



tal que |gj-g| < & para todo 3 > 3o

PROPOSICAO 1. Seja {fj}jel em Y um net e £ € RE. As seguin-~

tes propriedades sao equivalentes

{i) {fj}jEI convenge unifoamemente a £ em TR

(ii) va € [0, + ) o0 net {-a v fj A a}jEI convenge undgonme

mente a -a v £ A a.
OBSERVACAO., "-a v fj ~ a" indica a quantidade " {(-a) v fj] Aoa”,

A 1 o x o4 X
PROPOSICAO 2. Sejam {fj}jEI em [0, + =] e {gj}jEI em [0, + =]
dois nets e £ e g € BE. Entao, vafe a seguinte propniedade: Se

{fj} convenge undformemente em R para £,

{gj} convenge undpormemente em bR para g

- ) — {
entac, {fj + gj}j convenge undformemente em RS para f-rg.‘l)
PROPRTEDADES DA CONVERGENCIA UNIFORME EM iﬁx.

PROPRIEDADE 1. Se o net {fj}jEI c ®X converge uniformemente em

(L) As demonstracoes das proposicoes 1 e 2, encontram-se feitas com detalhes
na tese de Mestrado "Integrais Monotonas ~ Linearidade e Mensurabilidade”

redigida por Maria Christina Amendola de Almeida, Universidade Estadual
de Lonmdrina.



R a fe iﬁx, entao lim f,(x) = f{(x), para todo x € X.

jeT
PROPRIEDADE 2. As sucessoes f{-n v £ a n}n , 1f A n}n e
{f v % + £ A (—%) }n convergem uniformemente em =X a f, qual-

quer que seja f € =%,

PROPRIEDADE 3. Sejam f e g € {0, +w}x . A sucessao {f A n+g A n}n

converge uniformemente em wX 3 £f+q.

PROPRIEDADE 4, O net { & & }6 converge uniformemente em
n=1 {f>6n} '

R~ 3 fungao f quando & —— 0 .
n2" 1

PROPRIEDADE 5. O net { Z — ¢ .1 converge uniforme
- n i n< N —
i=1 2 {f>=1}

on

mente em iﬁxlxua a fungao f, gquando n —-> +w

PROPRIEDADE 6. Seja {Hi}; C P(X) uma sucessao de conjuntos de

=1
crescente, e {ai} C [0, +=). A sucessao { } con-

oG
. —X
verge uniformemente em R a ) a; ¢ .

2. INTEGRAL MONOTONA.

DEFINICAO 3. Uma familia B C [0,-!-00]X , sera chamada de Domindic

de Integragac sobre X, se sao verificadas as seguintes propriedades:



(i) B# ¢

(ii) para todo a € [0, +»}, para toda f € B = af, f » a

fva-ae&e IB(B).

OBSERVACAO. Todo dominio de integracgao contém a fungdo nula. Além
disso B= [0, +=] X & um dominio de integragao e toda intersec-

¢ao de dominios de integracgao € um dominio de integragaoc.

DEFINICAC 4. O dominio de Lntegiac¢ac gerado por uma familia de
fungdes € o menor dominio de integragdo gue a contém. O dominio
de integragao gerado pela fungao f € [0,-+w]X e o conjunto de

fungoes
B = {a(f Ab-f ac):a€ [0,+=}), 0 <c<b< +w},

Assim, o dominio de integragdao B gerado pela familia de fungdes

S C [0,+°°]X & dado por

{0} se S =1¢

U B, se S # ¢ .
fes

DEFINICAO 5. Seja H C P(X) e ¢ € H, chamaremos fun¢gtes sim-

n
ples sobre H as fungoes do tipo I a, ¢y onde a, € [0,+=},
i=1 i
{3) a ab = inf{a,b}
a v b = supla,b}



n . :
ﬁ%}i:l CH e H, PH, , ,para todo i =1,2,...,n-1. Indicare
mos por I, =~ © conjunto destas fun¢oes simples sobre H, e obvia-

mente 1‘IH € um dominio de integracgdo contido em [0,—+w]X

DEFINICAO 6. A funcao de conjunto a: P(X) — [0, +=] & mond-
tona se verifica:
(1) a{¢) =0

(ii) A,BE€ P(X), ACB = a(A) < a(B).

DEFINIGCAO 7. Seja B C {O,-!-OO]X um dominio de integracdao sobre
X. Uma aplicagdo T: B —> [0, +«] se diz Integtal Monotona 5s0-
bre o Dominio de Integragac B C [O,+°°]x se sao verificadas as

seguintes propriedades, para todo f e g € B, e para todo

a€ [0, +w).

(i) T(af} = aT(f)

(ii) £ < g = T(f) < T(g)

(iii) T(f) = T(f A a) + T(f v a-a)
{iv) T(f) = 1lim T(f A n)
n-—+ +m
, 1 1
{(v) T{f) = 1lim T(f v = - =)
N 4o n n

OBSERVACAO. As propriedades (iv) e {(v) implicam

T{(f) = lim T{f An n-fa lﬂ.
n
n-—+ + o
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Para as pr0posigaes que enunciaremes a seguir assumiremos

que a & uma funcaoc de conjunto mondtona, definida em P(X), e que
X
f —da: [0, 4% % s [0, 4+l
X

é a aplicagao definida por

e
[ fda = J a{x « f(x} > £}dt .
X 0

(4)

PROPOSICAC 3. f — do 2 uma integral monotona sobre [0,-km]X.
X

Il
|_l
-
=
I
™1 8

PROPOSIGAO 4. J fda af{x: £(x) > 151-}
X

n—=>+w 2 k

PROPOSICARO 5. Se para toedo n € N a sucessdo con-

g A nhey
verge uniformemente para a fungac g A n  em lO,-&-w]X , entao
|
J

gdo < lim inf J g da
X k X

(4) cf. definigao 7

(5) cf. [5], proposicgao 1.2, (2), pag. 8.
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PROPOSICAO 6. Se a sucessao {gn} [0, + ] & converge unifern

ncmw

memente para a funcac g € [O,+°°]X , € se exdste f & [0,+fn]x

tal que gn'i f para todo n€ N ¢ J fdo < +o, epntac
X

J gda = lim J g do (6) .
X x °

n >+

PROPOSICRO 7. J — da ¢ a anica integral monotona definida Ao~
X

bre 10, +=1° gue verifica

{ Y5 da = a(B}, para fode B € P(X) ,
X

onde 2 representa a fungac caractenisiica do confunto B(T).

o0

PROPOSIGAC 8. J (2 ageg

yda = I a.a(Bi} para tode a,€[0, + )
X i=1 i i=1 % 1

1

. (8)
¢ B, DB, para todo i € IWN.

PROPOSICAC 9. Paxa tfoda £ € [0, +=} %  temos

(6) Para as demonstragoes das proposicoes 5 e 6, ver [4], proposicac 1, pag.
152, 153.

(7} cf. [5], tcorema 1.1, pag. 4

(8) cf., [5], Proposigao 1.2, pag. 8.
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(1)  1lim f £r (ete) 2 £ A E gy - 1lim aff > t+e} =
X

+ +
e~+0 ¢ g~+0

= lim a{f > t+¢&}
. z
e~+0

f At - f Af{t-c¢) da

= lim off > t-¢g} =

(2) lim J
+ 'X +
g~>0

£~=+0 €

= lin  {f>t-e} O,

+
ge>0

OBSERVACAC. Se T & uma integral mondtona, chamaremos de ¢, e B

T T

as fungoes de conjuntos mondotonas definidas em P(X) por:

It

uT(B) sup{T(£f) : £ X fp s fe B}

(B) inf{T (f)

1l

rh
| v

Brp th,fE]B},

X
para todo B C X e B C [0, +x] .

Além disso, indicaremos com [en,Bp1 a familia das funcoes

de conjunto monotonas vy, definidas em P(X), tais que an (B) <

< y(B) < BT{B), para todo B C X. Como o, < B temos que

T T

[aT,BT] # ¢.

(9) cf. [5], proposicao 1,2, pag. 9.



13

TEQREMA 1. (Teorema de Representag&o da Integral Mouétona){lo).

Sefja T:B —— [0, +=] uma Aintegral monotona sobre B C [0,+m]x.

Uma gunedo de conjunto monotona vy, definida em P(X), rnepresenta

T, {4t0 e, Tl(g) = J gdy para tode g € B, se, ¢ 4somenfe 4e,
X

Y € log,Bqpl -

3. MENSURABILIDADE

Na teoria da medida e da integragao encontramos dois empre-
gos para a palavra "mensurabilidade": falamos de mensurabilidade
de uma fungao f € ® em relagdo a uma funcao de conjunto
o: P(X} —— [0,+«] e falamos de mensurabilidade de uma fungao

f em relagao a uma familia de conjuntos H C P(X).

A primeira nogao de mensurabilidade, devida a Carathéodory &
empregada na teoria da medida, guando a fungao o« & uma medida ex-—

terior.

DEFINIGAO 8. Seja o uma fungao de conjunto, definida em P(X). Di-
remos que um conjunto B € P(X) & a-mensuravel (cu mensuravel
segundo Carathéodory), se para todo A € P(X) wvale a igualdade

alA) = a(A N B) + aldA n BY) .

DEFINICAC 9. Seja f € [0, +oo]X . Diremos que f & o - mensuravel

(10) cf. [4], teor. 1, pag. 154,
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se o conjunto {t € (0, +«) : {x € X: f{x) > £t} ndo & o-mensura —

vel } & enumeravel.

Observamos que toda fungao d-mensurivel e limitada &€ limite
uniforme de uma sequéncia de funcoes simples, gue sao combina-

goes lineares de conjuntos mensuraveis.

DEFINICAO 10. Seja T uma integral mondtona sobre B € [0,+°°]X .

Diremos que um conjunto B € P(X}) & T-reqular se aT(B) = BT(B)<+m.

PROPOSIGCAC 10. Sefa o uma funcdo monotona de confjunte defindida em

P(X). Cofocamos B = {f € [0,+w]X : f 2 a-mensuravel e

f

J fdo < +»} ¢ T(f) = [ fdu para toda f € B.
X

X

Entdo, para a infegral mowmotona T valem as seguintes propriedades:

(1) f fag_ = J fdo._ < +o = £ 2 a-mensuraved.
X T X T

(2} J (f +glda = { fda + J gda para toda f e g € B
X X X

(3) Se f ¢ g€ B entao £ vg, £r g, f+g € B
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(4} Se f e g€ B e f e g sa0 Limitadas em X, entac

f£vg-gem. 1t

TEOREMA 2. Sefa T: B — {0, +=] uma integral monotona  sobre
B C [0, +«1% . Se para todo par de {funcoes fF,g Limitadas, pen-

tencentes a 1B valem as propriedades

(1) fag, fvg, fvg-gé€ B

(ii) T(f) = T(f A g) + T(f v g -~ g)
entao

(1) a famitia R, dos confuntos T-regulares ¢ um anel de

confuntos a_ e BT—menéun&veié.

T

(2) para todo f € [0,+°°)X com J fdo < +o  temos que:
X

JX deT = [x fduT , e e somente se, £ ¢ uma fungac Gy @ BT—

menbu&&ueﬁ.(l2}

A segunda nocao de mensurabilidade,& empregada na teoria da
medida somente quando M €& uma o-algebra contida em P(X), no sen
tido que uma fungac £ € R®* & mensurdvel em relagdao a g-algebra
H se o conjunto {x: f{x} > t} pertence a H para todo nime-

ro real t . Esta no¢ao de mensurabilidade, na teoria da integracaoc,

(11) cf. [4], proposigao 4, pag. 159.

(12) cf. [4], teorema 2, pag. 162,
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nao difere muito da primeira nogao, porgue emprega-se sempre medi
das exteriores, em relagao as quais as familias de conjuntos men-—
suraveis sao o-algebras, onde as - medidas exteriores sao o-

aditivas.

E interessante termos uma definigﬁo de mensurabilidade de uma
fungdo numérica, em relagao a uma familia de conjuntos H <€ P(X),

que responda a exigéncia de determinar fungoes numéricas f tais

gue, a integral f fda dependa somente dos valores de o sobre H,
X

qualquer que seja o€ [0, +w | X

DEFINICAO 1l. Seja M uma familia de conjuntos contida em P{X},

tal gque ¢ € H. Diremos que uma fungao f € [0,«4-00]x & H-men-

suravel se J fda = j fdR sempre que o{H) = B(H), para todo
X X
HE€ H, onde ¢ e B sac fungdes de conjunto mondtonas pertencentes
a [0,-+m]p(X)
. —X - - +
Diremos que £ € R € M -mensuravel se, f =f v 0 e
£ = -f A 0 siao H-mensuraveis.

OBSERVACAO. A familia X C P(X), tal gque ¢ € H, & chamada por
P.M. Meyer de "pavage" ; Flemming-Topsoe em [l1l] define (¢, V £ ,
U C)-paving quando $ € H e M™ & fechada por uniao finita e

interseccao enumeravel.

Notaremos por M{X,H) a classe das funcoes f € RY gue sao
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H -mensurdveis e por M (X,H) = M(X,TH) N [0, +w] ~ .

LEMA 1. As mais simples funcoes M -mensurdveds sdo as funcoes que

[+'s]
peatencem a I_ = {f = .il aitpHi , onde a; € [0, +«], {Hi}iEJNC

LEMA 2, Seja H C P(X), ¢ € H e £ € [0,+w]X . A3 conddigdes

seguintes sac equivalentes:

(i) £ ¢ M -mensuravel

(ii) Vv pan a,B: P{X) — {0,1} de {funcoes de confunto

monotonas tais gue o(H) = B(H) para tedo H € H, temos que
f fda = J gag . (13

X X

LEMA 3. Seja H C P(X), ¢ € H. Se a fungaec £ € [0, +oo}x e
H-mensuravel, entao as funcoes  af, f ana, f va-a tambem

sdo0 H-mensunaveis para todo a € [0, + =) (14)

TEOREMA 3. Seja M C P(X), ¢ € H ¢ f€ [0, +=]> . As condi-

coes segudintes sdo equivalfentes:

(L3} ef. 7], Lema 1, pag- 165

(14) «cf. [7], Lema 2, pag. 166
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(1) £ ¢ H-mensuravel

(ii) Para tode par a,b € (0, +) tal gque a > b, exisfe um

confunto H € H  taf gque {f > a} € HC {f > b},

C N ) - -~ - C
(iii) Exdsfe uma sequencda {qn}nE]N Ig Aol que g, < f

para tode n € N e a sequencda {gn A a}l converge uniforme

ncIN

mente para £ ~ a para todo a € (O,%-m);{ls)

PROPOSICAO 11. Sefja ™ C P(X}, ¢ € M, entac:

(i) para que f v g € M+{X,I1) , (nespectivamente £ A g €
= M+(X,Iﬂ ) para toda £ e g € M+{X,}i) e necessanioc e suficiente
que T seja estavel por hreundido {inita [(nespectivamente, internsec

cdo finital. (L8

(i1) para que f+qg € M+(X,B{) para teda £, € M+(X,Ii), e
necessario e suficiente que H seja estavel por reunido finita e

intenseccao findita.

EXEMPLOS.

EXEMPLO 1. Seja X = {1,2} ,

logo P(X) = {¢, {1}, {2}, {1,2}}

(15) «cf. [7], teorema 1, pag. 166.

(16) cf. [71, propesicao 2, pag. 169.
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Seja wn: P(X) -— [0, +~] monbdtona definida por a{¢) =0
e afA) =1 para todo A # ¢, A€ P(X). Entao, a fung¢ao
f e [0,+oo]X , definida por: f(x) = x #n&c ¢ a-mensuraver.

De fato, de acordo com a definicao 9, gualquer que seja

t € (1,2), o conjunto {x:f({x) > t} & o proprio conjunto {2} .

E {2} nao & a-mensuravel pois pela definicao 8,

a(X) # a(Xxn {2]) + a(x n {235 .

Come (1,2} nac & enumerivel, temos que f nao & mensuravel,

EXEMPLO 2. Seja X = {1,2}, ®H= {¢, {1}, {1,2}} € P(X). Entao a

funcao f definida no exemplo 1 nda¢ € H -mensurdved.

De fato, seja B P(X) — [O,j—m], definida por B(¢} = 0,

B({2h) =0, pH{IH =1 e RB(X) = 1, Entao, temos que a(H) = RBI(H)
para todo H € H, mas [ fdo # J fdg , e pela definicaoc 11
X X

temos que f nao @€ M -mensuravel, (o definida como no ex. 1). .

EXEMPLO 3. Se M = {4, {2}, {1,2}} C P(X) e B :P(X) — [0+

¢ definida por B{(6) =0, B(X) =1, B({2}) 1, B({1}) =0 .
Entao a fungao £ definida no exemplo 1 ndo & a-mensurdvel mas

€ H©H -mensuravel.

De fato, «(H) = R(H) para todoc H € H ,



—
Hh
jo N
o

1

2
alf > tldt = J alf > tldt =
0

1 2
= ( aff > t}dt + f alf > t}dt =
1

1 2
= J a{X)dt + [ a{2}dt
1

]
[
+
—

IH
3%

1 2
f B{f > tl}dt + I B{f > tldt
1

f £d8
X

fl B{x}dt + {j R{21}dt

il
—
+
p—

I
(g%

portanto

i

J fda J fds ,
X X

gue pela definicao 11 implica que f & H-mensurdvel.
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4, LINEARIDADE

Nos proximos dois teoremas, daremos condi¢des necessarias e

suficientes para que uma integral seja aditiva sobre um cone de

fungoes.

TEOREMA 4. Seja M uma gfamifia contida em P{(X), com & € H, fe-
chada por unido e Lnternsec¢do finita. Seja & : H — [0, +=] uma

funcde de conjunto monotona. Entao, sao equivalentes:
(1) &(A U B) + 8§(A N B) = 8(a) + §(BY , YA,B € TH .

[
(i1) | (f+g)as = ( £45 + J gds , v¥f,g € M (X,H).
X X X

PROVA:
(1i} = (1)

§(A) + &6(B)

1l

¢d6+J o d6
Jx A x B

(¢ +¢_J)ds
[ earen

li
.'"_‘ﬁ
o
s
o=
C
ve
+
G
o
>
w‘q—/
o]
o

Il

§(AUB) + §(a n B) cqd.
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Antes de demonstrarmos que (i) = (ii), vamos destacar algu-

mas propriedades das fungoes simples IH mensuraveis que pertencem

ao conjunto II{(17).Sabemos que se f € 1 entao

IH

n
[ fdéd= 1 X.ﬁ(H.)(18)
X im i

i=1

Tal resultado ainda e valido, mesmo que a condicao Hy 2 H, 4 nao
seja verificada:
LEMA 4. Nas condicoes do teorema 4, sefam H, € M, H; 2 H; ; ¢

H um confunto qualquer de H. Entaoc vale

I
Loy + wH)dé = 6(Hi) + 8 (H).

1 i i

I~ 3

1

n n
L v e, = L ¢ + ¢
M W u
i=1 By Bgo Hy O Wy VH) S TH) UH
considerando Hn+l = ¢. E como temos satisfeita a condigao

[ U > N U i = -
Hi UHD Hi 7 {Hi+ H) Hi+ (H H) , Yi=1l,2,. s,

1 1 i+2

entdo vale

ony T ¥, U g 9

1

(17) cf. Lema 1, pag. 17

(18} cf. Proposicao 8, pag. 11



o (19)
LEMA 5. Se f= ¥ ¢ , YA, € , entao
" A, i
i=1 i
J I )93
I ¢ a8 = I §(Aa,)
X i=1 B4 i=1 1

23

De fato, usando o raciocinio de indugﬁo, temos que para n=1

o lema & verdadeiro.

n
Seja. £ = I ¢, , para todo A, € H, entao
i=1 i
escrito por
n
f = z Yo% ’
i=1 B
n
onde A* = {x € U A  : fi(x} » i}(20) .
i . i —
i=1
Assim, podemos esgrever que:
n
f+tpA=ZgoA*+tpA ' YA € IH
i=1 .
i
n
ZElp* * +1P* ’
i=1 BI M (A7, YA AT UA

(19) = Sem a necessidade de Ai D Ai+l

. * * * =
.(20) Assim Ai > Ai+l e An+l o

f

pode

5er
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com A* U A DA* 1 {A* U A) D ... D A* " (A* U A) D ... D AYURA .,
1 1 2 i i+1] n

Logo ‘21

il 3

{x (F+ ¢ )05 = §(a%) + 6 (a)

i=1

n
T 6{g > i} + 8 (n)
i=1

[

X

1l

fao + J v ds
« A

Supondo agora, que © resultado & verdadeiro para n, provare

mos que vale para n+l,

n+l n
Seja £ = ¥ . Escrevendo f = 2 ¥ + ¥ , temos
. A, . A, Jiy
i=1 i i=1 i n+1
que
f n
fde = J ( Z p + tpA 1dé =
J % X i=1 1 n+l

n n+1

= 0 8(A) +o (A ) = B sy cqd.
i=1 i=1

(21} cf. Lema 4.
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Agora, podémos provar a implicagao (i) = {(ii) do tecorema 4.
{a) A linearidade da integral monotona J — df& para fun-
X

¢oes simples T mensuraveis.

Se f e g sao fungoes simples tais que:

m
= % A
E= b A0 ©
i=1 i
m
i, ~ . 2
g = L A.y . Entao,ex1stem:( 2)
. J B.
3=1 J
r
f = J; T com A DA Yo com r=a 2n
noM iep Ain tin o dtln | we
m
am = I Ai + converginde uniformemente para f; e
i=1
s
q - L Lo com B > B ¥n com s =b_ 20
n on Ly Bi,n i,n i+l,n m '
m
bm = ¥ X, ., convergindo uniformemente para g.
j=1 ]
p
(22) De fato. Dado ¢ > 0 , EIp»aEn & = L A 5 tal que, com 1>p,
i=1
r m r
[f-f]r—]—'ﬁfi o = I A v, =‘in[>::«p —E;¢A]—
n 2' i=p  “4,n i=p i (2 1= “imn 3=l i
o o L fr-pl - 1] =0
- L ¥V, - e 1 == [r-pl~la-a = . ¥i > p.
T R T R T 2" S B

Logo fn converge uniformemente para £ . Do mesmo modo I converpe

uniformemente para g .



26

Como

tomando-se o limite com n —+«, em ambos 0s membros acima te-

remos

I (f+g)d6x( fd6+J gds
X rx X

{b) A linearidade da integral monGtona { ~— d8 para funcgoes
X
H-mensuraveis limitadas.

Sejam f e ¢ fungoes M -mensurdveis limitadas, entdo, pe
lo teorema 3, existem sucessoes {fn} e {gn} de func¢oes, com-
binacoes lineares positivas de fungoes caracteristicas de conjun-
tos H -mensuraveis, convergindo uniformemente para f e g, res-

pectivamente, com fn < f e 9. < g, para todo n € IN.

Como fn + I, € 1 temos pela parte {a) que

m o’

(fn+gn)d6 = fndﬁ + JX gndcﬁ

if.
e como fn + 9, <f +g e £f + 95 bn’s f+g, temos
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lim J (fn-an)dﬁ = lim J f dé + 1lim J g dé
n- +w X n+ +e ‘x o n+ +o Iy
logo J (f + g)ds = J fdsé + J gdd
X X X

e a linearidade também & verdadeira para fungdes H -mensuradveis 1i

mitadas.

(c) A linearidade da integral mondtona {—~ dé para fungoes
X
I - mensuravelis guaisquer.

Sejam f e g fungoes M -mensurdveis quaisquer, entdo pe
lo lema 3, £f A n e g a n sao fungoes M -mensuraveis limitadas,

para todo n € [0, +=),

Pela parte (b) da demonstracao vale a linearidade para f a n

e g A n, isto e,

J (f An+ gan)ds = J (f A n)dé + J (g o n)ds
X X X

Agora, usando a desigualdade
(f+gl aAn<fan+gan«<=f+g

para toda f e g € [0,+°°]X e a monotocidade de §, teremos
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I[(f+g)“n]d65_[ {ff\n]d6+J [gﬂnldﬁij [£+ g1 ds,
X

X X

X

e passando ao limite comn — +® , ficaremos com

J. (fF+g)dé < J. £fdd + J gdd < J‘ (f +g)dé
X X X X

isto &

(f+)dé=J‘fd5+J dé
IX g X X El " cqd.

COROLARIO 1. Sejam H e 6 como no teoxrema 4, entdo vale as  se-

guintes nelfacoes:

(1) 6(A U B) + 6(A N B} < 6(A) + &(B) =

»J (f+g)desij fda+f gdé
X X

X

(ii) 8(a U B) + 8(A N B) > §(A) + §(B) —

f (f + g)ds > J £468 + J gds$
X X X

para toda f e g IH-mensuraveis.

TEOREMA 5. Sefa B um domindic de Lntegra¢do, fechado em  relacdo

a soma findta, sup finito e inf finito (B = cone de fungies),
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Seja T: B —> {0, + »} uma {nteghal monotona. Entdo, sdo equd

valenies:
{i) T{f + g) = T(f) + T(qg) para todo f£f,g9 € IR

(ii) (a) Existe uma famifia M C P(X) fechada por unido e in

tensecedo {44inita , com ¢ € I,
(b) B C M*(x, m),

(¢) Existe 8§ : TH — [0, +«] , monotona tal que
(AU B) + §(AN B) = 8(A) + 8{(B) , e

(d) T{f) = J fd§ para foda £ € IB.
X

PROVA.
A implicagao (ii) = (i} & uma consequéncia imediata do teore
ma 4. Provaremos que a linearidade da integral em (i) implica ca-

da um dos itens de (ii).

(d) se T:; B — [0, +«] & uma integral mondotona, definida
sobre o dominio de integracao IB C [O,ﬂ-m]x . Se W BT 530

as funcdes de conjuntc mondtonas, definidas em P(X), por:

o (B) sup{T(£f) : £ < f e 1B}

I
s

B '

H

B (B) = inf{T(f) : £ > 9, , £ € B} ,
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para todo B € P(X).

(23)

Entao, existe uma funcao de conjunto mondtona

§ € [aT ,BT] , gue representa T, isto &,

T(f) = f £fdé , para toda fe B.
X

{a) Consideremos, ®H <C P(X), tal que H € TH se aT(H) =
= BT(H) < +® , isto €, M & a classe dos conjuntos T-regulares ,

com
f £dS < + o para toda se€la, ., ,B.,] .
% T T

TH & fechada por uniao e intersecgao finita.

De fato, sejam F,G € P{X) e consideremos fl,gl  £,9 € B,

tais que f. <y

1 F 2 f <1 e 9y £v;<29=< 1. Entac, temos:

H

T{f) + T(g) T(E A gy + T{f v g—-g) + Ti(qg)

T(f » g) + T(f v g)

(%

BT(F U Gg) + BT{F N G)

pois (f vg)(x) > Yo U G(x] » (£ ag){x) > e N G(x) para tode x.

(23) cf. teorema 1, pag. 13.
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Tomando-se o Infimo para f e g em IB em ambos os mem-

bros da desigualdade acima, temos
inf{T(f);fztﬁF , T & IB}-Finf{T(g);gith ;9 € B >

> BT(F U oG) + BTfF o G)

3 U N .

(F) + BT(C‘) iBT(F G) + BT(F G)

Usando o mesmo procedimento, temos também que:
T(E) + T(gl) = T(fl Aogq) o+ TR v gl)

< aT(F U Gl o+ UT(F N Gl,

e tomando-se o sup para fl e g, em IB, em ambos 0s membros da

desigualdade acima, temos

) fl < t,OF . fl c B 1+ Sup{T(gl} ;gl < @G . gl € B <

< :'1,|‘fF U Gg) + G.T(F N G) ,
isto &,

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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(ay)  a (F) +a, (G <a (FUG +aylFnNaG.

T T T

Como (IT(A) i‘BT(A)’ para todo A € P(X), temos por (al)e(aj

que:

o (F) + «a,

T p(Gl <o (F VG +a (FNG <8

plF VG +8,(F NG <

< BT(F) + BT(G).

Mas, se F e G pertencerem a IH, entao

aT(F) = B8.,(F) e a (G =B,_(C) ,

0 gue nos permite concluir gue:

uT(F U Gy + uT(F n G) = 3 (FUY G + BT(F N G)

T

eque FUGeE H e FNGE M, logo 1H & fechada por unido e

intersecgac finita.

Que o conjunto vazio pertence a IH, & Obvio pois, o, , B

T T

(o) .

sendo monotonas, aT($) =0 = Bop

(c) A funcao de conjunto & : H — {0, + =], monOtona tal que

X
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& < B

< Bp - Essa fungao ¢ restrita a classe H ,

e tal que o

| A

nos dara S (H) a (H) = BT(H) para todo H € IH. Portanto, te-

T

remos que

§(F) + 8(G) §{F VU G + 6(F n G)

1l

para todo F e G € TH.

{(b) Para toda fungéo f€ B, £f limitada, mostraremos gque f

Ll - - +
2 TH-mensuravel, istc &, B CM (X, IH).

De fato, a funcao §: H —s {0, +o] mondtona, aditiva,

bialternativa & tal que

§{H) = aT(H) = BT{H) < + = para todo H € W,
Como § representa T, temeos que T(f) = J fd§ e dal, conclui-
X
mos que
J fdaT = f deT se aT(H) = BT(HJ .
X X
para tode H € H , portanto f & IH-mensuravel.
+
Logo, B c M (X, ) "

cgd.
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0O proximo teorema e seu colorario, descrevem as integrais

definidas sobre um dominio de integracao By o gerado por uma

fungao f € [0, += * .

TEOREMA 6. Seja a: P(X) € [0, +=] uma fun¢dc de conjunto mond-

tona e sefa B_ o dominio de integracdo gerado pon f, f€ [0r+m]x,

f
Entao,

f

(
, to - Sa 4 3 € T
Jx(gl Ildx = | 9 Jx g0 ¥9119, £

X

PROVA.

(a) Consideremos a familia H definida por

H
I

{{x:f(x) >t} : x€X, t € (0, +x} Y ¢

r

entac IH & fechada por unido e interseccldo finita . Pois se,

A= {x:f(x}) »t,} e B={x:£f(x) > t2} com t e t

nimeros reais, temos:

I

AUB {x: f(x) > min{tl,tz}}

o que implica que AV BE H e ANBE TH
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(b) Para toda o mondotona sobre P(X) temos que o & aditi

va em IH pois:

a(A U B) +ata N B) =af{x: £f(x) > min{tl,tz}} +U.{X:f(x)>max{tl,t2}}

1l

afx s £(x) » t]} + afx: f(x) > t2} (se t.<t.)

1 72

o(A) + o (B) , VA,B € TH

() B, < M (x, H) pois,

para toda B : P(X) » [0, +o] monotona, tal que R{A) o (A)

para todo A em M, temos que:

+wo +w
J fdg = ( af{x:f(x) » t}dt [ Rix:f(x) > t}dt = J £dg
X 0 X

t

logo f & IH-mensuravel.

1l

Seja agora g € 1B, 7 9

£ a(f nec - f A Db) com a € f[0,+»),

0 <b <c < +x , entao

il

a{f » ¢ - f A b >» t} af{f >t + b} =

= g{f >t +b} =p{f nc-f rb>t}

o que implica que
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J (fﬂc—fAb)da:J (£ A c - £ ar b)dp
X X

Como f gdau € homogénea temos:
X

J gda = j a(f ~ ¢ - £ b)lde =
X X

= g J (faAn ¢ - far bida =
X

—a ] (fac-£a map -
Ix

= Ja(fhc—fﬂb)d[ﬁ:deB
X X
e g € IH-mensuravel. Portanto
B_ C M (X, TH).

b

Entao, pelo teorema 5, temos que

T(gl t g9,) = T(gl) + T(gz) ' vg,.9, € B .

COROLARIO 2. Seja wa: P(IR) — [0, +=] monotona. Eatao, para to-

do'pm de funcoes caescentes f1 e f2 pertencentes a [O,-+w)IRtem0Js:
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A prova desse corolaric segue como consequéncia do Teorema 5,

gquando consideramncs

i: [0, +>] — [0, + ] tal que i(x) = x

B; = familia de todas as funcoes crescentes e

T :ZBi —— {0, + =] como sendo T(f) = J fdae , onde
IR

¢ : P{IR}) — (0, +«) mondtona.

TEOREMA 7. Seja o :P(X) —> [0, +=] uma funcdo de conjunto mono
fona e f € {0,-+w1x . Se B, 2 o Dominio de Integragdo gerado

por £, entao J — da e o-aditiva.
X

Para demonstrarmos esse teorema precisaremos do seguinte

lema:

LEMA 6. Seja f : IN — [0, +) uma sequencia dechescente de

namenos heais e £ = inf f . Entao, se
n

= f

il B

o ai[f A Ci - f A bi]

Ltenemos que



g

com ai € [0, +

PROVA DO LEMA,

(i) Para c,
i

0 <b, <c, <+
- i i -

ai[f A ci - I

com A = {1,2,..
n

£(1} » c,

Hh

NI
=

0
i

ai{fo ACy T f A b,] =°F :

) e 0 <h, <, < 4+,

o] i

©, temos;

A b.] a.[f A c
i i

.,n} . Pois,

'_h

=
-

o
I

f(1} - bi

fF(2) A

o
0

£(2) -~ bi

i f{n} a bi = f{n) - bi para todo

f A b, =£f -~ bi para todo n ,

> £(1) , bi < f s &, = constante

It

e

38



fin} »a Ci - f({n) a bi = f(n} - bi

_ _ |
= fO bl + I én Y
n=1 n
para todo n. Onde L o4r P = f{n) - £
n=1 o n ©
{(ii) Para ¢, > £{1}) ; f£f(n} > b, > f(n+l) > f
i i o
algum n, a; constante e 0 < bi < cy <+« , temos:
: _ - oo
aglen ey = ta byl =alfgr ey = £ 0 bl + L8, vy
n=1 n
com A = {1,2,...,n}. Pois
(3) f£(m} A S fim)} A bi = f{m) - bi para todo m < n

flm+l) A ¢, — f£{m+l} & bi = f{m+l) - f{m+l) =0 , para todo

i

0 para tocdo n

r

{4y £ A ¢, - £ A b, =f -f£f
i O i

{3y e (4) permitem concluir gque

para todo n,.

39

m>n



Isto &,
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. _ - = n
ai[f A Ci £ a bi] = ai{fo A c, fo A bij + .X 51 @ 2
i=1 n
(iii) Para f(k-1) > c; > f(k) algum k e bi < £, temos
tambem que
. _ o i
ai[f A Cyo- f A bil = ai[fo S fo A bi] + .Z AL 9n -
i=1 n
Pois:
¢, - bi se n < k
(5) f(n} A c, -f(n)Abi=
lf{n) - bl se n > k

e

(6) fO Ao, - fO A bi = f0 - bi

(5) e (6) implicam que

© i
f(n) - b, =f -Db, + L 4_ v ,
i 0 i nik n An
i _ s k

onde 4. = f(n) - fi{n-1) se n , e
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De maneira anfloga podemos demonstrar que a relagao

A - A = -
ai(f N £ bi) ai(fO A c; fO A bi)

o L}
- i
+ I i
6n A !

n=1 n
e valida para todo n, independente da posicao de by e ¢; enm
relagao a f, e f(n). Logo, temos
oo o
f= I a lfrc¢c -£rDb] = ¢ a,lf ~c, —-£ Db} +
j=p 1 i i j=1 i o i 0 i
+ ; ; éi e
v r
i=1 n=1 " ®p

+omando-se ¢ inf em ambos os membros, ficamos com



Falta entao, mostrar que

inf % 5 a; 0, =0
n i=1 n=1l n
De fato,
(=] Li]
£(1y = I a [fO A C, — fO A b.] + =
i=1 i=1 n
C0mo
¥ a.|lf s~ ¢, - f ~ b.] = constante ,
. i'To i e} i
i=1
segue que
¥ 5 5;'< + w,
i=l n=1
Assim
oo [5%) i [ve] oo l
inf ( 3 I, ¥a y = inf[ & (% s )]
n i=1l n=1 n n= i=1
pois
(l e k «n
i -
YA {k} = \
o :

LO se k > n
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logo ,

I 1 3
w
th
>
#)
|
Hh
>
o
Il
H
Q
WO
T

OBSERVACAQ, Esse resultado ainda €& valido se considerarmes inf f=

n
= + o _ Pois nesse caso f(n) = + o para todo n, o que implica
que £(n) = inf f(n) , e
n
A - s = A — A
iil ai{f(n) c f(n) bi] ai[f(n) c f(n) b] .

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 7.

para toda 9, € IBf e para todo k € IN, finito(24)
Seja (gn)rlE N uma sequéncia em 1B, , tal que
n
g . = L a {fr ¢, - £~ b)) < (£
n i=-1 1 i it —

para todo n , e

(24) cf. tecrema 6, pay. 34



f= I a/{(fac, = fas b,) =1lim g_ .
1=1 1 €L n It
Entao, para todo A € P(X) temos que

Il

n
lim inf (inf gn) lim (inf I ai(f Ac, - £ a bi)) >
ne IN A n A i=1 1

n

> lim .Z ai{inf (f a c; - f a bi)l
n i=1 A

= ¥ ai(inf fa ¢, - inf £ A ci} {lema 6)
i=1 A + A

= inf £
A

Logo , temos que

[ ¥ a.lfa c, - fa b lda =
: 1 1 1
X 1=

cgd. =
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No teorema que segue, mostraremos que & possivel definir a men
surabilidade de Caratheodory de uma fungao f € iO,—+MIX , em re-

lagao a uma fungao de conjunto mondtona «, usando apenas a aditi-

vidade da integral [ — da .
X

TEOREMA 8. Seja o: P(X) — [0, +=] uma funcac de conjunto mond-

tona. Sejam £ € [O,+oo]X ¢ IBg 0 domindo de integracdo gerado

por £. Entao, sac equivalentes:

(I) £ e a-mensuravel no sentido de Caratheodony.

(11) J (h+g)da = ( hda + J gda, para fode h € IB. e paxa
X X X £

toda g € |0, +o] 2

DEMONSTRAGAO. Mostraremos a implicacao (I) = (II) em trés etapas:

{i) quande f = @A ;, ¢com A conjunto o-mensuravel, temos:

I
s
+
[te]
o
2
[

[ (f +g)da
X

{25) of. |51 proposicao 2.1, pag. 32.
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" + glda , cf. (i}

repetindo essa operagao

gl
w
H
4
=

I

3,4,...,n obteremos que

]
W

J (f + g)do
X

(iii) guando f & w-mensuravel (caso geral)

Da wa-mensurabilidade de f, temos que, para todo a,be&(0,+m),
com a > b, existe um conjunto oa-mensuravel H, tal que

{f > al CHC {f > b}(zg)

(29) pois caso contrario {x: f(x) > t} nao seria g~mensurdvel para todo

t € (b,a) e (b,a) nao & enumeravel (definigao 9, pag.13).
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Logo, para tode par i,n € IN, existem conjuntos Hi 0 '
I

a-mensuravels tais que:

Ay s ) » iFl >
{f > 2n} B on {f n com Hy 2 Hi
E para todo n vale(30)
£z _1}‘ howy 2T nl-l - nl—l
27 i=1 “i,n 2 2

1 -
= e H, 2 H, e t
{fn}neﬂﬁ roconm fn n § Yy, © i,n i+l,n al
2 i=1 i,n
que {fn A a}ngnq converge uniformemente a f A a, para todo
- e . —X
aec {0, +=). Portanto, f e limite uniforme em TR de uma se-
quéncia de funcoes simples , gque sac combinagoes lineares, de
conjuntos g~mensuraveis.
Entao,
. —X
(fn + g)neﬁﬂﬂ converge uniformemente em IR a f+g, e por-
tanto

(30) cof. [10} , pag. 88
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lim ( (fn + g)da lim f fnda + J gda =
X X X

n

(
= J fdo + J gda .
X X

Para provarmos a reciproca devemos antes demonstrar o seguin

te lema:

LEMA 7. Para tode t > 0 e para tode B pentfencente a P(X) femos:

f A (t+e) - L A t)

(i) 1lim J(
X

T tvglda =
g~ 0 €

= 1lim I (¢{f s t4el + pB)da
+ X
£ +D

fF AL - £ A (£-¢)
£

(i) lim f (
X

. + wB)da =
>0

- J “ig s t-e) T oplde
+ X
c~+>0

PROVA de (1i).

Da validade da desigualdade
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(c - b} Yie s bl >fAac-~-farb>(c-b)
para tode b e ¢, tal que 0 < b < ¢ < + w
do t >0 e & >0 vale também

£f A (t+e) - £ At
-
{f > ) 2
£
Portanto, para todec B € P(X), temos

. f A (t +€) - £ 4+t
(L) wre s gy T ¥p 2 £
ZelE > t+e) T ¥B
e
(2) lim j (La b)) mfrE o) de >
+ ‘X £
£+ 0
B ' {v
- llm+ JX £ >t + ¢} + ¢B)du
v+ 0
Por outro lado, temos,
£ " (£t +a) - fr (£ + b) a-b

a

+ ¢ <

¥
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i > ¢}

temos que para to-

>
ZPE > t+g}

+ 2
B a4 %{f>t+b Vp



para todo b € (0,a), e que

( f A (t+a) - f A (£t + b) + og)
a
converge uniformemente en w®X para
fa(t+a) - £at + 0
B
a
+
quando b — 0
Entao,
J‘_(fh{t*—e)—fht b o )da =
B
X €
- lim [ (EA e+ e) = £ (& + D)
b_>0+){ €
< lim f(‘p{f>t+b}+w8)da'
+ /X

b0

E isso acarreta

(3)  1lim J (AL el rErE
+ Ix

£ >0 £

+

B

v ) do

51
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< lim [ {p + v _)da
— + Ix {f >t + ¢} B

g +0

Das desigualdades (2) e (3) segue (i). A demonstragao da parte

(ii) & analoga. cqd.

Podemos agora demonstrar a reciproca do teorema 8.

Primeiramente , se f=yp com oa(A) < + » g g = ¢, para todo

A r

B € P(X), entao fazendo h = vy temos que h € IBf e

afA) + a(B) f ¢ _do + J v, da
x B x B

I
T —,
s

+ vp)da (hipbtese IT)

ix A
= Jx (@A U B + YA N B)da
= n{A Y B) + a(A N B) (hipotese 1T1).
Logo,
a{B) = «{(A VY B} + a{A N B) - a(A)

= a(B — A) + a(B N A} para tode B € P{X),
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entao A & o-mensuravel e portanto f = N €& a-mensuravel,
n
Agora, se f= I v, com [ fdo < + « , entao para todo
i=1 i X
i, ?a € IBf e a(Ai) <+= e pela primeira parte segue gue Y
i i
- - - = (31)
e og-mensuravel. Portantce, £ e o-mensuravel .
n
= 5. =
Quando £ R Ai ¥ o COMm ki #0 , g Ai¢B para todo
i=1 i
- o b o = c
B € P(X),entao para h ki ¢Ai B, e como
+ [ = +
J NN A ogtde =2 f (v, vp)da
X i X 1
pela primeira parte, segue que Y & a-mensuravel, logo f =
(32) *

g-mensuravel .

Finalmente, seja f € [0,-FWIX , com J fdo < + w e
X

g € [0,-+mIX , entao, para h = % (f ~ £ — f A~ {(£-¢)) € IBf para

todo & € (0, +«), mostraremos que {x: f(x) > t} & «a-mensurd —

vel, para quase todo t € (0, +®).

{31) cf. prop&‘.lsic)‘.-z_{n 10, pag. 14

{32) o¢f. [S], proposicao 2.7, pag. 40, )\i 28 & a~mensuravel; Proposigao 10,
n ) ) .
pag. 14, £ = I v ¢ a-mensuravel, T
. 1A,
i=1 i
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[O; + oo]

Consideramos a fungao p € [0, + ) definida por

p(t) = off > tl. ¢ & uma funcac mondtona, logo existe(33) um con
junte K € [0, +») no maximo enumeravel tal que ¥ & continua no

complementar de K.

Seja to um ponto de continuidade de 1, entao, para todo

B € P(X) temos:

al{f > t 3} + af(B) = lim olf > t, + el + alB)
+
2=+ 0
f a (to+fj - f a to
= lim [ da + afB) (cf. Prop. 9).
E__)0+ X &
CoDoafE ) - E At
= lim | | e +eglde (hipbtese IT1)
1 £
C"0+ X
\ f
= 1Lim j f¢{f St 4ol + ¢B)du {(Lema 7)
+ X R o) ’
g
< j (¢{f sy 7t @B) du {cf. desigualdade (1) do Lema 7).
X ’ o’

Analogamente,

(33) vi. Rudin, W. "Principios de Analise Matematica, pag.97.
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a{{f > to} + a(B) = lim «ff > tO - £} + a(B)

+
g =0

f oa to—fr\ (to'-i—:)

= lim { da + a(B) (cf. Prop. ©)

F'+O+ 2 ©
foa b, = f oA (tO - €)

= lim [ { + &B)da (hipotese T1I)
g+ 0 % &

= lim ( (w{f st~ e} + ¢B)d& (Lema 7)
€+O+ X O

> [ (w{f .t ) + gB)da (cf. desigualdade (1) do Lema 7).
X (o]
Logo
a({f >t 1) + a(B) =J (o + ¢ )do
fo) 5 {f » to} B

e segue pela primeira parte, que o conjunto {f > to} & g-mensura
vel.

Portanto, {t: {f > t} nac & g-mensuravel} , € no maximo

enuneravel, ou seja f & q-mensuravel. cqd.



TEOREMA 9. Seja f € E0,+°°]X com J fda < + = ¢
X

¢ : P(X) — [0, +»] monctona. Se

{ [(f A & + glda = J (f Ao a)do + { gdo
X X X

56

para tode g € [O,-FWJX , ¢ todo a € (0, +w), entdo, f & a-men-

suraved.

PROVA., Como

+ —_ — —_
f A {to £) f A t (f v tO tO)AE: f v to t0

f A tq"f A(to—e) [ v (to-—e) —(to-eﬂ A€

* - . -
com o mesmo mesmo raciocinio da demonstracac do teorema 8,

que:

j [{f » 1) + glda = [ (£~ 1)do + J gda , ¥g € (O,4—m)x
X X

Iy

temos



implica que f & a-mensuravel,

Comnmo

f f(f A~ a) + glda = J
X

X X

podemos reescrever tal igualdade do seguinte modo:

a JX [§ ALy + g]da = a J (g A l)do + a I % da

X X

e g/a€ [0, +] %

Assim temos que f/a € o-mensuravel e portanto

-mensuravel.

(f & a)de + J gdo. , Yg €[0, + =]

57

X

L

f a o-

Os resultados obtidos até aqui, podem ser reunidos no se-

guinte teocrema:
TEOREMA 1C8. Seja o : P(X) —— [0, + =] monotona

com [ fda < + « , Entao, sac equivalentes:
‘x

e+ YBEPX ,

, £ € [0, +a 7,
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(b)) f e w-mensuravelr

(c) [ (h+g)da = f hda + [ gda
X X

Vg € [0, +wl* | wh e B, -

PROPOSICAC 12. Seja o :P(X) — [0, +®] moniotona, entdo 4e

¥

Fe [0, +« % ¢ a-mensuravel, temos que

f (f +g)da = J fda + [ gda Yg & [O,-’rm}X
X X X

DEMONSTRACAO. Esta proposigac & uma consequéncia imediata do teo-

rema 8, pois f € ]Bf

Entretanto, a reciproca desta proposicd3o nao é verdadeira

r

isto e, se

[(f+g}da:J fdo-+f gda , Vg e [0, +x”
X X X

nao significa gue f deva ser a-mensuravel.

Para provarmos essa afirmagao, basta observarmos o seguinte

contra-exemplo,
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Seja X um conjunto qualquer, com mais de um elemento e
o : P(X) —> [0, +~] uma funcao de conjunto mondtona, definida

por

alA) =0 ' YA E P(X) , A #X .

seja £ € [0, +=] % , definida por:

"4 fungao f assim definida nao e o-mensuravel, apesar da 1i-

nearidade da integral ser valida”.

Prova de que f nao € g-mensuravel.
Qualquer que seja A € P{X}), A# ¢ , A # X, A nao & a-men-—
suravel pois,

a(X) # a(X n A) + a(X n a%)

agora o conjunto {t € (0, +=») +tal que {f > t} nac & o~
-mensuravell & o proprio intervalo [1, +«), que na . & enumeravel,

portanto f nao @ a-mensuravel.



Prova de que a linearidade da integral & valida.

De acordo com a definigao e £ e de o sabemos que J

pois:
(te 1
f fda = J aoff > tlat > J olf > tlat = + o 34
X 0 0
X
Agora, para todo g € [0, + «] , temos
J (f + g)da > J fda = + «
X X
2
¢
J fda + | gda=+oo+J‘ gdo = + o
X ' X X
portanto
X
J (f+g)du = [ fdo + [ gdo Yg € [0, + =] .
X X X

e [ definida acima.

(34) vt € (0,1}, {f > t} = X e al(X) =+ = .

X

60

fdo = + o
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