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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a relacdo existente entre holomorfia e harmonicidade
de aplicacdes ¢ : M2 — (IF, J, ds/z\), onde M? & uma superficie de Riemann compacta,
orientavel e IF é a variedade bandeira maximal. Para isto, apresentamos parte da teoria geral
de aplicac®es harmonicas e holomorfas, necessaria para demonstrar o teorema de Lichnero-
wicz. Uma de suas conseqiiéncias é uma ferramenta importante neste estudo, pois fornece o

seguinte critério: se ¢ é J-holomorfa e ds/% é (1,2)-simplética, entdo ¢ é harmonica.

Portanto, também estamos interessados em descrever as métricas (1,2)-simpléticas nas
va-riedades bandeira. Primeiramente, no caso geométrico, estudamos a variedade bandeira
complexa maximal de subespagos encaixados IF(n). Posteriormente, este estudo é gene-
ralizado para outras variedades bandeiras maximais IF, definidas através de algebras de Lie
semi-simples complexas. Ainda, demonstramos o teorema de Burstall-Salamon, que fornece

propriedades da estrutura quase complexa invariante J através de um torneio 7, associado.

Finalmente, exibimos as equac¢des de Cauchy-Riemann e de Euler-Lagrange para estas

aplicacdes, e apresentamos exemplos de familias de fungdes equi-harmonicas.



Abstract

The goal of this work is to study the relationship bettwen holomorphicity and harmonic-
ity of maps ¢ : M?> — (IF, J, ds/2\), where M? is a compact, orientable Riemann sur-
face and /F is the full-flag manifold. With this pourpose, we present part of the general
holomorphic/harmonic maps theory, which is necessary to prove the Lichnerowicz theorem.
It states like consequence a criterion, which is an importante tool in this study: if ¢ is

J-holomorphic and ds,z\ é (1,2)-symplectic, then ¢ is harmonic.

Therefore, we are interested in to describe (1,2)-symplectc metrics on the flag manifold.
Firstly, in the geometrical case, we study the complex full-flag manifold IF(n). Later, we
generalize this study to other full-flag manifolds IF, which is defined through complex semi-
simple Lie algebras. Also, we prove the Burstall-Salamon theorem, which gives some proper-

ties of the almost complex structure J through an associated tournament 7.

Finally, we show-up the Cauchy-Riemann equations and the Euler-Lagrange equations to

this maps, and present examples of families of equi-harmonic maps.
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Introducao

No estudo de fungdes de uma varidvel complexa, dada uma funcdo f : € — C
podemos considerar u,v : IR?> — IR definidas por u(x,y) = Re[f(x + V—1y)] e
v(x,y) = Im[f(x + v/=1y)]. Um resultado classico desta teoria nos diz que se f & holo-
morfa, entdo as funcdes u, v possuem derivadas parciais continuas, satisfazendo o seguinte

sistema de EDP’s de primeira ordem

Ou __ Ov
ox — By
, (1)
du _ _dv
dy —  ox

chamadas equacdes de Cauchy-Riemann. Derivando-as parcialmente em relacdo a x e y

obtemos

8%u  B3u v B%v
22 520 ataz0 2)

e neste caso, dizemos que as funcdes u e v sdo harmoénicas. Reciprocamente, dada uma

aplicacdo harmoénica v : U C IR?> — IR de classe C®, existe v : U C IR? — IR tal que
f(x+vV-=1y) =u(x,y) +v—-1v(x,y)

é holomorfa. Logo, no caso em que f assume valores complexos, holomorfia e harmonici-
dade sdo propriedades diretamente relacionadas. De fato, os resultados acima garantem que

encontrar funcdes harmonicas implica encontrar funcées holomorfas, e vice-versa.

Mais geralmente, dizemos que uma aplicacdo entre variedades Riemannianas

¢ (M,g) — (N, h) & harmbnica, se & um ponto critico do funcional energia

E@) =3 [ 1a0, 3)

onde |d¢x| € a norma de Hilbert-Schimdt de sua diferencial em x € M. No segundo capitulo,
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mostraremos que ¢ € harménica se, e somente se, satisfaz as equacdes de Euler-Lagrange
tr(Vde) = 0. (4)

A expressdo em (4) é um sistema de equagdes diferenciais parciais de segunda ordem,
que generaliza (2). Portanto, quando procuramos aplica¢cdes harménicas estamos buscando
solugdes de equacgdes diferenciais de segunda ordem. Contudo, para ¢ ser holomorfa é sufi-

ciente que ela satisfaca as equacdes de Cauchy-Riemann

J'odp = dopoJ, (5)

um sistema de EDP's de primeira ordem. O quadro abaixo resume esta relacdo.

Holomorficidade Harmonicidade
EDP’s 1.2 ordem | EDP’s 2.2 ordem

A abordagem feita no segundo capitulo, para a teoria geral de aplicagdes harmdnicas e

holomorfas, é baseada em [9].

O seguinte teorema, provado independentemente por Lichnerowicz e Gray, aponta a im-
portancia de entendermos as métricas ditas (1,2)-simpléticas, quando estamos interessados
em encontrar exemplos de aplicacdes harmodnicas entre variedades Riemannianas. Trata-se
de um resultado fundamental, pois torna possivel uma reducao de ordem em equacdes dife-

renciais parciais.

Teorema: Sejam (M, g, 1) e (N, h, ) variedades quase-hermitianas, com M co-

simplética e A/ (1,2)-simplética. Entdo toda aplicagdo holomorfa ¢ : M — N & harménica.

Primeiramente, estaremos interessados em estudar o caso em que a variedade M = M?
é uma superficie de Riemann compacta, orientavel e N a variedade bandeira (complexa ge-

ométrica maximal)

U(n)

F) = = . x0@

(6)

Posteriormente, consideraremos variedades bandeira maximais mais gerais, dadas pelo quo-

ciente

IF = , (7)

Hl <
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onde U = exp(u), u é a forma real compacta de uma éalgebra de Lie semi-simples complexa
g, € T um toro maximal de U. Em ambos os casos, a condigdo de M ser co-simplética é
imediatamente verificada, pois toda superficie de Riemann é uma variedade Kahler. Ainda,
nestas condicSes, o funcional energia é invariante por mudancas conformes da métrica sobre
M, o que permite simplificar a expressdo da energia da aplicacdo ¢. Ou seja, estamos inte-

ressados em estudar as métricas (1,2)-simpléticas nas variedades bandeira maximais.

Nossa abordagem para o caso geométrico é baseada no método derivado de Burstall-
Salamon [4], que relaciona propriedades geométricas de IF(n) com a teoria de torneios. Ou
seja, o problema inicial de ordem geométrica é transportado ao ambiente numérico com-
binatério dos torneios. Apresentamos no segundo capitulo alguns fatos basicos sobre a
teoria de torneios, com o objetivo de caracterizar os torneios estrelados; importantes no
entendimento das métricas (1,2)-simpléticas de IF(n); e também demonstrar o teorema de
Burstall-Salamon [4]. Cada estrutura quase complexa invariante J na variedade bandeira
IF(n) determina uma matiz anti-simétrica, sem diagonal e cujas entradas sdo {£1}. Esta
matriz pode ser considerada como a matriz de incidéncia de um torneio de n jogadores 7, e
assim estabelecemos uma bijegdo entre as estruturas quase complexas invariantes em IF(n) e
os n-torneios. Também, a cada métrica invariante dsz em IF(n), fazemos corresponder uma
matriz real simétrica, sem diagonal e com entradas todas positivas. Mo e Negreiros em [16]
e [17], exibiram a classe de torneios livre de cones com o objetivo de entender o problema
das métricas (1,2)-simpléticas, e mostraram que uma condicdo suficiente para que (IF(n), J)
admita uma métrica (1,2)-simplética invariante ds,2\ € que o torneio associado 7y seja livre
de cones. No terceiro capitulo, mostraremos que esta condicdo também é suficiente, obtendo

assim o seguinte critério [8]:

Teorema: A variedade bandeira (IF(n), J) admite uma métrica (1,2)-simplética invariante

d5/2\ se, e somente se, o torneio associado 7 € livre de cones.

Para a variedade bandeira generalizada IF, nossa abordagem é baseada no método ado-
tado por Negreiros-San Martin em [25] e [26]. Ele consiste em tomar um sistema de raizes
a € 1 e uma base de Weyl {X4}aen do par (g,bh), onde b é subalgebra de Cartan da al-
gebra de Lie semi-simples complexa g. Através das propriedades destes elementos, podemos
associar univocamente a cada estrutura quase complexa invariante J em /F, um conjunto
de nimeros inteiros {€q}aecn tais que €4 = +1 € €_o = —€4. Ainda, as métricas invari-
antes ds,% em /F sao completamente descritas por um conjunto de nameros reais positivos
{Aa }aen satisfazendo a condicdo de simetria Ay, = A_o. As relacBes com torneios e matrizes
simétricas positivas, estudadas anteriormente no caso geométrico, sao casos particulares das

relacdes descritas acima. O seguinte teorema é apresentado no final do terceiro capitulo,
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generalizando assim o teorema anterior na caracterizagdo das das métricas (1,2)-simpléticas.

Teorema: Um par U-invariante (J = {€a}acn, dsi = {Aa}ae|—|> na variedade bandeira

maximal IF = U/T é (1,2)-simplético se, e somente se,
€ada T €23 + €4y = 0. (8)

No ultimo capitulo, estudamos aplicacdes harmonicas e holomorfas entre a superficie de
Riemann fechada M e a variedade bandeira maximal IF. Sendo assim, neste caso particular,
apresentaremos as caracterizacdes para holomorfia e harmonicidade dadas pelas equacdes de
Cauchy-Riemann e de Euler-Lagrange, respectivamente. Finalmente, para variedades ban-
deira dadas por algebras de Lie complexas semi-simples do tipo A;, apresentamos exemplos
de aplicacdes equi-harmoénicas. Para isto, definimos as f-estruturas invariantes F em IF e

usamos o seguinte teorema provado por Black [3].

Teorema: Se a aplicacdo diferenciavel ¢ : (M, J, g) — (IF, F, dsz) é subordinada a

f-estrutura horizontal F, entdo ¢ é equi-harménica.

E importante salientar aqui, que o primeiro capitulo dete trabalho é formado pelas no¢des
preliminares para o entendimento da teoria desenvolvida nos capitulos posteriores. Desse
modo, ndo se trata do objeto principal deste estudo, e por isto, as definicdes sdo apresen-
tadas de modo rapido e as demonstracdes dos resultados sdo omitidas, porém, indicadas em

uma bibliografia mais completa e especifica para o leitor interessado.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Estruturas Complexas

Nesta secdo descrevemos brevemente alguns conceitos e resultados basicos sobre es-
truturas complexas em espacos vetoriais reais. De fato, ao menos as definicdes e notacdes
apresentadas aqui sdo necessarias para um bom entendimento da teoria dos capitulos poste-

riores. Mais detalhes podem ser encontrados em [12].

Definicao 1.1.1 (Estrutura Complexa) Uma estrutura complexa num espaco vetorial real

V' é um operador linear J : V. — V tal que J° = —1, onde 1 é o operador identidade de V.

Neste caso, se escrevemos dimgV = n segue
det(J?) = det?(J) = det(—1) = (=1)" = 0 < det(J)? = (=1)"

e concluimos que n é um numero par. Ainda, um espaco vetorial real V com uma estru-
tura complexa J admite estrutura de espaco vetorial complexo definindo-se a multiplicacdo
por escalar (a++/—1b)X = aX + bJX, onde X € V e a, b € IR. Claramente a dimensdo
complexa de V é metade de sua dimensdo real. Reciprocamente, dado um espaco vetorial
complexo V' de dimensdo n, podemos considerar o operador linear J : V — V dado por
JX =+/—=1X, ¥X € V. Assim J°X = \/—712X = —X e considerando V como espaco veto-

rial real de dimensdo 2n podemos tomar J como uma estrutura complexa de V.

Proposicao 1.1.2 Seja J uma estrutura complexa num espaco vetorial real V. Entdo existem
elementos Eq, ..., E, € V tais que B = {E1, ..., Ep, JE1, ..., JE,} € base de V.
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Exemplo 1 Seja C" = {(z1, ..., zn) : zi € C} espago vetorial complexo de dimensdo n. Se
escrevermos zj = x; + /—1y; entdo C" pode ser identificado com o espaco vetorial real IR?>"
pela correspondéncia (z1,...,zp) + (X1, ..., Xp, Y1, ... Yn). A estrutura complexa de IR?" é
dada por Jo(X1, ..., Xm, Y1, o ¥n) = (=Y1, ..., —=Yn, X1, ..., Xn). Claramente (Jg)?> = —1, e neste

caso, Jy é chamada estrutura complexa candénica do IR?", dada pela matriz

0o -1
Jo = "
1, O
onde 1, denota a matriz identidade de ordem n. O

As duas proposicdes seguintes seguem diretamente do fato de que J é justamente a multipli-

cacdo por v/—1 quando consideramos V' como espaco vetorial complexo.

Proposicdo 1.1.3 Sejam J e J ' duas estruturas complexas nos espacos vetoriais reais \V/
e V', respectivamente. Se considerarmos V/ e /' como espacos vetoriais complexos, ento

uma transformacao linear real T : V. — V' é linear complexa se, e somente se, J'oT = ToJ.

Particularmente, o grupo linear complexo gl(n,C) pode ser identificado com o subgrupo

de gl(2n, IR) consistindo de todas as matrizes que comutam com Jp.

Proposicdo 1.1.4 Seja J uma estrutura complexa num espaco vetorial V. Entdo um su-
bespaco vetorial W < V é invariante por J se, e somente se, W é um subespaco vetorial

complexo de V' quando considerado como espaco vetorial complexo.

O complexificado do espaco vetorial real V' & por definicdo
VEe=Vav-1V =2V erC.

V' é naturalmente subespaco real de V<. A conjugacdo complexa em V< & o operador linear
real Z = X ++/—=1Y = Z = X —/—1Y, ¥X,Y € V. Uma estrutura complexa J de V
pode ser naturalmente estendida a um operador linear complexo J¢ de V¢, requerendo-se
JSX +V=1Y) = JX +/=1JY, VX, Y € V. Imediatamente, verifica-se que também vale

(JC)2 = —1 e conseqlientemente, os Gnicos autovalores de J¢ sdo £+/—1. Escrevendo os
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auto-espacos associados
VA0 — (7 eve: J(Z2)=v=1Z} e VO ={ZeVe: J(2)=—-V/=1Z7}

vale a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.1.5 A conjugacdo complexa em V¢ define um isomorfismo real entre \/(1.0) e
vOL . Também vale V¢ = V(1.0 g v(O1) e ainda

VIO — (X — VZ1U(X) X eV} e VOD = (X +/=1J9(X): X € V}.

Se V/ & um espaco vetorial complexo, denotamos VR o espaco vetorial obtido restringindo
o corpo de escalares e considerando V' como espaco vetorial real. Neste caso VR é chamado

de realificacdo de V, e temos (VF)¢ =V x V.

Definicdo 1.1.6 (Produto Hermitiano) Um produto interno Hermitiano num espaco ve-

torial V. com estrutura complexa J, é um produto interno (., .)y 1V xV — IR tal que
(UX, Y)Yy = (X, Y)y, Y X Y€EV

Daqui em diante, sempre que considerarmos um produto interno Hermitiano em V,
subentende-se que V' é um espaco vetorial real com estrutura complexa J. Conseqiiente-

mente, para todo X € V vale
(UX, Xy = (X, IX) = (=X, Xy = —(IX, X))y = (UX, X))y = 0.

Proposicdo 1.1.7 Considere (.,.);y um produto interno Hermitiano em V. Entdo existem
elementos Eq, ..., E, de V tais que {Eq, ..., Ep, JE1, ..., JE,} € uma base ortonormal de VV

com respeito a (., .)y.

Proposicao 1.1.8 Um produto interno Hermitiano (., .); em V' pode ser estendido de modo
tnico a uma forma bilinear simétrica complexa H de V¢, satisfazendo as seguintes condicdes:
(DH(Z,W) = H(Z, W) para quaisquer Z,W € V<,

(iDH(Z,Z) > 0, para todo Z € V\{0};

(iii)H(Z, W) = 0, para todo Z € V(1.0 e W ¢ (1),

Reciprocamente, toda forma bilinear simétrica complexa H de V¢ satisfazendo as condicbes

acima é uma extensdo natural de um produto interno Hermitiano (., .), de V.
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1.2 Preliminares Geométricas

Os objetivo desta secdo sdo apresentar uma breve introducdo a geometria Riemanniana,
construir certas estruturas em fibrados vetoriais e demonstrar dois lemas que serdo Gteis no
préximo capitulo. Devido ao carater secundario, as definicdes sdo postas de maneira simples
e direta, e as demonstracdes sdo omitidas. Mais detalhes do conteldo apresentado podem
ser encontrados em [5], [9], [11] e [12].

1.2.1 Introducao a Geometria Riemanniana

Definicdo 1.2.1 (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemanniana em uma variedade
diferenciavel M™ é uma relacdo que associa a cada ponto p € M um produto interno
9(.,.)p no espago tangente TpM. Tal relacdo varia diferenciavelmente no seguinte sentido:

se X eY sdo campos de vetores diferenciaveis em um aberto VC M, a funcdo
g X\ Y):VCM—IR

p— 9g(X.Y)p

é diferenciavel em V. Neste caso, o par (M, g) é chamado variedade Riemanniana.

Fixada uma parametrizacdo {x = (X1, ..., Xm), U} de M em p, sabemos que o conjunto

() (o)}

€ uma base de T, M. Cada fun¢do diferenciavel

g/j(q)zg((,;(m,(,;(q)> . ije{l,....n} (1.1)

definida no aberto g € U C M é chamada expressdo local da métrica g.

Exemplo 2 (Espaco Euclidiano) Considere M = IR™ com a% identificado com o vetor
da base canbnica e; = (0,...,0,1,0,...,0), para todo i = 1,...,n. Desse modo, a métrica
Riemanniana usual é dada por

gij = (ei, &) = djj.

e a geometria deste espaco é denominada geometria métrica Euclidiana. [
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Definicdo 1.2.2 (Fibrado Vetorial) Um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciavel

M é uma colecdo (€, m, &, ®) onde:
e £ é espaco topologico, chamado espaco total;
o m:& — M éuma aplicacdo continua sobrejetiva;

o & e ® sdo aplicagbes

o |Jmlp)xntp) —¢&
pEM

©® IR x U 7 l(p) — &
pEM

com ®&(m~(p) x 77 Y(p)) C 7 p) e ®UR x w1(p)) C 7 (p), e tais que
(¢~ (p), ®, ®) tem estrutura de espaco vetorial, para todo p € M. Ainda, a sequinte
condigdo é satisfeita: para cada p € M existe uma vizinhanca U de p e um homeomor-
fismo h : m=1(U) — U x IR" que é um isomorfismo de espacos vetoriais de 7~1(q)

em q X IR", para todo q € U.

Intuitivamente, um fibrado vetorial sobre uma variedade M é dado por uma relacdo que a
cada ponto p € M associa um espaco vetorial real n-dimensional E, = 7r_1(p). A aplicacdo
7 & chamada projecdo de £ em M, e os conjuntos E, = 7r_1(p) onde p € M chamados
fibras. Por conveniéncia de notacdo, escreveremos apenas 7 : £ — M quando se tratar de
um fibrado vetorial. Uma secdo do fibrado m : & — M & uma aplicacdo o que a cada ponto
p € M associa um vetor V,, € 7~ 1(p). Ou equivalentemente, uma aplicacio o : M — &

tal que wo o = Ida, a aplicacdo identidade em M.

E,
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Ainda, C(&) denotard o espaco vetorial (de dimensdo infinita) das secBes diferenciaveis
de m: & — M. Escrevemos T M para denotar o fibrado tangente a uma variedade diferen-
ciavel M, onde a fibra em p € M é o espaco tangente T, M e o conjunto de se¢ces C(T M)

é justamente o conjunto dos campos de vetores de M.

Definicdo 1.2.3 (Pull-Back) Se ¢ : M — N é uma aplicacdo diferenciavel en : F — N

um fibrado vetorial, definimos o fibrado pull-back ¢~*F, cuja fibraemp e M é

171 (¢(P)) = Fo(p).

a fibra de F em ¢(p).

Seja S C IR® uma superficie regular, a : (—¢,€) — S uma curva parametrizada em S
e X : (—€,€) — IR3 um campo de vetores tangentes a S ao longo de a. O vetor %(to),
to € (—¢,€) ndo pertence em geral ao plano tangente Ty (¢,)(S), ou seja, a derivada de um
campo vetorial ndo é uma nocdo da geometria intrinseca de S. Consideraremos entdo, ao
invés da derivada usual %(to) a chamada derivada covariante %(to), a projecdo ortogonal
de %(to) sobre Ty(1,)(S). Portanto a derivada covariante, diferentemente da derivada usual,
passa a depender apenas da primeira forma quadratica de S em «a(tp) e ndo do espaco su-
porte IR3. Este fato nos motiva a generalizar o conceito de derivada covariante as variedades

diferenciaveis como se segue.

Definicdo 1.2.4 (Conexdo Linear) Uma conexdo linear em uma variedade Riemanniana

(M, g) é uma aplicacido definida em campos vetoriais:
V:C(TM)xC(TM)— C(TM)

dada por
(X, Y) - VY

e tal que, para cada funcdo diferenciavel f : M — IR e campos X,Y, Z € C(T M), temos:
o VixygvZ = fVxZ + gVyZ;
e Vx(Y+2Z) = VxY + VxZ;
o Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X(f) : M — IR denota a derivada de f na direcdo de X (exemplo 7, pg. 26).
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Proposicdo 1.2.5 Suponha que (M, g, V) é uma variedade Riemanniana com métrica g e
conexdo V. Entdo existe uma (nica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V
ao longo de uma curva diferenciavel o : (—€, €) — M outro campo vetorial ao longo de a,

denotado %, tal que:
° %(V +W) = % + %—Vt‘/, onde V' e W sdo campos ao longo de o

° %(fV) = %V + f%, onde W é um campo ao longo de o e f uma fungdo

diferenciavel f : (—€,€) — IR;

e Se V é induzido por um campo de vetores X € C(TM) (i.e., V(t) = X(a(t)),

vVt € (—e,e)) entao % = Vi X.
dt

O campo % é chamado derivada covariante de V' ao longo de a.

Dizemos que uma conexdo V em (M, g) é compativel com a métrica g, se para quaisquer

campos de vetores diferenciaveis V e W ao longo de uma curva o : (—¢,€) — M, tem-se

d DV DW
E[g(\/.v\/)] = g<dt,W> + g(\/. dt). te(—ee). (1.2)
Esta condicdo é equivalente a
Xg(Y.Z) = g(VxY.Z) + g(¥,VxZ), (1.3)

para quaisquer campos de vetores X,Y, Z € C(TM). Por fim, dizemos que uma conexdo V

em (M, g) é livre de torcdo quando
[X,Y] = VxY — VyX, V¥X,Y €C(TM). (1.4)

Aqui, [.,.] denota o colchete de Lie de campos de vetores em M, dado por [X, Y] = XY =Y X.
Agora estamos prontos para enunciar um teorema fundamental na geometria Riemanniana,

cuja demonstragdo pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.2.6 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana (M, g), existe uma (nica

conexdo V em M satisfazendo as seguintes condicoes:
e V é livre de torcao;

e V é compativel com a métrica.
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1.2.2 Operadores em Fibrados Vetoriais

Seja M uma variedade Riemanniana conexa, compacta, orientavel e sem fronteira.
Considere ¢ : V — M um fibrado vetorial diferenciavel sobre M, onde cada fibra
5*1(x) = Vi é um espaco vetorial real de dimensdo finita. Como é usual, denotaremos
C(&) ou C(V) o espaco vetorial (de dimensdo infinita) das se¢des diferenciaveis de V, isto é,
o conjunto das aplicacbes diferenciaveis o : M — V tais que £ o 0 = Idaq, ou equivalente-
mente, fungdes 0 : M — V tais que o(x) € V4, para todo x € M. Por exemplo, ja vimos
que se T M é o fibrado tangente da variedade diferenciavel M, entdo C(T M) é o espago
vetorial dos campos de vetores diferenciaveis sobre M. Ainda, se ®2T .M denota o fibrado
vetorial das formas bilineares simétricas positivas definidas em T M, entdo C(®°TM) é o

conjunto das métricas Riemannianas de M.

Dados dois fibrados £ : V — M en: W — N, definimos:

e V* o fibrado dual de V, cuja fibra em x € M é o espago vetorial V", dual de V4;

e VW o fibrado soma de V e W, cuja fibra em x € M é o espaco vetorial V, & W,,

soma direta de V, e W,

e V® W o fibrado produto tensorial de ¥V e W, cuja fibra em x € M & o espaco vetorial
Vi ® Wy, o produto tensorial de V, e W;

e ®PV o fibrado poténcia tensorial de V, cuja fibra em x € M é o espaco vetorial ®PV,,

o produto tensorial de V4 por V4 p-vezes;

e APY o fibrado poténcia exterior de V, cuja fibra em x € M é o espaco vetorial APV,

o produto exterior de V4 por Vi p-vezes;

e OPVY o fibrado poténcia simétrica de V, cuja fibra em x € M é o espaco vetorial ®PV,,

o produto simétrico de V, por V4 p-vezes;

onde os dois Gltimos podem ser vistos como imagens de ®PY por projecdes adequadas.

Definicdo 1.2.7 (Métrica em Fibrado) Uma métrica Riemanniana em um fibrado veto-
rial £ 1V — M é uma secdo a € C(®?V*), que induz em cada fibra um produto interno

positivo definido.
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Freglientemente usaremos a convencdo a(o, p) = (o, p), até mesmo usando o simbolo

(.,.) para diferentes métricas em um mesmo calculo.

Definicdo 1.2.8 (Conexdo em Fibrado) Uma conexdo linear em um fibrado vetorial

£V — M é uma aplicacdo bilinear V nos espacos de secdes:
V:C(TM)xC(V)—C(V)

V(X,0) = Vxo,

onde X € C(TM), o € C(V) e tal que para toda fungao diferenciavel f : M — IR valem as

propriedades:
1. foO’ = fVXO';
2. Vx(f.U):Xf.U+fVXU,'

e neste caso, Vxo é chamada a derivada covariante de o na direcdo de X.

Se VY VW s30 conexdes em V e W, definimos:

e A conexdo dual V* em V* por
(Vx0).c = X.(0.0)—6.Vxo,

onde 9 e C(V*) e o € C(V);

e A conexdo soma direta V¥ em V @& W por
VS(o®p) = Vieoa VY,
e A conexdo produto tensorial V€ em V @ W por
Vi(o®p) = (VXo)@p+0@(VXp)

cujas expressdes sdo escolhidas de modo a validar a regra de Leibnitz para a derivada de

produtos.

Dada uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — N e um fibrado vetorial n : W — N com

conexdo VW, definimos a conexdo pull-back em ¢~V como a (nica conexdo V tal que para
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cada x € M, com y = ¢(x) e N, X € TuM e X € C(W), temos

Vx(6*X) = 6" Vg0 (V) (1.5)

onde d¢ : TeM — T,N & a diferencial de ¢ e ¢*X = Ao ¢ € C(¢p~*W). Para provar a
existéncia e a unicidade de V, considere uma vizinhanga coordenada U, de y em N e um
referencial (A\q)l_1. isto €, um sistema de se¢Ses de W fornecendo uma base de cada fibra.
Se Uy € uma vizinhanga de x em M tal que ¢(Ux) C U, e se p € uma segdo de ¢~ sobre
Ux, existem fung¢des () _; em Uy tais que p = f*.¢* Ao, onde omitimos o simbolo de soma
nos indices repetidos. Impondo que V é a conex3o satisfazendo a condicdo acima, temos em
Uy que
Vxp = Vx(f*.¢'Aa) = (X F¥)p"Ag + FEVxd Ng =

= (XA Na + £ (Vg0 ra),

portanto, V deve ser Unica e a férmula independe da escolha do referencial, definindo assim

a conexdo requerida.

Definicdo 1.2.9 (Estrutura Riemanniana) Uma estrutura Riemanniana no fibrado veto-
rial £ :V — M é um par (V, a), onde a é uma métrica Riemanniana e V uma conexdo,

tais que Va = 0.

A condigdo Va = 0 significa que para quaisquer X € C(TM) e g,p € C(V) temos

Xa(o,p) = a(Vxo,p)+a(o, Vxp). (1.6)

Exemplo 3 (Torcao) No fibrado tangente T M, a torcdo de uma conexdo V é definida por
T(X,Y)==VxY +VyX+[X,Y],

onde X,Y € C(TM). Se g é uma métrica Riemanniana em TM, o teorema (1.2.6) de
Levi-Civita assegura a existéncia de uma (nica conexdo, compativel com a métrica e livre de
torcdo. Isto é, tal que

Vg=0 e 71=0.

De fato, V é definida e caracterizada pela formula

29(VxY.Z) = Xg(Y,Z)+Y.g9(Z X)— Z.g(X,Y)—

—9(X, [Y. Z]) + 9(Y. [Z, X]) + 9(Z, [X, Y]),



1.2 Preliminares Geométricas 15

para todo X,Y,Z € C(TM). O

Lema 1.2.10 Suponha que ¢ : M — N é uma aplicacdo diferenciavel entre variedades

Riemannianas e considere em ¢ TN a conexdo pull-back V¢ TN Entio vale a férmula

ve TNapy — v TNdp X = d¢.[X. Y], (1.7)

para quaisquer campos de vetores X,Y € C(TM).

Dem: [9]. &

Considere agora o conjunto AP(§) = C(APT*M ® V) o conjunto das p-formas diferen-
ciaveis em M com valores no fibrado vetorial £ : V — M. O operador diferencial exterior

d: AP(€) — APTI(€) relativo a conexdo VY é dado pela expressdo

p+1

do (X1, Xpp1) = D (=D)L (0(X1, oo Xiv oo Xpr1)) + (1.8)
=1

+ 3 (D)Mo (X X1 X o Xy oot X oo Xpy1),
i<j

onde os elementos cobertos com A sdo omitidos.

Relativo as estruturas Riemannianas de V e TM, o operador -codiferencial

d* : AP(¢) — APTL(¢) é caracterizado como adjunto de d através da férmula
[ ooy = [ @.aoiv, (1.9)
M M

onde 0 € AP7L(€), p € AP(€) e vy € o elemento de volume em M associado a métrica
gem T M.

Uma maneira alternativa de descrever d* é definir o operador estrela de Hodge

"2 AP(E) — AP(EY)

como o Unico operador linear satisfazendo pontualmente a relacdo

oAN*p = (0, P)ArT*MaV Vg,
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para todo g, p € AP(&). Aqui, o A xp & a m-forma real definida usando o produto exterior em

formas e a dualidade entre £ e £*.

Lema 1.2.11 Se {E;} é uma base de TyM, {X;} sdo vetores em x € M e g** é a inversa

da matriz (g9s¢) = 9(Es, E¢), entdo para qualquer p € AP(§) temos
(d*0)(X1, . Xpo1) = =Y g°"(VEP)(Es X1, ..., Xp_1). (1.10)
st
Particularmente, se p € A(§) entdo d*p = —tr(Vp)

Dem: [9]. &
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1.3 Introducdo a Teoria de Lie

Nesta secdo fazemos uma breve introducdo dos conceitos basicos da teoria de Lie, tanto
para grupos como algebras. De fato, apresenta-se aqui o minimo dos conceitos necessarios
para um bom entendimento da geometria Hermitiana das variedades bandeira. As demo-

nstragdes e o contelido completo desta secdo podem sem encontrados em [15], [23] e [24].

1.3.1 Grupos de Lie

Definicdo 1.3.1 (Acdo de Grupo) Uma acgdo (a esquerda) do grupo G numa variedade
diferenciavel M é wuma fungdo que associa a cada g € G wuma aplicacdo
ag: M — M tal que:

i) a1 = ldy, isto é, a1(x) = x, Vx € M;

i) agh = agoap, Vg9, he G

Visto que ldy = a1 = ag g1 = ag o ag1 € ldy = ag-1 o ag, cada ag € uma bijecdo de
M. Desse modo cada a¢do a esquerda € um homomorfismo a : G — B(M), onde B(M)
denota o grupo das bijecdes de M. Substituindo a segunda propriedade da definicdo acima
por ag.p = ap © ag podemos definir acdo a direita de um grupo G sobre uma variedade M.
Aqui trataremos apenas de acdes de grupo a esquerda, desse modo diremos apenas se tratar
de uma acdo de G sobre M. Ainda, por conveniéncia de notacdo escreveremos apenas gx

ao invés de ag(x).

Exemplo 4 (Acgdo de O(n) sobre S") Considere o grupo das matrizes ortogonais
O(n) ={A € GlI(n, IR) : A At = At A = 1}. Entdo a acdo de O(n) sobre a esfera unitaria
S" = {x € IR"™! : ||x|| = 1} é dada por: A € O(n) — aa onde as : S" — S" é definida

por aa(x) = Ax, para todo x € S". [

Definicdo 1.3.2 (Orbita, Subgrupo de Isotropia) Se G age sobre M e x € M, definimos
sua érbita como o conjunto
Gx={gxeM:gec G}

e seu subgrupo de isotropia como o conjunto

Hy={g€ G:gx=x}.
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O subgrupo de isotropia é de fato um subgrupo de G, visto que dados g, h € Hy temos
(gh)x = g(hx) = g(x) = x, pois g e h fixam x. Além disso, g~'x = ag_1(x) = a;'(x) = x
pois g leva x em x. Note que, o subgrupo de isotropia Hy da acdo é o conjunto de todas as

aplicagbes ag : M — M que tém ponto fixo em x € M.

Definicao 1.3.3 (Acdo Transitiva) A acdo de G sobre M é dita transitiva quando para

quaisquer x,y € M existe g € G tal que g(x) = y.

Dizemos que uma agdo é continua se ® : G x M — M com (g, x) = gx é continua.

Neste caso, todo subgrupo de isotropia é fechado em G.

Definicao 1.3.4 (Grupo de Lie) Um grupo de Lie real (complexo) é uma variedade dife-

renciavel (complexa) G com uma estrutura de grupo tal que as operacées

p:Gx G— G I G— G

(9.h) — g.h g—g!

sdo diferenciaveis (holomorfas).

Exemplo 5 (O Grupo Linear) Seja GL(n,IR) o grupo das transformacdes lineares inver-
siveis do IR" com a operacdo composicdo. Fixada uma base, GL(n, IR) torna-se o grupo
das matrizes reais inversiveis de ordem n com a operacdo produto de matrizes, subgrupo
de gl(n, IR). Assim, GL(n, IR) = {A € gl(n, IR) : det(A) # 0} é um subconjunto aberto,
pois a funcdo determinante é continua. Como gl(n, IR) é variedade diferenciavel, temos que

GL(n, IR) é uma subvariedade, e portanto um grupo de Lie. [

Se G é um grupo de Lie, a translacdo a esquerda associada ao elemento g € G é a apli-
cagdo E4 : G — G dada por E4(h) = gh, Yh € G. Analogamente, podemos definir
translacbées a direita. Em ambos os casos, a definicio de grupo de Lie implica que as
translacées sdo difeomorfismos de G. Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G é um sub-
grupo H tal que a inclusdo H < G & um homomorfismo diferenciavel. Nesse caso podemos
induzir uma topologia em G/H (conjunto das classes de equivaléncia modH) do seguinte

modo: A C G/H é aberto < m~1(A) é aberto em G, onde 7 é a projecdo candnica.

Teorema 1.3.5 (Cartan) Um subgrupo H de um grupo de Lie real G é subgrupo de Lie se,

e somente se, H for fechado. Nesse caso, pode-se introduzir uma estrutura de variedade
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diferenciavel em G/H compativel com a topologia definida acima.

Corolario 1.3.6 Suponha que um grupo de Lie G age transitivamente sobre a variedade
diferenciavel M. Entdo, para todo x € M, G/Hy é difeomorfo a M. Neste caso, dizemos

que M é uma variedade homogénea.

1.3.2 Algebras de Lie

Definicdo 1.3.7 (Algebra de Lie) Um espaco vetorial g munido de um produto (colchete ou

comutador) [, ]: g X g — g bilinear, anti-simétrico e satisfazendo a ldentidade de Jacobi
X[V, Z] = [[X.Y], Z] + [V, [X. Z]| ¥X.Y.Z € g

é chamado uma algebra de Lie.

Exemplo 6 (Transformacoes Lineares) Sabemos que o espaco gl(n, IR), com as

operacoes usuais soma e multiplicacdo por escalar de matrizes, é um espaco vetorial real
de dimensdo n°. E de verificacdo imediata que, com o colchete dado pelo comutador

[X,Y] = XY =YX, ¥VX,Y € gl(n, IR), este espaco é uma algebra de Lie real. O

Exemplo 7 (Campos de Vetores) Considere x(M) o conjunto dos campos de vetores difer-
enciaveis da variedade diferenciavel M. Assim X € x(M) é uma aplicacdo diferenciavel de
M no fibrado TM, tal que mo X = ldpq. Fixada uma parametrizacdo x = (x1, ..., xn) de M

em p € M podemos escrever
n

X(p) =3 a/(p)é;_

i=1
onde cada a; é uma funcdo real diferenciavel e {a%} é a base do espaco tangente associada
a parametrizacdo x. Podemos pensar em um campo X € x(M) como uma aplicacdo do
conjunto das fungées diferenciaveis em M, definida do seguinte modo

n

XN =3 21(p) 5 (p)

onde f indica, por abuso de notacdo, a expressdo de f na parametrizacdo x. Ou seja,
cada campo de vetores é interpretado como uma derivada direcional. Vale que, dados dois
campos X e Y em x(M), existe um Gnico campo Z € x(M) tal que, para toda funcdo
diferenciavel f de M, temos Zf = (XY — Y X)f. Denotamos Z = [X,Y], e de fato vale a
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anti-comutatividade, a bilinearidade e a identidade de Jacobi. Desse modo, x(M) munido
do colchete [X,Y] = XY — Y X é uma algebra de Lie. O

Seja g uma algebra de Lie. Um subespaco vetorial hh € uma subalgebra de g se é fechado
pelo colchete, ou seja, [X,Y] € b para quaisquer X,Y € h. Uma transformacao linear entre
algebras de Lie ¥ : g — b € um homomorfismo se P[X,Y] = [¢¥X,¥Y], para quaisquer
X, Y € g. Se ela também for inversivel entdo dizemos que é um isomorfismo, e neste caso
g e h sdo ditos isomorfos. Se além disso, g = h dizemos que ¥ & um automorfismo de g.
Um subespago h C g & um ideal se para quaisquer Y € h, X € g vale [X,Y] € b, isto &,
[g.b] = {[X.Y] : X € g,Y € b} C h. Segue imediatamente que se ¢ : g — h &€ um

homeomorfismo entdo seu nicleo Ker(1P) € um ideal, e sua imagem Jm(4) uma subalgebra.

Se h C g & um ideal, munimos o espaco vetorial quociente g/h com uma estrutura de

algebra de Lie definindo o colchete [X, Y] = [X, Y]. De fato esta definicio nio depende dos

representantes escolhidos e a projecao candnica

T:g—g/b
X — X
é um homomorfismo sobrejetor. Também vale o Teorema de Isomorfismo, que afirma que

g/Rer(Y) ~ Jm(y), onde ¥ : g — h € um homomorfismo.

Definicao 1.3.8 (Representacao) Seja VV um espaco vetorial e denote gl(V') a algebra de
Lie das transformagoes lineares de V. Se g é uma algebra de Lie sobre 0 mesmo corpo de
escalares, dizemos que um homomorfismo p : g — gl(V') é uma representacdo de g em V.

Uma representacédo p é dita fiel se Ker(p) = {0}.

A representacdo adjunta ad : g — gl(g) € a aplicagdo que associa a cada X € g a
transformacdo linear ad(X) : g — g, com ad(X)(Y) = [X,Y]. Segue imediatamente da
bilinearidade do colchete que ad é linear, e pela identidade de Jacobi conluimos ad &€ um

homeomorfismo. O nucleo 3(g) da representacdo adjunta é chamado centro de g. Isto é,
3(g)={Xeg:[X,Y]=0, VY eg}

Uma derivacdo de g € um operador linear D : g — g que satisfaz a regra de Leibniz da

derivada do produto, ou seja,

D([X,Y]) =[D(X), Y]+ [X,D(Y)], ¥X. Y €g.
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Pela identidade de Jacobi, as ad(X) adjuntas de elementos de g sdo derivagdes, denominadas

derivagdes internas de g.

Dados dois subconjuntos A, B C g definimos seu subespaco gerado por
[A, Bl ={[X,Y]: X €AY € B}.

Define-se indutivamente a série derivada como a seqiiéncia decrescente de subespacos
g@ =g, g® =g, g]. ..., g = [gkD gk=1]. . . todos ideais de g. Analoga-
mente, a série central descendente é definida pela seqiiéncia g' = g, g° = [g.g] = g™,

o, gk = [g,g(kfl)],. . . também decrescente e formada por ideais de g. Dizemos que
uma algebra é solivel se alguma de suas algebras derivadas se anula, isto &, g(k(’) = {0} para
algum kg > 1. Uma algebra é dita nilpotente se sua série central descendente se anula em
algum momento. Vale que toda subalgebra de uma algebra soltvel (nilpotente) é também

soltvel (nilpotente).

1.3.3 Aplicacdo Exponencial

Suponha que M e N sio variedades diferenciaveis e que X & um campo de vetores
em M. Se ¢ : M — N & um difeomorfismo, podemos transladar X a um campo ¢, X em
N definido por

(6:X)(¥) = ddg-10,) (X (07 (¥)))

para todo y € N. Vale que ¢.[X,Y] = [¢«X, $.Y] para quaisquer campos X,Y de M,
onde [.,.] denota o colchete de Lie de campos de vetores, definido na secdo anterior. Um
campo de vetores X em um grupo de Lie G é dito invariante a esquerda se para todo g € G
vale (Eg)«X = X, ou seja, d(Eg)n(X(h)) = X(gh) para todo g,h € G. Analogamente,
poderiamos definir campos invariantes a direita. Contudo aqui sé trataremos de campos in-

variantes a esquerda, e neste caso, diremos apenas se tratar de um campo invariante.

Os campos invariantes sdo completamente determinados por seu valor no elemento iden-
tidade 1 € G, pois de fato, para todo g € G temos X(g) = d(E4)1(X(1)). Desse modo,
todo elemento do espaco tangente T1G determina um campo de vetores invariante de G.
Mais ainda, existe um isomorfismo entre T1G e o conjunto dos campos de vetores invariantes

(a direita ou a esquerda) de G.

Definicdo 1.3.9 (Algebra de Lie de um grupo de Lie) Definimos a algebra de Lie do
grupo de Lie G, denotada Lie(G), como o espaco tangente na origem T1G munido do

colchete de campos de vetores.
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Um comentario pertinente a definicdo acima é que dados dois elementos x,y € T1G o
colchete [x, y] é por definicdo [X, Y](1), onde X e Y sdo os campos transladados invariantes

de G obtidos de x e y, respectivamente.

A fungdo exponencial real usual € € um homomorfismo diferencidvel de IR = gl(0, IR)
em GI7(1, IR), o grupo multiplicativo dos nlmeros reais positivos. Mais geralmente, se X é

qualquer matriz em gl(n, IR), a série exponencial
exp(X) = %n
n=0
converge em G1T(n, IR). Valem as propriedades
o det(exp(X)) = e"X) > 0
o exp(X +Y) =exp(X)exp(Y),

para quaisquer X, Y € gl(n, IR). Estes exemplos sdo casos particulares da aplicagdo exponen-

cial de grupos de Lie, que é definida para qualquer grupo G.

Exemplo 8 (O Subgrupo Especial Unitario SU(n)) Considere o  grupo de Lie
SU(n) = {A € GI(n,C) : AA* = A*A = 1, e det(A) = 1}. Este é subgrupo de Lie de
U(n), o grupo das matrizes unitarias. Seja a : IR — SU(n) uma curva diferenciavel tal que

a(0) = 1,. Entédo vale det(a(t)) =1, Vt € IR e derivando no instante t = 0 obtemos
det’(a(t)).a'(t) o 0 = det'(1,).a/(0) =0.

Lembrando que det : gl(n,€) ~ C" x ... x C" — € é uma aplicacdo n-linear, temos
det’(1,)(X) = det'(eq, ..., €n)(X1, ..., X») onde ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) sdo os vetores da

base candénica do C" e X; os vetores coluna da matriz X. Entdo
n
det/(1,)(X) =) _det(By),
i=1

onde B; é a matriz obtida substituindo a i-ésima coluna da matriz identidade pela i-ésima
coluna da matriz X. Segue-se, por uma mudanca de linhas e colunas, det’(1,).a/(0) =
tr(a/(0)) =0 = T1,5U(n) C {A € gl(n,C) : tr(A) =0}.

Por outro lado, se tr(A) = 0 definimos a curva a(t) = exp(tA), para t € IR. Entdo o é

diferenciavel, e é imediato verificar que a(t) € SU(n), Vt € IR. Ainda, derivando no instante



1.3 Introducdo a Teoria de Lie 23

de tempo t = 0, obtemos
o/ (t) 0T exp(0).A=A = T1,5U(n) ={A € gl(nC) : tr(A) = 0}.

Portanto £ie(SU(n)) = {A € gl(n,C) : tr(A) = 0}, que sera denotada su(n). Esta é sub-
algebra de gl(n,C), com o colchete dado pelo comutador [X,Y] = XY — Y X. Neste caso, a

aplicacdo exponencial é a exponencial usual de matrizes complexas. [

A definicdo geral é dada como se segue. Um subgrupo a um parametro de G € um homo-
morfismo diferenciavel v : IR — G. Seu diferencial dp(u) € uma aplicagdo linear de /R num
subespaco de T1(G) = £ie(G). E conseqiiéncia do Teorema de Existéncia e Unicidade de
solugdes de EDO's que a aplicagdo u +—— dp(u)(1) é uma bije¢do do conjunto dos subgrupos
a um parametro de G em sua algebra de Lie £ie(G). De fato, para cada X € T1G existe um

nico subgrupo a um pardmetro uy de G tal que dp(ux)(1) = X.

Definicao 1.3.10 (Aplicacdo Exponencial) Se G é um grupo de Lie, definimos sua apli-

cacao exponencial exp.; : g = Lie(G) — G por
expa(X) = ux(1).

Ou seja, expa(x) € o valor em 1 € G da solucdo da EDO gerada por X que passa pelo

elemento neutro no instante t = 0.

Proposicao 1.3.11 Valem as seguintes afirmagoes:

1. Se X €& um campo invariante a direita entdo seu fluxo X¢ = Eep (tx), IStO €,
Xi(g) = expg(tX)g;
2. Se X € um campo invariante a esquerda entdo seu fluxo X¢ = Deyp(tx), IStO €

Xe(9) = gexpg(tX);
3. expg0 = 1,

4. Paratodo X €get,s € lIR vale
expa(t +5)X = expg(tX)expg(sX) = expa(sX)expq(tX),

isto é, os elementos do subgrupo {expq(tX) : t € IR} comutam entre si;

5. Para XY € g, vale

X.Y]=0 <  expa(tX)expa(sY) = expa(sY)expq(tX).
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Proposicao 1.3.12 Seja G é grupo de Lie, com algebra de Lie g. Entdo temos

d(expg)o = Idg. (1.11)

1.3.4 Subalgebras de Cartan, Raizes

A forma Cartan-Killing, em uma algebra de Lie real ou complexa g de dimens3o finita,

é a forma bilinear simétrica (., .)g : g X g — IR (resp. Q) definida por
(X,Y)g =tr(adX, adY).

Sabemos que g possui um Unico ideal maximal soliivel, chamado radical de g e denotado t.

Definicdo 1.3.13 (Algebra Semi-simples) Set = 0, ou seja, g ndo possui ideais soliveis a
ndo ser o ideal nulo, dizemos que g é uma algebra semi-simples. Uma condicdo equivalente
€ que g é uma soma direta de algebras de Lie simples (uma algebra de Lie é dita simples
quando ndo possui ideais ndo triviais e ndo € abeliana). Ainda, uma outra equivaléncia é que

a forma Cartan-Killing (., .)q € ndo degenerada.

Exemplo 9 Pode-se mostrar (por ex. calculando a forma Cartan-Killing explicitamente) que
as algebras gl(n, IR), gl(n,C) e u(n) sdo redutiveis mas ndo semi-simples. Ja as algebras

sl(n, IR), sl(n,C), su(n) e so(n) sdo semi-simples. [

Vale que g € uma algebra de Lie semi-simples real se, e somente se, sua complexificacao
g€ também é semi-simples. De fato a matriz da forma Cartan-Killing, relativa a uma base de
g, € a mesma tanto para g€ como para g. Ainda, se g é simples entdo g é também simples
ou o produto de duas algebras simples isomorfas. Se g é semi-simples (resp. simples) entdo
g também o é. Uma subalgebra gg de g é a forma real da algebra de Lie complexa g se
g = go + vV —1go. As algebras de Lie reais s3o formas reais ou realificacdes de algebras de

Lie complexas.

Definicao 1.3.14 (Subalgebra de Cartan) Seja g uma algebra de Lie semi-simples (real ou
complexa). Dizemos que um elemento X € g é semi-simples se a transformacdo linear
ad(X) : g — g é diagonalizavel sobre €. Uma subalgebra de Cartan ) C g é qualquer

subalgebra maximal abeliana de g consistindo de elementos semi-simples.
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A importancia das subalgebras de Cartan no estudo da estrutura das algebras de Lie com-
plexas, esta no fato fundamental que elas sdo conjugadas sob a agdo adjunta do grupo Int(g),
dos automorfismos internos de g. Isto ndo é verdade em geral para algebras de Lie semi-

simples reais, e esta é uma das razdes que torna a estrutura de sua teoria mais complicada.

Daqui em diante, g denotard uma algebra de Lie semi-simples complexa. Como todas
as subalgebras de Cartan de g sdo conjugadas, ndo ha perda de generalidade em escolher-
mos apenas uma, digamos . Como b é abeliana e o corpo de escalares € é algebricamente
fechado, a representacdo adjunta ad de g, restrita a h, pode ser escrita como uma soma
direta de representacdes unidimensionais. Em outras palavras, se h* denota o dual de b, e
também se para cada o € h*, g, denota o subespaco de todos os elementos X € g tais que
ad(H)(X) = a(H)X, YH € b, entdo g é a soma direta dos go. Dois destes subespacos g, €
gp sao ortogonais com respeito a forma Cartan-Killing a menos que a + (3 = 0. Além disso
go = b, pois b & seu proprio centralizador em g. Segue que h é ortogonal a todos os gq,

a # 0, e portanto, a restricdo da forma Cartan-Killing (., .)g a h permanece ndo degenerada.

Como g é de dimensdo finita, apenas um ndmero finito dos g, é diferente do espaco
nulo. Se a # 0 e go # {0}, dizemos que a é uma raiz do par (g, bh) e go 0 espaco de
raiz relacionado a a. Se a é uma raiz entdo —a também o &, pois caso contrario, g, Seria
ortogonal a todo g, contrariando o fato de que a forma Cartan-Killing é ndo degenerada.
Claramente, para cada raiz a vale dim(ge) = 1. A justificativa para a terminologia vem da
observacdo de que, se H é um elemento qualquer de b, os niimeros complexos a(H) sdo
os autovalores ndo nulos da transformacdo linear ad(H). Isto é, sdo as raizes ndo nulas do

polinémio caracteristico det(A —ad(H)) = 0.

Denotamos por 1 ou (g, h) o conjunto de todas as raizes do par (g, h); trata-se de um

subconjunto finito de h*. Obtemos entdo uma decomposicdo em soma direta

9=b8> ga (1.12)
ach

As raizes geram um subespaco real V' de dimensdo k de h*, de modo que V¢ = h*. Tendo
observado que a forma Cartan-Killing de g permanece ndo degenerada quando restrita a b,
definimos um isomorfismo A — Hj de h* em b, e uma forma bilinear (X, u) = Bg(Hx, Hy)
em h*. Como a restricdo de (.,.)g a V' toma valores reais e & positiva-definida, V' adquire
uma estrutura de espaco Euclidiano. Se hn denota o espaco vetorial real gerado pelos Hy,
a € [1, vale que h € a complexificacdo de hpn e V' € o dual hf;. Desse modo construirmos a
partir de g um conjunto finito 1 de vetores nao nulos no espaco Euclidiano V. Este conjunto

é chamado sistema de raizes de g, pois de fato, a menos de isomorfismo, é independente da
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escolha da subalgebra de Cartan . Podemos dizer que, em um certo senso intuitivo, o con-
junto acima representa o "esqueleto" de g, e & de fundamental importéncia, pois determina

completamente a algebra g a menos de isomorfismo.

Teorema 1.3.15 Nas condicées acima, sejam g’ uma algebra de Lie semi-simples, b’ uma
subalgebra de Cartan de g’ e I’ o sistema de raizes do par (g',b’). Se existe um isomorfismo
¢ : b — by que induz uma bijecdo de M em I, entdo ¢ pode ser estendido a um isomorfismo

d:g—g.

Exemplo 10 (A Subalgebra Especial Linear Complexa sl(n,C)) Considere a dlgebra de Lie
semi-simples sl(n,C) = {A € gl(n,C) : tr(A) = 0} e a subalgebra de Cartan ty, formada por
todas as matrizes diagonais com traco nulo. Tome Ej;, 1 < i,j < n, a base canbnica de
gl(n,€) e€; : h — €, 1 < i < n, o funcional linear que associa a cada matriz seu i-ésimo

elemento diagonal. Um calculo direto mostra que, para cada H € by, vale a igualdade
[H, Ejj]l = (e — €)(H).Ej

e assim os funcionais da forma €; — €; sdo raizes do par (s{(n,C),b), quando i # j. Como

claramente

sl(n,€)=ha ZspanC{EU}
i#j
essas sdo todas as raizes. O espaco real V' gerado pelas raizes tem dimensido n— 1. De fato,

note que as raizes da forma €; —€;y1, 1 <1 < n—1, formam uma base de V. [

Para cada raiz o € 1 tome w, : V — V a reflexdo no hiperplano V, ortogonal a a. O

sistema de raizes 1 tem as seguintes propriedades:
o wo(M) =T Vaell
e (aY,B) €Z, VYa,B €N (onde o = 2a/(a, a))
e se o, 3 € [1 sdo proporcionais, entdo 8 = ta.

Como ndo ha espaco aqui para demonstrarmos todas as afirmacdes acima, vamos jus-
tificar brevemente o segundo ftem. Para cada par de raizes £a podemos escolher vetores
Xia € g+a tais que [Xq, X_o] = Hav, a imagem de oY pelo isomorfismo h* ~ b induzido
pela forma Cartan-Killing. O espaco vetorial s, gerado por X4, X_o € Hyv € uma subalgebra

de Lie de g. A aplicacdo que leva estes trés vetores respectivamente as matrizes
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(oo) (7o)< (o)

é um isomorfismo de s4 em sl(2,€). Como em qualquer representagdo p de sl(2,C) os

(o)

sdo nlimeros inteiros, seque que (¥, B) € Z, pois de fato {(a", 8) = B(H,v) é um autovalor

autovalores de

de ad(H,v). De fato, o estudo das representacdes de s[(2,C) obtidas restringindo ad as

algebras tridimensionais s, € 0 método para a prova dos resultados acima.

Definicao 1.3.16 (Grupo de Weyl) O grupo W gerado pelas reflexdes wy é chamado grupo
de Weyl (de I ou de g). Os hiperplanos Vi, dividem V/ em um niamero finito de componentes

abertas conexas congruentes, chamadas camaras de Weyl.

O grupo de Weyl se comporta como um grupo de permutacdes das raizes a € 1, portanto
trata-se de um grupo finito. Uma propriedade fundamental de 1 & que o grupo de Weyl per-
muta as camaras livre e transitivamente: isto €, se escolhemos uma camara C, entdo qualquer
outra camara é da forma wC para um Gnico elemento w € W. Cada cadmara C é limitada
por k=dim(V/) hiperplanos Vo, = V_o,, 1 < i < k. Uma das raizes do par +a;, digamos
aj, é tal que {(a;,x) > 0, Vx € C; o conjunto destas raizes € chamado uma base de I1, ou
um sistema simples de raizes. De fato, toda raiz € uma combinacdo linear de um ndmero
finito de raizes simples, com coeficientes inteiros, todos positivos ou todos negativos. A
partir destes coeficientes podemos introduzir uma ordem (a ordem lexicografica) no conjunto
de raizes, dividindo-o em duas componentes 1 = M+ U ~, as raizes positivas e negativas,

respectivamente.

Exemplo 11 (A Subalgebra Especial Linear Complexa) Se g = sl(n,C) podemos consi-

derar o sistema simples de raizes formado pelos elementos

como na notacdo do exemplo anterior. A reflexdo wy correspondente a raiz a; = €; — €; leva
€ em €; e mantém todos os outros €y fixos. Disso, segue que W & isomorfo ao grupo de

permutacdes S,.
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Definicdo 1.3.17 (Algebra Compacta) Uma dlgebra de Lie real é dita compacta se sua

forma de Cartan-Killing é negativa definida.

Claramente, as algebras compactas sdo semi-simples, pois sendo negativas definidas,
suas formas de Cartan-Killing sdo ndo degeneradas. O termo compacta tem um signifi-
cado topoldgico, pois neste caso, uma algebra de Lie real é a algebra de Lie de um grupo
de Lie compacto se, e somente se, ela € compacta no sentido da definicdo acima. Um fato
bastante importante, inclusive para mostrar o teorema posterior, € que dado um par (g, )
formado por uma algebra de Lie complexa e uma subalgebra de Cartan, entdo ele admite uma
base de Weyl. Se I1 denota o conjunto de raizes de (g,h) e = C 1 é um sistema simples de
raizes, entdo uma base de Weyl de (g, h) é uma base de g formada pelos vetores H,, o € ¥;

Xa € ga, o €1 e satisfazendo
i (XouX—a>g = 1

o [Xo. X_p] = muXat+p com mep € IR e tal que

Mg = —M_gq-g € Meg = 0, quando a+ (3 ¢ T

Teorema 1.3.18 Toda algebra de Lie complexa g admite formas reais compactas, isto €,
subalgebras reais compactas. Se u; e up sdo formas reais compactas de g, entdo existe um
automorfismo ¢ de g tal que P(u1) = up. Assim, todas as formas reais compactas sdo

isomorfas entre si.



Capitulo 2

Aplicacoes Harmoénicas, Holomorfas e

o Teorema de Lichnerowicz

Neste capitulo apresentamos parte da teoria geral de aplicacdes harmbnicas e holo-
morfas entre variedades Riemannianas. Alguns dos objetivos deste estudo sdo: a introducio
sistematica dos conceitos basicos, tais como: aplicacbes harmonicas, holomorfas, estruturas
quase complexas, variedades quase Kalher, dentre outros; o estudo da estabilidade de apli-
cacdes harmdnicas; a demonstracdo do Teorema de Lichnerowicz e alguns de seus corolarios.

Para mais detalhes do conteiido apresentado recomendamos [9].

2.1 Harmonicidade

2.1.1 Aplicacoes Harmonicas

Sejam (M™, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas conexas, compactas, orien-
taveis e sem fronteira. Considere ainda ¢ : (M™, g) — (N, h) uma aplicagdo diferenciavel
(daqui em diante denotada apenas ¢ : M — N'). A norma de Hilbert-Schmidt da diferencial
dox . TeM — Td,(X)N, induzida pelas métricas g e h em um ponto x € M, serd denotada
|d¢y|. Fixados dois sistemas de coordenadas locais (x;) e (u*) sobre x e ¢(x) respectiva-

mente, temos

|dox|” = gi;h*P ()44, (2.1)

onde, (qb,a) = (%) denota a representacdo local de d¢x e também usamos a convencao

de Einstein para somas. Em (2.1) usamos uma notagdo simplificada para suprimir a expressdo
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m n 6 aa
dg:l? = Z%( ) haﬁ(@giaf)

ij=1 a,f=1
m n
0 0
=2 9/1( > h<d¢x.axi,d¢x.6xj)>.
iJj=1 a,B=1

Note que, considerando {es, ..., em} uma base ortonormal de T4 M com respeito ao pro-

duto interno gy, teremos g;; = §;;. Conseqiientemente, a expressdo acima se reduz a

|doxl> = > h(dx.ei dox.e). (2.2)

i=1
E importante observar que esta mudanca de base ndo traz problemas no estudo especifico
das aplicacGes harmonicas que faremos no Gltimo capitulo, pois o funcional energia, que sera

definido adiante, é invariante por mudancas conformes da métrica.

Definicao 2.1.1 (Densidade de Energia, Energia) A densidade de energia de uma apli-

cacdo diferenciavel ¢ : M — N é a funcdo e(¢) : M — IR dada por

e(#)(x) = 3db. P2 (23)

A energia de ¢ é o namero real

E(9) = /M e(d)vs. (2.4)

Como M é compacta, a fungdo continua e(¢) atinge maximo e minimo. Isto é, para
todo x € M temos 0 < e(¢)(x) < a, para algum a € IR. Integrando em M, obtemos
0 < E(¢) < av(M) < oo, e concluimos que a energia de ¢ esta bem definida. Note ainda
que podemos definir o funcional energia & : C(M,N) — IR, que a cada fun¢do diferen-
ciavel ¢ : M — N calcula sua energia E(¢) € IR.

Definicdo 2.1.2 (Aplicagdo Harménica) Uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M — N é dita

harmonica se, e somente se, é um ponto critico do funcional energia.
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Entendemos por ser um ponto critico do funcional energia que, para toda secdo
o € C(¢p~TN) (campo de vetores induzido na imagem ¢(M)), vale D,E(¢) = 0. Aqui
DyE(¢p) é definido como se segue: considere uma perturba¢do a um parametro {¢¢}+er tal

que
89
ot

$o=0¢

t=0
(de fato, & imediato verificar que ¢¢(x) = expy(x)(to) sempre satisfaz as condi¢des acima).

Entdo,

_ dE(¢r)
- dt

Do&(9) (2.5)

=0

Denotaremos ® : M x IR — N a aplicagdo ®(x, t) = ¢¢(x).
Exemplo 12 (O Problema de Plateau no Disco) O problema de Plateau consiste em, dada
uma curva fechada em IR3, encontrar uma superficie de drea minima cuja fronteira seja a

curva dada. Uma contribuicdo definitiva para a questao de existéncia deste problema foi dada

independentemente por J. Douglas e T. Rado, em torno de 1930. O resultado é o seguinte:
Entre todas as aplicacdes diferenciaveis f : D —» IR3 do disco aberto
D={(x,y) € IR?*: x> +y* < 1}
em IR3, que se estendem a fronteira
dD ={(x,y) € IR? : x> + y?> = 1},

levando 8D continua e biunivocamente em uma curva fechada simples v € IR3, existe uma

que tem drea menor ou igual a todas as outras.

A idéia fundamental é substituir a minimizacdo da area pela minimizacdo da energia de f.

Neste caso, a energia de f é dada por

E(f)—/D<g)i

Por outro lado, sabemos que a area de f é dada por

A(1) :/D\/ 2— <2}i,g§>dxdy.

2 lof

2
dxdy.
6y>xy

2| of

of “|of
Ox| |0y
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Convém mencionar aqui que a area A(f) ndo depende da parametrizacdo f, apenas do con-
Junto f(D) C IR3. Entretanto, a energia E(f) varia com a aplicacdo, mesmo que o conjunto

f(D) permaneca o mesmo. Um fato importante é que A(f) < 1/2E(f), e a igualdade se

_|ofy  Jer ofN
|9y ox' oy /

Decorre que quando minimizamos a energia, conseqiientemente minimizamos também a

verifica se, e somente se,

of
Ox

area. Além disso, obtemos uma parametrizacdo especial para a qual as condicées anteriores

se verificam, chamadas parametrizacoes isotérmicas. [

Proposicdo 2.1.3 Uma aplicacdo ¢ : M — N é harménica se, e somente se, satisfaz a
equacdo de Euler-Lagrange T(¢) = 0, onde T(¢) = —d*d¢ = tr(Vde).

Dem: Seja {¢:}icr uma perturbacdo de ¢. Isto é, uma familia de aplicagbes {p+}ier

tais que
_ O+
$o=10¢ 3t
t=0
Entdo podemos calcular
d d
—E(¢¢) =0 e(¢r)vg =
dt dt Jam
t=0 t=0
1 0
= > §<d¢t, d¢t>//g = / <v6/6td¢tv d¢t>1/g
M t=0 M t=0

onde d¢; € a diferencial de ® ao longo de M em um valor de t fixo e V5 denota a derivada
covariante em T*(M x IR) @ ®~1TN.

Tomando um campo X € TM e usando o lema (1.2.10), temos

0
a,X

. - )
= Voot V(do.X) -0 = VTV <d<b.at> +do =

- oo
= V;’é R (81‘) + 0.




2.1 Harmonicidade 33

Agora, notando que V e d coincidem em A°(¢~1TN), temos

:/ V@,dq’)t Vg = / (dv, dp)vg =
M ot t=0 M

- / (v, d*dpyvy = / (v, 7(@))vg.
M M

Se ¢ € harmébnica, a igualdade acima é zero para todo X e necessariamente T(¢) = 0.
Temos, pelo lema (1.2.11) que —d*d¢ = tr(Vdg). B

dE(¢:)
dt

t=0

Exemplo 13 A aplicacdo identidade |d : M — N é trivialmente harménica. De fato, pelo

teorema anterior temos —d*d(ld) = tr(0) =0. O

Exemplo 14 Se N = IR, a aplicacdo harménica f : M — IR é uma fungcdo harménica no

sentido usual. ]

Exemplo 15 Se M é o circulo S*, a aplicacdo ¢ : St — N é harmbénica se, e somente se,
é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco. De fato, a equacdo T(¢) = 0 se
reduz a qud)/ =0.0

Definicao 2.1.4 (Segunda Forma Fundamental) Para uma  aplicacdo  diferenciavel
¢: M — N a forma quadratica Vd¢ é chamada segunda forma fundamental.
Proposicao 2.1.5 Para X,Y € C(TM), vale a igualdade
Vdp(X.Y) = Ve TN (dp.Y) — dp(VY).
Dem: De fato, Vdp(X,Y) = (Vxde)Y = V& TV(dp.Y) — dp(VY). ®

Corolario 2.1.6 A forma quadratica Vd¢ é simétrica, isto é, pra quaisquer X,Y € C(T M)
temos Vdp(X,Y) = Vdo(Y, X).

Dem: Como VM e VN sio livres de torcdo, podemos escrever
Vdo(X.Y) = Vdp(Y. X) = V& TN(dp.y) - vE TV (d¢.X) —

— dp(VY — VMX) = dg[X. Y] — dp[X.Y] = 0. H
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Isto mostra em particular que Vdg é de fato uma forma quadratica em cada ponto x € M,
pois para X,Y € C(TM) e f € C(M) temos Vdp(fX,Y) = (Vexdp)Y = FVdp(X,Y) e
Vdo(X, fY) =Vde(fY, X) = fVdp(X,Y).

Corolario 2.1.7 Para qualquer ¢ € C(M,N) a I-forma dp € A (¢~ TN) é fechada. Ou
seja, dd¢ = 0.

Corolario 2.1.8 Uma aplicacdo ¢ : M — N é harménica se, e somente se, é uma 1-forma

harménica com valores em ¢ TN .

Suponha que ¢ : M — N & uma imersdo Riemanniana. Identificando X € C(T M) com
dpX € C(¢~1TN), vemos que VXY = VY + Vdp(X,Y). Ou seja, a conexdo em N é
decomposta em sua componente tangencial (a conexdo em M) e sua componente normal (a
segunda forma fundamental no senso classico). A curvatura média da imersdo é o traco da
segunda forma fundamental dividido por m = dim(M). Como uma imersdo é minimal se, e

somente se, a curvatura média se anula, segue:

Proposicao 2.1.9 Uma imersdo Riemanniana é harménica se, e somente se, é minimal.
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2.2 Holomorficidade e o Teorema de Lichnerowicz

2.2.1 Aplicacoes Holomorfas

Definicao 2.2.1 (Variedade Quase Complexa) Uma estrutura quase complexa em uma
variedade diferenciavel M é um campo de endomorfismos J : TM — T M tal que, para
cada x € M, a aplicacdo Jy : TyM — T, M é uma estrutura complexa no espaco tangente
T«M. Uma variedade quase complexa é um par da forma (M, J), formado por uma va-

riedade diferenciavel M e uma estrutura quase complexa J em M.

A dimensdo real de uma variedade quase complexa (M, J) é necessariamente par (ver
secdo 1.1). Escrevemos m = dimgM /2 = dimec M. Denotamos por T <M o fibrado tangente

complexificado de M, cuja fibra em x € M &
TMSC=TMSV-1T M, (2.6)

a complexificacdo usual do espaco vetorial T,M. E fato que J pode ser estendida a uma
estrutura complexa em T°M, ainda denotada J. Como J? = —1, seus (nicos autovalores
sdo +v/—1. Denotaremos T M e TOD AL os auto-espacos associados a v/—1 e —v/—1,

respectivamente. Vale que
TM=TIOA @ TO A, (2.7)

e estes sdo chamados de fibrado tangente holomorfo e fibrado tangente anti-holomorfo,

respectivamente. Esta decomposicao induz uma decomposicao dual
T*CM — T*(l,O)M @ T*(O'l)M, (28)

onde T*LOM = (TAOAM)* e T*OD A = (TODAL)*,

Por definicdo,

TAOM = {U+ V=1V : JU+V=1V) = V=1(U + V=1V)} = Auty(vV/—1) e

TOOM = {U+ V=1V : JU+V=1V) = —vV/=1(U + V=1V)} = Aut,(—v/—1)
= JU)+V=1JV)= -V +V=1U e JU)+V=1JV)=V -V=-1U

{ J(U) = -V { JU) =V
JWV)=U JWV)=-U
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Aplicando J na segunda equacdo de ambos os sistemas acima, obtemos duas equacdes
V = —J(U) e V = J(U), para TEOM e para T(OD M, respectivamente. Vem assim

as caracterizagoes

TAOM = {U - vV=1J(U) : U e TM} (2.9)

TOUM = {U+V=1JU) : U e TM}. (2.10)

Desse modo, é imediato que TOD A = T(LO) M, onde a barra indica conjugacao complexa.
Além disso, podemos construir um isomorfismo real do fibrado holomorfo T(1:9 A1 (resp.

anti-holomorfo T(O'l)/\/l) no fibrado tangente T M, fazendo corresponder
U +— U—v-=1J(U) (resp. U+ V—1U), VUeTM.

Agora, vamos supor que g € uma métrica quase Hermitiana em M, isto &, uma métrica

Riemanniana tal que
g(UX,JY)=9g(X,)Y), VX, Y e€Cl(TM). (2.11)

Neste caso, dizemos que (M, J, g) € uma variedade quase Hermitiana. Em T°M, a métrica
g se estende a uma forma bilinear complexa; e induz uma forma Hermitiana em 719 Aq,
associando a X,Y € T(OAM o namero g(X,Y). A forma Kahler Q é a 2-forma em T M
definida por

Q(X,Y)=g(X,JY). (2.12)

Definicdo 2.2.2 (Variedade Quase Kahler) Uma variedade quase complexa (M, J), com

uma métrica quase hermitiana g, é chamada variedade quase Kahler se d2 = 0.

Tome ¢ : (M, J,g) — (N, S, ¢g') uma funcdo diferenciavel entre variedades quase Her-
mitianas. A diferencial complexificada d¢ : T°M — TCN é dada pela relacdo

U+ V=1V — dp.U+V—=1dp.V, YUV eTM (2.13)

e determina diferenciais parciais, do seguinte modo. Denote i(; ), i(g,1) as inclusdes de
TAOM, TODM em TCM e w10y, To1) as projecdes de TN em TEHON, TODN,
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respectivamente. Definimos entdo

8¢ =mnooddoing : THIM — TAON (2.14)
¢ =maood¢oipy : TOUIM — TAON (2.15)
8¢ =mo1oddoing : THIM — TODN (2.16)
d¢=mo1od¢oipy : TOVM — TON, (2.17)

De (2.9) e (2.10), e também notando que a conjugacdo complexa é um isomorfismo entre

o fibrado tangente holomorfo e o anti-holomorfo, seque que

0¢p=0¢ e 0¢=0p. (2.18)

Ainda, por construcdo

c _ - c = _
0| oy =00+00 e dP . =00+0¢ (2.19)

De fato, sabemos que TN = TAON @ TODN = 7(1,0)(TN) @ m,1)(T°N). Portanto,
dado X € T(1O M temos

dcd)(X) = dcd)oi(l'o)(x) S TCN =

= dP(X) = M0 (dPoin0)(X)) + mo1)(dPoi0)(X)) =

= d°G(X) = 8p(X) + 9p(X).

Definicdo 2.2.3 (Aplicacdo Holomorfa) Uma aplicacdo diferenciavel ¢ : (M, J) — (N, J)
entre variedades quase complexas é holomorfa em x € M, se comuta com as estruturas
quase complexas. Isto é,

/q>(><) odpx = dpx o Jx. (2.20)

Dizemos que ¢ é holomorfa, se a definicdo acima vale para todo x € M. Analogamente, ¢
¢ dita anti-holomorfa se J ' o dp = —d¢p o J. (Not. +holomorfa)

Se lembrarmos da definicdo de aplicacdo harmoénica dada na secdo anterior, veremos que
ela depende apenas das métricas Riemannianas g e h de M e N, respectivamente. Mais
precisamente, como o funcional energia ¢ invariante por mudancas conformes da métrica g, a
harmonicidade depende quase exclusivamente da métrica h do contradominio. J&, a definicdo

de aplicacdo holomorfa sequer menciona as métricas de M e N/, apenas se fazem necessarias
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as estruturas quase complexas J e J ' no dominio e contradominio. Com efeito, como vi-
mos na proposi¢do (2.1.3), determinar uma aplicagdo harménica é equivalente a resolver um
sistema de EDP’s de segunda ordem. Na seqiiéncia, mostraremos que para encontrarmos

aplicacdes holomorfas precisamos resolver um sistema de EDP’s de primeira ordem.

Exemplo 16 Considere f = (u,v) : IR> — IR? de classe C*, onde J(x,y) = (—y,x) é a

estrutura quase complexa canénica do IR%. Neste caso, temos

Ou Bu Qu  Bu
0 —1 Ox Oy ox Oy 0 -1
Jodf =dfo) & = <
10 Ov.  Ov ov.  Ov L
Ox Oy Ox Oy
_o%v _dv Su _du Ou _ dv
Ox dy dy Ox Ox — Oy
= = ~
Ou Ou Ov.  _0dv Qu _ _ dv
ox oy oy Ox oy —  0Ox

Ou seja, a definicdo acima estende a nocdo de funcdo complexa holomorfa usual. [

Proposicdo 2.2.4 A aplicacdo ¢ é holomorta (resp. anti-holomorfa) se, e somente se, ¢ = 0
(resp. 0¢p =0).

Dem: Primeiramente, suponha que ¢ é holomorfa, ou seja, J ' o d¢ = dp o J. Dado
W € TR M podemos escrever W = X — /=1J(X), com X € TM. Portanto,

d°pW) = d°¢(X —V=1J(X)) = dp(X) = V=1(dpo J)(X) =

= dp(X) = vV=1(J o d¢)(X) € TEON,

' [
pois dp(X) € TN. Como d¢ Faom
08¢ = 0. Finalmente, lembrando que 8¢ = d¢, concluimos d¢ = 0.

= 0p+0¢p e 8¢ € TOVN, necessariamente temos

Reciprocamente, se 8¢ = 0 tome W € T(LO M e temos por (2.19) que
dp(W) = d¢(X — vV=1J(X)) = dp(X) —vV=1dp(J(X)) € TEON.

Assim, dp(X) — /=1dp(J(X)) = a — V/—1J (a), para algum a € TN, donde segue
dp(X) =a e dp(J(X)) = J'(a). Concluimos assim

J'(@) =J"odp(X) = dpo J(X),
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para todo X € TM, e por definicdo ¢ é holomorfa. O caso em que ¢ é anti-holomorfa é

analogo. B

Suponha agora que f : U C IR? — IR é uma funcdo de classe C> definida em um
subconjunto aberto. Sabemos que sua diferencial, calculada em um ponto qualquer do seu

dominio, pode ser expressa em relacdo a base dual canénica {dx, dy} como

of of
df = —dx+ —dy.
ox X oy Y
Identificando IR? ~ C, e agora considerando a operacdo de conjugacdo complexa e a estrutura

complexa dada pela multiplicacdo por v/—1, escreva
dz=dx++v—-1ldy e dz=dx—+v—1dy.
Considerando ainda os operadores

0 0 0 0 0 0
az:;<ax_ﬁay> e az:;<ax+may>'

é imediato verificar que a férmula para a diferencial pode ser escrita como

of of
df = —d —dz. 2.21
0z z+ 0z z ( )
Note que, a partir destas convencdes, dizer que f é holomorfa é equivalente a exigir que o
segundo termo da soma acima se anule. Isto &, f & holomorfa se, e somente se, % = 0. De
fato,se ze€ C e f(z) = u(z) +v/—1v(z), temos
of of

of
20 & Vg

ou ov ou ov
= §+V—1&——\/—1<@+\/—17)

Ou _ dv
ox — Oy
Oy

Ou _ _dv
oy — Oy
Mais geralmente, tome agora (M, J, g) e (N, J’, g’) variedades quase Hermitianas, cujas

dimensdes sdo 2m e 2n, respectivamente. Pela proposicdo (1.1.1), sabemos que existem

campos vetoriais {Bixl' ...,%} em M tais que {%,...,%,J%,...,J%} € uma base
ortonormal dos campos em C(TM). Denotando a%- = J%, podemos definir para todo
! 1

i€{1,..., m}, os operadores

dzj = dx; +V—1dy; e dz;=dx —+/—1dy;, (2.22)
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0 1,0 0 0 1,0 0
a—i(a—v—la) e ?z—a(a*V—la)' (2.23)

n
formando assim uma base para T<M. Analogamente, temos {63 a% } . base de T°N.
a ) g=

Desse modo, dada uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — N, a diferencial complexificada é

expressa por

c B op* 0 o™ 0
d ¢<62,) Z 0z; O, Z 0z; OWgy (2.24)
e
0 " 9¢™ 0
¢ _ =
d ¢<82/> az_:l 0zZ; OWgy Z:: 0z; Owa' (2.25)
e entdo,
09 D d¢p™ 8
09i = — 0z OWq Z 0z Owy

Portanto, exigir que O¢ = 0 é equivalente a

8 o
Gi dz=0, Vaec{l, .. n}
i=1
e consequentemente,
Sl 9> 0> 09>\  9¢* 9>
Re( 82) ox oy, =0 e Im< 27 ) =3y B = 0. (2.26)

As equacdes de (2.26) sdo chamadas Equagées de Cauchy-Riemann generalizadas.

2.2.2 O Teorema de Lichnerowicz

Usando as estruturas quase Hermitianas de M e N definiremos agora as densidades par-

ciais de energia de ¢ como
e(¢) = |0¢I? = g;h*P ¢’ (2.27)
e'(¢) = [0g]* = g;;n*P¢2¢?, (2.28)

onde ¢ (respc. d)}.") é a representacdo matricial de 9¢ (respc. d¢) na representacdo local
escolhida. Temos e(¢) = €'(¢) + €”(¢). Note que |0¢|x ndo é a norma de Hilbert-Schmidt

de O¢(x) vista como transformacgdo linear de real de T)Sl’o)/\/l com valores em qu(lx?)N o
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que justifica a falta do fator 1/2 na definicdo de €'(¢). Se M é compacta, definimos

E0) = | om (2.29)
E'9) = | o, (2.30)

Das propriedades de integracdo, seque E(¢) = E'(¢p) + E"(¢). Ainda, ¢ é holomorfa se,
e somente se, E”(¢) = 0 e ¢ anti-holomorfa se, e somente se, E”(¢) = 0. Feitas estas

consideragdes, estamos prontos para enunciar o teorema principal deste capitulo.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Lichnerowicz) Sejam M e N variedades Kahler, uma funcdo
¢ : M — N diferenciavel e defina K(¢) = E'(¢) — E"(¢p). Entdo K(¢) é um invariante ho-
motdpico diferenciavel, isto é, é constante nas componentes conexas do conjunto de funcdes
diferenciaveis C(M, N).

Para demonstrar o teorema anterior vamos usar os seguintes lemas.

Lema 2.2.6 Se QM e QN representam as formas Kahler em M e N entdo
k(¢) = €'(9) — €"(¢) = (@M. ¢"QY). (2:31)
Dem: Com os referenciais locais como acima, temos:
(@M, ¢ V) = (@YKo ) 5 — (@MYRe2eP (M) 5 -
Como (QMYKk = /—1g/¥ e (QN)QB = —V/=1h,5 obtemos
(@M, Q) = FF¢2tEhg — P 2 hg = € (¢) — €' (9). W

Lema 2.2.7 (Lema da Homotopia) Tome ¢ : M — N uma familia de aplicacdes dife-

renciaveis entre as variedades M e N, indexadas por t € IR. Se w é uma 2-forma fechada

%w’;w) = d@p(%‘?)w), (2.32)

onde i(X)w denota o produto interno do vetor X com a 2-forma w.

em N entdo



2.2 Holomorficidade e o Teorema de Lichnerowicz 42

Dem: Como dw = 0 temos d(¢;)w = 0, para todo t € IR. Considere a aplicacao dife-
rencidvel ® : IR x M — N definida por &(t, x) = ¢+(x). Denotando d a diferencial exterior
em IR x M, obtemos d(¢p*w) = 0. Afirmamos que ®*w = ¢pjw + dt A ¢p;(i(0¢:/0t)w). De
fato, para X,Y € C(T M), obtemos

P*w(X,Y) = w(ddX, ddY) = w(dpeX, dpeY) = ¢prw(X,Y)

e dt(X) = 0. Ao passo que, para X € C(T M) temos

wol(grx) ~(G o) = ( (5 oo -
() (BN G) < omlG) o
Finalmente
o(aenail((5)e)) -
:gmgw;wdwn—at ( < (%ﬁ)‘“)) -
e (Zuom - o(:(1(2))))

e seque 2 (¢iw) — d(¢%(i (ai) )) =0, como queriamos. R

0=d(®"w) = d(dtw) +

Dem: (Teorema de Lichnerowicz) Se x denota o operador de Hodge em formas, temos
k(p)vg = (QM, ¢*QMYug = QM A #(¢*QN) = ¢*QN A (QM), por (2.31). Tome ¢o e ¢1
duas aplicacées de M em N, homotdpicas pela familia ¢, t € [0,1]. Como Q é fechada,

usamos (2.32) e obtemos
BN — g0 = /01 8 (910at = / o ( b )er do
onde o é uma 1-forma em M. Portanto, vale a igualdade
(k(@1) = k(¢0))vg = (1Y — g6QN) A +(QM) = da A +(QM) = d(o A x(QM)),

pois d * (QM) = d(Q™1/(m — 1)) = 0, onde m denota a dimensdo complexa de M.

Finalmente, integrando ambos os lados da igualdade acima, obtemos

K(1) — K(o) = /M dlan=(@M) =0. m
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Vamos enunciar agora algumas conseqiiéncias do teorema anterior no estudo de funcdes
harménicas. Para uma variacdo {¢¢}te(—c.c), temos E'(¢r) — E”(¢:) = K(¢¢) constante,

donde segue

OE'(¢) _ OE"(¢) _ 10E(¢)

ot ot 2 0t

Corolario 2.2.8 Os pontos criticos de E, E' e E” coincidem. Portanto, numa dada classe de

homotopia, os minimos de E, E' e E" coincidem.

Dem: Suponha que ¢g e ¢ estejam na mesma classe, e assim
E'(¢) — E'(¢o) = E"(¢) — E"(¢o).

Portanto, se E'(¢o) < E'(¢), V¢ entio E"(¢po) < E"(¢), V¢. De modo
similar, como E(¢) = K(¢) + 2E"(¢), obtemos E(¢p) — 2E"(¢) = E(¢o) — 2E"(¢o), ou
E(¢) — E(¢o) = 2(E"(¢) — E"(¢o)), assim o minimo coincide. B

Corolario 2.2.9 Se ¢ é uma aplicacdo +holomorfa entre variedades Kahler, entdo ela é uma

aplicacdo harménica e um minimo de E em sua classe de homotopia.

Dem: De fato, uma aplicacdo holomorfa satisfaz E"(¢) = 0, e portanto é um minimo

absoluto de E em sua classe. B

Corolario 2.2.10 Suponha que ¢g é harménica e um minimo de E em sua classe, e ainda

que é homotodpica a uma funcdo =holomorfa ¢1. Entdo ¢g é £holomorfa.

Dem: Se ¢ é holomorfa, entdo o minimo de E"” em sua classe é 0. Pelo corolario

(1.3.1) ¢o deve realizar este minimo. B

Corolario 2.2.11 Se ¢ : M — N é uma deformacdo diferenciavel de uma aplicacdo

+holomorfa ¢q através de funcbes harménicas, entdo cada ¢+ é holomorfa.

Dem: De fato, ao longo da deformacdo temos

OE'(¢t)  OE"(¢r)  10E(¢r) n
ot ot 2 ot



Capitulo 3

O Teorema de Burstall-Salamon e
Métricas (1,2)-simpléticas na

Variedade Bandeira

Neste capitulo faremos uma breve introducdo a teoria de torneios [18], dando atencdo
especial aos torneios estrelados. Daremos a definicdo geométrica da variedade bandeira ma-
ximal complexa IF(n) e a definicdo de variedades bandeira mais gerais através da teoria de Lie.
Portanto, alguns tépicos basicos sobre grupos e algebras de Lie semi-simples, que julgamos
imprescindiveis para tal, sdo discutidos de modo sucinto na secdo 1.3. Veremos algumas
particularidades da geometria Hermitiana das variedades bandeira e também demonstraremos
o teorema de Burstall-Salamon, donde podemos concluir propriedades das estruturas quase
complexas invariantes J sobre IF(n) a partir de torneios de n jogadores 7@) associados.
Demonstramos também um resultado que estabelece um critério para que /F(n) admita uma
métrica (1,2)-simplética invariante. Primeiramente, ele é feito no caso particular da va-
riedade bandeira geométrica, através da abordagem combinatéria de torneios. Mais adiante,
é demostrado em um ambiente mais geral, usando raizes e bases de Weyl. Mais detalhes
deste capitulo sdo encontrados em [4], [13], [16], [17], [18], [25], [20], [21].

3.1 O Teorema de Burstall-Salamon

3.1.1 Torneios

Um torneio T consiste de um conjunto finito T, cujos elementos sdo chamados jo-
gadores, com uma relacdo — que associa a cada dois pontos um vencedor. Mais formal-

mente, um torneio € um par da forma 7 = (T, E) onde por consisténcia T ={1,...,n} C IN



3.1 O Teorema de Burstall-Salamon 45

e ECT xT étal que:
1. (k,k)¢ E, VkeT;
2.Vk#1€T temos (k,1)eE ou (I,k)€E;
3. (k,YeE= (k)¢ E,Vk#I1€T.

Quando T tem n elementos dizemos que 7 & um n-torneio. A primeira condicdo acima
nos diz que em um torneio, jogadores ndo competem consigo mesmos. Ja a segunda condicdo
implica que todos os jogadores competem uns com os outros, e finalmente a terceira que
em cada partida s6 existe um vencedor. Claramente T pode ser representado por um grafo
direcionado completo, cujos vértices sdo os elementos de T. Em tal representacao, quaisquer
dois ponto k,/ € T sdo unidos por um segmento orientado k — /, e neste caso dizemos
que k venceu |. Como T é completo o conjunto E tem n(n—1)/2 elementos, além disso E

se escreve como a unido disjunta £ = E71 U E», onde
Ei={(a,b)e E : a<b} e Eo={(a,b)e E : a> b}. (3.1)
Um isomorfismo entre dois torneios 71 e 7> € uma bijecdo ¢ : T1 — T, tal que:
k — I = ¢(k) — (1), YV k,leT. (3.2)

Ou seja, um isomorfismo entre torneios é uma aplicacdo que rearranja os vértices mas preserva
a estrutura das partidas. Claramente, vé-se que torneios isomorfos tem o mesmo numero de
elementos. De modo mais geral, dados 77 um n-torneio e 7> um m-torneio, respectivamente,

definimos um homomorfismo entre T; e 75 como uma aplicacdo
¢ T1=41,2,...n} — T, ={1,2,....m}

tal que
k — I = ¢(k) — @(I) ou d(k) = ¢(1), V kI eTs. (3.3)

A cada n-torneio podemos associar um vetor placar
(Vi,..vn) - 0<wnu< .o <vp,<n-—1,
onde cada uma de suas entradas € o numero de vitérias de cada jogador. Um calculo direto

e (2)

Claramente torneios isomorfos tem o mesmo vetor placar, mas a reciproca ndo é verdadeira

mostra que:

(ver [18]). Ainda, cada n-torneio esta em correspondéncia com uma matriz € = (g;) de
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ordem n, anti-simétrica, sem diagonal e cujas entradas sdo {+1}. Se k —> /entdoex =1e
€;x = —1. Abaixo temos as classes de isomorfismo de n-torneios (n < 3), e seus respectivos

vetores placar:

(0,1)

(0,1,2) (1,1,1)

Definimos o torneio transitivo canénico T¢, cuja matriz de incidéncia é triangular, esta-
belecendo: kK — | se, e somente se, k < /. A menos de isomorfismo, 7 & o (nico torneio

satisfazendo as seguintes condigdes equivalentes [18]:
e a relagdo entre os jogadores é transitiva, isto é, (j — k e k — [ implica j — /);
e n3do existem ciclos;
e o vetor placar é (0,1,...,n—1).

Um m-ciclo em 7 é um caminho fechado ki — ko — ... — kyy — k1, ki € T.
Acima, os torneios de vetores placar (1,1,1) e (0,1,2) sdo um 3-ciclo e o 3-torneio transi-
tivo candnico, respectivamente. Também dizemos que um torneio é transitivo se nao contém
3-ciclos. Segue imediatamente que o torneio transitivo candnico € um caso particular de
torneio transitivo. Reciprocamente, todo torneio transitivo é isomorfo ao torneio transitivo

candnico, para o qual E = E; [18].

Definimos um vencedor em 7 como o (Unico) vértice com n — 1 vitérias, e um perdedor
como o (Unico) vértice com nenhuma vitéria. Nem todo torneio tem um vencedor ou perde-
dor, mas quando ele existe ndo faz parte de nenhum ciclo. No torneio transitivo candnico, 1

é vencedor e n perdedor.

A menos de isomorfismo, existem quatro 4-torneios distintos:

A A A

(0,1,2,3) (1,1,1,3) {0, 2,2,2) (1,1,2,2)
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Aqueles com vetor placar (0,2,2,2) e (1,1,1,3), que contém um dnico 3-ciclo, sdo

chamados cone 3-ciclo. Cada um deles contém um ciclo e um vencedor ou perdedor.

Definicdo 3.1.1 (Torneio Forte, Irredutivel e Livre de Cones) Um torneio T é dito forte
se quaisquer Vértices k, | € T podem ser unidos por um caminho k = k| — ko — ... —
k. = 1. Um torneio T é dito irredutivel se ndo existe um homomorfismo sobrejetor de T no
2-torneio transitivo candnico T>. Finalmente, dizemos que um torneio T é livre de cones se

sua restricdo a qualquer um de seus subtorneios de quatro jogadores nunca é um cone 3-ciclo.

Proposicao 3.1.2 Um torneio é forte se, e somente se, é irredutivel.

Dem: (=) Dado um torneio qualquer T, suponha por absurdo que ele ndo é irredutivel.
Isto &, existe um homomorfirmo sobrejetor ¢ . T — T». Desse modo, existem dois vértices
i,jeT comi— jed(i)=1—2=¢(), pois p é homomorfismo e preserva a estrutura
das partidas. Como T é forte, existe um caminho j — j1 — ... — j, = | unindo estes

dois vértices. Como1l — 2 em T> e ¢ é homomorfismo, temos

2=¢0)=0¢01) = ... =00r) =) = o()=2

um absurdo. Concluimos entdo que T é irredutivel.

(<) Reciprocamente, assuma que T ndo é forte. Entdo existem vértices i,j € T que
ndo podem ser unidos por um caminho i — i1 — ... — i, = j. Particularmente, | ndo
vence j, so restando a possibilidade j — i. Assim, definimos uma aplicacdo ¢ : T — T>
por ¢(k) = 2, Yk # j e ¢(j) = 1. Entdo ¢ é claramente sobrejetora, e também é um

homomorfismo, implicando assim que T n&o é irredutivel, como queriamos. B

Nesta secdo mostraremos que um torneio livre de cones tem matriz de incidéncia similar
por permutacdo a uma matriz estrelada, que serad definida adiante. Por simplicidade de no-

tagdo, no que segue escreveremos T /U como a restricdo do torneio 7 ao subconjunto U C T.

Definicdo 3.1.3 (Torneio Estrelado) Um torneio T é dito estrelado se existem nimeros
inteiros s, t (com1 <s <t < n) tais que:

i. T/{1,...,t} é um sub-torneio transitivo canénico maximal de T;

ii. T/{s,...,n} é um sub-torneio transitivo canénico maximal de T,

iii. Se (k,1) € Ep entdo | <s et <k;

iv.Sel' <l ek’ <k, entdo (k,1) € Ey implica que (K',I") € E,.
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A condi¢cdo (i) da definicdo acima significa que n3o existe um sub-torneio transitivo
candnico de T que contenha T/{1,...,t}. O n-torneio transitivo canénico € um caso es-
pecial de torneio estrelado, para s = 1 e t = n. Uma verificacdo cuidadosa das condicdes

acima mostra que matriz de incidéncia de um torneio estrelado é da seguinte forma:

Lema 3.1.4 Torneios estrelados sdo livres de cone.

Dem: Seja T um torneio estrelado, com (s, t) seus niimeros associados. Ja foi observado
que se (s,t) = (1,n) entdo trata-se do torneio transitivo canbnico, que é livre de cones.
Assumimos entdo que 1 < s < t < n, e conseqiientemente E> é ndo vazio. De fato,
Erx =0 = E=E; ={(k1) € E: k <}, contradizendo a maximalidade das condicGes
(i) e (i) da definicao, pois o proprio T seria o torneio transitivo canénico. Os 3-ciclos em

T sdo as triplas j, k, | € T, tais que
j<s<t<l j<k<I  (l.j) € E.

De fato, devido ao axioma (iii), ja que x < y < z, a disposicdo das setas é x — y — z — X.
Além disso, j < s <t <[. TomeU ={x,y,z,w} CT com|U|=4. Para mostrar que T /U
ndo é um cone 3-ciclo, comecamos mostrando que w ndo é um vencedor em U. De fato,
se z < w entdo w perde de z pelo axioma (ii). Sey < w < z entdo o axioma (iv) implica
que w perde de y, se x < w < y entdo novamente o axioma (iv) garante que w perde de
x. Finalmente, se w < x entdo o axioma (iv) implica que w perde de z. Por um argumento
similar, w também n&o é um vencedor em U. Logo T /U ndo contém vencedor ou perdedor,

e ndo pode ser um cone 3-ciclo, implicando que T é livre de cones. B

Um sub-torneio T /U é dito I-transitivo se T/(U U {p}) € transitivo para todo p € T.
Com esta definicdo estamos prontos para apresentar o resultado principal desta secdo: uma

caracterizacdo dos torneios livre de cones através de torneios estrelados.
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Teorema 3.1.5 Um torneio T é livre de cones se, e somente se, é isomorfo a um torneio
estrelado T

Dem: Uma das implicacdes ja foi feita no lema anterior. Tome agora ] um n-torneio livre
de cones. Se ele é transitivo, entdo é isomorfo ao torneio transitivo candnico, portanto é es-
trelado. Assim, assumiremos que T ndo é transitivo, ou seja, contém 3-ciclos. Tome T /U um
sub-torneio 1-transitivo maximal deT". Como todo torneio de dois jogadores é transitivo, vale
m := U] > 0, e pelo fato de T n&o ser transitivo, m < n. Reordenando T, podemos assumir
que T/(UU{p}) é o torneio transitivo canbnico de m + 1 jogadores, para todo p € T. Em
particular, T /U é transitivo canénico. Tome s,t € T, s < t, seu vencedor e seu perdedor,
respectivamente. Defina os subconjuntos Uy = {1,2,...,t} e U, = {s,s+1,...,n}, e assim

segue que s é um vencedor em U, e t um perdedor em U;.

Afirmamos que o sub-torneio T /Uy é transitivo. De fato, se ele contivesse um 3-ciclo
J—=>k—=>1—=jcoml<j< k<<t entdo necessariamente | < t, pois como t é um
perdedor em Uy ele ndo pode fazer parte de nenhum ciclo. Mas entdo, T /{j, k, I, t} é um cone
3-ciclo, o que contradiz a hipctese de que T € livre de cones. Analogamente, T /U, também
é transitivo. Ainda, por uma reordenacdo conveniente em T, podemos assumir que T /Uy e

T /U, sdo transitivos canénicos. Note que esta reordenacdo mantém fixo o subconjunto U.

Mostraremos agora que (T, s, t) construidos como acima satisfazem os quatro axiomas
da definicdo de torneio estrelado. Tome U’ = Uy N Us, e vale que o sub-torneio T/U' é
transitivo. De fato ele é I1-transitivo, pois para todo p € T, temos U’ U {p} é subconjunto
de Uy ou U,. Além disso, como por construcdo U C Uy NU,, e T/U é 1-transitivo maximal,
donde concluimos que

U=U ={s,s+1,..t}

De fato, T /Uy é um sub-torneio transitivo maximal de T. Assumimos que Uy C Uj e que
T /Uy é transitivo. Nao é dificil ver que T /(U;NU>) é I-transitivo. Como U C UjNU, eT/U
é um sub-torneio 1-transitivo maximal, concluimos que U} = Uy, provando a maximalidade
de T/U;. Analogamente, T /Uy é um sub-torneio transitivo maximal de T, e sendo assim, T
satisfaz (i) e (ii).

Antes de verificarmos o axioma (iii), observamos que, sem perda de generalidade, toda
partida de E> pertence a um 3-ciclo. De fato, todos os vértices de E» sem ciclo podem ser in-
dutivamente invertidos deixando fixos os conjuntos U, Uy e Us, e reduzindo-se E>. Portanto,
tome {x,y,z} um 3-ciclo em T, com x < y < z. Como U, é transitivo vale x < s, e como
Uy é transitivo vale t < z. Independentemente de y, uma das afirmacdes "x,y € U;" ou

"y,z € Uy" éverdadeira. Como T /Uy e T /U, sdo canonicamente transitivos, concluimos que
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as setas no 3-ciclo sdo x — y — z — x. Note que apenas a ltima seta da direita representa
uma partida em E,. Portanto, T satisfaz o axioma (iii). Finalmente, se (z,x) € Ex ez < Z/,
considere qualquer y € U. Como x, y, z, z' ndo pode ser um cone 3-ciclo, z' ndo pode perder
para todos os outros jogadores. Como Z' perde de y e z, necessariamente z/ — x como

desejado. Similarmente, se x' > x um argumento similar mostra que z — x'.

Concluimos que T é um torneio estrelado. B

3.1.2 Variedade Bandeira Geométrica e o Teorema de Bustall-Salamon

Consideremos o espaco vetorial n-dimensional complexo €" e p = (p1,..., pr) UMa
r-upla de nimeros naturais tais que 0 < p; < ... < p, < n. Uma bandeira (flag) do tipo p,

ou simplesmente um p-flag, € uma r-upla x = (Vj,, ..., Vj,,) de subespagos do C" tais que
Vo, € Vp,y € dimeVy,, =pi, Vie{i, ..., r}.

Assim, um (1,2)-flag € um par da forma (V4,V5) formado por uma reta e um plano com-
plexos passando pela origem, de modo que o plano contenha a reta. Quando p=(0,1,...,n)
dizemos se tratar de uma bandeira maximal (full-flag). Portanto, um full-flag & um flag da
forma (Vo = {0}, W4, ..., V-1, V,, =C").

Definicdo 3.1.6 (Variedade Bandeira Geométrica) Chamamos de variedade bandeira

geométrica complexa maximal (complex full-flag manifold) o conjunto
IF(n) ={(\,....Va) : Vi C Viy1 e dimcV; =i}, (3.4)

formado por todas as bandeiras maximais complexas.

Note que o espaco projetivo e as Grassmanianas complexas sdo exemplos de variedades
bandeira ndo maximais. De fato é preciso justificar a definicdo acima e mostrar que IF(n) é
realmente uma variedade diferenciavel. Para isto, considere o grupo Gl(n,C) dos operadores
inversiveis do €". Sabemos que GI(n,C) é um grupo de Lie complexo, e age naturalmente

sobre IF(n) pela aplicagdo
& Gl(n,€) x IF(n) — IF(n)

(A, (Vo, ... Vi) = (AW, ..., AVp)
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onde AV, denota a imagem do subespaco V; pela transformacdo A, i =1, ..., n.

Da algebra linear recordamos que uma transformacao linear injetiva leva conjuntos L.I.
em conjuntos L.I., e assim / = dimcV; = dimAV;. Ainda, se V; C V; sdo subespacos, toda
base {e1, ..., e} de V; pode ser completada a uma base {ei, ..., ey, f1,..., fo } de Vj. Isto
assegura que (AVp, ..., AV,) € IF(n), pois cada A & um isomorfismo e AVyg C AW, C ... C
AV,. Entdo cada ¢4 é uma bijecdo de IF(n), e de fato trata-se de uma a¢do de grupo.
Esta é uma agdo transitiva, pois dados dois pontos quaisquer (Vg,...,V,), Wo, ..., W,) €
IF(n) consideramos {e1} e {fi} bases de \, e W4, respectivamente. Podemos completa-
las a bases {e1, ex} e {fi, o} de Vb e W5 e assim, sucessivamente, a bases encaixadas
{e1,....en} e {f1,....fn} de V,, e W,. Defina a transformacdo linear A : €" — C" por
A(ej) = fi Vi=1,...,n. Por construgdo, A leva base em base, e é portanto um isomorfismo
tal que (AVg, ..., AV,) = (Wo, ..., Wp).

O subgrupo de isotropia em um ponto (Vg, V4, ..., Vi) € IF(n) é por definicdo
Hwvi.vyy ={A € Gl(n,C) : (A, Ay, ..., AV;)) = (o, V4, ..., Vi) }.

Desse modo, precisamos que AV, =V;, Vi =1, ..., n, para que A seja um de seus elemen-
tos. Portanto, se olharmos a matriz do elemento A em bases adequadas como feito acima,

ela tem a forma triangular superior

a1l a1 ... dip—1 din
0 ax ... ap-1 a2p
A=
0
0 0 o 0 ann

nxn

Entdo IF(n) é a variedade homogénea dada pelo quociente dos grupos de Lie com-
plexos Gl(n,C)/B, onde B é o subgrupo das matrizes triangulares superiores. Analogamente,
podemos verificar que a agdo natural do subgrupo unitario U(n) = {A € Gl(n,C) : AA* =

A*A =1} também é transitiva, e assim
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IF(n) = Ufrn),

n—vezes

onde T = U(1) x ... x U(1) é chamado toro maximal de U(n). Note que, como T ndo é

subgrupo normal de U(n), IF(n) ndo é um grupo de Lie.

Fixando o produto interno hermitiano usual (u, v) = Y }_; uxVk em C", escreva
Li=VE NV, Vi
Entao,
dimec (Vi + Vi) = dime(ViE)) + dime (V) — dime (Vi N V) =
=n—(i—1)+i+dimc(VE, NV) =n+1dimc(Vit, nV).
Lembrando que V; + V- =C" e Vi_; C V; = V- C VL, obtemos
Vi 4V =C" = dime(VE N V) = dime(L;) = 1.

Ainda,seu € VA NViev e \/J-flﬂ\/j (comi<j=j—1>i),entdov € \/Jfl =veVt
Como u € V; seque (u,v) = 0, mostrando que L; L L; quando i # j. Entdo, podemos

expressar € como a soma direta ortogonal

n
=L (3.5)
i=1
e a variedade bandeira geométrica se identifica com o conjunto
/F(I’)) = {(Ll, L2, . Ln) : dimc(L,') =1lei #J = |—i 1 Lj}. (3.6)

A algebra de Lie das matrizes unitarias U(n) € o conjunto das matrizes anti-hermitianas

u(n) ={Aegl(nC) : A+ A* =0}. Sua complexificagdo é dada por

u(n)¢ = gl(n,€) ~ Hom(C",C") ~ Hom(é L, ég) ~

i=1 J=1
n * n n o o o
~ <@L,‘> ®<@LJ‘> ~ (L,’®Lj)@@[(Lj@Lj)@(LJ@Li)]%
=1 Jj=1 =1 i<j

~ul)a...eoul)ae (@L/LJGBLJ-L,'>, (3.7)

i<j
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e, daqui adiante, justaposicdo significara produto tensorial.

Denotando p,-CJ- = L;L;j® L;L;, o espago tangente a IF(n) na identidade é dado por

p=EPr; (3.8)

i<Jj

onde pj; = pjcjﬁu(n), isto &, a descomplexificacdo dos espacos pg Na representacao matricial,
temos u(n) =p@u(l) d ... du(l), onde

,

0 di1o ... din
—ap 0 ... ap
p= . . ca; el (3.9)
—aiy, —axp ... O e
e cada pj; é subespaco formado pelas matrizes A = (amn) € gl(n, €) tais que apm = —amn S

k=1iel=j; eag =0 caso contrario.

Do ponto de vista de IF(n) ser um espago quociente, isto &, dado por classes laterais da

forma AT, com A € U(n), existe a agdo natural
& :U(n) x IF(n) — IF(n)

(A, BT) — (AB)T

Para cada matriz A € U(n), a aplicagdo ¢pa = P(A,.) é um difeomorfismo de IF(n),
denotado simplesmente A : IF(n) — IF(n). Para cada elemento x € IF(n), sua diferencial
é denotada d(A)x : TxIF(n) — TaxIF(n).

Seja J uma estrutura quase complexa em IF(n), ou seja, um campo tensorial no fibrado
J:TIF(n) — TIF(n) tal que, para cada x € IF(n),

Jy : TxIF(n) — TxIF(n)
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€ uma estrutura complexa no espago tangente. Diremos que J é U(n)-invariante se

Jax 0 d(A)x = d(A)x o Jx, ou equivalentemente
Jax = d(A)xo Jyod(A™ N ax (3.10)

para quaisquer x € IF(n) e A € U(n). Veremos mais adiante que sua invaridncia e a
transitividade de ® tornam possivel analisarmos apenas seu comportamento no espaco tan-

gente ao elemento neutro T, onde por simplicidade, serd denotada J.

Proposicao 3.1.7 Existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas quase complexas
U(n)-invariantes J em IF(n), e as estruturas complexas Jo em TrlF(n) que comutam com a

representacdo adjunta do estabilizador da acdo ® em p.

Dem: Ver proposicdo (3.2.12). &

Cada espaco vetorial p;; tem duas estruturas complexas distintas, com auto-espacos de-

terminados por LiL; e LjL;, respectivamente. De fato,

0O O 0 0 0 0 0 0
0 0 ajj 0 0 0 e,j\/—la,-j 0
JA) =J =
i —eV/=13;
0 O 0 0 0 0 0 0

onde €j; = {£1}.

Borel e Hirzebruch em [2] mostraram que qualquer estrutura quase complexa
U(n)-invariante J sobre IF(n) é determinada pela escolha de uma destas estruturas com-
plexas em cada p;;. No total, IF(n) possui 2(2) estruturas quase complexas invariantes.

Portanto, a partir da expressdo acima, tais escolhas definem um n-torneio estabelecendo-se:

i—j (I<)) <= ¢€;=1

i«—j (I<)) <= ¢€j=-1
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Claramente, a matriz € = (¢j;) ndo tem diagonal, tem entradas +1 e & anti-simétrica.
Reciprocamente, todo torneio de n jogadores define uma estrutura quase complexa invariante
J em IF(n) a partir das entradas de sua matriz de incidéncia. Esta relagdo fundamental serve

de motivacao para mostrarmos o teorema principal desta secdo.

Como J2 = —1, seus (nicos autovalores possiveis sdo +£1/—1. Definimos o espaco tan-
gente holomorfo p1:9) e o espaco tangente anti-holomorfo p(®1) em IF(n), como os autoes-

pacos de J associados a ++/ —1 e —v/—1, respectivamente. Equivalentemente
p1O=PLiL;, e pOV=PIL (3.11)
i—J i—J

Exemplo 17 (O Caso /F(3)) Seja T o 3-torneio transitivo candnico, cuja matriz de incidén-

cia e dada por

0 1 1
e=| -1 0 1
-1-1 0
O espaco tangente a IF(3) na origem é
0 an a3
p=1 -a2 0 ax

—aiz —ax O

e, neste caso, a eqci Jy é dada pela expressao

0 ax a3 0 Vv—=1laip —lais
Jr| —az 0  axs | =] —v-lanx 0 vV —1laxs
—a13 —a3 O —/—laiz —V—1laxs 0

Desse modo, os espacos tangentes holomorfo e anti-holomorfo sdo

pAO =T, 030l e pOY =11, 05, ® 3L, O

Dizemos que uma estrutura quase complexa invariante J em IF(n) é integravel, se a
variedade (IF(n),J) € uma variedade complexa. Ou seja, admite sistemas de coordenadas
locais complexas com mudancas de coordenadas holomorfas. Equivalentemente, cada ponto

x € IF(n) deve possuir uma vizinhanga aberta V4 difeomorfa a um aberto Uy, C C" (r € IN)
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cujo difeomorfismo h tem derivada complexa linear:
dho J = Jyodh, (3.12)

onde Jy é a eqgci candnica de Uy, x C".

Teorema 3.1.8 (Newlander-Nirenberg) Uma estrutura quase complexa J em uma

variedade diferenciavel M é uma estrutura complexa se, e somente se, satisfaz
[V, IW] = JIV, W] + J[JV, W] + [V, W] (3.13)

onde V,W sdo campos de vetores arbitrarios em M e [.,.] seu colchete de Lie.

A Grassmanniana complexa G,(C") é um exemplo especial de variedade bandeira ndo ma-
ximal. Ela tem estrutura quase-complexa candnica dada pelo 2-torneio transitivo candnico
T>: 1 — 2. Uma projecdo homogénea

U(n) U(n)

™) = T <. <@ U x U=~ @) (3.14)

é obtida colapsando-se o flag maximal (\p,...,V;, ..., V) € IF(n) em seu Gnico subespago
r-dimensional V, € G.(C").

Agora estamos prontos para enunciar e provar o teorema principal desta secio.

Teorema 3.1.9 (Burstall-Salamon) Existe uma correspondéncia 1-1 entre estruturas quase
complexas invariantes J em IF(n) e n-torneios Ty satisfazendo:
(1) T(yy € isomorfo ao torneio transitivo canénico se, e somente se, J € integravel,

(ii) Sdo equivalentes:
) @) é forte,'
e J ndo é integravel,

e Nao existe uma projecdo holomorfa homogénea de IF(n) em uma Grassmanniana com-

plexa.

Dem: Usando a representacdo matricial dada em (3.9), o calculo do colchete de Lie em

p se reduz a calcular o comutador de duas matrizes, obtendo o seguinte resultado:
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0 se I, J, k, I distintos, ou j=/ou i =k;
[LiLj, Li, L] = LiL, sej=k,i#I
LiLij—L;Lj sej=kei=]I.

Agora, supondo primeiramente que J é integravel e a existéncia do caminho i — j — |,
pode-se provar que J(A;) = v/—1A;. Isto implica que i — | em Ty, e por definicdo, T

é transitivo.

Reciprocamente, assumindo que T(;y € transitivo, precisamos mostrar que J satisfaz as
equagées acima, para todo I, j, k, 1 € Ty). Note que o dnico caso ndo trivial surge quando
temos o caminho i — j — |. Pela hipdtese, resulta que i — |, ou equivalentemente,
J(A)) = V=1A;; e J(Aj)) = V=1A; implicam J(Ai)) = v/—1A,. Este fato fornece a
equacdo (3.13), e conseqiientemente, J € integravel. Logo concluimos que J é integravel se,
e somente se, Ty € transitivo. Como Ty possui n vértices, ele deve ser isomorfo ao torneio

transitivo canénico T, o que mostra (i).

Suponhamos agora que Ty € integravel, e segue T(;y € isomorfo a Ty, assim temos que
I — j se, e somente se, | < j. Disso, segue-se que se | —» J, entdo ndo pode existir
caminho da forma j — ij — o — ... —> . Logo, Ty ndo é forte. Reciprocamente,
consideremos, sem perda de generalidade, i,j € 7'( J) com i — j. Assumindo que 7{ g €
nao integravel, existira | € 7'( ) tal que | — j — | ndo implica i — [, conseqiientemente
| — i. Desse modo, obtemos o caminhoj — | — i. Pela arbitrariedade de j e i, podemos
unir por um caminho qualquer um par de veértices i,j € 7). Portanto, T ; é forte. Assim,

se estabelece a equivaléncia dos dois primeiros itens em (ii).

Vamos agora mostrar a equivaléncia dos dois dltimos itens de (ii). Para que a projecdo
T seja holomorfa com respeito a uma estrutura quase complexa J de IF(n), devemos provar
que
8/7r(p(1’0)) C T(l'O)G,(G:”) C Vr\/rj‘

Isto é,
8/71'(@ T,LJ) - Vr\/rJ‘ ~ @ T,LJ
i—>j i=1,....,r
Logo a diferencial dm na classe da identidade imersa L;L j sobre Vr\/rL - 7'0C G, (C") se, e
sose, i=1,...,rej=r+1,..,n (Nocasoemquei,je{l, .. rtei,je{r+1,..,n}
0 espaco ELJ- é imerso em V,. Entdo, uma estrutura quase complexa invariante J sobre

IF(n) faz m holomorfa se, e somente se, T, € tal que i — j quando i € {1,...,r} e
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J € {r+1,..,n}. Logo, existe um epimorfismo de T, em T> dado por ¢(i) = 1, Vi €
{1,....r} ed() = 2, Vj € {r+1,...,n}. Portanto, T,y € ndo irredutivel, e usando a

proposicao (2.1.1) conclui-se que T ;) ndo é forte, como queriamos. B
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3.2 Meétricas (1,2)-simpléticas

3.2.1 Caso Geométrico

Para fixar as idéias, vamos fazer uma breve sintese do contelido discutido anterior-
mente. Novamente, considere a variedade bandeira geométrica

U(n) _ Ul

) = < 0@~ T

e seja u(n) = Lie(U(n)) a algebra de Lie das matrizes anti-hermitianas, com a decomposi¢do

un)=pou(l)®...ou(l). (3.15)

Vimos na secdo 3.1, que o espaco tangente a /F(n) na origem é o subespaco p de u(n),

formado pelas matrizes com diagonal zero.

Seja B = {Ejj}];_; a base canonica de gl(n,C), formada pelas matrizes com 1 na

ij-posicdo e 0 nas demais entradas. Denote

pij = (CE; +CE};;) Nu(n), (3.16)

onde CE;; = spancEj; € o subespaco unidimensional gerado por cada matriz da base B. Segue
claramente que p = EB,# pjj- Ja vimos que, para introduzir uma estrutura quase complexa
invariante J em IF(n), é suficiente exibirmos uma transformacdo linear J : p — p, com
J? = —1, e que também comute com a representacio adjunta do toro maximal T em p. Esta
condi¢do implica que J(pjj) = pij, para todo i # j, e conseqlientemente, se J(Xj;) = ij
entdo X,’-j = €;;v/—1Xjj, onde ¢j; = {1} e satisfazendo €j; = —¢;;. Esta relagdo entre a es-
trutura quase complexa J e a matriz € = (¢;;), que sabidamente determina univocamente um

n-torneio 7@), também serd importante para demonstrarmos o teorema principal desta secao.

A complexificacdo V = p€ é o subespaco de gl(n, €) formado pelas matrizes com entradas
zero na diagonal, que se decompde como V = @,#j Vi;, onde Vj; = spancEj;. A relacdao
X+V=1Y — J(X)+vV—=1J(Y) (3.17)

estende naturalmente J a um operador C-linear na complexificacdo V/, ainda denotado J.
Sabemos que seus Unicos autovalores sdo {£+/—1}, o que fornece a decomposi¢ao usual de

V' nos autoespacos

VOO =PV ey=11 e VOV =P{V;:e=-1}, (3.18)
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para v/—1 e —y/—1, respectivamente.

Seja ds? uma métrica Riemanniana sobre IF(n), ou seja, uma relagdo que associa a cada
x € IF(n) um produto interno ds?(.,.)x em TyIF(n). Analogamente as estruturas quase

complexas, ds® é dita U(n)-invariante se para quaisquer x € IF(n) e A € U(n) vale
ds?(X,Y)x = (d(A)xX, d(A)xX)ax, VX,Y € TyIF(n). (3.19)

A proposicdo seguinte nos diz que sua invaridncia permite que ds? seja completamente de-

terminada pelo seu valor na origem, isto €, um produto interno (.,.)a no espago tangente p.

Proposicao 3.2.1 Existe uma correspondéncia biunivoca entre produtos internos invariantes

sob a representacdo adjunta de T em p e métricas U(n)-invariantes em IF (n).

Dem: Ver proposicdo (3.2.16).

Para entendermos tais produtos internos, fixe a forma de Cartan-Killing em p

(X,Y) = tr(XY*) = —tr(XY), (3.20)

neste caso, o produto interno usual de matrizes complexas restrito a p. Da algebra
linear, sabemos que qualquer outro produto interno em p & da forma (X,Y)x = (AX,Y),
com A uma matriz simétrica e positiva definida com respeito a (.,.). Usando a proposicdo
anterior, o produto interno (.,.)a € invariante se, e somente se, os elementos da base
{V—=1(Ej; — Eji), Ejj — Eji} sdo autovetores de A. Conseqlientemente, para quaisquer
i,j € {1, ..., n}, vale que A(Ej;) = X\jjEjj, com X\j; > 0, \jj = Xj; e A\jj = 0. Usaremos

a notacdo ds/z\ para indicar a métrica invariante dada pela matriz A. A relacdo
(X + V=LY, Z + V=1IW) — (X, Z)r — (Y. W)p + \/—1{(X, W + (Y, Z),\} (3.21)

estende naturalmente o produto interno (.,.)a a uma forma bilinear simétrica na comple-
xificacdo V' de p. Aqui o autoespaco real de dimensdo dois p;; de A, cuja base &

{V—=1(Eij + Eji), Ej; + Eji}, se estende a um espaco complexo com base {Ej;, Ej;}.

Uma classe especial de produtos internos invariantes é dada pelas matrizes A satisfazendo

J—1
Aj = ZM,HL (3.22)
k=i

Por exemplo, no caso particular n = 4 temos explicitamente
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0 A12 (A2 +X23) (A2 + Aoz + Aza)
>\12 0 >\23 (>\23 + >\34)
A —
(A12 + A23) A3 0 A34
(A2 4+ X2z + A3a)  (Ao3 + Aza) A34 0

Neste caso, A é definida por uma operacdo adjunta como se segue. Considere a matriz

diagonal com entradas reais

Ha = diag{u1, ..., n},

com autovalores que sdo definidos (a menos de constante aditiva) pelas condi¢bes
Wi — Mdjir1 = A/'I'Jr]_, Vi= 1,...,n—1. (323)
Entdo, se A satisfaz as condigdes (3.22), sua a¢do no conjunto das matrizes triangulares

superiores € dada por A(E;;) = ad(Hp)(Ejj), para i < j. Suponha por exemplo que n = 4,

I=1ej =4, teremos

ad(Hp)(E1a) = [Ha, E1a] = HAE1a — EwaHp =

ur 0 O O 0 001 0 001 wr 0 0 O
B 0 wup 0 O 0 000 0 000 0 wr 0 O B
N 0 us Ofloooofl |oooo||lo 0 u of
0 0 a4 0 000 0 000 0 0 0 s
0 0 0 (w1 —pa) 0 0 0 (Ai2+ Aoz + A3a)
0 00 0 0 00 0
000 0 “looo 0 = B
0 00 0 0 00 0
Analogamente, A = —ad(Ha) nas matrizes triangulares inferiores. As métricas satisfazendo

as equacdes em (3.22) sdo chamadas métricas de Borel.
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Lema 3.2.2 Segjam J e ds,z\, respectivamente, uma estrutura quase complexa e uma métrica

em IF(n), ambas U(n)-invariantes. Entdo dsx € hermitiana, isto é
dsz(JX, JY) = dsa(X.,Y). (3.24)
Dem: De fato, temos
dsy(JE;, JEy) = dsi(eyV/—1Ej, ev/~1Ey) =

= —(Ejj)z(\/jl)zds/%(E,j,E,j) = d5/2\(E,'J',E,‘J'),

pois €;; = {£1}. Segue que dsz(JX, JX) = dsz(X, X), e usando a simetria, podemos con-

cluir que ds,2\ é Hermitiana por polarizacdo. B

Considere Q = Qa a forma Kahler correspondente a (IF(n), J, dsz) dada por
Q(X,Y) = dsa(X, JY) = —tr(AX, JY). (3.25)

A invariancia de J e ds,z\ implicam que €2 também é U(n)-invariante.

Proposicao 3.2.3 ([12]) Seja M uma variedade quase Hermitiana com estrutura quase com-
plexa J e métrica g. Denote Q(X,Y) = g(X, JY) a forma Kahler associada. Entdo, para

quaisquer campos de vetores X,Y, Z € M temos
3dQX, Y, Z) = X(QY., 2))+Y(QUZ X))+ Z(Q(X,Y))—

—Q([X, Y], Z2) —Q([Z, X],Y) = Q(Y, Z], X).

Quando M = IF(n), a invariancia da forma Kahler unida ao fato de que podemos tomar
X,Y, X € p como campos transladados pela a¢do de U(n), implicam que os trés primeiros
termos da igualdade acima se anulam. De fato, trata-se de derivadas direcionais de funcdes

constantes. Portanto,
3dQUX,Y, Z) = —Q([X, Y], Z) + Q([X, Z].Y) — QY. Z], X),

para a variedade bandeira. Lembre-se que V = v(w0) ¢ yO1) o para quaisquer
XY .Z € V9 y vl e todo i € {0,1,2,3}, defina o operador dQ"3~" impondo
dQ3=1(X,Y,Z) = dQX,Y,Z) se ao menos i das trés matrizes X,Y, Z estio em V/(1.0)
e dQ'37/(X,Y,Z) = 0 caso contrario. Por exemplo, se X € V(19 mas Y, Z € V(0D en-

tdo dQ21(X,Y,Z) = 0. Como V(1.9 e V(01 s50 complementares ortogonais em V, os
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operadores d2'3~ bem definidos, e além disso,
dQ = dQ3° + dQ?! 4+ dQY? + dQ3. (3.26)

Ainda, substituindo X,Y,Z por X', YT, ZT podemos ver que dQ30 = —[dQ°3]* e
412 = [P,

Definicdo 3.2.4 Diremos que a tripla (IF(n), J, ds?) é (i,3-i)-simplética se dQ'3~1 = 0.

Apresentamos agora o teorema principal desta secdo, que nos fornece uma caracterizacio
das métricas (1,2)-simpléticas na variedade bandeira geométrica IF(n) a partir de torneios

livre de cones.

Teorema 3.2.5 (IF(n), J) admite uma métrica (1,2)-simplética invariante se, e somente se,

o torneio T € livre de cones.

Objetivando demonstrar o teorema anterior, vamos calcular primeiramente as condices
para que A seja (1,2)-simplética. Denotando {E,j}ﬂjzl a base canénica de matrizes, podemos
calcular diretamente

[Eij. Ers] = EijE;s — Ers.Ej = A+ B,

onde

n n
amn = E €mk €kn e bpg = E €pk €kq-
k=1 k=1

Portanto, amp =0sem=#ioun#s;as=1sej=reajs=0se #r. Analogamente,

bpg =0sep#rouq#j, byj=1ses=ieb;=0ses# i donde concluimos
[Elj,Ers] = 6eris + 6siErj-

Ainda,
tI’(E,'J'ErS) = tl’((SJ‘rE,'S) = 6j,tr(E,-s) =
= tr(EIJErs) - 6Jr5/5

Usando estas férmulas, podemos calcular

V=1
3

dUEjir, Ejy, Exw) = ap, (3.27)

onde

o = 0;ji0jxOkir — Oikdijpdjir € B = €ipXiir + €pNjjr + €xpr Nk
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A expressdo para o mostra que ele ndo se anula quando /i = ', j = k" e k = i’ ou
i =k, k=, ej=1. Desse modo, os valores ndo nulos de dQ2 sdo completamente

determinados por triplas {/,j, k} da forma
{Eij Ejk. Exi} e {Eik Exj. Eji}- (3.28)

Diremos que a tripla {/, j, k} € do tipo (0,3) se um dos conjuntos em (3.28) esta contido em
V(1.0 oy V(1.9) e do tipo (1,2) caso contrario, isto &, se nenhum dos conjuntos em (3.28)

esta contido em V(1.0) oy V(0.1)

Lema 3.2.6 De acordo com as definicées acima, temos:
1. {i,j, k} é do tipo (0,3) < 7/{i,j, k} é um ciclo.
2. {i,j, k} édo tipo (1,2) < T/{i,J, k} transitivo.

Dem: 1. Sabemos que, {i,j, k} é uma (0,3)-tripla se, e somente se, {Ej;, Ejx, Exi}

ou {Ejx, Exj, Eji} esta contido em V(1.9 oy V() - Temos os casos:
o i
{Eyj Ej Exi} VIO & {Ej Ej Exi} C P Vi e =1} &
& {EjEn B} CPWVinj— Kk} & i—j j—kek—i &
& I —j—k— i < T/{iJj k} ciclo.
o ii. {Ejx, Exj, Eji} € V(10 analogo a (i).
o iii.
{Ej B Ei} cVOD o {Ej Ej Bk} CDVik ek =-1}  «
& {Ej E Ei} CPWNVik k—j} & j— i k—jei—k
& i—k—j—i < T/{ij k}ciclo.

o iv. {Ejx, Exj, Eji} < VOU analogo a (iii).
2. Supondo agora que {i,j, k} é uma (1,2)-tripla, também podemos dividir a

demonstracdo em casos, todos analogos ao caso abaixo.

o i. Se {Ej Ejx Exi} € VIO e {Ej;, Ei, Exi} € VO, entdo existem ¢, = 1 e

€st = —1. Portanto, sem perda de generalidade, podemos escrever

—j— k<«— i < T/{ij k} transitivo. &
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Portanto, para verificarmos se uma métrica é (1,2)-simplética, isto & dQ(1:2) = 0, é sufi-

ciente calcular dQ2 nos vetores em (3.28) apenas para subtorneios transitivos T /{/,J, k}.

Proposicao 3.2.7 A métrica invariante N\ é (1,2)-simplética se, e somente se, para todo
subtorneio T3 = T /{i,Jj, k} transitivo, valer
Aik = Aij + Ajk,

onde i é vencedor e k perdedor.

Dem: Escreva Ts = {a, b, c}, com a < b < c. Sabemos que

V=1
3

dQ(Eabn Ebc: Eca) = aﬁ.

onde B = € pAap + EpcApe + €carca. Devemos testar os seis possivels torneios transitivos com

vértices {a, b, c}, apresentados na figura abaixo, onde a tripla de {1} € (€.p, €pc, €ca)-

b b b

a C
(1,1,-1) ({<L:sh) FLI1)
b b b
L) (1.+1,1) (-1-1,1)

Entdo no total, temos seis casos analogos aos dois primeiros casos abaixo, apenas

mudando os indices a, b e c:

e a = vencedor; c = perdedor: 0 = Xgp+Apc —Aca = Aca = dap+Ape =
Aac = Aap + Ape, pois N\ é simétrica.
e a = vencedor; b = perdedor: 0 = Xgp — Apc —Aca =  Aap = Ape+ Aca =

>\ab = >\ac + >\cb-

Em geral,

Avencedor,perdedor = >\vencedor,x+>\x,perdedor = ﬁ = 0.
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Pelo lema (3.2.6), {i,J, k} é do tipo (1,2) se, e somente se, \ é (1,2)-simplética. B

Teorema 3.2.8 Suponha que € = (€;;) é a matriz de incidéncia de uma estrutura quase com-
plexa U(n)-invariante J em IF(n). Assuma que € é estrelada, mas ndo triangular superior
(ou seja, T, é um torneio estrelado diferente do torneio transitivo canénico). Entdo N\ cor-
responde a uma métrica (1,2)-simplética em (IF(n),J) se, e somente se, existem n valores

reais positivos A1, ..., Ap, tais que para todo i < j, temos:
1.

Jj—1
Nij = E A, see€j=1;
k=1

i n—1
ANij = An + Z)xk + Z)\k, se € =—1.
k=1 k=1

Dem: Partimos da proposicdo (3.2.7). Assumindo que T, é estrelado e ndo transitivo
candnico, seus nimeros associados (s, t) sdo tais que 1 < s < t < n. Divida N em trés
subconjuntos {1,...,s — 1}, {s,...,t} e {t + 1, ..., n}, e podemos ver que a tripla X = Ej;,
Y = Ejx e Z = Ey; de matrizes na base candnica pode ser colocada em uma das nove regides
retangulares determinadas pelo torneio. A imposicdo de que X,Y € V19 e 7 € VO.1) reqyz

0 problema aos seguintes casos:

1. i<j<k<s; 7.5 i< < k<t
2. i<j<s<k<t 8.s<i<j<t<k,
3. i<s<j< k<t 0.s<i<t<j<k;
4 i< j<s<t<k; 10. t<i<j<k;

5 i<s<j<t<k; 11 k<s<t<i<y;
6. I<s<t<j<Kk; 12. j<k<s<t<i

A condigcdo (1) no enunciado do teorema é equivalente a totalidade de condicbes em N\

que vem dos casos 1-10, enquanto que a condicdo (2) vem dos casos 11 e 12 acima. B

E claro que as possiveis métricas (1,2)-simpléticas construidas a partir do teorema (3.2.8)
nao podem ter todas as entradas \;; = 1 se n > 4. Como conseqiiéncia, este teorema fornece

uma prova independente do seguinte resultado devido a Wolf e Gray:
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Corolario 3.2.9 A métrica de Cartan-Killing em IF (n) ndo é (1,2)-simplética para qualquer

estrutura quase complexa J, se n > 4.

Dem: De fato, basta observar que a métrica de Cartan-Killing é dada por N = (\j;)

comAj=1sei#,. 1

3.2.2 Caso Geral

Agora discutiremos o problema das métricas (1,2)-simpléticas para variedades bandeira
mais gerais que a variedade bandeira geométrica IF(n) da subsecdo anterior. De fato, o caso
IF(n) trata apenas da variedade bandeira obtida de algebras de Lie do tipo A;, enquanto que
a técnica desta secdo trata das demais variedades bandeira de algebras de Lie do tipo B;, C; e
D,. Considere g uma algebra de Lie semi-simples complexa e tome um grupo de Lie G, com
algebra de Lie g. Dada uma subalgebra de Cartan h de g, denote por 1 o conjunto de raizes

do par (g, h). Ela determina a decomposigdo

g=h&) ga (3.29)

acll

onde go = {X €g:VH e, [H X]=a(H)X} é o espago unidimensional associado a o.

Denote (., .) a forma de Cartan-Killing de g e recorde que (.,.) é ndo degenerada em b.
Assim, dado a € h*, tomamos Hy € h definido por a(.) = (Ha,.), € denotamos por hr
0 subespaco real gerado por Hy, o € 1. Desse modo b}, denota o subespaco real do dual
g* gerado pelas raizes. Fixe, daqui em diante, uma base de Weyl de g. Esta é uma base
{Hq, Xa, X_q} da algebra g, tal que os elementos X, € go S0 tais que (Xqo, X_o) =1 e

[Xa, Xg] = Moy gXatg cOm My p € IR, M_q g = —My g € Myp = 0se a+B ndo é uma raiz.

Tome IMT uma escolha de raizes positivas e ¥ o correspondente conjunto de rafzes sim-
ples. Se © é um subconjunto qualquer de ¥, denotamos (©) o conjunto de raizes gerado por
© e (©)T = (©) N N*. Entdo temos

g=h® > g® > ga® Y. g® Y. gp (3.30)

ae(e)t ae(9)t pen+\(@)* pent\(@)*

A subalgebra
Pe=H& > 9a® Y. fa (3.31)

ac(0)~ acnt



3.2 Meétricas (1,2)-simpléticas 68

é chamada subalgebra parabdlica determinada por ©. Ela contém a subalgebra
b=b0 ) ga (3.32)
aen+

denominada subalgebra de Borel do par (g, h). Escreva

Gle= >, 8p (3.33)

de modo que g = qo P po.

Definicdo 3.2.10 (Variedade Bandeira Generalizada) A variedade bandeira (generalizada)

IFo associada a subalgebra parabdlica po € definida como o espagco homogéneo
IFo = G/Pg (3.34)

onde Po = Ng(pe) = {9 € G : Ad(g9)pe C po} é o normalizador de pg em G, um subgrupo
fechado.

A condicdo de G ser semi-simples decorre da necessidade da existéncia da subalgebra de
Cartan b de g e da decomposicdo dada em (3.29). Convém notar que, apesar de Gl(n,C)
e U(n) ndo serem grupos semi-simples, suas algebras de Lie gl(n,C) e u(n) admitem sub-
algebras de Cartan dadas pelas matrizes diagonais [23]. Sabemos que, neste contexto, um
subgrupo parabdlico [1] é sempre conexo e coincide com seu normalizador Ng(Pg). Isto

implica que particularmente que /Fg é uma variedade complexa e simplesmente conexa.

Daqui em diante, consideraremos apenas a variedade bandeira maximal IF, obtida fazendo
© = (. Neste caso, a subalgebra parabdlica coincide com a subalgebra de Borel, e a decom-

posicdo dada em (3.30) torna-se

9=h8 > 0a® Y 0 (3.35)

aclt aclt

Considere 1 a forma real compacta de g dada por
u=spang{v—-1br, Aa, V—1S4 : a €1},

onde Ay = Xq — X_o € Sq = Xoq + X_q. Denote por U = exp(u) a forma real compacta
correspondente de G e escreva T = U N B, onde T é um toro maximal de U. Entdo a acdo

candnica de U em IF é transitiva, e conseqiientemente, a variedade bandeira IF se identifica
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com a espaco homogéneo U/T. Esta identificagdo é decorrente do chamado truque de Weyl
[23], e dela podemos concluir que /F & uma variedade compacta, tendo em vista que é a

imagem de U pela projecdo canénica w: U — U/T.

Denote xo = 1.T a origem de /F, e vamos agora determinar o espaco tangente T, /F. Se

t denota a algebra de Lie do toro T, entao

T=(UNB) = gie(T) = Lie(UNB) =unb=

=spanp{V—1bRr, Aa, V—1Ss : acMinspanc{Hy:a €M, Xq: e N}

Analisando esta igualdade, podemos concluir que se algum vetor em u, escrito como com-
binacdo linear da base acima, tem alguma coordenada n3o nula num vetor do tipo Ay ou

v/ —15,, entdo ele ndo pertence a b. Isto implica que
t =spang{v—-1hRr}.
Assim sendo, podemos calcular

TlF =T(U/T) =u/t=

_ spang{v—1bR, Aa, V=15, : acl}
spang{v/—1hr} '

concluindo que

n =spang{Aq, V—1S4:a €} (3.36)

é 0 espaco tangente a IF na origem. Note que n = t+ = Zaeﬂ Uy, onde para cada a € Tl
fixado, ug = (go ® g—a) Nu = spang{Aqa, vV—154}. A complexificagdo do espago vetorial 1

é dada por

q=n°= (ZuQ)C=Zga. (3.37)

acll aell

e assim obtemos o fibrado tangente complexificado T€IF.

Definiremos agora a representacado isotrépica na variedade bandeira IF. Tal representacao

tem importancia similar a representacdo adjunta nos grupos de Lie.
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Definicao 3.2.11 (Representacdo Isotrépica) A representacdo isotropica da variedade ban-

deira IF = U/ T no espaco tangente n = T, IF é um homomorfismo
AdF . T — Aut(n)
definido para cada t € T por
AdF ()X = dE«(X), ¥X €,
onde
E+: U/ T— U/T
E«(x) = tx

é a translacdo a esquerda dada pela acdo canénica de U em IF, dE+ denota sua diferencial e
x=vT, comv € U. O subgrupo Ad(T) = {AdF(t):t € T} de Aut(n) é chamado grupo

de isotropia linear.

Pela redutibilidade de U/T podemos identificar Ad" (t) : Ty, /F — Tx,IF com a restricio
da representacdo adjunta Ad|, : n — m. Assim, a representacdo adjunta de T deixa
n e m° = q invariantes e, além disso, se decompde em componentes irredutiveis. Cada
componente irredutivel € um espacgo de raiz g, com a € I1, e sendo assim, a decomposi¢ao

em componentes irredutiveis do espaco tangente complexificado é dada por
1= P s (3.38)
a€efll

Assim como foi feito na anteriormente, diremos agora que uma estrutura quase complexa

J em IF & U-invariante, se ela comuta com os diferenciais d(E,) da a¢do canénica de U em
IF, para todo u € U. Isto &,

Jux = dE 0 Jyo dE (3.39)

para todo ponto x € IF.

Proposicao 3.2.12 Existe uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas quase com-
plexas U-invariantes J na variedade bandeira maximal IF e as estruturas complexas Jy em

n = Ty, IF que comutam com o grupo de isotropia linear, isto €,
AdF(t)odo= o AdF(t), VteT

Dem: Considere J uma estrutura quase complexa invariante em IF. Assim, por
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definicdo, sabemos que dE, o J = Jo dE,, para todo u € U. Particularmente, como
T C Uvale dEto Jy, = Jy,0dEy¢, para todo t € T (lembre que xo = 1.T). Mas pela definicdo

de representacdo isotropica, obtemos
AdIF(t) O Jx = dEt|Xo O Jxg = Ix © dEt|X0 = Jy OAdIF(t)

para todo t € T. Entdo a relacao J — Jy, leva uma estrutura quase complexa U-invariante

de IF em uma estrutura complexa de m que comuta com o grupo de isotropia.

Reciprocamente, considere uma estrutura complexa Jo em m que comuta com o grupo de

isotropia. Defina uma estrutura quase complexa J em IF = U/ T pondo
Jy=dE,oJyodE, 1,

ondey = u.T. A fim de mostrar que J estd bem definida, considere y' = u'.T € IF e, pela
definicdo acima, temos J,» = dE, o Jyo dE 1. Supondo que y = y’', existe t € T tal que

u' = ut, e portanto
Jy=dEyoJyodEy 1 =dEyoJyodEqy 1=
— dE, o <dEt o Jo o dEt_l) 0 dE, 1 = dEy 0 Jpo dE, 1 = Jy,.
Além disso, J é invariante pois
Jux © dEy = dEyy © Jyy 0 dE(yy1 0 dE, =

= dE,odE,oJyodE ,10dE 10dE,
= dE,odExoJyodE,-1 = dE, o Jy.

Além disso, J é uma estrutura quase complexa, pois para todo y € IF temos
(U)2 = (dEu o Joo dEu_l) o (dEu o oo dEu—l) _

e dEuO(JO)2OdEU—1 = dEUO(_ld)OdEufl fr —Id'

como queriamos demonstrar.

Desse modo, para determinar todas as possiveis estruturas quase complexas U-invariantes
na variedade bandeira /F, é suficiente encontrar todas as possiveis estruturas complexas no
espaco tangente 7, que comutam com o grupo de isotropia. De fato, a proposicdo acima
assegura que elas estdo em correspondéncia. Esta observacdo foi fortemente usada na secao

anterior.
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Lema 3.2.13 J comuta com a representacdo adjunta de t em 7.

Dem: Precisamos mostrar que
ad(X)oJ = Joad(X), VX € t.

Sabemos que Ad(t) o J = Jo Ad(t), para todo t € T. Sendo assim, considere qualquer
X € t e defina a curva diferenciavel t(s) = exp(sX) em T passando pela origem com vetor

velocidade X. Desse modo, temos
ad(X)oJ= i Ad(t(s))oJ—Joi Ad(t(s)) = Jo ad(X)
~ dsls=0 ~ 7 T dsls=0 B '
e seque o resultado. B

Como no caso geométrico, estendemos por linearidade complexa a estrutura quase com-
plexa J ao operador J€ definido no fibrado complexificado T€/F. E imediato verificar que para
todo x € IF vale (J$)? = —Id, e consegiientemente, seus autovalores sdo {++v/—1, —v/—1}

com autoespacos associados denotados T(19JF e T(O1)JF | respectivamente. Logo,
TCIF = T(l'O)IF oy T(Oyl)//-__ (3.40)

Proposicao 3.2.14 J deixa invariante os espagos de raizes go, € 0S eSpacos Uy, com o € 1.

Dem: Tome X € g4, 0 que permite que para todo H € b tenhamos [H, X] = a(H)X.
Vamos mostrar que JX € go. De fato, sabemos que ad(Y)oJ = Joad(Y), para todoY € t.

Em particular, para todo H € b segue
[H,JX] = J[H,X] = Joa(H)X = a(H)o JX.

Ainda, considere X € uy = uN (go ® g—a). Sabendo que J . n — n obtemos que
JX encCu, eusando que X = Xq+X_q € ga B g—q Segue JIX = JXqg+IX_o € ga B g—a,

pela invaridncia dos go. Concluimos entdo JX € uN (go ® g—q) = Ug. B

Consideremos agora a complexificacdo ug = (gaDg—a). Como ja foi feito anteriormente,

podemos estender a estrutura quase complexa J i ugy —> Uy a ug com autovalores {£+/—1}

, (1,0) . (0,1) . . .
e autoespacos associados ug '’ e uy ', que pela proposicdo anterior, sdo invariantes por J.

) . . 1,0
Além disso, temos a decomposicdo usual ug = ufx )

+ u((xo’l). A proposicdo anterior, nos diz
que go € g—q S0 invariantes por J, que desta forma, atua por multiplicacdo de £+4/—1. Ja

que todos os espacgos considerados sao unidimensionais, um dos seguintes casos ocorre:
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(L0)

_ _ (1)
® Jo = Uy g—a = Uy

® Jo = u((XO,l) €0 = u((xLO)

Como estas sdo as duas Unicas possibilidades de escrever ug, que de certo modo determina
as estruturas quase complexas, mostramos que para cada espaco de raizes existem apenas
duas estruturas complexas diferentes que comutam com o subgrupo de isotropia. Tendo

observado isso, considere agora X, € go € temos:

e Se JXq €Ego = u((xl’o) entao JXy = vV/—1X4, visto que v/—1 é o autovalor associado

ao autoespaco u&l’o). Estes vetores sdo chamados do tipo (1, 0);

e Se JXy € go = 1Y entio JXoq = —/—1X4, visto que —y/—1 é 0 autovalor associado

ao autoespaco u((xo’l). Estes vetores sdo chamados do tipo (0, 1).

A seguinte proposicao permite definir completamente uma estrutura quase complexa in-

variante J na variedade bandeira /F através de um conjunto de sinais {£1}.

Proposicao 3.2.15 Uma estrutura quase complexa U-invariante J em IF é dada por um con-

Jjunto {€q}aecn onde €, = £1, e satisfazendo a propriedade —€o = €_4.

Dem: Diretamente da observacdo anterior, temos JXo = €qvV—1Xoq com
€q = £1, onde ++/—1 sdo autovalores de J associados aos autovetores Xo € X_qo, COM
a € . Portanto, J é descrita pelo conjunto de sinais {€y}acn, dado que estes sdo ge-
radores do espaco tangente complexificado a IF. Para mostrar que —€, = €_q, considere
J(ga) = €aV/—1ga com €4 = 1. Sabendo que §o = —g_o, onde a barra significa conju-

gacdo complexa, obtemos
—€-aV—1g-a = J(=9-a) = J(@a) = €aV-—18a = €aV—1(g-0a),

para todo o € I, donde segue que —€o = €_o. B

Tendo feito a descricdo das estruturas quase complexas invariantes, consideraremos agora
em IF uma métrica U-invariante. Isto é, uma métrica Riemanniana ds? tal que para quaisquer

x € IF, ue U temos
ds?(X,Y)x = ds>(dE,X, dE,Y )ux, VX, Y € T4IF. (3.41)

Como no caso das estruturas quase complexas, a proxima proposicdo mostra que uma métrica
invariante ds? em IF é completamente determinada pelo seu valor na origem, ou seja, por

um produto interno (.,.)a em m invariante sob a agdo adjunta de T.
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Proposicao 3.2.16 Existe uma correspondéncia biunivoca entre produtos internos Ad(T) in-

variantes em m = Ty, IF e métricas Riemannianas U-invariantes em IF = U/ T.

Dem: Considere um produto interno Ad(T)-invariante em m. Entdo, por definicdo
(X, Y)a = (AdF ()X, AdF(t)Y)r, ¥X.YEnete T

Defina uma métrica em IF através da relacdo ds*(X,Y), = (dE,1 X, dE, 1Y) para todo
y €IF, comy = uT, e todo X,Y € T,IF. Afirmamos que ds? estd bem definida e é uma
métrica invariante em IF. De fato, considere y' € IF tal que y' = y. Escrevendo y' = u'T,

existe um elemento t € T tal que v’ = ut, e desse modo
ds*(X,Y)y = (dE) X, dEqy-1Y)n =

= (dE(ury 1 X, dEuy 1Y)A = (dE;1dE 1 X, dE,1dE, 1Y) =

= (AdF(tTHdE, X AdF (t 7 dE, 1Y) =
= (dE, 1 X, dE,1Y)p = ds?(X.Y),.

Para mostrar a invaridncia, tome x € IF e escreva x = vT, com v € U. Entdo podemos
calcular
ds*(dE X, dE,Y )ux = (dE(uy)y-1dELX, dE(,y-1dEY)n =

= (dE,~1(dE,~dE)X, dE,-1(dE,~+dE)Y)p =
= (dE, <X, dE,1X)n = ds?(X,Y)x.

Reciprocamente, dada uma métrica U-invariante em IF, defina um produto interno em
N = Ty IF por (X,Y)a = ds*(dE X, dE,Y)., para todo X,Y € m. Vamos mostrar que este

produto interno é Ad(T) invariante. Para isto, basta calcular para todot € T
(AdF (t)dE, < X, AdF ()dE,~Y)p =

= ds?(dE,AdF(t)dE, 1 X, dE,AdT ()dE 1Y), =
= ds?(dE(dE, 1 X), dE(dE, 1Y)y, =
(dE,~1X, dE,~1Y)A,

como queriamos demonstrar. B
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Um produto interno satisfazendo as condi¢cdes da proposicdo acima tem a forma
(X, Y)a = —(AX)Y) (3.42)

onde A : m — m positiva definida em relacdo a forma de Cartan-Killing (.,.). A métrica
invariante dada por A serd denotada d5,2\. Esta pode ser estendida a uma forma bilinear no

fibrado complexificado TC/F, ndo necessariamente positiva definida, pela seguinte relaco:
dsi(X +V=1Y, Z + V=1W) = dsx(X,Z) — dsx(Y,W) +

+ VL [ dsE(X, W) + ds2(Y, 2) ],

onde a extensdo de A é dada por A(X + v—1Y) = A(X) + v—1(Y).

Proposicao 3.2.17 Uma métrica U-invariante em IF é totalmente caracterizada por um con-

Junto de niimeros reais {\q }acn, Satisfazendo Ao > 0 e A\q = A_o, Va € T1.

Dem: A invaridncia do produto interno pelo grupo de isotropia Ad(T) equivale a dizer
que os elementos da base canénica {Ax, vV —1Sq}acn S0 autovetores de N\, associados ao

mesmo autovalor \,,. Desse modo, podemos calcular no espaco tangente complexificado

Aq — Vfl(ﬁsa))
2

ANXa) = /\(

= 2{AMA) ~VIIANVTIS) ) = S halA) - VI D(VTISW) ) =

- %"‘{Aa—\/?l(ﬁsa)} = XaXa,

e desse modo, a métrica é completamente descrita pelo conjunto {\o}, com a € 1.

Também vale Ao, > 0, pois
0> (MNMAx) Ax) = AaAa, Ax) =

= >\a<Xa‘Xfa,Xa‘Xfa> =

Finalmente, vamos mostrar que Ao = Ao. De fato, calculamos

2AaXo = /\(2Xo¢) = /\(Aa_\/jl(\/jlsa)) =
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= _A(A—a)_\/jl/\(\/jls—a) = _A—a(A—a)_\/j]-}\—a(\/le—a) =
= A aq(-A_ 4 —V-1(V-15_4)) = 22 _Xa,

e concluimos que Ao = XA_o. 1

Considere agora a tripla (/F, J = {eq}tacn, ds,% = {>\a}o¢6ﬂ> e denote Q = QA a forma

Kahler correspondente, isto é,
QIX,Y) = dsi(X, JY) = (AX, JY),

para quaisquer X,Y € 7n. Esta se estende naturalmente a uma forma bilinear simétrica na
complexificacdo q de n, que ainda serd denotada Q2. Pelas consideracgdes feitas anteriormente,
temos

Q(Xa, Xg) = —V—1Xa€5(Xa, Xg), Va,B €T (3.43)

Lembrando que os X, sdo vetores em uma base de Weyl, temos (X, Xg) = 0 sempre que
a # B. Também (X4, X_o) = 1, € neste caso

Q(Xarx—a) = _\/jlkaea- (3.44)

Proposicdo 3.2.18 A diferencial dQ2(X«, Xg, Xy) se anula a menos que a + (3 + v = 0.

Quando isto ocorre,

VI
dQ(Xo, Xg, Xy) = ?maﬁ(kaea + Agep + Ayey). (3.45)

Dem: Lembre-se da expressdo da diferencial dada na proposicdo (3.2.3)
dQ(X,Y, Z2) = -Q([X,Y], Z2) + Q[X, Z].Y) = Q([Y. Z]. X).

Substituindo nos vetores da base de Weyl, obtemos

—Q([Xa Xgl, Xy) + Q([Xa, Xy], Xg) = Q([Xg, X4]. Xa) =
= —Q(magXasp, Xy) + QUMayXaty, Xg) — QmayXg+y, Xa) =
= MapV—=harpey(Xatp, Xy) = MayV=1Aa1v€p{Xary, Xp)+
+MeyV=1Ag1y€a (Xpiy Xa)-

Mas sabemos que (X5, Xp) #0 & 0=—p & o0+ p=0, para todo o,p € 1. Desse
modo, para que os trés termos da expressdo acima ndo se anulem, é necessario e suficiente

que a+ 3+ =0. Ou seja, a diferencial d2(Xy, Xg, Xy) = 0 a menos que o + 3+ = 0.
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Neste caso, a expressdo se reduz a
MapV—1Aa186y — MayV —1Aaiv€s + MeyV =151y,

pois sabemos que (Xs, X_5) = 1. Usando que a +B = —y, a+v=—-B elB+v = —qa,

obtemos
MapV —1}\_,),5,), — Moy V —1>\_5€5 + My V -1 _qéq.
Mas oo + B3+ = 0 implica que Mag = Moy = Mgy € May = —Myo (veja [10]), e
concluimos
v—1
C/Q(Xa, Xﬁ, Xry) = Tmaﬁ(kaea + >\[3€5 + }"YE’Y)'
como queriamos demonstrar. B
Dizemos que uma tripla de raizes {a,3,~} satisfazendo a + 8+« = 0 é uma

(0,3)-tripla da estrutura quase complexa J se €, = €g = €,. Caso contrario, {a, 3,7}
é dita uma (1, 2)-tripla de J.

Definicao 3.2.19 (Variedade (1,2)-simplética) Uma variedade quase Hermitiana (M, J, g)
é dita (1,2)-simplética (ou quase Kahler) se

dQAX,Y,Z) =0
quando um dos campos de vetores X, Y, Z acima é do tipo (1,0) e os outros sdo do tipo (0,1).

Agora, a partir da proposicdo e das definicGes anteriores, daremos um critério para decidir

quando um par invariante (J, ds2) torna IF uma variedade (1,2)-simplética.
Teorema 3.2.20 Um par U-invariante <J = {€a}acn dsz = {Aa}aen) na variedade ban-
deira maximal IF é (1,2)-simplético se, e somente se,

para toda (1,2)-tripla de raizes {a,B,7v}. Neste caso, dizemos que a métrica N\ é

(1,2)-simplética com respeito a J.

Dem: Suponha que (J, ds2) é um par (1,2)-simplético na variedade bandeira IF, e tome

{a,B,v} uma (1,2)-tripla de raizes. Entdo temos que €y 7 €3 € €q 7# €, € Sem perda de
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generalidade, vamos assumir €, = 1 e €g = €y = —1. Isto implica que X € um vetor do tipo

(1,0) e Xg,X sdo vetores do tipo (0,1). Por hipétese
v—1
dw(Xa, Xﬁ, X,Y) =0 = Tmaﬁ(ea)\a + 65)\5 + E»y>\'y) =0

= €ala T €825 + €xAy =0,

pois Mgs 7# 0. A reciproca é imediata. B



Capitulo 4

Aplicacoes Harmonicas e Holomorfas

na Variedade Bandeira

4.1 Holomorfia e f-holomorfia em /F

Tomemos IF = U/T a variedade bandeira maximal associada a © = () e denote xo = 1.T

sua origem. Ja vimos anteriormente que o espaco tangente complexificado na origem é

9= (TF) =) g« <9
acll
Além disso, esta € uma decomposicao de q em componentes irredutiveis, de modo que
q = @ Yo (4.1)

aell

Dada uma raiz o € 1, defina uma distribuicao em IF pela relacdo

Ealk-xo) = ki(ga) = d(Ek)xo(ga)r (4.2)

que esta bem definida, uma vez que Ad(k)(ga) = go. Como cada d(Ey)x, € um difeomorfismo

de Ty, IF em Ty x,IF, e a acdo de U em JF €& transitiva, obtemos

(TF) = @ Ealx), V¥xelF. (4.3)
acll

Ainda, este espaco é isomorfo a @aeﬂ ga pela identificagdo go «— Eq(X).
Seja M uma superficie de Riemann, ou seja, uma variedade complexa 1-dimensional.

Particularmente, M = M? & uma variedade diferenciavel de dimensdo 2, e seque para todo

p €M que ToM = IR?. VVamos assumir também que M é compacta e orientavel, e con-
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siderar uma aplicagdo diferenciavel ¢ : (M, Jo) — (IF, J). Aqui, Jo(x,y) = (—y,x) é a
estrutura complexa canénica do IR? (tem o efeito da multiplicacdo por v/—1) e J = {€q }aen
€ uma estrutura quase complexa invariante qualquer em /F, onde €4, = 1 e €_4 = —€4,

para todo a € . Daqui adiante, (M, Jy) sera denotado simplesmente M.

Para um dado ponto p € M, considere a diferencial complexificada
(dP)p - (ToM) — (Tpp) IF)".

Fazendo a decomposicdo usual TSM = T M & TLO AL, e lembrando da caracterizacdo

dada em (2.9) e (2.10), obtemos por um calculo direto
TOM~Cc e TOYM=o,

donde segue a decomposicdo de (d¢), nas componentes

0
80p = o2(p) - TSHOM — T (4.4)
e
05, — acb( ) TO g (0.1 ) (4.5)
P a7 p)-tp é(p) " - '

Usando a decomposicdo de T€IF em componentes irredutiveis, para cada p € M temos

(d°0)p € (To(p)IF) = ED Eald(p)).

acll

onde Eq(¢(p)) = spanc{Xa(d(p))} pode ser interpretado como o subespaco gerado pelo ve-
tor X, da base de Weyl, mas agora transportado ao ponto ¢(p) € IF, como num referencial.

Portanto, para todo X € T,M, temos

(d0)p(X) = > aa(X) - Xa(¢(p)).

acll

onde 0s a4 (X) sdo os coeficientes da combinacdo linear referentes a entrada o € 1. Assim

podemos definir os operadores

Geaer - M X TM — | ] Ea(x) (4.6)

xeF
acll

dados pela relacdo
(P, X) — aa(X).Xa(d(p)) € Ea(d(p)). (4.7)
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Também podemos pensar tais operadores, para cada a € [1, como aplicacbes

o : M — E, tomando valores em E4(¢(p)). Feitas estas consideragdes, podemos escrever

% ) = 3 balp) (4.8)
¢ 0
D0 =Y dalo) (4.9)
€q=—1

as componentes da diferencial que pertencem ao fibrado tangente holomorfo e anti-holomorfo

de IF, respectivamente.

Vamos agora descrever as aplicacdes holomorfas no nosso caso particular. De fato, ja
mostramos anteriormente que uma condi¢do necessaria e suficiente para que a aplicacdo
¢: (M,J) — (N, J') seja holomorfa &€ que 8¢ = 0. Entdo, quando ¢ : M — (IF, J) e

vale a decomposicao
o o
c —
(d9)p = 5, (P) + 5= (p).

esta condicdo reescreve-se como %(p) =2 e.—1%a(p) =0, para todo p € M. Mas por
construcdo, isto acontece se, e somente se, todos os coeficientes ¢ (p) se anulam, quando
a € 1 com €4 = —1. Equivalentemente, para todo a € 1 temos ¢ (p) = 0 ou ¢p_n(p) =0,
pois M = N0 yNOY) e ¢, = 1 implica e.q = —1. Sendo assim, obtemos a seguinte

caracterizacao.

Teorema 4.1.1 (Eq. de Cauchy-Riemann) Uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — (IF, J)

é J-holomorfa em p € M se, e somente se, para todo o € [1, temos

¢a(p) #0 = d)fa(p) = 0. (4-10)

Definicdo 4.1.2 (f-Estrutura) Uma f-estrutura em IF é um campo de endomorfismos
F . TIF — TIF tal que, para todo ponto x € IF, a aplicacdo Fy : TxIF — T.IF é

uma transformacao linear tal que .7-"3 + Fx = 0.

Observe que toda estrutura quase complexa J em /F é também uma f-estrutura, pois

P=-d= P=-J= LP+J=0,
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mas a reciproca ndo é necessariamente verdadeira. Como no caso das estruturas quase
complexas, a invaridncia de uma f-estrutura F em [F implica que esta pode ser totalmente
descrita por um conjunto de nimeros {fy}qen, onde f, € {0, £1} e satisfaz f.y = — 1y,
para todo a € [l. De fato, note que agora teremos polinémios caracteristicos da forma
X3+ X = X(X? +1), cujas Unicas raizes possiveis s3o {0, £v/—1}.

Definicao 4.1.3 (Aplicacdo Subordinada) Diremos que wuma aplicacdo diferenciavel
¢: (M,J) — (IF, F) é subordinada a f-estrutura F se, para todo a € I tal que fy # 1,

temos necessariamente ¢o = 0.

Proposicao 4.1.4 Uma aplicagdo diferenciavel ¢ : M — (IF, F) é F-holomorfa se, e so-

mente se, é subordinada a F.

Dem: Por definicdo, ¢ é F-holomorfa se, e somente se, dp o J = F o d¢p. Mas, de
acordo com Rawnsley [22], isto acontece se, e somente se, g—f(p) pertence ao autoespaco de

F associado a \/—1. Portanto, ¢ é F-holomorfa se, e somente se,

Z dalp) € AUt}'(\/jl)-

fa=1

Equivalentemente, se o € N e fy, # 1 (ou seja, ¢po nNdo esta no /—1-autoespaco de F) entdo

¢a(p) = 0. Ou seja, por definicdo, ¢ é subordinada a . B

Definicdo 4.1.5 (f-estrutura Horizontal) Considere uma f-estrutura invariante F em IF.

Defina os subespacos

]:Jrzzga

aell
fa=1

F_ = Z ga-

aell

=—1

Dizemos que F é horizontal se [Fy, F_] C p.
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4.2 Harmonicidade em /F

Seja ¢ : (M, g) — (IF, ds3) uma aplicagdo diferenciavel, onde M = M? & novamente
uma superficie de Riemann compacta e orientavel. Ja sabemos que ds,% é totalmente descrita
pelos escalares Ay € IR tais que A\q = A_q > 0, para todo a € [1. Como dimM = 2, temos

a decomposicado usual da diferencial
_ 0¢ 100)
dop = a(P)dX‘F @(p)dy,

onde %(p) = d¢p(a—ax), g—ff(p) = d(bp(%) e supomos que {3%, %} é base ortonormal de
TpM com respeito a métrica g. Lembrando da expressdo (2.2) para a norma de Hilbert-

Schmidt do diferencial d¢,, seque
2
0 0
a0, = Y- ast( 52000, 52 0)) =
=1 i i
0 0 0 0
= dsj <af(p), af(ﬁ)) + dsj, (af(p), af(p))

Considerando a estrutura quase complexa candnica Jy em M, e recordando as seguintes

notacdes do capitulo 2
o dz=dx++/—1dy e dz=dx—+/—1dy,
o _ [ ) o _ [ )
® 2z <6X_V_13y> € 5z = <6X+V_18y>'
podemos reescrever a expressao acima como
o o o o
2 _ 4299 o 2( 99 o
a0, = a5t (52000, 520 ) + a5t (5200, 52000 ) (a.11)

Consegiientemente, a energia de ¢ € dada pela expressao

W =5 [ (HZ‘f(m i)ug. (4.12)

Supondo que IF estd munida de uma estrutura quase complexa invariante J = {€q }aen,

2 o
[z

e substituindo a decomposicdo em componentes irredutiveis dada em (4.8) e (4.9), obtemos

E@ =3 [ [dsi( S 6a(p). 3 qba(p)) + dsﬁ< S 6alp) S qb_a(p))] v

€q=1 €q=1 €q=1 €q=1
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Recordemos que ds/z\(., .) = —(A.,.) e que os subespacos de raizes g, € gg sdo ortogonais
com respeito a forma de Cartan-Killing, a menos que 3 = —a. Também, por construcdo,
para cada a € N e x € IF, temos E4(x) isomorfo a go. Finalmente, usando a simetria de

A = (Aa)aecn, podemos escrever a expressdo acima como

E@ =3 [ [ 3" 453 (6alp). balp)) + 3 053 (¢_a<p),¢_a<p))] vy =

€q=1 €q=1

=23 [ 053001 a0)) + @5 (8- (91 6-a0)) 0 =

€q=1

- % 3 (2 /M ds,%(aﬁa(p),d)a(p))lfg) =

€q=1
> E@) =Y [ dR(0a(0). 4u0)) 6 (4.13)
aen

Daqui em diante, estaremos interessados em calcular as equagdes de Euler-Lagrange para
aplicagdes em variedades bandeira. Com esta finalidade, suponha primeiramente que G/H é
um espaco homogéneo, dado pelo quociente de um grupo de Lie G por um subgrupo H. Seja
a aplicacdo diferenciavel

Y : N — G/H
p— 9g(p).H

onde N & uma variedade diferenciavel, g(p) € G para todo p € N e x = 1.H denota a
origem de G/H. Considere perturba¢des do tipo

PYE(p) = expg(ta(p)) w(p) = (9P .g(p)) H,

onde t € (—¢,€) e g: N — g = Lie(G) é uma aplicagdo C.

Se X € g, sabemos que d(expg)x : ¢ — g é dada pela formula
d(expg)x = d(Ex)1 0 Sx (4.14)

onde Sx : g — g € a série de poténcias

ad(X) _ 1

o 1 e
Sx = ;) (k+ 1)!ad(X)k ~ T ad(X)
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Seja
m:G— G/H
g—g.H

a projecdo candnica, e tome A € g. Entdo, d(m)1 : g — Ty, (G/H) e temos

) - 2

d

dt

t=0

_(x(e™) = (dm o dtercrs) A =

= (d('rr)l o Idg>.A = d(m)1.A = A
Denote x = g.H € G/H. Assim, fica bem definido um campo de vetores A € C(T (G/H)),
a saber, o campo de vetores determinado por A € g. Mais precisamente

AX) = A(g.H) =

(d(m)god(Dg)1).A = d(m)g.A%g)
d

dt

[wo Dy(h(1))] = &

t=0 dt

_|tog).a].

onde h: (—€,e) — G é uma curva diferenciavel tal que h(0) =1 e %‘t:o =A.

Lema 4.2.1 Fixe x = g.H € G/H e considere a aplicacdo de avaliacéo fy : G — G/H, que
a cada ponto h € G associa (hg).H € G/H. Considere também o difeomorfismo candnico

g: G/H— G/H tal que g(h.H) = (gh).H. Nessas condicbes, para todo A € g, vale

d(f)g-A%(9) = d(g)x.A(x). (4.15)

Dem: Usando a definicdo de campo de vetores transladado a esquerda em grupos de Lie,
podemos calcular diretamente:

(d(E)g0 d(Egh).A = d(fioEg)i.A = d

[0 Eg(e™)] =

dtlio
= % t:O[fx(ge“‘)} = % . [(getAg).H] % - [(gowo Dg)(efA)} _

d(9)x o (d(m)g0d(dg)1) A = d(g)xA(x). @

O préximo lema fornece o valor de dit para cada valor de t fixo.
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Lema 4.2.2 Sefamp e N ev € ToN. Fixado t € (—¢,€), vale a formula

dW)pv = d(fy(p)) oty © AP ta(p)-(td(@)pv) + d(e9P)) o d(W)p.v . (4.16)

Dem: A derivada é calculada fazendo (p) e q(p) variarem em valores p € M. Mais

precisamente, sabendo que
Pi(p) = e PLp(p) = fy(p 0 e™P),
podemos calcular, usando a regra da cadeia,
d<fw(p) ° etq(p)) Vo= [d(fw(P))efq(p) +d(etP o z/z(p))} v o=
= d(fw(p))etq(p) © d(eXpG)tq(p)-(td(q)p-V) + d(etq(p))w(p) od(¥)p.v,
como queriamos. B
Faca A= Siq(p)(td(q)p.v) € g, € de (4.14) vem

Ae(etq(p)) = d(Eera); © Sta(p) (td(@)p.v) = d(expc)rq(p) (td(a)p.v).

Assim,

d(Fy()) tar © AEXPG)tq(p)-(£(@pV) = d(Fyp) e (A°(19P)) ),

e usando o lema (4.2.1) obtemos

A (Fy() ot (A°(e59P)) ) = d(ef0)) o Aw(p)).

Juntando todas estas informagd&es e o lema (4.2.2), fica demonstrada a seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 4.2.3 Dados p € N e v € TN, denote A= Sy (td(q)p.v) € g. Entdo, vale

a seguinte formula para o diferencial da aplicacdo perturbada

@)y = d(eP), (AW(p) + d@)pv). (4.17)

Note que A é funcdo de t, p e v e escrevemos A = A(t, p, v). Também é bom salientar
que por abuso de notacao, etd(P) denota o difeomorfismo da acdo candnica de G em G/H

gerado pelo elemento etd(P).
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Voltando ao nosso caso particular, temos AN/ = M2, com métrica g e estrura quase

complexa canénica Jp. Também, G/H = U/T = IF é a variedade bandeira maximal, munida

de uma estrutura quase complexa J = {€x}qen € uma métrica dsi; = {Aq}taen, ambas

invariantes. Se ¢ : M — N é diferenciavel, para todo p € M, a diferencial complexificada

(d°¢)p, admite a decomposi¢do usual

9, \ . (10 (1.0),
5, () TEOM — THDIF

o¢

1)
0z IF.

10 (0
—(p) : M—>T(p)

Tomando uma perturbacdo do tipo ¢f(p) = (et9Pg(p)).T, com t € (—¢€€) e

o(p) = g(p.T), Vp € M, podemos reformular a expressdo (4.17) e obter o seguinte re-

sultado.

Proposicdo 4.2.4 Nas condicdes anteriores, se (d“¢t), = az (p) + (p) ent3o para todo

t € (—¢€,€), valem as formulas:

7 adﬂ(p) — d(e tq(p))d)(p) (é(q}(p)) + %(p)), onde B(t,p,v) = Stq(p)(t%(p)) cu

2 adf(p) — d(e tq(p))(p(p) (C(d)(p)) + %(p)), onde C(t, p,v) = Stq(p)<t%(p)> cu

Vamos agora determinar as equagdes variacionais para o nosso problema.

Proposicdo 4.2.5 A energia da aplicacdo perturbada ¢t, t € (—¢,¢€) é

@) = 5/ [

Dem: Para cada t € (—¢, €) temos

E(¢) = 5 (H%f

o |I?

B(0) + 5, (0)| + %

HC(¢( p) + 55 (P o

[,

Lfboratn- 0

2
Vg =
A

1

3, ot 00 + Z00)

Ug.
A

(4.18)
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2
Vg.
A

A dltima igualdade é valida, pois a métrica ds,z\ é U-invariante por hipotese. De fato, a

2 y ¢
A+ HC(cb(p)) +55(P)

_1/
-3/,

|B0o) + 5200

propria definicdo de invaridncia garante que o difeomorfismo etd(P) - |JF — IF é uma isome-
tria. A

Lema 4.2.6 Para quaisquer funcées diferenciaveis q; : M?> — TCIF, i € {1,2}, vale a

Igualdade

| (Vala@la@) v+ [ (a@).Vela@])n =0 @1

Dem: Como j3 vimos anteriormente, T M? ~ TALO M2 De fato, faca a correspondéncia

0 0 0 0
a — § e a — —\/—1§,

onde & = (2 — \/—1%). Lembrando que dz = dx ++/—1dy e dz(£) = 1 obtemos
d(v/—1z) = —v/—1dz, pois

—\/—sz(ﬁ;z) _ (-ﬁ)mdz@) 1

Desse modo, toda aplicacdo diferencidvel f : M? — € satisfaz em p € M?,
of of 1/0f of
d(f)p = a*X(P)dX+ @(p)dy ~ 2<aZ(P)dZ+ Y —1§(P)d(\/ —1Z)> =

16f
20z

10f 10f of
Eg(P)dZ‘f‘ 55(0)672 = 5(

p)dz — \/jlﬁg;(p) = p)dz.

Consideremos agora a aplicacdo f(p) = <q1(p), qz(p)>/\ : M? — €. Temos

of 9 I [ G2
o~ 8/ = g @@ = (Vea®) (@ Vo) =

= (Vea@), +(a (Vam)) = (Vo @) + (0 Vea)



4.2 Harmonicidade em /F 89

Usando o teorema de Stokes,

| dws = [ fe) =0

pois supomos que M? ndo tem fronteira, isto 6, OM? = (). Segue-se entao,
g

//vl2 d(f)prg = /M2 [gi(p)dz]ug —
/M2 [<vaazq1ﬂ2>/\+<671,Vaazq2>/\},/g — 0 =
= //vt2 <V£q1,q2>/\ug = _/M2<q1'v§zC72>/\l/g,

como queriamos demonstrar. B

Teorema 4.2.7 (Eq. de Euler-Lagrange) Uma aplicacdo diferenciavel ¢ : M — (IF, J, ds3)

é harmoénica se, e somente se, valer a igualdade

Re[ZAa(Vcha(p))] = 0. (4.20)

€q=1

Dem: Escreva By = B(t,p,v), Ct = C(t, p,Vv) e considere a variacdo a um parametro
®t(p), com t € (—¢,€). Desse modo, usando a notacdo (., .)p = dsa(.,.), temos a partir da

expressdo em (4.18),

E@) = 5 [ (B00). Bl00D), w0 + Re [ (E:(0). 520)) v +

M

+ ;/M <ngb(p),gf(p)>/\ug + ;/M (Ce(9(m). Ce(9(P) ) vg +

o eson o)+ 1, (S 500)

= 0. Portanto, usando a

Lembre-se que ¢ é harmoénica se, e somente se, % [E(qﬁt)] ‘t:O
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regra de Leibnitz para derivar as integrais,

GO o = 3 [, G (B0, Beloe)), |+

+—Rg/ i<84¢w» f0ﬂ>

vg +
Alt=0

Ce (d(p)). Ct(¢(P))>A‘t R +

"2l
5 f a0 5500),
¢
).

. 1
2

Vg =
t=0

d
selBow))]|_y Bo@e) ) vy +

o)

(gilBo]|

vg +
A

)
+ / <5[ (¢(p))} ¢(p)>

+ Re/ <jt [Ct(¢( ))}

pois as derivadas das duas parcelas que ndo dependem do pardmetro t se anulam. Contudo,

vg +
A

o¢
o Gz(p)>,\ug'

note que
Be-o = S0 (0-52(9) ) = Sa(0) =0,

e analogamente, Ci—g = 0. Recorde que definimos o campo induzido por A € u em IF como

A(x) = d(m)g 0 d(E4)1.A, onde x = g.T € IF. Desse modo, segue imediatamente que
Bo(x) =0(x) =0 e Co(x)=0(x)=0, VxelF

Substituindo os valores acima, chegamos a expressao

at[E]| = re [ (G[Brto0)

¢
o aZ(P)>AV9 +
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vre [ (Sleww)] 2w) v

Note agora que, escrevendo ¢(p) = g(p).T, e usando a decomposicdo em série

- ead(tQ(p))_l aq

= t29(0) + Lad(ta()(to2(p)) + ..

= t%(p) + t2[q(p),%(p)} + ..

podemos calcular diretamente

% [ét(aﬁ(p))} ’ = %(p)-

t=0

Analogamente, $:[C¢(¢(p))]|,_, = %4 (p). Obtemos assim,

dleeoll = 64, ) 08 [ (20,2
—=[E@]| _ = Re /M < (o), az<P>>A“g #Ref < 2(p). az<P)>A“9'
e usando a igualdade (4.19) do lema anterior,

s2[e@]],, = Re [ (o). 755200} vy—re [ (a0). Vo 5E0) vo

onde V o eV s sdo as componentes holomorfa e anti-holomorfa da conexdo de Levi-Civita
oz o0z
de u©, respectivamente. Assim sendo, pela expressdo acima concluimos que ¢ é holomorfa

se, e somente se,

Re [ <q(p),v§zgf<p)>Aug = <q(p>,vgzgf<p>>Aug &

pois o campo de vetores q(p) é qualquer. Considerando a decomposicdo em componentes

irredutiveis de TCIF, usamos (4.8) e (4.9), e assim temos ¢ harménica se, e somente se,



4.2 Harmonicidade em /F 92

o Relz AaVz<¢a(P))] = —Re[Z Aavz@—a(’?))]’

€a=1 €a=1

pOIS Mg = A_q, para toda raiz o € T1. Aqui V, e Vz denotam as componentes holomorfa e

anti-homolomofa da conexdo em T €IF, respectivamente. Portanto, se denotarmos

Z AaV d)a(p) = A" = Z >\avz(¢—a(p)),

€a=1 €q=1

e como Re(A) = Re(A*), concluimos que ¢ é harménica se, e somente se,

2Re(A) =0 & Re(A)=0 < Re[z AaV ¢a(p))]

€a=1

como queriamos demonstrar. B
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4.3 Aplicacoes Equi-harmoénicas: caso A,

Nesta secdo construiremos exemplos de familias de aplicacbes equi-harménicas. Apenas
consideraremos o caso das variedades bandeira de algebras de Lie semi-simples complexas do
tipo A;. O teorema (4.3.1) provado por Black ([3]) € uma importante ferramenta no estudo
das aplicacbes equi-harmonicas, pois nos fornece uma condicdo suficiente para que uma apli-
cacio ¢ : M? — (IF, F) seja equi-harménica, apenas usando propriedades da f-estrutura F
em IF.

Definicdo 4.3.1 (Aplicacdo Equi-harménica) Uma aplicacdo ¢ : M — (IF, J, ds,z\) dife-

renciavel é dita equi-harmoénica, se ¢ é harmbnica para cada métrica invariante ds/% em IF.

Teorema 4.3.2 Suponha que a aplicagdo diferenciavel ¢ : (M2, Jo,9) — (IF, F,dsz) é

subordinada a f-estrutura horizontal F. Entdo ¢ é equi-harménica.

Em outras palavras, o teorema acima nos diz que as aplicacbes f-holomorfas horizontas de
M em IF s3o equi-harmonicas. Os exemplos de aplicacdes equi-harmonicas apresentados aqui
sao obtidos através do teorema acima. Isto &, a partir de uma aplicacao ¢, construiremos uma
f-estrutura, denotada H®, satisfazendo as propriedades do teorema anterior. De fato, seja
¢ : M? — (IF, F) uma aplicacdo diferenciavel, tome p € M e consideremos a decomposicdo

usual da diferencial complexificada

(d@)p =Y aa(p)Xal(d(p)). (4.21)

aell

Definimos a f-estrutura H? associada a ¢ pela seguinte condic3o:

"= ) ga YpeM. (4.22)
aa(p)=0
Recorde que, quando IF esta munida de uma f-estrutura invariante F, podemos decompor

o espaco tangente complexificado como
TCIF = Aut]:(\/ —1) ©® Autf( —V —1) ) Aut]:(O) ~

~ Zga@ Zg—a@ Zga,
fa=0

fa=1 fo=1
ou seja,

TF ~ Fy®F- &) ga (4.23)
fa=0
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Desse modo, se escrevermos H® = {hg}aen, a expressao (4.22) nos diz que h® =1 se,

e somente se, ay(p) = 0.

Consideremos agora o espaco projetivo complexo CP"~!, isto é, o conjunto de todos os
subespacos 1-dimensionais de €. Seja T — CP"~! o fibrado vetorial tautolégico sobre
CP" !, que pode ser visto como um sub-fibrado do fibrado vetorial trivial n-dimensional
C" — CP"!. De fato, para cada ponto x € CP" 1, a fibra 7,1 & um subespaco
1-dimensinal de €" passando por x. Ja vimos que a variedade bandeira maximal IF = IF(n)
pode ser vista como o conjunto de n-uplas (L1, Lo, ..., L,) tais que, cada L; é um subespaco
1-dimensional de " e L; L L; se i # j. Portanto, cada aplicacdo ¢ : M? — IF(n) pode ser
descrita por uma n-upla (My, Mo, ..., M,) de sub-fibrados de €” — € P"~!, ortogonais dois a

dois e tais que a soma direta é todo €. De agora em diante, faremos a identificacio

(b = (|_|1, HQ, . Hn):

onde cada M, : M — CP" !, para todo 1 € {1, ..., n}.

Cada sub-fibrado ¢ de €" — CP"~! possue uma métrica (., g € uma conexdo Vg,
induzidas pelo produto interno hermidiano usual e a conexdo de Levi-Civita em €, respecti-

vamente. Mais explicitamente,

(X.Y)y = (X.Y), (4.24)

(Vo)X = Mg (g;) (4.25)

onde Ny : €" — ¢ denota a projecao ortogonal usual. Ainda, para cada aplicacdo ¢ =

(My,Ma, ..., 0,) : M? — IF(n), sua segunda forma fundamental é dada por

on;
0z

Seja agora uma aplicacdo h : M? — CP"~! holomorfa e ndo degenerada. Definimos

AL =

: |_|j — |_|,'. (4.26)

suas curvas associadas 0y : M? — G (C™) como

(k—1)
0u(p) = () A 2 () A oo n O ),

para cada k € {1,...,n}. Entd3o, tomando My = 6, N Okﬁl, construimos uma aplicacao
P = (M, Ny, ...,M,) de M? em IF. Temos
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c oy orly
(dY)p = 2 = ((l'h + ... +I‘In)—aZ (My+ ...+ 1y,), ...
an, B
LM+ o+ 7 (I‘I1+...+Hn)> =

(A§2,A§3, ”.YAgnfl)n) _ Z aa(p)Xa-
aell

Portanto, a, = 0se a € ¥, onde ¥ = {a12, ao3, ...,a(n,l)n} é um sistema simples de
raizes de sl(n,C). Mas ¢ & holomorfa, pois se ay # 0 entdo a € ¥, o que implica —a ¢ ¥,
e portanto, a_o = 0. Definindo a f-estrutura associada a ¥ como em (4.22), temos que HY
é horizontal devido ao fato de que, se o,y e a+ vy estioem M e a5, # 0, entdo a € L.
Portanto, a+y ¢ ¥ e assim ag4+ = 0. Por outro lado, ¥ & subordinada a HY poisse a €1

é tal que hg # 1, entdo a ¢ ¥, o que implica a5 = 0.

Desse modo, usando o teorema (4.3.1), concluimos que
Y= (Na)acen : M — IF(n)

€ uma aplicacdo equi-harménica. Cada aplicacdo construida desta forma é chamada de re-

ferencial holomorfo-horizontal.

Exemplo 18 (Aplicacdo de Veroneze) Considerando S° = CP! ~ € U {cc} a esfera de

Riemann, definimos a aplicacdo de Veroneze h : S —s C P? pela relacdo
z — [(1,2,2%)], se z #

e h(oco) =1[(0,0,1)]. Entdo %(z) = [(0,1,22)] e %(z) = [(0,0,2)], donde obtemos as

curvas associadas
e 01(z) = h(z) = [(1,2 2?)],
o 02(2) = h(z) AGL(2) = [(1.z, 22 A[(0.1,22))],
o 63(2) = h(2)AL(2)AZh(2) = [(1.2.2)] A[(0,1,22)] A[(0,0,2)].

Neste caso, a aplicagdo v = (M1, Mo, M3) : S> — (IF(3),F, dsz) dada pelas coorde-

nadas

YU hhy 7T 8z (hh) 370822 (nh) oh o\ 5z’
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é f~-holomorfa e equi-harménica. Note que neste caso, determinar as Ny, k = 1,2,3, tem

0 mesmo efeito de aplicar o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt no conjunto

dh , 8°h
formado pelos vetores h, 77 e 372 O
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