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À minha atual fonte de inspiração, Camila Sayuri, que sempre encontra a palavra certa
nos momentos de aflição.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a aplicação das Equações de Hill na Cosmologia Infla-
cionária, buscando informações a respeito das bandas de ressonância dessas equações e sobre
a produção de part́ıculas no Universo pós-inflacionário. Para isto estudamos as Equações
de Hill e dois de seus casos particulares, as Equações de Mathieu e Lamé, suas bandas de
estabilidade e ressonância. Analisamos o coeficiente de Floquet, que regula a determinação
dessas bandas e apresentamos alguns métodos de cálculo desse coeficiente. Estudamos alguns
modelos cosmológicos: o Modelo Cosmológico Padrão, o Modelo Inflacionário e o Modelo
Caótico. Apresentamos alguns métodos de reconstrução do potencial do Inflaton a partir
de informações sobre a configuração atual do Universo. Por fim, apresentamos nossa con-
tribuição original com alguns teoremas sobre as Equações de Hill e mostramos como eles
podem ser usados para a reconstrução do Potencial Inflacionário.



Abstract

The objective of this work is to study Hill’s Equation in the Inflationary Cosmology context,
searching for information about their resonance bands and about the particle production
in the Universe after inflation. For this, we study the Hill’s Equation and two of their
particular cases, namely the Mathieu’s and Lamé’s Equations, their stability and resonance
bands. We analyse the Floquet’s coefficient, which controls the determination of these bands
and we show some methods to calculate this coefficient. We also study some cosmological
models: the Standard Cosmological Model, the Inflationary Model and the Chaotic Model.
We show some methods of Inflaton Potential Reconstruction from information about the
actual configuration for the the Universe. Finally we present our original contribution with
some theorems about Hill’s Equation and show how they can be used in order to reconstruct
the Inflationary Potential.
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2 - EQUAÇÕES DE HILL, 3

2.1 - Apresentação e o Modelo do Pêndulo Oscilante, 3
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1 - Introdução

Em Cosmologia, a Teoria do Universo Inflacionário é, atualmente, a mais aceita para descre-
ver, exceto na escala de Planck, o universo primitivo, uma vez que esse modelo resolve
alguns problemas do Modelo Cosmológico Padrão, tais como os problemas do horizonte, da
planicidade e da abundância de monopólos magnéticos. Nessa teoria, é prevista uma fase
de expansão exponencial devida a um campo escalar φ denominado Inflaton[1]. No entanto,
para que possa ocorrer a formação de bárions (na fase da evolução do Universo denominada
bariogênese) é necessária uma temperatura bastante elevada, uma vez que os processos f́ısicos
envolvidos na Teoria de Grande Unificação (GUT), que é a teoria padrão para se estudar esta
fase do Universo, ocorrem a temperaturas da ordem de 1028K, ou dito de outra forma, cujas
energias associadas são da ordem de 1015 GeV[2]. Uma vez que a expansão inflacionária leva a
uma queda brusca na densidade de matéria, bem como na temperatura do Universo, um novo
mecanismo deve agir levando à criação de matéria em regimes relativ́ısticos e, consequente-
mente, reaquecendo o Universo. As primeiras tentativas de se conseguir um mecanismo que
explicasse essa produção de matéria, e por conseqüência o reaquecimento, foram feitas por
Dolgov e Linde [3] e por Abbot et al [4]. Entretanto, estes modelos não levam a temperaturas
suficientemente altas para que tenha ińıcio a fase de bariogênese no universo pós-inflacionário.

Nos últimos anos, modelos baseados na idéia de que o fenômeno de Ressonância Paramétri-
ca (com diferentes variações)[5],[6],[7] é responsável pela criação de matéria no Universo têm-se
mostrado interessantes pela sua simplicidade (enfoque semi-clássico) e compatibilidade com
o modelo inflacionário. Nos modelos mais antigos, o campo clássico φ, chamado Inflaton
(postulado no modelo de Universo Inflacionário), oscila ao redor do mı́nimo de seu potencial
V (φ), denominado Potencial do Inflaton. Os campos de matéria, denotados coletivamente
por χ e, em geral tomados como campos escalares, são acoplados ao Inflaton φ via uma
Lagrangiana de Interação do tipo Lint = gφχ2 ou ainda Lint = gφ2χ2, onde g é a constante
de acoplamento dos campos. Estas lagrangianas são as mais simples posśıveis e, claramente,
o fator χ2 implica um termo linear na equação de movimento de χ o qual ainda é man-
tido para lagrangianas mais gerais do tipo Lint = gf(φ)χ2, onde f é uma função cont́ınua.
Na solução das Equações de Euler-Lagrange, este acoplamento pode levar, dependendo do
comportamento da função f(φ) (periódica, por exemplo), a um crescimento exponencial da
amplitude dos campos de matéria χ e, neste caso, devido ao fato de o número de part́ıculas
ser proporcional ao quadrado da amplitude, o crescimento do número de part́ıculas dos cam-
pos escalares χ também é exponencial.

Matematicamente o que ocorre é que as equações de movimento dos campos de matéria
χ, quando a Lagrangiana de Interação é do tipo Lint = gf(φ)χ2 e f(φ) é periódica na variável
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φ, reduzem-se às chamadas Equações de Hill, que têm como casos particulares as Equações
de Mathieu e as de Lamé. O importante neste contexto é que o espaço dos parâmetros
(geralmente presentes na função f(φ)) destas equações apresenta bandas de estabilidade
(soluções limitadas) e bandas de instabilidade ou ressonância (soluções com comportamento
exponencial). Quando tais parâmetros estão dentro de uma banda de ressonância, a solução
tem uma amplitude que cresce exponencialmente, o que nos leva, então, a uma produção
exponencial de part́ıculas dos campos de matéria, mencionada acima.

O mecanismo de Ressonância Paramétrica tem ainda importância na producão de par-
t́ıculas na presença de campos eletromagnéticos fortes[8] ou ainda condições de fronteira
adequadas. Neste contexto a Teoria de Ressonância Paramétrica pode ser aplicada em
domı́nios finitos onde condições de fronteira precisam ser necessariamente impostas, as quais
têm grande influência na produção de part́ıculas.

No Caṕıtulo 2 descrevemos o fenômeno de Ressonância Paramétrica para um sistema
f́ısico simples, a saber, um pêndulo simples, cujo ponto de apoio oscila na direção verti-
cal. Fazemos um breve estudo das Equações de Hill, apresentamos os conceitos de bandas
de estabilidade e instabilidade (ou ressonância), enunciamos e demonstramos o teorema de
Floquet, o qual fornece a forma da solução geral desse tipo de equação, e indicamos alguns
métodos para o cálculo do “Expoente de Floquet”.

No Caṕıtulo 3 fazemos uma revisão dos modelos mais conhecidos da Cosmologia: o Mo-
delo Cosmológico Padrão (MCP), o qual é baseado exclusivamente na Teoria da Relatividade
Geral, o Modelo Inflacionário, que resolve alguns problemas inerentes ao MCP, em particular
os problemas do horizonte e da planicidade, e o Modelo Caótico, que, por sua vez, pretende
dar uma solução completa aos problemas do MCP.

No Caṕıtulo 4 apresentamos o problema da Reconstrução do Potencial V (φ). Este con-
siste em, a partir de alguma informação sobre a configuração atual do Universo, como por
exemplo, a distribuição de matéria, ou o espectro das perturbações na Radiação Cósmica de
Fundo, deduzir uma forma para V (φ). Esse tipo de problema, conhecido na literatura como
Problema Inverso, possui uma série de formulações, relacionadas aos diferentes métodos de
resolução. Alguns desses métodos serão apresentados nesse caṕıtulo.

No Caṕıtulo 5 apresentamos as Equações de Hill no contexto da Cosmologia Inflacionária,
abordando dois de seus casos particulares: as Equações de Mathieu e de Lamé, bem como
os regimes de validade de cada uma.

No caṕıtulo 6, por fim, apresentamos alguns teoremas referentes às bandas de ressonância
e extráımos algumas conclusões a respeito da criação de part́ıculas a partir de adaptações
necessárias para que possam ser aplicados ao domı́nio da Cosmologia Inflacionária.
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2 - Equações de Hill

2.1 - Apresentação e o Modelo do Pêndulo Oscilante

As equaçoẽs de Hill são equações diferenciais reais ordinárias, homogêneas, de segunda or-
dem com coeficientes periódicos. Esse tipo de Equação foi proposto inicialmente por Hill em
1877, no estudo do movimento planetário do sistema Terra-Sol-Lua. Sua importância, no
entanto, vai além da Mecânica Celeste, havendo aplicações no estudo de circuitos elétricos,
condutividade elétrica de metais e na teoria do ćıclotron[9].

A forma geral de uma Equação de Hill é:

z̈ + a(t)ż + b(t)z = 0, (1)

com a(t) e b(t) periódicas. Essa equação pode ser escrita da forma:

ÿ + Q(t)y = 0, (2)

que é a forma usual na literatura matemática, e que pode ser obtida a partir da mudança
de variável dependente:

y = exp

(

1

2
A(t)

)

z, (3)

onde a(t) = Ȧ(t). A função Q(t) é dada por:

Q(t) = −1

2
ȧ(t) − 1

4
a2(t) + b(t). (4)

Em muitos textos de F́ısica-Matemática a Equação de Hill é apresentada como:

ÿ + [ω2
0 + hp(ωt)]y = 0, (5)

onde ω,ω0 e h são parâmetros e a função p(ωt) é periódica. Nosso interesse nas Equações de
Hill se deve ao fato dessas equações apresentarem o fenômeno de Ressonância Paramétrica,
que é o tipo de ressonância no qual a influência de fontes externas é controlada somente
através da variação temporal dos parâmetros do sistema f́ısico considerado.

Um exemplo de sistema f́ısico no qual ocorre o fenômeno de ressonância paramétrica é o
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Figura 1: Pêndulo simples oscilando verticalmente.

do pêndulo simples que oscila também na direção vertical[10].

A Lagrangiana desse sistema é dada por:

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) + mgy

Para x = lsinθ e y = lcosθ + f(t), onde f(t) é uma função periódica, a Lagrangiana toma a
forma:

L =
1

2
m(l2θ̇2 + ḟ 2 − 2lḟ θ̇sinθ) + mgf + mglcosθ

Aplicando a Equação de Euler-Lagrange para a variável θ:

d

dt

∂L
∂θ̇

+
∂L
∂θ

= 0

obtemos:

θ̈ +

(

g

l
− f̈

l

)

sin θ = 0

Para pequenas oscilações, vale a aproximação sin θ ≈ θ e a equação reduz-se a:

θ̈ +

(

g

l
− f̈

l

)

θ = 0

Tomando ω2
0 = g/l e definindo o parâmetro h e a função periódica p(ωt) de modo que
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− f̈
l

= hp(t), temos:

θ̈ +
[

ω2
0 + hp(ωt)

]

θ = 0, (6)

que é idêntica à equação 5 acima. Na próxima seção veremos que para ω fixo, o espaço
bidimensional dos parâmetros (ω0, h) é dividido em regiões de estabilidade e instabilidade
das soluções θ(t).

2.2 - Teorema de Floquet e Considerações Gerais

Seja a Equação de Hill[9]:

ÿ + [ω2
0 + hp(ωt)]y = 0 (7)

onde ω0 e h são parâmetros reais e p(ωt) é uma função real, limitada, cont́ınua num intervalo
e periódica de peŕıodo ωT , ou seja, p(ω(t + T )) = p(ωt). A existência de soluções para esse
tipo de equação é garantida pelo:

Teorema 2.1(Floquet): Seja p uma função real cont́ınua por partes e definida para todos
os valores de t com peŕıodo T . Então a equação (7) possui duas soluções continuamente
diferenciáveis y1(t) e y2(t), com equação caracteŕıstica dada por:

ρ2 + [y1(T ) + ẏ2(T )]ρ + 1 = 0, (8)

com soluções ρ1 = eµT e ρ2 = e−µT (µ é denominado Coeficiente Caracteŕıstico, ou Ex-

poente de Floquet). Se ρ1 �=ρ2 então a equação diferencial possui duas soluções linearmente
independentes

y1(t) = eµtp1(t) (9)

y2(t) = e−µtp2(t) (10)

onde p1(t) e p2(t) são funções periódicas de peŕıodo T .

Demonstração: Seja y(t) uma solução da Equação de Hill. A equação é invariante por
uma translação de peŕıodo T , pois se z = t + T temos:

y(z) = y(t + T )

e

d2y(z)

dt2
=

d2y(z)

dz2
.

E a equação transladada fica então:

d2y(z)

dz2
+ [ω2

0 + hp(ωz)]y = 0 (11)
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Como p é periódica, a invariância da equação nos permite supor que y seja uma função
quase-periódica, isto, é:

y(z) = y(t + T ) = ρy(t) (12)

onde ρ é uma constante. De fato, a condição de invariância da equação e a periodicidade da
função p implicam em:

1

y(z)

d2y(z)

dz2
=

1

y(t)

d2y(t)

dt2
= −[ω2

0 + hp(ωz)].

Se y(z) = y(t + T ) = ρy(t), então:

1

y(z)

d2y(z)

dz2
=

1

y(z)

d2y(z)

dt2
=

1

ρy(t)

ρd2y(t)

dt2
= −[ω2

0 + hp(ωz)].

Sejam y1(t) e y2(t) duas soluções linearmente independentes de (7) satisfazendo às condições
normalizadas:

y1(0) = 1; ẏ1(0) = 0
y2(0) = 0; ẏ2(0) = 1,

O Wronskiano de uma equação diferencial de segunda ordem da forma:

ÿ + P (t)ẏ + Q(t)y = 0, (13)

é dado por :

W [y1, y2](t) = W (0)exp

[

−
∫ t

0

P (τ)dτ

]

= y1(t)ẏ2(t) − y2(t)ẏ1(t). (14)

Como, para a Equação de Hill, P (t) ≡ 0, W [y1, y2](t) é constante e igual a W (0), que é dado
por:

W [y1, y2](0) = y1(0)ẏ2(0) − y2(0)ẏ1(0) = 1.

Uma solução qualquer da Equação de Hill satisfaz:

y = c1y1 + c2y2,

ẏ = c1ẏ1 + c2ẏ2.

Logo temos:

y(T ) = c1y1(T ) + c2y2(T ) = c1ρy1(0) + c2ρy2(0) = c1ρ

ẏ(T ) = c1ẏ1(T ) + c2ẏ2(T ) = c1ρẏ1(0) + c2ρẏ2(0) = c2ρ.
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Podemos, então, escrever o seguinte sistema:

c1[y1(T ) − ρ] + c2y2(T ) = 0

c1ẏ1(π) + c2[ẏ2(T ) − ρ] = 0.

O sistema tem solução não-trivial se :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1(T ) − ρ y2(T )

ẏ1(T ) ẏ2(T ) − ρ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Definindo o fator Λ=y1(T ) + ẏ2(T ) temos:

ρ2 − Λρ + 1 = 0, (15)

que é a equação caracteŕıstica. Sejam ρ1 e ρ2 as ráızes desta equação.

• Se |Λ|�=2, ou seja, se ρ1 �=ρ2, temos que

y1(t + T ) = ρ1y1(t), (16)

y2(t + T ) = ρ2y2(t). (17)

Como ρ1ρ2 = 1, então podemos escrever:

ρ1 = eµT , (18)

ρ2 = e−µT . (19)

onde µ é real se |Λ|>2 e imaginário se |Λ|<2.

Agora, a função p1(t)=e−µty1(t) é periódica pois:

p1(t + T ) = e−µ(t+T )y1(t + T ) = e−µte−µT ρ1y1(t) = e−µte−µT eµT y1(t) = p1(t).

Analogamente para y2(t).

• Se |Λ| = 2, ou seja, ρ1 = ρ2 = ±1; para o caso em que ρ1 = 1 temos:
y1(t + T )=ρ1y1(t)= y1(t)⇒ peŕıodo T
Se ρ1=−1, y1(t + 2T )=ρ1y1(t + T )=−y1(t + T )=y1(t)⇒ peŕıodo 2T

Para a segunda solução, procedemos do seguinte modo:
Como y2(t+T ) também é uma solução, segue que y2(t+T )=c1y1(t)+c2y2(t). Para determinar
c1 e c2 temos:

y2(T ) = c1y1(0) + c2y2(0) = c1,

ẏ2(T ) = c1ẏ1(0) + c2ẏ2(0) = c2.

7



Então,

y2(t + T ) = y2(T )y1(t) + ẏ1(T )y2(t),

e y2 será periódica somente se y2(T )=0, terá peŕıodo T se ρ1 = 1 e peŕıodo 2T se ρ1 = −1.
Se y2(T ) �= 0 a solução não é limitada.

Do que foi exposto, podemos tirar as seguintes conclusões:

Para |Λ|>2, temos ρ1>1 e y1(t+T )=ρ1y1(t), ou de forma mais geral, y1(t+kT ))=ρk
1y1(t).

Nesse caso, y1(t) é ilimitada para t crescente. Este é o caso instável.

Para |Λ|<2, temos |ρ1|=|ρ2|=1 e todas as soluções são limitadas. Este é o caso estável.

Para |Λ|=2, temos |ρ1|=|ρ2|=1 e pelo menos uma solução é periódica. A segunda solução
pode ser periódica ou ilimitada.
O coeficiente µ regula o comportamento assintótico das soluções das equações de Hill da
seguinte forma:

1. se µ é real então as soluções são ditas instáveis e são: exponencialmente crescentes
para µ > 0 (y1) e exponencialmente decrescentes para µ < 0 (y2).

2. Se µ é imaginário, as soluções são limitadas e periódicas, e são ditas estáveis.

Podemos agora, calcular o Expoente de Floquet. Consideramos as expressões para
y1(t + T ) e y2(t + T ),

y1(t + T ) = y1(T )y1(t) + ẏ1(T )y2(t),

y2(t + T ) = y2(T )y1(t) + ẏ2(T )y2(t).

Supondo que exista uma terceira solução g �=0 tal que g(t+T )=ρg(t) para algum ρ�=0, então
g(t) pode ser escrita na base {y1(t), y2(t)} da forma:

g(t) = my1(t) + ny2(t),

com m e n não-nulos simultaneamente.

A partir das condições normalizadas obtemos o sistema:

{

[y1(T ) − ρ]m + y2(T )n = 0
ẏ1(T )m + [ẏ2(T ) − ρ]n = 0,

Para que o sistema tenha solução, com m e n não-nulos simultaneamente, é necessário que :

ρ2 − [y1(T ) + ẏ2(T )]ρ + 1 = 0,

8



que é a Equação Caracteŕıstica da Equação de Hill. Pelo Teorema de Floquet, uma solução
yn(t) da Equação de Hill é da forma

yn(t) = e±µtpn(t)

onde pn(t) é cont́ınua por partes e periódica de peŕıodo T . Como g(t + T ) = ρg(t), temos
que ρ = e±µT .

A Equação Caracteŕıstica tem as soluções:

ρ =
y1(T ) + ẏ2(T ) ±

√

(y1(T ) + ẏ2(T ))2 − 4

2
,

e dáı encontramos os valores de µ:

µ = ± 1

T
ln

[

y1(T ) + ẏ2(T ) ±
√

(y1(T ) + ẏ2(T ))2 − 4

2

]

. (20)

Para que µ seja real é necessário que (y1(T ) + ẏ2(T ))2 > 4, ou seja, y1(T ) + ẏ2(T ) < −2 ou
y1(T ) + ẏ2(T ) > 2. Uma vez satisfeitas essas condições, a expressão (20) fornece todos os
valores de µ para o cálculo das regiões de ressonância.

Esse método apresenta duas dificuldades:

1. Devemos ter duas soluções linearmente independentes, o que nem sempre é posśıvel
(a equação de Lamé é um bom exemplo disso).

2. Devemos conhecer o peŕıodo de y(t), o que não é um cálculo fácil.

As regiões em que as soluções são estáveis são chamadas bandas de estabilidade, e as
regiões onde as soluções são instáveis são chamadas de bandas de instabilidade ou de res-
sonância. Os termos estável e instável referem-se ao espaço dos parâmetros (ω0,h), uma vez
que µ está relacionado aos parâmetos ω0 e h, ou de maneira equivalente, atribuindo valores
a ω0 e h, obtemos soluções instáveis ou estáveis da equação de Hill.

Uma definição mais rigorosa de estabilidade é: Uma solução y(t) da equação diferencial
ÿ = f(y, t) definida para t > t0 é dita estável se, dado ǫ > 0 existe δ = δ(ǫ) > 0 tal que
qualquer solução w(t) da equação satisfazendo |w(t0)−y(t0)| < δ implica em |w(t)−y(t)| < ǫ.
Caso contrário, a solução é dita instável.

Essa definição de estabilidade nos possibilita fazer uma análise mais profunda do espaço
(ω0, h). De fato, para toda Equação de Hill [9] existem duas seqüências monotonicamente
crescentes de números reais:

λ = λ0, λ1, λ2, ... (21)

9



Figura 2: Espaço de fase (ω0, h) de uma Equação de Mathieu

e

λ′ = λ′
1, λ

′
2, λ

′
3, ... (22)

tais que a equação (7) (para h fixado) tem solução de peŕıodo π1 se, e somente se, ω2
0 = λn

para n = 0, 1, 2, ... e tem solução de peŕıodo 2π se, e somente se, ω2
0 = λ′

n para n = 1, 2, 3, ....
Os termos λn e λ′

n estão ordenados segundo a seqüência:

λ0 < λ′
1 ≤ λ′

2 < λ1 ≤ λ2 < λ′
3 ≤ λ′

4 < λ3 ≤ λ4 < ... (23)

e

lim
n→∞

1

λn
= lim

n→∞

1

λ′
n

= 0.

As soluções são estáveis nos intervalos (λ0, λ
′
1), (λ

′
2, λ1), (λ2, λ

′
3), (λ

′
4, λ3), ... chamados de

bandas de estabilidade e são instáveis nos intervalos (−∞, λ0], (λ
′
1, λ

′
2), (λ1, λ2), (λ

′
3, λ4), ...

chamados bandas de instabilidade ou ressonância. Nos extremos desses intervalos as soluções
são, em geral, instáveis, porém o único extremo no qual a instabilidade está garantida é λ0.
É posśıvel ajustar os parâmetros ω0 e h de forma a fazer com que as bandas de instabilidade
desapareçam. O único intervalo para qual esse ajuste não é posśıvel é o intervalo (−∞, λ0],
chamado de banda de instabilidade trivial.

Na figura 2 temos um caso t́ıpico de regiões de estabilidade e instabilidade para uma
equação de Mathieu.

1Desse ponto em diante, tomaremos, sem perda de generalidade, T = π. Uma justificativa para esse
procedimento pode ser vista no Apêndice 1.
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Os números λn e λ′
n são, respectivamente, as ráızes das equações ∆(ω2

0) = 2 e ∆(ω2
0) = −2,

onde ∆(ω2
0) é dado por:

∆(ω2
0) = y1(π, ω2

0) + y2(π, ω2
0), (24)

onde y1(t, ω
2
0) e y2(t, ω

2
0) são duas soluções linearmente independentes de ÿ+[ω2

0 +hp(ωt)] = 0
para h fixado. Os números λn são chamados “valores caracteŕısticos do primeiro tipo”, en-
quanto que os λ′

n são chamados “valores caracteŕısticos do segundo tipo”.

Uma solução da Equação de Hill é estável para λ2n+1 se, e somente se, λ2n+1 é uma raiz
dupla da equação ∆(ω2

0) = 2, analogamente, uma solução é estável para λ′
2n+1 se, e somente

se, λ′
2n+1 é uma raiz dupla da equação ∆(ω2

0) = −2. Esse resultado é equivalente a dizer que
uma solução é estável para λ2n+1 ou λ′

2n+1, se e somente se, λ2n+1 = λ2n+2 ou λ′
2n+1 = λ′

2n+2.

Existem duas subclasses de Equações de Hill bastante conhecidas e estudadas e que pos-
suem ligação com o fenômeno de ressonância paramétrica: as equações de Mathieu e as de
Lamé. As equações de Mathieu são aquelas em que p(ωt) é uma função trigonométrica do
tipo seno ou cosseno. Essas equações apresentam infinitas bandas de ressonância no espaço
de fase (ω0,h), e possuem uma expressão fechada para o expoente de Floquet (ou seja, obtida
a partir de métodos anaĺıticos).

As Equações de Lamé são aquelas em que p(ωt) é uma Função Eĺıptica de Jacobi do tipo:
sn = sn(ωt, κ) ou cn = cn(ωt, κ). As funções sn e cn são chamadas respectivamente de seno
e cosseno eĺıpticos. O número κ é denominado módulo da função eĺıptica e 0 ≤ κ ≤ 1. É
posśıvel definir sn e cn por meio das séries:[11]

sn(u, κ) =
2π

κK

∞
∑

n=1

gn− 1
2

1 − g2n−1
sen

[

(2n − 1)
uπ

2K

]

,

e

cn(u, κ) =
2π

κK

∞
∑

n=1

gn− 1
2

1 + g2n−1
cos

[

(2n − 1)
uπ

2K

]

,

onde g = e−
πK′

K , K = K(u, κ) =
∫ u

0
du′√

1−κ2sen2u′ é uma integral eĺıptica do primeiro tipo,

K ′ = K(u, κ′) e κ2 = 1 − κ′2.

As funções eĺıpticas sn e cn são duplamente periódicas tendo cada uma dois peŕıodos, um
real e outro imaginário. A Equação de Lamé possui soluções anaĺıticas somente nos casos
em que pode ser escrita como:

ÿ + [ω0 + n(n + 1)κ2sn(t, κ)]y = 0, (25)

ou
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ÿ + [ω0 + n(n + 1)κ2cn(t, κ)]y = 0, (26)

com n inteiro.2 O número de bandas de ressonância no espaço de fase é sempre finito e igual
a n + 1, se n>0, ou a −n − 1 se n<0.

2.3 - O Cálculo do Expoente de Floquet

Vimos na seção 2.2 como calcular, pelo meno teoricamente, o expoente de Floquet. Nesta
seção apresentamos outros métodos para o cálculo coeficiente de Floquet de alguns casos da
Equação de Hill.

2.3.1 - Método de Landau

Nesse método consideramos a Equação de Mathieu:

ÿ(t) + ω2
0[1 + hcos(2ω0 + δ)t]y = 0 (27)

onde δ é uma constante [10],[13].

O objetivo do método é determinar o coeficiente de Floquet na primeira banda de res-
sonância. Para tanto, consideramos que h é uma constante positiva e h << 1.
O método consiste em buscar soluções da forma:

y(t) = a(t)cos

(

ω0 +
δ

2

)

t + b(t)sen

(

ω0 +
δ

2

)

t (28)

em que a(t) e b(t) são funções que variam muito lentamente em relação a sen
(

ω0 + δ
2

)

t
e cos

(

ω0 + δ
2

)

t. Essa solução não é exata, uma vez que y(t) também possui termos com
freqüências que são múltiplos inteiros de ω0 + δ/23. Esses termos são de ordem mais alta
com respeito a h, isto é, são de ordem O(h2) e podem ser desprezados. Substituindo y na
equação (27) obtemos:

[

ä + (2ω0 + δ) ḃ −
(

ω0 +
δ

2

)2

a

]

cos

(

ω0 +
δ

2

)

t+

+

[

b̈ − (2ω0 + δ) ȧ −
(

ω0 +
δ

2

)2

b

]

sen

(

ω0 +
δ

2

)

t+

2Para soluções com n = 1, 2, 3 ver referência [12]
3Esse é, de fato, o primeiro termo da expansão:

y =
∑

∞

n=0

{

ancos
[

(n + 1)
(

ω0 + δ
2

)

t
]

+ bnsen
[

(n + 1)
(

ω0 + δ
2

)

t
]}
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+ω2
0 [1 + hcos (2ω0 + δ) t]

[

acos

(

ω0 +
δ

2

)

t + bsen

(

ω0 +
δ

2

)

t

]

= 0 (29)

O método de Landau faz ainda a suposição de que a fase δ é pequena, de maneira que as
funções a(t) e b(t) são fracamente dependentes de δ, ou seja:

ȧ ≈ δa,

ḃ ≈ δb,

para δ suficientemente pequeno. Essa aproximação implica em:

ä ≈ δ2a,

b̈ ≈ δ2b.

Dáı, desprezando os termos em ä e b̈ (por serem de ordem O(δ2)), obtemos de (29):

[

(2ω0 + δ) ḃ −
(

ω0 +
δ

2

)2

a

]

cos

(

ω0 +
δ

2

)

t+

+

[

− (2ω0 + δ) ȧ −
(

ω0 +
δ

2

)2

b

]

sen

(

ω0 +
δ

2

)

t+

+ω2
0 [1 + hcos (2ω0 + δ) t]

[

acos

(

ω0 +
δ

2

)

t + bsen

(

ω0 +
δ

2

)

t

]

= 0. (30)

Podemos trabalhar o último termo da seguinte maneira, aplicando as relações trigonométricas:

cos

(

θ + φ

2

)

cos

(

θ − φ

2

)

=
cosθ

2
+

cosφ

2

cos

(

θ + φ

2

)

sen

(

θ − φ

2

)

=
senθ

2
− senφ

2

e tomando θ = ω0 + δ
2

e φ = 2ω0 + δ
2

temos:

cos

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

. [cos (2ω0 + δ) t] =
1

2
cos

[(

ω0 +
1

2
δ

)

3t

]

+
1

2
cos

[(

ω0 +
1

2
δ

)

t

]

, (31)

sen

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

.cos [(2ω0 + δ) t] =
1

2
sen

[(

ω0 +
1

2
δ

)

3t

]

− 1

2
sen

[(

ω0 +
1

2
δ

)

t

]

. (32)

Substituindo as equações (31) e (32) no último termo de (30) e desprezando os termos de
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freqüências mais altas, podemos escrevê-la como:

[

(2ω0 + δ) ḃ −
(

ω0 +
δ

2

)2

a

]

cos

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

+

+

[

− (2ω0 + δ) ȧ −
(

ω0 +
δ

2

)2

b

]

sen

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

+

+ω2
0

{(

1 +
h

2

)

acos

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

+

(

1 − h

2

)

bsen

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]}

= 0

Agrupando os termos em sen e cos e desprezando os termos de ordem O(h2), obtemos:

[

2ḃ +

(

hω0

2
− δ

)

a

]

cos

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

+

[

−2ȧ −
(

hω0

2
+ δ

)

b

]

sen

[(

ω0 +
δ

2

)

t

]

= 0. (33)

Aqui usamos o fato de que δȧ e δḃ são de segunda ordem em δ.
Para que a equação tenha solução em a e b, podemos impor as condições:

{

2ḃ +
(

hω0

2
− δ

)

a = 0
2ȧ +

(

hω0

2
+ δ

)

b = 0

Para que a solução seja coerente com o teorema de Floquet, a e b devem ser da forma e±µt.
Podemos então, sem perda de generalidade, impor a(t) = eµt e b(t) = e−µt. Com isso, o
sistema fica:

{

µa(t) + 1
2

(

hω0

2
+ δ

)

b(t) = 0
µb(t) − 1

2

(

hω0

2
− δ

)

a(t) = 0

O sistema terá solução não-trivial se:

∣

∣

∣

∣

µ 1
2

(

hω0

2
+ δ

)

−1
2

(

hω0

2
− δ

)

µ

∣

∣

∣

∣

= 0

A partir desse determinante encontramos o valor de µ:

µ = ±1

2

[

(

hω0

2

)2

− δ2

]
1
2

. (34)

2.3.2 - Método de Bogolyubov

O objetivo é encontrar uma solução da Equação de Hill:

ÿ + [ω2
0 + hp(ωt)]y = 0 (35)
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na primeira banda de ressonância de freqüência ω0 considerando ω2
0 e ω como constantes e

h como um parâmetro suficientemente pequeno, e p(ωt) uma função periódica de peŕıodo

2π. O método[6] baseia-se em considerar uma pequena perturbação no parâmetro h, descon-
siderando contribuições de segunda ordem O(h2).

Uma vez que p(ωt) é uma função periódica, é posśıvel expandi-la em uma série de Fourier
complexa:

p(ωt) =

∞
∑

n=−∞
cne

inωt. (36)

Como p(ωt) é real, c∗n=c−n, onde ∗ denota a conjugação complexa.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que c0 = 0 bastando para isso redefinir o
parâmetro ω0:

ω0 �−→
√

ω2
0 + hc0

Escrevendo cn na forma exponencial podemos definir as fases αn de forma que:

cn = |cn| eiαn , (37)

Introduzimos agora o valor ∆ definido através da relação:

ω2
0 =

(

r

q
ω

)2

+ h∆, (38)

na qual r e q são inteiros e r
q

é uma fração irredut́ıvel.

Substituindo (38) em (35), obtemos:

ÿ +

(

r

q
ω

)2

y = −h(∆ + p(ωt))y. (39)

O método de Bogoliubov consiste em procurar soluções para a equação (39) na forma de
expansão em série de potências de h:

y =
∞
∑

s=0

u(s)hs, (40)

em que os termos u(s) são funções do tipo u(s) = u(s)(a, θ, ω
q
t). Essas funções são periódicas

no segundo e terceiro argumentos e os termos a e θ são, respectivamente, a amplitude e a
fase da solução y. Essas grandezas não são necessariamente constantes e sim funções da
variável t. O método de Bogolyubov toma ainda como aproximação de ordem zero em h,
u(0) = acosψ onde ψ = r

q
ωt + θ, com a e θ constantes e, neste caso ȧ = 0, θ̇ = 0.

Agora, para h suficientemente pequeno, podemos tomar a aproximação de y até a primeira
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ordem em h, ou seja:

y(t) = acosψ + u(1)h + O(h2). (41)

O método consiste em expressar ȧ e θ̇ como funções de a e θ, ou seja, expandimos ȧ e θ̇ em
primeira ordem em h como:

ȧ = hA(a, θ) + O(h2), (42)

θ̇ = hB(a, θ) + O(h2). (43)

Substituindo (41) em (39) temos:

(ä − aψ̇2)cosψ − (aψ̈ + 2ȧψ̇)senψ + ü(1)h +

(

rω

q

)2

(acosψ + u(1)h) =

= −h[p(ωt) + ∆](acosψ + u(1)h) (44)

Das expressões (42) e (43) para ȧ e θ̇ temos que:

ä = hȦ = h

(

∂A

∂a
ȧ +

∂A

∂θ
θ̇

)

= h2

(

A
∂A

∂a
+ B

∂A

∂θ

)

= O(h2).

Analogamente para θ:

θ̈ = hḂ = h

(

∂B

∂a
ȧ +

∂B

∂θ
θ̇

)

= h2

(

A
∂B

∂a
+ B

∂B

∂θ

)

= O(h2),

e como ψ̈ = θ̈, podemos desprezar os termos em ä e ψ̈ e a equação (43) reduz-se a:

−aψ̇2cosψ − 2ȧψ̇senψ + ü(1)h +

(

rω

q

)2

(acosψ + u(1)h) = −h[p(ωt) + ∆]acosψ.

Substituindo as aproximações (42) e (43) na equação acima, obtemos:

ü(1) +

(

rω

q

)2

u(1) = −(p + ∆)acosψ + 2

(

rω

q

)

Asenψ + 2

(

rω

q

)

aBcosψ. (45)

Redefinindo a função p(ωt) da forma p(ωt) �−→ p(ωt
q
) podemos expressar a equação num

desenvolvimento em série de Fourier complexa com termos do tipo e
inωt

q , isto é

p(
ωt

q
) =

∞
∑

n=−∞
cne

inωt
q .
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Do mesmo modo, expandindo u(1) em uma série de Fourier complexa na variável ω
q
t obtemos:

u(1)

(

a, θ,
r

q
t

)

=

∞
∑

n=−∞
un(a, θ)e

inωt
q , (46)

em que as funções un(a, θ) são periódicas na variável θ. Substituindo as expansões acima
para as funções p e u(1), obtemos

∞
∑

n=−∞

[

ün +
2inω

q
u̇n −

(

nω

q

)2

un +

(

rω

q

)2

un

]

e
inωt

q = −
( ∞
∑

n=−∞
cne

inωt
q + ∆

)

acosψ+

+2

(

rω

q

)

Asenψ + 2

(

rω

q

)

aBcosψ. (47)

Novas aproximações em primeira ordem em h se fazem necessárias.

Como u̇n =
∂un

∂a
ȧ +

∂un

∂θ
θ̇ = h

(

A
∂un

∂a
+ B

∂un

∂θ

)

= O(h), temos que ün = O(h2), e com

isso temos que o termo de ordem zero em h é dado por:

∞
∑

n=−∞

[

−
(

nω

q

)2

+

(

rω

q

)2
]

une
inωt

q . (48)

Claramente, os termos com n = ±r são nulos nessa expansão e dáı os termos correspon-
dentes no segundo membro também devem ser nulos. Esses termos são os coeficientes de

e
irωt

q e e
−irωt

q , cujas expressões envolvem as funções A e B. Considerando o número η =
2r

q

temos que A(a, θ) e B(a, θ) podem ser escritos como[6]:

A(a, θ) =
a|cη|
ηω

sen(2θ − αη) (49)

B(a, θ) =
1

ηω
[∆ + |cη|cos(2θ − αη)], (50)

onde |cη| é o módulo de cη definido em (37) para η inteiro. Essas expressões são válidas para
η arbitrário, porém, no caso em que η não é um inteiro, tomamos cη = 0. Isto leva a que o
primeiro termo da solução da equação (41) tenha o coeficiente a constante e ganhe um fase
adicional na função cos. Isto não altera sensivelmente a forma da solução.
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Agora, considerando a mudança de variáveis:

x = acos
(

θ − αη

2

)

, (51)

y = asen
(

θ − αη

2

)

, (52)

usando as relações trigonométricas:

{

cos(2x) = cos2(x) − sen2(x)
sen(2x) = 2sen(x)cos(x),

e usando as equações (42), (43), (49) e (50) obtemos:

ẋ =
h

ηω
(|cη| − ∆)y + O(h2) (53)

ẏ =
h

ηω
(|cη| + ∆)x + O(h2). (54)

Este é um sistema de equações diferenciais lineares de primeira ordem e pode ser escrito
na forma matricial como:

(

ẋ
ẏ

)

=

(

0 h
ηω

(|cη| − ∆)
h
ηω

(|cη| + ∆) 0

)(

x
y

)

.

Os autovalores da matriz dos coeficientes são:

λ± = ± h

ηω

√

|cη|2 − ∆2

Para que λ± seja real, é necessário que |cη|2 > ∆2. Se assumimos que ∆ > 0, então é
suficiente que ∆ < |cη|. Como a solução geral da Equação de Hill é da forma :

y = f1(t)e
tλ+ + f2(t)e

tλ− , (55)

com f1(t) e f2(t) periódicas, podemos identificar o autovalor λ como o coeficiente de Floquet.
Portanto

µ± = ± h

ηω

√

|cη|2 − ∆2 (56)

Uma dificuldade desse método é determinar, dentre todos os valores posśıveis do ı́ndice
η, qual satisfaz as condições mencionadas acima, uma vez que se trata de um valor em uma
infinidade de valores inteiros, e consequentemente, o termo |cη| também deve ser escolhido
entre uma infinidade de valores.
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2.3.3 - Método de Hill [14],[15]

O método de Hill é usado para a Equação de Mathieu:

ÿ + [ω2
0 − 2hcos(2ωt)]y = 0, (57)

e consiste em buscar soluções do tipo:

y = eµt

∞
∑

n=−∞
c2ne

2inωt. (58)

A segunda derivada de y é:

ÿ =

∞
∑

n=−∞
c2n(2nω − iµ)2e(2inω−iω)t. (59)

Usando a representação complexa cos(2ωt) =
e2iωt + e−2iωt

2
temos que :

2cos(ωt)
∞
∑

n=−∞
c2ne

2inωt =
e2iωt + e−2iωt

2

∞
∑

n=−∞
c2ne

2inωt =
∞
∑

n=−∞
(c2n−2 + c2n+2)e

2inωt. (60)

Substituindo (58) , (59) e (60) em (57) obtemos:

∞
∑

n=−∞
c2n(2nω − iµ)2ei(2nω−iµ)t +

∞
∑

n=−∞
(ω2

0c2n + h(c2n−2 + c2n+2))e
2inωt = 0, (61)

a partir da qual obtemos a relação de recorrência para os c2n:

[ω2
0 + (2nω − iµ)2]c2n = −h(c2n−2 + c2n+2) (62)

ou seja

c2n =
−h

[ω2
0 + (2nω − iµ)2]

(c2n−2 + c2n+2). (63)

Definindo o número γ2n = h
[ω2

0+(2nω−iµ)2]
podemos escrever a relação de recorrência na

forma:

γnc2n−2 + c2n + γnc2n+2 = 0. (64)

Essa relação de recorrência pode ser escrita na forma de uma matriz infinita, e o valor
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de µ pode ser calculado a partir da equação envolvendo o determinante dessa matriz:

D(iµ) = det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

...
γ−2 1 γ−2

γ0 1 γ0

γ2 1 γ2

...

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

= 0,

onde D(iµ) é chamado determinante de Hill.

Um determinante infinito, representado por[9] |amn|∞−∞, onde os ı́ndices m e n variam de
−∞ a mais ∞, pode ser calculado a partir da fórmula:

|amn|∞−∞ = lim
l→∞

|amn|l−l

E |amn|∞−∞ existe se o limite existe e converge se o limite é finito. Um resultado conhecido[10]

da teoria das equações de Hill diz que um determinante de Hill é sempre convergente, e em
especial, que a solução da equação D(iµ) = 0 é tal que:

sen2

(

1

2
iµπ

)

= D(0)sen2
(πω0

2

)

(65)

que se reduz a

cosh(µπ) = 1 − D(0)sen2
(πω0

2

)

. (66)

Dáı, a expressão para o expoente de Floquet resulta em:

µ =
1

π
arccosh

{

1 − D(0)sen2
(πω0

2

)}

, (67)

onde D(0) é dado por:

D(0) = det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

...
h

ω2
0+16ω2 1 h

ω2
0+16ω2

h
ω2

0
1 h

ω2
0

h
ω2

0+16ω2 1 h
ω2

0+16ω2

...

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

= 0,

A dificuldade do método está no cálculo de D(0), que está relacionado aos parâmetros h e
ω2

0.
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3 - Um Pouco de Cosmologia

3.1 - O Modelo Padrão

O Modelo Cosmológico Padrão (MCP) é o que apresenta o cenário mais natural para as ca-
racteŕısticas observáveis do Universo em conformidade com a Teoria da Relatividade Geral,
baseando-se na idéia de que o Universo evoluiu a partir de um estado inicial de grande den-
sidade e temperatura muito elevada. Esse modelo supõe isotropia e homogeneidade em larga
escala. Sua popularidade e sobrevivência deve-se à descoberta de Penzias e Wilson em 1965
da Radiação Cósmica de Fundo (RCF), que se mostrou inicialmente isotrópica. Medidas
mais precisas da anisotropia da RCF estão levando a novos modelos de formação de estru-
turas no Universo Primitivo.

No MCP a matéria e a energia podem ser descritos como um fluido uniformemente
distribúıdo, eletricamente neutro. O ponto central do modelo cosmológico padrão são as
Equações de Campo de Einstein (aqui adotamos o sistema de unidades naturais, de modo
que c = 1 e h̄ = 1):

Gµν = 8πT µν − Λgµν (68)

O tensor Gµν , chamado “Tensor de Einstein” é dado por Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν , onde Rµν é

o “Tensor de Ricci”, R é o “Escalar de Ricci” ou “Curvatura Escalar” e gµν é o “Tensor
Métrico”. O tensor T µν é o “Tensor Energia-Momento” e Λ é a chamada “Constante Cos-
mológica”.

Na década de 20, Friedmann resolveu as Equações de Einstein sem constante cosmológica
para um Universo que era, em larga escala, homogêneo (densidade constante) e isotrópico
(mesmas propriedades válidas em todas as direções). Acredita-se que esta seja a melhor
descrição para o Universo em larga escala.

Com as condições de isotropia e homogeneidade, a solução mais geral das equações de
Einstein é dada pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds2 = dt2 − a2(t)

[

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]

(69)

onde (t, r, θ, φ) são as coordenadas do sistema e a(t) é o chamado fator de escala.
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O parâmetro k assume os valores −1, 0, 1. Estes parâmetros definem a curvatura da parte
espacial da métrica. Se k = 1, o espaço é finito e de curvatura positiva (Universo fechado),
se k = 0, o espaço é infinito e de curvatura nula (Universo plano) e por fim, se k = −1 o
espaço tem curvatura negativa (Universo aberto)4.

O termo “plano” se refere ao fato de que se k = 0, então a métrica pode ser escrita da
forma

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) (70)

e que num dado momento a parte espacial da métrica descreve um espaço tridimensional
euclideano. Quando o fator de escala a(t) é uma constante ou varia muito lentamente,ou
seja, ȧ(t) ≈ 0, a métrica descreve um espaço de Minkowski.

Para k = ±1 é posśıvel estabelecer as seguintes analogias geométricas[1]: Para k = 1 o
caso análogo é uma esfera S3 que num tempo t dado está imersa num espaço quadridimen-
sional (τ, x, y, z). As coordenadas de um ponto nessa esfera estão relacionadas pela equação:

x2 + y2 + z2 + τ 2 = a2(t) (71)

e nesse caso a métrica dl sobre a superf́ıcie pode ser escrita como:

dl2 = a2(t)

[

dr2

1 − r2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]

(72)

onde r,θ e φ são as coordenadas sobre S3. O parâmetro de curvatura k, é dado por:

k =
1

a2(t)
. (73)

Podemos dizer, com base nessa analogia geométrica, que a(t) é o raio de curvatura do
espaço. Um Universo com estas caracteŕısticas possui volume finito, uma vez que a hiperes-
fera possui volume finito(Vhiperesfera = 4πr2, onde r é o raio da hiperesfera).

Para k = −1, a analogia é com a superf́ıcie de uma pseudoesfera que num tempo t dado
está imersa em (τ, x, y, z):

x2 + y2 + z2 + τ 2 = −a2(t) (74)

e a métrica sobre a pseudoesfera é dada por:

dl2 = a2(t)

[

dr2

1 + r2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]

, (75)

e a curvatura k é dada por:

k = − 1

a2(t)
, (76)

4Essa afirmação é verdadeira somente para espaços simplesmente conexos. Os espaços tridimensionais,
localmente homogêneos, com curvatura negativa constante e que não são simplesmente conexos são chamados
de Espaços de Thurston.[16]
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e nesse caso, a pseudoesfera possui um raio de curvatura imaginário. Como a área da pseudo-
esfera é dada por 4πr2senhϕ com cosϕ = t

a(t)
, então à medida que ϕ aumenta, a área também

aumenta. Quando ϕ → ∞, senhϕ → ∞ e portanto o volume da hiperesfera será infinito.
Ou seja, para k = −1, o Universo possui volume infinito.

As equações de Einstein para a métrica FRW reduzem-se às Equações de Friedmann:

ä(t) = −4π

3
G(ρ + 3p)a(t) (77)

(

ȧ(t)

a(t)

)2

+

(

k

a(t)

)2

=
8π

3
Gρ, (78)

onde ρ e p são a densidade de energia e a pressão da matéria (ou radiação) presentes no
Universo, respectivamente. G = 1

M2
p
, onde Mp = 1.2 × 1019GeV é a massa de Planck. A

partir dessas equações, é posśıvel deduzir a lei da conservação da energia:

d

dt
(ρa3) = −p

da3

dt
(79)

ou ainda

ρ̇ = −3
ȧ

a
(ρ + p). (80)

Para que a equação acima seja totalmente integrável, é necessária uma equação auxiliar,
aqui dada na forma de uma equação de estado p = p(ρ). Assume-se, em geral, que tal
equação é linear, isto é,

p = αρ (81)

onde α é uma constante com −1 ≤ α ≤ 1. A lei de conservação fornece então:

ρ̇a(t) + 3ρ(1 + α)ȧ(t) = 0, (82)

cuja solução é

ρ = ρ0[a(t)−3(1+α)]. (83)

Os casos de maior interesse são aqueles em que α toma os valores 1
3
,0,−1 que corres-

pondem aos estados de gás não-interagente (gás de fótons), matéria não-relativ́ıstica (fria)
e vácuo respectivamente, e dizemos que o Universo é dominado pela radiação, pela matéria
e pelo vácuo. Segundo Linde[1] o Universo passou por várias fases desses três tipos. Para o
caso em que a curvatura é pequena se comparada ao termo 8π

3
Gρ, a equação (78) se reduz a:

(

ȧ(t)

a(t)

)2

≈ 8π

3
Gρ =

8π

3
Ga(t)−3(1+α)ρ0. (84)
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Na década de 20, Lemaitre observou que as soluções de Friedmann para as Equações de
Einstein levam a um ińıcio do Universo marcado por uma singularidade, na qual a tempera-
tura e densidade da matéria seriam infinitos. À rápida expansão dessa singularidade dá-se
o nome de Big Bang. Esse modelo de Friedmann-Lemaitre é o que hoje se denomina “Mo-
delo Cosmológico Padrão”(MCP). O MCP é muito bem sucedido, fornecendo uma descrição
razoavelmente bem testada da história do Universo desde a śıntese de elementos leves (nu-
cleosśıntese) até a atualidade. O modelo prevê a Radiação Cósmica de Fundo, cujo espectro
corresponde ao de um corpo negro com temperatura de aproximadamente 3K. Porém, o
MCP possui alguns problemas que o tornam incompleto[17],[18], dentre os quais destacamos:

1.O Problema do Horizonte [19]

Assumindo-se que a expansão do Universo se deu de modo uniforme, podemos fazer a
seguinte pergunta: qual seria a distância percorrida pela luz, a partir do instante t = 0, cor-
respondente à singularidade inicial até o instante t0 correspondente à era atual numa região
homogênea?

Supondo que a luz não sofreu espalhamento nem absorção, podemos tomar a aproxima-
ção, devido à homogeneidade e isotropia, de que o Universo é esférico e possui um raio R.
A superf́ıcie dessa esfera é chamada de “Horizonte de Part́ıculas”, e R é chamado “Raio do
Horizonte de Part́ıculas”.

Considerando o caso do Universo plano, ou seja, k = 0, a métrica do espaço-tempo se
reduz a

ds2 = dt2 − a2(t)[dr2 + r2(dθ2 + sen2θdϕ2)]. (85)

Um raio de luz que caminha ao longo do raio da esfera satisfaz dθ = dϕ = 0. Neste caso
a equação acima reduz-se a:

ds2 = dt2 − a2(t)dr2 (86)

Mas ao longo de sua linha de universo, a luz possui ds = 0 (geodésica nula) e então

dt2 = a2(t)dr2 (87)

Considerando que a luz se propaga em direção a um observador localizado na origem do
sistema de coordenadas, podemos escrever dt = a(t)dr, de forma que

rH − r0 =

∫ t

0

dt′

a(t′)
, (88)

onde rH é o raio da região homogênea. Admitindo que r0 = 0, ou seja, o raio do Universo é
zero na singularidade, podemos escrever simplesmente que o raio atual do Universo é dado
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por

rH =

∫ t

0

dt′

a(t′)
. (89)

Supondo que as condições iniciais para o Universo são impostas num instante t na fase de
domı́nio da radiação, para a(t) ∝ t

1
2 , o raio da região homogênea é :

rH =

∫ t

0

dt′

t′
1
2

= 2t
1
2 . (90)

O raio do horizonte de part́ıcula de um universo com curvatura k num instante t é a distância
que um raio de luz percorre num intervalo de tempo de 0 até t. Então, na fase de domı́nio
da radiação, o raio do horizonte era

R = a(t)

∫ r

0

dr′

(1 − kr′2)
1
2

. (91)

Para k = 0, a(t) = t
1
2 e dr′ = t−

1
2 dt temos:

R = a(t)

∫ r

0

dr′ = t
1
2

∫ t

0

t′−
1
2 dt′ = t

1
2 2t

1
2 = 2t = a(t)rH . (92)

Todos os processos f́ısicos ocorridos nessa época estavam limitados pela distância R.
Assim, não podemos esperar homogeneidade das grandezas f́ısicas para além do diâmetro
2R, a menos que assumamos que o Universo foi criado homogêneo. Em outras palavras, as
limitações causais nos dizem que nenhuma região com diâmetro superior a 2R deve ser, a
prinćıpio, homogênea.

Quando as condições iniciais foram determinadas, esta região cresceu muito até a presente
época. O fator η pelo qual a região pode crescer é a razão entre fatores de escala

η =
a(t0)

a(t)
(93)

Para estimar η o método mais simples é comparar as temperaturas em t e t0. A partir
da expressão para a densidade de energia num instante t

u(t) = u(t0)
a(t0)

a(t)
,

e da lei de radiação de corpo negro

u = αT 4,
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e igualando as duas expressões obtemos

a4(t) =
u(t0)a

4(t0)

αT 4
=

Γ

T 4

em que Γ = u(t0)a4(t0)
α

). Com isso chegamos a a ∝ T−1 e portanto podemos escrever:

a(t) = β[T (t)]−1, (94)

e então

η =
a(t0)

a(t)
=

β[T (t0)]
−1

β[T (t)]−1
=

T (t)

T (t0)
. (95)

A a relação entre tempo e temperatura também é dada pela expressão[19]

t = tsec = 2, 4 × 10−6g− 1
2 T−2GeV, (96)

onde tsec é o tempo expresso em segundos, g é um fator que depende das espécies de part́ıculas
presentes no instante t e

g =
7

8
(4 + 2l) + 2, (97)

onde l é o número de famı́lias de léptons.
Por conveniência expressamos T0 = T (t0) em GeV . Temos então:

T0(GeV ) = 2, 585 × 10−13

(

T0

3K

)

. (98)

Podemos então, calcular o raio da região homogênea rH = a−1R ∝ ηR a partir de:

R = 2ctsec = 2c(2, 4 × 10−6)g− 1
2 T−2. (99)

E usando T = ηT0 obtemos:

R = 5, 57 × 1017g− 1
2 T−1

(

3K

T0

)

η−1cm. (100)

Então:

rH = 5, 57 × 1017g− 1
2 T−1

(

3K

T0

)

cm. (101)

O raio atual da região homogênea é dado por rH para T (GeV ) = 1015, correspondente à
temperatura na fase de domı́nio da radiação e T0 = 3K, correspondente à temperatura atual
e g ≈ 100. Então:

rH =
5, 57 × 1017

1015
100−

1
2

(

3K

3K

)

= 55, 7cm.

Ou seja, não há razão para esperar homogeneidade em escala cosmológica(≈ 1028cm), mas
somente numa região de raio 55, 7cm. Como, então, regiões causalmente desconexas apre-
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Figura 3: O Problema do Horizonte: num instante remoto t, os observadores A e B num Universo ho-

mogêneo possuem regiões causais desconexas

sentam, para um observador, isotropia e homogeneidade (Fig.3)?

2. O Problema da Planicidade [18],[19]:

A razão entre a densidade de energia atual do Universo e sua densidade de energia cŕıtica
é:

Ω =
ρ(t)

ρc
, (102)

onde a densidade cŕıtica é definida como

ρc =
3H2

8πG
. (103)

Se o parâmetro Ω > 1, o Universo é fechado e sofre então um colapso gravitacional. Caso
Ω < 1, o Universo é aberto e sofre expansão eterna. O valor atual dessa densidade cŕıtica é
de aproximadamente 2 × 10−29h2gcm−3, onde h é o “parâmetro de ajuste” da constante de
Hubble(0, 4 ≤ h ≤ 1). Nesse intervalo, a relação entre o parâmetro Ω e o fator de escala é

obtida a partir da Equação de Friedmann (78)[1]:

(

ȧ

a

)2

+

(

k

a

)2

=
8πGρ

3
, (104)
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que pode ser escrita da forma:

8πGρc

3
+

(

k

a

)2

=
8πGρ

3
, (105)

e com isso temos:

(

k

a

)2

=
8πG

3
(ρ − ρc). (106)

Como a−2 = H2[ȧ]−2, podemos reescrever a equação acima da forma:

[ȧ]−2 =
8πG

3H2k
(ρ − ρc) =

8πGρc

3H2k
(
ρ

ρc
− 1), (107)

ou seja,

[ȧ]−2 ∝ |( ρ

ρc

− 1)| = |Ω − 1|. (108)

Para um gás ultra-relativ́ıstico, vale a aproximação:

[ȧ(t)]−2 ∝ t, (109)

o que implica em

|Ω − 1| ∝ t. (110)

As equações (108) e (109) mostram que |Ω − 1| → ∞, ou seja, |Ω| → ∞ se t → ∞. O

parâmetro |Ω − 1|, para a faixa de valores atuais de Ω, está limitado superiormente por[1]:

|Ω − 1| ≤ 10−59 (111)

Esse resultado mostra que, se a densidade no tempo de Planck fosse menor que ρc, então a
densidade de energia atual seria muito baixa, e portanto não haveria a formação de estru-
turas como estrelas, galáxias, etc, e nenhuma forma de vida se desenvolveria.

Por outro lado, se a densidade no tempo de Planck fosse maior que ρc, o Universo teria
colapsado há muito tempo atrás. Esse problema de ajuste fino em Ω é chamado Problema
da Planicidade.

3. O Problema da Constante Cosmológica [20]

Considerando a Equação de Einstein:

Rµν − 1

2
Rgµν = 8πT µν − Λgµν . (112)

28



Figura 4: A Evolução do Universo e o Problema da Planicidade : Expansão Indefinida (Ω < 1); Universo

Plano (Ω = 1) e Colapso (Ω > 1)

As equações de Friedmann podem ser escritas da forma:

(

ä

a

)

=
Λ

3
− 4πG

3
(ρ + 3p), (113)

H2 =

(

ȧ

a

)2

= − k

a2
− Λ

3
+

8πGρ

3
, (114)

onde H é a constante de Hubble, ρ é densidade de energia e p é a densidade de pressão do
Universo. O termo da constante cosmológica corresponde à densidade de energia do vácuo
ρv = Λ

8πG
.

Para as equações acima temos os seguintes resultados[20]:

i)Não há soluções estáticas se Λ = 0 e ρ, p > 0.

ii)Se Λ > 0 e a contribuição da matéria pode ser desprezada, então a(t) cresce exponen-
cialmente com t. Temos dois casos:

• H2 =
Λ

3
e k = 0

a(t) = a(0)eHt. (115)
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• H2 =
Λ

3
e k = 1, então

a(t) = a(0)coshHt. (116)

Ambos os casos representam eras inflacionárias do Universo.

No tempo atual, temos as seguintes relações (equivalentes) para a constante cosmológica:

Λatual ≤ H2
atual ≈ 10−85GeV 2 (117)

ρv ≤ 10−47GeV 4 (118)

GΛ ≤ 10−122 (119)

Na equação (112), o tensor energia-momento é dado por:

T (Λ)
µν = −pΛgµν + (pΛ + ρΛ)uµuν , (120)

onde uµ é a quadri-velocidade do fluido cosmológico, dado, em coordenadas comóveis, por
uµ = (1, 0, 0, 0), e

ρµ = −pµ ≡ Λ

8πG
. (121)

As equações de Friedmann assumem a forma:

ȧ2 =
8πG

3
(ρ + ρΛ) a2 − k, (122)

e

ä = −4πG

3
(ρ + 3p − 2ρΛ) a. (123)

Dessas equações, em t = t0, para p0 = 0 obtemos:

k

a2
0

= H2
0 (Ω0 + ΩΛ − 1) , (124)

onde ΩΛ ≡ ρΛ

ρ0c
.

Os limites observacionais de Ω0 levam a:

|ρΛ| < 2ρ0c ≈ (10−12GeV )4 (125)
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o que, em unidades naturais, corresponde a :

|Λ| < 10−55cm−2. (126)

Esse valor corresponde a uma massa mΛ que é dada por:

mΛ =

[

|ρΛ|
(

h̄

c

)3
]1/4

=

(

h̄3

8πGc
|Λ|
)1/4

< 10−32eV. (127)

(128)

Os valores ρΛ e pΛ representam a densidade e a pressão do vácuo, que é entendido como
sendo o “ground state” de um sistema quântico, isto é, ρΛ ≡ ρv e pΛ = pv = −ρv.

Segundo a Teoria Quântica de Campos, nas teorias com quebra espontânea de simetria
a densidade do vácuo é tal que ρv ≈ V (Φ, T ), onde V (Φ, T ) é o potencial efetivo da teoria,
T é a temperatura e Φ é o campo de Higgs. Nesse caso:

ρv ≈ m4

(h̄/c)3
(129)

onde m é a energia na qual a transição ocorre. O valor máximo de m ocorre nas transições
das GUTs e vale 1015GeV , enquanto seu valor mı́nimo ocorre nas transições da QCD e vale
10−1GeV . Dessa forma, ρv assume valores compreendidos entre 10−4GeV e 1060GeV .

Comparando os valores da densidade do vácuo prevista pelo Modelo Cosmológico Padrão
ρMCP e pela Teoria Quântica de Campos ρTQC temos:

ρTQC

ρMCP
=

ΛTQC

ΛMCP
=

ρTQC

10−48
(130)

Dessa forma temos ΛTQC = 1044ΛMCP , para o menor valor de ρTQC e ΛTQC = 10108ΛMCP ,
para o maior valor.

O problema da constante cosmológica pode ser posto da seguinte forma:
As observações indicam um valor muito baixo (ou nulo) para a constante cosmológica, en-
quanto a Teoria Quântica de Campos prevê um valor da ordem, no mı́nimo, de 1044 vezes o
maior limite observado.[20]

3.2 - Universo Inflacionário

3.2.1 - O Modelo de Guth

Para resolver os problemas do horizonte e da planicidade, Guth propôs, em 1981[21], um
modelo no qual o Universo passou por uma curta fase de expansão extremamente rápida,
denominada Inflação. Durante essa fase o fator de escala sofreu um aumento de aproximada-
mente 1050 vezes. Para que esse modelo possa ser efetivo, é necessário um campo de Higgs φ,
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o qual foi denominado Inflaton, com potencial efetivo V (φ). Em temperatura zero, o mı́nimo
global de V é chamado de “vácuo verdadeiro”, com φ = φv. O valor de V (φ) representa a
densidade de energia deste estado de vácuo, e está relacionado à constante cosmológica Λ
por

Λ = 8πGV (φv). (131)

Segundo Guth, o fato de Λ não ter sido detectado indicaria que seu valor no Universo atual
seria despreźıvel. Em alguma fase do Universo primordial, no entanto, o valor de Λ poderia
ter sido muito grande. Isso faria com que a densidade do estado de vácuo verdadeiro fosse
muito menor que as outras densidades de energia eventualmente presentes naquele cenário.
Por isso, assume que

V (φv) = 0. (132)

Há ainda falsos vácuos, pontos de mı́nimo local de V (φ) que possuem uma diferença de
energia em relação ao vácuo verdadeiro da ordem de 1014GeV . É essa energia que permitirá
o estado de inflação. Em geral é proposto que durante a inflação, o fator de escala assumiu
a forma a(t) ∝ e(αt). Essa forma do fator de escala, embora seja a mais comum, não
é totalmente necessária. Genericamente, pode-se dizer que a inflação corresponde a um
peŕıodo de expansão acelerada do Universo, o seja:

ä > 0. (133)

Analisando a equação (77):

ä(t) = −4πG

3
(ρ + 3p)a(t) ≈ −4πG

3
(1 + 3γ)a(t), (134)

onde γ ≡ p
ρ
, é a equação de estado, vemos que expansão acelerada implica em γ < −1

3
.

Se o Universo é dominado pelo campo Inflaton, então (veja equações (141) e (142) abaixo)

γ =
1
2
φ̇2 − V (φ)

1
2
φ̇2 + V (φ)

→ −1, (135)

se a energia cinética do campo φ é muito menor que a energia potencial, ou seja, se
1
2
φ̇2 << V (φ).

A inflação está ligada à evolução de um campo escalar fracamente acoplado tanto à
curvatra quanto aos campos de matéria, que em algum momento está no mı́nimo de seu
potencial. Se o espaço-tempo é do tipo FRW, as equações de movimento são:

H2 =
8πG

3
ρφ − k

a2
, (136)
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ä = −4πG

3
(ρφ + 3pφ)a, (137)

onde ρφ é a densidade de energia associada ao campo Inflaton. Admitimos que φ é espacial-
mente homogêneo, que V tem um mı́nimo em φ = φv e que o seu valor inicial φi é tal que
φi �= φv, e que V (φv) = V ′(φv) = 0. Consideramos ainda que φ não acopla com a curvatura
e que a Lagrangiana é dada por:

L =
1

2
∂µφ∂µφ − V (φ). (138)

Vamos considerar aqui somente o caso homogêneo, para o qual a Lagrangiana acima
reduz-se a:

L =
φ̇2

2
− V (φ). (139)

O tensor energia-momento correspondente a L é dado por:

T µν = ∂µφ∂νφ −Lgµν . (140)

Uma vez que φ é homogêneo, T µν pode ser considerado como um tensor de um fluido perfeito,
ou seja, T µν = diag(ρ,−p,−p,−p). A partir dessas considerações, obtemos as expressões
para a pressão e densidade:

pφ =
φ̇2

2
− V (φ) (141)

ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ) (142)

As equações clássicas do movimento para φ podem ser obtidas através da variação da ação
(L a3) (prinćıpio variacional) ou através da conservação da energia-momento. O resultado
será:

φ̈ + 3Hφ̇ + V ′(φ) = 0 (143)

onde V ′(φ) = dV
dφ

. Esta equação é semelhante à equação do movimento de uma part́ıcula

sob ação de uma força F = −∂V
∂φ

, contra uma força de fricção descrita por um termo de

viscosidade , proporcional a 3 ȧ(t)
a(t)

. No modelo inflacionário este termo de fricção é devido à
expansão do Universo.
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3.2.2 - Como o Modelo Inflacionário Resolve os Problemas do Modelo Cos-

mológico Padrão

O Problema do Horizonte

O Problema do Horizonte pode ser formulado da seguinte maneira: o raio da região comóvel
na qual a radiação cósmica de fundo é observada como sendo homogênea, com uma pre-
cisão de 1 parte em 104 é muito maior que o raio do horizonte R(trec), que é a máxima
distância sobre a qual forças microf́ısicas podem ter causado a homogeneidade observada no
Universo (trec é o tempo de recombinação, em que elétrons e prótons se recombinm formando
hidrogênio neutro). Formalmente temos as definições:

1. Raio do Universo Observável

rH = a(t0)

∫ t0

trec

[a(t)]−1 dt,

e

2. Raio do Horizonte de Part́ıculas

R = a(t0)

∫ trec

0

[a(t)]−1 dt.

No Modelo Padrão temos o domı́nio da matéria, com o fator de escala dado por a(t) = t
2
3 .

Dessa forma temos:

rH = 3t0

(

1 −
(

trec

t0

)
1
3

)

,

R = 3t
2
3
0 t

1
3
rec.

Comparando os dois raios definidos acima temos, para t0 suficientemente grande, que
R

rH
≈

(

trec

t0

)
1
3

<< 1 (veja figura 5). Ou seja, o raio f́ısico do Universo observado é muito maior

que o raio do horizonte de part́ıculas.

A teoria inflacionária propõe a seguinte solução deste problema: a inflação ocorre num
peŕıodo ∆t = tR − ti, onde tR é o tempo de reaquecimento e ti, o instante inicial da inflação,
isto é, se a(t) ≈ eHt para t ∈ [ti, tR], então o cone de luz cresce exponencialmente se com-
parado ao modelo padrão, no qual isto não ocorre. Ou seja, se ∆t é suficientemente grande,
então R >> rH (veja figura 6). Portanto, já no ińıcio do tempo de recombinação trec, o
Universo já é, pela teoria inflacionária, homogêneo e isotrópico.
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Figura 5: Diagrama ilustrando o problema do horizonte: rH >> R.

De fato, no peŕıodo inflacionário a(t) = eHt e para instantes fora desse peŕıodo a(t) = t
1
2 , de

forma que:

rH =
eH(t0−trec) − 1

H
,

R = 2
[

t
1
2
0 (t

1
2
i + t

1
2
rec − t

1
2
rec)

]

+
t

1
2
0

H

(

eHtR − eHti

eH(ti+tR)

)

,

de forma que, para grandes valores de t0,
R

rH

≈
(

2

3

t
1
2
i + t

1
2
rec − t

1
2
R

t0

)

. Para tR − ti suficiente-

mente grande temos, rH << R.

O Problema da Planicidade

Vimos que a estimativa para o parâmetro Ω atual é |Ω − 1| ≤ 10−59 e que para t → ∞:

|Ω − 1| → ∞, (144)
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Figura 6: Solução inflacionária para o problema do horizonte: R >> rH .

isto é, se t → ∞ então |Ω| → ∞. Ou seja, o parâmetro de densidade aumenta muito com
o tempo. Dessa forma, o Universo deveria estar num estado de densidade extrema, o que
levaria o Universo a um colapso gravitacional.

Durante a inflação, no entanto, considerando que a(t) ∝ eHt e que H não depende do
tempo nesse peŕıodo, temos da equação (108):

|Ω − 1| ∝ e−2Ht (145)

Se a duração do peŕıodo inflacionário for suficientemente grande, |Ω− 1| → 0, de forma que
Ω é muito próximo de 1,após o peŕıodo inflacionário .

3.3 - O modelo Caótico

O modelo original de Guth já foi substitúıdo por outros mais completos. Vamos aqui ap-
resentar um dos modelos que sucedem o modelo de Guth, chamado Modelo Inflacionário
Caótico, proposto originalmente por Linde[22,23]. Este fundamenta-se na idéia de que a In-
flação pode ocorrer com qualquer potencial genérico se o Universo surge a partir de um
estado inicial caótico. Nesse caso, o potencial V (φ) assume diferentes valores em diferentes
regiões do Universo, e nas regiões em que V (φ) é extremamente alto, a Inflação pode ocorrer.
Mais ainda, esse modelo sugere que a Inflação pode ser um fenômeno bastante comum num
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Universo caótico (isto é, V (φ) é a energia dominante).

O campo clássico φ (Inflaton) é dominante no peŕıodo inflacionário, e é o responsável
pelo crescimento exponencial do fator de escala a(t). Esse modelo tem como hipóteses:
i) A métrica FRW é a métrica que descreve o Universo no qual a taxa de expansão é dada
por:

H2 +
k2

a2
=

(

ȧ

a

)2

+
k2

a2
=

8πGρ

3
(146)

Essa aproximação é suficientemente boa se aplicada ao peŕıodo pós-inflacionário.
ii) φ=φ(t) tem valor inicial φi �=σ, onde σ é o ponto de mı́nimo global do potencial V (φ). Este
ponto de mı́nimo é o ponto zero de energia do potencial V (φ), isto é, V ′(σ) = 0 e V ′′(σ) > 0.
iii) As correções quânticas deste campo escalar podem ser tratadas como pequenas per-
turbações de um campo clássico.

A equação de movimento do campo φ é:

φ̈ + 3Hφ̇ +
dV

dφ
= 0 (147)

O termo 3Hφ̇ é chamado termo de amortecimento (ou de fricção).
Uma analogia mecânica é o movimento de descida de uma bola por uma rampa inclinada

com atrito dado por 3Hφ̇. Nesse caso, o campo evolui até seu ponto de mı́nimo. Durante
essa descida ocorre o crescimento quase-exponencial de a(t). Torna-se importante, na análise
desse problema, saber quão rápido φ irá atingir seu ponto de mı́nimo σ.

Supondo que na fase de inflação φ atinge σ num peŕıodo da ordem de 100H−1 então
a(100H−1) ≈ e100 e se M ≈ 1014 GeV então o tempo de expansão é ∼ 10−34s, enquanto
o tempo para que φ atinja σ é ∼ 10−32s, ou seja, o tempo de “descida” de φ até σ é 100
vezes maior que o peŕıodo de expansão do fator a(t). Um dos pontos interessantes desse
modelo é a ocorrência do fenômeno de ressonância paramétrica que é o fenômeno f́ısico, que
no contexto da cosmologia inflacionária, provou ser um mecanismo efetivo para a criação de
matéria relativ́ıstica (reaquecimento) do Universo. Ele acontece quando, após a “descida”
o campo φ oscila ao redor do mı́nimo do potencial. O acoplamento de φ com campos de
matéria permite a transferência de sua energia de oscilação para a produção exponencial de
quanta dos campos de matéria.
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Figura 7: Potencial Caótico
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4 - Reconstrução do Potencial do

Inflaton V (φ)

A idéia de reconstruir o potencial do inflaton a partir de considerações teóricas ou
fenomenológicas vem sendo desenvolvida há algum tempo e muitas idéias a esse respeito
estão sendo discutidas atualmente. Na literatura recente há farto material a respeito, dentre
o qual destacamos as referências [24−27] e [30−32]. O conceito de reconstrução de potencial

refere-se ao processo de determinar o potencial do inflaton, usando dados observacionais[24],
especialmente as anisotropias da radiação cósmica de fundo, ou então abordagens teóricas
ou fenomenológicas. Aqui vamos considerar apenas as abordagens teóricas.

Dentre os métodos conhecidos atualmente, destacamos: a reconstrução a partir da equação
de estado [27] e a reconstrução para o regime de ressonância paramétrica após a inflação [31].

4.1 - Reconstrução a Partir da Equação de Estado

Este método foi proposto por Stornaiolo [26,27] e baseia-se na idéia de que é posśıvel encontrar
um potencial V (φ) a partir da equação de estado para o fluido cosmológico p = p(ρ).

Considerando a métrica FRW,

ds2 = dt2 − a2(t)

[

dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

]

,

partindo das equações de ρ e p para um fluido homogêneo:

ρ =
1

2
φ̇2 + V (φ), (148)

p =
1

2
φ̇2 − V (φ), (149)

e usando a lei de conservação:

ρ̇ = −3
ȧ

a
(ρ + p), (150)
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obtemos a seguinte expressão para p:

p =

(

− ρ̇a

3ρȧ
− 1

)

ρ. (151)

Mas

ρ̇a

ȧ
= a

dρ

da
, (152)

então

p =

(

− a

3ρ

dρ

da
− 1

)

ρ. (153)

Definimos então a grandeza γ(a) = −1
3

a
ρ

dρ
da

e obtemos:

p = (γ(a) − 1)ρ. (154)

Esta equação, idêntica à equação (81),é chamada de Equação de Estado de um γ-fluido. O

parâmetro γ varia no intervalo 0 ≤ γ ≤ 2, chamado intervalo de Zel’dovich[28]. Substituindo
(154) em (150), chegamos à equação diferencial para ρ:

ρ̇ = −3
ȧ

a
γ(a)ρ. (155)

Dada a condição inicial ρ(a0) = ρ0, onde a0 e ρ0 são, respectivamente, os valores iniciais do
fator de escala e da densidade de energia, a solução da equação diferencial é:

ρ(a) = ρ0e
−3

∫ a

a0

γ(a′)

a′
da′

. (156)

O parâmetro ρ0 está relacionado ao chamado problema da eficiência, ou seja, quão rápido
a inflação ocorre. Substituindo (148) e (149) em (155), obtemos a relação para o potencial
V (φ):

γ(a)V (φ) = (2 − γ(a))
1

2
φ̇2.

Mas

φ̇2 = γ(a)ρ(a), (157)

então:

V (φ) = (2 − γ(a))
ρ(a)

2
. (158)
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Substituindo (156) em (158) obtemos:

V (φ) = V (φ(a)) = (2 − γ(a))
ρ0

2
e
−3

∫ a

ai

γ(a′)

a′
da′

. (159)

Pela equação (157) vemos que γ(a) ≥ 0 e, que o caso γ(a) = 0 implica em p = −ρ, que
corresponde ao estado de vácuo.
Com esse formalismo é posśıvel calcular a evolução do campo φ. Como φ̇2 = γ(a)ρ(a) e
φ̇ = dφ

dt
= dφ

da
da
dt

= dφ
da

ȧ e assumindo que o Universo é espacialmente plano (k = 0), temos que
(

ȧ
a

)2
= 8πGρ

3
⇒ ȧ = ±a

√

8πGρ(a)
3

então φ̇ = a
√

8πGρ(a)
3

dφ
da

= ±
√

γ(a)ρ(a). Então

dφ

da
= ±

√

γ(a)ρ(a)

a

√

3

8πGρ(a)
= ±γ(a)

√

3

8πG

1

a
= ±

√

3

8πG

γ(a)

a

⇒ φ(a) = φ(ai) ±
√

3

8πG

∫ a

ai

γ(a′)

a′ da′. (160)

A reconstrução do potencial V (φ) está ligada aos valores de ρ0 e γ(a), fornecendo uma clas-
sificação de V para cada tipo γ(a), que contém a informação da taxa de crescimento do
Universo durante a inflação. Observamos que fornecendo γ(a), estamos dando informação
sobre o tipo de matéria no peŕıodo de interesse. Isso pode vir de considerações teóricas bem
como de extrapolação de dados experimentais. Matematicamente, para obtermos uma ex-
pressão V ≡ V (φ), é preciso inverter a equação (160) e obtermos a ≡ a(φ) e depois substituir
na equação (159).

Para determinar o parâmetro γ(a), consideramos o parâmetro de rolamento lento5 ε,
definido como:

ε(φ) ≡ m2
P

4π

[

H ′(φ)

H(φ)

]2

=
3

2

(

p

ρ
+ 1

)

=
3

2
γ(a),

e as amplitudes de perturbação AS e AG correspondendo às flutuações quânticas do infla-
ton (perturbações escalares) e métrica (perturbações tensoriais), respectivamente, definidas
como:

AS =

√

2

π
GH(φ)2 |H ′(φ)|−1

AG =

√

G

2π2
H(φ).

5Rolamento lento é o regime no qual o campo inflaton φ é tal que o termo
φ̇

2
é aproxiamdamente 0.

41



A partir dessas definições temos a relação:

AG

AS
=

√
ε =

√

3

2
γ(a),

ou seja,

γ(a) =
2

3

(

AG

AS

)2

.

4.2 - Reconstrução no regime pós-inflacionário

É sabido que um potencial da forma V (φ) = λφ4/4 leva a uma Equação de Lamé para os

campos de matéria via acoplamento do tipo g2φ2χ2/2[30]. Finkel e seus colaboradores [31]

estudaram o problema inverso: descobrir qual o potencial V (φ) mais geral que leva a uma
Equação de Lamé, para o acoplamento g2φ2χ2/2. O método é descrito abaixo.

A Lagrangiana para o sistema dos dois campos acoplados é dada por:

L =
1

2
∂µφ∂µφ +

1

2
∂µχ∂µχ − V (φ) − g2

2
φ2χ2 (161)

A partir das equações de Euler-Lagrange para (L a3) obtemos as equações de movimento
para os campos φ e χ:

d2φ

dt2
+ 3Hφ̇ + V ′(φ) = 0, (162)

d2χ

dt2
− ∂i∂

iχ + 3H∂i∂iχ + g2φ2χ = 0. (163)

Vamos tomar algumas aproximações para obter a solução do sistema acima [29]. Primeira-
mente vamos desprezar os efeitos de “back-reaction” na equação (162), isto é, na equação
para φ não aparece contribuição dos campos de matéria χ. Além disto vamos considerar o
caso em que o inflaton está no ińıcio de suas oscilações, após o peŕıodo inflacionário, com
uma freqüencia muito maior que H . Além disto vamos considerar o caso em que o valor
médio de V (φ) é também muito maior que seu mı́nimo V0 = V (φ0). Observamos que outros
regimes, em geral, mais complexos, são tratados na literatura[6,7]. Com as restrições acima,
podemos desprezar o termo proporcional a φ̇ e a equações (162) e (163) ficam reduzidas a:

d2φ

dt2
+ V ′(φ) = 0, (164)

d2χ

dt2
− ∂i∂

iχ + g2φ2χ = 0. (165)
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Tomando a transformada de Fourier de χ:

χk = F {χ(�r, t)} =
1

(2π)
3
2

∫

d3rei�k.�rχ(�r, t),

em que k = |�k|, obtemos:

d2χk

dt2
+ [k2 + g2φ2]χk = 0, (166)

Fazendo uma mudança de variável (transformação de escala) t = τx, em que τ é uma
constante, podemos escrever

φ(t) = φ0

(

φ̃(x)

φ0

)

= φ0f(x), (167)

e χk(t) = Xk(x). Dessa forma a equação (166) fica:

d2Xk

dx2
+ [τ 2k2 + g2φ2

0f
2(x)]Xk = 0. (168)

O problema consiste em encontrar o potencial V (φ) tal que a equação de movimento de χk

(168) se reduz a uma Equação de Lamé do tipo:

d2Xk

dx2
+ [ω2

0 − hn(n + 1)sn2(x)]Xk = 0, (169)

em que h = κ2 ∈ (0, 1) é o quadrado do módulo da função seno eĺıptico sn(x) = sn(x, κ).
Comparando (169) e (168) temos:

τ 2k2 + g2φ2
0f

2(x) = ω2
0 − hn(n + 1)sn2(x).

O ponto crucial do método é o seguinte artif́ıcio: Podemos somar e subtrair o termo τ 2βg2φ2
0

no primeiro membro da equação acima, de maneira que ela continue sendo do tipo Lamé.
Ou seja:

τ 2[k2 + βg2φ2
0] − τ 2g2φ2

0(β − f 2(x)) = ω2
0 − hn(n + 1)sn2(x), (170)

onde β é um parâmetro real, por enquanto, arbitrário. Podemos, então, identificar:

f(x) = ±(β − sn2(x))
1
2 (171)

ω2
0 = τ 2(k2 + βg2φ2

0) (172)

hn(n + 1) = τ 2g2φ2
0, (173)

com a condição que β ≥ 1 para que f seja real. De fato, a equação assim obtida é tal que:

d2Xk

dx2
+ [τ 2k2 + g2φ2

0(β − sn2(x))]Xk =
d2Xk

dx2
+ [α2 − g2φ2

0sn
2(x))]Xk = 0,
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onde α2 = τ 2k2 + g2φ2
0β. Ou seja, a forma da Equação de Lamé é preservada quando

tomamos a forma mais geral da função f(x) = ±(β−sn2(x))
1
2 . Por outro lado, substituindo

a identidade:

d2φ

dt2
=

1

2

d

dφ

(

dφ

dt

)2

,

na equação:

d2φ

dt2
+ V ′(φ) = 0, (174)

e integrando em relação a φ. Obtemos:

1

2

(

dφ

dt

)2

+ V (φ) = E, (175)

onde a constante de integração E é identificada como a densidade de energia do campo in-
flaton. Observe que, por causa das aproximações que assumimos acima, nesta equação de
conservação da energia não aparecem contribuições ou termos envolvendo campos de matéria
χ, de forma que não há transferência de energia de φ para χ. Desse forma E é de fato, con-
stante.

A equação satisfeita por f pode ser obtida a partir da equação (175) somando-se a
constante V0 aos dois membros da equação, usando a mudança de escala (167) e a regra da

cadeia
df

dt
=

dx

dt

df

dx
=

1

τ

df

dx
obtemos:

1

2

(

df

dx

)2

+

(

τ

φ0

)2

V (φ0f) +

(

τ

φ0

)2

V0 =

(

τ

φ0

)2

E +

(

τ

φ0

)2

V (φ0f) +

(

τ

φ0

)2

V0. (176)

Definindo as grandezas Uf e E∗ da forma:

Uf =

(

τ

φ0

)2

V (φ0f) +

(

τ

φ0

)2

V0, (177)

e

E∗ =

(

τ

φ0

)2

E +

(

τ

φ0

)2

V0, (178)

a equação toma a forma:
1

2

(

df

dx

)2

+ Uf = E∗. (179)

Usando as identidades abaixo para definir a função eĺıptica dn(x):

d

dx
sn(x) = cn(x)dn(x),
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sn2(x) + cn2(x) = 1,

dn2(x) + κ2sn2(x) = 1,

temos:
cn2(x) = 1 − β2 + f 2(x), (180)

e

dn2(x) = 1 − hβ2 + hf 2(x), (181)

onde κ2 = h.

Sabendo que f(x) = ±(β − sn2(x))
1
2
[31] é solução da equação (179) podemos usar as

relações (180) (181) para encontrar Uf e E∗. De fato, temos:

1

2

(

df

dx

)2

=
sn2x.cn2x.dn2x

β − sn2x
. (182)

Substituindo (172), (180) e (181) em (182) obtemos:

1

2

(

df

dx

)2

=
β(1 − β)(1 − hβ)

2f 2
+

2hβ − 3hβ2 + 2β − 1

2
+

3hβ − h − 1

2
f 2 − h

2
f 4. (183)

Como Uf é uma função de f e E∗ é uma constante, podemos identificar:

Uf =
hf 4

2
+

1

2
(1 + h − 3hβ)f 2 +

β(β − 1)(1 − hβ)

2f 2
, (184)

e

E∗ = −1

2
[3hβ2 − 2(1 + h)β + 1]. (185)

Então, o potencial V (φ) é dado por:

V (φ) =

(

φ0

τ

)2

U(f) =

(

2h

τ 2φ2
0

)

φ4

4
+

(

1 + h − 3hβ

τ 2

)

φ2

2
+

(

β(β − 1)(1 − hβ)

τ 2
φ4

0

)

1

2φ2
+ V0.

onde usamos a equação (167).

Denotando:

λ =
2h

τ 2φ2
0

,

K =
1

τ 2
(1 + h − 3hβ),
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µ =
β(β − 1)(1 − hβ)φ4

0

τ 2
,

o potencial pode ser escrito como:

V (φ) = λ
φ4

4
+ K

φ2

2
+ µ

1

2φ2
+ V0. (186)

em que redefinimos V da forma V (φ) �−→ V (φ) + V0 e a densidade de e energia é dada por:

E = − φ2
0

2τ 2
[3hβ2 − 2(1 + h)β + 1] + V0. (187)

Aqui redefinimos a densidade de energia da forma E �−→ E + V0. Analisando os limites de
V (φ) quando φ → ±∞ vemos que a positividade de λ restringe µ a valores não-negativos,
para que V tenha um mı́nimo global.
Com isso mostramos o seguinte fato: para que a equação de movimento para o campo χk se
reduza a uma Equação de Lamé, V (φ) deve necessariamente ser da forma (186). É posśıvel
ainda, mostrar que todo potencial dessa forma leva a uma Equação de Lamé, conforme a
referência [31].

46



5 - As Equações de Mathieu e Lamé

na Cosmologia Inflacionária

A idéia de reaquecimento está relacionada ao fato de que o Universo, após um peŕıodo de
inflação é levado a um estado de densidade quase nula e temperatura próxima do zero abso-
luto (0 K). Como o Universo é, atualmente, dominado pela matéria (viśıvel e escura), é
então necessário que logo após a inflação tenha havido produção de matéria em larga escala.
Nos modelos inflacionários a energia necessária para que isso ocorra está armazenada no
potencial inflacionário V (φ). Este mecanismo de transferência de energia do campo inflaton
para campos de matéria é chamado de Reaquecimento do Universo. Inicialmente a trans-
ferência é feita num regime muito fora do equiĺıbrio e uma enorme quantidade de matéria
(coletivamente denotada pelo campo de matéria χ) é criada. Esta fase é chamada de Pré-

Reaquecimento. Posteriormente a produção de part́ıculas é mais moderada e esta segunda
fase é denominada Reaquecimento. Uma terceira fase seria então a termalização da matéria
produzida. A partir desse ponto a teoria segue o Modelo Cosmológico Padrão.

Os primeiros modelos para criação de matéria foram estabelecidos por Farhi, Abbot,
Linde et al [4]. Esses modelos eram baseados em Teoria Quântica de Campos Perturba-
tiva. O Problema com tais modelos é que a temperatura obtida não é suficiente para que
possa ocorrer bariogênese (formação de bárions no Universo com a entropia observada).

Em 1990 Kirilova e, independentemente, Brandenberger e Trashen[5] introduziram um novo
mecanismo de produção de matéria (fora do equiĺıbrio) baseado no fenômeno de Ressonância
Paramétrica.

A Equação de Mathieu possui uma aplicação no estudo da fase de reaquecimento do
Universo. É postulado que nessa fase, o inflaton decai em part́ıculas escalares, as quais, por
sua vez, decaem em bárions (bariogênese).

O campo inflaton possui uma densidade Lagrangiana dada por:

L(φ) = 1
2
∂µφ∂µφ − V (φ)

onde o potencial V (φ) inclui auto-interações e o termo de massa. Numa primeira aproxima-
ção, as contribuições da curvatura do Universo podem ser desprezadas.

Se o valor inicial do inflaton é muito grande φ>MP , o termo de fricção 3Hφ̇ na equação
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de movimento é muito maior que φ̈, ou seja, a equação se reduz a :

3Hφ̇ +
dV (φ)

dφ
= 0

Esse cenário corresponde ao estágio inflacionário[34]. Com o decréscimo de φ , 3Hφ̇ é cada
vez menor , cessando quando φ≤Mp

2
. Após um curto estágio de descida até o mı́nimo do

potencial V (φ), φ oscila muito rapidamente com amplitude ∼ 0, 1MP em torno do ponto
de mı́nimo. Devido ao acoplamento de φ aos campos de matéria, há uma transferência de
energia de φ para esses campos, que apresentam um crescimento exponencial em suas ampli-
tudes. Como o número de part́ıculas produzidas é proporcional à amplitude dos campos de
matéria (denotados coletivamente por χ) obtém-se uma produção muito grande de part́ıculas
do tipo χ. (Este é o mecanismo de Ressonância Paramétrica).

Considerando um único campo de matéria χ e tomando a Lagrangiana de interação de
φ com χ como

L(φ, χ) = 1
2

g2φ2χ2

onde g é a constante de acoplamento, temos a Lagrangiana de χ

L(χ) = 1
2

(∂µχµ∂µχµ − m2
χχ2 − g2φ2χ2)

cuja equação de Euler-Lagrange é

χ̈k + 3Hχ̇k +

(

k2

a(t)2
+ m2

k + g2φ2

)

χk = 0 (188)

Na equação acima foi tomada a transformada de Fourier da solução χ(�r)=χ(�r, t) ou seja,
χk(t)=F [χ(�r, t)] de modo que no cenário do reaquecimento do Universo χk(t) é interpretado

como a amplitude dos campos de matéria χ para part́ıculas com momento k=|�k|. Por outro
lado, a solução aproximada para a equação de movimento do inflaton com potencial dado
por V (φ)=1

2
mφφ

2 (potencial do modelo caótico) é dada por

φ(t) ∼ φ0sen(mφt) (189)

onde φ0 é o ponto de mı́nimo do potencial. Substituindo (189) em (188) obtemos

χ̈k + 3Hχ̇k +

(

k2

a(t)2
+ m2

χ + g2φ2
0sen

2(mφt)

)

χk = 0 (190)

Numa primeira aproximação, a expansão do Universo pode ser desprezada, e tomando
a(t)=cte=1 temos:

χ̈k +
(

k2 + g2φ2
0sen

2(mφt)
)

χk = 0 (191)

que é uma equação do tipo Mathieu.
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O espaço 2-dimensional dos parâmetros (k,g) apresenta regiões onde a solução cresce ex-
ponencialmente (bandas de ressonância ou instabilidadade) e regiões com soluções limitadas
e periódicas (bandas de estabilidade). Pelo Teorema de Floquet, nas bandas de ressonância,
a solução é da forma χk∝eµkt onde µk é o expoente de Floquet. Usando a Transformação de
Bogolyubov [35], encontra-se o número de part́ıculas produzidas nk∝e2µkt. Se χ é um campo
bosônico temos uma produção exponencial de part́ıculas (se µk é um número real). Se, no
entanto, χ é fermiônico, então o Prinćıpio de Exclusão de Pauli faz com que a produção de
part́ıculas não seja exponencial.
A Equação de Lamé é aplicada no contexto da fase de pré-reaquecimento do Universo.
Considerando φ como um campo escalar clássico com potencial efetivo dado por 6

V (φ) = ±1

2
mφφ

2 +
λ

4
φ4 (192)

Com Lagrangiana de interação L(φ, χ)=1
2
g2φ2χ2, onde g é uma constante pequena, temos a

equação de movimento

φ̈ + 3Hφ̇ ± mφ + λφ3 = 0

Após o peŕıodo de inflação, φ decresce abaixo de Mp e o termo 3Hφ̇ torna-se despreźıvel.
Nesse momento, a equação de movimento se reduz a φ̈± mφ + λφ3 = 0, cuja solução é dada
pelas funções eĺıpticas de Jacobi[24]. Se desprezarmos o termo de massa, φ(t)∝sn(t) torna-se
uma solução posśıvel. A equação de movimento para χ passa a ser então

χ̈k(t) + [k2 + g2φ0sn
2(mφt)]χk(t) = 0 (193)

que é uma Equação de Lamé.

Analisamos no próximo caṕıtulo algumas propriedades das Equações de Hill, da qual as
Equações de Lamé e Mathieu são casos particulares, e suas implicações para o potencial
inflacionário.

6O termo − 1

2
mφφ2 leva a uma quebra espontânea de simetria no modelo inflacionário
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6 - Teoremas Inversos da Teoria de

Hill e Aplicações em Cosmologia

Inflacionária

Atualmente a teoria inflacionária caótica possui uma ramificação de grande interesse, a “Teo-
ria de Reaquecimento” que dá um passo importante na explicação da criação da matéria (in-
cluindo aqui a matéria escura ) observada em nosso universo. Os antigos modelos, baseados
em métodos perturbativos não foram bem-sucedidos em obter temperaturas altas o sufi-
ciente para a bariogênese. Há alguns anos ,um mecanismo baseado na teoria matemática de
Ressonância Paramétrica foi planejado para obtê-las. Este mecanismo, incorporado à Teoria
Inflacionária, apresenta um crescimento exponencial das soluções, o qual é interpretado como
uma produção exponencial de part́ıculas no fim do peŕıodo inflacionário.

A maior parte dessas teorias recai em equações lineares para os campos de matéria, uma
vez que elas são as mais simples e em todos os fenômenos básicos sob estudo aparece esse
tipo de equação.A Lagrangiana de interação pode ser escrita, em sua forma mais geral, como

Lint = gf(φ)χ2, (194)

onde g é a constante de acoplamento da interação e f(φ) é um polinômio.

As equações de movimento obtidas são, em sua forma mais geral, Equações de Hill [10] que
exibem Ressonância Paramétrica como comportamento para certas classes de suas soluções.
Isto é uma conseqüência do Teorema de Floquet, visto no Caṕıtulo 2.

Por outro lado, a inflação é um paradigma para vários modelos. Isso significa que
diferentes potenciais para o campo inflaton foram propostos na literatura. Agora, temos a
seguinte questão : Se assumimos a Ressonância Paramétrica como o mecanismo de produção
de matéria, o que podemos inferir sobre o Potencial do Inflaton?

Do ponto de vista da F́ısica atual, esta questão está no mesmo esṕırito (mas, claramente,
não tão realista) do programa de nucleosśıntese, que procura pelas reações nucleares primor-
diais que deram origem à atual abundância de distribuição dos elementos. Matematicamente,
isto é um tipo de problema inverso, uma vez que temos alguma informação da solução de
uma equação diferencial (com potencial), e procuramos deduzir alguma caracteŕıstica do
potencial.
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6.1 - Equação de Hill e o Potencial V (φ)

Seja V (φ) o potencial inflacionário. Como mencionamos acima, a questão que queremos ana-
lisar pode ser enunciada da seguinte forma: Se conhecemos (ou postulamos) a Lagrangiana
de interação Lint, o que podemos deduzir sobre V (φ)?

A Lagrangiana de Interação mais geral que podemos ter para aplicar os teoremas abaixo
é a descrita pela Equação (194). A Lagrangiana total pode então ser escrita como:

L = ∂µφ∂µφ − V (φ) + ∂µχ∂µχ −Lint. (195)

A Equação de movimento resultante para os campos de matéria, supondo que χ é espacial-
mente uniforme, é dada por uma equação do tipo Hill:

χ̈ − gf(φ(t))χ = 0, (196)

onde a função Q(t) = −gf(φ(t)) é periódica na variável temporal t. Podemos tomar, sem

perda de generalidade, seu peŕıodo como π e
∫ π

0
Q(t)dt = 0[9]. Então a Equação de Hill fica:

χ̈ + Q(t)χ = 0, (197)

onde Q(t + π) = Q(t).
O seguinte resultado relativo às Equações de Hill é crucial para a obtenção de informação
sobre o Potencial Inflacionário:

Teorema 1[9] : Se a equação (197) possui dois intervalos de instabilidade, então Q(t)
satisfaz a equação diferencial:

Q̈ = 3Q2 + AQ + B, (198)

ou, equivalentemente,

Q̇2 = 2Q3 + AQ2 + 2BQ + C. (199)

O teorema acima fornece uma equação para a função periódica Q(t). Para aplicar o teorema
devemos supor que a equação (197) tem somente uma banda de ressonância não-trivial. A
banda trivial é o intervalo (−∞, λ0) para todas as equações de Hill. Então Q(t) satisfaz às
equações (198) e (199).

Supondo, que f(φ) = φn temos então que Q(t) = −gφ(t)n. Dáı, substituindo na equação
(198), obtemos para φ:

−g[n(n − 1)φn−2φ̇2 + nφn−1φ̈] = 3 φ2n + A φn + B. (200)

Por outro lado, a Equação do Movimento (aqui estamos desconsiderando contribuição da

52



expansão do Universo) para o campo φ é dada por:

φ̈ = −dV

dφ
. (201)

Substituindo (201) em (200) temos

−g[n(n − 1)φn−2φ̇2 − nφn−1dV

dφ
] = 3g2φ2n − Agφn + B.

Dividindo ambos os membros por −gnφn−2 e derivando com respeito a t obtemos:

−2(n − 1)φ̇φ̈ + φφ̇
d2V

dφ2
+ φ̇

dV

dφ
=

3g(n + 2)

n
φn+1φ̇ − 2A

n
φφ̇ − B(n − 2)

gn
φ−(n−1) φ̇. (202)

Usando novamente a equação (201) para o termo φ̈ obtem-se

(2n − 1)
dV

dφ
+ φ

d2V

dφ2
=

3g(n + 2)

n
φn+1 − 2A

n
φ − B(n − 2)

gn
φ−(n−1). (203)

Resolvendo (203) encontramos a solução:

V (φ) =
g

n2
φn+2 − A

2n2
φ2 +

B

gn2

1

φn−2
− C

2n − 2

1

φ2n−2
+ V0, (204)

onde C e V0 são constantes de integração.
Para n = 2 obtemos o potencial:

V (φ) =
g

4
φ4 − A

8
φ2 +

B

4g
− C

2

1

φ2
+ V0, (205)

onde V0 é uma constante. Incorporando o termo constante B
4g

a V0, reduzimos a expressão
do potencial para:

V (φ) =
g

4
φ4 − A

8
φ2 − C

2

1

φ2
+ V0. (206)

Esse potencial é o mesmo encontrado na seção 4.2, obtido, no entanto, de uma forma mais
simples. Comparando (206) com (186), vemos que:

g =
2h

τ 2φ2
0

(207)

A = − 4

τ 2
(1 + h − 3hβ) (208)
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C = −φ4
0

τ 2
β(β − 1)(1 − hβ) (209)

Para o caso mais geral Q(t) = −gf(φ), o teorema nos fornece a seguinte equação diferencial:

g
dV

dφ

df

dφ
+ g

d2f

dφ2
φ̇2 = 3g2f 2 + Af + B (210)

Dividindo a equação por g
d2f

dφ2
, derivando em relação a t e simplificando, obtemos:

d2V

dφ2
+ Q1

dV

dφ
= Q2, (211)

onde Q1(t) =

[

3

(

df

dφ

)−1(
d2f

dφ2

)

+

(

d2f

dφ2

)−1(
d3f

dφ3

)

]

e

Q2(t) = (6gf − A) +

(

−3gf 2 + Af − B

g

)(

df

dφ

)−1(
d2f

dφ2

)−1
d3f

dφ3
.

Resolvendo a equação (211) encontramos a expressão para o potencial V (φ):

V (φ) =

∫

∫

Q2e
(
∫

Q1dφ)dφ

e(
∫

Q1dφ)
dφ. (212)

Usando as propriedades:

(

df

dφ

)−1(
d2f

dφ2

)

=
d

dφ
ln

(

df

dφ

)

e

(

d2f

dφ2

)−1(
d3f

dφ3

)

=
d

dφ
ln

(

d2f

dφ2

)

temos que Q1 =
d

dφ

{

ln

[

(

df

dφ

)3(
d2f

dφ2

)

]}

, e desse modo:

e
∫

Q1dφ =

(

df

dφ

)3(
d2f

dφ2

)

Dessa forma, o potencial pode ser escrito como:

V (φ) =

∫

{

(

df

dφ

)−3(
d2f

dφ2

)−1 ∫ φ

(6gf − A)

(

df

dθ

)3
d2f

dθ2
+ (−3gf 2 + Af − B

g
)

(

df

dθ

)2
d3f

dθ3
dθ

}

dφ
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Para o caso em que f é uma função polinomial, isto é, f =

n
∑

k=0

akφ
k, o potencial V (φ) toma

a forma:

V (φ) =

∫

(

n
∑

k,l,m=1

akalamklmφk+l+m−3

)−1( n
∑

k=2

akk(k − 1)φk−2

)−1

pn(φ)dφ (213)

onde pn é dado por:

pn(φ) = 6g
n
∑

j=0;k,l,m=1;s=2

ajakalamasklms(s − 1)

j + k + l + m + s − 4
φj+k+l+m+s−4+

−A
n
∑

k,l,m=1;s=2

akalamasklms(s − 1)

k + l + m + s − 4
φk+l+m+s−4+

−3g
n
∑

j,k=0;l,m=1;s=3

ajakalamaslms(s − 1)(s − 2)

j + k + l + m + s − 4
φj+k+l+m+s−4+

A

n
∑

j=0;k,l=1;s=3

ajakalaskls(s − 1)(s − 2)

j + k + l + s − 4
φj+k+l+s−4+

−B

g

n
∑

k,l=1;s=3

akalaskls(s − 1)(s − 2)

k + l + s − 4
φk+l+s−4 + C, (214)

onde usamos as propriedades:

d

dφ

n
∑

k=0

akφ
k =

n
∑

k=1

akkφk−1,

e
(

n
∑

k=α

akφ
k

)(

n
∑

k=β

bkφ
k

)

=
n
∑

k=α;j=β

akbjφ
k+j,

Para que o potencial V (φ) em (213) seja fisicamente aceitável, ele deve ser limitado
inferiormente. Para que isso ocorra, devemos ter

lim
φ→−∞

V (φ) = lim
φ→+∞

V (φ) = +∞. (215)

Isto é suficiente pois se (215) vale, então existe um intervalo [−γ, γ] ⊂ ℜ tal que fora deste
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intervalo V (φ) → +∞. Como V (φ) é cont́ınua em [−γ, γ], então ele atinge um mı́nimo em
[−γ, γ] e dáı também atinge um mı́nimo em ℜ. De fato, quando φ → ±∞, o potencial é da
ordem de (±φ)n+2. Para que limite seja satisfeito, devemos ter n par. Isso ainda não garante
que o potencial seja limitado inferiormente. Para tanto devemos analisar o coeficiente do
termo dominante da expressão. Esse é o termo de maior potência de V (φ) quando φ → ±∞
e é dado por:

φn+2

[

3gan

(5n − 4)(n + 2)

(

2n3 − n + 2)
)

]

.

Uma vez que, nesse caso, g > 0 e

2n3 − n + 2

(5n − 4)(n + 2)
> 0,

isso implica que, se an > 0, o limite em (215) é válido, e o potencial V (φ) é limitado
inferiormente. Portanto o Teorema 1 nos mostra que se a matéria na fase pós-inflacionária
foi produzida majoritariamente numa única banda, então o Potencial Inflacionário que deu
origem ao mecanismo de Ressonância Paramétrica tem um mı́nimo ao redor do qual pode-se
obter Ressonância Paramétrica dos campos de matéria acoplados a ele. Com isso temos
que a expressão (213) pode representar um Potencial do Inflaton. É de interesse, devido
à Teoria Quântica de Campos, que (213) tenha forma polinomial. Porém, para que isso
ocorra, devemos ter uma dependência dos coeficientes aj e as constantes A, B, C e g. Isso
significa que, pequenas perturbações nas constantes implicam numa expressão não polinomial
para V (φ). Até o momento, não encontramos essa dependência, porém sabemos que se
f(φ) = gφn, então V (φ) é necessariamente polinomial.

6.2 -Produção de Part́ıculas com Expansão do Universo

Para o caso em que se leva em consideração a expansão do Universo,temos a equação de
movimento para o campo φ:

φ̈ + 3

(

ȧ

a

)

φ̇ = −dV

dφ

No peŕıodo pós-inflacionário, a(t) varia muito lentamente de forma que a equação acima se
reduz a (201), e o potencial V(φ) é então dado, em sua forma mais geral, pela equação (204).

Apresentamos o segundo resultado[9]:
Teorema 2: Se a Equação de Hill:

ÿ + (λ + Q(t)) y = 0

com Q(t + π) = Q(t) e
∫ π

0
Q(t)dt = 0, é tal que o único intervalo de instabilidade é o trivial:

(-∞, λ0), então Q(t) ≡ 0.

Esse é um Teorema Inverso não-trivial e, para nossa interpretação f́ısica, como a função
periódica Q(t) vem de um potencial (oscilações em torno de seus mı́nimos ), isso implica que
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todos os potenciais conduzem a bandas de ressonância não-triviais.

Podemos escrever a Lagrangiana total como:

L = L (φ) + L (χ1, χ2, ..., χm) + L int (φ, χ1, χ2, ..., χm)

(aqui temos a hipótese de que todos os campos de matéria são provenientes de um único
campo inflaton φ). Aqui o acoplamento em Lint ( Lagrangiana de Interação) não é necessari-
amente polinomial. A fim de obter Q(t) periódico, exigimos que φ(t) possua oscilações em
torno de um mı́nimo. Mais ainda, o conjunto dos mı́nimos pode ter mais de um elemento.
Nesse caminho podemos ter, em prinćıpio, oscilações de φ em torno de um falso vácuo (no

modelo de Guth[21]). Se as amplitudes das oscilações são maiores que a diferença entre o
topo da barreira e o valor do falso vácuo, o sistema relaxará para o vácuo verdadeiro. Novas
oscilações então dão lugar à criação de um novo tipo de bóson. Em outras palavras, a forma
do potencial é importante para o sistema dinâmico Inflaton+Campo de Matéria. A fim de
obtermos uma equação linear para os campos de matéria χi, devemos escrever a Lagrangiana
de matéria como:

L ≡ L (χ1, χ2, ..., χm) = −
m
∑

i=1

µi

2
χ

2

i +
m
∑

i=1

χ̇2
i , (216)

e a Lagrangiana de interação pode ser escrita como:

Lint(φ, χ1, χ2, ..., χm) = −
m
∑

i=1

fi(φ)χmi

i . (217)

Claramente, para se obter uma equação linear para χi devemos ter mi = 2 para todos os
valores de i. A equação de movimento para o campo χi fica:

χ̈i + [µi + fi(φ)]χi = 0. (218)

Esse teorema diz que a ressonância paramétrica é um tipo de mecanismo genérico, inde-
pendente do contexto das teorias inflacionárias , ou seja, todos os potenciais com pelo menos
um mı́nimo levam à ressonância paramétrica (bandas de instabilidade não-triviais) para os
campos de matéria, uma vez que sendo φ(t) periódica, f(φ(t)) também será periódica e a
equação (218) pode ser classificada como uma Equação de Hill. Ainda mais, como sabemos
que Q(t) �= 0, então teremos pelo menos uma banda de ressonância não-trivial, isto é, toda
teoria inflacionária com um potencial limitado inferiormente leva necessariamente a uma
produção exponencial de part́ıculas quando temos um acoplamento usual do inflaton com os
campos de matéria.

Teorema 3: Se Q(t) é tal que a equação

ÿ + (λ + Q(t))y = 0

tem somente um número finito de intervalos de instabilidade, então Q(t) é infinitamente
diferenciável.
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Uma aplicação imediata deste teorema é a seguinte:
Podemos supor que no Universo primitivo existiam outros campos que contribúıram para

o processo de formação de matéria numa escala menor, ou seja, esses campos podem ser vistos
como pequenas perturbações (ou rúıdo) para a formação de matéria. Assumindo uma visão
clássica de rúıdo, ou seja, uma função que, embora possa ser cont́ınua, não é diferenciável em
um grande número de pontos, podeŕıamos pensar que a função Q(t) recebe uma contribuição
η(t) que não é infinitamente diferenciável. O teorema então garante que o número de bandas
de ressonância é infinito.

Como a estrutura das bandas de ressonância consiste de um conjunto infinito de inter-
valos finitos que não se interceptam em toda a semireta real (λ0, +∞), podemos concluir
que, em prinćıpio, podemos ter Ressonância Paramétrica em todos estes subintervalos e con-
sequentemente part́ıculas relativ́ısticas poderiam ser criadas com valores de momento mais
altos.
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Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos uma aplicação da Teoria das Equações de Hill em Cosmologia
Inflacionária. Para isto fizemos três breves exposições: a primeira sobre as Equações de Hill,
a segunda sobre Cosmologia Inflacionária e, por último, sobre dois métodos de reconstrução
do Potencial Inflacionário.

O estudo da Reconstrução do Potencial do Inflaton V (φ) é recente e ainda se encontra
em fase de desenvolvimento. Nesse trabalho apresentamos dois métodos encontrados na lit-
eratura, a saber: o método que usa a Equação de estado e o método de reconstrução no
regime pós-inflacionário. Neste último método partimos de uma Equação de Lamé, que está
intimamente ligada à produção de part́ıculas no regime pós-inflacionário. O desejável seria
fazer a reconstrução do potencial mais geral posśıvel a partir da Equação de Hill. Mas isto
é muito mais complexo e a restrição por assumir tal liberdade, do ponto de vista da forma
da equação, é aparente nas hipóteses sobre os intervalos de instabilidade da Equação de Hill
nos teoremas do caṕıtulo 6.

Apesar de pouco conhecida, a idéia de “Reconstrução” é bastante interessante, uma vez
que nos fornece alguns ind́ıcios do comportamento do Potencial do Inflaton. Uma questão
que pode ser levantada, frente às recentes observações, é se a matéria produzida pelo meca-
nismo de Ressonância Paramétrica inclui ou não a chamada “Matéria Escura”[43].

Finalmente, no caṕıtulo 6 apresentamos nossa contribuição original ao trabalho, analisan-
do três teoremas referentes às Equações de Hill e e aplicando-os à Cosmologia Inflacionária.
O primeiro desses teoremas nos permitiu reconstruir o potencial do Inflaton a partir da
forma mais geral da Lagrangiana de interação entre o Inflaton e os campos de matéria. O se-
gundo nos leva a concluir que todo Potencial com pelo menos um mı́nimo leva à Ressonância
Paramétrica. Isso significa que todo potencial limitado inferiormente leva necessariamente
à produção exponencial de part́ıculas sempre que tivermos um acoplamento com os campos
de matéria do tipo f(φ)χ2. Já o terceiro teorema nos diz que outros campos presentes no
Universo primitivo agindo como um rúıdo contribuem para a formação de matéria em regime
relativ́ıstico.
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Apêndice 1 - Invariância da Equação

de Hill por Mudança de Peŕıodo e por

uma Translação arbitrária

Ao longo do texto, adotamos a convenção de que a função p(ωt) é periódica de peŕıodo π.
Essa convenção é posśıvel pois existe uma mudança de variável independente que leva uma
função de peŕıodo T numa função de peŕıodo π mantendo a forma da Equação de Hill.
Considerando a mudança de variável:

z =
π

T
t (219)

A função p é tal que, se p(ω(t + T )) = p(ωt), então redefinindo o parâmetro ω como

ω �−→ ω′ =
ωT

π
temos:

p(ω′(z + π)) = p

(

ωT

π
(z + π)

)

= p

(

ωT

π
z +

ωT

π
π)

)

= p(ω′z + ωT ) = p(ω′z). (220)

A derivada da função y é:

dy

dt
=

dy

dz

dz

dt
=

π

T

dy

dz
(221)

d2y

dt2
=

π2

T 2

d2y

dz2
. (222)

E a equação fica:

π2

T 2

d2y

dz2
+ [ω2

0 + hp(ωz)]. (223)

Podemos redefinir os parâmetros ω2
0 e h da forma ω2

0 �−→ ω
′2
0 =

ω2
0T

2

π2
e h �−→ h′ =

hT 2

π2
, de

modo que a equação fique:

d2y

dz2
+ [ω

′2
0 + h′p(ωz)]y = 0. (224)
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Com isso mostramos que a Equação de Hill é invariante por uma mudança de peŕıodo da
função p. Esse resultado permanece verdadeiro se quisermos mudar o peŕıodo da função de

T1 para T2, bastando para isso definir a mudança de variável z =
T2

T1
t.

Considerando uma translação arbitrária da variável t, dada por x = t + τ , onde τ é uma
constante, temos:

dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
=

dy

dx
d2y

dt2
=

d2y

dx2
.

A Equação de Hill fica então:

d2y

dx2
+ [ω2

0 + hp(ωx)]y = 0

Ou seja, a equação é invariante por uma translação.
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Apêndice 2 - Demonstrações

Neste apêndice, apresentamos as demonstrações dos teoremas enunciados no caṕıtulo 6 e
alguns lemas.

Teorema 2: Se a Equação de Hill

ÿ + [ω2
0 + hp(ωt)]y = 0

tem um único intervalo de instabilidade, então p ≡ 0.
Para este teorema, apresentamos duas demonstrações, uma devida a Magnus[9] e outra de-
vido a Hochstadt[42].

Para a primeira demonstração enunciamos os seguintes lemas:

Lema 1: As soluções de equação ÿ + [ω2
0 + hp(ωt)]y = 0 são estáveis se, e somente se,

∆ = y1(π) + ẏ2(π) é real e |y1(π) + ẏ2(π)| < 2 ou y1(π) + ẏ2(π) = ±2 e y2(π) = ẏ1(π) = 0.

Prova: Considerando a equação caracteŕıstica ρ2 − [y1(π) + ẏ2(π)]ρ + 1 = 0, se ρ1 �= ρ2

então ρ1 = eiαπ e ρ2 = e−iαπ são tais que ρ1 e ρ2 são limitadas, se e somente se, α �= 0 é real.
Como ∆ = y1(π) + ẏ2(π) = ρ1 + ρ2 = 2ℜe(eiαπ) = 2cosαπ, temos que |y1(π) + ẏ2(π)| =
2|cosαπ| < 2.
Se ρ1 = ρ2, então α = 0 e nesse caso, ρ1 = ρ2 = 1 ou ρ1 = ρ2 = −1 e portanto,
y1(π) + ẏ2(π) = ±2 e nesse caso, pelo teorema de Floquet, y2(π) = ẏ1(π) = 0.⋄

Lema 2: A Equação de Hill possui duas soluções linearmente independentes e periódicas
de peŕıodo π ou 2π se, e somente se, a equação ∆2(ω2

0) − 4 = 0 tem uma raiz dupla.

Lema 3: A função ∆(ω2
0) é uma função inteira da variável complexa ω0 e satisfaz:

|∆(ω2
0)| ≤ 2e|ω0|πcosh(Mπ), (225)

onde M é uma constante real positiva.

Lema 4: Se ω0 = ω1 + iω2, então

|∆(ω2
0) − 2cosπω0| ≤ 2eπ|ω2|

(

e
πM
|ω0| − 1

)

, (226)
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onde M é dado por |p(ωt)| ≤ M .

Demonstração do Teorema: Pelo lema 1 temos que |∆| > 2 somente no intervalo de
instabilidade trivial. Pelo lema 2, a equação:

∆2(ω2
0) − 4 = 0, (227)

tem ráızes duplas λ2n−1 = λ2n e λ′
2n−1 = λ′

2n para n = 1, 2, 3, ... e uma raiz simples λ0.
Considerando a função:

F (z) =
1

2
[∆(z + λ0) + (∆2(z + λ0) − 4)

1
2 ], (228)

temos:

logF (z) = ln|F (z)| + iθ(z), (229)

onde θ(z) é o argumento de F (z).
A parte real do logaritmo de F é:

ℜe(logF (z)) = ln

∣

∣

∣

∣

1

2
[∆ + (∆2 − 4)]

∣

∣

∣

∣

. (230)

Aplicando a desigualdade de triangular, e usando o fato de que para todo número complexo
α vale a relação: |αr| = |α|r para todo número real r temos:

∣

∣

∣

∣

1

2
[∆ + (∆2 − 4)]

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
|∆| + 1

2
|∆2 − 4| 12 . (231)

Como lnx é uma função crescente, temos ainda:

ln

∣

∣

∣

∣

1

2
[∆ + (∆2 − 4)

1
2 ]

∣

∣

∣

∣

≤ ln

(

1

2
|∆| + 1

2
|∆2 − 4| 12

)

. (232)

Pelo lema 3:

|∆(z + λ0)| ≤ 2e|z+λ0|πcosh(Mπ) ≤ 2e|λ0|πcosh(Mπ)e|z|π, (233)

e

|∆2 − 4| ≤ |∆2| + 4, (234)

então

|∆2 − 4| 12 ≤ (|∆2 + 4|) 1
2 . (235)
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Da relação
√

a + b ≤ √
a +

√
b para a e b reais positivos, temos:

|∆2 − 4| 12 ≤ (|∆|2)1
2

+ 2 ≤ 2|∆| ≤ 4e|λ0|πcosh(Mπ)e(|z|π). (236)

Aqui usamos o fato de que |∆| ≤ 2 no intervalo de instabilidade. O logaritmo satisfaz, então:

ln

(

1

2
|∆| + 1

2
|∆2 − 4| 12

)

≤ ln
(

3e|λ0|πcosh(Mπ)e(|z|π)
)

, (237)

E portanto, a parte real de logF (z) satisfaz:

ℜelogF (z) ≤ ln(3e|λ0|πcosh(Mπ)e(|z|π)) = π|z| + K, (238)

onde K = ln(3e|λ0|πcosh(Mπ)).

O logaritmo de F (z) pode ser tomado como sendo da forma: logF (z) = az + b, com a e
b constantes. Então:

logF (z) = log

{

1

2

[

∆ + (∆2 − 4)
1
2

]

}

= az + b, (239)

que implica em:

1

2

[

∆ + (∆2 − 4)
1
2

]

= eaz+b (240)

O primeiro membro da igualdade é, por definição[39], igual a −iarccos∆
2
, então:

arccos
∆

2
= −ieaz+b, (241)

e

∆ = 2cos(−ieaz+b) = 2cos(−iebeaz), (242)

que é equivalente a:

|∆ − 2cos(−iebeaz)| = 0. (243)

Pelo lema 4 podemos fazer as identificações: ia = π, b = 0 e M = 0. E portanto, |p(ωt)| ≤ 0,
o que implica em p(ωt) = 0.⋄

Para a segunda demonstração, consideremos uma translação arbitrária da função p(ωt):
x = t+ τ . Como mostrado no apêndice 1, a Equação de Hill é invariante por essa translação,
ou seja:

d2y

dx2
+ [ω2

0 + hp(ωx)]y = 0. (244)
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Temos ainda os seguintes resultados:

Lema5: Se µn(τ) representa um autovalor da equação (244) sujeita às condições y(0) =
y(π) = 0, então λ′

n ≤ µn(τ) ≤ λn com n = 1, 2, 3, ..., por outro lado, se νn(τ) representa
um autovalor da equação sujeita às condições y′(0) = y′(π) = 0, onde a linha representa a
derivação em relação a x, então:

ν0(τ) ≤ λ0 (245)

e

λ′
2n−1 ≤ ν2n−1(τ) ≤ λ′

2n (246)

λ2n−1 ≤ ν2n(τ) ≤ λ2n, (247)

para n = 1, 2, 3, ....

Lema 6: Se y1(x) é uma solução de (244), então y1 pode ser representada por:

y1(x) =

∞
∑

n=0

un(x), (248)

onde u0(x) = cos|ω0|x,

un+1(x) =
1

|ω0|

∫ x

0

sen|ω0|(x − z)p(z + τ)un(z)dz, (249)

e

|un(x)| ≤
(

1
π

∫ π

0
|p(z)|dz

)n

|ω0|n
, (250)

para 0 ≤ x ≤ π.
Similarmente, y2(x) pode ser representada por

y2(x) =

∞
∑

n=0

vn(x), (251)

com v0(x) = sen|ω0|x
|ω0| ,

vn+1(x) =
1

|ω0|

∫ x

0

sen|ω0|(x − z)p(z + τ)vn(z)dz, (252)

e

|vn(x)| ≤
(

1
π

∫ π

0
|p(z)|dz

)n

|ω0|n+1
, (253)
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Para x = π temos:

y1(π) = cos|ω0|π +
sen|ω0|π

8ω3
0

[
∫ π

0

p2(z)dz − 2p′(0)

]

+ ... (254)

y′
1(π) = −|ω0|sen|ω0|π +

|sen|ω0|π
2|ω0|

p(0) +
cos|ω0|π
8|ω0|2

∫ π

0

p2(z)dz+

+
sen|ω0|π
8|ω0|3

[

p2(0) − p′′(0)
]

+ ... (255)

y2(π) =
sen|ω0|π

ω0
+

sen|ω0|π
2ω3

0

p(0) − cos|ω0|π
8ω4

0

∫ π

0

p2(z)dz+

+
sen|ω0|π

8ω5
0

[3p2(0) − p′′(0)] + ... (256)

y′
2(π) = cos|ω0|π +

sen|ω0|π
8|ω0|3

[

2p′(0) +

∫ π

0

p2(z)dz

]

+ ... (257)

Uma demonstração do lema 6 é apresentada em [9] e [41].

Lema 7: As funções y1, y2 e ∆, quando consideradas como funções da variável complexa
ω0, são inteiras, isto é, anaĺıticas em todo o plano.
Prova: Referências [40] e [42].

Prova do Teorema: Uma solução da equação (244) pode ser expressa em termos das
soluções de (7) da forma:

y1(x) = y′
2(τ)y1(t + τ) − y′

1(τ)y2(t + τ), (258)

y2(x) = y1(τ)y2(t + τ) − y2(τ)y1(t + τ). (259)

Se o único intervalo de instabilidade é o trivial (−∞, λ0), então os autovalores correspon-
dentes a y2(t = π) = 0 são µ1(0) = λ′

1 = λ′
2 e µ2(0) = λ1 = λ2. Pelo lema 5, os autovalores

correspondentes a y2(x = π) = 0 são os mesmos para todos os valores de τ , o que sig-
nifica que os autovalores correspondentes a y2(x = π) = 0 também são µ1(0) = λ′

1 = λ′
2 e

µ2(0) = λ1 = λ2.

Pelo lema 7, temos que y2(t = π) e y2(x = π) são funções inteiras de ω2
0 com os mesmos

zeros. Então y2(t = π) ey2(x = π) diferem no máximo por uma função multiplicativa de τ ,
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ou seja:

y2(x = π) = f(τ)y2(t = π). (260)

Pelo lema 6, y2(t = π) =
sen(|ω0|π)

|ω0|
+ O

(

1

|ω0|

)

. Similarmente para y2(x = π) temos

y2(x = π) =
sen(|ω0|π)

|ω0|
+ O

(

1

|ω0|

)

. Substituindo na equação (260) e ignorando os termos

de ordem O
(

1

|ω0|

)

, encontramos f(τ) = 1 e portanto:

y(x = π) = y(t = π). (261)

De forma similar, analisamos os autovalores correspondentes às condições y′
1(t = π) = 0 e

y′
1(x = π) = 0. Como o único intervalo de instabilidade é o trivial, temos pelo lema 5 que

νn(τ) = νn(0);n ≥ 1 e que no intervalo (−∞, λ0), ν0(τ) ≤ λ0. Então:

y′
1(x = π) = g(τ)y′

1(t = π).

A função g(τ) é dada por:

g(τ) =
ω2

0 − ν0(τ)

ω2
0 − ν0(0)

, (262)

E portanto y′
1(x = π) =

ω2
0 − ν0(τ)

ω2
0 − ν0(0)

y′
1(t = π).

Derivando (261) duas vezes em relação a τ temos:

d2

dτ 2
y2(x = π) =

d2

dτ 2
y2(t = π).

Mas
d2

dτ 2
y2(x = π) = −[ω2

0 + p(τ)]y2(x = π) = [ω2
0 + p(τ)]y2(t = π). Então:

d2

dτ 2
y2(x = π) − d

dτ
y1(x = π) = −[ω2

0 + p(τ)]y2(t = π) − d

dt
y1(t = π)

ω2
0 − ν0(τ)

ω2
0 − ν0(0)

= 0. (263)

Pelo lema 6, temos que, em primeira ordem as funções y2(x = π) e y2(t = π) são dadas por:

y2(t = π) =
sen(|ω0|π)

|ω0|
+

sen(|ω0|π)

2|ω0|3
p(0) + O

(

1

|ω0|4
)

, (264)

y2(x = π) =
sen(|ω0|π)

|ω0|
+

sen(|ω0|π)

2|ω0|3
p(τ) + O

(

1

|ω0|4
)

. (265)
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Então, em primeira ordem, temos p(0) = p(τ). Como

∫ π

0

p(τ)dτ = 0 temos p(0)π = 0,

portanto p(0) = 0 e p(τ) = 0.⋄

Teorema 3: Se p é uma função real e integrável, e se a Equação de Hill possui um
número finito de intervalos de instabilidade, então p é infinitamente diferenciável.
Para a demonstração usamos o :

Lema 8: Os autovalores µn(τ) são funções de classe C∞ com respeito a τ .

Demonstração do Teorema: A demonstração se baseia na idéia de que se a equação
possui k intervalos de instabilidade, então:

y2(x = π) = y2(t = π)

k
∏

n=1

ω2
0 − µn(τ)

ω2
0 − µn(0)

, (266)

e que

k
∑

n=1

(µn(τ) − µn(0)) = −1

2
(p(τ) − p(0)) . (267)

Então

p(τ) = p(0) − 2
k
∑

n=1

(µn(τ) − µn(0)) . (268)

Pelo lema 8, como µn(τ) é infinitamente diferenciável, temos que p(τ) também é.⋄
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