EQUACOES DE HILL EM COSMOLOGIA
INFLACIONARIA: ALGUMAS APLICACOES

MARCELO CRISTINO GAMA

IMECC-UNICAMP

2006



Equacgoes de Hill em Cosmologia Inflacionaria:
Algumas Aplicagoes

Banca Examinadora

Prof. Dr. Adolfo Maia Junior

Prof. Dr. Luis Raul Weber Abramo

Prof. Dr. Waldyr Alves Rodrigues Junior

Este exemplar corresponde a redagao
final da dissertagdo devidamente
corrigida e defendida por Marcelo
Cristino Gama ¢ aprovada pcla
comissao julgadora.

Campinas. 02 de maio de 2006

-

. ADULFO \IMA ILI\IQR’
Orientador

Dissertacao apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica, UNICAMP, como requisito
parcial para obtencao do Titulo de
MESTRE em Matematica Aplicada.

iii



il

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria; Miriam Cristina Alves — CRBSa / 5094

Gama, Marcelo Cristino
Glde Equagdes de Hill em cosmologia inflaciondria: algumas aplicagdes

! Marcelo Cristino Gama -- Campinas, [S.P, :5.n.], 2006,

Orientador: Adolfo Maia Hinior
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacio Cientifica.

1. Equactes diferenciais. 2. Cosmologia. 3. Fisica matemaitica. 1.
Maia Janior, Adolfo. II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto

de Matemdtica, Estatistica ¢ Computagdo Cientifica, I11. Titulo.

Titulo em inglés: Hill's equation in inflationary cosmology: some aplications

Palavras-chave em inglés (Keywords): |.Differential equations . 2. Cosmology. 3.
Mathematical physics

Area de concentracio: Fisica Matematica
Titulagio: Mestre em Matematica Aplicada
Banca examinadora: Prof. Dr. Adolfo Maia Janior (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Luis Raul Weber Abramo (IF-LISP)
Prof. Dr. Waldyr Alves Rodrigues Jinior (IMECC-UNICAMP)
Data da defesa: 02/05/2006

Programa de Pés-Graduagdo: Mestrado em Matematica Aplicada



vi

Disserta¢io de Mestrado defendida em 02 de maio de 2006 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof. (a). Dr (a). A\DOLFO MAIA ﬁrmﬁn '

et

Prof. (a). Dr (a). WALDIR A¥VES RODRIGUES JUNIOR

Y W

Prof. (a). Dr (a). LUIS RAUL WEBER ABRAMO




vil

Agradecimentos

Agradeco a todos que contribuiram, direta ou indiretamente, para a realizagao deste tra-
balho, em especial ao Prof. Adolfo Maia, que se mostrou muito mais do que um orientador,
um verdadeiro amigo.

Ao Prof. Waldyr Rodrigues que além de merecer todo meu respeito e admiracao pelo
grande mestre e pesquisador que ¢, me mostrou que Fisica Tedrica ¢ muito mais que um
conjunto de calculos e demonstragoes, apresentando a “filosofia da coisa” .

o Prof. Jayme Vaz, que além de ter me “suportado” por quatro semestres seguidos
Ao Prof. J Vaz, lém de t “ tado” t t d
durante a graduacao (foi o melhor professor que tive nessa época), ainda encontrou tempo
para ser meu co-orientador.

A Profa. Carola Dobrigkeit Chinellato, pela rigorosa correcao e por ser a professora que
é, sempre preocupada com o bem-estar académico e pessoal dos alunos.

Ao Prof. Raul Abramo, cujas criticas foram decisivas para o andamento deste trabalho.
Ao pessoal da Secretaria, em especial a Dna. Fatima, que me deu os devidos “puxoes de
orelha” nao me deixando esquecer de nada.

Aos meus amigos, que tanto insistiram para que eu tomasse um cafezinho para espantar
o sono (que me acompanha 24h por dia), e que ainda nao tiveram a sorte de me convencer.
Em especial agradeco ao amigo Gustavo do Amaral Valdiviesso, companheiro de discussoes
acaloradas sobre Fisica e Matematica, ao Sérgio Dias Campos que muito contribuiu com a
leitura , dicas e revisoes, e ao Marcio Lanfredi, que me convenceu a continuar quando eu ja
havia desistido de tudo. Sem sua insisténcia este trabalho nao teria sequer comecado.

A minha atual fonte de inspiracao, Camila Sayuri, que sempre encontra a palavra certa
nos momentos de aflicao.

A CAPES pelo suporte financeiro.



viil

Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é estudar a aplicagao das Equacoes de Hill na Cosmologia Infla-
cionaria, buscando informacoes a respeito das bandas de ressonancia dessas equagoes e sobre
a producao de particulas no Universo pés-inflacionario. Para isto estudamos as Equagoes
de Hill e dois de seus casos particulares, as Equacoes de Mathieu e Lamé, suas bandas de
estabilidade e ressonancia. Analisamos o coeficiente de Floquet, que regula a determinacao
dessas bandas e apresentamos alguns métodos de calculo desse coeficiente. Estudamos alguns
modelos cosmoldgicos: o Modelo Cosmolégico Padrao, o Modelo Inflacionario e o Modelo
Cadtico. Apresentamos alguns métodos de reconstrugao do potencial do Inflaton a partir
de informacoes sobre a configuragao atual do Universo. Por fim, apresentamos nossa con-
tribuicao original com alguns teoremas sobre as Equacoes de Hill e mostramos como eles
podem ser usados para a reconstrucao do Potencial Inflacionério.



Abstract

The objective of this work is to study Hill’'s Equation in the Inflationary Cosmology context,
searching for information about their resonance bands and about the particle production
in the Universe after inflation. For this, we study the Hill’s Equation and two of their
particular cases, namely the Mathieu’s and Lamé’s Equations, their stability and resonance
bands. We analyse the Floquet’s coefficient, which controls the determination of these bands
and we show some methods to calculate this coefficient. We also study some cosmological
models: the Standard Cosmological Model, the Inflationary Model and the Chaotic Model.
We show some methods of Inflaton Potential Reconstruction from information about the
actual configuration for the the Universe. Finally we present our original contribution with
some theorems about Hill’s Equation and show how they can be used in order to reconstruct
the Inflationary Potential.
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1 - Introducao

Em Cosmologia, a Teoria do Universo Inflacionério é, atualmente, a mais aceita para descre-
ver, exceto na escala de Planck, o universo primitivo, uma vez que esse modelo resolve
alguns problemas do Modelo Cosmolégico Padrao, tais como os problemas do horizonte, da
planicidade e da abundancia de monopdlos magnéticos. Nessa teoria, é prevista uma fase
de expansao exponencial devida a um campo escalar ¢ denominado Tnflaton!!. No entanto,
para que possa ocorrer a formagao de barions (na fase da evolu¢do do Universo denominada
bariogénese) é necessaria uma temperatura bastante elevada, uma vez que os processos fisicos
envolvidos na Teoria de Grande Unificacao (GUT), que ¢ a teoria padrao para se estudar esta
fase do Universo, ocorrem a temperaturas da ordem de 102K, ou dito de outra forma, cujas
energias associadas sao da ordem de 10%° GeVI2l, Uma vez que a expansao inflacionaria leva a
uma queda brusca na densidade de matéria, bem como na temperatura do Universo, um novo
mecanismo deve agir levando a criacao de matéria em regimes relativisticos e, consequente-
mente, reaquecendo o Universo. As primeiras tentativas de se conseguir um mecanismo que
explicasse essa producao de matéria, e por conseqiiéncia o reaquecimento, foram feitas por
Dolgov e Linde 3] ¢ por Abbot et al 4], Entretanto, estes modelos nao levam a temperaturas
suficientemente altas para que tenha inicio a fase de bariogénese no universo pés-inflacionario.

Nos ultimos anos, modelos baseados na idéia de que o fenomeno de Ressonancia Paramétri-
ca (com diferentes Variagées)[5]’[6]’[7} é responsavel pela criacao de matéria no Universo tém-se
mostrado interessantes pela sua simplicidade (enfoque semi-cléssico) e compatibilidade com
o modelo inflaciondrio. Nos modelos mais antigos, o campo classico ¢, chamado Inflaton
(postulado no modelo de Universo Inflaciondrio), oscila ao redor do minimo de seu potencial
V(¢), denominado Potencial do Inflaton. Os campos de matéria, denotados coletivamente
por x e, em geral tomados como campos escalares, sao acoplados ao Inflaton ¢ via uma
Lagrangiana de Interacao do tipo Li,; = gox? ou ainda L;,; = g¢?x?, onde g é a constante
de acoplamento dos campos. Estas lagrangianas sao as mais simples possiveis e, claramente,
o fator x? implica um termo linear na equacao de movimento de y o qual ainda é man-
tido para lagrangianas mais gerais do tipo L,y = ¢gf(¢)x?, onde f é uma funcao continua.
Na solugao das Equacgoes de Euler-Lagrange, este acoplamento pode levar, dependendo do
comportamento da fungao f(¢) (periddica, por exemplo), a um crescimento exponencial da
amplitude dos campos de matéria y e, neste caso, devido ao fato de o niimero de particulas
ser proporcional ao quadrado da amplitude, o crescimento do nimero de particulas dos cam-
pos escalares x também ¢ exponencial.

Matematicamente o que ocorre é que as equacoes de movimento dos campos de matéria
X, quando a Lagrangiana de Interacao ¢ do tipo Li,: = gf(¢)x? e f(¢) é periédica na varidvel



¢, reduzem-se as chamadas Equagoes de Hill, que tém como casos particulares as Equacoes
de Mathieu e as de Lamé. O importante neste contexto é que o espago dos parametros
(geralmente presentes na funcao f(¢)) destas equagoes apresenta bandas de estabilidade
(solugoes limitadas) e bandas de instabilidade ou ressonancia (solugoes com comportamento
exponencial). Quando tais parametros estao dentro de uma banda de ressonancia, a solu¢ao
tem uma amplitude que cresce exponencialmente, o que nos leva, entao, a uma producao
exponencial de particulas dos campos de matéria, mencionada acima.

O mecanismo de Ressonancia Paramétrica tem ainda importancia na producao de par-
ticulas na presenca de campos eletromagnéticos fortes!® ou ainda condicoes de fronteira
adequadas. Neste contexto a Teoria de Ressonancia Paramétrica pode ser aplicada em
dominios finitos onde condicoes de fronteira precisam ser necessariamente impostas, as quais
tém grande influéncia na producgao de particulas.

No Capitulo 2 descrevemos o fenomeno de Ressonancia Paramétrica para um sistema
fisico simples, a saber, um péndulo simples, cujo ponto de apoio oscila na direcao verti-
cal. Fazemos um breve estudo das Equacoes de Hill, apresentamos os conceitos de bandas
de estabilidade e instabilidade (ou ressonancia), enunciamos e demonstramos o teorema de
Floquet, o qual fornece a forma da solucao geral desse tipo de equacao, e indicamos alguns
métodos para o calculo do “Expoente de Floquet”.

No Capitulo 3 fazemos uma revisao dos modelos mais conhecidos da Cosmologia: o Mo-
delo Cosmolégico Padrao (MCP), o qual é baseado exclusivamente na Teoria da Relatividade
Geral, o Modelo Inflacionario, que resolve alguns problemas inerentes ao MCP, em particular
os problemas do horizonte e da planicidade, e o Modelo Cadtico, que, por sua vez, pretende
dar uma solucao completa aos problemas do MCP.

No Capitulo 4 apresentamos o problema da Reconstrucao do Potencial V' (¢). Este con-
siste em, a partir de alguma informacao sobre a configuracao atual do Universo, como por
exemplo, a distribuicao de matéria, ou o espectro das perturbagoes na Radiacao Césmica de
Fundo, deduzir uma forma para V' (¢). Esse tipo de problema, conhecido na literatura como
Problema Inverso, possui uma série de formulagoes, relacionadas aos diferentes métodos de
resolucao. Alguns desses métodos serao apresentados nesse capitulo.

No Capitulo 5 apresentamos as Equacoes de Hill no contexto da Cosmologia Inflacionaria,
abordando dois de seus casos particulares: as Equacoes de Mathieu e de Lamé, bem como
os regimes de validade de cada uma.

No capitulo 6, por fim, apresentamos alguns teoremas referentes as bandas de ressonancia
e extraimos algumas conclusoes a respeito da criacao de particulas a partir de adaptagoes
necessarias para que possam ser aplicados ao dominio da Cosmologia Inflacionaria.



2 - Equacoes de Hill

2.1 - Apresentacao e o Modelo do Péndulo Oscilante

As equacoés de Hill sdo equacoes diferenciais reais ordinarias, homogéneas, de segunda or-
dem com coeficientes periddicos. Esse tipo de Equagao foi proposto inicialmente por Hill em
1877, no estudo do movimento planetério do sistema Terra-Sol-Lua. Sua importancia, no
entanto, vai além da Mecanica Celeste, havendo aplicacoes no estudo de circuitos elétricos,
condutividade elétrica de metais e na teoria do ciclotron!.

A forma geral de uma Equacao de Hill é:
Z+a(t)z +b(t)z =0, (1)
com a(t) e b(t) peridédicas. Essa equagao pode ser escrita da forma:
§+Qt)y =0, (2)

que é a forma usual na literatura matematica, e que pode ser obtida a partir da mudanga
de variavel dependente:

y=eap (340) = 3)

onde a(t) = A(t). A fungao Q(t) é dada por:

Q(t) = —5a(t) — a*(t) +b(t). (4)
Em muitos textos de Fisica-Matematica a Equacao de Hill é apresentada como:
§+ wg + hp(wt)]y = 0, (5)

onde w,wy e h sao parametros e a fungao p(wt) é periédica. Nosso interesse nas Equagoes de
Hill se deve ao fato dessas equacoes apresentarem o fenomeno de Ressonancia Paramétrica,
que ¢é o tipo de ressonancia no qual a influéncia de fontes externas ¢é controlada somente
através da variagao temporal dos parametros do sistema fisico considerado.

Um exemplo de sistema fisico no qual ocorre o fenomeno de ressonancia paramétrica é o
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Figura 1: Péndulo simples oscilando verticalmente.

do péndulo simples que oscila também na direcao verticall 101,

A Lagrangiana desse sistema é dada por:

1 . .
L= im(yc2 + %) + mgy

Para x = lsinf e y = lcosf + f(t), onde f(t) é uma funcdo periédica, a Lagrangiana toma a
forma:

1 . . .
L= ém(l%’2 + f? = 21f0sind) + mgf + mglcosh

Aplicando a Equacgao de Euler-Lagrange para a variavel 6:

4oL oc
dt 96 = 00

é-l—(%—%)sinezo

Para pequenas oscilacoes, vale a aproximacao sinf =~ e a equacao reduz-se a:

b (2-9)o-o

Tomando wi = g/l e definindo o parametro h e a fungao periddica p(wt) de modo que

0

obtemos:



{" = hp(t), temos:
0+ [wg + hp(wt)] 6 =0, (6)

que ¢ idéntica a equacao 5 acima. Na préxima secao veremos que para w fixo, o espago
bidimensional dos parametros (wp, k) é dividido em regides de estabilidade e instabilidade
das solugoes 6(t).

2.2 - Teorema de Floquet e Consideracoes Gerais
Seja a Equacao de Hill:
j+ [wg + hp(wt)]y = 0 (7)

onde wy e h sdo parametros reais e p(wt) é uma fungao real, limitada, continua num intervalo
e periddica de periodo wT', ou seja, p(w(t + T)) = p(wt). A existéncia de solugoes para esse
tipo de equagao é garantida pelo:

Teorema 2.1(Floquet): Seja p uma fungao real continua por partes e definida para todos
os valores de t com periodo T. Entdo a equagao (7) possui duas solugoes continuamente
diferencidveis y; () e yo(t), com equagao caracteristica dada por:

P>+ [yi(T) + 92(T)]p+1 =0, (8)

com solugoes p; = el e py = e T (u é denominado Coeficiente Caracteristico, ou Ez-
poente de Floquet). Se p1#ps entao a equagao diferencial possui duas solugdes linearmente
independentes

yi(t) = e"'pa(t) (9)
Y2(t) = e "' pa(t) (10)

onde p(t) e po(t) sdo fungoes periddicas de periodo T

Demonstragao: Seja y(t) uma solugao da Equagao de Hill. A equagao ¢é invariante por
uma translacao de periodo T', pois se z =t + T' temos:

y(z) =y(t+T)

(&

Py(z) _ dy(z)

a2 dz2?
E a equacao transladada fica entao:
d2
é’;) + [wi + hp(w2)]y =0 (11)



Como p é periddica, a invariancia da equagao nos permite supor que y seja uma funcao
quase-periddica, isto, é:

y(z) =yt +T) = py(t) (12)

onde p é uma constante. De fato, a condicao de invariancia da equacao e a periodicidade da
funcao p implicam em:
1 dy(z) 1 d%y(t)
y(z) dz2  y(t) dt?

= —[wp + hp(w2)].

Se y(z) =y(t+T) = py(t), entdo:

L dy(z) 1 dy(z) 1 pd’y(t)
y(z) dz2 y(z) dt? py(t)  dt?

= —[wg + hp(wz)].

Sejam y; (t) e y2(t) duas solugoes linearmente independentes de (7) satisfazendo as condigoes
normalizadas:

O Wronskiano de uma equacao diferencial de segunda ordem da forma:
j+ Py +Qt)y =0, (13)

¢ dado por :

Wiy, 92l (1) = W (0)eap [— / pde] = (ia(t) — i), (14)

Como, para a Equagao de Hill, P(t) = 0, Wyy, yo](t) é constante e igual a W(0), que é dado
por:

Wly1,42](0) = y1(0)72(0) — »2(0)y:(0) = 1.

Uma solucao qualquer da Equacao de Hill satisfaz:

Yy = 1y + C2Y2,
Y = c1y1 + Ca¥a.

Logo temos:

Y(T) = crn(T) + coy2(T) = c1py1(0) + c2py2(0) = c1p
Y(T) = c1in(T) + c2y2(T) = c1p31(0) + c2p92(0) = cap.



Podemos, entao, escrever o seguinte sistema:

c[yi(T) = p] + coya(T) = 0
ayi(m) + c2[y2(T) — p] = 0.

O sistema tem solucao nao-trivial se :

n@-p  w@ |_,

(1) g(T)—p
Definindo o fator A=y, (T") + y2(T) temos:

P’ —Ap+1=0, (15)
que é a equacao caracteristica. Sejam p; e py as raizes desta equacao.

e Se |A|#2, ou seja, se p1#£po, temos que

yi(t+T) = prya(t), (16)
Y2(t +T) = paya(t). (17)

Como p1p, = 1, entao podemos escrever:

pr = e, (18)
py=e "t (19)

onde p é real se |[A|>2 e imaginario se |A|<2.

Agora, a fungao py(t)=e *y(t) é periddica pois:
pi(t+T) = ey, (L +T) = e e piy (t) = e e ey, (1) = pi(1).
Analogamente para ys(t).

e Se |A| =2, ou seja, p; = ps = *1; para o caso em que p; = 1 temos:
yi(t + T)=p1y1(t)= y1(t)= periodo T
Se pr=—1, y1(t + 2T)=p1y1 (t + T)=—y1 (¢t + T)=y1 ()= periodo 2T

Para a segunda solucao, procedemos do seguinte modo:
Como y5(t+7") também é uma solucao, segue que ya(t+71")=c1y1(t)+c2y2(t). Para determinar
c1 € cy temos:

Y2(T) = e191(0) + ca12(0) = ¢y,
U2(T') = c171(0) + c292(0) = co.



Entao,

Y2(t +T) = y2(T)ya(t) + 91(T)ya(t),

e Yy serd periddica somente se yo(7)=0, terd periodo T" se p; = 1 e periodo 27" se p; = —1.
Se y2(T') # 0 a solugdo nao é limitada.

Do que foi exposto, podemos tirar as seguintes conclusoes:

Para |A|>2, temos p1>1 e y1(t+T)=p1y1(t), ou de forma mais geral, y; (t+kT))=p~y, (t).
Nesse caso, y;(t) é ilimitada para t crescente. Este é o caso instavel.

Para |A|<2, temos |p1|=|p2|=1 e todas as solugoes sao limitadas. Este é o caso estavel.

Para |A|=2, temos |p1|=|p2|=1 e pelo menos uma solugao é periddica. A segunda solucao
pode ser periddica ou ilimitada.
O coeficiente p regula o comportamento assintético das solucoes das equagoes de Hill da
seguinte forma:

1. se p é real entao as solugoes sao ditas instdveis e sao: exponencialmente crescentes
para i > 0 (y;) e exponencialmente decrescentes para p < 0 (y2).

2. Se u é imagindrio, as solugoes sao limitadas e periddicas, e sao ditas estdveis.

Podemos agora, calcular o Expoente de Floquet. Consideramos as expressoes para
yi(t+T) ey (t+T),

Supondo que exista uma terceira solugao g#£0 tal que g(t+1T)=pg(t) para algum p#£0, entao
g(t) pode ser escrita na base {y1(t),y2(t)} da forma:

9(t) = my(t) + nys (1),

com m e n nao-nulos simultaneamente.

A partir das condi¢oes normalizadas obtemos o sistema:

{ [y1(T) — plm + yo(T)n = 0
91 (T)ym + [92(T) — pln = 0,

Para que o sistema tenha solucao, com m e n nao-nulos simultaneamente, é necessario que :

p> = [y (T) + 92(T)]p+1 =0,



que é a Equacao Caracteristica da Equacao de Hill. Pelo Teorema de Floquet, uma solucao
yn(t) da Equacao de Hill é da forma

Yn(t) = eiutpn (t)

onde p,(t) é continua por partes e periédica de periodo T. Como g(t +T) = pg(t), temos
que p = e+,

A Equacao Caracteristica tem as solugoes:

= 1)+ 0(T i\/ T) +2(T))* — 4

e dai encontramos os valores de pu:

L (9(T) +42(T) + Vi (T) +9o(T))? — 4
T 2

(20)

Para que u seja real é necessdrio que (y1(T') + 92(T))* > 4, ou seja, y1(T) + 92(T) < —2 ou
y1(T) + 92(T) > 2. Uma vez satisfeitas essas condigoes, a expressao (20) fornece todos os
valores de p para o célculo das regioes de ressonancia.

Esse método apresenta duas dificuldades:

1. Devemos ter duas solugoes linearmente independentes, o que nem sempre é possivel
(a equagao de Lamé é um bom exemplo disso).

2. Devemos conhecer o periodo de y(t), o que nao é um calculo facil.

As regices em que as solugoes sao estaveis sao chamadas bandas de estabilidade, e as
regioes onde as solugoes sao instaveis sao chamadas de bandas de instabilidade ou de res-
sonancia. Os termos estavel e instével referem-se ao espago dos parametros (wp,h), uma vez
que u esta relacionado aos parametos wy e h, ou de maneira equivalente, atribuindo valores
a wy e h, obtemos solucoes instaveis ou estaveis da equacao de Hill.

Uma definigdo mais rigorosa de estabilidade é: Uma solucao y(t) da equagao diferencial
i = f(y,t) definida para t > t, ¢é dita estavel se, dado € > 0 existe = d(e) > 0 tal que
qualquer solucao w(t) da equagao satisfazendo |w(ty) —y(to)| < ¢ implica em |w(t)—y(t)| < e.
Caso contrario, a solugao é dita instavel.

Essa definicao de estabilidade nos possibilita fazer uma andlise mais profunda do espaco
(wo, h). De fato, para toda Equagao de Hill 91 existem duas seqiléncias monotonicamente
crescentes de numeros reais:

A= o, A Ag,s o (21)



Figura 2: Espaco de fase (wo, h) de uma Equacio de Mathieu

N =N, A5 N, (22)

tais que a equacao (7) (para h fixado) tem solugao de perfodo 7! se, e somente se, wg = A\,
paran =0, 1,2, ... e tem solugao de perfodo 27 se, e somente se, w = \, paran =1,2,3, ....
Os termos A, e A} estdao ordenados segundo a seqiiéncia:

)\0<)\/1S)\IQ<)\1S)\2<)\g§)\l<)\3§)\4<... (23)
€
1 1
am 5= =0

As solugoes sao estaveis nos intervalos (A, A}), (A5, A1), (A2, A), (A}, A3), ... chamados de
bandas de estabilidade e sdo instdveis nos intervalos (—oo, Agl, (A1, ML), (A1, A2), (A5, Aa), ...
chamados bandas de instabilidade ou ressonancia. Nos extremos desses intervalos as solucoes
sao, em geral, instaveis, porém o tnico extremo no qual a instabilidade esta garantida é \,.
E possivel ajustar os parametros wy e h de forma a fazer com que as bandas de instabilidade
desaparecam. O tnico intervalo para qual esse ajuste nao é possivel é o intervalo (—oo, Ag],
chamado de banda de instabilidade trivial.

Na figura 2 temos um caso tipico de regioes de estabilidade e instabilidade para uma
equacao de Mathieu.

'Desse ponto em diante, tomaremos, sem perda de generalidade, T = 7. Uma justificativa para esse
procedimento pode ser vista no Apéndice 1.
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Os niimeros \, e X, sdo, respectivamente, as raizes das equagoes A(wg) = 2 e A(wg) = —2,

onde A(w?) ¢ dado por:
A(wg) = y1(m,w)) + (7, wp), (24)

onde y; (£, w3) e yo(t, w?) sdo duas solugoes linearmente independentes de §j+[wi +hp(wt)] = 0
para h fixado. Os nuimeros A, sao chamados “valores caracteristicos do primeiro tipo”, en-
quanto que os X/, sao chamados “valores caracteristicos do segundo tipo”.

Uma solucao da Equacao de Hill é estavel para Ay,11 se, e somente se, Ay, 11 ¢ uma raiz

dupla da equacao A(w?) = 2, analogamente, uma solugio é estével para ), 41 se, e somente
/ , . ~ 2\ , . .

se, Ay,1 ¢ uma raiz dupla da equacao A(wg) = —2. Esse resultado é equivalente a dizer que

uma solucao é estavel para Ao, 1 ou Xy, 1, se e somente se, Aoy = Agpt2 OU Ay, = Aoy o

Existem duas subclasses de Equacoes de Hill bastante conhecidas e estudadas e que pos-
suem ligacao com o fenomeno de ressonancia paramétrica: as equagoes de Mathieu e as de
Lamé. As equagbes de Mathieu sdo aquelas em que p(wt) é uma fungao trigonométrica do
tipo seno ou cosseno. Essas equacgoes apresentam infinitas bandas de ressonancia no espago
de fase (wp,h), e possuem uma expressao fechada para o expoente de Floquet (ou seja, obtida
a partir de métodos analiticos).

As Equagoes de Lamé sao aquelas em que p(wt) é uma Fungao Eliptica de Jacobi do tipo:
sn = sn(wt, k) ou cn = cn(wt, k). As fungdes sn e cn sao chamadas respectivamente de seno
e cosseno elipticos. O nimero x é denominado moédulo da fungao eliptica e 0 < k < 1. E
possivel definir sn e cn por meio das séries: 1]

1

sn(u, k) = Z g -sen [(Zn = 1)U—W} ,

2K
e
) = 203 s om0 2]
en(u, k) = — Y ————cos |(2n —1)—
’ KK A= 1+ g>n! 2K 17

onde g = e~ i , K = K(u,r) fo W ¢ uma integral eliptica do primeiro tipo,
K’:K(u,/@)eﬁ =1-r2

As funcoes elipticas sn e cn sao duplamente periédicas tendo cada uma dois periodos, um

real e outro imagindrio. A Equacao de Lamé possui solugoes analiticas somente nos casos
em que pode ser escrita como:

i+ [wo +n(n + 1)ksn(t,k)]y =0, (25)

ou
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i+ [wo +n(n + 1)k*en(t, k)]y = 0, (26)

com n inteiro.?2 O nimero de bandas de ressonancia no espaco de fase é sempre finito e igual
an+1,sen>0,oua—n—1sen<0.

2.3 - O Calculo do Expoente de Floquet

Vimos na segao 2.2 como calcular, pelo meno teoricamente, o expoente de Floquet. Nesta
secao apresentamos outros métodos para o calculo coeficiente de Floquet de alguns casos da
Equacao de Hill.

2.3.1 - Método de Landau

Nesse método consideramos a Equacao de Mathieu:
§i(t) + wa[1 + heos(2wy + 0)tly = 0 (27)

onde 4 é uma constante [10}’[13}.

O objetivo do método é determinar o coeficiente de Floquet na primeira banda de res-
sonancia. Para tanto, consideramos que h é uma constante positiva e h << 1.
O método consiste em buscar solucoes da forma:

y(t) = a(t)cos (wo + g) t + b(t)sen <w0 + g) t (28)

em que a(t) e b(t) sdo funcdes que variam muito lentamente em relacdo a sen (wo+ $) ¢
e cos (wo + g) t. Essa solugdo nao é exata, uma vez que y(t) também possui termos com
freqiiéncias que sao multiplos inteiros de wy + §/23. Esses termos sdo de ordem mais alta
com respeito a h, isto é, sio de ordem O(h?) e podem ser desprezados. Substituindo y na
equagao (27) obtemos:

2
i + (2w 4 0) b — <w0+g) a] cos (wo—l—g) t+

_|_

2
5—(2w0—|—5)d— (wo—l—g) b] sen (wo—l—g) t+

ZPara solugoes com n = 1,2, 3 ver referéncia [12]
3Esse é, de fato, o primeiro termo da expansio:
y =220 {ancos [(n+1) (wo+ §) t] +basen [(n+1) (wo + 5) t] }
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4w [1 + hecos (2w + 6) 1] {acos (wo + g) t + bsen (wo + g) t} =0 (29)

O método de Landau faz ainda a suposicao de que a fase § é pequena, de maneira que as

fungoes a(t) e b(t) sdo fracamente dependentes de 4, ou seja:

a ~ da,

b =~ 0b,
para J suficientemente pequeno. Essa aproximacao implica em:

~ %,

b ~ 6.

Dai, desprezando os termos em i e b (por serem de ordem O(6?)), obtemos de (29):

+

, 5\’ 5
(2w0—|—5)b—(w0—|—§) al cos <w0+§) t+

5\’ 5
_(2w0—|—5)d—<w0—1—§) b sen<w0+§)t—|—

+wi [1 + heos (2w + 6) 1] [acos (wo + g) t + bsen (wo + g) t} = 0. (30)

Podemos trabalhar o tltimo termo da seguinte maneira, aplicando as relagoes trigonométricas:

os (9—|—_¢) os (9 - qﬁ) _ cost N cos¢
2 2 2 2

os (0+_¢) won (0—_¢) N senl  sen¢
2 2 2 2

e tomando 0 = wy + g e p=2wy+ g temos:

1

[ 5\ 1 [ 1 l
sen _(wo + 5) t_ o8 [(2wo + 0) t] = gsen _(wo + 55) 3t_ — 5sen

cos (wo + g) t|.[cos (2w + ) t] = %cos (wo + %5) 3t| + %cos [(wo + %5) t} , (31)

(or29)]

Substituindo as equagoes (31) e (32) no ultimo termo de (30) e desprezando os termos de
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frequiencias mais altas, podemos escreve-la como:

(2w + ) b — <w0+ g)Za] cos |:(CU0+ g) t} +

(D)oo 8) ] (- Dn[ (o)}

Agrupando os termos em sen e cos e desprezando os termos de ordem O(h?), obtemos:

e (5-0) (o ) [ () on (o) e

Aqui usamos o fato de que da e 0b sao de segunda ordem em 9.
Para que a equacao tenha solucao em a e b, podemos impor as condigoes:

2b+ (0 —§)a =0

20+ (2 4+6)b=0
Para que a solucdo seja coerente com o teorema de Floquet, a e b devem ser da forma e+t
Podemos entdo, sem perda de generalidade, impor a(t) = e e b(t) = e #. Com isso, o
sistema fica:

{ pa(t) + 5 (%2 +0) b(t) = 0
pb(t) — 3 (%52 = 0) a(t) = 0
O sistema tera solugao nao-trivial se:
IR I
SICED A

A partir desse determinante encontramos o valor de u:
2 3
h.
(%) - 52] . (34)

2.3.2 - Método de Bogolyubov

=73

O objetivo é encontrar uma solugao da Equacao de Hill:

i+ [wi + hp(wt)]ly =0 (35)
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na primeira banda de ressonancia de freqiiéncia wy considerando w2 e w como constantes e
h como um parametro suficientemente pequeno, e p(wt) uma funcao periédica de periodo
97. O métodol® baseia-se em considerar uma pequena perturbacgao no parametro h, descon-
siderando contribuigoes de segunda ordem O(h?).

Uma vez que p(wt) é uma fungao periddica, é possivel expandi-la em uma série de Fourier
complexa:

(e 9]

p(wt) = Z et (36)

n=—oo

Como p(wt) é real, ¢f=c_,, onde x denota a conjugacao complexa.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢y = 0 bastando para isso redefinir o
parametro wy:

wo — y/wd + heg

Escrevendo ¢, na forma exponencial podemos definir as fases «,, de forma que:

Cn = |cp] €, (37)

Introduzimos agora o valor A definido através da relagao:

2
W = (%) + hA, (38)

q

na qual r e ¢ sao inteiros e g é uma fracao irredutivel.
Substituindo (38) em (35), obtemos:

r

U+ (5w> y = —h(A + p(wt))y. (39)

O método de Bogoliubov consiste em procurar solugoes para a equagao (39) na forma de
expansao em série de poténcias de h:

y=> un, (40)
s=0

em que os termos u'® sio funcées do tipo u®) = u®(a, 6, %t). Essas fungoes sao periddicas
no segundo e terceiro argumentos e os termos a e @ sao, respectivamente, a amplitude e a
fase da solucao y. Essas grandezas nao sao necessariamente constantes e sim funcoes da
variavel t. O método de Bogolyubov toma ainda como aproximagao de ordem zero em h,
u® = acosy onde P = Zwt + 0, com a e # constantes e, neste caso @ = 0, 8 = 0.

Agora, para h suficientemente pequeno, podemos tomar a aproximagao de y até a primeira
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ordem em h, ou seja:
y(t) = acosth +uVh + O(h?). (41)

O método consiste em expressar @ e 6 como funcoes de a e 6, ou seja, expandimos @ e  em
primeira ordem em h como:

a = hA(a,0) + O(h?), (42)

0 = hB(a,0) + O(h?). (43)

Substituindo (41) em (39) temos:

2
(@ — ay®)cosyp — (arh + 2anp)sentp + iV h + (%) (acosty +uMh) =

= —h[p(wt) + A)(acos) + uVh) (44)

Das expressoes (42) e (43) para a e § temos que:

. 0OA.  0A;\ ., 0A 0A 9
Analogamente para 6:
0B oB.\ .,( ,0B oBY\ 9
0=hB= h(aa %9) =h (A% B%) = O(h?),

e como ¥ = 0, podemos desprezar os termos em @ e 1 e a equagao (43) reduz-se a:

2
—a?costh — 2ahsent) + iV h + ( :) (acosi) + uVh) = —h[p(wt) + Alacosip.

Substituindo as aproximagoes (42) e (43) na equacao acima, obtemos:

rw

2
a® 4 (?) ut = —(p + A)acosy + 2 ( . > Asena) + 2 ( . > aBcos. (45)

Redefinindo a fungao p(wt) da forma p(wt) —— p(< ) podemos expressar a equagao num

inwt

desenvolvimento em série de Fourier complexa com termos do tipo e ¢ | isto é

inwt
E Ccpe 9 .

n=—oo
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Do mesmo modo, expandindo u™™) em uma série de Fourier complexa na varidvel %t obtemos:

(0 0 ft> = E )e" 46
U a,t, Upla,t)e ,
( 7 (a,0) (46)

n=—oo

em que as fungoes u,(a,#) sao periddicas na variavel 6. Substituindo as expansoes acima
para as funcoes p e u!), obtemos

2' 2 2 inw i inw
Uy, + mwun - (E) Up, + (T—w> Un] el = — ( Z Cne i + A) acosy+
q q q

n=—oo

o0

>

n=—oo

+2 <%u> Asenyp + 2 (%) aBcosi. (47)

Novas aproximacoes em primeira ordem em h se fazem necessdrias.

Oup . Oup ;- Ou,, Oun\ . 9
%a—i— 50 Q—h(A % +B 50 = O(h), temos que i, = O(h”), e com

isso temos que o termo de ordem zero em h ¢é dado por:

i [— (%)2 + (%)2] tne 5t (48)

n=—oo

Como u,, =

Claramente, os termos com n = =£r sao nulos nessa expansao e dai os termos correspon-

dentes no segundo membro também devem ser nulos. Esses termos sao os coeficientes de

irwt —irwt . _ _ . , 27"
e e ee ¢ ,cujas expressoes envolvem as fungoes A e B. Considerando o nimero n = —

q
6]

temos que A(a, ) e B(a,#) podem ser escritos como

_ aley _
A(a,0) = " sen(20 — ) (49)

B(a,0) = —[A + |c,|cos(20 — )], (50)

1
nw
onde |c,| é o médulo de ¢, definido em (37) para 7 inteiro. Essas expressoes sao vélidas para
n arbitrdrio, porém, no caso em que 7 nao ¢ um inteiro, tomamos ¢, = 0. Isto leva a que o
primeiro termo da solugao da equagao (41) tenha o coeficiente a constante e ganhe um fase
adicional na funcao cos. Isto nao altera sensivelmente a forma da solucao.
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Agora, considerando a mudanca de varidveis:

T = acos <9 — %) : (51)
y = asen < %) , (52)

usando as relacoes trigonométricas:

{ cos(2z) = cos?(z) — sen?(z)

(
sen(2x) = 2sen(z)cos(x),
e usando as equagoes (42), (43), (49) e (50) obtemos:

iz%ﬂ%—Aw+0w% (53)

= 77%(|cn\ + A)x + O(h?). (54)

Este é um sistema de equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem e pode ser escrito
na forma matricial como:

(3) = Cagalen =97 )(0)

Os autovalores da matriz dos coeficientes sdo:

h
)\i =+— |Cn|2—A2
nw

Para que Ay seja real, é necessdrio que |¢,[* > A?. Se assumimos que A > 0, entdo é
suficiente que A < |¢,|. Como a solucdo geral da Equacao de Hill é da forma :

y = fi(t)e™ + fo(t)e™, (55)

com fi(t) e fo(t) periddicas, podemos identificar o autovalor A como o coeficiente de Floquet.
Portanto

h
e = £ fle, P — &7 (56)
nw
Uma dificuldade desse método é determinar, dentre todos os valores possiveis do indice
71, qual satisfaz as condigoes mencionadas acima, uma vez que se trata de um valor em uma

infinidade de valores inteiros, e consequentemente, o termo |¢,| também deve ser escolhido
entre uma infinidade de valores.
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2.3.3 - Método de Hill [141.[19]

O método de Hill é usado para a Equacao de Mathieu:
ij + [wi — 2hcos(2wt)]y = 0, (57)

e consiste em buscar solucoes do tipo:

Yy = €ut Z czne%"“t. (58)
A segunda derivada de y é:
= Z Con (2w — i) 2eFme=ilt, (59)

e2zwt + e—Zzwt

Usando a representacao complexa cos(2wt) = 5

temos que :

0 2iwt —2iwt X ©
- et te ; ;
2cos(wt) g o™t = — g Cone®t = E (Con—2 + Conyo)e®™ . (60)

n=—oo n=—oo n=—oo

Substituindo (58) , (59) e (60) em (57) obtemos:

o0

Z an(2nw B Z-M)Qei@nwfiu)t + Z (WgCQn + h(CQn,Q + C2n+2))€2mm _ 0’ (61)

n=—oo n=—oo

a partir da qual obtemos a relacao de recorréncia para os ca,:

[“S (2TLCu Z',U)Q]CQTL — h(CQn—Q 02n+2) (62)
ou seja
Con = - Con + Cop . 63
2 [ (2] ( n i )2] 2n—2 2n+2

Definindo o ntmero ,, = th—w)ﬂ podemos escrever a relacao de recorréncia na
0

forma:

TnCon—2 + Cop + YnCon+2 = 0. (64)

Essa relacao de recorréncia pode ser escrita na forma de uma matriz infinita, e o valor
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de p pode ser calculado a partir da equacao envolvendo o determinante dessa matriz:

Y2 1 7o
D(ip) = det S S =0,
Y2 1 7

onde D(iu) é chamado determinante de Hill.

Um determinante infinito, representado por[9] | @], onde os indices m e n variam de
—00 a mais 0o, pode ser calculado a partir da féormula:

|a'mn|ciooo = ligé |a/mn|l_l

E |amn| ", existe se o limite existe e converge se o limite é finito. Um resultado conhecido1V)

da teoria das equacoes de Hill diz que um determinante de Hill é sempre convergente, e em
especial, que a solu¢ao da equagao D(iu) = 0 é tal que:

TTWo

1
2 (1. _ 2 (TWo
sen (22;m) D(0)sen < 5 ) (65)
que se reduz a
9 ((TTWo
cosh(um) =1 — D(0)sen <7> . (66)

Dali, a expressao para o expoente de Floquet resulta em:

1
= ;arccosh {1 — D(0)sen? <%>} : (67)
onde D(0) é dado por:
w2 +16w? 1 w2 +16w?
D(0) = det L1 4 =0,
0 h ¥ h
w2+16w2 1 w2 +16w?

A dificuldade do método estd no célculo de D(0), que estéd relacionado aos parametros h e
2
W -
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3 - Um Pouco de Cosmologia

3.1 - O Modelo Padrao

O Modelo Cosmoldgico Padrao (MCP) é o que apresenta o cendrio mais natural para as ca-
racteristicas observaveis do Universo em conformidade com a Teoria da Relatividade Geral,
baseando-se na idéia de que o Universo evoluiu a partir de um estado inicial de grande den-
sidade e temperatura muito elevada. Esse modelo supoe isotropia e homogeneidade em larga
escala. Sua popularidade e sobrevivéncia deve-se a descoberta de Penzias e Wilson em 1965
da Radiacdo Césmica de Fundo (RCF), que se mostrou inicialmente isotrépica. Medidas
mais precisas da anisotropia da RCF estao levando a novos modelos de formacao de estru-
turas no Universo Primitivo.

No MCP a matéria e a energia podem ser descritos como um fluido uniformemente
distribuido, eletricamente neutro. O ponto central do modelo cosmolégico padrao sao as
Equagoes de Campo de Einstein (aqui adotamos o sistema de unidades naturais, de modo
quec=1leh=1):

G = 8aTH — Agh (68)

O tensor G*, chamado “Tensor de Einstein” é dado por G* = RM — %Rg"”, onde RM é
o “Tensor de Ricci”, R é o “Escalar de Ricci” ou “Curvatura Escalar” e g é o “Tensor
Métrico”. O tensor T* é o “Tensor Energia-Momento” e A é a chamada “Constante Cos-
moldgica”.

Na década de 20, Friedmann resolveu as Equacoes de Einstein sem constante cosmolégica
para um Universo que era, em larga escala, homogéneo (densidade constante) e isotrépico
(mesmas propriedades validas em todas as diregoes). Acredita-se que esta seja a melhor
descricao para o Universo em larga escala.

Com as condigoes de isotropia e homogeneidade, a solugao mais geral das equagoes de
Einstein é dada pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

dr?

2 2 2
ds® = dt —a(t) m

+ 1r*(d6” + sen®0dg?) (69)

onde (t,7,0,¢) sao as coordenadas do sistema e a(t) é o chamado fator de escala.
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O parametro k assume os valores —1,0, 1. Estes parametros definem a curvatura da parte
espacial da métrica. Se k = 1, o espago ¢ finito e de curvatura positiva (Universo fechado),
se k = 0, o espago ¢ infinito e de curvatura nula (Universo plano) e por fim, se k = —1 o
espago tem curvatura negativa (Universo aberto)4.

O termo “plano” se refere ao fato de que se k£ = 0, entao a métrica pode ser escrita da

forma
ds® = dt* — a®(t)(da® + dy* + dz*) (70)

e que num dado momento a parte espacial da métrica descreve um espaco tridimensional
euclideano. Quando o fator de escala a(t) é uma constante ou varia muito lentamente,ou
seja, a(t) ~ 0, a métrica descreve um espac¢o de Minkowski.

Para k = +1 ¢é possivel estabelecer as seguintes analogias geométricas[l]: Para k=10
caso analogo é uma esfera S® que num tempo t dado estd imersa num espaco quadridimen-
sional (7, z,y, z). As coordenadas de um ponto nessa esfera estao relacionadas pela equagao:

Pyt 2 = a2 (t) (71)
e nesse caso a métrica dl sobre a superficie pode ser escrita como:

dr?
1—1r2

di* = a?(t) +72(d6* + sen®0dp*) (72)

onde 7,0 e ¢ sao as coordenadas sobre S%. O parametro de curvatura k, é dado por:

(73)

Podemos dizer, com base nessa analogia geométrica, que a(t) é o raio de curvatura do
espaco. Um Universo com estas caracteristicas possui volume finito, uma vez que a hiperes-
fera possui volume finito(Viiperes fera = 47r?, onde r é o raio da hiperesfera).

Para k = —1, a analogia é com a superficie de uma pseudoesfera que num tempo ¢t dado
estd imersa em (7,x,y, 2):
A= —d? () (74)

e a métrica sobre a pseudoesfera é dada por:

2

2 2 20 102 20 712
dl* = a*(t) e + 7r%(dO* 4 sen“0do?) | , (75)
e a curvatura k é dada por:
1
k=— 76
a2 (t) ) ( )

4Essa afirmacdo é verdadeira somente para espacos simplesmente conexos. Os espacos tridimensionais,
localmente homogéneos, com curvatura negativa constante e que nao sao simplesmente conexos sao chamados
de Espagos de Thurston.[16]
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e nesse caso, a pseudoesfera possui um raio de curvatura imaginario. Como a area da pseudo-

esfera é dada por 4mr?senhy com cosp = a%), entao a medida que ¢ aumenta, a drea também
aumenta. Quando ¢ — oo, senhp — oo e portanto o volume da hiperesfera sera infinito.

Ou seja, para k = —1, o Universo possui volume infinito.

As equagoes de Einstein para a métrica FRW reduzem-se as Equagoes de Friedmann:

i) = = Glp+ 3p)alt) w

a(t)\? E\? 8
(i) + () —For )
onde p e p sao a densidade de energia e a pressao da matéria (ou radiacao) presentes no
Universo, respectivamente. G = #, onde M, = 1.2 x 10GeV é a massa de Planck. A

P
partir dessas equagoes, ¢ possivel deduzir a lei da conservacao da energia:

d, . da’

E(ﬂ“ ) = —pﬁ (79>
ou ainda

. a

p==3_(p+p) (80)

Para que a equacao acima seja totalmente integravel, é necessaria uma equacao auxiliar,
aqui dada na forma de uma equacao de estado p = p(p). Assume-se, em geral, que tal
equagao é linear, isto é,

p=ap (81)
onde o é uma constante com —1 < a < 1. A lei de conservacao fornece entao:
pa(t) +3p(1 + a)a(t) =0, (82)
cuja solucao ¢

p = pola(t) ], (83)

Os casos de maior interesse sao aqueles em que « toma os valores %,O,—l que corres-
pondem aos estados de gds nao-interagente (gas de fétons), matéria nao-relativistica (fria)
e vacuo respectivamente, e dizemos que o Universo ¢ dominado pela radiacao, pela matéria
e pelo vacuo. Segundo Lindell) o Universo passou por varias fases desses trés tipos. Para o
caso em que a curvatura ¢ pequena se comparada ao termo 8%Gp, a equagao (78) se reduz a:

a(t) 2 - o 8 =31+«
(@> ~—Gp= ?Ga(t) (e oy (84)
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Na década de 20, Lemaitre observou que as solucoes de Friedmann para as Equagoes de
Einstein levam a um inicio do Universo marcado por uma singularidade, na qual a tempera-
tura e densidade da matéria seriam infinitos. A rapida expansao dessa singularidade da-se
o nome de Big Bang. Esse modelo de Friedmann-Lemaitre é o que hoje se denomina “Mo-
delo Cosmolégico Padrao” (MCP). O MCP é muito bem sucedido, fornecendo uma descri¢ao
razoavelmente bem testada da histéria do Universo desde a sintese de elementos leves (nu-
cleossintese) até a atualidade. O modelo prevé a Radiagao Césmica de Fundo, cujo espectro
corresponde ao de um corpo negro com temperatura de aproximadamente 3K. Porém, o
MCP possui alguns problemas que o tornam incompleto[w]’[l&, dentre os quais destacamos:

1.0 Problema do Horizonte 19

Assumindo-se que a expansao do Universo se deu de modo uniforme, podemos fazer a
seguinte pergunta: qual seria a distancia percorrida pela luz, a partir do instante ¢ = 0, cor-
respondente a singularidade inicial até o instante ¢y correspondente a era atual numa regiao
homogénea?

Supondo que a luz nao sofreu espalhamento nem absorcao, podemos tomar a aproxima-
¢ao, devido a homogeneidade e isotropia, de que o Universo é esférico e possui um raio R.
A superficie dessa esfera é chamada de “Horizonte de Particulas”, e R é chamado “Raio do
Horizonte de Particulas”.

Considerando o caso do Universo plano, ou seja, k = 0, a métrica do espaco-tempo se
reduz a

ds® = dt* — a*(t)[dr* + r*(d6® + sen*0dp?)). (85)

Um raio de luz que caminha ao longo do raio da esfera satisfaz df = dp = 0. Neste caso
a equacao acima reduz-se a:

ds* = dt* — a®(t)dr? (86)

Mas ao longo de sua linha de universo, a luz possui ds = 0 (geodésica nula) e entao

dt* = a*(t)dr? (87)

Considerando que a luz se propaga em direcao a um observador localizado na origem do
sistema de coordenadas, podemos escrever dt = a(t)dr, de forma que

t dt/
rH — Ty = —_—, 88
710 /oa@') (88)

onde ry é o raio da regiao homogénea. Admitindo que 7y = 0, ou seja, o raio do Universo é
zero na singularidade, podemos escrever simplesmente que o raio atual do Universo é dado
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por

t /
dt
ry = —. 89
o= | )
Supondo que as condicoes iniciais para o Universo sao impostas num instante ¢ na fase de
. . ~ 1 . .~ A~ ,
dominio da radiagao, para a(t) o t2, o raio da regiao homogeénea é :

t /
dt
o 1’2

O raio do horizonte de particula de um universo com curvatura k£ num instante ¢ é a distancia
que um raio de luz percorre num intervalo de tempo de 0 até ¢. Entao, na fase de dominio
da radiacao, o raio do horizonte era

N[

(90)

T dr/
R= a(t)/o Tt (91)

Para k =0, a(t) = t2 ¢ dr' = t~2dt temos:
r ) t

R:a(t)/ dr’:t2/ '
0 0

Todos os processos fisicos ocorridos nessa época estavam limitados pela distancia R.
Assim, nao podemos esperar homogeneidade das grandezas fisicas para além do diametro
2R, a menos que assumamos que o Universo foi criado homogéneo. Em outras palavras, as
limitagoes causais nos dizem que nenhuma regiao com diametro superior a 2R deve ser, a
principio, homogénea.
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(92)

Quando as condicoes iniciais foram determinadas, esta regiao cresceu muito até a presente
época. O fator n pelo qual a regiao pode crescer é a razao entre fatores de escala

(93)

Para estimar 1 o método mais simples é comparar as temperaturas em ¢ e to. A partir
da expressao para a densidade de energia num instante ¢
a(to)

a(t)”

u(t) = u(to)

e da lei de radiacao de corpo negro

U = aT4,
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e igualando as duas expressoes obtemos

a4(t) _ u(to)a (tO) _ L

aT* T4
em que I' = %‘#(to)) Com isso chegamos a a o< T~ ! e portanto podemos escrever:
a(t) = BIT(#)], (94)
e entao )
Calty) BT () .
a(t) BT  T(t)
A a relagao entre tempo e temperatura também ¢é dada pela expresséo[lg}
t=toe=2,4%x 1059 2T 2GeV, (96)

onde tg.. € 0 tempo expresso em segundos, g é um fator que depende das espécies de particulas
presentes no instante ¢ e

7
g=5(+2)+2 (97)

onde [ é o numero de familias de 1éptons.
Por conveniéncia expressamos Ty = T'(tp) em GeV. Temos entao:

T,
To(GeV) = 2,585 x 10713 (3—%) . (98)

Podemos entao, calcular o raio da regiao homogeénea 7y = a 'R o< nR a partir de:
R = 2ctee = 2¢(2,4 x 107%)g 72T 2. (99)

E usando T' = n1j obtemos:

; 3K
R=5,57Tx 10 7g 27! (T) n " tem. (100)
0
Entao: -
ry =557 % 107g 27! (?) cm. (101)
0

O raio atual da regiao homogénea ¢ dado por 7y para T(GeV) = 10, correspondente a
temperatura na fase de dominio da radiacao e T, = 3K, correspondente a temperatura atual
e g ~ 100. Entao:

5,57 x 10'7 3K
rg = %1007% (3—K) - 55, 7cm-

Ou seja, nao hd razao para esperar homogeneidade em escala cosmolégica(a 10%%cm), mas
somente numa regiao de raio 55, 7ecm. Como, entao, regioes causalmente desconexas apre-
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Figura 3: O Problema do Horizonte: num instante remoto ¢, os observadores A e B num Universo ho-

mogeéneo possuem regioes causais desconexas

sentam, para um observador, isotropia e homogeneidade (Fig.3)?

2. O Problema da Planicidade [18}’[19]:

A razao entre a densidade de energia atual do Universo e sua densidade de energia critica

0= (102)

onde a densidade critica é definida como

 3H?
Pe = Src

(103)

Se o parametro €2 > 1, o Universo é fechado e sofre entao um colapso gravitacional. Caso
2 < 1, o Universo é aberto e sofre expansao eterna. O valor atual dessa densidade critica é
de aproximadamente 2 x 1072h2gem =3, onde h é o “parametro de ajuste” da constante de
Hubble(0,4 < h < 1). Nesse intervalo, a relacdo entre o parametro §2 e o fator de escala é

obtida a partir da Equagao de Friedmann (78)[1]:

()=
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que pode ser escrita da forma:

2
87T§pc N (g) _ 87rfp’ (105)
e com isso temos:
2
(5) =50 (106
Como a? = H?[a] ™2, podemos reescrever a equagao acima da forma:
72 = oo =) = oL ), (107)
ou seja,
7 o (2= = 1) = 19 - 1] (108)
Para um gas ultra-relativistico, vale a aproximacao:
[a(t)] 2 o t, (109)
o que implica em
|Q— 1] o t. (110)
As equagoes (108) e (109) mostram que |2 — 1| — oo, ou seja, |2 — oo se t — oco0. O
parametro |2 — 1], para a faixa de valores atuais de (2, estd limitado superiormente porm:
Q-1 <107 (111)

Esse resultado mostra que, se a densidade no tempo de Planck fosse menor que p., entao a
densidade de energia atual seria muito baixa, e portanto nao haveria a formacao de estru-
turas como estrelas, galaxias, etc, e nenhuma forma de vida se desenvolveria.

Por outro lado, se a densidade no tempo de Planck fosse maior que p., o Universo teria

colapsado ha muito tempo atras. Esse problema de ajuste fino em 2 é chamado Problema
da Planicidade.

3. O Problema da Constante Cosmoldgica 20]

Considerando a Equacao de Einstein:

1
R" — _Rg" = 8aT" — Ag™". (112)
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Figura 4: A Evolugao do Universo e o Problema da Planicidade : Expansao Indefinida (€ < 1); Universo
Plano (2 = 1) e Colapso (2 > 1)

As equacoes de Friedmann podem ser escritas da forma:

a A 4AnG
- ==—-— 3 113
LN\ 2
a kA 8nGp
sz (a) :—?—54— 3 5 (114)

onde H ¢é a constante de Hubble, p é densidade de energia e p é a densidade de pressao do

Universo. O termo da constante cosmoldgica corresponde a densidade de energia do vacuo

_ A
pv—87rG'

Para as equacgoes acima temos os seguintes resultados/?V:

i)Nao ha solugoes estéticas se A =0e p,p > 0.

ii)Se A > 0 e a contribuicdo da matéria pode ser desprezada, entao a(t) cresce exponen-
cialmente com ¢. Temos dois casos:

o H? ek=0

w| =

a(t) = a(0)e™". (115)
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A
o HQ:gekzl,entéo
a(t) = a(0)coshHt. (116)

Ambos o0s casos representam eras inflacionarias do Universo.

No tempo atual, temos as seguintes relacoes (equivalentes) para a constante cosmolégica:

Aatual S Hgtua[ ~ 10_85G€V2 (117)
po < 107 GeV? (118)
GA < 1071% (119)

Na equagao (112), o tensor energia-momento é dado por:

Tio) = =pagu + (0a + pa)ugu, (120)

onde u, ¢ a quadri-velocidade do fluido cosmolégico, dado, em coordenadas comdveis, por
u, = (1,0,0,0), e

A
As equacoes de Friedmann assumem a forma:
8t
Q= =5 (p+ )@ — k. (122)
e
. 4G
a= —%(p—l—?)p—QpA) a. (123)

Dessas equacoes, em t = t(, para py = 0 obtemos:

k

— = Hy (Q+ Q= 1), (124)
0

Pa

Poc

Os limites observacionais de {2y levam a:

onde Q) =

lpal < 2poe = (10712GeV)* (125)
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o que, em unidades naturais, corresponde a :
|A] < 107%em ™2, (126)

Esse valor corresponde a uma massa my, que é dada por:

N 174 K 1/4
ma = [|pA| (E) ] = (87TGC|A|) <107 %%eV. (127)

(128)

Os valores py e pj representam a densidade e a pressao do vacuo, que é entendido como
sendo o “ground state” de um sistema quantico, isto é, px = py, € pA = Dy = —Po-

Segundo a Teoria Quantica de Campos, nas teorias com quebra espontanea de simetria
a densidade do vacuo é tal que p, = V(®,T), onde V (P, T) é o potencial efetivo da teoria,
T ¢ a temperatura e ¢ é o campo de Higgs. Nesse caso:

m4

Do & W (129)

onde m ¢ a energia na qual a transicao ocorre. O valor maximo de m ocorre nas transigoes
das GUTs e vale 10'3GeV, enquanto seu valor minimo ocorre nas transicoes da QCD e vale
107'GeV. Dessa forma, p, assume valores compreendidos entre 107GeV e 109GeV .

Comparando os valores da densidade do vacuo prevista pelo Modelo Cosmolégico Padrao
pucp € pela Teoria Quantica de Campos proe temos:

proc  Aroc  proc
- S = (130)

puce  Amep 1

Dessa forma temos Argc = 10%Aycp, para o menor valor de proc € Arge = 10" A ycp,
para o maior valor.

O problema da constante cosmolégica pode ser posto da seguinte forma:
As observagoes indicam um valor muito baixo (ou nulo) para a constante cosmoldgica, en-
quanto a Teoria Quantica de Campos prevé um valor da ordem, no minimo, de 10** vezes o
maior limite observado.20l

3.2 - Universo Inflacionario

3.2.1 - O Modelo de Guth

Para resolver os problemas do horizonte e da planicidade, Guth propos, em 1981[21], um
modelo no qual o Universo passou por uma curta fase de expansao extremamente répida,
denominada Inflacdo. Durante essa fase o fator de escala sofreu um aumento de aproximada-
mente 10°° vezes. Para que esse modelo possa ser efetivo, é necessario um campo de Higgs ¢,
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o qual foi denominado Inflaton, com potencial efetivo V' (¢). Em temperatura zero, o minimo
global de V' é chamado de “vdcuo verdadeiro”, com ¢ = ¢,. O valor de V(¢) representa a
densidade de energia deste estado de vacuo, e esta relacionado a constante cosmoldgica A
por

A = 871GV (¢,). (131)

Segundo Guth, o fato de A nao ter sido detectado indicaria que seu valor no Universo atual
seria desprezivel. Em alguma fase do Universo primordial, no entanto, o valor de A poderia
ter sido muito grande. Isso faria com que a densidade do estado de vacuo verdadeiro fosse
muito menor que as outras densidades de energia eventualmente presentes naquele cendrio.
Por isso, assume que

V(g) = 0. (132)

H4 ainda falsos vacuos, pontos de minimo local de V' (¢) que possuem uma diferenca de
energia em relacao ao vacuo verdadeiro da ordem de 10*GeV . E essa energia que permitira
o estado de inflagao. Em geral é proposto que durante a inflacao, o fator de escala assumiu
a forma a(t) o €. Essa forma do fator de escala, embora seja a mais comum, nao
é totalmente necessaria. Genericamente, pode-se dizer que a inflacao corresponde a um
periodo de expansao acelerada do Universo, o seja:

i>0. (133)

Analisando a equagao (77):

(1) =~ (p+ Bp)alt) ~ — T (14 3)alt) (134)

onde v = %, ¢ a equacao de estado, vemos que expansao acelerada implica em v < —%.

Se o Universo é dominado pelo campo Inflaton, entao (veja equagoes (141) e (142) abaixo)

162 —V(9)
_22 7Ty 135
TR V() (135)

se a energia cinética do campo ¢ é muito menor que a energia potencial, ou seja, se

192 << V(9).

A inflacao estd ligada a evolucao de um campo escalar fracamente acoplado tanto a
curvatra quanto aos campos de matéria, que em algum momento estd no minimo de seu
potencial. Se o espaco-tempo ¢é do tipo FRW, as equagoes de movimento sao:

8rG k
H2:7T_p¢_

5 (136)

DGRl
0/2
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. ArG
i@ = ——(ps + 3ps)a, (137)

onde py € a densidade de energia associada ao campo Inflaton. Admitimos que ¢ é espacial-
mente homogéneo, que V' tem um minimo em ¢ = ¢, e que o seu valor inicial ¢; é tal que
¢; # bu, € que V() = V'(¢,) = 0. Consideramos ainda que ¢ ndo acopla com a curvatura
e que a Lagrangiana é dada por:

L= 10,00~ V(0) (138)

Vamos considerar aqui somente o caso homogéneo, para o qual a Lagrangiana acima
reduz-se a:

L=—-=V(9). (139)
O tensor energia-momento correspondente a L é dado por:
" = 0"p0" ¢ — Lg". (140)

Uma vez que ¢ é homogéneo, T" pode ser considerado como um tensor de um fluido perfeito,
ou seja, T" = diag(p, —p, —p, —p). A partir dessas consideragoes, obtemos as expressoes
para a pressao e densidade:

pe=2 V() (141)
po=L 4V (0) (142)

As equagoes classicas do movimento para ¢ podem ser obtidas através da variacao da acao
(L a®) (principio variacional) ou através da conservagao da energia-momento. O resultado
sera:

O+ 3HG+V'(6) =0 (143)

onde V' = 4V Esta equacio é semelhante & equacdo do movimento de uma particula
d¢

sob acao de uma forca F = —‘?)—‘;, contra uma forca de friccao descrita por um termo de

viscosidade , proporcional a 340 " No modelo inflacionario este termo de friccao é devido a

- a(t)”’
expansao do Universo.
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3.2.2 - Como o Modelo Inflacionario Resolve os Problemas do Modelo Cos-
molégico Padrao

O Problema do Horizonte
O Problema do Horizonte pode ser formulado da seguinte maneira: o raio da regiao comovel
na qual a radiacao césmica de fundo é observada como sendo homogénea, com uma pre-
cisao de 1 parte em 10* é muito maior que o raio do horizonte R(t,..), que é a maxima
distancia sobre a qual for¢as microfisicas podem ter causado a homogeneidade observada no
Universo (t,.. ¢ o tempo de recombinagao, em que elétrons e prétons se recombinm formando

hidrogénio neutro). Formalmente temos as defini¢oes:

1. Raio do Universo Observavel

rir = alt) / "t dt,

e

2. Raio do Horizonte de Particulas

R = alty) /0 ()] dt.

Wi

No Modelo Padrao temos o dominio da matéria, com o fator de escala dado por a(t) = t5.

Dessa forma temos:
N3
to

2 1
R = 3titi..

Comparando os dois raios definidos acima temos, para t, suficientemente grande, que — =~
rg

t
( ;ec) << 1 (veja figura 5). Ou seja, o raio fisico do Universo observado é muito maior
0
que o raio do horizonte de particulas.

A teoria inflacionéria propoe a seguinte solucao deste problema: a inflacdo ocorre num
periodo At = tr —t;, onde tr é 0 tempo de reaquecimento e t;, o instante inicial da inflacao,
isto é, se a(t) ~ ef* para t € [t;,tr], entdao o cone de luz cresce exponencialmente se com-
parado ao modelo padrao, no qual isto nao ocorre. Ou seja, se At é suficientemente grande,
entao R >> ry (veja figura 6). Portanto, ja no inicio do tempo de recombinacao t,.., o
Universo ja é, pela teoria inflacionaria, homogéneo e isotrépico.
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Figura 5: Diagrama ilustrando o problema do horizonte: rg >> R.

De fato, no perfodo inflaciondrio a(t) = ef* ¢ para instantes fora desse perfodo a(t) = tz, de

forma que:
eH(tOftrec) _ 1
gy = —H s
101 1 1 t§ thR _ thi
_ 0
=2 [té (tiZ + trec = tﬁec)] + ﬁ ( e (tit+tr) ) ’
L
R 217 + trec —
de forma que, para grandes valores de t5, — =~ £l e 7 Th
rg 3 to

mente grande temos, ry << R.

O Problema da Planicidade

1
t§
R) . Para tp — t; suficiente-

Vimos que a estimativa para o parametro § atual é |2 — 1] < 107 e que para t — oo:

|2 — 1] — oo,
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Figura 6: Solugao inflaciondria para o problema do horizonte: R >> rp.

isto é, se t — oo entao 2] — co. Ou seja, o pardmetro de densidade aumenta muito com
o tempo. Dessa forma, o Universo deveria estar num estado de densidade extrema, o que
levaria o Universo a um colapso gravitacional.

Durante a inflacdo, no entanto, considerando que a(t) o e* e que H nao depende do
tempo nesse periodo, temos da equacao (108):

1 — 1] oc e 2H¢ (145)

Se a duragao do periodo inflacionario for suficientemente grande, |2 — 1| — 0, de forma que
) ¢ muito proximo de 1,apdés o periodo inflacionario .

3.3 - O modelo Cadtico

O modelo original de Guth ja foi substituido por outros mais completos. Vamos aqui ap-
resentar um dos modelos que sucedem o modelo de Guth, chamado Modelo Inflacionério
Cadtico, proposto originalmente por Lindel?*?3. Este fundamenta-se na idéia de que a In-
flacao pode ocorrer com qualquer potencial genérico se o Universo surge a partir de um
estado inicial cadtico. Nesse caso, o potencial V' (¢) assume diferentes valores em diferentes
regioes do Universo, e nas regioes em que V(¢) é extremamente alto, a Inflacdo pode ocorrer.
Mais ainda, esse modelo sugere que a Inflacao pode ser um fenémeno bastante comum num
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Universo cadtico (isto é, V(¢) é a energia dominante).

O campo classico ¢ (Inflaton) é dominante no periodo inflaciondrio, e é o responsavel
pelo crescimento exponencial do fator de escala a(t). Esse modelo tem como hipéteses:
i) A métrica FRW é a métrica que descreve o Universo no qual a taxa de expansao é dada
por:

2 2\ 2 2
H? 4 k_2 - (9) LB 8rGp (146)
a

a a? 3

Essa aproximacao é suficientemente boa se aplicada ao periodo pés-inflacionario.
ii) p=¢(t) tem valor inicial ¢;7#0, onde o é o ponto de minimo global do potencial V' (¢). Este
ponto de minimo ¢ o ponto zero de energia do potencial V' (¢), isto é, V() =0e V" (o) > 0.
iii) As corregoes quanticas deste campo escalar podem ser tratadas como pequenas per-
turbagoes de um campo classico.

A equagao de movimento do campo ¢ é:

$+3H¢+ﬂ:0 (147)
do
O termo 3H¢ é chamado termo de amortecimento (ou de friccao).
Uma analogia mecanica é o movimento de descida de uma bola por uma rampa inclinada
com atrito dado por 3H ¢ Nesse caso, o campo evolui até seu ponto de minimo. Durante
essa descida ocorre o crescimento quase-exponencial de a(t). Torna-se importante, na anélise

desse problema, saber quao rapido ¢ ira atingir seu ponto de minimo o.

Supondo que na fase de inflacio ¢ atinge o num periodo da ordem de 100H ! entao
a(100H™1) =~ €' e se M ~ 10 GeV entdo o tempo de expansio é ~ 1073!s, enquanto
o tempo para que ¢ atinja o é ~ 107325, ou seja, o tempo de “descida” de ¢ até o é 100
vezes maior que o periodo de expansao do fator a(f). Um dos pontos interessantes desse
modelo é a ocorréncia do fenéomeno de ressonancia paramétrica que é o fenémeno fisico, que
no contexto da cosmologia inflacionaria, provou ser um mecanismo efetivo para a criagao de
matéria relativistica (reaquecimento) do Universo. Ele acontece quando, apés a “descida’
o campo ¢ oscila ao redor do minimo do potencial. O acoplamento de ¢ com campos de
matéria permite a transferéncia de sua energia de oscilagao para a producao exponencial de
quanta dos campos de matéria.
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Figura 7: Potencial Caético
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4 - Reconstrucao do Potencial do
Inflaton V(¢)

A idéia de reconstruir o potencial do inflaton a partir de consideracoes tedricas ou
fenomenolégicas vem sendo desenvolvida ha algum tempo e muitas idéias a esse respeito
estao sendo discutidas atualmente. Na literatura recente ha farto material a respeito, dentre
o qual destacamos as referéncias [24 —27] e [30—32]. O conceito de reconstrugao de potencial
refere-se ao processo de determinar o potencial do inflaton, usando dados observacionais[m},
especialmente as anisotropias da radiagao césmica de fundo, ou entao abordagens tedricas

ou fenomenoldgicas. Aqui vamos considerar apenas as abordagens tedricas.

Dentre os métodos conhecidos atualmente, destacamos: a reconstrucao a partir da equacao
de estado 27 ¢ a reconstrugao para o regime de ressonancia paramétrica apds a inflagao [31].

4.1 - Reconstrucao a Partir da Equacao de Estado

Este método foi proposto por Stornaiolo 2427 ¢ baseia-se na idéia de que é possivel encontrar

um potencial V(¢) a partir da equagao de estado para o fluido cosmoldgico p = p(p).

Considerando a métrica FRW,

dr?
1 — kr2

ds* = dt* — a*(t) + 72d6? + r*sen*0dyp? | |

partindo das equacoes de p e p para um fluido homogéneo:

1.
p= 24 V(o) (148)
1.,
p=50"—-V(®), (149)
e usando a lei de conservagao:
) a
p==3—(p+p) (150)
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obtemos a seguinte expressao para p:

= (—3% _ 1> . (151)

Mas
pa _ dp
= _ a2k 152
@ da’ (152)
entao
a dp
— (L% _q), 153
p= (g2t -1)s (153)
Definimos entao a grandeza y(a) = —%%d—s e obtemos:
p = (v(a) = p. (154)

Esta equagao, idéntica a equagao (81),é chamada de Equagao de Estado de um ~-fluido. O
parametro 7y varia no intervalo 0 < v < 2, chamado intervalo de Zel'dovich®8). Substituindo
(154) em (150), chegamos & equagao diferencial para p:

p= —3gv(a)p~ (155)

Dada a condicao inicial p(ag) = po, onde ag e py sdo, respectivamente, os valores iniciais do
fator de escala e da densidade de energia, a solucao da equacao diferencial é:

,3]"1 ’Y(O/)da/

pla) = poe "l a (156)

O parametro py esta relacionado ao chamado problema da eficiéncia, ou seja, quao rapido
a inflagdo ocorre. Substituindo (148) e (149) em (155), obtemos a relagao para o potencial

V()
@)V (9) = (2~ (@) 56
Mas
0" =~(a)p(a), (157)

entao:

(158)
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Substituindo (156) em (158) obtemos:

Po =3 1 X da
V(9) = V(é(a) = (2 = y(@) Fe e o™, (159)
Pela equagao (157) vemos que y(a) > 0 e, que o caso y(a) = 0 implica em p = —p, que

corresponde ao estado de vacuo. .
Com esse formalismo é possivel calcular a evolugiao do campo ¢. Como ¢? = ~y(a)p(a) e

<;5 = % = %% = ‘;d’a e assumindo que o Universo é espacialmente plano (k = 0), temos que

(%)2 SWGP = a=Za LGP( ) entdo gb an/ SWGP(“ d¢ i\/i Entao

da \/ \/ 87er 87rGa \/; a
= ¢(a) = ¢(a;) + \/%/ %da’. (160)

A reconstrucao do potencial V' (¢) esta ligada aos valores de pg e y(a), fornecendo uma clas-
sificacdo de V' para cada tipo y(a), que contém a informagao da taxa de crescimento do
Universo durante a inflagdo. Observamos que fornecendo 7(a), estamos dando informacao
sobre o tipo de matéria no periodo de interesse. Isso pode vir de consideragoes tedricas bem
como de extrapolagao de dados experimentais. Matematicamente, para obtermos uma ex-
pressao V = V(¢), é preciso inverter a equagao (160) e obtermos a = a(¢) e depois substituir
na equagao (159).

Para determinar o parametro 7(a), consideramos o parametro de rolamento lento® e,

definido como:
o= [ -3(2) -

e as amplitudes de perturbacao Ag e Ag correspondendo as flutuagoes quanticas do infla-
ton (perturbacgoes escalares) e métrica (perturbagoes tensoriais), respectivamente, definidas

COIMao:
Ag = @GHW |H' ()]

®Rolamento lento é o regime no qual o campo inflaton ¢ é tal que o termo g ¢é aproxiamdamente 0.
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A partir dessas defini¢oes temos a relacao:

A /3
A—S = \/g: 5’7(@),

-3

4.2 - Reconstrucao no regime poés-inflacionario

ou seja,

E sabido que um potencial da forma V(¢) = A\¢?/4 leva a uma Equagao de Lamé para os
campos de matéria via acoplamento do tipo g?¢*x?/ 21301 Finkel e seus colaboradores [31]
estudaram o problema inverso: descobrir qual o potencial V(¢) mais geral que leva a uma
Equagao de Lamé, para o acoplamento g2¢?x?/2. O método é descrito abaixo.

A Lagrangiana para o sistema dos dois campos acoplados é dada por:

1 1 2
£ = 50000+ 30" \0x — V() = T (161)

A partir das equagoes de Euler-Lagrange para (£ a®) obtemos as equacoes de movimento
para os campos ¢ e x:

d? .

e +3Ho + V/(¢) =0, (162)
d*x i i 2,2
ﬁ—@-axwﬂaaquﬁx:o. (163)

Vamos tomar algumas aproximagoes para obter a solucao do sistema acima 29 Primeira-
mente vamos desprezar os efeitos de “back-reaction” na equagao (162), isto ¢, na equagao
para ¢ nao aparece contribuicao dos campos de matéria y. Além disto vamos considerar o
caso em que o inflaton esta no inicio de suas oscilacoes, apds o periodo inflacionario, com
uma freqiiencia muito maior que H. Além disto vamos considerar o caso em que o valor
médio de V(¢) é também muito maior que seu minimo Vy = V' (¢g). Observamos que outros
regimes, em geral, mais complexos, sio tratados na literatural®”. Com as restricoes acima,
podemos desprezar o termo proporcional a ¢ e a equacoes (162) e (163) ficam reduzidas a:

d*¢ /
e +V'i(¢) =0, (164)
d2X i 2,2
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Tomando a transformada de Fourier de :

= T, :; 3peih Ty (7
w=F = oy [,

em que k = |k, obtemos:

d2Xk

K+ g°¢]xk =0 166
Fazendo uma mudanga de varidvel (transformacao de escala) ¢ = 72, em que 7 é uma
constante, podemos escrever
o(x
o) = o0 [ 22 = gusa). (167)
bo
e Xx(t) = Xg(z). Dessa forma a equacao (166) fica:
d*X;,
2 7%k + g°¢5 f* ()] Xk = 0. (168)

O problema consiste em encontrar o potencial V(¢) tal que a equagao de movimento de yy
(168) se reduz a uma Equagao de Lamé do tipo:
d?> X,
dz?

+ [wa — hn(n + 1)sn?(z)] X}, = 0, (169)

em que h = k? € (0,1) é o quadrado do mddulo da funcao seno eliptico sn(z) = sn(z, k).
Comparando (169) e (168) temos:

7k + g* ¢ 2 (x) = wi — hn(n + 1)sn(x).

O ponto crucial do método é o seguinte artificio: Podemos somar e subtrair o termo 723g%$3
no primeiro membro da equacao acima, de maneira que ela continue sendo do tipo Lamé.
Ou seja:

Tk + By o] — 9705 (8 — f(2)) = ws — hn(n + 1)sn*(z), (170)

onde 3 é um parametro real, por enquanto, arbitrario. Podemos, entao, identificar:

f(x) = £(3 — sn?(x))> (171)
wy = 12(k* + Bg°H5) (172)
hn(n +1) = 72¢° ¢}, (173)

com a condi¢ao que J > 1 para que f seja real. De fato, a equacao assim obtida é tal que:

d* X,
dz?

2
IR + 2005 - sn (@)X =

+ [a? — g*pasn® ()] Xx = 0,

43



onde o? = 72k + ¢?¢%3. Ou seja, a forma da Equacio de Lamé é preservada quando
tomamos a forma mais geral da funcao f(z) = £(8 — sn*(z))2. Por outro lado, substituindo
a identidade:

P 1d (do\?
@—5%(5) ’

na equagao:

— +V'(¢) =0, (174)

e integrando em relacao a ¢. Obtemos:

% (%)2 V() = B, (175)

onde a constante de integragao F ¢é identificada como a densidade de energia do campo in-
flaton. Observe que, por causa das aproximagoes que assumimos acima, nesta equacao de
conservacao da energia nao aparecem contribuigoes ou termos envolvendo campos de matéria
X, de forma que nao ha transferéncia de energia de ¢ para y. Desse forma E é de fato, con-
stante.

A equagao satisfeita por f pode ser obtida a partir da equagao (175) somando-se a
constante Vj aos dois membros da equagao, usando a mudanca de escala (167) e a regra da

qoig W _dwdf _Vdf
A T At dr  rdr O omOw

(i) + (3) vens (5) o (3) 2+ (3) viwn+ () v 0

Definindo as grandezas Uy e E* da forma:

U = (l>2V(¢of) ¥ (l>2vo, (a77)

bo bo
e
2\ 2 -\ 2
E*=|— E—i—(—) Vo, 178
(%) d) " b
a equacao toma a forma:
1 /df\?
—| = U= FE". 179
s () +ur (179)
Usando as identidades abaixo para definir a fungao eliptica dn(z):
isn(ac) = cn(x)dn(x)
dx B ’
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sn®(z) + cen*(x) = 1,

dn?(x) + k*sn*(x) = 1,

temos:

en’(z) =1 6%+ f*(x),

e

dn*(z) =1 — h3* + hf?*(z),

onde k2 = h.

(180)

(181)

Sabendo que f(x) = +(6 — 3n2(x))%[31] é solugao da equagao (179) podemos usar as
relacoes (180) (181) para encontrar Uy e E*. De fato, temos:

2 \ dz

b — sn2x

Substituindo (172), (180) e (181) em (182) obtemos:

1 (ﬁ)Q - sn?x.cn’r.dn’x

3hG —h—1

o h

2\dr) 212

Como Uy é uma fungao de f e E* é uma constante, podemos identificar:

BB —1)(1 - hp)

Wt o1

2
1 (g) _B(l—ﬁ)(l—hﬁ)+2h5—3hﬁ2+25—1+

2

Up=—+-(1+h—30B)f*+

2 2

e

212

E* = —%[31152 —2(1+h)3+1].

Entao, o potencial V(¢) é dado por:

T T

V(g) = (¢—) () = () & (L

0

onde usamos a equagao (167).

Denotando:

2h

=

)

¢2

2

1
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BB =D = hp)

Y

T

2

(182)

5f4. (183)

(184)
(185)

1
¢g) T& + V.



BB — 1)1 — hB)dg

H= 2
o potencial pode ser escrito como:
V(o) :)\%4+K%2+M%¢2+VO. (186)
em que redefinimos V' da forma V(¢) — V(¢) + V4 e a densidade de e energia é dada por:
o 2
B = -5 308" =201+ W3+ 1] + V. (187)

Aqui redefinimos a densidade de energia da forma F —— E + Vj. Analisando os limites de
V(¢) quando ¢ — 400 vemos que a positividade de \ restringe p a valores nao-negativos,
para que V' tenha um minimo global.

Com isso mostramos o seguinte fato: para que a equagao de movimento para o campo Y se
reduza a uma Equacio de Lamé, V(¢) deve necessariamente ser da forma (186). E possivel
ainda, mostrar que todo potencial dessa forma leva a uma Equacao de Lamé, conforme a
referéncia B,
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5 - As Equacoes de Mathieu e Lamé
na Cosmologia Inflacionaria

A idéia de reaquecimento esta relacionada ao fato de que o Universo, apds um periodo de
inflacao ¢ levado a um estado de densidade quase nula e temperatura préxima do zero abso-
luto (0 K). Como o Universo ¢, atualmente, dominado pela matéria (visivel e escura), é
entao necessario que logo apos a inflagao tenha havido producao de matéria em larga escala.
Nos modelos inflaciondrios a energia necessaria para que isso ocorra estd armazenada no
potencial inflacionario V(¢). Este mecanismo de transferéncia de energia do campo inflaton
para campos de matéria é chamado de Reaquecimento do Universo. Inicialmente a trans-
feréncia é feita num regime muito fora do equilibrio e uma enorme quantidade de matéria
(coletivamente denotada pelo campo de matéria x) é criada. Esta fase é chamada de Pré-
Reaquecimento. Posteriormente a producao de particulas ¢ mais moderada e esta segunda
fase é denominada Reaquecimento. Uma terceira fase seria entao a termalizacao da matéria
produzida. A partir desse ponto a teoria segue o Modelo Cosmologico Padrao.

Os primeiros modelos para criacao de matéria foram estabelecidos por Farhi, Abbot,
Linde et al¥. Esses modelos eram baseados em Teoria Quantica de Campos Perturba-
tiva. O Problema com tais modelos é que a temperatura obtida nao ¢é suficiente para que
possa ocorrer bariogénese (formagdo de barions no Universo com a entropia observada).
Em 1990 Kirilova e, independentemente, Brandenberger e Trashen®! introduziram um novo
mecanismo de produgao de matéria (fora do equilibrio) baseado no fenémeno de Ressonancia
Paramétrica.

A Equacao de Mathieu possui uma aplicacao no estudo da fase de reaquecimento do
Universo. E postulado que nessa fase, o inflaton decai em particulas escalares, as quais, por
sua vez, decaem em bdrions (bariogénese).

O campo inflaton possui uma densidade Lagrangiana dada por:

L($) = 30.00"¢ — V()

onde o potencial V' (¢) inclui auto-interagoes e o termo de massa. Numa primeira aproxima-
¢ao, as contribuicoes da curvatura do Universo podem ser desprezadas.

Se o valor inicial do inflaton é muito grande ¢>Mp, o termo de friccao 3H ® na equacio
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de movimento ¢ muito maior que ¢, ou seja, a equagao se reduz a :

3H¢5+%((f):0

Esse cenario corresponde ao estagio inflacionério>¥. Com o decréscimo de ¢, 3H <;5 é cada
vez menor , cessando quando qﬁg%. Apo6s um curto estagio de descida até o minimo do
potencial V' (¢), ¢ oscila muito rapidamente com amplitude ~ 0,1Mp em torno do ponto
de minimo. Devido ao acoplamento de ¢ aos campos de matéria, ha uma transferéncia de
energia de ¢ para esses campos, que apresentam um crescimento exponencial em suas ampli-
tudes. Como o ntmero de particulas produzidas é proporcional a amplitude dos campos de
matéria (denotados coletivamente por x) obtém-se uma producao muito grande de particulas
do tipo x. (Este é o mecanismo de Ressonancia Paramétrica).

Considerando um tnico campo de matéria x e tomando a Lagrangiana de interagao de
¢ com Y como

L(p,x) = 5 9°¢*X°
onde g é a constante de acoplamento, temos a Lagrangiana de
L(x) = 5 @uxrorx" — m2x® — ¢*¢*x?)
cuja equagao de Euler-Lagrange é
2

i + 3Hx, + (w +mi + g2¢2) i =0 (188)

Na equagao acima foi tomada a transformada de Fourier da solugao x(7)=x(7,t) ou seja,
Xk (t)=F[x (7, t)] de modo que no cendrio do reaquecimento do Universo x(t) é interpretado
como a amplitude dos campos de matéria y para particulas com momento k::|E |. Por outro
lado, a solucao aproximada para a equacao de movimento do inflaton com potencial dado
por V(¢)=1imy¢? (potencial do modelo cadtico) é dada por

2
@(t) ~ posen(myt) (189)
onde ¢y é o ponto de minimo do potencial. Substituindo (189) em (188) obtemos

2

Xk + 3H X + (

a(t)? + mi + 92¢3sen2(m¢t)) Xr =0 (190)

Numa primeira aproximacao, a expansao do Universo pode ser desprezada, e tomando
a(t)=cte=1 temos:

i+ (K + gdgsen®(mgt)) xe = 0 (191)

que é uma equagao do tipo Mathieu.
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O espaco 2-dimensional dos parametros (k,g) apresenta regides onde a solugao cresce ex-
ponencialmente (bandas de ressonancia ou instabilidadade) e regides com solugoes limitadas
e periddicas (bandas de estabilidade). Pelo Teorema de Floquet, nas bandas de ressonancia,
a solucao ¢ da forma yjoce’ ! onde py é o expoente de Floquet. Usando a Transformacao de
Bogolyubov [35], encontra-se o niimero de particulas produzidas nioce®*+t. Se x é um campo
bosonico temos uma produgao exponencial de particulas (se py é um nimero real). Se, no
entanto, y é fermionico, entao o Principio de Exclusao de Pauli faz com que a producao de
particulas nao seja exponencial.

A Equacao de Lamé é aplicada no contexto da fase de pré-reaquecimento do Universo.
Considerando ¢ como um campo escalar classico com potencial efetivo dado por ©

1 A
V(9) = £5med” + 70 (192)
Com Lagrangiana de interacao £(¢, x)=3 1324?22, onde g é uma constante pequena, temos a
equagao de movimento
b+ 3Hd + mo + A3 =0

Apds o perfodo de inflagao, ¢ decresce abaixo de M, e o termo 3H ¢ torna-se desprezivel.
Nesse momento, a equagao de mov1mento se reduz a gb:l: me + A¢® = 0, cuja solucio é dada
pelas funcoes elipticas de J acobi?4. Se desprezarmos o termo de massa, ¢(t)xsn(t) torna-se
uma solugao possivel. A equacgao de movimento para x passa a ser entao

Xu(t) + [K% + g Gosn’ (myt) ] xi(t) = 0 (193)

que é uma Equacao de Lamé.

Analisamos no préximo capitulo algumas propriedades das Equagoes de Hill, da qual as
Equacoes de Lamé e Mathieu sao casos particulares, e suas implicagoes para o potencial
inflacionario.

50 termo ——m¢q§2 leva a uma quebra espontanea de simetria no modelo inflaciondrio
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6 - Teoremas Inversos da Teoria de
Hill e Aplicacoes em Cosmologia
Inflacionaria

Atualmente a teoria inflacionaria cadtica possui uma ramificagao de grande interesse, a “Teo-
ria de Reaquecimento” que dd um passo importante na explicacao da criagdo da matéria (in-
cluindo aqui a matéria escura ) observada em nosso universo. Os antigos modelos, baseados
em métodos perturbativos nao foram bem-sucedidos em obter temperaturas altas o sufi-
ciente para a bariogénese. Ha alguns anos ,um mecanismo baseado na teoria matematica de
Ressonancia Paramétrica foi planejado para obté-las. Este mecanismo, incorporado a Teoria
Inflaciondria, apresenta um crescimento exponencial das solugoes, o qual é interpretado como
uma produgao exponencial de particulas no fim do periodo inflacionario.

A maior parte dessas teorias recai em equagcoes lineares para os campos de matéria, uma
vez que elas sao as mais simples e em todos os fendmenos basicos sob estudo aparece esse
tipo de equacao.A Lagrangiana de interacao pode ser escrita, em sua forma mais geral, como

Lint = gf(0)X° (194)

onde g ¢é a constante de acoplamento da interagao e f(¢) ¢ um polinomio.

As equacoes de movimento obtidas sdao, em sua forma mais geral, Equagoes de Hill 10 que
exibem Ressonancia Paramétrica como comportamento para certas classes de suas solugoes.
Isto é uma conseqiiéncia do Teorema de Floquet, visto no Capitulo 2.

Por outro lado, a inflacao é um paradigma para varios modelos. Isso significa que
diferentes potenciais para o campo inflaton foram propostos na literatura. Agora, temos a
seguinte questao : Se assumimos a Ressonancia Paramétrica como o mecanismo de producao
de matéria, o que podemos inferir sobre o Potencial do Inflaton?

Do ponto de vista da Fisica atual, esta questao estd no mesmo espirito (mas, claramente,
nao tao realista) do programa de nucleossintese, que procura pelas reagoes nucleares primor-
diais que deram origem a atual abundancia de distribuicao dos elementos. Matematicamente,
isto ¢ um tipo de problema inverso, uma vez que temos alguma informacao da solugao de
uma equacao diferencial (com potencial), e procuramos deduzir alguma caracteristica do
potencial.
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6.1 - Equacgao de Hill e o Potencial V (¢)

Seja V' (¢) o potencial inflacionario. Como mencionamos acima, a questao que queremos ana-
lisar pode ser enunciada da seguinte forma: Se conhecemos (ou postulamos) a Lagrangiana
de interacdo L, o que podemos deduzir sobre V (¢)?

A Lagrangiana de Interacao mais geral que podemos ter para aplicar os teoremas abaixo
é a descrita pela Equagao (194). A Lagrangiana total pode entao ser escrita como:

L =0,00"¢ — V($) + 0 x"Y — Lint. (195)

A Equacao de movimento resultante para os campos de matéria, supondo que y € espacial-
mente uniforme, é dada por uma equagao do tipo Hill:

X —gf(@(t)x =0, (196)

onde a funcao Q(t) = —gf(o(t)) é periédica na variavel temporal ¢. Podemos tomar, sem
perda de generalidade, seu periodo como 7 e foﬂ Q(t)dt = 09, Entdo a Equacao de Hill fica:

X+ Q(t)x =0, (197)

onde Q(t +m) = Q(t).
O seguinte resultado relativo as Equacoes de Hill é crucial para a obtencao de informacao
sobre o Potencial Inflacionério:

Teorema 19 : Se a equagao (197) possui dois intervalos de instabilidade, entao Q(t)
satisfaz a equacao diferencial:

Q:3Q2+AQ+B, (198)
ou, equivalentemente,

Q% =20Q° + AQ* + 2BQ + C. (199)

O teorema acima fornece uma equagao para a fungao periédica Q(t). Para aplicar o teorema
devemos supor que a equacao (197) tem somente uma banda de ressonancia nao-trivial. A
banda trivial é o intervalo (—oo, \g) para todas as equagoes de Hill. Entao Q(t) satisfaz as
equagoes (198) e (199).

Supondo, que f(¢) = ¢™ temos entdo que Q(t) = —go(t)". Dai, substituindo na equagao
(198), obtemos para ¢:

—gln(n —1)¢" 22 + ng" ¢ = 34" + A¢" + B. (200)

Por outro lado, a Equagao do Movimento (aqui estamos desconsiderando contribui¢ao da
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expansao do Universo) para o campo ¢ é dada por:

av

b=-2. (201)
Substituindo (201) em (200) temos
—gln(n —1)¢" 262 — ncb”‘l%] =3¢°¢™" — Ag¢" + B.

Dividindo ambos os membros por —gn¢™ 2 e derivando com respeito a t obtemos:

- d*V 3g(n+2) . - B(n—2), .1
—2(n — 1) + ¢pp—> 02 ¢—¢ = g( ) ¢" o — ¢¢ - %45 =g, (202)
Usando novamente a equagao (201) para o termo <;5 obtem-se
av d*V 3gn+2 " 2A Bn—2) ,_(._
-1+ ot = S D e 2y B0ZD ey (203)
Resolvendo (203) encontramos a solugao:
9 e A o B 1 C 1
V(gp) = ﬁ¢ - 2—712¢ + Wqﬁ"*z T on g + Vo, (204)
onde C' e Vj sao constantes de integracao.
Para n = 2 obtemos o potencial:
g, A, B C1
=Z¢" — — — - —— 2
V(g)=7¢"— 5o * g 2¢2+V0, (205)

onde V; é uma constante. Incorporando o termo constante £

g & Vo, reduzimos a expressao
do potencial para:

9,4 A, C1

¢t — =" — —— + W 206
4¢ 3 ¢ 25 + Vo. (206)
Esse potencial é o mesmo encontrado na secao 4.2, obtido, no entanto, de uma forma mais
simples. Comparando (206) com (186), vemos que:

V(p) =

2h

Tz—q% (207)

g:

A —%(1+h—3hﬁ) (208)
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4

€= —203(8 - 1)(1 - hB) (209)

Para o caso mais geral Q(t) = —gf(¢), o teorema nos fornece a seguinte equacao diferencial:
av df df -,
——— g5 = Af+ B 21
e d¢2¢ 39°f* + Af + (210)

2
Dividindo a equagao por ngy, derivando em relacao a t e simplificando, obtemos:

4>V
dg? cb

- b)) () ()

Qa(t) = (69f — A4) + ( 39,2 +Af——> %) (dd)é)l%

Resolvendo a equagao (211) encontramos a expressao para o potencial V(¢):

J Qe ) dg
([ Quds)

(3‘;) (i) = o ()

CIN(PEN _d, (P
() () - ()
temos que )1 = % {l [(32) (dgb];)] }, e desse modo:
e () (29
d¢ dg?

Dessa forma, o potencial pode ser escrito como:

V() = /{(j‘;) (S0 [ toor - (D) v oo v as -5 (8 de;fde}dgb

Q1 = (2, (211)

Vi(g) = do. (212)

Usando as propriedades:
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n
Para o caso em que f é uma funcao polinomial, isto é, f = Z a,¢”®, o potencial V(¢) toma

k=0
a forma:

Vi(p) = / ( > akalamklm¢k+l+m_3> <Zakk:(k:—1)gbk‘2> pa(@)do  (213)

klm=1 k=2

onde p,, é dado por:

- a;agaamasklms(s — 1) . _
" =6 J j+k+l+m+s 4_|_
p(0)=69 > 2j+k+l+m+s—4¢

7=0;k,l,m=1;s=

4 i axaamasklms(s — 1)¢k+l+m+sf4_'_

kJl,m=1;s=2 k T L+m ts—4

n

—3g Z a;apamaslms(s — 1)(s — 2) I HhHAmts—4
j+Ek+l4+m+s—4

+
7,k=0;l,m=1;s=3

= a;apaaskls(s —1)(s —2) . _
A J j+k+l4+s—4
2 itktlts—a ¢ *

j=0;k,l=1;5=3
B Z arajaskls(s — 1)(s — 2) g4 o (214)
9 ji=te=3 brlts—d

onde usamos as propriedades:

n

d — _
%;am’fzz%w L

k=1

(ia@’“) (ibmk) = i agb; ",
h—a k=3

k=a;j=p

Para que o potencial V(¢) em (213) seja fisicamente aceitavel, ele deve ser limitado
inferiormente. Para que isso ocorra, devemos ter

lim V(¢) = lim V(¢) = +oc. (215)

p——oc p—rtoo

Isto é suficiente pois se (215) vale, entao existe um intervalo [—v,~] C R tal que fora deste
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intervalo V' (¢) — 400. Como V(¢) é continua em [—~, ], entdo ele atinge um minimo em
[—v,7] e dai também atinge um minimo em R. De fato, quando ¢ — +00, o potencial é da
ordem de (+¢)" 2. Para que limite seja satisfeito, devemos ter n par. Isso ainda nao garante
que o potencial seja limitado inferiormente. Para tanto devemos analisar o coeficiente do
termo dominante da expressao. Esse é o termo de maior poténcia de V(¢) quando ¢ — Fo00
e é dado por:

3ga
2 " o2n3 — 21 .
T Gy 2 )
Uma vez que, nesse caso, g > 0 e
2n3 —n 4+ 2

Gn—Dmnt2)

isso implica que, se a, > 0, o limite em (215) é valido, e o potencial V(¢) é limitado
inferiormente. Portanto o Teorema 1 nos mostra que se a matéria na fase pos-inflacionaria
foi produzida majoritariamente numa tnica banda, entao o Potencial Inflacionédrio que deu
origem ao mecanismo de Ressonancia Paramétrica tem um minimo ao redor do qual pode-se
obter Ressonancia Paramétrica dos campos de matéria acoplados a ele. Com isso temos
que a expressao (213) pode representar um Potencial do Inflaton. E de interesse, devido
a Teoria Quantica de Campos, que (213) tenha forma polinomial. Porém, para que isso
ocorra, devemos ter uma dependéncia dos coeficientes a; e as constantes A, B,C e g. Isso
significa que, pequenas perturbagoes nas constantes implicam numa expressao nao polinomial
para V(¢). Até o momento, ndo encontramos essa dependéncia, porém sabemos que se
f(@) = go", entdao V(¢) é necessariamente polinomial.

6.2 -Producao de Particulas com Expansao do Universo

Para o caso em que se leva em consideracao a expansao do Universo,temos a equacao de

movimento para o campo ¢:
A |V
Y .
P (a) °= s

No periodo pés-inflaciondrio, a(t) varia muito lentamente de forma que a equagao acima se
reduz a (201), e o potencial V(¢) é entao dado, em sua forma mais geral, pela equagao (204).

Apresentamos o segundo resultadol¥):
Teorema 2: Se a Equacao de Hill:

J+A+Q)y=0

com Q(t+m) = Q(t) e [, Q(t)dt = 0, ¢ tal que o tinico intervalo de instabilidade ¢ o trivial:

(-00, o), entao Q(t) = 0.

Esse é um Teorema Inverso nao-trivial e, para nossa interpretacgao fisica, como a fungao
periédica Q(t) vem de um potencial (oscilagoes em torno de seus minimos ), isso implica que
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todos os potenciais conduzem a bandas de ressonancia nao-triviais.

Podemos escrever a Lagrangiana total como:

L=L ((b) + L (X17X27 7Xm) + Eint ((baXlaXZa 7Xm>

(aqui temos a hipétese de que todos os campos de matéria sao provenientes de um unico
campo inflaton ¢). Aqui o acoplamento em L;,; ( Lagrangiana de Interacdo) nao é necessari-
amente polinomial. A fim de obter Q(¢) periédico, exigimos que ¢(t) possua oscilagoes em
torno de um minimo. Mais ainda, o conjunto dos minimos pode ter mais de um elemento.
Nesse caminho podemos ter, em principio, oscilagoes de ¢ em torno de um falso vdcuo (no
modelo de Guth[ﬂ}). Se as amplitudes das oscilagoes sao maiores que a diferenca entre o
topo da barreira e o valor do falso vacuo, o sistema relaxard para o vacuo verdadeiro. Novas
oscilagoes entao dao lugar a criagao de um novo tipo de béson. Em outras palavras, a forma
do potencial é importante para o sistema dinamico Inflaton+Campo de Matéria. A fim de
obtermos uma equacao linear para os campos de matéria y;, devemos escrever a Lagrangiana
de matéria como:

_ - Hi 2 —
=1 i=1

e a Lagrangiana de interagao pode ser escrita como:

=1

Claramente, para se obter uma equacao linear para y; devemos ter m; = 2 para todos os
valores de i. A equacao de movimento para o campo Y; fica:

Xi + [ + fil@)]xi = 0. (218)

Esse teorema diz que a ressonancia paramétrica ¢ um tipo de mecanismo genérico, inde-
pendente do contexto das teorias inflacionarias , ou seja, todos os potenciais com pelo menos
um minimo levam & ressonancia paramétrica (bandas de instabilidade nao-triviais) para os
campos de matéria, uma vez que sendo ¢(t) periédica, f(¢(t)) também serd peridédica e a
equacao (218) pode ser classificada como uma Equagao de Hill. Ainda mais, como sabemos
que Q(t) # 0, entao teremos pelo menos uma banda de ressonancia nao-trivial, isto é, toda
teoria inflaciondria com um potencial limitado inferiormente leva necessariamente a uma
producao exponencial de particulas quando temos um acoplamento usual do inflaton com os
campos de matéria.

Teorema 3: Se (t) ¢ tal que a equagao

J+A+Q)y=0

tem somente um numero finito de intervalos de instabilidade, entdo ((¢) é infinitamente
diferenciavel.
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Uma aplicacao imediata deste teorema ¢ a seguinte:

Podemos supor que no Universo primitivo existiam outros campos que contribuiram para
o processo de formagao de matéria numa escala menor, ou seja, esses campos podem ser vistos
como pequenas perturbagoes (ou ruido) para a formacao de matéria. Assumindo uma visao
classica de ruido, ou seja, uma funcao que, embora possa ser continua, nao é diferenciavel em
um grande numero de pontos, poderfamos pensar que a fungao Q(t) recebe uma contribuicao
n(t) que nao é infinitamente diferencidavel. O teorema entao garante que o nimero de bandas
de ressonancia ¢ infinito.

Como a estrutura das bandas de ressonancia consiste de um conjunto infinito de inter-
valos finitos que nado se interceptam em toda a semireta real (g, +00), podemos concluir
que, em principio, podemos ter Ressonancia Paramétrica em todos estes subintervalos e con-
sequentemente particulas relativisticas poderiam ser criadas com valores de momento mais
altos.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos uma aplicagao da Teoria das Equacoes de Hill em Cosmologia
Inflacionéria. Para isto fizemos trés breves exposicoes: a primeira sobre as Equacoes de Hill,
a segunda sobre Cosmologia Inflacionaria e, por ultimo, sobre dois métodos de reconstrucao
do Potencial Inflacionario.

O estudo da Reconstrucao do Potencial do Inflaton V' (¢) é recente e ainda se encontra
em fase de desenvolvimento. Nesse trabalho apresentamos dois métodos encontrados na lit-
eratura, a saber: o método que usa a Equacao de estado e o método de reconstrucao no
regime poés-inflaciondrio. Neste tltimo método partimos de uma Equagao de Lamé, que esta
intimamente ligada a producao de particulas no regime poés-inflacionario. O desejavel seria
fazer a reconstrucao do potencial mais geral possivel a partir da Equacao de Hill. Mas isto
¢ muito mais complexo e a restricao por assumir tal liberdade, do ponto de vista da forma
da equacao, é aparente nas hipéteses sobre os intervalos de instabilidade da Equagao de Hill
nos teoremas do capitulo 6.

Apesar de pouco conhecida, a idéia de “Reconstrugao” é bastante interessante, uma vez
que nos fornece alguns indicios do comportamento do Potencial do Inflaton. Uma questao
que pode ser levantada, frente as recentes observacgoes, é se a matéria produzida pelo meca-
nismo de Ressonancia Paramétrica inclui ou nio a chamada “Matéria Escura”45),

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos nossa contribuicao original ao trabalho, analisan-
do trés teoremas referentes as Equagoes de Hill e e aplicando-os a Cosmologia Inflacionaria.
O primeiro desses teoremas nos permitiu reconstruir o potencial do Inflaton a partir da
forma mais geral da Lagrangiana de interagao entre o Inflaton e os campos de matéria. O se-
gundo nos leva a concluir que todo Potencial com pelo menos um minimo leva a Ressonancia
Paramétrica. Isso significa que todo potencial limitado inferiormente leva necessariamente
a producao exponencial de particulas sempre que tivermos um acoplamento com os campos
de matéria do tipo f(¢)x? Ja o terceiro teorema nos diz que outros campos presentes no
Universo primitivo agindo como um ruido contribuem para a formacao de matéria em regime
relativistico.
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Apeéndice 1 - Invariancia da Equacao
de Hill por Mudanca de Periodo e por
uma Translacao arbitraria

Ao longo do texto, adotamos a convencao de que a fungao p(wt) é periédica de periodo 7.
Essa convencao é possivel pois existe uma mudanca de varidavel independente que leva uma
funcao de periodo T numa funcao de periodo m mantendo a forma da Equacao de Hill.
Considerando a mudanca de variavel:

T
= =1 219
=T (219
A funcdo p é tal que, se p(w(t + 7)) = p(wt), entdo redefinindo o parametro w como
wT
wr— w' = — temos:
T

pletm) = (e m) =p (Dot Do) ) = pl's +0T) =ple's). (20

T T
A derivada da fungao y é:

dy _dyd: 7 dy

= =_2 221
dt dzdt Tdz (221)
d>y md%y
@@ =T (222)
E a equacao fica:
72 d%y
Tage T [wi + hp(wz)]. (223)
/ 277 hT?
Podemos redefinir os parametros w2 e h da forma wj — wy = “o o~ ehr— h' = —, de
T T
modo que a equagao fique:
de 2 /
2 + [wy” + A'p(wz)]y = 0. (224)
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Com isso mostramos que a Equacao de Hill é invariante por uma mudanca de periodo da
funcao p. Esse resultado permanece verdadeiro se quisermos mudar o periodo da funcao de

T, para T, bastando para isso definir a mudanga de varidvel z = TQt.
1

Considerando uma translagao arbitraria da variavel ¢, dada por x =t + 7, onde 7 é uma
constante, temos:

dy dydx dy
At~ drdt  dx
dzy_de
iz da?

A Equacao de Hill fica entao:
%y 2
Tz [wg + hp(wz)]y =0

Ou seja, a equagao ¢ invariante por uma translagao.
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Apeéndice 2 - Demonstracoes

Neste apéndice, apresentamos as demonstracoes dos teoremas enunciados no capitulo 6 e
alguns lemas.

Teorema 2: Se a Equacao de Hill
§+ [wi + hp(wt)]y = 0

tem um tnico intervalo de instabilidade, entao p = 0.

Para este teorema4 apresentamos duas demonstragoes, uma devida a Magnus
vido a Hochstadt!42!.

i e outra de-

Para a primeira demonstracao enunciamos os seguintes lemas:

Lema 1: As solugoes de equacao 4 + [wg + hp(wt)]y = 0 sao estaveis se, e somente se,
A =y (m) + ga(m) éreal e |y () + Y2(7)| < 2 ou y1(7) + yo(7) = £2 € yo(m) = y1(7) = 0.

Prova: Considerando a equacio caracteristica p® — [y1(7) + ga(7)]p+1 =0, se p; # po
entao p; = €97 e py = '™ 530 tais que p; e po sao limitadas, se e somente se, a # 0 ¢ real.
Como A = y(7) + 2(7) = p1 + pa = 2Re(e'™) = 2cosam, temos que |y;(7) + go(7)| =
2|cosar| < 2.

Se p1 = po, entao a = 0 e nesse caso, p; = ps = 1 ou p; = py = —1 e portanto,
y1(m) 4+ () = £2 e nesse caso, pelo teorema de Floquet, yo(m) = 91(7) = 0.0

Lema 2: A Equacao de Hill possui duas solugoes linearmente independentes e periédicas
de perfodo 7 ou 27 se, e somente se, a equagao A?*(w?) — 4 = 0 tem uma raiz dupla.

Lema 3: A fungao A(w?) é uma fungao inteira da varidvel complexa wy e satisfaz:
|A(W2)] < 2el01mcosh(Mr), (225)
onde M é uma constante real positiva.
Lema 4: Se wy = wy + iwq, entao

|A(wd) — 2cosmw,| < 2™+ (e\%/l\ — 1) : (226)
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onde M é dado por |p(wt)| < M.

Demonstracao do Teorema: Pelo lema 1 temos que |A| > 2 somente no intervalo de
instabilidade trivial. Pelo lema 2, a equacao:

A*(wi) —4 =0, (227)

tem raizes duplas Ag,—1 = Ao € A, = A, paran = 1,2, 3,... e uma raiz simples .
Considerando a fungao:

F(2) = =[A(z + Ao) + (A%(z + Ag) — 4)7], (228)

N | —

temos:
logF(z) = In|F(2)| + i6(z), (229)

onde 6(z) é o argumento de F'(z).
A parte real do logaritmo de F é:

1
Re(logF(z)) = In Q[A + (A% - 4)]' : (230)
Aplicando a desigualdade de triangular, e usando o fato de que para todo nimero complexo
« vale a relagao: |o"| = |a|" para todo ntimero real r temos:
1 9 1 1 .5 1
§[A+(A —4)] §§|A\+§\A —4]2. (231)

Como Inx é uma funcao crescente, temos ainda:

In %[A+(A2—4)5] <lIn (%\A|+%|A2—4|5). (232)
Pelo lema 3:
IA(z + )| < 2eFH2mcosh(Mnr) < 2e™Imcosh(Mr)el!™, (233)
e
|A? — 4] < |A?] + 4, (234)
entao
A% — 4|2 < (JA? 4 4))2. (235)
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Da relacio va + b < y/a + Vb para a e b reais positivos, temos:
1A% — 42 < (|A\2)% +2 < 2|A| < 4emcosh(Mr)el=m. (236)
Aqui usamos o fato de que |A| < 2 no intervalo de instabilidade. O logaritmo satisfaz, entao:
In (%|A\ + %\Az — 4|§) < In (3e™cosh(Mm)el#M) | (237)
E portanto, a parte real de logF'(z) satisfaz:
RelogF(z) < In(3e™™cosh(Mm)el*™) = 7|2| + K, (238)
onde K = In(3emcosh(Mr)).

O logaritmo de F'(z) pode ser tomado como sendo da forma: logF(z) = az + b, com a e
b constantes. Entao:

1 1
logF(z) = log {5 [A + (A% - 4)5} } =az+Vb, (239)
que implica em:
1
5 [A (A2 - 4)%} = eosth (240)
O primeiro membro da igualdade é, por deﬁnigéo[?’g], igual a —z’arccos%, entao:
A
arccos o = —je* Tt (241)
e
A = 2cos(—ie®* ) = 2cos(—ie’e™), (242)
que é equivalente a:
|A — 2cos(—ie’e®)| = 0. (243)

Pelo lema 4 podemos fazer as identificagoes: ia = 7, b=0e M = 0. E portanto, |p(wt)| <0,
o que implica em p(wt) = 0.0

Para a segunda demonstragao, consideremos uma translagao arbitraria da fungao p(wt):
x = t+ 7. Como mostrado no apéndice 1, a Equacao de Hill é invariante por essa translacao,
ou seja:

d?y 2
Tzt (w2 + hp(wz)]y = 0. (244)
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Temos ainda os seguintes resultados:

Lemab: Se p,(7) representa um autovalor da equagao (244) sujeita as condigoes y(0) =
y(m) = 0, entdo X, < pn(7) < A\, com n = 1,2,3, ..., por outro lado, se v,(7) representa
um autovalor da equagao sujeita as condigoes y'(0) = y/(7w) = 0, onde a linha representa a

derivagao em relacao a x, entao:

140 (T) < /\0

)\/271—1 S VQTL—l(T) S AIQn
A2n—1 S V2n(7—) S )\2717

paran=1,2,3,....

Lema 6: Se y;(x) é uma solucao de (244), entao y; pode ser representada por:

@) =S unle),
n=0
onde ug(z) = cos|wo|z,

1 x
Upt1(T) = m/o sen|wo|(z — 2)p(z + T)u,(2)dz,

(z Jo Ip(2)ld=)"

|wo ™

I

para 0 <z < 7.
Similarmente, ys(x) pode ser representada por

yale) = 3" v (o),

n=0

sen|wol|x
|wol

com vy(z) =

1 x
Upr1 () = w/o senjwo|(x — 2)p(z + T)v,(2)dz,

(z Jo Ip(2)ldz)"

|w0|n+1

?

|on ()] <
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Para © = 7 temos:

y1(m) = cos|wo|m + Sﬂg%h [/ p*(2)dz — 2p’(0)] + ... (254)
0 0

, |sen|wo|m cos|wo|m /7r 5
. [SCMWOIT ) ) 4 o510l d
31(m) = —lelsenlunlr + ST p(0) + ST [ p2(e)ae

sen|wo|m

R [p*(0) — p"(0)] + ... (255)

sen|wg|m  sen|wg|m cos|wo|m /’T )
- 0) — CO5Iolm d
ya() o o p(0) ol o P (2)d2+

sen|wg|m

o [3p%(0) — p"(0)] + ... (256)
sen|wo|m

yh() = cos|wo|m + {2}7’(0) - /0 ) pz(z)dz] + .. (257)

8Jwol®
Uma demonstragao do lema 6 é apresentada em [9] e [41].
Lema 7: As funcées y1, 12 € A, quando consideradas como fungoes da variavel complexa

wp, sao inteiras, isto é, analiticas em todo o plano.
Prova: Referéncias [40] e [42].

Prova do Teorema: Uma solucao da equacao (244) pode ser expressa em termos das
solugoes de (7) da forma:

(7)) = YoMyt +7) = vi(Tgalt +7), (258)

ya() = y1(T)ya(t +7) = ya (79 (t + 7). (259)

Se o tunico intervalo de instabilidade é o trivial (—oo, Ag), entao os autovalores correspon-
dentes a yo(t = m) = 0 580 p1(0) = A) = N, e p2(0) = Ay = Ay, Pelo lema 5, os autovalores
correspondentes a yo(xr = 7) = 0 s@o os mesmos para todos os valores de 7, o que sig-
nifica que os autovalores correspondentes a yo(z = 7) = 0 também sao u1(0) = N} = A, e

,MQ(O) = /\1 = /\2.

Pelo lema 7, temos que ys(t = ) e yo(x = 7) sdo fungoes inteiras de w? com os mesmos
zeros. Entao ys(t = ) eya(x = ) diferem no maximo por uma fungao multiplicativa de 7,
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ou seja:

Yoz =m) = f(7)ye(t = 7). (260)
sen(|wo|m) 1 .
Pelo lema 6, y(t =m) = “w] + 0 o) Similarmente para ys(z = m) temos
[O%) %)
1
yo(x =m) = W +0 (ﬁ) Substituindo na equac@o (260) e ignorando os termos
Wo wo
1
de ordem O | |), encontramos f(7) = 1 e portanto:
Wo

ylx =m) =yt =m). (261)

De forma similar, analisamos os autovalores correspondentes as condigoes y;(t = m) = 0 e
yi(x = ) = 0. Como o unico intervalo de instabilidade é o trivial, temos pelo lema 5 que
Vn(T) = 1,(0);n > 1 e que no intervalo (—oo, Ag), 1o(7) < Ag. Entao:

iz =m) = g(r)yi(t = ).

A fungao g(7) é dada por:

_ wp —w(7)
g(T) - w% - Vo(O)’ (262)

E portanto y(z = 1) =

Derivando (261) duas vezes em relacao a 7 temos:

d? d?
ﬁ!ﬂ(i’f =7) = ﬁ!ﬁ(f = ).

Mas L@ = 7) = (o8 + p(r)ale = ) = o + p(P)lualt = 7). Entio

d? d d wd — vo(T)

— 1) — — —[w? t=1m)— — = 0. (263

fratele =) = (e = ) = [ + e )alt = ) = Fn(t = m) B0 = 0. (263)

Pelo lema 6, temos que, em primeira ordem as fungoes ys(x = 7) e yo(t = ) sdo dadas por:
sen(|wol) sen(|w0|7r ( )

t=m)= , 264

A Y R e ol 200
sen(|wol) sen(|w0|7r ( >

RO T T 2P o’ 2
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Entao, em primeira ordem, temos p(0) = p(7). Como / p(T)dT =0 temos p(0)r = 0,
0
portanto p(0) =0 e p(7) = 0.0
Teorema 3: Se p é uma funcao real e integravel, e se a Equacao de Hill possui um
numero finito de intervalos de instabilidade, entao p é infinitamente diferenciavel.
Para a demonstracao usamos o :

Lema 8: Os autovalores p,,(7) sdo fungoes de classe C'* com respeito a 7.

Demonstracao do Teorema: A demonstracao se baseia na idéia de que se a equacao
possui k intervalos de instabilidade, entao:

— ) = — W(Q) - Mn(T)
wla=m) =yt =m) [[ H=420 (266)
e que
k
S (1al() = 1a(0)) = —5 (p(r)  p(0)) (267)
Entao

p(r) = p(0) =2 (sa(7) = 1 (0)) . (268)

n=1

Pelo lema 8, como p,(7) é infinitamente diferenciavel, temos que p(7) também é.0
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