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À minha famı́lia.

v



Agradecimentos

Inicialmente, agradeço à Deus por ter me dado as forças necessárias para que eu
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“Lie theory is in the process of becoming the most

important part of modern mathematics. Little by

little it became obvious that the most unexpected

theories, from arithmetic to quantum physics,

came to encircle this Lie field like a gigantic axis.”

Jean Dieudonne 1

1Minha tradução: Teoria de Lie está no processo de tornar-se a parte mais importante da

matemática moderna. Pouco a pouco, tornou-se óbvio que as teorias mais inesperadas, da arit-

mética a f́ısica quântica, passou a cercar este campo de Lie como um gigantesco eixo.
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Resumo

Nesta tese, estuda-se o crescimento exponencial de cociclos cont́ınuos, a valores

vetoriais, sobre o fibrado flag maximal. Tais cociclos estão intimamente ligados

com os expoentes de Lyapunov clássicos e, assim, o teorema ergódico multiplicativo

de Oseledets é provado em um contexto de teoria de Lie semi-simples. Com isto,

estabelece-se uma conexão entre a decomposição de Oseledets e a decomposição de

Morse em fibrados flag. Além disso, para uma classe de transformações de calibre

no fibrado, compara-se a decomposição de Morse obtida em cada fibra com a mais

fina, obtida anteriormente por Braga e San Martin.
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Abstract

In this thesis, we study the exponential growth of continuous cocycles wich take

vector values on the maximal flag bundle. Such cocycles are intimately connected

with the classic Lyapunov exponents, and thus the Oseledets’s multiplicative

ergodic theorem is proved in the context of semi-simple Lie theory. With this, it is

established a connection between the Oseledets decomposition and Morse

decomposition in flag bundles. In addition, considering a class of gauge

transformations in the bundle, we compare the Morse decomposition obtained in

each fiber with the finest Morse decomposition, obtained by Braga and San Martin.
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A.2.1 Álgebras compactas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Introdução

Nesta tese, estuda-se a relação entre os expoentes de Lyapunov e os expoentes de

Morse associados a fluxos invariantes em um fibrado principal cujo grupo estrutural é

um grupo de Lie semi-simples. Os primeiros descrevem o comportamento assintótico

de um cociclo vetorial sobre um fluxo neste fibrado. Já, os expoentes de Morse,

analisam o crescimento exponencial do fluxo ao longo de cadeias.

Os expoentes de Lyapunov clássicos foram introduzidos por Lyapunov em seu

trabalho [21]. Tais expoentes, caso existam, permitem que se obtenha informações

acerca do comportamento exponencial de um cociclo linear sobre uma dada trans-

formação. A prinćıpio, os mesmos foram usados para descrever soluções de sis-

temas de equações diferenciais ordinárias com coeficientes variáveis. Entretanto, as

aplicações desses expoentes tornaram-se mais expressivas com a prova do teorema

ergódico multiplicativo de Oseledets (veja [22]), principalmente na teoria de sistemas

dinâmicos.

Sejam (X,µ) um espaço de probabilidade e T : X −→ X uma transformação

mensurável que preserva medida. Considere A : X −→ Gl(n,R) uma aplicação

mensurável e defina o seguinte cociclo multiplicativo

A(n, x) := A(T n−1(x)) . . . A(x).

Suponha que as funções x ∈ X 7−→ log+ ‖A(x)‖ e x ∈ X 7−→ log+ ‖A−1(x)‖ são

µ-integráveis. Assim, o teorema de Oseledets afirma que, para µ-quase todo x ∈ X,

existe uma filtração de subespaços

{0} = V x
0 ( V x

1 ( · · · ( V x
k(x) = Rn
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e números λ1(x) < · · · < λk(x)(x), ditos expoentes de Lyapunov, tais que, para

v ∈ V x
i \V

x
i−1,

lim
n→+∞

1

n
log ‖A(n, x)v‖ = λi(x),

e

lim
n→+∞

1

n
log | detA(n, x)| =

k(x)∑

i=1

λi(x)(dimV x
i − dimV x

i−1).

Neste caso, a sequência de matrizes A(n, x) é dita regular.

Defina a matriz positiva definida Ψ(x) de forma que Ψ(x)w = eλi(x)w,

1 ≤ i ≤ s(x), onde w ∈ Ex
i , o complemento ortogonal de V x

i−1 em V x
i . Pelo teorema

de Oseledets, A(n, x) comporta-se assintoticamente como Ψ(x)n, ou melhor dizendo,

a regularidade de A(n, x) é equivalente a afirmar que

1

n
log ‖A(n, x)Ψ(x)−n‖ → 0 e

1

n
log ‖Ψ(x)nA(n, x)−1‖ → 0. (1)

Seguindo Kaimanovich (veja [17]), considere, agora, o espaço simétrico

S = Gl(n,R)/On(R) e x0 := On(R) o conjunto das matrizes ortogonais de Gl(n,R).

Sejam g ∈ Gl(n,R) e λi os autovalores de (ggt)1/2. Defina a seguinte métrica em S:

d(x0, g · x0) =

(
n∑

i=1

(log λi)
2

)1/2

.

Com isto, em [17], é provado que as condições (1) são equivalentes à

1

n
d(Ψ(x)−n · x0, A(n, x)−1 · x0)→ 0.

Esse trabalho de Kaimanovich generalizou essa noção de regularidade para espaços

simétricos quaisquer. Com isto, a teoria clássica dos expoentes de Lyapunov foi in-

troduzida em grupos de Lie G não-compactos redut́ıveis com centro finito. Dado um

espaço simétrico S = G/K, onde K é o subgrupo compacto maximal de G, e d uma

métrica canônica invariante, Kaimanovich definiu a regularidade de uma sequência

gn ∈ G como aquelas nas quais existe um raio geodésico tal que a distância de gn

a este raio cresce sublinearmente. Além disso, tomando a decomposição polar de

G = K(clA+)K, considere hn a projeção sobre clA+ de gn = unhnvn ∈ K(clA+)K.
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Kaimanovich provou que a regularidade de uma sequência (gn) é equivalente à exis-

tência do limite lim
n→∞

h1/n
n , denominado de expoente polar, e ao crescimento sublinear

de (gn).

Nesta tese, os resultados de Kaimanovich serão explorados a fim de que se possa

estendê-los a certos tipos de fibrados. Os expoentes de Lyapunov de uma sequência

gn ∈ G em b ∈ F, variedade flag maximal de G, são dados pelo comportamento

assintótico de a(gnu), onde b = ub0, no qual b0 é a origem de F e u ∈ G, e a é o

logaritmo da projeção sobre a A-componente na decomposição de Iwasawa de gnu.

A regularidade de uma sequência, no sentido de Kaimanovich, está intimamente

ligada com a existência desses expoentes de Lyapunov.

Seja φ um fluxo invariante em um fibrado principal π : Q −→ X, com grupo

estrutural G semi-simples e ν uma medida de probabilidade φ-invariante na base.

Dada a decomposição de Iwasawa de G = KAN , a projeção sobre a A-componente

fornece um cociclo vetorial no fibrado flag maximal FQ. Com isto, é posśıvel a par-

tir da regularidade de sequências no grupo G, definir a regularidade de sequências

no fibrado e, assim, mostrar a existência dos expoentes de Lyapunov vetoriais no

fibrado flag maximal. Mostra-se então que, tais expoentes são dados em cada fi-

bra sobre x pelas translações pelo grupo de Weyl do expoente polar, onde x per-

tence à um conjunto de medida total Ω. Além disso, cada fibra sobre x ∈ Ω

decompõe-se como uma união disjunta dos conjuntos estáveis st(x,w), denomina-

dos de componentes de Oseledets. Em cada componente st(x,w), os expoentes de

Lyapunov são dados por w−1H+(x), onde H+(x) é o expoente polar sobre x. Para

o fluxo reverso, o expoente polar é dado por −w0H
+(x).

Supondo que ν é uma medida ergódica em X, segue que o expoente polar, dado

por uma aplicação mensurável, é constante e dado por H+
ν . Com isto, define-

se o seguinte subconjunto de ráızes simples ΘLy := Θ(H+
ν ), dito tipo parabólico

de Lyapunov. Para o fluxo reverso, o tipo parabólico do fluxo reverso é dado

pelo dual do tipo parabólico de Lyapunov. Tomando πΘ∗

Ly
: FQ −→ FΘ∗

Ly
Q a

fibração canônica, tem-se que, para x ∈ Ω, a imagem por πΘ∗

Ly
da componente re-

pulsora de Oseledets para o fluxo direto st(x,w0) é dada por um único ponto em

3



ξ∗(x) ∈ FΘ∗

Ly
Q. Tomando o fluxo reverso, obtém-se, para cada x ∈ Ω, um ponto

ξ(x) ∈ FΘLy
Q. Assim, a partir da transversalidade de ξ(x) e ξ∗(x), obtém-se uma

seção mensurável sobre Ω do fibrado associado Q×G Ad(G)H+
ν , denominada seção

de Oseledets. Tomando a aplicação correspondente hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν , as

componentes de Oseledets são dadas fibra a fibra como pontos fixos de hLy(q), ou

seja, st(π(q), w) = q · fix(hLy(q), w).

Por outro lado, os expoentes de Morse fornecem a taxa de crescimento exponen-

cial ao longo de cadeias (veja [7]). Nesse trabalho, o espectro de Morse é definido

sobre as componentes transitivas por cadeias do fluxo induzido no fibrado flag as-

sociado FΘQ com fibra t́ıpica FΘ, variedade flag de tipo Θ. Supondo que a base

é compacta, em [3] e [23], mostrou-se que as componentes de Morse, ou ainda, as

componentes transitivas por cadeia do fluxo induzido são indexadas pelo grupo de

Weyl W e existe apenas uma componente atratora, correspondente ao elemento de

Weyl na identidade, e uma componente repulsora, dada pela involução principal

w0 ∈ W . As componentes atratora e repulsora são denotadas, respectivamente, por

M+
Θ eM−

Θ.

O principal resultado de [3] e [23] e de muita utilidade nesta tese é aquele que

fornece uma descrição algébrica em cada fibra das componentes de Morse. Mais

especificamente, existe um subconjunto de ráızes simples, dito tipo parabólico do

fluxo e denotado por Θ(φ), tal que a componente atratora M+
Θ(φ) no respectivo

fibrado flag FΘ(φ)Q intercepta cada fibra em único ponto. Tomando Θ∗(φ), o tipo

parabólico dual de Θ(φ), tem-se ainda que a componente repulsora M−
Θ∗(φ) no res-

pectivo fibrado flag FΘ∗(φ)Q intercepta cada fibra em único ponto. Desse modo,

é posśıvel definir uma seção cont́ınua do fibrado associado Q ×G Ad(G)Hφ, onde

Hφ ∈ cl a+ é tal que Θ(φ) = Θ(Hφ). As componentes de Morse são descritas fibra a

fibra como pontos fixos da aplicação cont́ınua correspondente à essa seção, ou seja,

(MΘ(w))π(q) = q · fix(hMo(q), w), onde hMo : Q −→ Ad(G)Hφ é a aplicação corres-

pondente à seção de Q ×G Ad(G)Hφ. No caso, por exemplo, do fluxo induzido no

fibrado projetivo PV pelo fluxo linear no fibrado vetorial V −→ X, as componentes

de Morse em cada fibra são dadas pelas componentes conexas dos pontos fixos
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de uma aplicação linear diagonalizável Hx : Vx −→ Vx. Por outro lado, essas

componentes conexas são os espaços projetivos dos autoespaços de Hx, o que mostra

que o resultado provado por [3] e [23] generaliza o teorema de Selgrade (veja [28]).

Um dos objetivos principais desta tese é analisar quando a decomposição de

Morse coincide com a decomposição de Oseledets. Isto é equivalente a mostrar

que o tipo parabólico de Lyapunov coincida com o tipo parabólico do fluxo (ou de

Morse). A prinćıpio a ideia foi tentar mostrar que a seção de Oseledets estendia-se

continuamente ao suporte da medida ergódica na base X que, por hipótese, coincidia

com a toda a base. Posteriormente, foram obtidas três condições (a priori, mais

fracas do que a extensão cont́ınua) para que os tipos parabólicos coincidam. Para

isso, foi introduzido os conceitos de medidas atratora e repulsora nos fibrados flag

FΘQ, que são medidas que se projetam sobre a medida ergódica na base e realizam

os expoentes de Lyapunov. Em geral, tais medidas não são únicas, entretanto, foi

provado que nos fibrados flag associados aos tipos parabólicos ΘLy e Θ∗
Ly, as medidas

atratora e repulsora são únicas, ou ainda, suas desintegrações são dadas em cada

fibra pelas medidas de Dirac em ξ(x) e ξ∗(x), respectivamente. Assim, pode-se

afirmar, a grosso modo, que as três condições que fornecem a igualdade entre os

tipos parabólicos de Lyapunov e de Morse são as seguintes:

• A função correspondente à seção de Oseledets é limitada;

• O tipo parabólico de Lyapunov associado a outra medida ergódica na base

está contido em ΘLy;

• Existência de medidas atratoras associadas a outras medidas invariantes na

base.

Quanto à questão da extensão cont́ınua, Viana e Bochi em [4] usam o conceito

de decomposição de Oseledets dominada que, no sentido do teorema de Oseledets

clássico, significa que existe m ∈ N tal que, para todo y na órbita de x ∈M ,

‖A(n, y)vi‖ ≥ 2‖A(n, y)vj‖,
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onde vi e vj são vetores unitários em Ey
i e Ey

j , respectivamente, e

1 ≤ i < j ≤ k(x), para todo x ∈ M . Nesse artigo, esse conceito de decomposição

dominada implica na existência de uma extensão cont́ınua. Em um trabalho futuro,

pretende-se traduzir esse conceito no caso de grupos semi-simples e investigar a sua

relação com as três condições obtidas nesta tese e, portanto, com a igualdade dos

tipos parabólicos de Lyapunov e de Morse. De [7], já se sabe que em fibrados pro-

jetivos a decomposição de Morse mais fina coincide com a decomposição dominada

mais fina. A decomposição dominada também parece estar estritamente ligada à

continuidade dos expoentes de Lyapunov.

Finalmente, no último caṕıtulo, analisa-se as decomposições de Morse em fibra-

dos flag para um fluxo de transformações de calibre. As Teorias de Gauge, também

chamadas de Teorias de Calibre, fornecem um formalismo matemático para a teo-

ria dos campos através das chamadas transformações de calibre. Dado um fibrado

principal Q −→ X, uma transformação de calibre é um automorfismo de Q que

preserva fibras e é invariante à direita pela ação de G. De maneira geral, uma

transformação de calibre move os pontos de um fibrado principal em relação a uma

trivialização fixa. A relevância em obter decomposições de Morse associadas a essas

transformações reside no fato de que as mesmas descrevem importantes sistemas

dinâmicos, principalmente na F́ısica.

Tendo em vista que uma transformação de calibre preserva fibras, o fluxo φ em

Q será dado por φ(q) = qf(q), onde f : Q −→ G é uma função cont́ınua e G-

equivariante, isto é, f(qg) = g−1f(q)g, para q ∈ Q e g ∈ G. Dessa forma, tem-se

uma decomposição de Morse em cada fibra, dada pelas componentes conexas dos

pontos fixos da parte hiperbólica de f(q). Por fim, analisa-se quando a união das

componentes de Morse fibra a fibra fornece uma decomposição em todo o fibrado e

a sua relação com a decomposição de Morse mais fina obtida no fibrado flag FΘQ

(veja teoremas 1.1.14 e 1.1.15).
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Estrutura da tese

Esta tese está dividida em 4 caṕıtulos e dois apêndices (A e B). O seguinte

diagrama mostra a ordem de precedência lógica entre os caṕıtulos e o apêndice B.

O apêndice A contém toda a terminologia básica usada ao longo de toda a tese.

1
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??
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2
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4
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Na sequência, será feito uma análise detalhada de cada caṕıtulo e enunciando as

principais contribuições desta tese.

Caṕıtulo 1: Preliminares

Neste caṕıtulo, serão apresentados os principais objetos de estudo desta tese.

Na seção 1.1, serão vistas as definições e resultados de recorrência por cadeias rela-

cionados às decomposições de Morse e introduzidos em [7]. Além disso, define-se um

cociclo vetorial sobre fluxos e, a partir disto, é introduzido os conceitos de expoentes

de Morse associados a esse cociclo vetorial.

A teoria desenvolvida em [3] e [23] sobre as decomposições de Morse em fibrados

flag é resumida na seção 1.1.1. O principal resultado desta seção está contido no

1.1.15, o qual fornece uma descrição algébrica fibra a fibra das componentes da

decomposição de Morse minimal no fibrado flag FΘQ. Entretanto, para chegar a

este resultado, é imprescind́ıvel que seja definido o tipo parabólico do fluxo, que, a

grosso modo, é dado pelo tipo parabólico de um semigrupo de sombreamento.

Finalmente, na seção 1.2, enuncia-se o teorema ergódico multiplicativo de

Oseledets clássico e analisa-se os expoentes de Lyapunov em fibrados vetoriais.

Isto será importante, visto que no final do caṕıtulo 2, compara-se os expoentes de
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Lyapunov em tais fibrados com os obtidos pelo teorema ergódico multiplicativo para

grupos de Lie semi-simples.

Caṕıtulo 2: O Teorema Ergódico Multiplicativo em Fibrados Principais

O teorema ergódico multiplicativo de Oseledets é reformulado em um con-

texto de grupos de Lie semi-simplesG, ou ainda, em seus fibrados flag. Neste sentido,

analisa-se o crescimento exponencial de cociclos cont́ınuos, a valores na subálgebra

abeliana maximal a ⊂ s ⊂ g, onde s é a componente simétrica da decomposição de

Cartan de g, álgebra de Lie de G.

Seja um fluxo φ, invariante à direita, em um fibrado principal π : Q −→ X com

grupo estrutural G semi-simples. Suponha que X seja dotado de uma medida de

probabilidade ν, invariante pelo fluxo na base. Pela decomposição de Iwasawa de Q

(conceito introduzido em [30]), os cociclos vetoriais em a são obtidos pela projeção

de Q sobre a A-componente. Assim, o objetivo é mostrar a existência dos expoentes

de Lyapunov associados a esse cociclo vetorial.

Inicialmente, na seção 2.1, apresenta-se a teoria introduzida por Kaimanovich

(veja [17]). Ou seja, dada uma sequência (gk) ⊂ G, define-se o expoente de Lyapunov

de (gk), advindo da decomposição de Iwasawa de (gk), e o expoente polar, associado

à decomposição de Cartan. Como já foi comentado anteriormente, a regularidade

de (gk) (definição 2.1.1) é equivalente à existência dos expoentes de Lyapunov.

Na seção 2.2, foi reproduzido um resultado de [30] que afirma que cada a-expoente

de Lyapunov do fluxo é dado por um expoente de Lyapunov de uma sequência em G

(proposição 2.2.1). Portanto, a existência dos a-expoentes de Lyapunov é reduzida

a sequências regulares em G associadas ao fluxo φ. Tomando a decomposição de

Cartan do fibrado Q = R · S, onde R é uma K-redução de Q, um ponto x ∈ X é

dito regular se sk := S(φk(q)), π(q) = x, é regular em S, onde S é projeção sobre

a S-componente. No teorema 2.3.1, prova-se a existência de um conjunto Ω ⊂ X

de medida total tal que todo x ∈ Ω é regular. Isto corresponde à primeira parte

do teorema ergódico multiplicativo de Oseledets. Além disso, mostra-se que para
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elementos regulares cuja fibra está contida nas variedades estáveis das componentes

conexas dos pontos fixos de exp(tD), onde D ∈ s é o raio assintótico de sk, os

expoentes de Lyapunov são dados pela translação do expoente polar pelo grupo de

Weyl (veja [30]). Tais variedades estáveis são denotadas por st(x,w) := r · st(D,w).

Assim, para ξ ∈ st(x,w), o a-expoente de Lyapunov em ξ é dado por w−1H+(x),

π(ξ) = π(r) = x ∈ Ω. Com isto, π−1(Ω) decompõe-se como união disjunta de

st(x,w), para x ∈ Ω e w ∈ W .

Para cada x ∈ X regular, é definido o seguinte subconjunto de ráızes sim-

ples, dito tipo parabólico de Lyapunov em x: ΘLy := Θ(H+(x)). Os expoentes de

Lyapunov para o fluxo reverso são dados por −λ(ξ) (proposição 2.3.10). Desta

forma, é posśıvel mostrar que o expoente polar para o fluxo reverso é dado por

−w0H
+(x) (corolário 2.3.11), implicando que o tipo parabólico do fluxo reverso é

dado pelo dual do tipo parabólico de Lyapunov (corolário 2.3.12). Tomando a fi-

bração canônica πΘ∗

Ly(x) : FQ −→ FΘ∗

Ly(x)Q, tem-se que, para x ∈ Ω, a imagem pela

fibração πΘ∗

Ly(x) da componente repulsora de Oseledets para o fluxo direto st(x,w0)

é dada por um único ponto em ξ∗(x) ∈ FΘ∗

Ly(x)Q (proposição 2.3.13). Tomando o

fluxo reverso, tem-se um resultado análogo, ou seja, para cada x ∈ Ω, obtém-se

um único elemento ξ(x) ∈ FΘLy(x)Q (corolário 2.3.14). Além disso, pela proposição

2.3.17, para cada x ∈ Ω, ξ(x) e ξ∗(x) são elementos opostos.

Supondo que ν é uma medida ergódica, obtém-se então uma seção mensurável

(dita seção de Oseledets) sobre Ω do fibrado associado Q×G Ad(G)H+
ν (proposição

2.3.18). Tomando a aplicação correspondente hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν , tem-se

que as componentes de Oseledets são dadas fibra a fibra como pontos fixos de hLy(q),

ou seja, st(π(q), w) = q · fix(hLy(q), w) (proposição 2.3.19).

Seja um fibrado vetorial V , dado por um fibrado associado obtido a partir de

um fibrado principal Q com grupo estrutural G e uma representação linear ρ de G

em um espaço vetorial V . Na seção 2.5, encontra-se a relação existente entre os

expoentes de Lyapunov em V com os a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag FQ.

Para isso, foi obtida na proposição 2.5.1 o nexo entre os cociclos que definem tais

expoentes. A partir disso, conclui-se rapidamente que os expoentes de Lyapunov
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no fibrado vetorial V são dados por µ ◦ θ(λ(ξ)), onde µ é o peso máximo da re-

presentação canônica de gl(V ), θ é a representação infinitesimal de ρ e λ(ξ) são os

a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag FQ (corolário 2.5.2).

Caṕıtulo 3: Os tipos parabólicos de Morse e Lyapunov

Seja φ um fluxo cont́ınuo, invariante à direita, em um fibrado Q −→ X,

com grupo estrutural G semi-simples e base X, espaço métrico compacto munido de

uma medida ergódica ν tal que supp ν = X. Neste caṕıtulo, o objetivo é fornecer

condições para que o tipo parabólico do fluxo (definido em [3] e [23]) coincida com o

tipo parabólico de Lyapunov (definido no caṕıtulo 2).

Inicialmente, na seção 3.1, os a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag são es-

critos como médias espaciais de q(ξ) = a(1, ξ) sobre uma medida ergódica que se

projeta sobre ν, onde a : T × FQ −→ a, T = R ou Z, é o cociclo vetorial sobre o

fibrado flag (proposições 3.1.1e 3.1.2). Assim, define-se as medidas atratora e repul-

sora em FQ (não-únicas) que se projetam sobre ν, denotadas, respectivamente, por

µ1 e µw0 , e da forma que os a-expoentes de Lyapunov realizados por elas são tais

que

∫
qdµ1 ∈ cl a+ e

∫
qdµw0 ∈ −cl a+

Uma medida atratora (respectivamente, repulsora) em um fibrado flag de tipo

Θ, FΘQ é dada pela projeção de µ1 (respectivamente, µw0) pela fibração canônica

πΘ : FQ −→ FΘQ. Tais medidas são denotadas por µ1
Θ (respectivamente, µw0

Θ ).

Desde que uma medida repulsora em FΘQ é uma medida atratora para o fluxo

reverso (proposição 3.1.5), segue que as medidas atratora e repulsora em FΘLy
Q e

FΘ∗

Ly
, respectivamente, são únicas (ou ainda, os elementos da desintegração em cada

fibra são medidas de Dirac).

Na seção 3.2, enuncia-se as condições necessárias e suficientes para que o tipo

parabólico de Morse (dado pelo tipo parabólico do fluxo) coincida com o tipo

parabólico de Lyapunov. Tais condições são dadas por:
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1. Seção limitada: A aplicação mensurável hLy correspondente à seção de

Oseledets é limitada;

2. Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergódicas: Para

cada medida ergódica ρ, o tipo parabólico associado a ρ está contido no tipo

parabólico de Lyapunov (associado à medida pré-fixada ν);

3. Medidas atratoras associadas a outras medidas ergódicas na base:

Dada uma medida ergódica ρ em X, as medidas ergódicas em FQ que se

projetam sobre ρ com suporte contido em π−1(Y ) ∩ suppµ1
ΘLy

, onde Y é o

suporte de ρ e π : FΘLy
Q −→ X, são atratoras.

O restante do caṕıtulo é dedicado à demonstração deste resultado (teorema

3.2.1).

Caṕıtulo 4: Decomposição de Morse para Transformações de Calibre

Neste caṕıtulo, estuda-se as decomposições de Morse para transformações de

calibre. Ou seja, considere, como antes, um fluxo em um fibrado principal Q −→ X

com grupo estrutural semi-simples G e de tal forma que o fluxo induzido na base X

seja a identidade. Com isto é posśıvel obter decomposições de Morse em cada fibra

do fibrado flag FΘQ e analisar sob quais condições a união destas decomposições

forma uma decomposição de Morse no espaço todo e qual a sua relação com a

decomposição de Morse mais fina neste espaço obtida em [3] e [23] (veja os teoremas

1.1.14 e 1.1.15).

Na seção 4.1, é feita uma breve discussão sobre as decomposições multiplicativa

e aditiva de Jordan de um grupo de Lie G e sua álgebra de Lie g, respectivamente.

O principal resultado desta seção (lema 4.1.1, provado em [11], lema 3.1, item (ii))

diz que para cada elemento X ∈ g, existe uma decomposição de Iwasawa da álgebra

de Lie semi-simples g = k⊕ a⊕ n, tal que X é decomposto da seguinte forma

X = E +H +N,
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onde H ∈ cl a+ e E ∈ kH , centralizador de H em k .

Desde que o fluxo φ induzido na base é a identidade, existe uma função cont́ınua

f : Q −→ G, G-equivariante, isto é, f(qg) = g−1f(q)g, g ∈ G. Assim, para cada

q ∈ Q, f(q) induz um fluxo no flag FΘ. Prova-se então que a decomposição de Morse

minimal em FΘ é dada pelo conjunto recorrente por cadeia de f(q)t, o qual é formado

pelas componentes conexas do conjunto dos pontos fixos de h(q)t = exp(tH(q)), onde

h(q) ∈ clA+ é a projeção sobre a A-componente da decomposição multipliticativa

de Jordan de f(q) ∈ G (proposições 4.2.3 e 4.2.4). Mais precisamente,

{
fixΘ(H(q), w) : w ∈ WH(q)\W/WΘ

}

é a decomposição de Morse mais fina para f(q)t : FΘ −→ FΘ (veja [11]).

A partir disso, obtém-se na proposição 4.2.5 uma decomposição de Morse sobre

cada fibra x ∈ X do fibrado flag FΘQ, com relação ao fluxo φt(q · v) = q · f(q)tv,

π(q) = x, dada por

MΘ(w)x := {q · v : v ∈ fixΘ(H(q), w)} .

Com isto, prova-se que, sob determinadas condições, a união das componentes de

Morse em cada fibra de FΘQ é a decomposição de Morse mais fina obtida nos

teoremas 1.1.14 e 1.1.15. Este procedimento foi dividido em dois casos distintos:

1. Caso Regular: Dada a aplicação H : Q −→ g, H(q) = exp(h(q)), é conside-

rado o caso no qual H(q) pertence à órbita adjunta de um elemento regular, e

o caso em que H(q) pertence à órbita adjunta de uma câmara de Weyl fixada,

para todo q ∈ Q;

2. Caso Não Regular: Neste caso, desde que, para cada elemento q ∈ Q existe

uma câmara de Weyl tal que H(q) ∈ cl a+(q), fixa-se uma câmara de Weyl a+ e

um elemento qx
0 em cada fibra de modo que H(qx

0 ) ∈ cl a+. Com isto, os outros

elementos sobre cada fibra são conjugados a H(qx
0 ). Supondo que os tipos

parabólicos de H(qx
0 ) são iguais a Θ(H∆), H∆ ∈ cl a+, mostra-se que a união

das decomposições de Morse em cada fibra coincidem com a decomposição de

Morse mais fina obtida anteriormente (proposição 4.2.10).
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Em todos os casos anteriores, a aplicação H coincide com a aplicação

hMo : Q −→ Ad(G)Hφ, onde Θ(Hφ) é o tipo parabólico do fluxo.

Apêndices

O apêndice A contém um breve resumo da teoria de Lie semi-simples real e

alguns resultados necessários para a compreensão de alguns resultados da tese. No

apêndice B, define-se alguns conceitos como medidas de ocupação e desintegração

de medidas usados nos caṕıtulos 1 e 3.
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Caṕıtulo 1

Decomposições de Morse e de

Lyapunov

Neste caṕıtulo, será apresentada a teoria dinâmica de Conley (veja [8]), principal-

mente a noção de transitividade por cadeias relacionada às decomposições de Morse.

Além disso, será visto os resultados provados em [3] e [23], os quais fornecem uma

descrição algébrica das componentes de Morse em um fibrado flag. Tais resultados

serão usados exaustivamente ao longo da tese.

Finalmente, enuncia-se o teorema de Oseledets clássico, o qual será generalizado

no caṕıtulo 2 para expoentes de Lyapunov vetoriais em fibrados flag.

1.1 Transitividade por Cadeias

Seja φ : T × X −→ X um fluxo em um espaço métrico compacto (X, d), onde

T = R ou T = Z. Denota-se φt(·) = φ(t, ·) ou φ(t, x) = t · x.

Para um conjunto N ⊂ X, define-se o conjunto ω-limite de N como

ω(N) = {y ∈ X : ∃ tk →∞ e xk ∈ N tais que tk · xk → y} .

Analogamente, para o fluxo reverso, tem-se o conjunto ω∗-limite de N dado por

ω∗(N) = {y ∈ X : ∃ tk → −∞ e xk ∈ N tais que tk · xk → y} .
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Denota-se por R(φt) o conjunto de todos os pontos recorrentes, ou seja,

R(φt) = {x ∈ X : x ∈ ω(x)} ,

e por fix(φt) o conjunto de todos os pontos fixos de φt, isto é,

fix(φt) = {x ∈ X : φt(x) = x} .

Para um conjunto φt-invarianteM⊂ X, defina o conjunto estável e instável deM,

respectivamente, por

st(M) = {x ∈ X : ω(x) ⊂M} e un(M) = {x ∈ X : ω∗(x) ⊂M}

Definição 1.1.1 Para um fluxo em um espaço métrico compacto X, um conjunto

compacto invariante A é um atrator se admite uma vizinhaça N tal que ω(N) = A.

De forma análoga, um repulsor é um conjunto compacto invariante R que possui

uma vizinhança N∗ tal que ω∗(N∗) = R.

Observe que todo atrator é compacto e invariante, e um repulsor é um atrator

para o fluxo de tempo reverso. Além disso, se A é um atrator em X e Y ⊂ X é um

conjunto compacto invariante, então A ∩ Y é um atrator para o fluxo restrito a Y .

Lema 1.1.2 Dado um atrator A ⊂ X, defina o seguinte conjunto

A∗ = {x ∈ X : ω(x) ∩ A = ∅} .

Tem-se que A∗ é um repulsor.

Demonstração: Veja lema B.2.11, pág. 543 de [7].

Note que A e A∗ são disjuntos. Na literatura, (A,A∗) é dito um par atrator-

repulsor. Neste caso, existe uma função a valores reais LA : X −→ R, chamada de

função de Lyapunov associada ao par atrator-repulsor (A,A∗), tal que L−1
A (0) = A

e L−1
A (1) = A∗ e LA é estritamente decrescente nas órbitas em X\A∪A∗ (veja seção

5.1.B de [8]).
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Sejam x, y ∈ X e ε, T > 0. Uma (ε, T )-cadeia de x a y é dada por pontos

x0 = x, x1, . . . , xn = y ∈ X e tempos t0, . . . , tn−1 ≥ T , para algum n ∈ N, tais que

d(ti · xi, xi+1) < ε.

Denote por Cε,T (x) o conjunto dos pontos y ∈ X tais que existe uma (ε, T )-cadeia

de x a y. Além disso,

C(x) =
⋂

ε,T>0

Cε,T (x).

Também pode-se definir C∗ε,T (x) o conjunto dos pontos y ∈ X tais que existe uma

(ε, T )-cadeia de y a x e C∗(x) =
⋂

ε,T>0

C∗ε,T (x). Equivalentemente, C∗(x) é formado

pelos pontos y ∈ X tais que, para todo ε, T > 0, existe uma (ε, T )-cadeia de x a y

para o fluxo reverso.

Um subconjunto A ⊂ X é dito transitivo por cadeia se, para todo x ∈ A,

A ⊂ C(x). Ainda tem-se que um conjunto A transitivo por cadeia é transitivo maxi-

mal, com relação à inclusão de conjuntos, se, e só se, A = C(x) ou, equivalentemente,

A = C∗(x).

Um ponto x ∈ Y é recorrente por cadeia se x ∈ C(x). Denota-se por RC(φt) o

conjunto recorrente por cadeia, ou seja, o conjunto de todos os pontos recorrentes por

cadeia. Segue do teorema B.2.22, pág. 548, de [7], que as componentes conexas de

RC(φt) coincidem com os subconjuntos maximais transitivos por cadeia de RC(φt),

para T = R.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e considere a aplicação cont́ınua

a : T×X −→ V que satisfaz a seguinte propriedade

a(t2 + t1, x) = a(t2, t1 · x) + a(t1, x). (1.1)

Tal aplicação é dita cociclo vetorial sobre o fluxo φt. Se T =
N∑

j=0

Tj, para T , Tj ∈ T,

e denotando

x0 := x e xj+1 := Tj · xj,
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tem-se pela propriedade de cociclo (1.1) que

a(T, x) =
N−1∑

j=0

a(Tj, xj).

Se T = N ∈ Z+, a equação acima pode ser reescrita da seguinte forma

a(N, x) =
N−1∑

j=0

a(1, j · x).

Dados x ∈ X, T ∈ T, define-se o expoente de Lyapunov em tempo finito de a em

(x, T ) por

λT (x) :=
1

T
a(T, x),

e o expoente de Lyapunov de a em x pelo seguinte limite

λ(x) = lim
T→+∞

1

T
a(T, x), (1.2)

caso exista. DadoM⊂ X, defina o espectro de Lyapunov de M por

ΛLy(M) = {λ(y) : y ∈M e λ(y) existe} .

A proposição seguinte (veja proposição 1.8, caṕıtulo 1, pág. 19 de [31]) estabelece

algumas propriedades dos expoentes de Lyapunov de um cociclo vetorial a.

Proposição 1.1.3 i) O conjunto {λT (x) : T > 0, x ∈ X} é limitado.

ii) Os expoentes de Lyapunov são invariantes pelo fluxo.

iii) O expoente de Lyapunov λ(x) existe se, e somente se, o limite dado por (1.2)

existe para T ∈ Z+.

Demonstração: i) Considere a restrição do cociclo a ao conjunto compacto

[0, 1] × X. Dessa forma, a norma de a é uniformemente limitada por um M > 0.

Para T > 0, escreva T = N + ε, com N ∈ Z+ e ε ∈ [0, 1). Pela propriedade de

cociclo (1.1),

a(T, x) = a(N, ε · x) + a(ε, x)

=
N−1∑

j=0

a(1, (j + ε) · x) + a(ε, x).
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Assim, desde que N ≤ T , |λT (x)| =

∣∣∣∣
1

T
a(T, x)

∣∣∣∣ ≤
MN

N
+
M

N
≤ 2M .

ii) Basta usar a propriedade de cociclo (1.1): a(T + t, x) = a(T, t · x) + a(t, x).

iii) Suponha que T = R+ e que o limite dado por (1.2) existe para T ∈ Z+. Considere

uma sequência (Sn) ⊂ R+ tal que Sn → +∞. Escreva Sn = Tn + εn, com TN ∈ Z+

e εn ∈ [0, 1). Usando novamente a propriedade de cociclo (1.1), tem-se que

1

Tn

a(Tn, x) =
1

Tn

a(Sn, x)−
1

Tn

a(εn, Tn · x)

=
Sn

Tn

1

Sn

a(Sn, x)−
1

Tn

a(εn, Tn · x).

Desde que
Sn

Tn

→ 1, n → ∞, e a é uniformemente cont́ınua no compacto [0, 1] ×X

(portanto, uniformemente limitada), segue que

lim
n→∞

1

Tn

a(Tn, x) = lim
n→∞

1

Sn

a(Sn, x).

Note que foi considerado apenas os expoentes de Lyapunov para tempos posi-

tivos. Para tempos negativos, procede-se de forma análoga e, neste caso, tem-se os

expoentes de Lyapunov para o fluxo reverso.

A existência de tais expoentes de Lyapunov será investigada no caṕıtulo 2 quando

o espaço vetorial é dado pela subálgebra abeliana maximal a contida na componente

simétrica da decomposição de Cartan de uma álgebra de Lie semi-simples.

Pode-se fazer uma analogia aos expoentes de Lyapunov, introduzindo expoentes

de crescimento do cociclo ao longo de cadeias do fluxo. Defina

λ(ζ) =
1

T (ζ)

N−1∑

j=0

a(Tj, xj), (1.3)

onde ζ é uma (ε, T ) - cadeia, composta pelos pontos x0 = x, x1, . . . , xN = y ∈ X e

T0, . . . , TN−1 ≥ T , e T (ζ) :=
N−1∑

j=0

Tj é o tempo total da cadeia. Tais expoentes são
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chamados de expoentes de Morse em tempo finito da (ε, T )-cadeia ζ. DadoM⊂ X,

o espectro de Morse de de todas as (ε, T )-cadeias deM (ou seja, quando os pontos

inicial e final da cadeia pertencem àM) é definido por

ΛMo(M; (ε, T )) = {λ(ζ) : ζ é uma (ε, T )-cadeia deM} .

Para ε′ ≤ ε, T ′ ≥ T , é claro que

ΛMo(M; (ε′, T ′)) ⊂ ΛMo(M; (ε, T )).

Desse modo, o espectro de Morse de M é dado pela interseção encaixante

ΛMo(M) :=
⋂

ε,T>0

cl (ΛMo(M; (ε, T ))) .

Um elemento λ ∈ ΛMo(M) é dito expoente de Morse de M.

Assim como provou-se na proposição 1.1.3, item iii), que basta considerar o

expoente de Lyapunov para tempos inteiros, sendo M uma componente transitiva

por cadeias do fluxo φt em X, também tem-se que no espectro de Morse ΛMo(M) é

suficiente tomar cadeias emM com tempos inteiros (veja teorema 1.10, caṕıtulo 1,

pág. 21 de [31]).

Da equação (1.3), note que

λ(ζ) =
N−1∑

j=0

Tj

T (ζ)
λTj

(xj), (1.4)

onde ζ é uma (ε, T )-cadeia. Ou seja, qualquer expoente de Morse em tempo finito é

uma combinação convexa de expoentes de Lyapunov em tempo finito. Na verdade,

foi mostrado em [31], teorema 1.22, caṕıtulo 1, pág. 34, que tal resultado é válido

também para os expoentes limite.

O resultado seguinte, cuja prova pode ser encontrada na seção 2 de [6], estabelece

a relação entre os expoentes de Lyapunov e de Morse.

Proposição 1.1.4 SendoM uma componente transitiva por cadeias do fluxo φt em

X, tem-se que ΛLy(M) ⊂ ΛMo(M).
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A seguir, define-se as decomposições de Morse para o fluxo φ e relaciona-se tais

decomposições com a transitividade por cadeia do fluxo vista anteriormente.

Definição 1.1.5 Uma coleção finita de subconjuntos disjuntos {M1, . . . ,Mn} de-

fine uma decomposição de Morse se satisfaz as seguintes condições:

i) cada Mi é compacto e φt-invariante;

ii) para todo x ∈ X, tem-se que ω(x), ω∗(x) ⊂
⋃

i

Mi;

iii) se ω(x), ω∗(x) ⊂Mj, então x ∈Mj.

Cada conjunto Mi de uma decomposição de Morse é chamada de uma compo-

nente de Morse.

Uma decomposição de Morse {M1, . . . ,Mn} é mais fina que uma decomposição

de Morse {M′
1, . . . ,M

′
n′} se, para todo j ∈ {1, . . . , n′}, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que

Mi ⊂M
′
j.

O resultado seguinte, encontrado em [7], teorema B.2.26, pág. 550, relaciona a

decomposição de Morse mais fina com o conjunto recorrente por cadeia de um fluxo

em um espaço compacto.

Teorema 1.1.6 Existe a mais fina decomposição de Morse {M1, . . . ,Mn} se, e

somente se, o conjunto recorrente por cadeia RC(φt) possui apenas um número finito

de componentes conexas. Neste caso, as componentes de Morse coincidem com as

componentes conexas do conjunto recorrente por cadeia RC(φt).

O teorema seguinte, demonstrado em [7], teorema B.2.15, pág. 544, fornece uma

caracterização da decomposição de Morse através de sequências de pares atratores-

repulsores.

Teorema 1.1.7 Para um fluxo em um espaço métrico compacto X, uma coleção

finita de subconjuntos {M1, . . .Mn} define uma decomposição de Morse se, e so-

mente se, existe uma sequência estritamente crescente de atratores

∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An = X,
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tais que

Mn−i = Ai+1 ∩ A
∗
i , 0 ≤ i ≤ n− 1.

Uma função de Lyapunov completa para o fluxo φt associada a uma decomposição

de Morse

{M1, . . .Mn}

é dada por uma função a valores reais LM : X −→ R estritamente decrescente nas

órbitas fora de
n⋃

i=1

Mi e tal que L−1
M(c) é uma componente de Morse, para cada valor

cŕıtico c, onde

LM

(
n⋃

i=1

Mi

)

é o conjunto dos valores cŕıticos de LM. Observe que a função

LM =
n∑

i=1

3−iLAi
,

define uma função de Lyapunov completa para a decomposição de Morse {M1, . . .Mn},

onde os conjuntos Ai são dados pelos atratores do teorema anterior e LAi
é a função

de Lyapunov associada ao par atrator repulsor (Ai, A
∗
i ).

1.1.1 Decomposições de Morse em Fibrados Flag

Os principais resultados desta seção encontram-se em [3] e [23], onde foi obtida

uma descrição algébrica das componentes de Morse para fluxos em fibrados flag.

Tipo Parabólico de Semigrupos

Seja S ⊂ G um semigrupo com interior não vazio. Um subconjunto D ⊂ FΘ

é dito um conjunto de controle para a ação de S em FΘ se tem as seguintes pro-

priedades (int e cl denotam, respectivamente, o interior e o fecho):

1. intD 6= ∅;

2. D ⊂ cl(S · x), para todo x ∈ D;
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3. D é maximal com as propriedades acima.

Há uma ordem parcial natural entre os conjuntos de controle definida da seguinte

maneira

D1 ≺ D2 se D2 ⊂ cl(Sx), para todo x ∈ D1.

Um subconjunto D ⊂ FΘ é um conjunto controlável invariante se é maximal com

relação a essa ordem, ou seja, D é um conjunto de controle S-invariante, isto é,

S · x ⊂ D para todo x ∈ D.

Se D é um conjunto de controle, então o conjunto de transitividade de D, deno-

tado por D0, é dado pelo seguinte subconjunto

D0 = {x ∈ D : existe g ∈ intS com g · x = x}.

Quando D0 6= ∅, D é chamado de conjunto de controle efetivo.

Denote por R(S) o conjunto dos elementos regulares de G que estão em intS.

Como será visto nos resultados seguintes, os conjuntos de controle para a ação de S

em FΘ são caracterizados por pontos fixos tipo w de elementos em R(S), que por

sua vez, fornecem a noção do tipo parabólico do semigrupo S.

Para a demonstração dos resultados seguintes, veja [29].

Proposição 1.1.8 Para cada w ∈ W, existe um conjunto de controle DΘ(w) ⊂ FΘ

cujo conjunto de transitividade é dado por

DΘ(w)0 = {fixΘ(h,w) : h ∈ R(S)} .

Além disso, DΘ(1) é o único conjunto de controle invariante em FΘ e DΘ(w0) é o

conjunto de controle minimal. Reciprocamente, para qualquer conjunto de controle

efetivo D ⊂ FΘ, existe w ∈ W tal que D = DΘ(w).

Teorema 1.1.9 Seja G um grupo de Lie conexo e com centro finito. Se S ⊂ G é um

semigrupo próprio e intS 6= ∅, então existe um único subconjunto próprio Θ(S) ⊂ Σ

tal que:
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i) DΘ(S)(1) está contido em alguma célula aberta de Bruhat;

ii) Sendo πΘ(S) : F −→ FΘ(S), tem-se que π−1
Θ(S)

(
DΘ(S)(1)

)
é o conjunto de controle

invariante de S no flag maximal F.

O subconjunto Θ(S) cuja existência e unicidade é garantida no teorema anterior

é chamado tipo parabólico do semigrupo S ⊂ G.

Denote por D o conjunto formado por todos os conjuntos de controle de S no

flag maximal F. Defina a seguinte aplicação:

w ∈ W 7−→ D(w) ∈ D.

Pela proposição anterior, tal aplicação está bem definida e é sobrejetiva, mas, em

geral, não é injetiva. Desse modo, defina:

W (S) = {w ∈ W : D(w) = D(1)} .

Teorema 1.1.10 W (S) é subgrupo parabólico de tipo Θ(S). Além disso,

DΘ(w1) = DΘ(w2) se, e somente se, W (S)w1W (Θ) = W (S)w2W (Θ) e, a ordem

dinâmica dos conjuntos de controle DΘ(w) é a ordem reversa da ordem de Bruhat-

Chevalley nas classes laterais W (S)\W/W (Θ).

Tipo Parabólico de Fluxos

Considere φt, t ∈ T = R ou Z, um fluxo em um fibrado principal Q −→ X com

grupo estrutural G semi-simples e base paracompacta. Suponha que φt é transitivo

por cadeias em X. Por abuso de notação, denota-se também por φt o fluxo induzido

no fibrado flag FΘQ.

Denote por SQ o semigrupo local de automorfismos de Q que comuta com a ação

à direita de G em Q. Dado ε > 0, defina a seguinte vizinhança da identidade em SQ

Vε(SQ) = {ϕ ∈ SQ : d(ϕ(x), x) < ε, ∀x ∈ FQ} ,

onde d é métrica em FQ dada pela proposição 2.2 de [3].
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Fixados ε > 0, T > 0, considere o semigrupo de sombreamento Sε,T (φ, SQ) (ou

denotado simplesmente por Sε,T ) como o subsemigrupo local gerado por Vε(SQ), isto

é,

Sε,T = {ϕs ◦ φks
◦ . . . ◦ ϕ0 ◦ φk0 : ki ≥ T, ϕi ∈ Vε(SQ)} .

Para Θ ⊂ Σ, observe que Sε,T induz em FΘQ um semigrupo de automorfismos

locais. Foi mostrado em [3] que tal semigrupo induzido é acesśıvel em FΘQ, ou

seja, int(Sε,T ξ) 6= ∅, para todo ξ ∈ FΘQ. Além disso, desde que φt é transitivo por

cadeias emX, segue que a ação induzida de Sε,T na baseX é transitiva. Dessa forma,

considerando os conjuntos de controle para esse semigrupo induzido, a transitividade

de Sε,T na base reduz o estudo de tais conjuntos apenas à fibra t́ıpica FΘ, onde os

conjuntos de controle foram completamente descritos na seção anterior.

Fixado q ∈ Q, defina o seguinte semigrupo

Sq
ε,T = {a ∈ G : ψ(q) = qa, ψ ∈ Sε,T} .

Da acessibilidade de Sq
ε,T , segue que Sq

ε,T é um semigrupo com interior não-vazio.

Denote por Dq
ε,T (w) o conjunto de controle efetivo para a ação de Sq

ε,T no flag

maximal F.

Teorema 1.1.11 Os conjuntos de controle do semigrupo local induzido Sε,T no fi-

brado flag maximal FQ são dados pelos conjuntos Fε,T (w), w ∈ W , que se projetam

sobre X e cujos conjuntos de transitividade são descritos fibra-a-fibra por

(Fε,T (w)0)π(q) = q ·Dq
ε,T (w)0, q ∈ Q.

Além disso, tem-se as seguintes afirmações:

i) O único conjunto de controle maximal é Fε,T (1) e o único minimal Fε,T (w0);

ii) Para todo p, q ∈ Q, Θ(Sp
ε,T ) = Θ(Sq

ε,T ). Portanto, definindo

W (Sε,T ) := {w ∈ W : Fε,T (w) = Fε,T (1)} ,

segue que W (Sε,T ) é subgrupo parabólico de tipo Θε,T := Θ(Sq
ε,T );

iii) Fε,T (w1) = Fε,T (w2) se, e somente se, W (Sε,T )w1 = W (Sε,T )w2 e, a ordem
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dinâmica dos conjuntos de controle Fε,T (w) é a ordem reversa da ordem de Bruhat-

Chevalley nas classes laterais W (Sε,T )\W ;

iv) No fibrado flag parcial FΘQ, os conjuntos de controle são dados pelos con-

juntos FΘ
ε,T (w) tais que πΘ(Fε,T (w)0) = FΘ

ε,T (w)0, o único maximal é FΘ
ε,T (1) e o

único minimal FΘ
ε,T (w0). Ainda tem-se que FΘ

ε,T (w1) = FΘ
ε,T (w2) se, e somente se,

W (Sε,T )w1W (Θ) = W (Sε,T )w2W (Θ).

Definição 1.1.12 O tipo parabólico do semigrupo de sombreamento Sε,T é definido

pelo conjunto de ráızes Θε,T dado no item ii) do teorema anterior.

Note que, para ε1 < ε2 e T1 > T2, Sε1,T1 ⊂ Sε2,T2 . Dessa forma, Θε1,T1 ⊂ Θε2,T2

(veja proposição 3.33 de [23]).

Definição 1.1.13 O tipo parabólico do fluxo em Q é definido como

Θ(φ) =
⋂

ε,T

Θε,T ,

onde Θε,T é o tipo parabólico do semigrupo de sombreamento Sε,T .

O tipo parabólico do fluxo, imprescind́ıvel para a descrição das componentes de

Morse para fluxos em fibrados flag, resume-se a um tipo parabólico de um semigrupo

particular.

Teorema 1.1.14 As componentes maximais transitivas por cadeia do fluxo induzido

no fibrado flag FΘQ são dadas por

MΘ(w) =
⋂

ε,T

FΘ
ε,T (w)0, w ∈ W.

Além disso, segue as seguintes afirmações:

i) MΘ(1) é o único atrator e MΘ(w0) é o único repulsor;

ii) Tem-se queMΘ(w1) =MΘ(w2) se, e somente se, W (φ)w1W (Θ) = W (φ)w2W (Θ),

onde W (φ) := {w ∈ W :M(w) =M(1)} é subgrupo parabólico de tipo Θ(φ).
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Note que, pela compacidade do espaço base X, {MΘ(w); w ∈ W} fornece a

decomposição de Morse mais fina do fluxo φt em FΘQ (veja proposição 1.1.6).

O tipo parabólico do fluxo Θ(φ) e o seu dual, denotado por Θ∗(φ) := (−w0)Θ(φ),

possuem propriedades dinâmicas que fornecem a descrição algébrica das compo-

nentes de Morse obtidas no teorema anterior (para a demonstração de tais pro-

priedades, veja seção 9 de [3]).

Teorema 1.1.15 Seja o tipo parabólico do fluxo Θ(φ) e o seu dual Θ∗(φ). Então:

i) A componente atratora MΘ(φ)(1) intercepta cada fibra de FΘ(φ)Q em um único

ponto. Assim, existe uma seção global cont́ınua χ : X −→ FΘ(φ)Q tal que

(MΘ(φ)(1))x = {χ(x)}.

Da mesma forma, o resultado segue para a componente repulsora no fibrado flag

dual FΘ∗(φ)Q. Denote por χ∗ : X −→ FΘ∗(φ)Q a seção global cont́ınua tal que

(MΘ(φ)(w0))x = {χ∗(x)};

ii) Sejam g : Q −→ FΘ(φ) e g∗ : Q −→ FΘ∗(φ) as funções equivariantes correspon-

dentes às seções globais cont́ınuas χ e χ∗, respectivamente. Então, denotando por

O a órbita G-adjunta aberta e densa em FΘ(φ) × FΘ∗(φ), segue que

(g(q), g∗(q)) ∈ O.

Assim, identificando O ao espaço homogêneo G/ZG(Hφ) ≃ Ad(G)Hφ, onde

Hφ ∈ cl a+ satisfaz α(Hφ) = 0 se, e só se, α ∈ 〈Θ(φ)〉, obtém-se uma aplicação

cont́ınua h : Q −→ Ad(G)Hφ equivariante, ou seja, h(q · g) = g−1 · h(q);

iii) Para Θ ⊂ Σ, as componentes de Morse MΘ(w) são descritas fibra a fibra da

seguinte forma

(MΘ(w))π(q) := q · fixΘ(h(q), w).

Observe que a aplicação cont́ınua h : Q −→ Ad(G)Hφ, obtida no item ii) do

teorema anterior, fornece a trivialização do fibrado associado a Q com fibra t́ıpica

Ad(G)Hφ.
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1.2 Expoentes de Lyapunov Clássicos

Sejam M uma variedade, f um difeomorfismo de M que preserva uma medida

de probabilidade de Borel µ. O comportamento assintótico de Dfn
x é determinado

para quase todo ponto x ∈ M pelo teorema ergódico multiplicativo de Oseledets

enunciado a seguir e cuja prova pode ser encontrada em [22].

Para x ∈ M e v ∈ TxM , o expoente de Lyapunov é definido como o seguinte

limite superior

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

x v‖,

onde ‖ · ‖ é métrica Riemanniana induzida no espaço tangente a M . O teorema de

Oseledets afirma a existência dos expoentes de Lyapunov como limites, em quase

todo ponto de M . Ou seja, o limite

λ(x, v) := lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

x v‖,

existe quase sempre.

Teorema 1.2.1 (Oseledets) Sejam M uma variedade, f um difeomorfismo de M

e µ uma medida de probabilidade que preserva f . Então, existe um boreliano f -

invariante Γ de medida total tal que os expoentes de Lyapunov existem para todo

ponto x ∈ Γ. Além disso, as seguintes afirmações são válidas:

i) Para todo x ∈ Γ, o espaço tangente em x pode ser escrito como uma sequência

decrescente de subespaços encaixantes

{0} = Vs(x)+1(x) ⊂ Vs(x)(x) ⊂ . . . ⊂ V1(x) = TxM

tal que o expoente de Lyapunov λj(x) := λ(x, v) existe, para todo v ∈ Vj(x)\Vj+1(x).

Tais subespaços são invariantes, ou seja, DfxVj(x) = Vj(f(x)), 1 ≤ j ≤ s(x);

ii) A função s : Γ −→ N é uma função mensurável e invariante, ou seja, s ◦ f = s;

iii) Para x ∈ Γ, os expoentes de Lyapunov satisfazem

−∞ ≤ λs(x)(x) < λ2(x) < . . . < λ1(x).

Para 1 ≤ j ≤ s(x), a função λj(·) é mensurável no conjunto {x ∈ Γ : s(x) ≥ j} e,

além disso, é invariante, λj ◦ f = λj.
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Tomando o fluxo reverso no teorema de Oseledets, denote por V −
j (x) a filtração

associada. Neste caso, tomando Ei(x) := Vi(x)∩V
−
s(x)+1−i(x), obtém-se uma decom-

posição do espaço tangente a x ∈ Γ, TxM = E1(x)⊕ . . .⊕ Es(x)(x), tal que

λj(x) = lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

x v‖,

para todo v ∈ Ej(x)\{0}.

Para uma medida ν ergódica preservada pelo difeomorfismo f , segue que a

aplicação s é constante em quase todo ponto, ou seja, s(x) = m, em quase todo

ponto x ∈ M . Da mesma forma, pela invariância de λj(·), 1 ≤ j ≤ m, segue que

tal aplicação é constante, λj(·) = λj, em quase todo ponto. Desse modo, denote por

ΛLy(ν) o espectro de Lyapunov, dado por

ΛLy(ν) := {λ1 > λ2 > · · · > λm : λi é expoente de Lyapunov}.

1.2.1 Expoentes de Lyapunov em fibrados vetoriais

Sejam π : V −→ X fibrado vetorial real de dimensão finita n e φt um fluxo em V

linear nas fibras. Considere ν medida ergódica em X com relação ao fluxo induzido

na base. Para cada x ∈ X, considere Vx a fibra sobre x; como V −→ X é um fibrado

vetorial de dimensão n, temos que Vx é um espaço vetorial de dimensão n. Dessa

forma, seja px : Rn −→ Vx aplicação linear invert́ıvel e, logo,

BV :=
{
px : Rn −→ Vx; x ∈ X

}
−→ X

é um fibrado principal sobre X com grupo estrutural Gl(n,R).

Considere a decomposição de Iwasawa usual de Gl(n,R) = KAN+, onde

K = O(n) são isometrias lineares de Rn com a métrica euclidiana | · |, A são matrizes

diagonais com entradas positivas e N+ são matrizes triangulares superiores com 1

na diagonal.

Seja 〈·, ·〉 uma métrica Riemmaniana em V . Defina

OV = {p : Rn −→ Vx : p é isometria}.
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Tem-se que OV , dito fibrado das bases ortonormais, é uma O (n)-redução de BV .

Este subfibrado juntamente com a decomposição de Iwasawa de Gl (n,R) fornece a

decomposição de Iwasawa do fibrado das bases BV = OV·AN+ (veja seção A.3.1).

Os expoentes de Lyapunov são dados por

λ(v) = lim
t→+∞

1

t
log ‖φtv‖,

para v ∈ V. Defina ρ(t, v) :=
‖φtv‖

‖v‖
cociclo multiplicativo. Logo, a(t, v) = log ρ(t, v)

é um cociclo aditivo. Observe que se existe λ(v), para v ∈ V,

λ(v) = lim
t→+∞

1

t
a(t, v).

Note que ρ é definida para v ∈ V; entretanto, ρ depende apenas dos pontos no fibrado

projetivo PV −→ X. De fato, para v ∈ V e 0 6= c ∈ R, tem-se pela linearidade de

φt sobre a fibra que

ρ(t, cv) = ρ(t, v).

Proposição 1.2.2 Suponha que λ1 < 0 em ΛLy(ν) (ou seja, todos os expoentes de

Lyapunov são estritamentes negativos). Então, existe um conjunto Ω de medida

total tal que, para todo x ∈ Ω,

lim sup
t→+∞

1

t
log ‖φt(v)‖ < 0, π(v) = x.

Demonstração: O cociclo multiplicativo em V ,

ρ(t, v) =
‖φt(v)‖

‖v‖
, v ∈ Vx,

induz o cociclo aditivo a(t, ξ) = log ρ(t, ξ) no fibrado projetivo PV −→ X, onde

ξ = [v] ∈ (PV)x ⊂ PV . Além disso, também tem-se que

lim sup
t→+∞

1

t
log ‖φtv‖ = lim sup

t→+∞

1

t
a(t, ξ).
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Para n ∈ N e ξ ∈ PV , defina o seguinte funcional linear em C(PV):

Ln,ξ : C(PV) −→ R

f 7−→ Ln,ξ(f) =
1

n

n−1∑

k=0

f
(
φk(ξ)

)
.

Segue do teorema de representação de Riesz (veja teorema B.1.2) que existe µn,ξ

medida de probabilidade em PV tal que

Ln,ξ(f) =

∫
fdµn,ξ.

Segue da demonstração do teorema B.1.3 que, µn,ξ → µξ em M (PV), conjunto das

medidas finitas com sinal nos borelianos de PV . Pelo lema B.1.7, π∗µξ é uma medida

de ocupação µx em x = π(ξ). Além disso, pelo corolário B.1.9, existe um conjunto

mensurável Ω com ν(Ω) = 1 tal que µx = ν, para algum x ∈ Ω. Dessa forma, seja

ξ ∈ PV tal que x = π(ξ) ∈ Ω, isto é, π∗µξ = µx = ν. Assim, para q(ξ) = a(1, ξ),

ξ ∈ PV , segue que

1

n
a(n, ξ) =

1

n

n−1∑

k=0

a
(
1, φk(ξ)

)
→

∫
qdνξ.

Como π∗µξ = ν,

∫
qµξ ∈ ΛLy(ν). Logo, por hipótese,

∫
qdνξ < 0. Dessa forma,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖φn(v)‖ = lim sup

n→+∞

1

n
a(n, ξ) < 0.

Corolário 1.2.3 Nas condições da proposição anterior, tem-se que

lim
t→+∞

‖φt(v)‖ = 0,

para ν-quase todo x ∈ X, π(v) = x.

Demonstração: Pela proposição anterior,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖φn(v)‖ < 0.
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Seja c ∈ R tal que

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖φn(v)‖ < c < 0.

Dessa forma, existe n0 tal que

sup
m>n0

(
1

m
log ‖φm(v)‖

)
< c.

Assim, para todo m > n0,
1

m
log ‖φm(v)‖ < c, ou seja, 0 6 ‖φm(v)‖ < ecm. Fazendo

m→ +∞, temos o resultado desejado.

Considerando V0 a seção nula do fibrado vetorial V −→ X, pode-se observar

pelo corolário anterior que, para v ∈ Vx, x ∈ Ω,

ω(v) = {u ∈ V; ∃ tk → +∞ tal que φtk(v)→ u} ⊂ V0.

Corolário 1.2.4 Ainda nas mesmas condições da proposição 1.2.2, tem-se rever-

tendo o tempo que

lim
t→−∞

‖φt(v)‖ =∞,

para v 6= 0 e π(v) = x ∈ Ω.

Demonstração: Os expoentes de Lyapunov para o tempo reverso são todos posi-

tivos e, neste caso,

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖φn(v)‖ > 0.

Analogamente ao que foi feito anteriormente, considere c ∈ R tal que

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖φn(v)‖ > c > 0,

isto é, existe n0 tal que

c < inf
m>n0

1

m
log ‖φm(v)‖ 6

1

m
log ‖φm(v)‖,

para todo m > n0. Logo,

ecm < ‖φm(v)‖, m > n0,

para v 6= 0. Fazendo m→ +∞, segue o resultado.
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Caṕıtulo 2

O Teorema Ergódico

Multiplicativo em Fibrados

Principais

Seja um fluxo φt, invariante à direita, em um fibrado principal π : Q −→ X

com grupo estrutural G redut́ıvel. Considere ainda uma medida de probabilidade

ν, invariante pelo fluxo induzido na base. O objetivo deste caṕıtulo é provar o

correspondente ao teorema ergódico multiplicativo de Oseledets, garantindo a exis-

tência de expoentes de Lyapunov vetoriais em quase todo ponto regular sobre a

fibra. Com isso, obtém-se também a decomposição de Oseledets, determinada por

uma aplicação mensurável, chamada seção de Oseledets.

2.1 Sequências Regulares em G

Nesta seção, serão vistas condições necessárias e suficientes para que expoentes

de Lyapunov dados por sequências em G existam. Essas condições estão baseadas

nos resultados de [17] e [30].

Considere a decomposição de Iwasawa de um elemento g = kan ∈ KAN = G.
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Denota-se a projeção de g sobre a a-componente por a, isto é,

g = kan ∈ G 7−→ a(g) := log a ∈ a.

De forma análoga, escrevendo a decomposição polar de g = uhv ∈ K(clA+)K = G,

seja a+ : g ∈ G 7−→ log h ∈ cl a+ a projeção de g sobre o fecho da câmara de Weyl a+.

Note que o elemento g também pode ser escrito como g = ks ∈ KS (decomposição

de Cartan), onde k = uv e s = v−1hv.

Para uma sequência gk ∈ G, k ∈ Z+, existem dois limites relacionados em a que

provêm das decomposições de Iwasawa e Cartan de gk:

1. O expoente de Lyapunov de gk em b = ub0 ∈ F é dado pelo seguinte limite

λ(gk, b) = lim
k→+∞

1

k
a(gku),

onde u ∈ G e b0 é a origem do flag maximal F. Observe que, caso este limite

exista, o mesmo estará bem definido, visto que se b = u′b0, u
′ ∈ G, temos que

u′ = up, p ∈ P , e dessa forma, por (A.3),

a(gku
′) = a(gku) + a(p),

e o limite do segundo termo desaparece.

2. O expoente polar de gk:

λ+(gk) = lim
k→+∞

1

k
a
+(gk).

Considere o espaço simétrico K\G (vamos denotar por K\G ao invés de G/K

devido à ação à direita de G no fibrado principal Q −→ X). Como K é compacto,

existe uma métrica G-invariante d em K\G, unicamente determinada por

d(x0 · exp(X), x0) = |X|θ,

onde X ∈ s, x0 é a origem de K\G.
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Definição 2.1.1 Uma sequência gk ∈ G é dita regular se existe D ∈ s tal que, para

k → +∞,
1

k
d(x0 · gk, x0 · exp(kD))→ 0.

Neste caso, dizemos que D é o raio assintótico de gk.

Observe que se (gk) é regular, então a sequência (gku), com u ∈ K, também

é regular com raio assintótico Ad(u−1)D. Escrevendo a decomposição polar de

gk = ukhkvk ∈ K(clA+)K, temos o seguinte resultado de [17], teorema 2.1:

Teorema 2.1.2 (Kaimanovich) Tem-se que (gk) é uma sequência regular se, e

somente se, o expoente polar λ+(gk) = lim
k→∞

h
1/k
k existe e

1

k
d(x0 · gk, x0 · gk+1)→ 0.

Além disso, neste caso D = Ad(u)H+, onde u ∈ K e H+ = λ+(gk) ∈ cl a+, é o raio

assintótico de (gk).

O resultado seguinte, provado em [30], proposição 6.1, afirma, de certa forma, a

existência de expoentes de Lyapunov de sequências regulares em G.

Proposição 2.1.3 Suponha que (gk) é uma sequência regular em G com raio as-

sintótico D ∈ s. Então as seguintes afirmações são válidas:

i) Suponha que D ∈ cl a+ e tome y ∈ P−
D , onde P−

D = P−
Θ(D). Então, a sequência

(gky) é regular com raio assintótico D.

ii) Considere D ∈ a. Então, lim
k→∞

1

k
log a(gk) = D.

iii) Seja H+ ∈ cl a+ o expoente polar de (gk). Então, o expoente de Lyapunov em

b ∈ st(D,w) é dado por

λ(gk, b) = w−1H+.

Demonstração: i) Observe que os autovalores de ad(D) em P−
D são todos

não-positivos. Logo, exp(kD)y exp(−kD) é limitada em P−
D e assim, por [12],

proposição 3.9, segue que

d
(
x0 · (exp kD)y, x0 · exp(kD)

)
= d
(
x0 · exp(kD)y exp(−kD), x0

)
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é uma função limitada de k.

Assim,

1

k
d
(
x0 · gky, x0 · exp(kD)

)
=

1

k
d
(
x0 · gk, x0 · exp(kD)y−1

)

6
1

k
d
(
x0 · gk, x0 · exp(kD)

)
+

1

k
d
(
x0 · exp(kD), x0 · exp(kD)y−1

)
→ 0,

quando k → ∞, visto que o segundo termo na última expressão é limitado e a

sequência (gk) é regular.

ii) Seja gk = ukaknk ∈ KAN decomposição de Iwasawa de (gk). Observe que

| log ak − kD|θ = d
(
x0 · exp(log ak − kD), x0

)

= d
(
x0 · ak, x0 · exp(kD)

)

6 d
(
x0 · aknk, x0 · exp(kD)

)
= d
(
x0 · gk, x0 · exp(kD)

)
,

onde a última igualdade segue de [16], corolário 1.11 e, portanto, segue o resultado.

iii) Como (gk) é uma sequência regular, segue do teorema 2.1.2 que D = Ad(u)H+,

onde u ∈ K e H+ = λ+(gk) ∈ cl a+ é o raio assintótico de (gk). Dessa forma,

segue que st(D,w) = uP−
H+ · w b0 e desde que b ∈ st(D,w), existe y ∈ P−

H+ tal que

b = uywb0.

Escreva a decomposição de Iwasawa de gkuyw = u′kaknk ∈ KAN . Como u ∈ K,

(gku) é regular com raio assintótico Ad(u−1)D = H+ ∈ cl a+. Mas, pelo item i),

(gkuy) é regular com raio assintótico H+. E, finalmente, como w ∈ K, tem-se que

(gku y w) é regular com raio assintótico Ad(w−1)H+. Assim, pelo item ii),

λ(gk, b) = lim
k→∞

1

k
log ak = Ad(w−1)H+.

Proposição 2.1.4 Tem-se que (gk) é uma sequência regular se, e somente se,

1

k
d(x0 · gk, x0 · gk+1)→ 0, k →∞,

e o expoente de Lyapunov λ(gk, b) existe para algum (e, portanto, para todo) b ∈ F.
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Demonstração: Supondo que gk é regular, segue do teorema 2.1.2 que
1

k
d(x0 · gk, x0 · gk+1) → 0, k → +∞, e existe λ+(gk) = lim

k→∞

1

k
log hk. Assim, pelo

item iii) da proposição anterior, segue que λ(gk, b
′) = w−1H+, para b′ ∈ st(D,w),

D raio assintótico de (gk).

Seja b ∈ F. Então, existe v ∈ K tal que b = vb′. Logo, (gkv) é regular com raio

assintótico, Ad(v−1)Ad(w−1)H+ = Ad((wv)−1)H+.

Agora, se
1

k
d(x0 ·gk, x0 ·gk+1)→ 0 e existe λ(gk, b0) = lim

k→∞

1

k
a(gk), o resultado segue

do corolário do teorema 2.5 de [17].

2.2 a-expoentes de Lyapunov

Dado o fluxo φt no fibrado principal Q −→ X, seja a decomposição de Iwasawa

de Q = R · AN , onde R é uma K-redução de Q. Assim, obtém-se um a-cociclo

vetorial a(t, ξ) (veja subseção A.3.4) sobre o fluxo induzido no fibrado flag FQ. O

a-expoente de Lyapunov na direção de ξ ∈ FQ é dado por

λ(ξ) = lim
t→+∞

1

t
a(t, ξ). (2.1)

Note que existem várias situações nas quais existem a redução do fibrado Q ao

grupo compacto K. Por exemplo, se o fibrado em questão é trivial, é claro que

existe uma redução a qualquer subgrupo de G. Além disso, supondo que o espaço

base X é paracompacto e juntando o fato de que o grupo G/K ≃ AN é difeomorfo

a um espaço euclidiano, tem-se pelo teorema 5.7 juntamente com a proposição 5.6

do caṕıtulo I, págs. 57 e 58 de [20], que existe uma K-redução R de Q.

Com isso, a partir do que foi feito na seção anterior, os expoentes de Lyapunov

no fibrado podem ser relacionados com os expoentes de Lyapunov no grupo.
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2.2.1 Expoentes de Lyapunov e pontos regulares

O próximo resultado diz exatamente que qualquer expoente de Lyapunov do

fluxo é um expoente de Lyapunov de uma sequência em G.

Proposição 2.2.1 Seja r ∈ R e escreva φt(r) = rt · gt, com rt ∈ R, gt ∈ G, t ∈ T.

Para b = u · b0, u ∈ K, tem-se que

λ(r · b) = λ(r · ub0) = lim
t→+∞

1

t
log at,

onde gtu = u
′

tatnt ∈ KAN é a decomposição de Iwasawa.

Agora, considere Q = R ·S ≃ R×S decomposição de Cartan do fibrado principal

Q −→ X. Seja

S : Q −→ S

q = r · s 7−→ s.

a projeção sobre S ≃ K\G.

Definição 2.2.2 Um ponto q ∈ Q é regular para o fluxo no caso em que a sequência

(S(φk(q))) ⊂ S, k ∈ Z+, é regular em S ⊂ G.

Lema 2.2.3 Tem-se que q ∈ Q é um ponto regular para o fluxo se, e somente se,

q · g é regular, para todo g ∈ G. Neste caso, dizemos que x = π(q) ∈ X é regular

para o fluxo.

Demonstração: Supondo que q ∈ Q é um ponto regular para o fluxo, tem-se que

a sequência sk := S(φk(q)) é regular em S. Para g ∈ G, segue da G-invariância do

fluxo e da proposição A.3.4, item iii), que

S(φk(qg)) = S(φk(q) · g) = S(S(φk(q))g).

Escrevendo g = sk decomposição de Cartan de g, tem-se que S(φk(qg)) = sks. Dessa

forma, o resultado segue facilmente da proposição 2.1.4.
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Os dois próximos resultados podem ser encontrados em [30] e mostram que

todo a-expoente de Lyapunov do fluxo φt é um expoente de Lyapunov de alguma

sequência regular S(φk(q)).

Proposição 2.2.4 Para todo q ∈ Q, temos
1

k
d(x0 · sk, x0 · sk+1) → 0, k → +∞,

onde sk = S(φk(q)).

Demonstração: Seja q ∈ Q. Denote por qk := φk(q) ∈ Q e qk = rk · sk ∈ R · S sua

decomposição de Cartan. Note que

qk+1 = φk+1(q) = φ1(qk).

Por outro lado, qk+1 = rk+1 · sk+1 e, assim, qk+1 = φ1(qk) = φ1(rk) · sk. Logo,

sk+1 = S(qk+1) = S
(
φ1(rk) · sk

)
= S

(
S(φ1(rk))sk

)
= S(φ1(rk))sk,

onde foi usado o item iii) da proposição A.3.4. Dessa forma,

d(x0 · sk, x0 · sk+1) = d
(
x0 · sk, x0 · S(φ1(rk))sk

)

= d
(
x0, x0 · S(φ1(rk))

)
=
∣∣log S(φ(rk))

∣∣
θ
.

Pela compacidade do espaço base, segue que R é compacto. Logo, pela continuidade

de φt e da decomposição de Cartan, temos que d(x0 · sk, x0 · sk+1) é limitado e por-

tanto, segue o resultado.

Note que o crescimento sublinear da sequência (sk) =
(
S(φk(q))

)
independe do

ponto q considerado sobre o fibrado Q.

Proposição 2.2.5 Seja r ∈ R. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) r ∈ R é ponto regular para o fluxo. Denote por D ∈ s o raio assintótico e por

H+ ∈ cl a+ o expoente polar de
(
S(φk(r))

)
;

ii) O expoente de Lyapunov existe em qualquer direção r · b, b ∈ F, ao longo da fibra

de r. Neste caso, para todo b ∈ st(D,w), λ(r · b) = w−1H+.
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Demonstração: Seja φk(r) = rk · sk ∈ R · S decomposição de Cartan do fibrado.

De φk(r) = rk · sk, segue que λ(r · b) = λ(sk, b). Pelas proposições 2.1.4 e 2.2.4,

r ∈ R é regular para o fluxo se, e só se, existe λ(sk, b), para todo b ∈ F. E, neste

caso, para todo b ∈ st(D,w), λ(r · b) = w−1H+.

2.2.2 Cociclo subaditivo

Considere a seguinte aplicação

ρ : Z×X −→ cl(A+), (2.2)

(k, x) 7−→ hk

onde x = π(r), r ∈ R, e φk(r) = rk ·sk = rk ·vkhkv
−1
k . Note que ρ está bem definida.

De fato:

φk(r · u) = rk · sku = rk · vkhkv
−1
k u = rku · (u

−1vk)hk(u
−1vk)

−1.

A aplicação definida por a+(k, x) := log ρ(k, x) ∈ cl a+, diferentemente de a (t, ξ),

definida pela decomposição de Iwasawa (veja seção A.3.4), não é um cociclo. Defina,

para µ ∈ a∗,

a
+
µ (k, x) = µ(a+(k, x)) ∈ R. (2.3)

Quando µ é um peso fundamental de uma representação complexa de dimensão

finita de G, prova-se adiante que a+
µ (k, x) é um cociclo subaditivo.

Seja gC a complexificação da álgebra de Lie de g. Se h é uma subálgebra de

Cartan de gC e Σ é um sistema simples de ráızes, µ ∈ h∗ é um peso fundamental se

2〈µ, α〉

〈α, α〉
∈ Z+,

para todo α ∈ Σ. Cada peso fundamental µ define uma única (a menos de con-

jugação) representação irredut́ıvel ρµ de gC no espaço vetorial Vµ (veja seção A.2)

de pesos associado a µ.
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Seja ΦG o conjunto dos pesos fundamentais de gC tais que a representação ρµ

restrita a g estende-se a uma representação de G. Pela proposição A.2.6, ΦG gera

h∗
R
, onde h é uma subálgebra de Cartan de gC, ou seja, µ ∈ ΦG assume valores reais

em a ⊂ h.

Para µ ∈ ΦG, considere Vµ := Q ×G Vµ, fibrado associado a Q, onde a ação à

esquerda de G em Vµ é dada pela representação estendida de ρµ. Note que Vµ é um

fibrado vetorial de dimVµ. O fluxo φt em Q induz um fluxo linear em Vµ, denotado

também por φt. O próximo lema caracteriza a norma do operador φt em termos de

a+
µ (k, x) (veja também [12], lema 4.22).

Lema 2.2.6 Seja µ ∈ ΦG. Então Vµ é dotado de uma norma ‖·‖ tal que

a
+
µ (t, x) = log ‖(φt)x‖ ,

onde ‖(φt)x‖ é a norma do operador (φt)x : (Vµ)x → (Vµ)t·x.

Demonstração: Seja 〈·, ·〉 o produto interno em Vµ tal que ρµ (k) é uma isometria

para k ∈ K. Este produto interno pode ser induzido fibra a fibra em Vµ como

〈r · v, r · w〉 = 〈v, w〉, r ∈ R, v, w ∈ Vµ.

Usando a decomposição polar do fibrado de Q, escreve-se φt (r) = rt · htut, rt ∈ R,

ht ∈ clA+ e ut ∈ K. Então,

φt (r · v) = rt · ρµ (htut) v, v ∈ Vµ, π(r) = x.

Entretanto, ‖rt · ρµ (htut) v‖ = ‖ρµ (htut) v‖, desde que rt é uma isometria entre Vµ

e a fibra de Vµ sobre x = π (r). Logo, segue a igualdade

‖(φt)x‖ = ‖ρµ (htut)‖

entre normas de operadores. Já que ρµ (ut) é uma isometria, tem-se que

‖ρµ (htut)‖ = ‖ρµ (ht) ρµ (ut)‖ = ‖ρµ (ht)‖, ou seja, ‖(φt)x‖ = ‖ρµ (ht)‖. Por outro

lado, ρµ (ht) é simétrica com relação ao produto interno K-invariante 〈·, ·〉 em Vµ.
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Dessa forma, ‖ρµ (ht)‖ é o maior autovalor de ρµ (ht), o qual é dado por expµ (log ht).

Portanto,

‖(φt)x‖ = expµ (log ht) = exp a
+
µ (t, x) .

Este lema implica facilmente a subaditividade de a+
µ (t, x).

Proposição 2.2.7 Seja µ ∈ ΦG. Então, a+
µ (t, x) é um cociclo subaditivo com

relação ao fluxo induzido na base X, isto é,

a
+
µ (t+ s, x) ≤ a

+
µ (t, s · x) + a

+
µ (s, x) .

Demonstração: De fato, pelo lema anterior:

a
+
µ (t+ s, x) = log ‖(φt+s)x‖

≤ log ‖(φt)s·x‖ ‖(φs)x‖ = a
+
µ (t, s · x) + a

+
µ (s, x) .

2.3 O Teorema Ergódico Multiplicativo

Como já visto no caṕıtulo 1, teorema 1.2.1, o teorema ergódico multiplicativo

de Oseledets (TEM) garante que, dados um espaço de probabilidade e um fluxo que

preserva a medida desse espaço, os expoentes de Lyapunov existem quase sempre.

Além disso, se essa medida é ergódica, existe uma quantidade finita de expoentes

de Lyapunov e os mesmos são constantes quase sempre.

Na tentativa de estabelecer um resultado análogo ao TEM para o contexto tra-

balhado aqui, será mostrado que quase todo ponto x ∈ X é regular, ou seja, pelo

lema 2.2.3 e pela proposição 2.2.5, tem-se que os a-expoentes de Lyapunov dados

por (2.1) existem ν-quase sempre, onde ν é a medida de probabilidade na base X.
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Defina a seguinte sequência de funções reais em X:

fn : x ∈ X 7−→ fn(x) := a
+
µ (n, x) ∈ R,

onde a+
µ (n, x) = µ (log ρ(k, x)), µ ∈ ΦG, e ρ é a aplicação definida por (2.2).

Suponha que, para todo peso dominante µ ∈ ΦG, a função

f1(·) = a
+
µ (1, ·) : X −→ R

é integrável com relação a ν. Usando esta hipótese e o fato de que a sequência

de funções (fn) é subaditiva (pela proposição 2.2.7), segue pelo teorema ergódico

subaditivo de Kingman (veja teorema B.1.12) que, para quase todo ponto x ∈ X,

existe o seguinte limite

lim
k→+∞

1

k
a
+
µ (k, x),

para todo µ ∈ ΦG.

Logo, existe o seguinte limite

lim
k→+∞

1

k
a
+(k, x),

desde que ΦG gera o dual a∗. Ou seja, o limite

lim
k→+∞

h
1/k
k

existe, para ν-quase todo ponto x ∈ X.

Portanto, da existência do limite acima e do crescimento sublinear (veja proposi-

ção 2.2.4), segue pelo teorema de Kaimanovich (veja teorema 2.1.2) uma das partes

principais do TEM.

Teorema 2.3.1 Suponha que fµ(·) = a+
µ (1, ·) é ν-integrável, para todo µ ∈ ΦG.

Então, existe um conjunto mensurável Ω ⊂ X, com ν(Ω) = 1 e invariante pelo

fluxo, tal que todo x ∈ Ω é regular.

Segue, assim, o seguinte resultado.
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Corolário 2.3.2 Seja Ω como no teorema anterior. Considere x ∈ Ω e r ∈ R

tal que π(r) = x. Então, a sequência sk = vkhkv
−1
k definida pela decomposição de

Cartan φk(r) = rk · sk é regular. Além disso, escrevendo

D(r) := lim
k→+∞

1

k
log sk e H+(r) := lim

k→+∞

1

k
log hk,

tem-se que

λ(r · b) = w−1H+(r),

para todo b ∈ st(D(r), w).

Demonstração: Do teorema anterior, tem-se a regularidade de (sk). Por [17], o

raio assintótico D(r) de (sk) pode ser escrito como

D(r) := lim
k→+∞

1

k
log sk.

Já a última parte, segue claramente da proposição 2.2.5.

Proposição 2.3.3 Sejam D : π−1(Ω) −→ s e H+ : π−1(Ω) −→ cl a+ como no

corolário acima. Para u ∈ K:

D(ru) = Ad(u−1)D(r) e H+(ru) = H+(r).

Demonstração: Observe inicialmente que

φk(r · u) = rku · u
−1sku,

com u−1sku = (u−1vk)hk(u
−1vk)

−1. Dessa forma, é claro que H+(ru) = H+(r).

Para a outra igualdade, note inicialmente que

u−1sku = exp
(
Ad(u−1) log sk

)
.

Dessa forma,

D(ru) = lim
k→+∞

1

k
log(u−1sku) = lim

k→+∞

1

k

(
Ad(u−1) log sk

)

= Ad(u−1)

(
lim

k→+∞

1

k
log sk

)

= Ad(u−1)D(r).
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Dado o fibrado principal R −→ X com grupo estrutural K, pode-se construir o

fibrado associado R ×K s −→ X a partir da ação (à esquerda) adjunta de K em s.

O resultado seguinte é uma consequência imediata da proposição anterior.

Corolário 2.3.4 A aplicação r ∈ π−1(Ω) 7−→ D(r) ∈ s define uma seção do fibrado

R sobre Ω. Além disso, para u ∈ K,

r · st(D(r), w) = ru · st(D(ru), w). (2.4)

Ainda pela proposição anterior, H+ pode ser induzido na base do fibrado R restri-

to a Ω, tendo em vista que H+(r) = H+(ru), para u ∈ K, ou seja, H+(x) = H+(r),

com π(r) = x.

Proposição 2.3.5 A função H+ : Ω −→ cl a+ é mensurável e invariante pelo fluxo.

Demonstração: Por definição, tem-se que

H+(x) = lim
k→+∞

1

k
a
+(k, x).

Assim como a existência deste limite, o resultado segue do teorema ergódico

subaditivo de Kingman.

Definição 2.3.6 Para cada x ∈ Ω, o tipo parábolico de Lyapunov em x é definido

pelo seguinte subconjunto de ráızes simples:

ΘLy(x) =:
{
α ∈ Σ : α(H+(x)) = 0

}
.

Da mesma forma, tal subconjunto define um flag FΘLy(x)
, chamado de flag de

Lyapunov em x ∈ Ω.

Para x ∈ Ω e w ∈ W , denote por st(x,w) := r · st(D(r), w), com π(r) = x. Note

que, por (2.4), st(x,w) está bem definido. Defina, para w ∈ W ,

st(w) :=
⋃

x∈Ω

st(x,w) ⊂ FQ.
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Observe que

st(w) =
{
ξ ∈ π−1(Ω) : λ(ξ) = w−1H+(π(ξ))

}
. (2.5)

Logo, st(w) é mensurável e π−1(Ω) =
⋃̇

w∈W

st(w).

Proposição 2.3.7 Tem-se que st(w) é invariante pelo fluxo em FQ.

Demonstração: Inicialmente, será mostrado que para ξ ∈ FQ tal que λ(ξ) existe,

então, para s ∈ T, λ(φs(ξ)) existe e, além disso, λ(ξ) = λ(φs(ξ)). De fato, como a é

um cociclo aditivo sobre FQ, tem-se que

1

t
a(t, φs(ξ)) =

1

t
a(t+ s, ξ)−

1

t
a(s, ξ). (2.6)

Além disso, note que

1

t
a(t+ s, ξ) = lim

t→+∞

t+ s

t

1

t+ s
a(t+ s, ξ)→ λ(ξ),

e o segundo termo da equação (2.6) tende a zero, quando t → +∞. Dessa forma,

λ(ξ) = λ(φs(ξ)).

Por (2.5), os conjuntos st(w), w ∈ W , decompõem π−1(Ω) nos conjuntos de ńıvel

λ−1{w−1H+}, os quais são invariantes pelo fluxo em FQ.

2.3.1 a-expoentes de Lyapunov para o fluxo reverso

Como na seção anterior, considere o fibrado principal Q −→ X e a K-redução R

de Q. Denote por λ−(ξ) o a-expoente de Lyapunov para o fluxo inverso φ−1
n = φ−n

na direção de ξ ∈ FQ, ou seja,

λ−(ξ) = lim
n→+∞

1

n
a
−(n, ξ),

onde a−(n, ξ) é a-cociclo vetorial sobre o fibrado flag FQ com relação ao fluxo inverso

(veja subseção A.3.4).
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Seja R a K-redução de Q e considere φR
n o fluxo induzido por φn em R, dado por

φR
n (r) = R(φn(r)), r ∈ R.

Seu fluxo inverso
(
φR

n

)−1
= (φ−1

n )
R

é o fluxo induzido pela inversa de φ. Tomando a

decomposição de Iwasawa Q = R · AN , φn e φ−n escrevem-se como

φn (r) = φR
n (r) · tn (r) e φ−n (r) = φR

−n (r) · t̂n (r), r ∈ R, n ∈ N,

com tn, t̂n : R −→ AN .

Proposição 2.3.8 Tem-se que t̂n (r) =
(
tn
(
φR
−n (r)

))−1
, para r ∈ R, n ∈ N.

Demonstração: Observe que, usando a invariância à direita do fluxo φ, segue que

r = φnφ−n (r) = φn

(
φR
−n (r) · t̂n (r)

)

= φn

(
φR
−n (r)

)
· t̂n (r)

= φR(φR
−n (r)) · tn

(
φR
−n (r)

)
t̂n (r) = r · tn

(
φR
−n (r)

)
t̂n (r) .

Portanto, como a ação de G em Q é livre, tem-se que t̂n (r) = tn
(
φR
−n (r)

)−1
.

Desde que tn (r) , t̂n (r) ∈ AN , r ∈ R, segue que

tn (r) = an (r) zn e t̂n (r) = ân (r) ẑn,

com an (r) , ân (r) ∈ A e zn, ẑn ∈ N . Desse modo, os a-cociclos sobre o fibrado flag

FQ com relação aos fluxos φn e φ−n são dados, respectivamente, por

a (n, ξ) = log an (r) e a− (n, ξ) = log ân (r).

Proposição 2.3.9 Para ξ ∈ FQ, a− (n, ξ) = −a (n, φ−n (ξ)).

Demonstração: Observe inicialmente que

ân (r) ẑn = t̂n (r) =
(
tn
(
φR
−n (r)

))−1
= z−1

n an

(
φR
−n (r)

)−1

= an

(
φR
−n (r)

)−1
[
an

(
φR
−n (r)

)−1
z−1

n an

(
φR
−n (r)

)−1
]
.
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Logo, ζ := an

(
φR
−n (r)

)−1
z−1

n an

(
φR
−n (r)

)−1
∈ N . Assim, an

(
φR
−n (r)

)−1
ζ e, pela

unicidade da decomposição de Iwasawa, segue que ân (r) = an

(
φR
−n (r)

)−1
. Tomando

logaritmos o resultado segue.

Proposição 2.3.10 Tem-se que λ− (ξ) = −λ (ξ), para ξ ∈ FQ.

Demonstração: Seja µ ∈ ΦG um peso dominante e escreva aµ (n, ξ) := µ (a (n, ξ))

e a−µ (n, ξ) := µ (a− (n, ξ)). Agora, para cada n ∈ N, defina as seguintes funções em

FQ:

fn(ξ) := aµ (n, ξ) e gn(ξ) := −a−µ (n, ξ).

Pela proposição 2.3.9, tem-se que gn(ξ) = fn(φ−n(ξ)). Assim, desde que a− (n, ξ) é

um cociclo aditivo, segue claramente que g2n (ξ) = gn (ξ)+gn (φn(ξ)) = gn (ξ)+fn (ξ).

Tomando limites, obtém-se

−µ
(
λ−(ξ)

)
= lim

1

2n
g2n (ξ) = lim

1

2

(
1

n
gn (ξ) +

1

n
fn (ξ)

)

=
1

2

(
−µ
(
λ− (ξ)

)
+ µ (λ (ξ))

)
.

Isto implica que −µ (λ−(ξ)) = µ (λ(ξ)), para todo µ ∈ ΦG, o que mostra que

λ− (ξ) = −λ (ξ).

Com este resultado, é posśıvel relacionar os expoentes polares de φ−n e φn.

Corolário 2.3.11 Para x ∈ Ω, tem-se que H−(x) = −w0H
+(x), onde w0 é a

involução principal e H− : Ω −→ cl a+.

Demonstração: Para um elemento regular x ∈ Ω, os expoentes de Lyapunov

para o fluxo reverso são dados por w−1H−(x). Particularmente, H−(x) é o único

expoente de Lyapunov de φ−n que pertence à câmara positiva. Por outro lado,

w0H
+(x) ∈ −cl a+ é um expoente de Lyapunov do fluxo. Logo, pela proposição
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anterior, −w0H
+ (x) ∈ cl a+ é expoente de Lyapunov do fluxo inverso. Portanto,

H−(x) = −w0H
+(x).

Corolário 2.3.12 O tipo parabólico de Lyapunov do fluxo reverso em x ∈ Ω é o

dual Θ∗
Ly(x) do tipo parabólico ΘLy(x) do fluxo direto.

2.3.2 Decomposição de Oseledets para o fluxo reverso

Os expoentes de Lyapunov para o fluxo reverso são dados por w−1H−(x), x ∈ Ω.

Denote por st−(w) as componentes da decomposição de Oseledets sobre o espaço de

medida total Ω, invariantes pelo fluxo reverso, e dadas em cada fibra sobre x ∈ Ω

por

st−(x,w) := r · st(D−(r), w), π(r) = x,

onde D−(r) é o raio assintótico da sequência regular (S(φ−k(r))). Assim, o expoente

de Lyapunov para o fluxo reverso φ−1
t = φ−t, na direção ξ ∈ st−(x,w), é dado por

λ−(ξ) = lim
t→−∞

1

t
a(t, ξ) = w−1H−(x).

2.3.3 Seção de Oseledets

Para cada x ∈ Ω, π(r) = x, considere a projeção canônica πΘ∗

Ly(x) : F −→ FΘ∗

Ly(x).

Como st(x,w0) ⊂ (FQ)x, segue que

r−1(st(x,w0)) = st(D(r), w0),

onde r é o difeomorfismo entre o flag F e a fibra sobre x, (FQ)x. Entretanto,

st(D(r), w0) = uN−
H+(x)fix(H+(x), w0),

onde D(r) = Ad(u)H+(x), u ∈ K. Pelo lema A.1.1, tem-se que

πΘ∗

Ly(x)(st(D(r), w0)) = ub−Θ∗

Ly(x),
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com b−Θ∗

Ly(x) = w0bΘ∗

Ly(x).

Considerando, por abuso de notação, πΘ∗

Ly(x) : FQ −→ FΘ∗

Ly(x)Q a projeção

canônica entre os fibrados flag, segue que

πΘ∗

Ly(x)(st(x,w0)) =
{
ru · b−Θ∗

Ly(x)

}
.

Ou seja, segue o seguinte resultado.

Proposição 2.3.13 Considere a projeção canônica πΘ∗

Ly(x) : FQ −→ FΘ∗

Ly(x)Q.

Então, para cada x ∈ Ω, a imagem de st(x,w0) por πΘ∗

Ly(x) reduz-se a um único

ponto em FΘ∗

Ly(x)Q, o qual será denotado por ξ∗(x). Ou seja,

πΘ∗

Ly(x)(st(x,w0)) = {ξ∗(x)}.

Revertendo o tempo, pode-se obter um resultado análogo para a componente

repulsora para o fluxo reverso em FΘLy(x)Q. De fato, basta considerar o fluxo reverso

φ−t e aplicar a proposição anterior. Tomando ∆(x) = {α ∈ Σ : α(H−(x)) = 0},

tem-se que ∆∗(x) = ΘLy(x). Assim, πΘLy(x)(st
−(x,w0)) reduz-se a um único ponto

em FΘLy(x)Q. Assim, segue o seguinte corolário da proposição anterior.

Corolário 2.3.14 Considere a projeção canônica πΘLy(x) : FQ −→ FΘLy(x)Q. Então,

para cada x ∈ Ω, a imagem de st−(x,w0) por πΘLy(x) reduz-se a um único ponto em

FΘLy(x)Q, o qual será denotado por ξ(x). Ou seja,

πΘLy(x)(st
−(x,w0)) = {ξ(x)}.

Agora, para cada x = π(q) ∈ Ω, defina os seguintes elementos:

f(q) := q−1(ξ(π(q))) e f ∗(q) := q−1(ξ∗(π(q))),

em FΘLy(x) e FΘ∗

Ly(x), respectivamente. Observe que tais elementos sãoG-equivariantes,

isto é, f(qg) = g−1f(q) e f ∗(qg) = g−1f ∗(q).

Proposição 2.3.15 Os elementos ξ(x) ∈ FΘLy(x)Q e ξ∗(x) ∈ FΘ∗

Ly(x)Q são φt-

invariantes, para cada x ∈ Ω.

50



Demonstração: Pelo que foi visto,

πΘLy(x)(st
−(x,w0)) = {ξ(x)} e πΘ∗

Ly(x)(st(x,w0)) = {ξ∗(x)}.

Usando a φt-invariância de st(w) (veja proposição 2.3.7), segue que ξ(φt(x)) = ξ(x).

Transversalidade

A partir da definição de elementos opostos em FΘ×FΘ∗ , pode-se obter a mesma

noção para elementos em fibrados flag. Neste sentido, é posśıvel mostrar que (ξ, ξ∗)

são opostos e, com isso, encontrar uma seção análoga à obtida em [3] e [23] (veja

teorema 1.1.15, itens ii) e iii)) para descrever as componentes de Lyapunov.

Definição 2.3.16 Para x ∈ X, considere ξ1 ∈ (FΘQ)x e ξ2 ∈ (FΘ∗Q)x. Os elemen-

tos ξ1 e ξ2 são ditos opostos se b1 = q−1(ξ1) ∈ FΘ e b2 = q−1(ξ2) ∈ FΘ∗ são opostos,

onde q é o difeomorfismo entre o flag e a fibra sobre x = π(q) do fibrado flag.

Note que essa definição não depende do ponto q escolhido sobre a fibra. De fato,

sejam ξ1 ∈ (FΘQ)π(q) e ξ2 ∈ (FΘ∗Q)π(q). Pelo que já foi visto na seção A.1.3, se

p = qa, a ∈ G, então

p−1(ξ1) = a−1q−1(ξ1) e p−1(ξ2) = a−1q−1(ξ2)

são opostos se, e só se, q−1(ξ1) e q−1(ξ2) são opostos.

Proposição 2.3.17 Dado x ∈ Ω, os elementos ξ(x) ∈ FΘLy(x)Q e ξ∗(x) ∈ FΘ∗

Ly(x)Q

são opostos, isto é, para x = π(q) ∈ Ω, f(q) ∈ FΘLy(x)
e f ∗(q) ∈ FΘ∗

Ly(x) são elementos

opostos.

Demonstração: Sabe-se, pela proposição 2.3.13, que {ξ∗(x)} = πΘ∗

Ly(x)(st(x,w0)),

onde st(x,w0) = r · st(D(r), w0), π(r) = x. Assim, stΘ∗

Ly(x)(D(r), w0) coincide com

fixΘ∗

Ly(x)(D(r), w0) que, neste caso, é um conjunto pontual. Portanto, pelo corolário
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A.1.5, um elemento η ∈
(
FΘLy(x)Q

)
x

é oposto a ξ∗(x) se, e só se, η ∈ stΘLy(x)(x, 1).

Por outro lado, st(x, 1) = π−1
ΘLy(x)

(
stΘLy(x)(x, 1)

)
e, um elemento η ∈ st(x, 1) se, e

somente se, seu expoente de Lyapunov λ(η) ∈ cl a+. Ainda segue da proposição

2.3.10 que, η ∈ st(x, 1) se, e só se, seu expoente de Lyapunov para o fluxo reverso

λ−(η) = −λ(η) ∈ −cl a+. Agora, se η ∈ π−1
ΘLy(x) {ξ(x)}, então λ−(η) ∈ −cl a+. Logo,

π−1
ΘLy(x) (ξ(x)) ⊂ st(x, 1), ou seja, ξ(x) ⊂ stΘLy(x)(x, 1).

Da proposição acima, conclui-se que, para q ∈ π−1(Ω), (q−1 (ξ(x)) , q−1 (ξ∗(x)))

pertence à órbita G-adjunta aberta e densa

OΘLy(x) =
{(
gbΘLy(x), gbΘ∗

Ly(x)

)}
⊂ FΘLy(x) × FΘ∗

Ly(x), π(q) = x,

que se identifica à órbita G-adjunta de H+(x) em g.

Suponha que a medida ν na base X é ergódica. Como H+ : Ω −→ cl a+ é

mensurável, segue queH+(x) = H+
ν é constante. Dessa forma, seja ΘLy := ΘLy(H

+
ν ).

Assim, obtém-se duas aplicações mensuráveis

ξ : Ω −→ FΘLy
Q e ξ∗ : Ω −→ FΘ∗

Ly
Q,

as quais determinam duas seções mensuráveis dos fibrados flag FΘLy
Q e FΘ∗

Ly
Q so-

bre Ω, respectivamente. Além disso, pode-se definir duas aplicações mensuráveis

f : π−1(Ω) −→ FΘLy
e f ∗ : π−1(Ω) −→ FΘ∗

Ly
, dadas por

f(q) = q−1(ξ(π(q))) e f ∗(q) = q−1(ξ∗(π(q))),

e G-equivariantes.

Ainda tem-se que, para q ∈ π−1(Ω), (f(q), f∗(q)) ∈ OΘLy
≈ Ad(G) ·H+

ν . Assim,

obtém-se uma aplicação mensurável hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G) ·H+
ν , definida por

hLy(q) := g(q)H+
ν ∼ (f(q), f∗(q)), (2.7)

G-equivariante e tal que f(q) é o atrator de hLy(q) em FΘLy
e f ∗(q) é o repulsor de

hLy(q) em FΘ∗

Ly
. Pode-se notar ainda que hLy é φt-invariante.
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Proposição 2.3.18 Considere o fibrado associado AΘLy
:= Q×GAd(G)·H+

ν −→ X.

Então, existe uma seção χLy mensurável sobre Ω de AΘLy
com aplicação correspon-

dente G-equivariante hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G) ·H+
ν .

A seção χLy obtida anteriormente é chamada de seção de Oseledets do teorema

ergódico multiplicativo.

Assim como as componentes de Morse foram descritas fibra a fibra em [3] e [23],

pode-se também aqui obter uma descrição das componentes de Oseledets sobre o

espaço de medida total em termos dos pontos fixos da aplicação correspondente da

seção de Oseledets.

Proposição 2.3.19 Seja hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν como na proposição 2.3.18.

Então, as componentes da decomposição de Oseledets sobre o espaço de medida total

Ω são dadas fibra a fibra pelos pontos fixos de h, ou seja,

st(π(q), w) = q · fix(hLy(q), w).

Demonstração: Seja x = π(q) tal que hLy(q) = H+
ν . Desde que f(q) é o atrator

de hLy(q) em FΘLy
e f ∗(q) é o repulsor de hLy(q) em FΘ∗

Ly
, segue que

st(x, 1) = q · fix(hLy(q), 1) e st(x,w0) = q · fix(hLy(q), w0).

Além disso, para ξ ∈ st(x, 1) e ξ′ ∈ st(x,w0), tem-se que

λ(ξ) = H+
ν ∈ cl a+ e λ(ξ′) = w−1

0 H+
ν ∈ −cl a+,

respectivamente. Assim, para as outras componentes, basta provar que

ξ ∈ q · fix(hLy(q), w) se, e só se, λ(ξ) = w−1H+
ν . De fato, para w ∈ W , considere

a seguinte câmara de Weyl, a+(w) := w−1 · a+. Sabendo que hLy(qw) = w−1H+
ν ,

segue do que foi visto para a componente atratora que ξ ∈ qw · fix(hLy(qw), 1) se, e

somente se, λ(ξ) = w−1H+
ν . Entretanto,

fix(hLy(qw), 1) = w−1fix(H+
ν , w).

Assim, qw · fix(hLy(qw), 1) = q · fix(hLy(q), w) e, então, segue o resultado.
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Com isto, fixando a medida ergódica na base, tem-se um número finito de ex-

poentes de Lyapunov. Mais precisamente, esse número é dado por |W | /
∣∣WΘLy

∣∣,
como consequência do corolário a seguir.

Corolário 2.3.20 Seja ν medida ergódica na base X. Então, st(w1) = st(w2) se, e

só se, WΘLy
w1 = WΘLy

w2. Portanto, π−1(Ω) =
⋃̇

w∈WΘLy
\W

st(w).

Considere QΘLy
= h−1

Ly (H+
ν ) ⊂ Q. Como Ad(G) · H+

ν ≃ G/ZΘLy
, segue da

proposição A.3.2 que QΘLy
é uma ZΘLy

-redução invariante e mensurável de Q sobre

Ω, denominada redução de Oseledets.

Considerando a decomposição de Iwasawa do centralizador ZΘLy
= KΘLy

AN+(ΘLy),

segue que QΘLy
admite uma redução ao subgrupo compacto KΘLy

, denotada por

RΘLy
.

Proposição 2.3.21 Tem-se que

st(w) =
{
q · wb0 : q ∈ QΘLy

}
=
{
r · wb0 : r ∈ RΘLy

}
,

onde b0 é a origem de F.

Demonstração: Se q ∈ QΘLy
, segue que

st(π(q), w) = q · fix(H+
ν , w) = q · ZΘLy

wb0.

Entretanto, ZΘLy
age transitivamente à direita na fibra de q ∈ QΘLy

, isto é,

st(w) = QΘLy
wb0. A prova da outra igualdade é análoga.

2.4 Fibrados Flag Parciais

O cociclo a (n, ξ), definido no fibrado flag maximal FQ, não pode ser definido

em um fibrado flag parcial FΘQ. De qualquer forma, compondo a (n, ξ) com de-

terminadas aplicações lineares µ : a −→ V , onde V é espaço vetorial, tem-se que
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aµ (n, ξ) = µ ◦ a (n, ξ) pode ser fatorado em um cociclo em FΘQ. Esses cociclos par-

ciais aparecem em diversas situações que medem a taxa de crescimento exponencial

de funções espećıficas. Por exemplo, os expoentes de Lyapunov para um fluxo linear

em um fibrado vetorial são dados por um cociclo em um fibrado projetivo, o qual é

visto como uma variedade flag parcial de Gl (d,R) ou Sl (d,R).

Lema 2.4.1 Dado um subconjunto Θ ⊂ Σ, seja µ : a −→ V uma aplicação linear

tal que µ(H) = 0, para todo H ∈ a(Θ). Defina aµ (t, r) = µ ◦ a (t, r). Então,

aµ (t, rk) = aµ (t, r) ,

para todo k ∈ KΘ.

Demonstração: Seja φt (r) = rt · atnt a decomposição de Iwasawa de φt (r). Logo,

a (t, r) = log at. Escreva at = btct, com bt ∈ A (Θ) e ct ∈ AΘ, e defina b (t, r) := log bt

e c (t, r) := log ct. Dessa forma, a (t, r) = b (t, r) + c (t, r). Assim, µ (b (t, r)) = 0 e,

portanto, aµ (t, r) = µ (c (t, r)).

Agora, φt (r · k) = φt (r) · k = rt · atntk. Para obter a A-componente de φt (r),

considere nt = mn, onde m ∈ N (Θ) e n ∈ NΘ. Então, ntk = (kmk−1) (knk−1). Se

k ∈ KΘ, então n′ = knk−1 ∈ NΘ ⊂ N , já que KΘ normaliza NΘ. Por outro lado,

m = kmk−1 ∈ MΘ. Com isto, atntk = atmn
′ = btctmn

′. Desde que m ∈ MΘ e

ct ∈ AΘ comutam, segue que atntk = btmctn
′, onde btm ∈ MΘ. Considere então

a decomposição de Iwasawa de btm = uhn, com u ∈ kΘ, h ∈ A (Θ) e n ∈ N (Θ).

Portanto,

atntk = uhnctn
′ = u (hct) (n′′n′) .

Assim, φt (r · k) = r′t · (hct)n, onde r′t = rt · u ∈ R e n = n′′n′ ∈ N . Isto implica que

a (t, rk) = log h+ log ct.

Agora, como h ∈ A (Θ), segue que µ (log h) = 0, e aµ (t, rk) = log ct = aµ (t, r).

Considere FΘQ = Q×G FΘ o fibrado flag de tipo Θ com fibra FΘ. Desde que K

age transitivamente em FΘ, segue que FΘ = K/KΘ, onde KΘ = K ∩ PΘ; seja bΘ a
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origem de FΘ = K/KΘ. Os elementos de FΘQ podem ser escritos como ξ = r · bΘ,

com r ∈ R, a K- redução de Q. Note ainda que se r′ = r · k, para k ∈ KΘ, então

r′ · bΘ = r · kbΘ = r · bΘ.

Assim, se uma aplicação linear µ : a −→ V anula-se em a (Θ), como no lema

acima, então aµ (t, ξ) está bem definido para ξ ∈ FΘQ, ou seja,

aµ (t, ξ) = aµ (t, r) , ξ = r · bΘ.

Lema 2.4.2 A aplicação aµ : T×FΘQ −→ V define um cociclo sobre o fluxo φt em

FΘQ.

Demonstração: A partir do fluxo φt em Q, defina o fluxo cont́ınuo

φR
t (r) := R(φt(r)), r ∈ R. Considere a aplicação a : T× R −→ a, a(t, r) = a(φt(r)),

projeção sobre a A-componente na decomposição de Iwasawa de φt(r) (veja seção

A.3.1). Esta aplicação define um cociclo sobre φR
t , ou seja,

a(t+ s, r) = a(t, φR
s (r)) + a(s, r).

Desde que φs(r · bΘ) = φR
s (r · bΘ), segue o resultado.

O principal exemplo de cociclos sobre fibrados flags parciais são aqueles que

fornecem os expoentes de Lyapunov de fluxos lineares em fibrados vetoriais. Seja

V −→ X um fibrado vetorial real de dimensão n, e considere por BV o fibrado

das bases de V , um fibrado principal com grupo estrutural Gl (n,R). Como visto

anteriormente, os elementos de BV são isomorfismos lineares p : Rn −→ Vx, onde

Vx é a fibra sobre x.

Considere 〈·, ·〉 a métrica Riemmaniana em V invariante por OV , fibrado das

bases ortonormais. É conveniente lembrar ainda que, desde que OV é uma

O (n)-redução de BV e, considerando a decomposição de Iwasawa usual de

Gl(n,R) = KAN+, onde K = O(n) são isometrias lineares de Rn com a métrica

euclidiana | · |, A são matrizes diagonais com entradas positivas e N+ são matrizes

triangulares superiores com 1 na diagonal, tem-se a decomposição de Iwasawa do

fibrado das bases BV = OV·AN+.

56



Dado Φt um fluxo linear em V (isto é, linear nas fibras), denote por φt o fluxo

induzido no fibrado das bases BV , dado por φt (p) = Φt ◦ p. Este fluxo induzido em

BV é, claramente, invariante à direita. Os expoentes de Lyapunov são dados por

λ(v) = lim
t→+∞

1

t
log ‖φtv‖, v ∈ V.

Seja a(t, v) = log ρ(t, v) cociclo aditivo, onde ρ(t, v) :=
‖φtv‖

‖v‖
. Logo,

λ(v) = lim
t→+∞

1

t
a(t, v).

Como visto na seção 1.2.1, ρ é depende apenas dos pontos no fibrado projetivo

PV −→ X.

Sejam F variedade flag maximal de Gl(n,R) e FV = BV ×Gl(n,R) F fibrado flag.

O a-cociclo vetorial a (t, ξ) sobre FV assume valores em a = logA, subespaço das

matrizes diagonais. Neste caso, os a-expoentes de Lyapunov são dados por

λ(ξ) = lim
t→+∞

1

t
a(t, ξ).

O cociclo aditivo ρ em PV pode ser obtido do a-cociclo vetorial em FV . De

fato, seja e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn. Considere v = r (e1) ∈ Vx, para r ∈ OVx.

Desde que φt (r) = Φt ◦ r, segue que Φt (v) = Φt ◦ r (e1) = φt (r) (e1). Agora,

φt (r) = rt · atnt ∈ OV·AN
+, logo Φt (v) = rt (atnte1). Entretanto, nte1 = e1. Além

disso, rt ∈ OV é uma isometria. Portanto,

‖Φt (v)‖ = ‖ate1‖ .

Ou seja, ‖Φt (v)‖ é o primeiro autovalor de at. Assim, para λ1 ∈ a∗ dado por

λ1 (diag{a1, . . . , an}) = a1, segue que

log ‖Φt (v)‖ = λ1 (a (t, ξ)) , ξ ∈ FVx, (2.8)

onde ξ = r · b0 e b0 = (〈e1〉 ⊂ . . . ⊂ 〈e1, . . . , en〉). Assim, os expoentes de Lyapunov

de Φt são dados pela imagem sobre λ1 dos expoentes vetoriais de Lyapunov de φt.
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Proposição 2.4.3 Os expoentes de Lyapunov de Φt são dados por

lim
1

t
λ1 (a (t, ξ)) ,

para ξ ∈ FV, e se 0 6= v ∈ V, então

lim
1

t
log ‖Φt (v)‖ = lim

1

t
λ1 (a (t, ξ)) ,

onde ξ ∈ FV é qualquer flag cujo subespaço de dimensão 1 é gerado por v.

Em outras palavras, os expoentes de Lyapunov de Φ são determinados pelo coci-

clo aλ1 (t, ξ). Note que λ1 satisfaz a condição do lema 2.4.1 para o espaço projetivo

Pn−1 = FΘ. Aqui Θ = {λ2 − λ3, . . . , λn−1 − λn} e a (Θ) é o espaço das matrizes

diagonais da seguinte forma

(
0 0

0 D(n−1)×(n−1)

)
, trD = 0.

2.5 Expoentes de Lyapunov clássicos e os prove-

nientes do TEM

Seja π : Q −→ X um fibrado principal com grupo estrutural semi-simples G.

Considere ρ : G −→ Gl(V ) uma representação linear em um espaço vetorial de

dimensão finita V . Com isto, a partir da ação natural (à esquerda) de G em V ,

obtém-se o fibrado associado V := Q×GV . Note que V −→ X é um fibrado vetorial

de dimV e que, devido à decomposição de Iwasawa de Q, os elementos desse fibrado

podem ser escritos como r · v, r ∈ R e v ∈ V .

Seja φt um fluxo invariante à direita em Q, isto é, φt(qg) = φt(q)g, g ∈ G.

Denota-se o fluxo induzido em V também por φt, ou seja,

φt(q · v) := φt(q) · v, q ∈ Q, v ∈ V.

Pela invariância do fluxo em Q, segue que o fluxo induzido em V é linear (ou seja,

linear nas fibras).
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Seja 〈·, ·〉 o produto interno em V tal que ρ(k) é uma isometria, para cada k ∈ K.

Este produto interno pode ser induzido fibra a fibra em V como

〈r · v, r · w〉 := 〈v, w〉, r ∈ R, v, w ∈ V.

Note que tal produto interno está bem definido em V . De fato, para r ∈ R, k ∈ K

e v, w ∈ V :

〈rk · v, rk · w〉 = 〈r · ρ(k)v, r · ρ(k)w〉

= 〈ρ(k)v, ρ(k)w〉

= 〈r · v, r · w〉,

onde usamos na última igualdade o fato de que ρ(k) é uma isometria, para cada

k ∈ K.

Os expoentes de Lyapunov em V são dados por

λ(r · v) = lim
t→+∞

1

t
log ‖φt(r · v)‖,

onde ‖ · ‖ é a norma induzida pela métrica em V . Defina ρ(t, r · v) :=
‖φt(r · v)‖

‖r · v‖
cociclo multiplicativo. Logo, a(t, r · v) = log ρ(t, v) é um cociclo aditivo. Assim,

λ(r · v) = lim
t→+∞

1

t
a(t, r · v).

Seja µ um peso máximo da representação canônica θC : gl(V ) −→ gl(V ). Con-

sidere θ := (dρ)1 : g −→ gl(V ) a representação infinitesimal de ρ : G −→ Gl(V ).

Tomando a decomposição de Cartan de g = k⊕ s, segue que

θ(k) ⊆ k e θ(s) ⊆ s,

onde k e s são, respectivamente, as matrizes anti-simétricas e simétricas de gl(V ),

componentes da decomposição de Cartan de gl(V ). De maneira analóga, θ(a) ⊆ a,

onde a ⊂ s e a ⊂ s são subálgebras abelianas maximais em g e gl(V ), respectiva-

mente. Desde que µ ∈ a∗, segue que µ ◦ θ é um funcional linear em a.

A relação entre os a-expoentes de Lyapunov em FQ e os expoentes de Lyapunov

em V , deve ser obtida a partir dos cociclos que os definem. Para isto, considere F o

flag maximal de Gl(V ).
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Proposição 2.5.1 a(t, r · v) = µ ◦ θ(a(t, r · b0)), onde r ∈ R e b0 é qualquer flag de

F cujo subespaço de dimensão 1 é gerado por v.

Demonstração: Seja a decomposição de Iwasawa de φt(r) = rt ·atnt ∈ R ·AN = Q.

Observe que

‖φt(r · v)‖ = ‖φt(r) · v‖ = ‖rtatnt · v‖

= ‖rt · ρ(at)ρ(nt)v‖

= ‖ρ(at)v‖ = exp(µ ◦ θ(log at))v.

Tomando ‖v‖ = 1, conclui-se que

‖φt(r · v)‖ = exp(µ ◦ θ(log at)).

Portanto, a(t, r · v) = µ ◦ θ(log at) = µ ◦ θ(a(t, r · b0)).

Corolário 2.5.2 Nas condições da proposição anterior, os expoentes de Lyapunov

no fibrado vetorial V = Q ×G V −→ X são dados por µ ◦ θ(λ(ξ)), onde µ é o peso

máximo da representação canônica de gl(V ).

60



Caṕıtulo 3

Os tipos parabólicos de Morse e

Lyapunov

Seja φt fluxo cont́ınuo, invariante à direita, em um fibrado principal cont́ınuo

π : Q −→ X com grupo estrutural G redut́ıvel e X espaço métrico compacto. Desde

que o fluxo em Q projeta-se em um fluxo na base, considere uma medida ergódica

ν em X tal que seu suporte é toda a base X, ou seja, supp ν = X.

O tipo parabólico do fluxo, que será denotado aqui por ΘMo, descrito em [3] e

[23], determina uma aplicação cont́ınua hMo : Q −→ Ad(G)Hφ, onde ΘMo = Θ(Hφ),

tal que as componentes de Morse do fibrado flag são dadas fibra a fibra como pontos

fixos de hMo(q). Já no caṕıtulo 2, foi obtido o chamado tipo parabólico de Lyapunov,

denotado por ΘLy, que, neste caso, fornece uma aplicação mensurável de tal forma

que as componentes de Oseledets do fibrado flag sobre um espaço de medida total

são dadas fibra a fibra como pontos fixos de tal aplicação.

Tendo em vista que o tipo parabólico de Lyapunov está contido no tipo parabólico

do fluxo (veja lema 8.1 de [30]), o objetivo deste caṕıtulo é fornecer condições

necessárias e suficientes para que tais tipos parabólicos coincidam, ou seja, para

que as decomposições de Morse e Oseledets sejam iguais.
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3.1 Realização dos expoentes de Lyapunov por

medidas ergódicas

Seja µ uma medida ergódica em FQ que se projeta sobre ν. Assim, pela

proposição B.1.13, ∫
qdµ, q(ξ) = a(1, ξ),

é um expoente de Lyapunov para o fluxo. O interesse aqui é analisar a relação entre

um expoente de Lyapunov dado por uma integral desse tipo com os expoentes de

Lyapunov provenientes do teorema ergódico multiplicativo.

Sendo Ω o conjunto de ν-medida total proveniente do teorema ergódico multi-

plicativo, tem-se que µ(π−1(Ω)) = 1, visto que ν = π∗µ. Além disso,

π−1(Ω) =
⋃̇

w∈WΘLy
\W

st(w).

Proposição 3.1.1 Considere µ uma medida ergódica em FQ que se projeta sobre

ν. Então, existe w ∈ W tal que µ(st(w)) = 1 (e, portanto, µ (st(w′)) = 0, para

wWΘLy
6= w′WΘLy

). Neste caso,

∫
qdµ = w−1H+

ν .

Demonstração: Como µ é ergódica, tem-se pelo teorema B.1.8 que existe I ⊂ FQ

mensurável tal que µ(I) = 1 e λ é constante sobre I, ou seja,

lim
k→∞

1

k
a(k, ξ) = λ(ξ) =

∫
qdµ,

para todo ξ ∈ I. Logo, segue que µ(π−1(Ω) ∩ I) = 1 e, é claro que λ é constante

sobre π−1(Ω) ∩ I. Agora, π−1(Ω) decompõe-se na união disjunta dos conjuntos

estáveis st(w), nos quais o a-expoente de Lyapunov λ é constante igual a w−1H+
ν .

No entanto, λ é constante em I. Assim, π−1(Ω) ∩ I está contido em um único

conjunto estável, isto é, existe w ∈ W tal que π−1(Ω) ∩ I ⊂ st(w). Para este

w ∈ W , tem-se que

λ(ξ) =

∫
qdµ = w−1H+

ν ,
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onde ξ ∈ I é arbitrário. Além disso, µ (st(w)) ≥ µ (π−1(Ω) ∩ I) = 1, isto é,

µ (st(w)) = 1.

O resultado mostrado anteriormente garante que algum a-expoente de Lyapunov

w−1H+
ν , proveniente do teorema ergódico multiplicativo, é a integral sobre uma

medida ergódica projetada sobre ν.

Proposição 3.1.2 Dado w ∈ W , existe uma medida ergódica µw tal que π∗µ
w = ν

e ∫
qdµw = w−1H+

ν .

Além disso, µw(st(w)) = 1.

Demonstração: Para ξ ∈ st(w),

λ(ξ) = lim
k→+∞

1

k
a(k, ξ) = w−1H+

ν .

Ou seja, w−1H+
ν é uma média temporal e, portanto, pelo procedimento de Krylov-

Bogolyubov, dado no teorema B.1.3, existe uma medida invariante µξ tal que

w−1H+
ν =

∫
qdµξ.

Pelo lema B.1.7, π∗(µξ) é uma medida de ocupação µx em x = π(ξ). Pelo corolário

B.1.9, µx = ν, para todo x ∈ Ω.

Pelo corolário B.1.10, existe um conjunto A com µξ(A) = 1 tal que

µξ(·) =

∫
θη(·)dµξ(η),

onde θη são medidas ergódicas que se projetam sobre ν, para todo η ∈ A. Note que

existe uma medida ergódica θη tal que

∫
qdθη = w−1H+

ν . De fato, pelo teorema

B.1.4,

w−1H+
ν =

∫

FQ

(∫
qdθη

)
dµξ(η) =

∫

A

(∫
qdθη

)
dµξ(η).
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Isso implica que w−1H+
ν pertence ao fecho convexo do conjunto

{∫
qdθη ∈ a; η ∈ A

}
.

Assim, pela proposição 3.1.1,

∫
qdθη = u−1H+

ν , para algum u ∈ W .

Por outro lado, considere a órbita W · H+
ν de H+

ν pelo grupo de Weyl W . Os ele-

mentos de W ·H+
ν pertencem à esfera de raio ‖w−1H+

ν ‖. Assim, se uH+
ν 6= w−1H+

ν ,

segue que

〈
uH+

ν , w
−1H+

ν

〉
<
∥∥uH+

ν

∥∥∥∥w−1H+
ν

∥∥ =
∥∥w−1H+

ν

∥∥2
=
〈
w−1H+

ν , w
−1H+

ν

〉
.

Desse modo, existe um hiperplano {x; 〈w−1H+
ν , x〉 = c} tal que w−1H+

ν e os pontos

da órbita diferentes de w−1H+
ν ficam em lados opostos do hiperplano. Com isso,

o fecho convexo dos pontos da órbita diferentes de w−1H+
ν não contém w−1H+

ν .

Portanto, se

∫
qdθη fosse diferente de w−1H+

ν , para todo η ∈ A, então w−1H+
ν

estaria no fecho convexo dos elementos da órbita diferentes de w−1H+
ν , o que é uma

contradição. Isso mostra que, para todo η ∈ A,

∫
qdθη = w−1H+

ν , já que caso

contrário, w−1H+
ν seria uma combinação convexa dos outros elementos da órbita de

W ·H+
ν .

Logo, tem-se uma medida ergódica invariante µw := θη, η ∈ st(w), tal que

w−1H+
ν =

∫
qdµw

e π∗µ
w = ν, provando a primeira parte da proposição.

A última afirmação é consequência da proposição 3.1.1.

3.1.1 Medidas atratora e repulsora

Pelo que foi visto anteriormente, dada uma medida ergódica ν na base, para

cada w ∈ W , existe uma medida ergódica µw (não-única) tal que π∗µ
w = ν e, além

disso, µw(st(w)) = 1 e ∫
qdµw = w−1H+

ν .
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Definição 3.1.3 (i) Uma medida ergódica µw é chamada de medida atratora no

fibrado flag maximal FQ se

∫
qdµw ∈ cl a+. Em um fibrado flag FΘQ, uma medida

µw
Θ é dita atratora se µw

Θ = πΘ∗µ
w, para alguma medida atratora µw em FQ, onde

πΘ : FQ −→ FΘQ é a projeção canônica.

(ii) Analogamente, uma medida ergódica µw é repulsora em FQ se

∫
qdµw ∈ −cl a+.

Uma medida µw
Θ é repulsora em FΘQ se µw

Θ = πΘ∗µ
w, para alguma medida repulsora

µw em FQ.

Da definição acima segue imediatamente o seguinte resultado.

Lema 3.1.4 Uma medida ergódica µw é atratora se, e somente se, w ∈ WΘLy
. De

modo análogo, µw é repulsora se, e somente se, w ∈ w0WΘLy
, involução principal.

Pode-se observar que uma medida atratora µ1 realiza o único expoente de

Lyapunov contido em cl a+, ou seja,
∫
qdµ1 = H+

ν ∈ cl a+.

Analogamente, uma medida repulsora µw0 determina o único expoente de Lyapunov

contido em −cl a+, isto é,

∫
qdµw0 = w0H

+
ν ∈ −cl a+.

A seguir, estabelece-se a relação entre as medidas atratora e repulsora.

Proposição 3.1.5 Uma medida repulsora no fibrado flag FΘQ é uma medida atra-

tora para o fluxo reverso.

Demonstração: Para o fluxo reverso φ−t, sabe-se que H−
ν é o único expoente de

Lyapunov em cl a+. Além disto, segue do corolário 2.3.11, que H−
ν = −w0H

+
ν . Seja

q−(·) := a(−1, ·). Pela proposição B.1.13,

∫
q−dµw0 é um expoente de Lyapunov

para o fluxo reverso. Dessa forma,
∫
q−dµw0 = −

∫
qdµw0 = −w0H

+
ν = H−

ν ∈ cl a+,

onde a primeira igualdade segue da propriedade de cociclo, isto é,

q−(ξ) = a(−1, ξ) = −a(1, φ−1(ξ)) = −q(φ−1(ξ)).
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Sejam as projeções canônicas πΘ∗

Ly
: FQ −→ FΘ∗

Ly
Q e π : FQ −→ X. Considere

µw0
Θ∗

Ly
= πΘ∗

Ly∗
(µw0) medida repulsora no fibrado flag FΘ∗

Ly
Q. Seja p : FΘ∗

Ly
Q −→ X.

Note que p∗(µ
w0
Θ∗

Ly
) = ν, já que p ◦ πΘ∗

Ly
= π e, µw0

Θ∗

Ly
= πΘ∗

Ly∗
µw0 e π∗µ

w0 = ν.

Além disso, p é uma aplicação µw0
Θ∗

Ly
-própria (veja definição B.2.1). Com isto, pela

proposição B.2.3, segue que µw0
Θ∗

Ly
admite uma desintegração, ou seja, existe uma

aplicação mensurável x ∈ X 7−→
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x
∈M+

(
FΘ∗

Ly
Q
)

tal que

µw0
Θ∗

Ly
(·) =

∫

X

(
µw0

Θ∗

Ly

)
x
(·)dν(x).

Lema 3.1.6 Para ν-quase todo x ∈ X, a desintegração de µw0
Θ∗

Ly
possui suporte em

{ξ∗(x)}, isto é,
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x

possui suporte em {ξ∗(x)}.

Demonstração: Considere o seguinte boreliano em FΘ∗

Ly
Q:

A = {im ξ∗}c = FΘ∗

Ly
Q\ {im ξ∗} .

Logo,

µw0
Θ∗

Ly
(A) = µw0(π−1

Θ∗

Ly
(A)) = µw0(FQ\st(w0)) = 0.

Entretanto,

0 = µw0
Θ∗

Ly
(A) =

∫

X

(
µw0

Θ∗

Ly

)
x
(A)dν(x).

Pela proposição B.2.3,
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x

possui suporte sobre π−1(x). Com isto, conclui-se

que
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x
(F∗Q\ξ∗(x)) = 0, para ν-quase todo x ∈ X.

Com isto, conclui-se o seguinte resultado.

Proposição 3.1.7 Considere a projeção canônica πΘ∗

Ly
: FQ −→ FΘ∗

Ly
Q e µw0 uma

medida repulsora em FQ. Então, µw0
Θ∗

Ly
= πΘ∗

Ly∗
µw0 é uma medida pontual, isto é, os

elementos da desintegração em cada fibra são medidas de Dirac.

Pela proposição acima, tem-se que qualquer medida atratora do fluxo φ−t no

fibrado flag do seu tipo parabólico é pontual. Ou seja,
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x

é uma medida de
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Dirac em ξ∗(x). Denota-se tal medida por δξ∗(x) :=
(
µw0

Θ∗

Ly

)
x
. Dessa forma, ainda

tem-se a unicidade de µw0
Θ∗

Ly
.

Corolário 3.1.8 Existe uma única medida atratora e pontual µw0
Θ∗

Ly
para o fluxo

reverso φ−t em FΘ∗

Ly
Q. Ou seja, tal medida admite a seguinte desintegração

µw0
Θ∗

Ly
(·) =

∫
δξ∗(x)(·)dν(x).

Ainda tem-se, como consequência imediata, que tomando o fluxo reverso a φ−t,

existe uma única medida atratora e pontual de φt em FΘLy
Q. Dessa forma, segue o

resultado.

Corolário 3.1.9 Existe uma única medida atratora e pontual µ1
ΘLy

de φt no seu

fibrado flag FΘLy
Q. Portanto,

µ1
ΘLy

(·) =

∫
δξ(x)(·)dν(x),

onde δξ(x) é a medida de Dirac em ξ(x).

3.2 Condições necessárias e suficientes

Seja π : Q −→ X, fibrado principal cont́ınuo com grupo estrutural G semi-

simples e base X, espaço métrico compacto munido de uma medida ergódica ν tal

que supp ν = X. Dado φt um fluxo cont́ınuo em Q, invariante à direita, considere

as seguintes afirmações:

1. Seção limitada: A função hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν mensurável e

φt-invariante, correspondente à seção de Oseledets χLy : Ω −→ Q×GAd(G)H+
ν ,

é limitada em π−1
R (Ω), onde πR : R −→ X é uma K-redução de Q;

2. Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergódicas: Para

cada medida ρ ∈ Pinv(X) ergódica, seja H+
ρ o expoente polar associado a ρ.

Defina

ΘLy(ρ) =
{
α ∈ Σ : α(H+

ρ ) = 0
}
.
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Então, ΘLy(ρ) ⊂ ΘLy(ν), onde denota-se ΘLy por ΘLy(ν) para deixar claro a

medida ergódica sobre X que está sendo tomada;

3. Medidas atratoras associadas a outras medidas ergódicas na base: Se-

jam ρ ∈ Pinv(X) medida ergódica e Y = supp ρ. Denote por

attΘLy
(ν) = suppµ1

ΘLy
, onde µ1

ΘLy
é a medida atratora em FΘLy

Q. Sendo

π : FΘLy
Q −→ X, denote por E(ρ) o conjunto das medidas ergódicas com

suporte em π−1(Y ) ∩ attΘLy
(ν) que se projetam em ρ. Então, as medidas em

E(ρ) são atratoras para φ, isto é, se θ ∈ E(ρ), então

∫
qdθ′ ∈ cl a+,

onde πΘLy∗

θ′ = θ, πΘLy
: FQ −→ FΘLy

Q.

Note que E(ρ) 6= ∅. De fato, como ρ é uma medida ergódica na base, segue do

corolário B.1.9 que existe um conjunto de medida total em X tal que µx = ρ,

onde x é regular. Tomando πΘLy
: FQ −→ FΘLy

Q a fibração entre os fibrados

flag, tem-se pelo lema B.1.7 e pelo teorema B.1.3 que, pode-se escolher ξ ∈ FQ

tal que

λ(ξ) =

∫
qdµξ ∈ cl a+,

onde π ◦ πΘLy
(ξ) = x e π∗(πΘLy∗

µξ) = ρ. Além disso, usando o argumento

de convexidade da demonstração da proposição 3.1.2, prova-se que as decom-

posições ergódicas θn de µξ, onde η ∈ A, µξ(A) = 1, são tais que πΘLy∗

θη é

uma medida ergódica com suporte em π−1(Y ) ∩ attΘLy
(ν) que se projeta em

ρ.

O principal objetivo deste caṕıtulo é mostrar que tais condições são necessárias

e suficientes para que a decomposição de Morse coincida com a decomposição de

Oseledets. Assim, a partir de agora, o seguinte teorema será mostrado.

Teorema 3.2.1 Tem-se que ΘLy = ΘMo se, e somente se, as condições 1, 2 e 3

enunciadas anteriormente são válidas.
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3.3 As condições são necessárias

Supondo que ΘLy = ΘMo, prova-se a seguir que as condições 1, 2 e 3 são válidas.

Seção limitada

Inicialmente, observe que como a base X é compacta, a condição 1 não depende

da K-redução tomada.

Agora, como ΘLy = ΘMo, segue que hLy possui uma extensão cont́ınua a R,

dada por hMo. Pela continuidade de hMo e compacidade de π−1
R (Ω) (tome em X a

σ-álgebra de Borel dos subconjuntos fechados de X), segue o resultado.

Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergódicas

Sejam ρ ∈ Pinv(X) medida ergódica e Y = supp ρ. Denote por ΘMo(Y ) o tipo

parabólico de Morse associado ao fluxo restrito a Y . Dessa forma, ΘMo(Y ) ⊂ ΘMo,

visto que as componentes transitivas por cadeia do fluxo restrito a Y estão con-

tidas nas componentes sobre X. Note ainda que, como Y = supp ρ, tem-se que

ΘLy(ρ) ⊂ ΘMo(Y ). Logo,

ΘLy(ρ) ⊂ ΘMo(Y ) ⊂ ΘMo = ΘLy(ν),

como era esperado.

Medidas atratoras associadas a outras medidas ergódicas na base

Inicialmente, note que desde que ΘLy = ΘMo, tem-se que M+
ΘMo

= stΘLy
(1). A

componente atratora de MorseM+
ΘMo

em FΘLy
Q é pontual, isto é, é dada pela seção

ξ : X −→ FΘLy
Q (veja corolário 2.3.14). Assim, pelo corolário B.1.6,

attΘLy
(ν) ⊂ M+

ΘMo
. Além disso, como µ1

ΘLy
(stΘLy

(1)) = 1, segue claramente que

M+
ΘMo
⊂ attΘLy

(ν) e, portanto,M+
ΘMo

= attΘLy
(ν).

Ainda tem-se pelo corolário 7.6 de [30] que, se λ ∈ ΛMo(M
+), então existe

w ∈ WΘMo
tal que w−1λ ∈ cl a+.
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Agora, seja θ ∈ E(ρ). Então,

∫
qdθ′ é um expoente de Lyapunov, onde θ′ é

uma medida ergódica tal que πΘLy∗

θ′ = θ e com suporte contido em M+, já que

M+ = π−1
ΘLy

(
M+

ΘMo

)
, πΘ : FQ −→ FΘQ. Pela invariância dos a-expoentes de

Lyapunov sobre o grupo de Weyl (veja corolário 6.8 de [30]), segue que w−1

∫
qdθ′

também é um a-expoente de Lyapunov para o fluxo.

Como ΛΘLy
(M+) ⊂ ΛMo(M

+) (veja teorema 3.2, item 6, de [30]); logo

w−1

∫
qdθ′ ∈ cl a+, como era desejado.

3.4 As condições são suficientes

Defina A = attΘLy
(ν). O objetivo é mostrar que o conjunto A, dado pelo suporte

da única medida atratora em FΘLy
Q, juntamente com um dado conjunto B, definido

a seguir, formam um par atrator-repulsor.

Lema 3.4.1 Tem-se que A é o fecho da imagem da aplicação mensurável

ξ : Ω −→ FΘLy
Q obtida na corolário 2.3.14, isto é,

A = cl(im ξ).

Demonstração: Seja ζ ∈ A. Logo, existe um aberto U contendo ζ tal que

µ1
ΘLy

(U) > 0. Desde que µ1
ΘLy

(stΘLy
(1)) = 1 e stΘLy

(1) = im ξ, segue que U∩ im ξ 6= ∅

e, assim, ξ ∈ cl(im ξ).

Agora, seja um aberto U contendo um elemento ζ ∈ FΘLy
Q tal que U ∩ im ξ 6= ∅.

Como supp ν = X, considere um aberto V contendo π(ζ) = x de tal modo que

ν(V ) > 0 e π−1
ΘLy

(V ) ⊆ U . Com isto, 0 < µ1
ΘLy

(U), mostrando que ζ ∈ A.

Dada a aplicação ξ∗ : Ω −→ FΘ∗

Ly
Q (veja proposição 2.3.13), note que A é o

fecho dos elementos opostos à imagem de ξ∗; portanto, o expoente de Lyapunov em

tais pontos pertence à câmara positiva.

Agora, defina B como sendo o fecho dos elementos não-opostos à imagem de

de ξ∗. Neste caso, B é o fecho dos elementos cujos expoentes de Lyapunov não
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pertencem à câmara positiva, ou seja,

B = πΘLy

(
cl

⋃

w 6=1, x∈Ω

st(x,w)

)
.

Lema 3.4.2 Os conjuntos A e B são φt-invariantes, compactos e disjuntos.

Demonstração: A invariância de A e B segue claramente da invariância dos con-

juntos stΘLy
(w). Devido à compacidade de FΘLy

Q, tem-se que A e B são conjuntos

compactos.

Pela condição 1, hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν é limitada em π−1

R (Ω). Assim, o

fecho da imagem de hLy, cl(imhLy), é compacto em Ad(G)H+
ν . Dessa forma,

o conjunto cl(imχLy), imagem de π−1
R (Ω) × cl(imhLy) pela aplicação quociente

Q× Ad(G)H+
ν −→ Q×G Ad(G)H+

ν , é compacto em AΘLy
= Q×G Ad(G)H+

ν . Pela

identificação (2.7), cl(imχLy) é compacto em Q ×G OΘLy
. Tomando as projeções

sobre FΘLy
Q e FΘ∗

Ly
Q, obtém-se os conjuntos compactos cl(im ξ) e cl(im ξ∗), respec-

tivamente. Como, pelo lema 3.4.1, A = cl(im ξ), e OΘLy
é formada por elementos

opostos, segue que os elementos de A são opostos aos elementos de cl(im ξ∗). Os

elementos de B não são opostos aos elementos de im ξ∗ e, portanto, não são opostos

aos elementos de cl(im ξ∗). Logo, A e B são disjuntos.

Lema 3.4.3 Defina A′ = π−1
ΘLy

(A) e B′ = π−1
ΘLy

(B), onde πΘLy
: FQ −→ FΘLy

Q.

Sendo q(ξ) = a(1, ξ), as seguintes afirmações são válidas:

i)

∫
qdµ ∈ cl a+, onde µ é uma medida ergódica com suporte em A′;

ii)

∫
qdµ /∈ cl a+, onde µ é uma medida ergódica com suporte em B′.

Demonstração: Sejam µ é uma medida ergódica em FQ e ρ := (π◦πΘLy
)∗µ medida

ergódica na base.

Supondo que µ tenha suporte em A′, segue que supp πΘLy∗
µ ⊆ π−1(Y ) ∩ A, onde

Y = supp ρ. Assim, pela condição 3,

∫
qdµ ∈ cl a+.
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Agora, suponha que µ é uma medida ergódica em FQ com suporte em B′. Desde

que ΘLy(ρ) ⊂ ΘLy(ν), pela condição 2, tem-se que a medida ergódica em FΘLy(ρ)Q

que fornece o expoente de Lyapunov em cl a+ é única (veja corolário 3.1.9) e possui

suporte em A′. Desde que A e B são disjuntos, segue que

∫
qdµ /∈ cl a+.

3.4.1 ω-limites

Seja ξ ∈ FΘLy
Q\B tal que x = πΘLy

(ξ), onde πΘLy
: FΘLy

Q −→ X. Considere os

seguintes casos:

A órbita O(x) de x é periódica

Supondo que a órbita O(x) de x é periódica então a teoria de Floquet garante

que a decomposição de Oseledets coincide com a decomposição de Morse sobre O(x).

Proposição 3.4.4 Para o fluxo φ restrito à órbita periódica O(x), a decomposição

de Morse coincide com a decomposição de Oseledets em FQ.

Demonstração: Suponha que a órbita O(x) é T -periódica. Com isto, segue que

φt(x) = φt+T (x), para todo t ∈ T. Assim, existe g(t) ∈ G tal que

φt+T (q) = φt(q)g(t), com π(q) = x. Note que, desde que a ação de G em Q é

livre, g(t) := g = g(T ), para −T < t < T . Como, para t ∈ T, t = t0 + mT , para

algum m ∈ N e −T < t0 < T , segue que

φt(q) = φt0(q)g
m.

Desta forma, o fibrado Q restrito à órbita O(x) é identificado ao fibrado trivial

O(x) × G −→ O(x). Observe ainda que, para tempo discreto, a órbita O(x) é um

conjunto finito e, para tempo cont́ınuo, a órbita coincide com o ćırculo S1. Assim,

o fluxo sobre O(x) pode ser reescrito como

φt(s, a) = (s+ t, gta), s ∈ O(x), a ∈ G.
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Com isto, o fibrado flag maximal restrito à O(x) é identificado a O(x)×F e o fluxo

induzido neste espaço é dado por φt(s, x) = (s+ t, gtx), s ∈ O(x), x ∈ F.

Tomando a decomposição multiplicativa de Jordan de g = ehu ∈ G (veja seção 4.1),

onde existe uma decomposição de Iwasawa tal que h = exp(H) ∈ clA+, segue que

os conjuntos

M(H,w) = {(s, x) : s ∈ O(x) e x ∈ fixΘ(H,w)}

formam a decomposição de Morse mais fina para φt : FQ −→ FQ.

Agora, note que todo ponto emO(x) é regular, já que o conjunto dos pontos regulares

na base é invariante pelo fluxo. De fato, se o tempo é discreto, uma órbita periódica

é um conjunto finito com a medida de contagem. Desse modo, o único conjunto de

medida total é o conjunto todo. Já, para tempo cont́ınuo, a órbita é um ćırculo e,

da mesma forma, o único conjunto de medida positiva é todo o ćırculo. Portanto,

pelo que foi visto no caṕıtulo 2,

{M(H,w) : w ∈ WH\W}

é a decomposição de Oseledets para φt em FQ.

Restringindo o fluxo a O(x), a componente atratora de Morse está contida em

A, enquanto que as demais componentes estão em B. Portanto, ω(q · v) ⊂ A, se

q · v /∈ B.

A órbita O(x) de x não é periódica

Agora, se O(x) não é uma órbita periódica, então a aplicação t 7−→ φt(x) é

injetora, isto é, os pontos da sequência xt = φt(x) são distintos dois a dois.

Pela condição 1, hLy : π−1(Ω) −→ Ad(G)H+
ν é limitada em π−1

R (Ω). Assim, o

fecho da imagem de hLy, cl(imhLy), é compacto em Ad(G)H+
ν e, por conseguinte,

a imagem cl(imχLy) de π−1
R (Ω) × cl(imhLy) sobre AΘLy

= Q ×G Ad(G)H+
ν é com-

pacta. Note que a fibra sobre x intercepta o fecho da imagem de χLy, visto que

χLy está definida no conjunto dos elementos regulares, que é denso em X. Tome

η ∈ (AΘLy
)x ∩ cl(imχLy).
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A órbita de η sobre a órbita-não periódica O(x) é dada pela seguinte sequência

O(η) = {ηt = φt(η) : t ∈ T} ⊂ AΘLy
.

Note que tal órbita define uma seção sobre O(x), que a cada xt ∈ O(x) associa

ηt ∈ O(η), com g : π−1 (O(x)) −→ Ad(G)H+
ν a função equivariante e φt-invariante

correspondente.

Usando a identificação Ad(G)H+
ν ≃ G/ZΘLy

, seja g−1(H+
ν ) ⊂ Q a ZΘLy

-redução

sobre O(x), invariante pelo fluxo. Esse fibrado é trivial, pois é sobre T (neste caso,

T = R ou Z). Isto é, existe uma seção global s : O(x) −→ g−1(H+
ν ) satisfazendo a

seguinte equação

φt(s(y)) = s(φt(y)) · gt, (3.1)

com y ∈ O(x) e gt ∈ ZΘLy
.

Pela identificação de Ad(G)H+
ν com a órbita G-adjunta aberta e densa OΘLy

em

FΘLy
× FΘ∗

Ly
, as projeções em cada componente definem aplicações OΘLy

π1−→ FΘLy

e OΘLy

π2−→ FΘ∗

Ly
, que por sua vez induzem projeções Q ×G OΘLy

π1−→ FΘLy
Q e

Q ×G OΘLy

π2−→ FΘ∗

Ly
Q, entre os fibrados associados. Dessa forma, as projeções da

seção O(η) define seções em FΘLy
Q e FΘ∗

Ly
Q, que são denotadas por O(ξ) e O(ξ∗),

respectivamente, como mostra o seguinte diagrama (note que π1(η) = ξ).

O(ξ)

O(x) // O(η)

π1

;;vvvvvvvvv

π2

##HH
HH

HH
HH

H

O(ξ∗)

Note que ambas as seções são invariantes e mutuamente opostas, fibra a fibra.

Além disso, O(ξ) ⊂ A e o conjunto dos elementos não-opostos a O(ξ∗) está contido

em B.
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Em termos da ZΘLy
-redução g−1(H+

ν ), tais seções são dadas da seguinte maneira:

O(η) = g−1(H+
ν ) ·H+

ν = {p ·H+
ν : p ∈ g−1(H+

ν )} ,

O(ξ) = g−1(H+
ν ) · bΘLy

=
{
p · bΘLy

: p ∈ g−1(H+
ν )
}
,

O(ξ∗) = g−1(H+
ν ) · bΘ∗

Ly
=

{
p · bΘ∗

Ly
: p ∈ g−1(H+

ν )
}
,

onde bΘLy
e bΘ∗

Ly
são as origens de FΘLy

e FΘ∗

Ly
, respectivamente.

Seja T v(FΘLy
Q) −→ FΘLy

Q o fibrado vetorial cujas fibras são os espaços tan-

gentes às fibras do fibrado flag FΘLy
Q −→ X. Considere a restrição do fibrado

T v(FΘLy
) somente às fibras de O(ξ).

Lema 3.4.5 O fibrado vetorial T v (O(ξ)) −→ O(ξ) é dado pelo seguinte fibrado

associado

T v (O(ξ)) = g−1(H+
ν )×ZΘLy

n−
ΘLy

,

onde a ação de ZΘLy
em n−

ΘLy
é dada pela representação adjunta.

Demonstração: A prova segue do fato que O(ξ) =
{
p · bΘLy

: p ∈ g−1(H+
ν )
}

e de

que T (FΘLy
) = n−

ΘLy
.

Como foi feito no apêndice A, denote por ψv
t o fluxo linear induzido no fibrado

vetorial T v (O(ξ)) (está bem definido, visto que g é φt-invariante). Tomando

s : O(x) −→ g−1(H+
ν )

a seção global de g−1(H+
ν ), tem-se para v = s(y) · Y ∈ T v (O(ξ)), onde y ∈ O(x) e

Y ∈ n−
ΘLy

, que

ψv
t (v) = φt(s(y)) · Y = s(φt(y))gt · Y

= s(φt(y)) · Ad(gt)Y,

onde foi usado a equação (3.1) e a proposição A.4.1.
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Escrevendo a decomposição de Iwasawa de gt = utatnt ∈ KΘLy
AN+(ΘLy), obser-

ve que

‖ψv
t (v)‖ = ‖Ad(gt)Y ‖θ

= ‖Ad(ut) ◦ Ad(at) ◦ Ad(nt)Y ‖θ

= ‖Ad(at)Y ‖θ ,

já que N+(ΘLy) centraliza n−
ΘLy

e Ad(ut)
∣∣
n
−

ΘLy

é Bθ-isometria (veja novamente a

proposição A.4.1).

Proposição 3.4.6 O espectro de Lyapunov para o fluxo ψv
t em T v (O(ξ)) é dado

pelo espectro da aplicação adjunta de ΛΘLy
(ν) em n−

ΘLy
. Portanto, para v ∈ T v (O(ξ)),

lim
t→+∞

‖ψv
t (v)‖ = 0.

Demonstração: Sabe-se que n−
ΘLy

= span {H−α : α ∈ Π+\〈Θ〉}. Dessa forma, para

ξ′ = s(y) · bΘLy
∈ O(ξ) e v = s(y) ·H−α ∈ (T v (O(ξ)))ξ′ , segue que

‖ψv
t (v)‖ = ‖Ad(at)H−α‖θ = e−α(log at).

Assim,

lim
t→+∞

1

t
log ‖ψv

t (v)‖ = −α

(
lim

t→+∞

1

t
log at

)
= −α

(
lim

t→+∞

1

t
a(t, ζ)

)
,

onde π ◦ πΘLy
(ζ) = y. Usando o fato de que ξ′ ∈ O(ξ) ⊂ A, conclui-se que

λ(ζ) = lim
t→+∞

1

t
a(t, ζ) =

∫
qdµ,

onde µ é uma medida ergódica com suporte em A′ = π−1
ΘLy

(A). Entretanto, pelo

lema 3.4.3, item i), λ(ζ) =

∫
qdµ ∈ cl a+. Logo, os expoentes de Lyapunov de ψv

t

em T v(O(ξ)) são negativos e, assim, o resultado segue pelo corolário 1.2.3.

Considere a seguinte célula aberta de Bruhat no fibrado FΘLy
Q,

g−1(H+
ν ) ·N−

ΘLy
bΘLy

=
⋃

p∈g−1(H+
ν )

p ·
(
N−

ΘLy
bΘLy

)
,

ou ainda, uma vizinhança de ξ ∈ FΘLy
Q\B.
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Proposição 3.4.7 Se ξ′ ∈ g−1(H+
ν ) ·N−

ΘLy
bΘLy

, então ω(ξ′) ⊂ A. Portanto, A é um

conjunto atrator.

Demonstração: Escreva ξ′ ∈ g−1(H+
ν ) ·N−

ΘLy
bΘLy

como ξ′ = s(y) ·(expY )bΘLy
, com

y ∈ O(x) e Y ∈ n−
ΘLy

. Então, pela equação (3.1),

φt(ξ
′) = φt (s(y)) · (expY )bΘLy

= s(φt(y)) · gt(expY )bΘLy
, gt ∈ ZΘLy

.

Entretanto,

gt(expY )bΘLy
= gt(expY )g−1

t bΘLy
= (exp Ad(gt)Y ) bΘLy

.

Desde que ‖ψv
t (v)‖ = ‖Ad(gt)Y ‖θ, tem-se pela proposição anterior que

(exp Ad(gt)Y )→ 0, isto é, gt(expY )bΘLy
→ bΘLy

. Logo, para t→ +∞,

d
(
φt(s(y)) · bΘLy

, φt(ξ
′)
)
→ 0,

onde d é a métrica dada na proposição 2.2 de [3]. Dessa forma, ω(ξ′) = ω(s(y)·bΘLy
).

Desde que s(y) · bΘLy
∈ A e A é fechado e invariante, segue que ω(s(y) · bΘLy

) ⊂ A.

3.4.2 ω∗-limites

Na mesma situação da subseção anterior, tomando uma órbita não-periódica e

revertendo o tempo, obtém-se os ω∗-limites. Para isso, considere o seguinte lema.

Lema 3.4.8 Existe uma seção limitada s : O(x) −→ g−1(H+
ν ) do fibrado trivial

g−1(H+
ν ) −→ O(x).

Demonstração: Como, pela condição 1, hLy : π−1
R (Ω) −→ Ad(G)H+

ν é limi-

tada, é fácil ver que a aplicação g : π−1(O(x)) −→ Ad(G)H+
ν é limitada em

π−1
R (O(x)) := π−1(O(x)) ∩ R, visto que a imagem está contida no fecho da ima-

gem de hLy.
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Seja uma seção u : O(x) −→ π−1
R (O(x)) do fibrado trivial π−1

R (O(x)) −→ O(x).

Desde que u(t) ∈ π−1
R (O(x)), segue que g(u(t)) é uma sequência limitada no espaço

homogêneo Ad(G)H+
ν . Logo, existe uma sequência limitada gt ∈ G tal que

g(u(t)) = gtH
+
ν .

Defina s : O(x) −→ g−1(H+
ν ) por s(t) = u(t) · gt. Note que s está bem definida e

desde que R e gt são limitados, segue que s é limitada em Q.

Proposição 3.4.9 Se ξ′ ∈ g−1(H+
ν ) · N−

ΘLy
bΘLy
\A, então ω∗(ξ′) ⊂ B, ou seja, B é

um conjunto repulsor.

Demonstração: Seja tn → −∞ uma sequência tal que (φtn(ξ′)) é uma sequência

convergente em FΘLy
Q. Logo, (π(φtn(ξ′))) = (φtn(y)), π(ξ′) = y, converge em X e,

desde que s(φtn(y)) é limitada em Q, passando a subsequência, pode-se supor, por

abuso de notação, que s(φtn(y)) converge em Q.

Escrevendo ξ′ = s(y) · (expY )bΘLy
, onde Y ∈ n−

ΘLy
e Y 6= 0 (pois ξ′ /∈ A). Assim, de

(3.1),

φtn(ξ′) = φtn(s(y)) · (expY )bΘLy
= s(φtn(y)) · gtn(expY )bΘLy

.

Desde que FΘLy
é uma variedade compacta, passando novamente a uma subsequência,

pode-se supor que gtn(expY )bΘLy
converge a ξ1 ∈ FΘLy

, por abuso de notação. Logo,

(exp Ad(gtn)Y )bΘLy
→ ξ1, quando tn → −∞.

Entretanto, ‖Ad(gtn)Y ‖θ → ∞ em n−
ΘLy

, pois os expoentes de Lyapunov do fluxo

linear induzido ψv
t no fibrado flag linearizado T v(O(ξ)) para o tempo reverso são

positivos (veja corolário 1.2.4). Dessa forma, ξ1 está no complementar da célula de

Bruhat determinada por bΘ∗

Ly
(a origem do flag dual). Portanto, s(φtn(y)) · ξ1 ∈ B.

Sendo p = lim
tn→−∞

s(φtn(y)), segue que lim
tn→−∞

φtn(ξ′) = p · ξ1, o que implica que

ω∗(ξ′) ⊂ B, já que B é fechado.

78



3.4.3 Conclusão da demonstração

Nas seções anteriores, mostrou-se que (A,B) formam um par atrator-repulsor.

Assim, segue o resultado.

Corolário 3.4.10 Nas condições anteriores, isto é, (A,B) é um par atrator-repulsor,

tem-se que ΘMo ⊂ ΘLy. Portanto, ΘMo = ΘLy.

Demonstração: Pelo teorema 1.1.7, {A,B} define uma decomposição de Morse

em FΘLy
Q. Logo,

M+
ΘLy
⊂ A, (3.2)

já que
{
MΘLy

(w) : w ∈ WΘMo
\W/WΘLy

}
é a decomposição de Morse mais fina em

FΘLy
Q.

Por outro lado,

A ⊂ stΘLy
(1). (3.3)

Logo, de (3.2) e (3.3), M+
ΘLy
⊂ stΘLy

(1), implicando que M+
ΘLy

= stΘLy
(1). Com

isto, ΘMo = ΘLy, visto que as duas decomposições são dadas por elementos da

álgebra de Lie, isto é, por seções num fibrado cuja fibra é uma órbita adjunta, que

por sua vez é definida pelo tipo parabólico.

Exemplo: Considere a seguinte aplicação

A : S1 −→ Sl(2,R)

θ 7−→ A(θ) =

(
cos 2πθ −sen 2πθ

−sen 2πθ cos 2πθ

)


γ 0

0
1

γ


 ,

onde γ > 1 é fixado. Defina a seguinte dinâmica no fibrado vetorial

π : S1 × R2 −→ S1 associada à aplicação A:

φn : S1 × R2 −→ S1 × R2

(θ, v) 7−→ φn(θ, v) = (Rθ(n), An
θ (v)),

79



onde Rθ(n) := n+ θ é a rotação do ângulo θ ∈ S1 e

An
θ = A

(
Rn−1

α (θ)
)
. . . A (Rα(θ))A (θ) ,

= A (θ + (n− 1)α) . . . A (θ + α)A (θ) , α ∈ S1.

Observe que os expoentes de Lyapunov nesse fibrado dependem apenas dos pontos

no fibrado projetivo S1 × P (R2).

Considere B(S1 × R2) −→ S1 o fibrado das bases de S1 × R2, um fibrado principal

com grupo estrutural Gl(2,R). Assim, denote por F (S1 × R2) = B(S1×R2)×Gl(2,R)F

o fibrado associado a B(S1 × R2), onde F é a variedade flag maximal de Gl(2,R).

Pelo teorema 3.1 de [14], se α ∈ S1 − (Q/Z), então

lim
n→+∞

1

n
log ‖An

θ‖ ≥ log

(
γ

2
+

1

2γ

)
,

para ν-quase todo θ ∈ S1, onde ν é a única medida de probabilidade invariante na

base S1. Com isto, conclui-se que existem dois expoentes de Lyapunov distintos e,

portanto, ΘLy = ∅. Além disso, pelo teorema 6.1 de [14], o fluxo é transitivo por

cadeias em S1 × P (R2) e, assim, ΘMo = Σ.

Note que as condições 2 e 3 do teorema 3.2.1 são trivialmente satisfeitas, pois só

existe uma única medida de probabilidade invariante na base.

Entretanto, pelas proposições das seções 4.1.6 e 4.1.7 de [15], tem-se que os ângulos

entre as componentes de Oseledets são arbitrariamente pequenos. Dessa forma,

‖An
θ (v)‖, v ∈ st(w), não é limitada, ou seja, a seção de Oseledets não é limitada.

Portanto, a condição 1 é necessária.
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Caṕıtulo 4

Decomposição de Morse para

Transformações de Calibre

Seja um fluxo cont́ınuo φt, t ∈ T = R ou Z, invariante à direita, em um fibrado

principal Q −→ X com grupo estrutural semi-simples de tal forma que o fluxo in-

duzido na base seja a identidade. Neste caso, tal fluxo é dito fluxo de transformações

de calibre. Dessa forma, tem-se condições para obter uma decomposição de Morse

deste fluxo em cada fibra do fibrado flag FΘQ = Q ×G FΘ, fibrado associado a Q

com fibra t́ıpica FΘ.

Neste caṕıtulo, analisa-se quando a união dessas componentes de Morse fibra a

fibra fornecem uma decomposição em todo o fibrado e qual a sua relação com a

decomposição de Morse mais fina obtida no fibrado flag FΘQ (veja teoremas 1.1.14

e 1.1.15).

4.1 Decomposicão de Jordan

Nesta seção, serão vistos alguns resultados sobre as decomposições aditiva e

multiplicativa de Jordan de grande utilidade nas próximas seções. As principais

referências usadas aqui são seção 7, caṕıtulo IX de [13] e [11].

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Um elemento X ∈ gl(V ) é
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dito semi-simples se visto como um elemento de gl(VC) é conjugado a uma matriz

diagonal, onde VC é o complexificado de V . Por outro lado, um elemento X ∈ gl(V )

é diagonalizável (ou semi-simples real) se é conjugado a uma matriz diagonal.

Considere g ∈ Gl(V ) matriz semi-simples. Neste caso, o elemento g é dito eĺıptico

se todos os seus autovalores possuem módulo 1. Por outro lado, g é dito hiperbólico

se todos os seus autovalores são estritamente positivos.

Dado X ∈ gl(V ), pode-se escrever X = E + H + N de maneira única, onde

E ∈ gl(V ) é semi-simples (com autovalores imaginários), H ∈ gl(V ) é diagonalizável

e N ∈ gl(V ) é nilpotente. Além disso, as aplicações lineares E, H e N comutam

entre si. Tal decomposição é dita decomposição aditiva de Jordan (veja caṕıtulo III

de [13]).

Um elemento g ∈ Gl(V ) pode ser escrito unicamente como

g = ehu,

onde e, h, u ∈ Gl(V ) são as componentes eĺıptica, hiperbólica e unipotente (ou seja,

u − 1 é nilpotente), respectivamente, e tais aplicações lineares comutam entre si

(veja lema 7.1, caṕıtulo IX, pág. 430 de [13]). A decomposição de g ∈ Gl(V ) é dita

decomposição multiplicativa de Jordan. Tem-se ainda pelo teorema 7.2, caṕıtulo

IX, pág. 431 de [13], que a aplicação e ∈ Gl(V ) é uma isometria com relação a

algum produto interno em V e u ∈ Gl(V ) é a exponencial de uma aplicação linear

nilpotente em gl(V ).

Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real. Dado um elemento X ∈ g, diz-se

que

X = E +H +N

é a decomposição de Jordan de X ∈ g se ad(X) = ad(E) + ad(H) + ad(N) é a

decomposição aditiva de Jordan de ad(X) ∈ gl(g). Neste caso, E, H e N comutam,

são únicas e, são chamadas, respectivamente, de componentes eĺıptica, hiperbólica

e nilpotente de X.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [11], lema 3.1, item i), e será de

grande utilidade na forma das decomposições de Morse para as transformações de
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calibre.

Lema 4.1.1 Seja g uma álgebra de Lie semi-simples. Para cada X ∈ g, existe uma

decomposição de Jordan

X = E +H +N

de forma que existe uma decomposição de Iwasawa g = k ⊕ a ⊕ n, onde E ∈ kH e

H ∈ cl a+.

Para um grupo de Lie conexo e semi-simples G, g = ehu ∈ G é a decomposição

multiplicativa de Jordan se

Ad(g) = Ad(e)Ad(h)Ad(u)

é a decomposição multiplicativa de Jordan em Gl(g).

4.2 Decomposição de Morse em flags fibra a fibra

Seja g uma álgebra de Lie semi-simples e π : Q −→ X fibrado principal com

grupo estrutural G semi-simples. Considere φt um fluxo cont́ınuo em Q, invariante

à direita, de tal forma que o fluxo induzido na base X é a identidade.

Dessa forma, existe uma função f : Q −→ G tal que

φ(q) = qf(q),

onde φ é o fluxo em Q no tempo t = 1. Isto se deve ao fato de que como o fluxo

induzido na base é a identidade segue que π(q) = π(φ(q)), para cada q ∈ Q. Observe

ainda que

f(qg) = g−1f(q)g. (4.1)

De fato, pela definição de f , φ(qg) = (qg) f(qg). Entretanto,

φ(qg) = φ(q)g = qf(q)g.

Como a ação de G em Q é livre, segue o resultado.
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Dessa forma, para t ∈ T, tem-se que φt(q) = qf(q)t. No caso de tempo discreto,

segue que

f(q)n =





f(q) . . . f(q)︸ ︷︷ ︸
n vezes

, t > 0

f(q)−1 . . . f(q)−1

︸ ︷︷ ︸
n vezes

, t < 0.

Neste caso, a decomposição multiplicativa de Jordan de f(q) = e(q)h(q)u(q) ∈ G é

tal que Ad (e(q)), Ad (h(q)) e Ad (u(q)) são as componentes eĺıptica, hiperbólica e

unipotente em Gl(g), respectivamente.

Já no caso de tempo cont́ınuo, f(q)t = exp(tX(q)) é o fluxo induzido em G pelo

campo vetorial à direita X(q)r(a) = X(q)a, a ∈ G, obtendo, dessa forma, uma

aplicação X : Q −→ g. Pelo lema 4.1.1, para cada q ∈ Q,

X(q) = E(q) +H(q) +N(q)

é decomposição de Jordan de X(q) ∈ g, onde existe g = k(q) ⊕ a(q) ⊕ n(q)+, de-

composição de Iwasawa de g, tal que E(q) ∈ kH(q) e H(q) ∈ cl a(q)+. Dessa forma,

tem-se a seguinte decomposição de Jordan de f(q) ∈ G,

f(q) = e(q)h(q)u(q), (4.2)

onde e(q) = exp(E(q)), h(q) = exp(H(q)) e u(q) = exp(N(q)) pela unicidade

da decomposição multiplicativa de Jordan em Gl(g). Desde que E(q) ∈ kH(q)

e H(q) ∈ cl a(q)+, tem-se que as componentes de Jordan de f(q) pertencem a

ZH(q) = KH(q)AN
+
H(q).

Lema 4.2.1 Para q ∈ Q e g ∈ G, f(qg) = exp (Ad(g−1)X(q)) e, portanto,

X(qg) = Ad(g−1)X(q).

Demonstração: Pela equação (4.1), segue que

f(qg) = g−1 exp(X(q))g = exp
(
Ad(g−1)X(q)

)
.

Analogamente, para as componentes da decomposição multiplicativa de Jordan,

f(qg) = exp
(
Ad(g−1)E(q)

)
exp

(
Ad(g−1)H(q)

)
exp

(
Ad(g−1)N(q)

)
,
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onde E(q), H(q) e N(q) são as componentes da decomposição de X(q) ∈ g. Logo,

X(qg) = Ad(g−1)E(q) + Ad(g−1)H(q) + Ad(g−1)N(q). Assim, pela unicidade da

decomposição de X(qg), conclui-se que X(qg) = Ad(g−1)X(q).

Ao longo do caṕıtulo, denota-se X(qg) = Ad(g−1)X(q) := g−1X(q).

Sejam Θ ⊂ Σ e FΘ a variedade flag de tipo Θ. Defina a representação

ρ : G −→ Gl (
∧p

g), onde p = dim pΘ, induzida pela representação adjunta, ou

seja,

ρ(g)(X1 ∧ · · · ∧Xp) := Ad(g)X1 ∧ · · · ∧ Ad(g)Xp, (4.3)

onde g ∈ G e Xi ∈ g, i = 1, . . . , p.

Note que, para t ∈ Z, é claro que ρ(f(q)t) = ρ(f(q))t. Para t ∈ R, defina

ρ(f(q))t := exp(td1ρ(X(q))), onde d1ρ : g −→ gl (
∧p

g) é a representação infinitesi-

mal de ρ. Desse modo,

ρ(f(q)t) = ρ(exp(tX(q))) = ρ(f(q))t.

Seja a imersão de Plücker dada por

i : L ∈ Grp(g) 7−→ [X1 ∧ · · · ∧Xp] ∈ P (
∧p

g),

onde {X1, . . . , Xp} é uma base para L. Desde que a variedade flag de tipo Θ pode

ser realizada como sendo o conjunto de todas as subálgebras parabólicas conjugadas

a pΘ, tem-se que FΘ ⊂ Grp(g). Assim, restrinja a imersão de Plücker a FΘ. Pela

G-invariância de FΘ, tem-se a seguinte propriedade

i(gx) = ρ(g)i(x), x ∈ FΘ.

Além disso, i(f(q)tx) = ρ(f(q))ti(x).

Agora, considere o fibrado flag FΘQ := Q ×G FΘ associado ao fibrado principal

Q. Induzindo o fluxo φt em FΘQ, temos que

φt(q · v) = φt(q) · v = q · f(q)tv.
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Note que, fixado q ∈ Q, f(q)t fornece um fluxo em FΘ. Por (4.2), tal fluxo pode

ser decomposto da seguinte forma

f(q)t = e(q)th(q)tu(q)t,

onde, no caso de tempo cont́ınuo, e(q)t = exp(tE(q)), h(q)t = exp(tH(q)) e

u(q)t = exp(tN(q)). A seguir, prova-se que as componentes conexas do conjunto

de pontos fixos da parte hiperbólica formam uma decomposição de Morse para o

fluxo f(q)t no flag FΘ. Antes de mostrar tal resultado, necessita-se do seguinte lema.

Lema 4.2.2 Seja q ∈ Q. Os conjuntos estável e instável de fixΘ(H(q), w) com

relação ao fluxo f(q)t em FΘ são dados por

st(fixΘ(H(q), w)) = stΘ(H(q), w) e un(fixΘ(H(q), w)) = unΘ(H(q), w).

Demonstração: Fixe a+(q) câmara de Weyl e bqΘ a origem do flag com relação à

câmara a+(q). Pela decomposição de Bruhat de FΘ =
∐

w∈WH(q)\W/WΘ

stΘ(H(q), w),

basta provar que stΘ(H(q), w) ⊂ st(fixΘ(H(q), w)). De fato, considere

x = exp(Y )kwbqΘ ∈ stΘ(H(q), w), onde Y ∈ n−
H(q) e k ∈ KH(q). Assim,

f(q)tx = f(q)t exp(Y )f(q)−tf(q)tkwbqΘ.

Note que, desde que f(q)t, k ∈ ZH(q), segue que f(q)tkwbqΘ ∈ fixΘ(H(q), w). Ainda

tem-se que f(q)tY → 0, já que o raio espectral de Ad (f(q)) restrita a n−
H(q) é menor

que 1. Ou seja, os autovalores de Ad (f(q)) restrita a n−
H(q) são da forma e−α(H(q)),

α ∈ Π+\〈Θ(H(q))〉; portanto, tais autovalores são menores que 1. Assim, pelo lema

A.3 de [11], f(q)tY → 0.

Supondo que f(q)tkx→ y, para alguma sequência tk → +∞, segue f(q)tkkwbqΘ → y

e, desde que f(q)tkwbqΘ pertence ao conjunto compacto fixΘ(H(q), w), para todo t,

é claro que y ∈ fixΘ(H(q), w).

A prova para o conjunto instável é feita de forma análoga.
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Proposição 4.2.3 Considere f(q)t fluxo em FΘ, para cada q ∈ Q. O conjunto

{
fixΘ(H(q), w) : w ∈ WH(q)\W/WΘ

}

é uma decomposição de Morse para f(q)t.

Demonstração: Observe, inicialmente, que fixΘ(H(q), w) = ZH(q)wb
q
Θ, onde bqΘ é

a origem do flag com relação à câmara a+(q). Desde que f(q)t ∈ ZH(q), tem-se que

fixΘ(H(q), w) é f(q)t-invariante. Além disso, é claro que fixΘ(H(q), w) é compacto

em FΘ.

Seja x ∈ FΘ, pela decomposição de Bruhat de FΘ e pelo lema 4.2.2, é claro que

ω(x), ω∗(x) ⊂
⋃

w∈W

fixΘ(H(q), w).

Suponha agora que ω(x), ω∗(x) ⊂ fixΘ(H(q), w), para algum w ∈ W . Seja a imersão

de Plücker restrita a FΘ, ou seja, i : FΘ −→ P (
∧p

g). Observe que i(ω(x)) = ω(i(x)),

i(ω∗(x)) = ω∗(i(x)) e que

i(fix(h(q)t)) = fix(ρ(h(q))t) ∩ i(FΘ),

onde ρ : G −→ Gl (
∧p

g) é a representação dada por (4.3). Dessa forma,

ω(i(x)), ω∗(i(x)) ⊂ fix(ρ(h(q))t) ∩ i(FΘ),

e fix(ρ(h(q))t) é dado pelo autoespaços de ρ(h(q)). Como tais autoespaços no espaço

projetivo P (
∧p

g) formam uma decomposição de Morse (veja teorema de Selgrade,

[28]), segue que i(x) ⊂ fix(ρ(h(q))t). Assim, x ∈ fix(h(q)t), isto é, existe w′ ∈ W tal

que x ∈ fixΘ(H(q), w′). Pela invariância de fixΘ(H(q), w′), segue que

ω(x) ⊂ fixΘ(H(q), w) ∩ fixΘ(H(q), w′),

de onde conclui-se que x ∈ fixΘ(H(q), w).

Além disso, o resultado seguinte afirma que a decomposição de Morse no flag

obtida anteriormente é a mais fina. A prova desse resultado é uma adaptação da

prova do teorema 4.2 de [11] para o contexto aqui apresentado.
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Proposição 4.2.4 Para cada q ∈ Q, o conjunto

{
fixΘ(H(q), w) : w ∈ WH(q)\W/WΘ

}

é a decomposição de Morse mais fina para f(q)t : FΘ −→ FΘ. Portanto,

RC(f(q)t) = fix(h(q)t) =
⋃

w∈W

fixΘ(H(q), w).

Demonstração: Considere f(q)t = e(q)tu(q)th(q)t a decomposição de Jordan de

f(q)t. Pela conexidade de fixΘ(H(q), w), basta provar que fixΘ(H(q), w) é recorrente

por cadeia. Note que, para x ∈ fixΘ(H(q), w),

f(q)tx = e(q)tu(q)th(q)tx = e(q)tu(q)tx.

Considerando a imersão de Plücker restrita a FΘ, observe que i(u(q)ty) = ρ(u(q))ti(y),

para todo y ∈ FΘ. Pela definição da decomposição multiplicativa de Jordan em G,

tem-se que Ad(u(q)) é unipotente; assim, pelo lema 3.2, item ii) de [11], ρ(u(q)) é

unipotente. Logo, pelo lema A.6 de [11], segue que existe [v] ∈ P (
∧p

g) tal que

i(u(q)ty)→ [v], t→ ±∞.

Tomando z ∈ FΘ tal que i(z) = [v], é claro que u(q)ty → z, t→ ±∞.

Note ainda que e(q)t é uma isometria com relação a algum produto interno em FΘ.

De fato, pela decomposição multiplicativa de Jordan em G, tem-se que Ad(e(q)t) é

eĺıptica. Assim, pelo lema 3.2, item ii) de [11], ρ(e(q))t é eĺıptica, ou seja, existe

um produto interno 〈·, ·〉 em
∧p

g tal que ρ(e(q))t é uma isometria, para todo t ∈ T.

Defina o seguinte produto interno em FΘ:

〈y, z〉FΘ
:= 〈i(y), i(z)〉,

onde o produto interno no segundo membro da equação é o produto 〈·, ·〉 induzido

em P (
∧p

g). Com relação a este produto interno em FΘ, e(q)t é uma isometria, para

todo t ∈ T. Portanto, provou-se que e(q)tu(q)t é um fluxo recorrente por cadeia (veja

lema 2.2 de [11]), o que mostra o resultado.
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É importante notar que o lema 4.2.2 e as proposições 4.2.3 e 4.2.4 são adaptações

feitas à proposição 5.1 e ao teorema 5.2 de [11].

Visto que o fluxo induzido na base é a identidade, obtém-se o fluxo restrito a

cada fibra de FΘQ −→ X, o qual denota-se por φx
t , isto é, para x = π(q),

φx
t : (FΘQ)x −→ (FΘQ)x,

q · v 7−→ q · f(q)tv.

Note que o difeomorfismo q : FΘ −→ (FΘQ)x fornece uma conjugação entre os fluxos

f(q)t em FΘ e φx
t em (FΘQ)x, já que φx

t (q · v) = q ◦ f(q)t ◦ q−1(v).

Fixado x = π(q), defina o seguinte subconjunto de (FΘQ)x:

MΘ(w)x := {q · v : v ∈ fixΘ(H(q), w)} .

Inicialmente, observe que MΘ(w)x independe do ponto q na fibra sobre x. De

fato, sejam q, q′ ∈ π−1{x}; logo, existe g ∈ G tal que q′ = q · g. Por definição,

q′ · v′ ∈ MΘ(w)x, com v′ ∈ fixΘ(H(qg), w) = g−1fixΘ(H(q), w), isto é, v′ = g−1v,

v ∈ fixΘ(H(q), w). Assim,

q′ · v′ = q · v.

Desse modo, fixe q0 ∈ Q e, a partir disto, a câmara positiva a(q0)
+. A seguir,

prova-se que, para H(q0) ∈ cl a(q0)
+,

{
MΘ(w)x : w ∈ WH(q0)\W/WΘ

}

fornece uma decomposição de Morse para φx
t em (FΘQ)x, x = π(q0).

Proposição 4.2.5 Tem-se que

{
MΘ(w)x : w ∈ WH(q0)\W/WΘ

}

fornece a decomposição de Morse mais fina para φx
t em (FΘQ)x.

Demonstração: A prova de que os conjuntosMΘ(w)x formam uma decomposição

de Morse, segue claramente da identificação de (FΘQ)x com a variedade flag FΘ
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através do difeomorfismo q0 : v ∈ FΘ 7−→ q0 · v ∈ (FΘQ)x combinada à proposição

4.2.3.

Para provar que tal decomposição é a mais fina, é preciso verificar que

RC(φx
t ) =

⋃

w∈W

MΘ(w)x.

Note, inicialmente, que MΘ(w)x é um subconjunto conexo em (FΘQ)x. De fato,

desde que fixΘ(H(q0), w) é conexo, segue que q0 (fixΘ(H(q0), w)) = MΘ(w)x é

conexo. Assim, como na proposição 4.2.4, é preciso mostrar apenas queMΘ(w)x é

recorrente por cadeia. Entretanto, desde que φx
t (q0 · v) = q0 · f(q0)

tv, o resultado

segue claramente do fato que fixΘ(H(q0), w) é recorrente por cadeia com relação ao

fluxo induzido f(q0)
t no flag FΘ (veja proposição 4.2.4).

Note que este resultado pode ser obtido diretamente da conjugação entre os

fluxos f(q)t em FΘ e φx
t em (FΘQ)x

Pelo que mostrou-se anteriormente, foi obtida uma decomposição de Morse em

cada fibra do fibrado flag FΘQ. De um modo puramente intuitivo, será que exis-

te uma maneira para que a “união” de tais componentes de Morse em cada fibra

forneça uma decomposição de Morse no espaço todo? Com isso, surgiriam perguntas

naturais a serem feitas, como:

1. Como juntar as componentes fibra a fibra, de modo que se tenha conjuntos

bem definidos no fibrado flag?

2. A partir disso, é posśıvel mostrar que tais conjuntos formam uma decomposição

de Morse? Se esta resposta for positiva, qual a relação com a decomposição

de Morse mais fina já obtida em [3] e [23].

Nas seções seguintes, o objetivo será fornecer respostas a tais perguntas.
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4.2.1 Caso Regular

Suponha que a aplicação H : Q −→ g seja tal que H(q) seja regular, para todo

q ∈ Q. Defina o seguinte subconjunto no fibrado flag de tipo Θ:

MΘ(w) =
⋃

x∈X

MΘ(w)x.

Note que, pela regularidade da aplicação H, tal união está bem definida.

O objetivo aqui é provar que, de fato,

{
MΘ(w) : w ∈ W/WΘ

}

forma uma decomposição de Morse em FΘQ. Para mostrar este fato, considere dois

casos distintos. Fixe uma câmara de Weyl a+. No primeiro caso, suponha que,

existe um elemento regular H0 ∈ a+ de modo que H(q) ∈ Ad(G)H0, para todo

q ∈ Q. Já no segundo caso, considere apenas que H(q) ∈ a+, para todo q ∈ Q,

ou mais precisamente, em cada fibra x ∈ X, existe um elemento qx
0 ∈ Qx tal que

H(qx
0 ) ∈ a+.

1o Caso: H(q) ∈ Ad(G)H0

Observe inicialmente que, pela regularidade de H0, fixΘ(H0, w) = wbΘ, onde bΘ é

a origem do flag maximal FΘ com relação à câmara fixada a+. Assim, para qx
0 ∈ Qx,

MΘ(w)x = {qx
0 · wbΘ} e, portanto,

MΘ(w) =
⋃

x∈X

{qx
0 · wbΘ} .

Proposição 4.2.6 Defina MΘ(w) =
⋃

x∈X

MΘ(w)x ⊂ FΘQ. A coleção de subcon-

juntos

{MΘ(w) : w ∈ W/WΘ}

forma uma decomposição de Morse em FΘQ.
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Demonstração: Observe que o conjuntoMΘ(w) satisfaz as seguintes propriedades:

i) MΘ(w) é φt-invariante. De fato, seja ξ ∈ MΘ(w), π(ξ) = x; logo, ξ ∈ MΘ(w)x.

Assim, comoMΘ(w)x é φt-invariante, segue que φt(ξ) ∈MΘ(w).

ii) MΘ(w) é um conjunto fechado em FΘQ (logo, compacto). De fato, observe,

inicialmente, que a função H : Q −→ Ad(G)H0 define uma seção cont́ınua ζ do

fibrado associado A = Q×G Ad(G)H0, isto é,

ζ : X −→ A

x 7−→ q ·H(q)

Note que ζ está bem definida, pois H(qg) = Ad(g−1)H(q).

Pela regularidade de H0, tem-se que ZG(H0) = MA. Assim, pela identificação da

órbita G-adjunta em H0 com o espaço homogêneo G/ZG(H0), segue que existe uma

fibração canônica entre os fibrados A e FΘQ, ou seja,

q ·H(q) ∈ A 7−→ q · gbΘ ∈ FΘQ,

onde q ∈ Q é tal que H(q) = gH0 e bΘ é a origem de FΘ.

Dessa forma, obtém-se uma seção cont́ınua χ de FΘQ. Logo, imχ é fechado em

FΘQ. Entretanto, imχ =MΘ(1). Para ver que as outras componentesMΘ(w) são

fechadas, basta tomar a câmara que contém o elemento wH0, w ∈ W , e proceder

como anteriormente, obtendo uma seção cont́ınua cuja imagem éMΘ(w).

iii) Para todo ξ ∈ FΘQ, tem-se que ω(ξ), ω∗(ξ) ⊂
⋃

w∈W

MΘ(w).

iv) Se ω(ξ), ω∗(ξ) ⊂MΘ(w), então ξ ∈MΘ(w).

As afirmações iii) e iv) seguem diretamente da proposição 4.2.5.

Na demonstração da proposição anterior, obteve-se uma seção cont́ınua do fi-

brado associado A = Q ×G Ad(G)H0, de forma que as componentes de Morse são
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dadas fibra a fibra

MΘ(w)π(q) = q · fixΘ(H(q), w), x = π(q).

Assim, tal decomposição coincide com a decomposição de Morse mais fina em FΘQ

(veja teorema 1.1.14 e 1.1.15, item iii)).

Corolário 4.2.7 A decomposição de Morse em FΘQ obtida na proposição 4.2.6 é a

mais fina. Portanto, o tipo parabólico do fluxo φt é vazio.

2o Caso: H(q) ∈ Ad(G)a+

Neste caso, para cada x ∈ X, existe um elemento qx
0 na fibra sobre x de tal modo

que H(qx
0 ) ∈ a+. Denote por Hx := H(qx

0 ) ∈ a+. Note que, para q ∈ Qx, q = qx
0g,

para algum g ∈ G; logo,

H(q) = g−1H(qx
0 ) = g−1Hx ∈ g

−1a+.

Dessa forma, a aplicação H : Q −→ g é tal que H(q) ∈ Ad(G)a+, ou seja,

H : Q −→ Ad(G)a+.

Considerando bΘ a origem do flag maximal FΘ com relação à câmara fixada a+,

segue queMΘ(w)x = {qx
0 · wbΘ}. Assim,

MΘ(w) =
⋃

x∈X

{qx
0 · wbΘ} .

Para mostrar que a coleção de subconjuntos {MΘ(w) : w ∈ W/WΘ} forma uma

decomposição de Morse, basta provar, como na proposição 4.2.6, que tais conjuntos

são fechados no fibrado flag FΘQ. De fato, a aplicação H : Q −→ Ad(G)a+ define

uma seção cont́ınua do fibrado associado Q×G Ad(G)a+.

Defina por A o conjunto de todas as câmaras de Weyl em g. Considere a ação

natural à esquerda de G em A. Dessa forma,

G/Ga
+ ≃ Ad(G)a+,
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onde Ga
+ é o subgrupo de isotropia em a+ dado por MA. Assim, Q ×G Ad(G)a+

pode ser identificado ao fibrado Q ×G G/MA e, com isso, obtém-se uma fibração

canônica entre os fibrados Q×G Ad(G)a+ e FΘQ:

q ·H(q) ∈ Q×G Ad(G)a+ 7−→ q · gbΘ,

onde q ∈ Q é tal que H(q) = ga+.

Procedendo de maneira análoga à proposição 4.2.6, tem-se uma seção cont́ınua

de FΘQ, cuja imagem fechada é a componente MΘ(1). Com isto, mostrou-se o

seguinte resultado.

Proposição 4.2.8 A coleção de subconjuntos

{MΘ(w) : w ∈ W/WΘ}

forma uma decomposição de Morse em FΘQ. Além disso, tal decomposição coincide

com a decomposição de Morse mais fina em FΘQ e, portanto, o tipo parabólico do

fluxo φt é vazio.

4.2.2 Caso Não-Regular

A aplicação H : Q −→ g foi definida de tal forma que H(q) é não-regular,

para cada q ∈ Q. Entretanto, note que sob estas condições não é posśıvel juntar

as componentes de Morse fibra a fibra, já que, neste caso, em cada fibra qx
0 ∈ Qx

tem-se
∣∣∣WH(qx

0)
\W/WΘ

∣∣∣ componentes de Morse, isto é, o número de componentes

de Morse varia em cada fibra.

Como antes, fixe um elemento qx
0 ∈ Qx na fibra sobre x. Denote por

Hx := H(qx
0 ) ∈ cl a+(qx

0 ) e por a+
x := a+(qx

0 ). Assim, H|Qx
: Qx −→ Ad(G)Hx.

Para que a união das componentes de Morse esteja bem definida, é preciso supor

que dada uma câmara de Weyl a+,

Hx ∈ cl a+ e ∆ := Θ(Hx),
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para todo x ∈ X.

Assim, usando a proposição 4.2.5, defina o seguinte subconjunto no fibrado flag

maximal FΘQ:

MΘ(w) =
⋃

x∈X

MΘ(w)x.

Seja um elemento H∆ ∈ cl a+ tal que ∆ = Θ(H∆). Portanto, a aplicação H é tal

que H(q) ∈ Ad(G)H∆, para todo q ∈ Q.

Note que para provar que MΘ(w), w ∈ W∆\W/WΘ, é suficiente mostrar que

M(w), w ∈ W∆\W , é uma decomposição de Morse no fibrado flag maximal FQ. De

fato, considere a aplicação fechada πΘ : FQ −→ FΘQ. Assim, πΘ(M(w)) =MΘ(w)

é um conjunto compacto em FΘQ e, além disso, os fluxos induzidos nos fibrados

flag FQ e FΘQ comutam com πΘ, isto é, πΘ ◦ φt = φt ◦ πΘ. Logo, segue o seguinte

resultado.

Lema 4.2.9 Se M(w), w ∈ W∆\W , é uma decomposição de Morse em FQ, então

πΘ(M(w)) = MΘ(w), w ∈ W∆\W/WΘ, forma uma decomposição de Morse em

FΘQ.

A partir disso, pode-se obter uma seção cont́ınua de F∆Q, cuja imagem fechada

é a componenteM∆(1). Assim, mostra-se que a coleção de subconjuntos

{M(w) : w ∈ W∆\W}

forma uma decomposição de Morse em FQ.

Proposição 4.2.10 A coleção de subconjuntos

{M(w) : w ∈ W∆\W}

forma uma decomposição de Morse em FQ.

Demonstração: A aplicação H : Q −→ Ad(G)H∆ define uma seção cont́ınua do

fibrado associado Q ×G Ad(G)H∆, ou seja, x ∈ X −→ q ·H(q) ∈ Q ×G Ad(G)H∆.
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Sabe-se que ZG(H∆) = K∆AN
+(∆). Assim, identificando a órbita G-adjunta em

H∆ com o espaço homogêneo G/ZG(H∆), obtém-se a seguinte fibração

q ·H(q) ∈ Q×G Ad(G)H∆ 7−→ q · gb0 ∈ FQ,

onde q ∈ Q é tal que H(q) = gH∆ e b0 é a origem do flag maximal F. Logo, obtém-se

uma seção cont́ınua de FQ, cuja imagem fechada é dada porM(1).

A seção cont́ınua do fibrado associado Q ×G Ad(G)H∆ obtida na proposição

anterior descreve as componentes de Morse fibra a fibra. Assim, segue o seguinte

resultado.

Corolário 4.2.11 A decomposição de Morse em FΘQ obtida na proposição 4.2.10

é a mais fina. Portanto, o tipo parabólico do fluxo φt é dado por Θ(H∆).

Exemplo: Considere o fibrado trivial Q = X×G −→ X, onde G é grupo estrutural

semi-simples. Seja o seguinte fluxo em Q:

(x, g) ∈ Q 7−→ φn(x, g) = (x, gn) ∈ Q,

onde g ∈ G. O fluxo induzido em FΘQ = X × FΘ é dado por φn(x, v) = (x, gnv).

Neste caso, f(q) = 1, para todo q ∈ Q. Logo, H(q) = 0, para todo q, e, com isso,

o tipo parabólico do fluxo restrito a cada fibra é dado por Θ(Hx) = Σ, para todo

x ∈ X. Portanto, o tipo parabólico de φ é Σ.
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Apêndice A

Preliminares

A.1 Teoria de Lie Semi-simples Real

Nesta seção, pretende-se fixar a notação e apresentar alguns conceitos e resul-

tados sobre grupos e álgebras de Lie reais e semi-simples. As principais referências

aqui são Duistermat, Kolk e Varadarajan [9], Patrão [23], San Martin [25] e [27],

Varadarajan [32], Verdi [33] e Warner [34].

Seja g uma álgebra de Lie real, semi-simples e não-compacta. A forma de Cartan-

Killing de g é definida pela seguinte forma bilinear não-degenerada

〈X, Y 〉 = tr (ad(X) ad(Y )) , X, Y ∈ g,

onde ad : g −→ gl(g), ad(X)(·) = [X, ·], é a representação adjunta de g. Denota-se

por Aut(g) o grupo dos automorfismos de g e por Int(g) o grupo dos automorfismos

internos de g gerado pelas exponenciais de adjuntas de elementos de g.

Seja G um grupo de Lie semi-simples, isto é, um grupo de Lie conexo com centro

finito e álgebra de Lie semi-simples. Dado g ∈ G, denote por Cg o automorfismo de

G dado pela conjugação x ∈ G 7−→ gxg−1. A representação adjunta de G é dada por

Ad : G −→ Gl(g), Ad(g) = d(Cg)1. Sendo exp : g −→ G a aplicação exponencial do
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grupo de Lie G, tem-se a comutatividade do seguinte diagrama:

g

exp

��

d(Cg)1 // g

exp

��
G

Cg // G

Ou seja,

exp(Ad(g)(X)) = g exp(X)g−1, g ∈ G, X ∈ g,

Além disso, denotando por e : gl(g) −→ Gl(g) a aplicação exponencial do grupo

linear Gl(g), segue que

Ad(exp(X)) = ead(X), X ∈ g,

tendo em vista que d(Ad)1(X) = ad(X).

A.1.1 Decomposições de Cartan e de Iwasawa

Seja θ 6= 1 um automorfismo involutivo de g, isto é, θ2 = θ ◦ θ = 1, onde 1

é o automorfismo identidade de g. Denote por k e s os autoespaços associados aos

autovalores 1 e −1, respectivamente, de θ. Estes autoespaços satisfazem as seguintes

relações:

[k, k] ⊂ k, [k, s] ⊂ s e [s, s] ⊂ k.

Em particular, k é uma subálgebra de g. Define-se a forma bilinear associada a θ

por

〈X, Y 〉θ = −〈X, θ(Y )〉.

Os subespaços k e s são ortogonais em relação a 〈·, ·〉θ e, para X ∈ k e Y ∈ s, ad(X)

e ad(Y ) são, respectivamente, anti-simétrica e simétrica com relação a 〈·, ·〉θ. Além

disso, como a forma de Cartan-Killing de g é não-degenerada, segue que 〈·, ·〉θ é

uma forma bilinear não-degenerada. No caso em que 〈·, ·〉θ é um produto interno, θ

é dito uma involução de Cartan e, neste caso, g = k⊕ s é dita uma decomposição de

Cartan de g.
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Dada uma decomposição de Cartan g = k ⊕ s, considere a ⊂ s uma subálgebra

abeliana maximal. Desse modo, para H ∈ a, ad(H) é uma matriz diagonalizável e,

portanto, para cada funcional α ∈ a∗, defina

gα := {X ∈ g : ad(H)X = α(H)X para todo H ∈ a} .

Note que g0 = z(a), o centralizador de a em g, que pode ser escrito como z(a) = m⊕a,

onde m é o centralizador de a em k. Um funcional não-nulo α ∈ a∗ tal que gα 6= 0

é chamado de raiz associada ao par (θ, a) e, neste caso, gα é dito espaço de ráızes

associado à raiz α. Denote por Π = Π(θ, a) ⊂ a∗ o sistema de ráızes associado ao

par (θ, a). Observe ainda que

g = m⊕ a⊕
∑

α∈Π

gα

é a decomposição de g em espaços de ráızes com relação à (θ, a). Tal decomposição

é única a menos de conjugação por Int(g). Denotando por K = exp k, subgrupo

compacto de G, e por S = exp s, segue que

G = KS

é a decomposição de Cartan do grupo G.

Denote por M e M∗ o centralizador e o normalizador de a em K, respectiva-

mente, isto é,

M = {u ∈ K : Ad(u)H = H para todo H ∈ a}

e

M∗ = {u ∈ K : Ad(u)a = a}.

Observe que M é um subgrupo normal de M∗. O grupo de Weyl associado ao par

(θ, a) é o grupo quociente W := M∗/M , que coincide com o grupo gerado pelas

reflexões rα, α ∈ Π.

O seguinte subconjunto de a,

{H ∈ a : α(H) 6= 0, para todo α ∈ Π}
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é aberto e denso em a. Os elementos deste conjunto são ditos elementos regulares

em a e suas componentes conexas são as câmaras de Weyl em a. Um elemento

g ∈ G é regular, se existe X ∈ g regular tal que g = expX. Denote por R(G) o

conjunto dos elementos regulares de G. Este conjunto é aberto e denso em G.

Seja a+ uma câmara de Weyl. Denotemos por Π+ o conjunto de ráızes positivas

associado a a+, ou seja,

Π+ =
{
α ∈ Π : α(H) > 0, para todo H ∈ a+

}
.

O conjunto das ráızes negativas é dado por Π− := −Π+. Além disso, existe um con-

junto Σ ⊂ Π+, denominado de sistema simples de ráızes, linearmente independente

tais que todas as ráızes positivas são combinações de ráızes em Σ com coeficientes

inteiros positivos. Denote por w0 ∈ W , involução principal, dado pelo elemento do

grupo de Weyl de comprimento máximo visto como um produto de reflexões com

relação às ráızes simples em Σ ou, equivalentemente, o único elemento de W tal que

w0(Σ) = −Σ.

Dada uma escolha da câmara a+, as subálgebras

n+ =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π−

gα,

são nilpotentes e g decompõe-se como

g = k⊕ a⊕ n+,

dita decomposição de Iwasawa de g com relação à (θ, a, a+) e é única a menos de

conjugação por Int(g). Sejam A = exp a e N+ = exp n+ subgrupos conexos de G.

Assim,

G = KAN

é a decomposição de Iwasawa do grupo G.

Exemplo: Seja G = Sl(n,R) o grupo das matrizes inverśıveis de ordem n com

determinante 1. A álgebra de Lie de G é dada por g = sl(n,R), conjunto das
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matrizes em gl(n,R) de traço zero. Tomando θ : g −→ g involução de Cartan, tem-

se que g = so(n)⊕ s é uma decomposição de Cartan de g, onde so(n) é a subálgebra

das matrizes anti-simétricas e s é o conjunto dado pelas matrizes simétricas. A

subálgebra abeliana maximal a ⊂ s é dada pelo conjunto das matrizes diagonais.

Sejam λi : a −→ R, i = 1, . . . , n, os funcionais lineares definidos por λi(H) = ai,

onde H = diag(a1, . . . , an). Para i, j = 1, . . . , n, seja Eij = (ars)r,s a matriz de

ordem n cuja entrada não-nula é aij = 1. O conjunto {Eij, Eii − Ejj : i 6= j} é uma

base de sl(n,R). Além disso,

ad(H)(Eij) = (ai − aj)Eij.

Com isto, os funcionais αi,j = λi − λj, i 6= j, são as ráızes associadas ao par (θ, a),

ou seja, Π = {αi,j : i 6= j}. O grupo de Weyl W é o grupo das permutações de n

elementos e age em a permutando as entradas de H ∈ a, matriz diagonal. Considere

a seguinte câmara de Weyl

a+ = {H = diag(a1, . . . , an) : a1 > a2 > · · · > an} .

Assim, o conjunto das ráızes positivas associadas a a+ é dado por Π+ = {αi,j; i > j}

e o correspondente sistema simples de ráızes é dado por Σ = {αi,i+1; i = 1, . . . , n− 1}.

Dessa forma, a decomposição de Iwasawa de g com relação à (θ, a, a+) é dada por

g = so(n)⊕ a⊕ n+,

onde n+ é a subálgebra nilpotente formada pelas matrizes triangulares superiores

com entradas diagonais nulas. Tomando a exponencial exp : g −→ G na igualdade

acima, tem-se a decomposição global de Iwasawa de G:

G = SO(n)⊕ A⊕N+,

onde SO(n) é o subgrupo das matrizes ortogonais, A é o subgrupo das matrizes

diagonais com entradas positivas e determinante 1 e N+ é o subgrupo nilpotente

dado pelas matrizes triangulares superiores com 1 na diagonal.
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A.1.2 Subgrupos Parabólicos e Variedades Flag

Fixe (θ, a, a+) e Σ ⊂ Π+ o sistema simples de ráızes associado à a+. Dado um

subconjunto de ráızes simples Θ ⊂ Σ, denote por 〈Θ〉 o conjunto de todas as ráızes

em Π que são combinações lineares de ráızes em Θ e por 〈Θ〉+ = 〈Θ〉∩Π+. Considere

as seguintes subálgebras nilpotentes

n+(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

gα,

n−(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+

g−α.

A subálgebra parabólica minimal de g associada a a+ é dada por

p = m⊕ a⊕ n+,

e a subálgebra parabólica de tipo Θ é dada por

pΘ = p⊕ n−(Θ).

Seja a(Θ) o subespaço abeliano de a gerado por Hα, onde α ∈ Θ e Hα é definido

por α(·) = 〈·, Hα〉. Denotando por aΘ o complemento ortogonal de a(Θ) em a, em

relação ao produto interno 〈·, ·〉θ, e kΘ o centralizador de aΘ em k, tem-se que

pΘ = kΘ ⊕ a⊕ n+,

é a decomposição de Iwasawa da subálgebra parabólica pΘ. Denote também por zΘ

o centralizador de aΘ em g. Sua decomposição de Iwasawa é dada por

zΘ = kΘ ⊕ a⊕ n+(Θ).

Denota-se por PΘ o subgrupo parabólico de G de tipo Θ, dado pelo normalizador

em G da subálgebra pΘ. A decomposição de Iwasawa de PΘ é dada por

PΘ = KΘAN,
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onde KΘ é o centralizador de aΘ em K. Além disso, denote por P := P∅ o subgrupo

parabólico minimal de G. Desde que K∅ = M , segue que a decomposição de Iwasawa

do subgrupo parabólico minimal é dada por

P = MAN+.

Além disso, a decomposição de Iwasawa do centralizador ZΘ de aΘ em G é dada por

PΘ = KΘAN
+(Θ).

A variedade flag de tipo Θ é dada pelo espaço homogêneo FΘ := G/PΘ. Para

Θ = ∅, tem-se que F := F∅ é dita variedade flag maximal. Se Θ1 ⊂ Θ2, então

PΘ1 ⊂ PΘ2 e, dessa forma, então existe uma fibração canônica πΘ1
Θ2

: FΘ1 −→ FΘ2 ,

dada por gPΘ1 7→ gPΘ2 . Se Θ1 = ∅, denotemos π∅
Θ2

simplesmente por πΘ2 . As

projeções πΘ1
Θ2

são equivariantes em relação à ação de G, isto é, πΘ1
Θ2

(g ·x) = g ·πΘ1
Θ2

(x),

para todo g ∈ G e todo x ∈ FΘ1 .

Exemplo: Seja G = Sl(n,R) e a descrição das ráızes feita no exemplo A.1.1. Ini-

cialmente, note que o centralizador de a em k = so(n) é trivial, logo a subálgebra

parabólica minimal associada à câmara de Weyl a+ é dada por p = a ⊕ n+. As-

sim, P = MAN+, o subgrupo parabólico minimal de G associado à p é dado pelas

matrizes triangulares superiores. A variedade flag maximal F = G/P de Sl(n,R) é

realizada como o conjunto F(Rn) de flags (V1, V2, . . . , Vn−1) de subespaços de Rn da

forma, onde

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn−1

e dimVi = i. De fato, para g ∈ Sl(n,Rn) e x = (〈v1〉 , . . . , 〈v1, v2, . . . , vn−1〉) ∈ F(Rn),

considere a seguinte ação transitiva de G em F(Rn):

g · x = (〈gv1〉 , 〈gv1, gv2〉 , . . . , 〈gv1, gv2, . . . , gvn−1〉) ∈ F(Rn).

O subgrupo de isotropia em (〈e1〉 , 〈e1, e2〉 , . . . , 〈e1, e2, . . . , en−1〉) é dado por P . As-

sim, Sl(n,Rn)/P = F(Rn).

Defina o seguinte subconjunto de ráızes simples Σ(i, j) = {αr,r+1 : i ≤ r ≤ j}. Note
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que, qualquer subconjunto de ráızes simples Θ ⊂ Σ pode ser escrito como a seguinte

união disjunta

Θ = Σ(i1, j1) ∪ . . . ∪ Σ(ik, jk).

Neste caso, o subgrupo parabólico de G de tipo Θ é dado por matrizes da seguinte

forma

PΘ =




∗

Ai1

∗

Ai2

. . .

Aik

∗




,

onde Ail é uma matriz de ordem (jl − il + 2) de modo que o termo (1, 1) de Ail está

na posição (il, il) da matriz A.

Dado uma sequência de números naturais r = (r1, . . . , rs), rs < n, denote por Fr(R
n)

o conjunto de flags
(
Vr1 , Vr2 , . . . , Vrn−1

)
de subespaços de Rn tais que dimVri

= ri.

Definindo a ação de Sl(n,R) em Fr(R
n) como anteriormente, tem-se que

FΘ = Sl(n,Rn)/P = Fr(R
n), onde r = (1, . . . , i1 − 1, j1 + 1, . . . , ik − 1, . . . , n − 1).

Ou seja, Fr(R
n) é a variedade obtida de F(Rn) omitindo os subespaços de dimensão

i, i + 1, . . . , j, para Σ(i, j) ⊂ Σ. A fibração canônica πΘ : FΘ −→ F é tal que

πΘ ((V1, V2, . . . , Vn−1)) é o flag obtido omitindo os subespaços que não aparecem na

sequência r = (r1, . . . , rs). Note que se r = (2, . . . , n), então Fr(R
n) = P(Rn) e, mais

geralmente, se r = (k, . . . , n), então Fr(R
n) = Grk−1(R

n).

Dado Θ ⊂ Σ, o subgrupo PΘ é o seu próprio normalizador e é o normalizador de

pΘ em G. Assim, o flag FΘ pode ser realizado como o conjunto de todos os subgrupos

conjugados a PΘ e como o conjunto de todas as subálgebras parábolicas conjugadas

à pΘ. Estas identificações são dadas, respectivamente, por gPΘ ←→ gPΘg
−1 e

gPΘ ←→ Ad(g)pΘ.
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Defina a seguinte subálgebra nilpotente

n−
Θ :=

∑

α∈Π+\〈Θ〉

g−α,

e o subgrupo conexo N−
Θ = exp n−

Θ associado a n−
Θ. Seja bΘ a origem do flag FΘ,

em relação a PΘ. A decomposição de FΘ como união disjunta das órbitas de N−
Θ é

denominada decomposição de Bruhat regular, ou seja,

FΘ =
⋃

w∈W/WΘ

N−
Θ · w̃bΘ,

onde w̃ é um representante de w ∈ W em M∗ e WΘ é o subgrupo parabólico de tipo

Θ de W gerado pelas reflexões em torno das ráızes de Θ. A órbita N−
Θ · bΘ é aberta

e densa em FΘ e os seus conjugados g
(
N−

Θ · bΘ
)
, g ∈ G, são chamados de células

abertas de Bruhat.

Dado H ∈ cl a+, denote por H̃ o campo vetorial induzido no flag de tipo Θ, FΘ,

com fluxo exp(tH), t ∈ R. Seja ZH := {g ∈ G : Ad(g)H = H} o centralizador de

H em G e KH := ZH ∩K. As componentes conexas do conjunto dos pontos fixos

de exp(tH) ou, equivalentemente, das singularidades de H̃ são dadas pelas órbitas

ZH · wbΘ = KH · wbΘ, w ∈ W,

as quais são denotadas por fixΘ(H,w) (também denota-se tais componentes por

fixΘ(h,w), h = expH). Tais componentes conexas são ditas pontos fixos tipo w.

Tem-se que fixΘ(H, 1) é o único atrator e fixΘ(H,w0) é o único repulsor, onde w0

é a involução principal. Além disso, KH · w1bΘ = KH · w2bΘ se, e somente se,

WHw1WΘ = WHw2WΘ, onde WH := {w ∈ W : wH = H}.

As variedades estável e instável da componente conexa fixΘ(H,w) são dadas,

respectivamente, pelas órbitas

stΘ(H,w) := N−
HKH · wbΘ,

unΘ(H,w) := N+
HKH · wbΘ,
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ondeN−
H é o subgrupo conexo gerado por n±

H = n±
Θ(H) e Θ(H) := {α ∈ Σ : α(H) = 0}.

Com isto, pode ser obtida a chamada decomposição de Bruhat generalizada do flag

FΘ dada por

FΘ =
⋃

w∈WH\W/WΘ

N−
HKH · wbΘ =

⋃

w∈WH\W/WΘ

stΘ(H,w).

Dinamicamente, esta decomposição pode ser vista como uma decomposição do flag

de tipo Θ em variedades estáveis da ação de um elemento não-regular

h = exp(H) ∈ clA+.

Se Y = Ad(g)H, H ∈ cl a+, os campos vetoriais Ỹ e H̃ são conjugados e, desse

modo, as singularidades de Ỹ em FΘ são dadas por fixΘ(Y,w) := g(KH · wbΘ),

onde g(KH · bΘ) é o atrator e g(KH · w0bΘ) é o repulsor. As variedades estável e

instável associadas são dadas, respectivamente, por stΘ(Y,w) := g(N−
HKH · wbΘ) e

unΘ(Y,w) := g(N+
HKH · wbΘ).

Seja ι := −w0. Dessa forma, ι(Σ) = Σ e, para Θ ⊂ Σ, Θ∗ = ι(Θ). Defina a

seguinte subálgebra

p−
Θ := θ(pΘ) = n+(Θ)⊕ p−,

onde p− = m⊕a⊕n−. Denota-se por P−
Θ o subgrupo parabólico associado a p−

Θ, isto

é, o normalizador em G de p−
Θ. Tem-se que p−

Θ ∈ FΘ∗ , o flag dual a FΘ. De fato, seja

w̃0 ∈ M
∗, representante de w0 ∈ W em M∗; assim, w̃0(p

+) = p− e w̃0(−Θ∗) = Θ.

Logo, w̃0(n
−(Θ∗)) = n+(Θ) e, com isto, w̃0(pΘ∗) = p−

Θ.

Lema A.1.1 Seja H ∈ cl a+. Considere Θ = {α ∈ Σ : α(H) = 0} e o seu dual Θ∗.

Denote por πΘ∗ : F −→ FΘ∗ a projeção canônica. Então,

πΘ∗

(
fix(H,w0)

)
= {b−Θ∗},

onde b−Θ∗ = πΘ∗(w0b) é o repulsor da câmara a+ em FΘ∗. Portanto, o conjunto

repulsor de H em FΘ∗ reduz-se a um ponto.

Demonstração: De fato, tem-se que fix(H,w0) = KH · w0b. Logo,

KH · w0b = w0(w
−1
0 KHw0) · b = w0Kw0H · b

= w0fix(w0H, 1).
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Como πΘ∗

(
fix(w0H, 1)

)
= bΘ∗ , segue que

πΘ∗

(
fix(H,w0)

)
= w0bΘ∗ = b−Θ∗ .

Exemplo: Seja H = diag{n − 1,−1, . . . ,−1} ∈ sl(n,R). Então, para Θ = Θ(H),

FΘ = Pn−1 e FΘ∗ = Grn−1(n). O repulsor de H em Pn−1 é o subconjunto correspon-

dente ao hiperplano gerado pelos (n − 1) últimos vetores da base enquanto que na

Grassmanniana é um ponto.

A.1.3 Subálgebras transversais

Definição A.1.2 Duas subálgebras b1 ∈ FΘ e b2 ∈ FΘ∗ são opostas quando

(b1, b2) ∈ G · (pΘ, p
−
Θ).

Notação: b1⊤b2

Observe que (b1, b2) ∈ FΘ × FΘ∗ são subálgebras opostas se, e somente se, para

g ∈ G, (g · b1, g · b2) ∈ FΘ × FΘ∗ o são.

Dada uma subálgebra c, denote por nil(c) seu nilradical. O resultado seguinte

pode ser encontrado em [27], proposição 1.2, e fornece uma descrição das subálgebras

opostas a uma dada subálgebra em FΘ∗ .

Proposição A.1.3 Uma subálgebra b1 ∈ FΘ é oposta a b2 ∈ FΘ∗ se, e só se, uma

das duas condições de transversalidade são satisfeitas:

b1 ∩ nil(b2) = {0} e b2 ∩ nil(b1) = {0}.

Além disso, para c ∈ FΘ∗, o subconjunto σ(b) = {b ∈ FΘ : b ∩ nil(c) = {0}} é uma

célula aberta em FΘ.
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Mais geralmente, diremos que b1 ∈ FΘ e b2 ∈ FΘ∗ são elementos opostos se

b1 ∈ b1 e b2 ∈ b2, onde b1 e b2 são subálgebras opostas. Além disso, é claro que b1 e

b2 são opostos se, e só se, gb1 e gb2 o são para qualquer g ∈ G.

Lema A.1.4 Sejam H ∈ cl a+ e Θ = Θ(H). Considere, como no lema A.1.1,

{
b−Θ∗

}
= πΘ∗ (fix(H,w0)) ,

onde Θ∗ é o flag dual a Θ. Então, o conjunto das subálgebras opostas a b−Θ∗ é dado

por stΘ(H, 1).

Demonstração: O nilradical da subálgebra parabólica associada a b−Θ∗ é dado por

nil (b−Θ∗) =
∑

α∈Π+\〈Θ〉

g−α,

que é claramente transversal à subálgebra parabólica associada a bΘ. Portanto, bΘ

e b−Θ∗ são subálgebras opostas.

Como Θ = Θ(H), segue que fixΘ(H, 1) = {bΘ}; logo, a variedade estável stΘ(H, 1)

é dada por N−bΘ. Entretanto, se n ∈ N− então nb−Θ∗ = b−Θ∗ . Assim, nbΘ é oposta

a b−Θ∗ , mostrando que stΘ(H, 1) está contido no conjunto das subálgebras opostas a

b−Θ∗ . Pela proposição A.1.3, esse conjunto, assim como stΘ(H, 1), são células abertas

de Bruhat, seguindo a igualdade requerida.

Corolário A.1.5 Seja H como no lema acima. Para D ∈ Ad(G)H, stΘ(D, 1) ⊂ FΘ

é o conjunto dos elementos opostos a fixΘ∗(D,w0).

A.2 Representações de Grupos Adjuntos

Seja ρ : g −→ gl (V ), dimV < ∞, uma representação fiel da álgebra de Lie

g. Sua imagem ρ (g) é isomorfa a g e o subgrupo de Lie Gρ ⊂ Gl (V ) gerado por

exp (ρ (g)) tem álgebra de Lie ρ (g) ≈ g. O grupo Gρ varia com a representação ρ.
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Além disso, a representação de g se “estende” a uma representação de um grupo G,

com álgebra de Lie g se, e só se, G é um recobrimento de Gρ.

Particularmente, se g é semi-simples, então todo grupo G com álgebra g recobre

o grupo adjunto Aut0 (g), a componente conexa da identidade do grupo dos auto-

morfismos de g. Dessa forma, a representação ρ de g se estende a representações de

qualquer grupo G, com álgebra de Lie g, se, e só se Gρ = Aut0 (g).

A.2.1 Álgebras compactas

Seja u uma álgebra de Lie compacta semi-simples e denote por gC sua comple-

xificada. Sem perda de generalidade, pode-se supor que u é constrúıda a partir de

uma base de Weyl de gC. Ou seja, seja h uma subálgebra de Cartan de gC (uma

subálgebra nilpotente tal que o normalizador de h em gC coincide com h) e denote

por Σ o sistema simples de ráızes do conjunto de ráızes Π associado ao par (gC, h).

Uma base de Weyl é uma base de gC formada por Hα, α ∈ Σ, e Xα ∈ gα, α ∈ Π que

satisfazem as seguintes propriedades:

• [Xα, X−α] = Hα;

• [Xα, Xβ] = mα,βXα,β, com mα,β = 0 se (α + β) não é raiz e tal que

mα,β = m−α,−β.

Dessa forma, u é subespaço real gerado por {iHα, Xα −Xα, i(Xα +X−α)}, para α

percorrendo Π+, o subconjunto das ráızes positivas (veja teorema 12.13, seção 12.2,

pág. 334 de [25]). Particularmente, ihR é uma subálgebra de Cartan de u.

Seja ρ uma representação de gC em V , de dimensão finita. Um peso de ρ é um

funcional linear µ ∈ h∗ tal que o subespaço de pesos

Vµ = {v ∈ V : ρ(H)v = µ(H)v, ∀H ∈ h}

é não-nulo. A multiplicidade de um peso µ é a dimensão do subespaço de pesos Vµ.

Ainda tem-se que µ é um peso máximo se ρ(n+)Vµ = 0.
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Pelo teorema 11.5, seção 11.1, pág. 291 de [25], toda representação irredut́ıvel

de gC, de dimensão finita, admite peso máximo µ de forma que µ(H ′
α) ∈ Z+, onde

H ′
α =

2

〈α, α〉
Hα, α ∈ Π.

Denote por Hi = H ′
αi

, i = 1, . . . , l, onde Σ = {α1, . . . , αl} é o sistema simples

de ráızes. Seja Φ = {µ1, . . . , µl} a base dual de {H1, . . . , Hl}. Observe que um

funcional µ de h é o peso máximo de uma representação irredut́ıvel de dimensão

finita se, e somente se,

µ = n1µ1 + · · ·+ nlµl,

com coeficientes inteiros ni ≥ 0. Observe que, os elementos de Φ são pesos máximos

e são ditos pesos fundamentais. Neste caso, Φ é dito um sistema fundamental de

pesos.

A representação associada a µ é denotada por ρµ : gC −→ gl (Vµ). Essa repre-

sentação é fiel se gC é simples e µ 6= 0. De forma mais geral, seja

gC = g1 ⊕ · · · ⊕ gm

a decomposição de gC em componentes simples de tal forma que h = h1 ⊕ · · · ⊕ hm,

onde hj é subálgebra de Cartan de gj. Então, a representação é fiel se µ não é

identicamente nula em cada componente hj. Portanto, se 〈α∨, µ〉 6= 0, para toda

raiz simples α ∈ Σ, então a representação é fiel.

Uma representação de u num espaço vetorial complexo estende-se de maneira

natural a uma representação de gC. E, vice-versa, representações complexas de gC

restringem-se a representações de u. Se uma é irredut́ıvel, então a outra também é.

Seja

L = {H ∈ hR : α (H) ∈ Z, ∀α ∈ Π}

o reticulado de hR onde as ráızes assumem valores inteiros. Note que, para H ∈ hR,

exp (ad (iH)) = id se, e só se, H ∈ 2πL. Considere também o reticulado

L∨ = {H ∈ hR : α∨ (H) ∈ Z, ∀α ∈ Π} .
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Os pesos fundamentais são da forma µ (·) = 〈H, ·〉, com H ∈ L∨ ∩ cl a+.

Dado um peso fundamental µ, considere a aplicação exponencial

expµ : gl (Vµ) −→ Gl (Vµ) .

Seja também Uµ o grupo gerado por expµ ρµ (u). Esse grupo é determinado pelo seu

centro, pois a álgebra de Lie já está dada.

Proposição A.2.1 O centro Z (Uµ) de Uµ é dado por

Z (Uµ) =
{
expµ 2πiρµ (H) : H ∈ L

}

=
{
expµ iρµ (H) : H ∈ 2πL

}
.

Demonstração: Seja Aut0 (u) a componente conexa da identidade do grupo dos

automorfismos de u. Esse é o menor grupo de Lie cuja álgebra de Lie é u e seu centro

é trivial. O homomorfismo canônico φ : Uµ −→ Aut0 (u) permuta as exponenciais,

logo

φ
(
expµ iρµ (H)

)
= exp (ad (iH)) .

Como kerφ = Z (Uµ), segue que expµ iρµ (H) ∈ Z (Uµ) se, e só se, exp (ad (iH)) = id,

ou ainda, se, e só se, H ∈ 2πL. E, por fim, o centro de um grupo compacto está

contido em todo toro maximal, isto é, Z (Uµ) ⊂ expµ iρµ (hR).

Usando o lema de Schur (veja proposição 1.8, seção 1.3.4, pág. 38 de [25]), segue

que o centro de Uµ pode ser escrito da seguinte forma.

Proposição A.2.2 Tem-se que Z (Uµ) = {exp 2πiµ (H) · id : H ∈ L}.

Demonstração: Um elemento do centro g = expµ 2πiρµ(H) ∈ Z (Uµ), H ∈ L, é

uma transformação linear de Vµ que comuta com os elementos de Uµ e, portanto,

ρµ(H) comuta com os elementos de ρµ (u) e de ρµ (gC). Como µ (H) é um dos au-

tovalores para ρµ(H), segue pelo lema de Schur, que ρµ(H) = µ(H) · id. Portanto,

g = expµ 2πiµ (H) · id.
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Corolário A.2.3 Suponha que o peso fundamental µ seja tal que µ (H) ∈ Z, para

todo H ∈ L. Então, Uµ = Aut0 (u).

O conjunto dos pesos fundamentais µ tais que µ (H) ∈ Z, H ∈ L, gera o dual

h∗
R
. De fato, seja Π′ = {Hα : α ∈ Π} ⊂ hR os duais das ráızes e defina

R = Z · Π′

o reticulado gerado por esses duais. A fórmula de Killing (veja teorema 6.10, seção

6.3, pág. 158 de [25]) diz que se α, β ∈ Π então 〈α∨, β〉 ∈ Z, isto é, α∨ (Hβ) ∈ Z,

o que implica que R ⊂ L∨. Portanto, se H ∈ R ∩ cla+, então µH (·) = 〈H, ·〉 é um

peso fundamental.

Note que, por definição, se H ∈ R e x ∈ L, ent ão µH (x) = 〈H, x〉 ∈ Z. Isto

juntamente com o fato de que R∩ cla+ gera hR produz o seguinte resultado.

Proposição A.2.4 O conjunto dos pesos fundamentais µ tais que Uµ = Aut0 (u)

gera o dual h∗
R
.

Corolário A.2.5 Seja U um grupo de Lie compacto, conexo e semi-simples com

álgebra de Lie u. Denote por ΦU o conjunto dos pesos fundamentais µ ∈ Φ tais que

a representação de u em Vµ se estende a U . Então, ΦU gera h∗
R
.

A.2.2 Álgebras semi-simples não-compactas

Sejam g álgebra de Lie semi-simples real e gC sua complexificada. Se g = k ⊕ s

é uma decomposição de Cartan de g e a ⊂ s é um abeliano maximal, então uma

subálgebra de Cartan h ⊂ g é dada por

h = a⊕ hk,

onde hk = h ∩ k (veja teorema 12.25, seção 12.4, pág. 347 de [25]). Seja hC a

complexificada de h e denote por Π o conjunto das ráızes de (gC, hC). Considere

também o subespaço real hR gerado por {Hα : α ∈ Π} e Π0 o conjunto das ráızes

de (g, h). Note que, a = h ∩ hR e hk = h ∩ ihR.
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No caso de uma representação fiel, ρµ (gC) ≈ gC. A restrição de ρµ a g define

uma representação de g. É claro que se ρµ é fiel, então essa restrição tamtém é uma

representação fiel de g. Neste caso, ρµ (g) ≈ g.

Denote por Gµ o subgrupo de Lie conexo de Gl (Vµ) cuja álgebra de Lie é ρµ (g).

Se a representação é fiel, então Gµ é um dos grupos de Lie com álgebra de Lie

g, que são localmente isomorfos ao grupo de Lie Aut0 (g), componente conexa da

identidade do grupo dos automorfismos de g.

Como no caso compacto visto na seção anterior, o grupo Gµ é determinado pelo

seu centro Z (Gµ). Esse centro está contido no compacto maximal K, que por sua

vez está dentro de Uµ. Agora, um elemento de Gl (Vµ) que centraliza Gµ também

centraliza ρµ (g) e, portanto, gC e u. Ou seja, Z (Gµ) ⊂ Z (Uµ).

Assim, da mesma forma que no caso compacto, os pesos fundamentais cujas

representações se estendem aos grupos Aut0 (g) geram o dual h∗
R
.

Proposição A.2.6 Seja G um grupo de Lie semi-simples e conexo com álgebra

de Lie g. Denote por ΦG o conjunto dos pesos fundamentais µ de gC tais que a

representação de g em Vµ se estende a G. Então, ΦG gera h∗
R
.

A.3 Fibrados Principais e Associados

Seja uma variedade X e um grupo de Lie G. Um fibrado principal sobre M com

grupo estrutural G consiste de uma variedade Q e uma ação de G em Q satisfazendo

as seguintes propriedades:

(i) G age livremente à direita em Q: (q, g) ∈ Q×G 7−→ qg ∈ Q;

(ii) O espaço das órbitas dessa ação é M, isto é, existe uma aplicação sobrejetora

π : Q −→ X

tal que as órbitas de G são os conjuntos π−1{x}, x ∈ X;

(iii) Q é localmente trivial, ou seja, dado x ∈ X existe uma vizinhança U de x e
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uma aplicação bijetora da seguinte forma

ψ : π−1(U) −→ U ×G

q 7−→ ψ(q) = (π(q), φ(q)),

onde φ : π−1(U) −→ G é uma aplicação satisfazendo a seguinte condição

φ(qg) = φ(q)g, (A.1)

para todo q ∈ π−1(U) e g ∈ G.

Denota-se um fibrado principal por Q(X,G, π), Q(X,G) ou simplesmente Q.

Além disso, tem-se que Q é o espaço total, X o espaço base, G o grupo estrutural e

π a projeção. As fibras do fibrado principal são dadas por Qx = π−1{x}, x ∈ X.

Pela trivialidade local de Q, segue que existe {Ui}i∈I cobertura aberta de X e

seções locais χi : Ui −→ Q tais que se Ui ∩ Uj 6= ∅, então

χi(x) = χjaij(x),

onde aij : Ui ∩ Uj −→ G são ditas funções de transição.

Exemplo: Sejam um grupo de Lie G e uma variedade diferenciável X. O produto

Q = X × G é um fibrado principal com base X e grupo estrutural G, cuja ação à

direita de G em Q é dada por

((x, g), h) ∈ Q×G 7−→ (x, gh) ∈ Q.

O fibrado principal Q(X,G) obtido é trivial.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e TM seu fibrado

tangente. O fibrado das bases ou fibrado dos referenciais de M é o conjunto BM de

todas as bases de TM , isto é, um elemento q ∈ BM é uma base

{f1, . . . , fn} (A.2)
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de algum espaço tangente TxM , x ∈M . Equivalentemente, q ∈ BM pode ser visto

como sendo uma aplicação linear inverśıvel ou um referencial q : Rn −→ TxM ,

x ∈ M . Considere a aplicação π : BM −→ M que associa a cada q : Rn −→ TxM

o ponto x ∈M . Ainda existe uma ação natural à direita de Gl(n,R) em BM dada

por

(q, g) ∈ BM ×Gl(n,R) 7−→ qg := q ◦ g ∈ BM.

Tem-se que BM é um fibrado principal com base M e grupo estrutural Gl(n,R).

Seja F uma variedade diferenciável e uma ação à esquerda do grupo estrutural

G em F . O grupo G age à direita no produto Q× F da seguinte forma

(Q× F )×G −→ Q× F

((q, v), g) 7−→ (q, v) · g := (qg, g−1v).

Esta ação determina a seguinte relação de equivalência ∼ em Q×F : (q, v) ∼ (p, w)

se, e só se, existe g ∈ G: p = qg e w = g−1v. A classe de equivalência do par

(q, v) ∈ P ×F será denotada por q · v. O espaço quociente de Q×F pela relação de

equivalência será denotado por E = Q×G F . Dizemos que E é o fibrado associado

com fibra t́ıpica F e base X.

Observe que se (q, v) ∼ (p, w) então q e p estão na mesma fibra de Q, a aplicação

πE : Q×G F −→ X dada por πE(q · v) = π(q) está bem definida. A aplicação πE é

dita projeção de E sobre X. Para cada x ∈ X, denota-se a fibra de E sobre x por

Ex = π−1
E {x}. Além disso, para cada q ∈ Q, as aplicações

v ∈ F 7−→ p · v ∈ Ex, x = π(q),

são difeomorfismos.

Exemplo: Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e o fibrado das bases

BM(M,Gl(n,R)). Considerando a ação linear canônica de Gl(n,R) em Rn, tem-se

que TM pode ser visto como o fibrado associado a BM , BM ×Gl(n,R) Rn. De fato,
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basta considerar a aplicação α que a cada elemento q · v ∈ BM ×Gl(n,R) Rn associa

o vetor tangente α(q · v) = p(v) ∈ TxM , x = π(q), onde q : Rn −→ TxM é um

elemento de BM .

Seja φt, t ∈ T = R ou Z, um fluxo sobre o fibrado principal Q(X,G) que comuta

com a ação à direita de G em Q, isto é, φt(qg) = φt(q)g, para todo t ∈ T, q ∈ Q

e g ∈ G. Essa propriedade implica que φt leva fibras em fibras, ou seja, φt leva a

órbita q ·G em φt(q) ·G, q ∈ Q. Equivalentemente, como X é o espaço das órbitas

da ação à direita de G em Q, temos que φt preserva as fibras Qx, x ∈ X. Dessa

forma, pode-se induzir um fluxo na base X do fibrado principal. Denota-se tal fluxo

por (x, t) ∈ X × T 7−→ t · x := π(φt(q)) ∈ M , π(q) = x. Assim, o fluxo induzido no

fibrado associado E = Q×G F é dado por ϕt(q · v) := φt(q) · v, (q, v) ∈ Q× F .

Definição A.3.1 Sejam Q −→ X e Q′ −→ X ′ fibrados principais sobre G e G′,

respectivamente. Uma aplicação l : Q −→ Q′ é um homomorfismo de fibrados

principais se existe um homomorfismo de ψ : G −→ G′ tal que

l(qg) = l(q)ψ(g), q ∈ Q, g ∈ G.

Note que, dessa definição, pode-se definir uma aplicação l̄ : X −→ X ′, visto que

um homomorfismo de fibrados principais respeita fibras. Quando l̄ é a identidade e

ψ : G →֒ G′ é a inclusão de um subgrupo G de G′, Q é dita uma G-redução de Q′.

A aplicação l pode ser de classe Cr, cont́ınua ou, simplesmente, mensurável e, com

isso, a G-redução de Q′ é dita classe Cr, cont́ınua ou mensurável, respectivamente.

Proposição A.3.2 Sejam Q −→ X um fibrado principal com grupo estrutural G

e F = G/H uma variedade na qual G age transitivamente e H é o subgrupo de

isotropia em u0 ∈ F . As seguintes afirmações equivalentes:

i) Q admite uma H-redução R ⊂ Q mensurável;

ii) Existe uma seção global mensurável χ : Q×G F −→ X do fibrado associado a Q

com fibra t́ıpica F tal que

R := {q ∈ Q : χ(π(q)) = q · u0}
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é uma H-redução de Q;

iii) Existe uma aplicação f : Q −→ F mensurável e G-equivariante, ou seja,

f(qg) = g−1f(q), g ∈ G. Além disso,

R := f−1(u0)

é uma H-redução de Q.

Demonstração: A prova desta proposição pode ser facilmente adaptada do teo-

rema 5.6, caṕıtulo I, pág. 57 de [20].

A.3.1 Decomposição de Iwasawa

Considere G = KAN decomposição de Iwasawa do grupo G. Seja R uma K-

redução de Q. Dado q ∈ Q, existe g ∈ G e r′ ∈ R tais que q = r′ · g. Escrevendo

g = khn ∈ KAN , tem-se que q = r′ · (khn). Como K deixa R invariante, visto que

R é um fibrado principal com grupo estrutural K, e a decomposição de Iwasawa é

única, conclui-se que q ∈ Q pode ser escrito de maneira única como

q = r · hn,

onde r = r′k ∈ R, hn ∈ AN . Portanto, Q = R · AN é a decomposição de Iwasawa

do fibrado principal Q.

Sejam

R : q ∈ Q 7−→ r ∈ R e A : q ∈ Q 7−→ h ∈ A

as projeções associadas, as quais são cont́ınuas.

Proposição A.3.3 As projeções R : Q −→ R e A : Q −→ A satisfazem as seguintes

propriedades:

i) Para r ∈ R, R(r) = 1 e A(r) = 1;

ii) Para q ∈ Q e p ∈ P = mhn ∈ P = MAN , R(q · p) = R(q)m e A(q · p) = A(q)h.
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Defina a seguinte aplicação para q ∈ Q,

a(q) = log A(q) ∈ a.

Note que, da propriedade ii), segue que

a(q · p) = a(q) + a(p), q ∈ Q, p ∈ P, (A.3)

onde, por abuso de notação, denota-se a projeção de g ∈ G sobre a A-componente

por a.

A.3.2 Decomposição de Cartan

Fixe uma decomposição de Cartan g = k ⊕ s da álgebra de Lie g de G e a

correspondente decomposição no grupo de Lie G = KS. Seja R a K-redução de

Q obtida anteriormente. Para q ∈ Q, existe g ∈ G e r′ ∈ R tais que q = r′ · g.

Escrevendo g = ks ∈ KS, tem-se pela K-invariância de R e pela unicidade da

decomposição de Cartan que q ∈ Q pode ser escrito unicamente como

q = r · s,

onde r = r′k ∈ R e s ∈ S. Portanto, Q = R · S é a decomposição de Cartan do

fibrado principal Q.

Sejam as projeções associadas

R
C : q ∈ Q 7−→ r ∈ R e S : q ∈ Q 7−→ s ∈ S,

as quais são cont́ınuas.

Proposição A.3.4 As projeções RC : Q −→ R e S : Q −→ S satisfazem as

seguintes propriedades:

i) Para q ∈ Q e k ∈ K, RC(q · k) = RC(q) · k e S(q · k) = k−1S(q)k;

ii) Dado g ∈ G, denote por S(g) a S-componente. Então, RC(r) = r e S(r·g) = S(g);

iii) Para q ∈ Q e g ∈ G, S(q · g) = S(S(q)g).
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A.3.3 Decomposição Polar

Fixe uma câmara de Weyl A+ contida em uma subálgebra abeliana maximal

A ⊂ S e, por conseguinte, a decomposição polar de G = K(clA+)K. Para q ∈ Q,

existe g ∈ G e r′ ∈ R tais que q = r′ ·g. Escrevendo g = uhv ∈ K(clA+)K, note que

g = ks, onde k = uv e s = v−1hv. Combinando esta decomposição polar juntamente

com a decomposição de Cartan de Q e a K-invariância de R, tem-se que q ∈ Q pode

ser escrito como

q = r′ · s = r · hv,

onde r = r′v−1, h ∈ cl(A)+ e v ∈ K.

A componente h ∈ cl(A)+ é unicamente determinada (entretanto, r e v não são).

Logo, a projeção A
+ sobre cl(A)+ está bem definida, isto é,

A
+ : q ∈ Q 7−→ h ∈ cl(A)+.

Note ainda que A
+(q · k) = A

+(q), para q ∈ Q e k ∈ K.

Defina também as seguintes aplicações para q ∈ Q,

s(q) = log S(q) ∈ s e a
+(q) = log A

+(q) ∈ cla+.

A.3.4 a-cociclo sobre fibrados flag

Seja Θ ⊂ Σ. A partir da ação à esquerda de G em FΘ, seja o fibrado associado

Q×G FΘ, denominado de fibrado flag de tipo Θ e denotado por FΘQ. Para Θ = ∅,

o fibrado flag é denotado simplesmente por FQ.

A partir de um fluxo φt no fibrado principal Q, t ∈ T = R ou Z, define-se o

a-cociclo sobre FQ como uma aplicação a : T× FQ −→ a satisfazendo

a(t+ s, ξ) = a(t, φs(ξ)) + a(s, ξ).

Observe que, para cada ξ ∈ FQ, pode-se escrever ξ = r · b0, onde r ∈ R, a

K-redução de Q, e b0 é a origem do flag F. Dessa forma, pela decomposição de

Iwasawa do fibrado Q, φt(r) = rt · atnt ∈ R · AN . Segue da seção 4.2 de [30] que

a(t, r · b0) = log at.
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A.4 Linearização de fibrados flag

Seja Θ ⊂ Σ subconjunto de ráızes simples. O objetivo desta seção é construir

um fibrado vetorial cujas fibras são os espaços tangentes às fibras do fibrado flag

π : FΘQ −→ X, as quais são variedades diferenciáveis.

Para cada g ∈ G, considere o difeomorfismo g : FΘ −→ FΘ. Desse modo,

considere a ação à esquerda de G no fibrado tangente T (FΘ), onde g ∈ G age pela

diferencial dg : T (FΘ) −→ T (FΘ), isto é,

G× T (FΘ) −→ T (FΘ)

(g, v) 7−→ (dg)ξ(v),

onde v ∈ TξFΘ, ξ ∈ FΘ. Observe que, para cada g ∈ G e ξ ∈ FΘ,

(dg)ξ : TξFΘ −→ TgξFΘ é um isomorfismo linear. Dessa forma, definimos o fibrado

associado:

πv : T v(FΘQ) −→ FΘQ,

o qual é um fibrado vetorial. Além disso, é claro que T v(FΘQ) é um fibrado associado

sobre X.

A.4.1 Métrica em T v(FΘQ)

O espaço tangente a FΘ em bΘ := pΘ ∈ FΘ é dado por n−
Θ e ZΘ normaliza n−

Θ.

Tomando a decomposição de Iwasawa de ZΘ = KΘAN
+(Θ), considere o produto

interno Ad(KΘ)-invariante dado pela restrição da métrica Bθ em g. Pela transitivi-

dade de K em FΘ, tem-se que FΘ = Ad(K)bΘ; assim, a métrica em TbΘFΘ induz a

uma métrica K-invariante em T (FΘ), denotada por Bθ(·, ·)ξ, ξ ∈ FΘ.

Agora, considere HΘ ∈ a tal que Θ := Θ(HΘ) = {α ∈ Σ : α(HΘ) = 0}. O

resultado seguinte segue da proposição A.7, pág. 125 de [31].

Proposição A.4.1 Seja g ∈ ZΘ agindo como um difeomorfismo de FΘ. Tem-se

que

(dg)bΘ = Ad(g) : n−
Θ −→ n−

Θ.
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Além disso, tomando a decomposição de Iwasawa de g = uhn ∈ KΘAN
+(Θ), segue

que

(dg)bΘ = (du)bΘ ◦ (dh)bΘ ◦ (dn)bΘ ,

onde (du)bΘ = Ad(u)
∣∣
n
−

Θ
é Bθ-isometria, (dh)bΘ = Ad(h)

∣∣
n
−

Θ
é Bθ-simétrica e

(dn)bΘ = Ad(n)
∣∣
n
−

Θ
= id

n
−

Θ
.

Seja Q = R · AN decomposição de Iwasawa do fibrado Q, onde R ⊂ Q é uma

K-redução de Q. Finalmente, pode-se definir uma métrica Riemanniana 〈·, ·〉ξ,

ξ ∈ FΘQ, no fibrado vetorial T v(FΘQ). De fato, escrevendo ξ = r · b ∈ FΘQ,

r ∈ R, b ∈ FΘ, segue que, para w,w′ ∈ TbFΘ, define-se

〈r · w, r · w′〉ξ := Bθ(w,w
′)b.

Note que tal métrica está bem definida, visto que Bθ(·, ·)b, b ∈ FΘ, em T (FΘ) é

K-invariante. Além disso, a aplicação

r : TbFΘ −→ T v(FΘQ)ξ=r·b

é uma isometria com relação à métrica em T v(FΘQ).

A.4.2 Fluxo induzido em T v(FΘQ)

Seja φt um fluxo no fibrado principal π : Q −→ X que comuta com a ação

à direita de G em Q. Denote o fluxo induzido na base X por t · x := π(φt(q)),

π(q) = x ∈ X. O fluxo induzido no fibrado flag FΘQ levanta-se a um fluxo linear ψv
t

no fibrado vetorial T v(FΘQ) tomando diferenciais na direção das fibras. A seguir,

será dada uma descrição local deste fluxo (veja seção 4.5.1, pág. 92 de [31]).

Para cada x ∈ X, seja q ∈ Q tal que π(q) = x. Considere x′ := t ·x, t ∈ T. Tome

χ1 : U1 −→ Q e χ2 : U2 −→ Q seções locais de Q, onde U1 e U2 são abertos de x e

x′, respectivamente. Assim, φt(χ1(x)) e χ2(t · x) estão sobre a mesma fibra Qx′ , ou

seja, existe ρ(t, x) ∈ G cociclo local (veja seção 5.2, pág. 105 de [1]) tal que

φt(χ1(x)) = χ2(t · x)ρ(t, x). (A.4)
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Fixado x ∈ X, denote por gt := ρ(t, x). Para ξ = χ1(x) · b, b ∈ FΘ, tem-se por

(A.4) que o fluxo em FΘQ restrito à fibra sobre x é dado por

φt(ξ) = χ2(t · x) · gtb.

Agora, considere v ∈ T v(FΘQ)ξ. Logo, v = χ1(x) · w, w ∈ TbFΘ. Portanto,

ψv
t (v) = φt(χ1(x)) · w = χ2(t · x) · (dgt)b(w).
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Apêndice B

Medidas Invariantes

Neste apêndice, apresenta-se resultados e definições sobre Teoria da Medida que

serão usados ao longo da tese, principalmente nos caṕıtulos 1 e 3.

B.1 Medidas de ocupação

Seja φt um fluxo em um espaço de Hausdorff compacto X, onde t ∈ T = R ou

Z. Denote por M(X) o espaço das medidas finitas com sinal nos borelianos de X e

por P(X) o espaço das medidas de probabilidade em M(X).

Definição B.1.1 Uma medida de probabilidade µ ∈ P(X) é dita invariante pelo

fluxo se, para todo t ∈ T, φt∗µ = µ, onde (φ∗µ)(·) = µ(φ−1
t (·)), isto é,

(φt∗µ)(B) = µ(φ−1
t (B)) = µ(B),

para todo boreliano B de X. Denota-se por Pinv(X) o espaço das medidas de proba-

bilidade invariantes em P(X).

Um boreliano B ⊂ X é dito µ-invariante se φ−1
t (B) = B em quase todo ponto,

para todo t ∈ T. Uma medida de probabilidade µ ∈ Pinv(X) é dita ergódica se os

únicos conjuntos µ-invariantes são os triviais.
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Dada uma medida µ ∈M(X), denota-se por |µ| a sua variação total, a qual define

uma norma em M(X). Considerando C(X) o espaço das funções reais cont́ınuas,

munido da norma do supremo, dada por

‖f‖∞ := sup {|f(x)|; x ∈ X} ,

considere o seguinte funcional linear

Lµ(f) =

∫

X

fdµ, f ∈ C(X).

Observe que ‖Lµ‖ = |µ|, onde ‖Lµ‖ = sup {|Lµ(f)|; ‖f‖∞ = 1}, e, portanto,

Lµ ∈ C(X)∗, o espaço dual a C(X).

Teorema B.1.2 (Representação de Riesz) Para cada funcional linear cont́ınuo

F em C(X), existe uma medida µ ∈M(X) tal que

F (f) =

∫

X

fdµ, f ∈ C(X).

Além disso, ‖F‖ = |µ|(X).

Demonstração: Veja teorema 8, seção 14.7, pág. 310 de [24].

A topologia da convergência pontual em M(X) é dada da seguinte forma: uma

rede (µα)α∈I , I conjunto dirigido, converge à µ ∈ M(X) se Lµα
(f) → Lµ(f), para

todo f ∈ C(X). Note que, devido ao teorema de representação de Riesz, a topologia

da convergência pontual em M(X) corresponde à topologia fraca-* de C(X)∗ e o

espaço das medidas de probabilidade P(X) corresponde aos funcionais positivos

L ∈ C(X)∗ tais que L(1) = 1.

Dada uma função cont́ınua f : X −→ R e x ∈ X, a média temporal de f ao longo

da trajetória de x é dada pelo seguinte limite

f̃(x) := lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f(φk(x)), (B.1)
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caso o mesmo exista.

Para cada n ∈ N e x ∈ X, defina o seguinte funcional linear cont́ınuo em C(X):

Ln,x : C(X) −→ R

f 7−→ Ln,x(f) =
1

n

n−1∑

k=0

f (φk(x)) . (B.2)

(Em cada caso de tempo cont́ınuo, tal somatório é substitúıda por uma integral;

dados T > 0 e x ∈ X,

LT,x(f) =
1

T

∫ T

o

f
(
φt(x)

)
dt.)

Note que, Ln,x(f) ≥ 0, para todo funcional f ∈ C(X), e que Ln,x(1) = 1. Dessa

forma, pelo teorema de representação de Riesz, tem-se que, para cada n ∈ N, existe

uma medida de probabilidade νn,x ∈ P(X) tais que

Ln,x(f) =

∫

X

fdνn,x.

Como Ln,x ∈ {F ∈ C(X)∗; ‖F‖ 6 1}, n ∈ N, o qual é um conjunto compacto

na topologia fraca-* pelo teorema de Banach-Alaoglu (teorema 17, seção 10.6, pág.

202 de [24]), segue que existe uma subsequência (νnk,x) de (νn,x) convergente, isto é,

νnk,x → µx.

Observe que µx é uma medida de probabilidade φ-invariante. A medida µx é dita

uma medida de ocupação. Com isso, mostrou-se o seguinte resultado.

Teorema B.1.3 (Krylov-Bogolyubov) Seja uma função cont́ınua f : X −→ R

e um ponto x ∈ X tal que a média temporal ao longo da trajetória de x dada por

(B.1) existe, então existe uma medida de probabilidade invariante µx ∈ Pinv(X) tal

que

f̃(x) =

∫

X

fdµx.

O teorema seguinte fornece a decomposição de uma medida invariante em com-

ponentes ergódicas.
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Teorema B.1.4 (Choquet) Seja uma medida µ φ-invariante em X. Então, toda

função µ-integrável é µx-integrável, para quase todo x ∈ X, e

∫

X

(∫

X

fdµx

)
dµ =

∫

X

fdµ.

Em particular, as medidas µx podem ser tomadas como ergódicas.

Proposição B.1.5 Seja x ∈ X e µx medida de ocupação ergódica. Então, tem-se

que suppµx ⊂ ω(x).

Demonstração: Considere y ∈ suppµx e uma vizinhança U de y tal que µx(U) > 0.

Por outro lado, pelo corolário 4.1.14, pág. 140 de [18], temos que

lim
n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

1U(φk(x)) = µx(U) > 0,

onde 1U é a função caracteŕıstica em U . Desse modo, y ∈ ω(x).

Corolário B.1.6 Seja A um atrator para φt em X. Então, para todo x ∈ A,

suppµx ⊂ A.

Demonstração: De fato, seja N a vizinhança de A tal que ω(N) = A. Logo, para

todo x ∈ A, suppµx ⊂ ω(x) ⊂ A.

Dada a projeção π : FQ −→ X e uma medida ν na base X, uma medida µ

projeta-se sobre ν se ν = π∗µ, ou seja, ν(B) = µ(π−1(B)), onde B é um boreliano

de X.

Lema B.1.7 Se ξ ∈ FQ e µξ é uma medida de ocupação para ξ, então π∗µξ é uma

medida de ocupação para x = π(ξ).
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Demonstração: De forma análoga ao que foi feito no teorema de Krylov-Bogolyubov,

considere os seguintes funcionais lineares em C(FQ):

Ln,ξ : C(FQ) −→ R

f 7−→ Ln,ξ(f) =
1

n

n−1∑

k=0

f(φk(ξ)).

Do teorema de representação de Riesz, segue que Ln,ξ(f) =

∫

FQ

fdνn,ξ, onde

νn,ξ ∈ P(FQ). Além disso, pelo teorema de Banach-Alaoglu (teorema 17, seção 10.6,

pág. 202 de [24]), existe uma subsequência (νnk,ξ) convergente, isto é, νnk,ξ → µξ.

Dada uma função cont́ınua g : X −→ R e aplicando os funcionais Ln,ξ em g ◦ π,

obtém-se
1

n

n−1∑

k=0

(g ◦ π)(φk(ξ)) =
1

n

n−1∑

k=0

g(φk(x)).

Aplicando o limite para n → +∞, conclui-se, que a primeira parte da igualdade

converge para π∗µξ e a outra para a medida de ocupação µx.

Teorema B.1.8 (Birkhoff) Dada uma função cont́ınua f : X −→ R, valem as

seguintes afirmações:

i) Para toda medida de probabilidade φ-invariante µ ∈ Pinv(X), a média temporal

f̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f
(
φk(x)

)

existe, para µ-quase todo x ∈ X;

ii) Para toda medida de probabilidade µ ∈ Pinv(X),
∫

X

fdµ =

∫

X

f̃dµ;

iii) Para toda probabilidade ergódica µ,

f̃(x) =

∫

X

fdµ,

para µ-quase todo se x ∈ X.
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Corolário B.1.9 Seja ν uma medida ergódica em X. Então, existe um conjunto

mensurável Ω, com ν(Ω) = 1, tal que, para todo x ∈ Ω, µx = ν, onde µx é medida

de ocupação.

Demonstração: De fato, pelo teorema de Birkhoff, seja Ω tal que

f̃(x) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

f(φk(x)) =

∫

X

fdν

existe, para todo x ∈ Ω. Por outro lado,

f̃(x) =

∫

X

fdµx.

Logo, ν = µx.

Para o próximo resultado, considere um fluxo φt, invariante à direita, em um

fibrado principal π : Q −→ X com grupo estrutural G. Dada uma ação de G à

esquerda de G em F , considere o fluxo induzido no fibrado associado E := Q×G F .

Corolário B.1.10 Sejam ν uma medida ergódica na base X e µ uma medida

φ-invariante tais que π∗µ = ν. Então, a medida µ em E pode ser decomposta

em componentes ergódicas da seguinte forma

µ(·) =

∫
µη(·)dµ(η),

onde µη são medidas de contagem ergódicas e, para quase todo η ∈ E, π∗µη = ν.

Demonstração: A primeira parte e o fato de que as medidas µη são ergódicas, segue

diretamente do teorema B.1.4. Note que as medidas de contagem θη projetam-se

em medidas de contagem, isto é, π∗θη = θπ(η). Além disso, é claro que θπ(η) são

ergódicas. Assim, pelo corolário B.1.8, para ν-quase todo x ∈ X, θx = ν, o que

mostra o resultado.
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Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita munido da norma | · | e C(X,V ) o

espaço de Banach das funções cont́ınuas de X em V munido da norma do supremo.

Dados f ∈ C(X,V ) e µ ∈ M(X), define-se a integral de f com relação a µ pelo

vetor

∫

X

fdµ, unicamente determinado por

ϕ

(∫

X

fdµ

)
=

∫

X

(ϕ ◦ f) dµ, ϕ ∈ V ∗. (B.3)

Considere o cociclo vetorial a : T×X −→ V sobre o fluxo φt : X −→ X. Defina

a seguinte função em C(X,V ):

q : x ∈ X 7−→ q(x) := a(1, x) ∈ V.

Para x ∈ X, a média temporal de q ao longo da trajetória de x é dada pelo seguinte

limite,

q̃(x) := lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

q(φk(x)),

caso o mesmo exista. Assim, como no item iii) do teorema ergódico de Birkhoff

(teorema B.1.8), pode-se provar que, dada uma medida ergódica µ em X, a média

temporal coincide com a integral de q com relação a µ, para quase todo x ∈ X.

Teorema B.1.11 Seja µ ∈ P(X) ergódica. Tem-se que, para quase todo x ∈ X,

q̃(x) =

∫

X

qdµ,

isto é, as médias temporais e espaciais de q coincidem.

Demonstração: Considere {ϕ1, . . . , ϕn} base de V ∗. Para cada i = 1, . . . , n, tem-se

que

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

(ϕi ◦ q)(φk(x)) =

∫

X

(ϕi ◦ q)dµ,

para x ∈ Ui, onde µ(Ui) = 1. Tomando U :=
n⋂

i=1

Ui, tem-se que µ(U) = 1 e

ϕi(q̃(x)) = ϕi

(∫

X

qdµ

)
,
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para todo x ∈ U . O resultado segue pela definição (B.3) de integração vetorial.

Uma generalização do teorema ergódico de Birkhoff é o teorema ergódico suba-

ditivo de Kingman, dado a seguir e cuja a prova é dada no teorema 1.8 de [19].

Teorema B.1.12 (Kingman) Seja uma medida de probabilidade φ-invariante

µ ∈ Pinv(X) e (fn)n≥1 uma sequência de funções mensuráveis de X em R ∪ {−∞}

satisfazendo as seguintes condições:

a) Integrabilidade: f+
1 ∈ L

1(X);

b) Subaditividade: fm+n(x) ≤ fm(x) + fn ◦ φ
m(x) em µ-quase todo x ∈ X.

Então, existe uma função mensurável φ-invariante f : X −→ R ∪ {−∞} tal que

f+ ∈ L1,

lim
n→∞

1

n
fn = f,

para µ-quase todo x ∈ X, e,

lim
n→∞

1

n

∫
fn(x)dµ(x) = inf

n

1

n

∫
fn(x)dµ(x) =

∫
f(x)dµ(x).

B.1.1 Expoentes de Lyapunov e de Morse realizados por

integrais

Considere novamente o cociclo vetorial a : T × X −→ V sobre o fluxo

φt : X −→ X e a aplicação cont́ınua q : x ∈ X 7−→ q(x) = a(1, x) ∈ V , onde

V é um espaço vetorial de dimensão finita. Pela propriedade de cociclo (1.1), tem-se

que, para N ∈ Z+,

a(N, x) =
N−1∑

j=0

q(φj(x)).

Ou seja,

λN(x) =
1

N

N−1∑

j=0

q(φj(x)). (B.4)
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Dessa forma, pela proposição 1.1.3, item iii), o expoente de Lyapunov de a em

x ∈ X é dado por

λ(x) = lim
N→+∞

1

N

N−1∑

j=0

q(φj(x)).

Note, que pelo teorema de Birkhoff (teorema B.1.11), dada uma medida

µ ∈ Pinv(X) ergódica, o expoente de Lyapunov existe e é dado por

λ(x) =

∫

X

qdµ.

Já no próximo resultado (veja proposição 1.21, caṕıtulo 1, pág. 33 de [31]), cada

expoente de Morse (logo, cada expoente de Lyapunov pela proposição 1.1.4) admite

uma representação integral por uma medida de probabilidade invariante. A prova

deste resultado é uma adaptação do teorema de Krylov-Bogolyubov (veja teorema

B.1.3) para cadeias.

Proposição B.1.13 Dado um subconjunto M ⊂ X, para cada expoente de Morse

λ ∈ ΛMo(M) existe uma medida de probabilidade invariante µ ∈ Pinv(M) tal que

λ =

∫

M

qdµ.

Além disso, se µ é ergódica, então λ =

∫

M

qdµ é um expoente de Lyapunov.

Demonstração: Seja ζ uma (ε, T )-cadeia em M com tempos inteiros e T ≥ 1.

Defina o seguinte funcional linear em C(X)∗, dado pela seguinte combinação convexa

Lζ(f) :=
N−1∑

j=0

Tj

T (ζ)
LTj ,xj

, f ∈ C(X),

onde LTj ,xj
, j = 0, . . . , N − 1, é o funcional linear definido em (B.2). É fácil ver

que Lζ(f) ≥ 0, para todo f ∈ C(X), e que ‖Lζ‖ = 1. Assim, pelo teorema de

representação de Riesz, existe uma rede de probabilidades (νζ) ⊂ P(X) tais que
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Lζ(f) =

∫

X

fdνζ .

Agora, pela combinação convexa (1.4) e pela equação (B.4),

λ(ζ) =
N−1∑

j=0

Tj

T (ζ)
λTj

(xj)

=
N−1∑

j=0

Tj

T (ζ)


 1

Tj

Tj−1∑

i=0

q(i · xj)


 .

Ou seja, ϕ(λ(ζ)) = Lζ(ϕ ◦ q), ϕ ∈ V
∗.

Procedendo como na demonstração do teorema de Krylov-Bogolyubov, tem-se que

a rede (νζ) converge para uma medida µ φ - invariante tal que ϕ(λ) =

∫

X

(ϕ ◦ q)dµ,

ϕ ∈ V ∗, o que mostra o resultado.

A última afirmação segue claramente do teorema B.1.8, item iii).

B.2 Desintegração de Medidas

Seja Y um espaço topológico separável munido de uma medida µ. Denote por

M+(Y ) o espaço das medidas positivas nos borelianos de Y .

Definição B.2.1 Seja X um espaço topológico. Uma aplicação f : Y −→ X é

µ-própria se f é µ-mensurável e se todo ponto x ∈ X admite uma vizinhança V tal

que µ(f−1(V )) < +∞.

Exemplo: Sejam Y e X espaços topológicos como na definição acima. Uma

aplicação f : Y −→ X cont́ınua e própria (ou seja, a imagem inversa por f de

qualquer compacto em X é compacta) é µ-própria, para toda medida µ localmente

finita. De fato, seja x ∈ X; como f é própria, segue que f−1(x) é compacto. Seja

U uma vizinhança aberta de f−1(x). Tomando V = X\f(Y \U), tem-se que V é

aberto em X (já que f é fechada), contém x e µ(f−1(V )) ≤ µ(U) < +∞.
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Considere agora que ν = π∗(µ), onde π : Y −→ X é uma aplicação qualquer e ν

é uma medida em X.

Definição B.2.2 A medida µ em Y admite uma desintegração se existe uma aplicação

mensurável x ∈ X 7−→ µx ∈M+(Y ) tal que

µ(A) =

∫

X

µx(A)dν(x),

onde A é um boreliano de Y .

O próximo resultado, provado em [5], caṕıtulo IX, proposição 13, pág. 39, afirma

que, para aplicações π µ-próprias, sempre existe uma desintegração de ν = π∗(µ).

Proposição B.2.3 Sejam Y um espaço metrizável, munido de uma medida µ, e X

um espaço topológico com uma medida ν. Considere π : Y −→ X uma aplicação

µ-própria. Então, µ admite uma desintegração x ∈ X 7−→ µx ∈ M+(Y ). Além

disso, para todo x ∈ X, a medida µx possui suporte sobre π−1(x).
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