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“Lie theory is in the process of becoming the most
important part of modern mathematics. Little by
Little it became obvious that the most unexpected
theories, from arithmetic to quantum physics,

came to encircle this Lie field like a gigantic axis.”

Jean Dieudonne !

'Minha traducdo: Teoria de Lie estd no processo de tornar-se a parte mais importante da
matematica moderna. Pouco a pouco, tornou-se ébvio que as teorias mais inesperadas, da arit-

mética a fisica quantica, passou a cercar este campo de Lie como um gigantesco eixo.
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Resumo

Nesta tese, estuda-se o crescimento exponencial de cociclos continuos, a valores
vetoriais, sobre o fibrado flag maximal. Tais cociclos estao intimamente ligados
com os expoentes de Lyapunov cldssicos e, assim, o teorema ergdédico multiplicativo
de Oseledets é provado em um contexto de teoria de Lie semi-simples. Com isto,
estabelece-se uma conexao entre a decomposicao de Oseledets e a decomposicao de
Morse em fibrados flag. Além disso, para uma classe de transformacoes de calibre
no fibrado, compara-se a decomposicao de Morse obtida em cada fibra com a mais

fina, obtida anteriormente por Braga e San Martin.
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Abstract

In this thesis, we study the exponential growth of continuous cocycles wich take
vector values on the maximal flag bundle. Such cocycles are intimately connected
with the classic Lyapunov exponents, and thus the Oseledets’s multiplicative
ergodic theorem is proved in the context of semi-simple Lie theory. With this, it is
established a connection between the Oseledets decomposition and Morse
decomposition in flag bundles. In addition, considering a class of gauge
transformations in the bundle, we compare the Morse decomposition obtained in

each fiber with the finest Morse decomposition, obtained by Braga and San Martin.
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Introducao

Nesta tese, estuda-se a relacao entre os expoentes de Lyapunov e os expoentes de
Morse associados a fluxos invariantes em um fibrado principal cujo grupo estrutural é
um grupo de Lie semi-simples. Os primeiros descrevem o comportamento assintético
de um cociclo vetorial sobre um fluxo neste fibrado. Ja, os expoentes de Morse,
analisam o crescimento exponencial do fluxo ao longo de cadeias.

Os expoentes de Lyapunov classicos foram introduzidos por Lyapunov em seu
trabalho [21]. Tais expoentes, caso existam, permitem que se obtenha informacoes
acerca do comportamento exponencial de um cociclo linear sobre uma dada trans-
formacao. A principio, os mesmos foram usados para descrever solugoes de sis-
temas de equacoes diferenciais ordindrias com coeficientes variaveis. Entretanto, as
aplicacoes desses expoentes tornaram-se mais expressivas com a prova do teorema
ergddico multiplicativo de Oseledets (veja [22]), principalmente na teoria de sistemas
dinamicos.

Sejam (X, ) um espaco de probabilidade e T : X — X uma transformagao
mensuravel que preserva medida. Considere A : X — Gl(n,R) uma aplicagao

mensuravel e defina o seguinte cociclo multiplicativo
Aln,z) = AT (2))... A(z).

Suponha que as funcoes v € X —— log" ||A(z)]| e x € X —— log™ ||A~}(2)]| sdo
p-integraveis. Assim, o teorema de Oseledets afirma que, para pu-quase todo x € X,

existe uma filtracao de subespacos
{0} =VycWe SVl =R"
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e nimeros \(z) < -+ < g (), ditos expoentes de Lyapunov, tais que, para
CAS V;I\V;gila
lim —10g||A(n z)v| = \(x),

n—-+o0o M

1
lim —log|det A( E Ai(2)(dim V;* — dim V/% ;).
Jm og | det A(n, x) im imV?,)

=1

Neste caso, a sequéncia de matrizes A(n,x) é dita regular.

Defina a matriz positiva definida ¥(z) de forma que V(z)w = et
1 <i<s(x), onde w € EF, o complemento ortogonal de V;* | em V/*. Pelo teorema
de Oseledets, A(n,x) comporta-se assintoticamente como ¥ (z)", ou melhor dizendo,

a regularidade de A(n,z) é equivalente a afirmar que
1 1
—log || A(n, 2)¥(x) ™" — 0 e —log||¥(z)"A(n,2) || — 0. (1)
n n

Seguindo Kaimanovich (veja [17]), considere, agora, o espago simétrico
S =Gl(n,R)/O,(R) e zg := O,(R) o conjunto das matrizes ortogonais de Gl(n,R).

Sejam g € Gl(n,R) e \; os autovalores de (gg*)*/?. Defina a seguinte métrica em S:

n 1/2
d(z0,9 - o) = (Z (log )\i)Q) :

i=1

Com isto, em [17], é provado que as condigbes (1) s@o equivalentes a
1
—d(V(z)™™ - zo, A(n,z) "' - 10) — 0.
n

Esse trabalho de Kaimanovich generalizou essa no¢ao de regularidade para espacos
simétricos quaisquer. Com isto, a teoria classica dos expoentes de Lyapunov foi in-
troduzida em grupos de Lie G nao-compactos redutiveis com centro finito. Dado um
espago simétrico S = G/K, onde K é o subgrupo compacto maximal de G, e d uma
métrica canonica invariante, Kaimanovich definiu a regularidade de uma sequéncia
gn € G como aquelas nas quais existe um raio geodésico tal que a distancia de g,
a este raio cresce sublinearmente. Além disso, tomando a decomposicao polar de
G = K(cl AT)K, considere h,, a projecao sobre cl AT de g, = u,h,v, € K(cl AT)K.
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Kaimanovich provou que a regularidade de uma sequéncia (g,,) é equivalente a exis-

téncia do limite lim h}/ " denominado de expoente polar, e ao crescimento sublinear
n—oo
de (gn).

Nesta tese, os resultados de Kaimanovich serao explorados a fim de que se possa
estende-los a certos tipos de fibrados. Os expoentes de Lyapunov de uma sequéncia
gn € G em b € F, variedade flag maximal de G, sao dados pelo comportamento
assintético de a(g,u), onde b = uby, no qual by é a origem de F e u € G, ea éo
logaritmo da projecao sobre a A-componente na decomposicao de Iwasawa de g, u.
A regularidade de uma sequéncia, no sentido de Kaimanovich, estd intimamente

ligada com a existéncia desses expoentes de Lyapunov.

Seja ¢ um fluxo invariante em um fibrado principal 7 :  — X, com grupo
estrutural G semi-simples e ¥ uma medida de probabilidade ¢-invariante na base.
Dada a decomposicao de Iwasawa de G = K AN, a projecao sobre a A-componente
fornece um cociclo vetorial no fibrado flag maximal FQ). Com isto, é possivel a par-
tir da regularidade de sequéncias no grupo G, definir a regularidade de sequéncias
no fibrado e, assim, mostrar a existéncia dos expoentes de Lyapunov vetoriais no
fibrado flag maximal. Mostra-se entao que, tais expoentes sao dados em cada fi-
bra sobre z pelas translacoes pelo grupo de Weyl do expoente polar, onde z per-
tence a um conjunto de medida total 2. Além disso, cada fibra sobre x € )
decompoe-se como uma uniao disjunta dos conjuntos estéveis st(z,w), denomina-
dos de componentes de Oseledets. Em cada componente st(z,w), os expoentes de
Lyapunov sao dados por w™'H"(x), onde H"(z) é o expoente polar sobre z. Para

o fluxo reverso, o expoente polar é dado por —woH*(z).

Supondo que v é uma medida ergodica em X, segue que o expoente polar, dado
por uma aplicagdo mensurdvel, é constante e dado por H. Com isto, define-
se o seguinte subconjunto de raizes simples O, := O(H, ), dito tipo parabdlico
de Lyapunov. Para o fluxo reverso, o tipo parabdlico do fluxo reverso é dado
pelo dual do tipo parabdlico de Lyapunov. Tomando Tep, FQ — FGEYQ a
fibracao canodnica, tem-se que, para x € €2, a imagem por Tor, da componente re-

pulsora de Oseledets para o fluxo direto st(x,wy) é dada por um tnico ponto em
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& (x) € ]Fein. Tomando o fluxo reverso, obtém-se, para cada x € €2, um ponto
{(r) € Fo, Q. Assim, a partir da transversalidade de {(r) e £*(r), obtém-se uma
segao mensuravel sobre 2 do fibrado associado @ x¢ Ad(G)H,", denominada se¢do
de Oseledets. Tomando a aplicagdo correspondente hyy : 7 1(Q) — Ad(G)H,', as
componentes de Oseledets sdo dadas fibra a fibra como pontos fixos de hyy(q), ou
seja, st(m(q), w) = q - fix(hiy(q), w).

Por outro lado, os expoentes de Morse fornecem a taxa de crescimento exponen-
cial ao longo de cadeias (veja [7]). Nesse trabalho, o espectro de Morse é definido
sobre as componentes transitivas por cadeias do fluxo induzido no fibrado flag as-
sociado Fg(@ com fibra tipica Fg, variedade flag de tipo ©. Supondo que a base
¢ compacta, em [3] e [23], mostrou-se que as componentes de Morse, ou ainda, as
componentes transitivas por cadeia do fluxo induzido sao indexadas pelo grupo de
Weyl W e existe apenas uma componente atratora, correspondente ao elemento de
Weyl na identidade, e uma componente repulsora, dada pela involugao principal
wy € W. As componentes atratora e repulsora sao denotadas, respectivamente, por
MG e Mg.

O principal resultado de [3] e [23] e de muita utilidade nesta tese é aquele que
fornece uma descricao algébrica em cada fibra das componentes de Morse. Mais
especificamente, existe um subconjunto de raizes simples, dito tipo parabolico do
fluxo e denotado por O(¢), tal que a componente atratora Mg( ) DO respectivo
fibrado flag Fe(4)Q intercepta cada fibra em tnico ponto. Tomando ©*(¢), o tipo
parabélico dual de ©(¢), tem-se ainda que a componente repulsora Mg, (¢) DO res-
pectivo fibrado flag Fe- (4@ intercepta cada fibra em tnico ponto. Desse modo,
é possivel definir uma secdo continua do fibrado associado @) x¢ Ad(G)Hy, onde
Hy € cla™ é tal que O(¢) = O(Hy). As componentes de Morse sao descritas fibra a
fibra como pontos fixos da aplicacao continua correspondente a essa sec¢ao, ou seja,
(Mo (W), = ¢ fix(ho(g), w), onde hyo : Q — Ad(G)Hy ¢ a aplicagio corres-
pondente a segao de @ Xg Ad(G)Hg. No caso, por exemplo, do fluxo induzido no
fibrado projetivo PV pelo fluxo linear no fibrado vetorial ¥V — X, as componentes

de Morse em cada fibra sao dadas pelas componentes conexas dos pontos fixos
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de uma aplicagao linear diagonalizavel H, : V, — V,. Por outro lado, essas
componentes conexas sao os espagos projetivos dos autoespagos de H,, o que mostra
que o resultado provado por [3] e [23] generaliza o teorema de Selgrade (veja [28]).

Um dos objetivos principais desta tese é analisar quando a decomposicao de
Morse coincide com a decomposicao de Oseledets. Isto é equivalente a mostrar
que o tipo parabdlico de Lyapunov coincida com o tipo parabdlico do fluxo (ou de
Morse). A principio a ideia foi tentar mostrar que a segao de Oseledets estendia-se
continuamente ao suporte da medida ergddica na base X que, por hipdtese, coincidia
com a toda a base. Posteriormente, foram obtidas trés condigoes (a priori, mais
fracas do que a extensao continua) para que os tipos parabdlicos coincidam. Para
isso, foi introduzido os conceitos de medidas atratora e repulsora nos fibrados flag
Fo@, que sao medidas que se projetam sobre a medida ergddica na base e realizam
os expoentes de Lyapunov. Em geral, tais medidas nao sao unicas, entretanto, foi
provado que nos fibrados flag associados aos tipos parabélicos Oy e Of, as medidas
atratora e repulsora sao unicas, ou ainda, suas desintegragoes sao dadas em cada
fibra pelas medidas de Dirac em £(z) e £*(x), respectivamente. Assim, pode-se
afirmar, a grosso modo, que as trés condigoes que fornecem a igualdade entre os

tipos parabodlicos de Lyapunov e de Morse sao as seguintes:

e A fungao correspondente a se¢ao de Oseledets é limitada;

e O tipo parabdlico de Lyapunov associado a outra medida ergddica na base

estd contido em Ory;

e Fixisténcia de medidas atratoras associadas a outras medidas invariantes na

base.

Quanto & questao da extensao continua, Viana e Bochi em [4] usam o conceito
de decomposicao de Oseledets dominada que, no sentido do teorema de Oseledets

classico, significa que existe m € N tal que, para todo y na orbita de x € M,
[A(n, y)uvill = 2| A(n, y)v; I,

5



onde wv; e wv; sao vetores unitdrios em E! e E;’, respectivamente, e
1 <i<j<k(x), para todo z € M. Nesse artigo, esse conceito de decomposigao
dominada implica na existéncia de uma extensao continua. Em um trabalho futuro,
pretende-se traduzir esse conceito no caso de grupos semi-simples e investigar a sua
relacao com as trés condigoes obtidas nesta tese e, portanto, com a igualdade dos
tipos parabdlicos de Lyapunov e de Morse. De [7], ja se sabe que em fibrados pro-
jetivos a decomposicao de Morse mais fina coincide com a decomposicao dominada
mais fina. A decomposicao dominada também parece estar estritamente ligada a
continuidade dos expoentes de Lyapunov.

Finalmente, no iltimo capitulo, analisa-se as decomposi¢oes de Morse em fibra-
dos flag para um fluxo de transformagoes de calibre. As Teorias de Gauge, também
chamadas de Teorias de Calibre, fornecem um formalismo matematico para a teo-
ria dos campos através das chamadas transformagoes de calibre. Dado um fibrado
principal Q — X, uma transformacdao de calibre é um automorfismo de ) que
preserva fibras e é invariante a direita pela agao de G. De maneira geral, uma
transformacao de calibre move os pontos de um fibrado principal em relagao a uma
trivializacao fixa. A relevancia em obter decomposicoes de Morse associadas a essas
transformacoes reside no fato de que as mesmas descrevem importantes sistemas
dinamicos, principalmente na Fisica.

Tendo em vista que uma transformacao de calibre preserva fibras, o fluxo ¢ em
Q sera dado por ¢(q) = qf(q), onde f : Q@ — G é uma funcao continua e G-
equivariante, isto é, f(qg) = g7 'f(q)g, para ¢ € Q e g € G. Dessa forma, tem-se
uma decomposicao de Morse em cada fibra, dada pelas componentes conexas dos
pontos fixos da parte hiperbdlica de f(q). Por fim, analisa-se quando a uniao das
componentes de Morse fibra a fibra fornece uma decomposicao em todo o fibrado e
a sua relacao com a decomposicao de Morse mais fina obtida no fibrado flag Fg@Q
(veja teoremas 1.1.14 e 1.1.15).



Estrutura da tese

Esta tese estd dividida em 4 capitulos e dois apéndices (A e B). O seguinte
diagrama mostra a ordem de precedéncia logica entre os capitulos e o apéndice B.

O apéndice A contém toda a terminologia basica usada ao longo de toda a tese.

2<-B 4

3

Na sequéncia, sera feito uma andlise detalhada de cada capitulo e enunciando as

principais contribuicoes desta tese.
Capitulo 1: Preliminares

Neste capitulo, serao apresentados os principais objetos de estudo desta tese.
Na secao 1.1, serao vistas as defini¢oes e resultados de recorréncia por cadeias rela-
cionados as decomposigoes de Morse e introduzidos em [7]. Além disso, define-se um
cociclo vetorial sobre fluxos e, a partir disto, é introduzido os conceitos de expoentes
de Morse associados a esse cociclo vetorial.

A teoria desenvolvida em [3] e [23] sobre as decomposi¢oes de Morse em fibrados
flag é resumida na secao 1.1.1. O principal resultado desta segao esta contido no
1.1.15, o qual fornece uma descricao algébrica fibra a fibra das componentes da
decomposi¢ao de Morse minimal no fibrado flag Fg(). Entretanto, para chegar a
este resultado, é imprescindivel que seja definido o tipo parabdlico do fluxo, que, a
grosso modo, é dado pelo tipo parabdlico de um semigrupo de sombreamento.

Finalmente, na secao 1.2, enuncia-se o teorema ergdédico multiplicativo de
Oseledets classico e analisa-se os expoentes de Lyapunov em fibrados vetoriais.

Isto sera importante, visto que no final do capitulo 2, compara-se os expoentes de

7



Lyapunov em tais fibrados com os obtidos pelo teorema ergédico multiplicativo para

grupos de Lie semi-simples.

Capitulo 2: O Teorema Ergddico Multiplicativo em Fibrados Principais

O teorema ergodico multiplicativo de Oseledets é reformulado em um con-
texto de grupos de Lie semi-simples GG, ou ainda, em seus fibrados flag. Neste sentido,
analisa-se o crescimento exponencial de cociclos continuos, a valores na subalgebra
abeliana maximal a C s C g, onde s é a componente simétrica da decomposicao de
Cartan de g, dlgebra de Lie de G.

Seja um fluxo ¢, invariante a direita, em um fibrado principal 7 : ) — X com
grupo estrutural G semi-simples. Suponha que X seja dotado de uma medida de
probabilidade v, invariante pelo fluxo na base. Pela decomposicao de Iwasawa de @)
(conceito introduzido em [30]), os cociclos vetoriais em a sdo obtidos pela projegao
de () sobre a A-componente. Assim, o objetivo é mostrar a existéncia dos expoentes

de Lyapunov associados a esse cociclo vetorial.

Inicialmente, na secao 2.1, apresenta-se a teoria introduzida por Kaimanovich
(veja [17]). Ou seja, dada uma sequéncia (gx) C G, define-se o expoente de Lyapunov
de (gx), advindo da decomposicao de Iwasawa de (gx), e 0 expoente polar, associado
a decomposicao de Cartan. Como ja foi comentado anteriormente, a regularidade

de (gx) (definigao 2.1.1) é equivalente a existéncia dos expoentes de Lyapunov.

Na segao 2.2, foi reproduzido um resultado de [30] que afirma que cada a-expoente
de Lyapunov do fluxo é dado por um expoente de Lyapunov de uma sequéncia em G
(proposicao 2.2.1). Portanto, a existéncia dos a-expoentes de Lyapunov é reduzida
a sequencias regulares em G associadas ao fluxo ¢. Tomando a decomposicao de
Cartan do fibrado ) = R - S, onde R é uma K-reducao de (), um ponto x € X é
dito regular se s := S(¢x(q)), 7(¢) = x, é regular em S, onde S é projegao sobre
a S-componente. No teorema 2.3.1, prova-se a existéncia de um conjunto 2 C X
de medida total tal que todo = € €0 é regular. Isto corresponde a primeira parte

do teorema ergddico multiplicativo de Oseledets. Além disso, mostra-se que para
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elementos regulares cuja fibra esta contida nas variedades estaveis das componentes
conexas dos pontos fixos de exp(tD), onde D € s é o raio assintético de s, os
expoentes de Lyapunov sao dados pela translagao do expoente polar pelo grupo de
Weyl (veja [30]). Tais variedades estdveis sao denotadas por st(z,w) :=r-st(D, w).
Assim, para & € st(z,w), o a-expoente de Lyapunov em ¢ é dado por w™'H™(x),
(&) = w(r) = z € Q. Com isto, 771(2) decompde-se como uniao disjunta de
st(z,w), paraz € Qe w € W.

Para cada x € X regular, é definido o seguinte subconjunto de raizes sim-
ples, dito tipo parabdlico de Lyapunov em z: Oy := O(H(x)). Os expoentes de
Lyapunov para o fluxo reverso sao dados por —A(§) (proposi¢ao 2.3.10). Desta
forma, é possivel mostrar que o expoente polar para o fluxo reverso é dado por
—woH™(x) (coroldrio 2.3.11), implicando que o tipo parabdlico do fluxo reverso é
dado pelo dual do tipo parabdlico de Lyapunov (coroldrio 2.3.12). Tomando a fi-
bragao canonica To (2) ° FQ — ]Fe;y(z)@ tem-se que, para x € {2, a imagem pela
fibragao To;  (x) da componente repulsora de Oseledets para o fluxo direto st(x, wy)
é dada por um tnico ponto em £*(z) € F@;:y(x)Q (proposigao 2.3.13). Tomando o
fluxo reverso, tem-se um resultado analogo, ou seja, para cada x € (), obtém-se
um tnico elemento {(z) € Fg ()@ (coroldrio 2.3.14). Além disso, pela proposicao

2.3.17, para cada z € 2, £(z) e £*(x) sao elementos opostos.

Supondo que v é uma medida ergddica, obtém-se entao uma secao mensurdvel
(dita se¢do de Oseledets) sobre € do fibrado associado @ x¢ Ad(G)H,! (proposigao
2.3.18). Tomando a aplicagao correspondente hyy : 7 1(Q) — Ad(G)H,', tem-se
que as componentes de Oseledets sao dadas fibra a fibra como pontos fixos de hyy(q),
ou seja, st(m(q),w) = ¢ - fix(hiy(q), w) (proposicao 2.3.19).

Seja um fibrado vetorial V', dado por um fibrado associado obtido a partir de
um fibrado principal () com grupo estrutural G e uma representacao linear p de GG
em um espaco vetorial V. Na secao 2.5, encontra-se a relacao existente entre os
expoentes de Lyapunov em V com os a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag FQ).
Para isso, foi obtida na proposigao 2.5.1 o nexo entre os cociclos que definem tais

expoentes. A partir disso, conclui-se rapidamente que os expoentes de Lyapunov



no fibrado vetorial V sdo dados por p o 6(A(£)), onde pu é o peso maximo da re-
presentacao canonica de gl(V'), 6 é a representagao infinitesimal de p e A(£) sado os

a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag FQ (corolario 2.5.2).
Capitulo 3: Os tipos parabdlicos de Morse e Lyapunov

Seja ¢ um fluxo continuo, invariante a direita, em um fibrado  — X,
com grupo estrutural G semi-simples e base X, espaco métrico compacto munido de
uma medida ergddica v tal que suppr = X. Neste capitulo, o objetivo é fornecer
condigbes para que o tipo parabdlico do fluro (definido em [3] e [23]) coincida com o
tipo parabdlico de Lyapunov (definido no capitulo 2).

Inicialmente, na secao 3.1, os a-expoentes de Lyapunov no fibrado flag sao es-
critos como médias espaciais de ¢(§) = a(1,¢) sobre uma medida ergddica que se
projeta sobre v, onde a : T x FQ) — a, T = R ou Z, é o cociclo vetorial sobre o
fibrado flag (proposigoes 3.1.1e 3.1.2). Assim, define-se as medidas atratora e repul-
sora em F(@ (ndo-unicas) que se projetam sobre v, denotadas, respectivamente, por
e pvo, e da forma que os a-expoentes de Lyapunov realizados por elas sao tais

que
/qdu1 c€clat e /qduw0 € —cla®

Uma medida atratora (respectivamente, repulsora) em um fibrado flag de tipo
O, FeQ ¢ dada pela projecao de u' (respectivamente, 1“°) pela fibragao candnica
o : FQ — FeQ. Tais medidas sdo denotadas por ug (respectivamente, ug°).
Desde que uma medida repulsora em Fg() é uma medida atratora para o fluxo
reverso (proposicao 3.1.5), segue que as medidas atratora e repulsora em Fo, ,Q e
F@Ey7 respectivamente, sao unicas (ou ainda, os elementos da desintegragdo em cada
fibra sao medidas de Dirac).

Na secao 3.2, enuncia-se as condigoes necessarias e suficientes para que o tipo
parabdlico de Morse (dado pelo tipo parabdlico do fluxo) coincida com o tipo

parabodlico de Lyapunov. Tais condicoes sao dadas por:
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1. Secao limitada: A aplicacdo mensurdvel hp, correspondente a secao de

Oseledets é limitada;

2. Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergédicas: Para
cada medida ergddica p, o tipo parabdlico associado a p esta contido no tipo

parabdlico de Lyapunov (associado a medida pré-fixada v);

3. Medidas atratoras associadas a outras medidas ergddicas na base:
Dada uma medida ergddica p em X, as medidas ergddicas em F(Q que se
projetam sobre p com suporte contido em 7~ (Y') N supp /,LleLy, onde Y é o

suporte de p e 7 : Fg, () — X, sdo atratoras.

O restante do capitulo é dedicado a demonstragao deste resultado (teorema
3.2.1).

Capitulo 4: Decomposicao de Morse para Transformagoes de Calibre

Neste capitulo, estuda-se as decomposicoes de Morse para transformacoes de
calibre. Ou seja, considere, como antes, um fluxo em um fibrado principal @ — X
com grupo estrutural semi-simples G e de tal forma que o fluxo induzido na base X
seja a identidade. Com isto é possivel obter decomposicoes de Morse em cada fibra
do fibrado flag Fg(@) e analisar sob quais condigoes a uniao destas decomposicoes
forma uma decomposicao de Morse no espaco todo e qual a sua relacao com a
decomposi¢ao de Morse mais fina neste espago obtida em [3] e [23] (veja os teoremas
1.1.14 e 1.1.15).

Na secao 4.1, é feita uma breve discussao sobre as decomposicoes multiplicativa
e aditiva de Jordan de um grupo de Lie G e sua algebra de Lie g, respectivamente.
O principal resultado desta se¢ao (lema 4.1.1, provado em [11], lema 3.1, item (i7))
diz que para cada elemento X € g, existe uma decomposicao de Iwasawa da dlgebra

de Lie semi-simples g = ¢ ® a @ n, tal que X é decomposto da seguinte forma
X=FE+H-+N,
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onde H € cla®™ e E € by, centralizador de H em £ .

Desde que o fluxo ¢ induzido na base ¢é a identidade, existe uma fun¢ao continua
[ :Q — G, G-equivariante, isto é, f(qg) = ¢7'f(q)g, g € G. Assim, para cada
q € Q, f(q) induz um fluxo no flag Fg. Prova-se entao que a decomposi¢ao de Morse
minimal em Fg é dada pelo conjunto recorrente por cadeia de f(q)*, o qual é formado
pelas componentes conexas do conjunto dos pontos fixos de h(q)! = exp(tH(q)), onde
h(q) € cl AT é a projegao sobre a A-componente da decomposi¢ao multipliticativa

de Jordan de f(q) € G (proposicoes 4.2.3 e 4.2.4). Mais precisamente,
{fixe(H(q), w) : w € Wgg\W/We}

é a decomposicao de Morse mais fina para f(q)" : Fo — Fg (veja [11]).

A partir disso, obtém-se na proposi¢ao 4.2.5 uma decomposicao de Morse sobre
cada fibra z € X do fibrado flag Fg@, com relagao ao fluxo ¢(¢ - v) = ¢ - f(q)'v,
7(q) = z, dada por

Mo(w), :=={q-v:v € fixg(H(q),w)}.

Com isto, prova-se que, sob determinadas condi¢oes, a uniao das componentes de
Morse em cada fibra de Fg@ é a decomposicao de Morse mais fina obtida nos

teoremas 1.1.14 e 1.1.15. Este procedimento foi dividido em dois casos distintos:

1. Caso Regular: Dada a aplicacdo H : () — g, H(q) = exp(h(q)), é conside-
rado o caso no qual H(q) pertence a drbita adjunta de um elemento regular, e
o caso em que H(q) pertence a érbita adjunta de uma camara de Weyl fixada,

para todo g € Q);

2. Caso Nao Regular: Neste caso, desde que, para cada elemento g € () existe
uma camara de Weyl tal que H(q) € cla®(q), fixa-se uma camara de Weyl a™ e
um elemento ¢& em cada fibra de modo que H(g3) € cla®. Com isto, os outros
elementos sobre cada fibra sdo conjugados a H(ql). Supondo que os tipos
parabdlicos de H(g}) sao iguais a O(Ha), Ha € cla™, mostra-se que a uniao
das decomposicoes de Morse em cada fibra coincidem com a decomposicao de

Morse mais fina obtida anteriormente (proposigao 4.2.10).
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Em todos os casos anteriores, a aplicagao H coincide com a aplicacao
hao : @ — Ad(G)Hy, onde ©(H,) é o tipo parabdlico do fluxo.

Apéndices
O apéndice A contém um breve resumo da teoria de Lie semi-simples real e
alguns resultados necessarios para a compreensao de alguns resultados da tese. No

apéndice B, define-se alguns conceitos como medidas de ocupagao e desintegragao

de medidas usados nos capitulos 1 e 3.
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Capitulo 1

Decomposicoes de Morse e de

Lyapunov

Neste capitulo, serd apresentada a teoria dinamica de Conley (veja [8]), principal-
mente a nogao de transitividade por cadeias relacionada as decomposigoes de Morse.
Além disso, serd visto os resultados provados em [3] e [23], os quais fornecem uma
descricao algébrica das componentes de Morse em um fibrado flag. Tais resultados
serao usados exaustivamente ao longo da tese.

Finalmente, enuncia-se o teorema de Oseledets classico, o qual serd generalizado

no capitulo 2 para expoentes de Lyapunov vetoriais em fibrados flag.

1.1 Transitividade por Cadeias

Seja ¢ : T x X — X um fluxo em um espago métrico compacto (X, d), onde
T =R ou T = Z. Denota-se ¢.(-) = ¢(t,-) ou ¢(t,x) =t - .

Para um conjunto N C X, define-se o conjunto w-limite de N como
w(N)={y € X: Ity — o0 ex, €N tais que ty -z, — y}.
Analogamente, para o fluxo reverso, tem-se o conjunto w*-limite de N dado por
W (N)={y e X: Ity - —o0 e x, € N tais que ty -z, — y}.
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Denota-se por R(¢;) o conjunto de todos os pontos recorrentes, ou seja,
R(¢) = {z € X : z€w()},
e por fix(¢;) o conjunto de todos os pontos fixos de ¢y, isto é,

fix(d) = {w € X+ ¢u(x) = x}.

Para um conjunto ¢;-invariante M C X, defina o conjunto estdvel e instdvel de M,

respectivamente, por
stM)={ze X :wlx)c M}eun(M) ={zre X : w*(z) C M}

Definicao 1.1.1 Para um fluxo em um espaco métrico compacto X, um conjunto
compacto invariante A é um atrator se admite uma vizinhaca N tal que w(N) = A.
De forma andloga, um repulsor é um conjunto compacto invariante R que possui

uma vizinhanca N* tal que w*(N*) = R.

Observe que todo atrator é compacto e invariante, e um repulsor é um atrator
para o fluxo de tempo reverso. Além disso, se A é um atratorem X e Y C X é um

conjunto compacto invariante, entao A NY é um atrator para o fluxo restrito a Y.
Lema 1.1.2 Dado um atrator A C X, defina o sequinte conjunto
A={reX:wlx)nNnA=0}.

Tem-se que A* € um repulsor.

Demonstragao: Veja lema B.2.11, pag. 543 de [7]. L]
Note que A e A* s@o disjuntos. Na literatura, (A, A*) é dito um par atrator-

repulsor. Neste caso, existe uma funcao a valores reais L4 : X — R, chamada de

fungao de Lyapunov associada ao par atrator-repulsor (A, A*), tal que LZI(O) =A

e L'(1) = A* e L, é estritamente decrescente nas 6rbitas em X\ AU A* (veja secdo

5.1.B de [8]).
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Sejam z,y € X e e,T > 0. Uma (g,T)-cadeia de x a y é dada por pontos

To=1x,%1,...,0, =y € X e tempos ty,...,t,_1 > T, para algum n € N, tais que
d(tl : xi,xiﬂ) < €.

Denote por C. r(x) o conjunto dos pontos y € X tais que existe uma (e, T')-cadeia

de z a y. Além disso,

C(x)= () Cerlx).

e, >0
Também pode-se definir CZ () o conjunto dos pontos y € X tais que existe uma

(e,T)-cadeia de y a z e C*(z) = ﬂ CZ7(z). Equivalentemente, C*(x) é formado
e, T>0
pelos pontos y € X tais que, para todo &, T > 0, existe uma (g,T')-cadeia de = a y

para o fluxo reverso.

Um subconjunto A C X ¢é dito transitivo por cadeia se, para todo © € A,
A C C(z). Ainda tem-se que um conjunto A transitivo por cadeia é transitivo mawi-
mal, com relagao a inclusao de conjuntos, se, e sé se, A = C(z) ou, equivalentemente,
A =C*(z).

Um ponto z € Y é recorrente por cadeia se x € C(x). Denota-se por Re(dr) o
conjunto recorrente por cadeia, ou seja, o conjunto de todos os pontos recorrentes por
cadeia. Segue do teorema B.2.22) pag. 548, de [7], que as componentes conexas de
Rc(¢:) coincidem com os subconjuntos maximais transitivos por cadeia de R (¢y),
para T = R.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e considere a aplicagdo continua

a:T x X — V que satisfaz a seguinte propriedade

a(ty + t1,z) = a(te, ty - ) + a(ty, x). (1.1)

N

Tal aplicagao ¢ dita cociclo vetorial sobre o fluxo ¢;. Se T' = Z T;,paraT,T; € T,
j=0

e denotando

To=xexjp =1 x;,
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tem-se pela propriedade de cociclo (1.1) que

N-1

a(T,x) = Z a(T}, x;).

J:
Se T = N € Z", a equacao acima pode ser reescrita da seguinte forma

N-1
a(N,z) = a(l,j-x).
=0

<

Dados x € X, T € T, define-se o expoente de Lyapunov em tempo finito de a em
(x,T) por
1

Ar(x) == TG(T, x),

e o expoente de Lyapunov de a em x pelo seguinte limite
1
AMz)= lim —a(T 1.2
(z) = lim a(T,z), (1.2)

caso exista. Dado M C X, defina o espectro de Lyapunov de M por
ALy M) ={\(y) : y € M e A(y) existe} .

A proposigao seguinte (veja proposicao 1.8, capitulo 1, pag. 19 de [31]) estabelece

algumas propriedades dos expoentes de Lyapunov de um cociclo vetorial a.

Proposigao 1.1.3 i) O conjunto {Ap(x): T >0, z € X} é limitado.
i1) Os expoentes de Lyapunov sao invariantes pelo fluzo.
iii) O expoente de Lyapunov \(x) existe se, e somente se, o limite dado por (1.2)

existe para T € Z7.

Demonstracao: i) Considere a restrigao do cociclo a ao conjunto compacto
[0,1] x X. Dessa forma, a norma de a é uniformemente limitada por um M > 0.
Para T" > 0, escreva T = N + ¢, com N € ZT e ¢ € [0,1). Pela propriedade de
cociclo (1.1),

a(T,z) = a(N,e-z)+a(e,x)
= a(l,(j+¢)-x)+ale ).

Jj=0

s}
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MN M
< —+ — < 2M.
SN + S

1
Assim, desde que N < T, [A\p(z)| = ‘TQ(T’ x) N

i1) Basta usar a propriedade de cociclo (1.1): a(T +t,z) = a(T,t - z) + a(t, x).

i71) Suponha que T = R e que o limite dado por (1.2) existe paraT € Z*. Considere
uma sequéncia (5,) C RT tal que S,, — +o00. Escreva S, =T, + &,, com Ty € Z~

e e, € [0,1). Usando novamente a propriedade de cociclo (1.1), tem-se que

1 1 1
TTna(me) = ﬁa(Sn, x) — Ea(en, T, - x)
S, 1 1
= A ny - 7 n Tn : .
T Sna(S x) Tna(e x)

S, .
Desde que ?n — 1, n — o0, e a é uniformemente continua no compacto [0, 1] x X
n
(portanto, uniformemente limitada), segue que

1 1
lim —a(T,,,z) = lim —a(S,,z).

n—00 [, n—o00 Sn

]

Note que foi considerado apenas os expoentes de Lyapunov para tempos posi-
tivos. Para tempos negativos, procede-se de forma analoga e, neste caso, tem-se os
expoentes de Lyapunov para o fluzo reverso.

A existéncia de tais expoentes de Lyapunov sera investigada no capitulo 2 quando
o espaco vetorial é dado pela subalgebra abeliana maximal a contida na componente
simétrica da decomposicao de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples.

Pode-se fazer uma analogia aos expoentes de Lyapunov, introduzindo expoentes

de crescimento do cociclo ao longo de cadeias do fluxo. Defina

| N2
A(C) = T(0) 4 a(Ty, ;) (1.3)
7=0
onde ¢ é uma (g,7T) - cadeia, composta pelos pontos g = z,x1,..., 2y =y € X e
N-1
To,....,Tn1>T, e T(() = Z T; é o tempo total da cadeia. Tais expoentes sao
§=0
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chamados de ezpoentes de Morse em tempo finito da (¢,T)-cadeia (. Dado M C X,
o espectro de Morse de de todas as (g, T)-cadeias de M (ou seja, quando os pontos

inicial e final da cadeia pertencem a M) é definido por
Mio(M; (e, 7)) = {A(C) : ¢ é uma (g,T)-cadeia de M} .
Para ¢’ <e, T > T, é claro que
Avio(M; (€, T")) C Apgo(M; (e,T)).
Desse modo, o espectro de Morse de M é dado pela intersecao encaixante

Mpo(M) = [ o (Ao M; (2, 7)) .
e,T>0
Um elemento A € Ay (M) é dito expoente de Morse de M.

Assim como provou-se na proposigao 1.1.3, item 4ii), que basta considerar o
expoente de Lyapunov para tempos inteiros, sendo M uma componente transitiva
por cadeias do fluxo ¢, em X, também tem-se que no espectro de Morse Ay, (M) é
suficiente tomar cadeias em M com tempos inteiros (veja teorema 1.10, capitulo 1,
pag. 21 de [31]).

Da equagao (1.3), note que

MO = X g o) (14)

onde ¢ é uma (e, T)-cadeia. Ou seja, qualquer expoente de Morse em tempo finito é
uma combinac¢ao convexa de expoentes de Lyapunov em tempo finito. Na verdade,
foi mostrado em [31], teorema 1.22, capitulo 1, padg. 34, que tal resultado é vélido
também para os expoentes limite.

O resultado seguinte, cuja prova pode ser encontrada na sec¢ao 2 de [6], estabelece

a relacao entre os expoentes de Lyapunov e de Morse.

Proposicao 1.1.4 Sendo M uma componente transitiva por cadeias do fluzo ¢, em

X, tem-se que Apy(M) C Apo(M).
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A seguir, define-se as decomposicoes de Morse para o fluxo ¢ e relaciona-se tais

decomposigoes com a transitividade por cadeia do fluxo vista anteriormente.

Defini¢ao 1.1.5 Uma colegio finita de subconjuntos disjuntos {My, ..., M,} de-
fine uma decomposicao de Morse se satisfaz as sequintes condigoes:
i) cada M; € compacto e ¢i-invariante;

i1) para todo x € X, tem-se que w(x), w*(x) C UM""

i11) se w(x), w*(x) C M, entdo x € M;.

Cada conjunto M; de uma decomposicao de Morse é chamada de uma compo-

nente de Morse.

Uma decomposicao de Morse { My, ..., M,} é mais fina que uma decomposic¢ao
de Morse {M/,...,M!,} se, para todo j € {1,...,n'}, existe i € {1,...,n} tal que

O resultado seguinte, encontrado em [7], teorema B.2.26, pag. 550, relaciona a
decomposicao de Morse mais fina com o conjunto recorrente por cadeia de um fluxo

em um espaco compacto.

Teorema 1.1.6 Eziste a mais fina decomposi¢ao de Morse {My,..., M.} se, e
somente se, o conjunto recorrente por cadeia Re(¢r) possui apenas um nimero finito
de componentes conezas. Neste caso, as componentes de Morse coincidem com as

componentes conexas do conjunto recorrente por cadeia R (¢y).

O teorema seguinte, demonstrado em [7], teorema B.2.15, pag. 544, fornece uma
caracterizagao da decomposi¢ao de Morse através de sequéncias de pares atratores-

repulsores.

Teorema 1.1.7 Para um fluro em um espago métrico compacto X, uma cole¢cao
finita de subconjuntos {My,... M,} define uma decomposicio de Morse se, e so-

mente se, existe uma sequéncia estritamente crescente de atratores
D=AycA CcA,C...CA, =X,
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tais que
/\/ln_i:AHlﬂA;‘, 0§2§n—1

Uma fungao de Lyapunov completa para o fluro ¢; associada a uma decomposi¢ao
de Morse
{My, ... M,}

¢ dada por uma funcao a valores reais Ly : X — R estritamente decrescente nas
n

orbitas fora de U M, e tal que L],}(c) ¢ uma componente de Morse, para cada valor

(i)

critico ¢, onde
i=1

é o conjunto dos valores criticos de L. Observe que a funcao

Ly = zn: 3Ly,
=1

define uma fungao de Lyapunov completa para a decomposigao de Morse { My, ... M, },
onde os conjuntos A; sao dados pelos atratores do teorema anterior e L4, é a funcao

de Lyapunov associada ao par atrator repulsor (A4;, AY).

1.1.1 Decomposicoes de Morse em Fibrados Flag

Os principais resultados desta segdo encontram-se em [3] e [23], onde foi obtida
uma descricao algébrica das componentes de Morse para fluxos em fibrados flag.
Tipo Parabdlico de Semigrupos

Seja S C G um semigrupo com interior nao vazio. Um subconjunto D C Fg
é dito um conjunto de controle para a acao de S em Fg se tem as seguintes pro-

priedades (int e cl denotam, respectivamente, o interior e o fecho):
1. intD # ()
2. D Ccl(S-z), para todo = € D;
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3. D é maximal com as propriedades acima.

H& uma ordem parcial natural entre os conjuntos de controle definida da seguinte
maneira

Dy < Dy se Dy C cl(Sz), para todo x € D;.

Um subconjunto D C Fg é um conjunto controldvel invariante se ¢ maximal com
relacdo a essa ordem, ou seja, D é um conjunto de controle S-invariante, isto é,
S-x C D paratodox € D.

Se D é um conjunto de controle, entao o conjunto de transitividade de D, deno-

tado por Dy, é dado pelo seguinte subconjunto
Dy={z € D: existe g € intS com g -z = z}.

Quando Dqy # (), D é chamado de conjunto de controle efetivo.

Denote por R(S) o conjunto dos elementos regulares de G que estao em intS.
Como sera visto nos resultados seguintes, os conjuntos de controle para a acao de S
em g sdo caracterizados por pontos fixos tipo w de elementos em R(S), que por
sua vez, fornecem a nocao do tipo parabdlico do semigrupo S.

Para a demonstracao dos resultados seguintes, veja [29].

Proposigao 1.1.8 Para cada w € W, existe um conjunto de controle Dg(w) C Fg

cujo conjunto de transitividade € dado por
Do (w), = {fixg(h,w) : h € R(S)}.

Além disso, Dg(1) € o unico conjunto de controle invariante em Fg e Dg(wg) € o
conjunto de controle minimal. Reciprocamente, para qualquer conjunto de controle
efetivo D C Fo, existe w € W tal que D = Dg(w).

Teorema 1.1.9 Seja G um grupo de Lie conexo e com centro finito. Se S C G é um
semigrupo proprio e intS # 0, entdo existe um tnico subconjunto préprio ©(S) C X

tal que:
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i) Des)(1) estd contido em alguma célula aberta de Bruhat;
it) Sendo mo(s) : F — Fos), tem-se que W(;(ls) (D@(S)(l)) ¢ o conjunto de controle

invariante de S no flag mazimal .

O subconjunto ©(S) cuja existéncia e unicidade é garantida no teorema anterior
é chamado tipo parabdlico do semigrupo S C G.
Denote por D o conjunto formado por todos os conjuntos de controle de S no

flag maximal F. Defina a seguinte aplicagao:
w e W +— D(w) €D.

Pela proposicao anterior, tal aplicacao estd bem definida e é sobrejetiva, mas, em

geral, nao é injetiva. Desse modo, defina:
W(S)={weW: Dw)=D(1)}.

Teorema 1.1.10 W(S) € subgrupo parabdlico de tipo ©O(S).  Além disso,
Deg(wy) = Deo(ws) se, e somente se, W(S)w,W(©) = W(S)w.W(O) e, a ordem
dinamica dos conjuntos de controle Dg(w) € a ordem reversa da ordem de Bruhat-

Chevalley nas classes laterais W(S)\W/W(©).

Tipo Parabdlico de Fluxos

Considere ¢y, t € T = R ou Z, um fluxo em um fibrado principal () — X com
grupo estrutural G semi-simples e base paracompacta. Suponha que ¢, é transitivo
por cadeias em X. Por abuso de notagao, denota-se também por ¢; o fluxo induzido
no fibrado flag Fe(@.

Denote por Sg o semigrupo local de automorfismos de ) que comuta com a acao

a direita de G'em (). Dado € > 0, defina a seguinte vizinhanca da identidade em Sg
Vo(Sq) ={p € S : d(p(z),x) <&, Vz € FQ},
onde d é métrica em FQ dada pela proposicao 2.2 de [3].
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Fixados € > 0, T' > 0, considere o semigrupo de sombreamento S.r(¢,Sg) (ou
denotado simplesmente por S; ) como o subsemigrupo local gerado por V(Sg), isto
€,

Ser ={psodr,0...0opp0 ¢ ki =T, p; € Vo(Sq)} -

Para © C X, observe que S.r induz em Fg() um semigrupo de automorfismos
locais. Foi mostrado em [3] que tal semigrupo induzido é acessivel em Fg@, ou
seja, int(S. r&) # 0, para todo £ € Fg@. Além disso, desde que ¢; é transitivo por
cadeias em X, segue que a acao induzida de S, r na base X ¢ transitiva. Dessa forma,
considerando os conjuntos de controle para esse semigrupo induzido, a transitividade
de S; 1 na base reduz o estudo de tais conjuntos apenas a fibra tipica Fg, onde os
conjuntos de controle foram completamente descritos na secao anterior.

Fixado ¢ € @), defina o seguinte semigrupo

Sg,T = {a’ € G: d}(q) = qa, ZZJ € S&,T} .

Da acessibilidade de S? ., segue que S?, é um semigrupo com interior nao-vazio.
q : : x q
Denote por Dg’T(w) o conjunto de controle efetivo para a agao de SZ; no flag

maximal F.

Teorema 1.1.11 Os conjuntos de controle do semigrupo local induzido S no fi-
brado flag mazimal FQ sao dados pelos conjuntos F.r(w), w € W, que se projetam

sobre X e cujos conjuntos de transitividade sao descritos fibra-a-fibra por

(Fer(w)o)r(q) = ¢ - Dip(w)o, ¢ € Q.

Além disso, tem-se as sequintes afirmagoes:
i) O dnico conjunto de controle mazimal é F. (1) e o unico minimal Fy r(wy);
ii) Para todo p,q € Q, ©(SL ) = O(SZ ;). Portanto, definindo

W(Ser) ={weW: F.p(w)=F.r(1)},

)

seque que W(S. ) € subgrupo parabdlico de tipo O, 1 = O(S{ 1);

i11) F.r(wy) = F.r(wse) se, e somente se, W(S.r)wy = W (S:r)ws €, a ordem
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dinamica dos conjuntos de controle F. r(w) € a ordem reversa da ordem de Bruhat-
Chevalley nas classes laterais W (Se ) \W ;

iv) No fibrado flag parcial FoQ, os conjuntos de controle sao dados pelos con-
juntos Fop(w) tais que mo(Fer(w)o) = Fop(w)o, o tdnico mazimal é FOL(1) e o
inico minimal Fop(wo). Ainda tem-se que Fop(wi) = Fop(wa) se, e somente se,

W(SE7T)QU1W(@) = W(S&T)UJQW(@) .

Definicao 1.1.12 O tipo parabdlico do semigrupo de sombreamento S.r € definido

pelo conjunto de raizes O, dado no item ii) do teorema anterior.

Note que, para ¢; < e e 17 > 15, Se; 1y C Sey 1. Dessa forma, O, C O, 1,
(veja proposicao 3.33 de [23]).

Definicao 1.1.13 O tipo parabdlico do fluxo em Q) é definido como
@(¢) = m @E,Ta
e,T

onde O, 1 € o tipo parabdlico do semigrupo de sombreamento Se r.

O tipo parabdlico do fluxo, imprescindivel para a descricao das componentes de
Morse para fluxos em fibrados flag, resume-se a um tipo parabdlico de um semigrupo

particular.

Teorema 1.1.14 As componentes mazimais transitivas por cadeia do fluro induzido
no fibrado flag FeQ sao dadas por

Meo(w) = [ FEp(w)o, w € W.
e, T
Além disso, seque as sequintes afirmacoes:
i) Me(1) € o unico atrator e Mg(wg) € o unico repulsor;
i1) Tem-se que Me(wy) = Meg(ws) se, e somente se, W(p)wW(0) = W (p)w, W (),
onde W(¢p) :=={w e W : M(w) = M(1)} é subgrupo parabdlico de tipo O(¢p).
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Note que, pela compacidade do espaco base X, {Mg(w); w € W} fornece a
decomposicao de Morse mais fina do fluxo ¢, em Fg(@ (veja proposigao 1.1.6).

O tipo parabdlico do fluxo ©(¢) e o seu dual, denotado por ©*(¢) := (—wy)O(¢),
possuem propriedades dinamicas que fornecem a descricao algébrica das compo-
nentes de Morse obtidas no teorema anterior (para a demonstragao de tais pro-

priedades, veja secao 9 de [3]).

Teorema 1.1.15 Seja o tipo parabélico do fluzo ©(¢) e o seu dual ©*(¢). Entao:
i) A componente atratora Meg)(1) intercepta cada fibra de Fog)@ em um inico

ponto. Assim, eriste uma secao global continua x : X — Fg) @ tal que

(Mo (1)) = {x(2)}.

Da mesma forma, o resultado seque para a componente repulsora no fibrado flag
dual Fe+(4)Q. Denote por x* : X — Fex4Q a secdo global continua tal que
(Mo (wo)) = {x"(2)};

it) Sejam g : Q — Fow) € g* : Q@ — Foxy) as fungoes equivariantes correspon-
dentes as segoes globais continuas x e x*, respectivamente. Entao, denotando por

O a orbita G-adjunta aberta e densa em Feo(g) X Fox(g), seque que

(9(q),9"(q)) € O.

Assim, identificando O ao espago homogéneo G/Zq(H,) ~ Ad(G)H,, onde
Hy € cla® satisfaz a(Hy) = 0 se, e sd se, a € (O(¢)), obtém-se uma aplicagao
continua h : Q — Ad(G)H, equivariante, ou seja, h(q-g) = g~' - h(q);

iii) Para © C X, as componentes de Morse Mg(w) sao descritas fibra a fibra da

sequinte forma
(M@(w>>7r(q) =q- ﬁX@(h(Q), w)

Observe que a aplicacao continua h : Q — Ad(G)H,, obtida no item i) do
teorema anterior, fornece a trivializacao do fibrado associado a () com fibra tipica

Ad(G)H,.
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1.2 Expoentes de Lyapunov Classicos

Sejam M uma variedade, f um difeomorfismo de M que preserva uma medida
de probabilidade de Borel p. O comportamento assintético de D f)' é determinado
para quase todo ponto x € M pelo teorema ergdédico multiplicativo de Oseledets
enunciado a seguir e cuja prova pode ser encontrada em [22].

Para x € M e v € T,M, o expoente de Lyapunov é definido como o seguinte
limite superior

1
limsup — log || D f'v||,
n

n—-—+o00

onde || || é métrica Riemanniana induzida no espago tangente a M. O teorema de
Oseledets afirma a existéncia dos expoentes de Lyapunov como limites, em quase

todo ponto de M. Ou seja, o limite

1
AMz,v) = lim —log||Dflv],

n——+oo N

existe quase sempre.

Teorema 1.2.1 (Oseledets) Sejam M uma variedade, f um difeomorfismo de M
e p uma medida de probabilidade que preserva f. FEntdo, existe um boreliano f-
nvariante I' de medida total tal que os expoentes de Lyapunov existem para todo
ponto x € I'. Além disso, as sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

i) Para todo x € T', o espago tangente em x pode ser escrito como uma sequéncia

decrescente de subespagos encaizantes
{0} = Vagay1(2) € Vg @) € ... € Vi) = ToM

tal que o expoente de Lyapunov \;(x) := \(x,v) existe, para todo v € Vj(x)\Vj41(x).
Tais subespagos sao invariantes, ou seja, D f,Vi(z) = V;(f(x)), 1 < j < s(x);

i1) A funcao s : T' — N € uma fun¢ao mensurdvel e invariante, ou seja, so f = s;
iii) Para x € ', 0s expoentes de Lyapunov satisfazem

—00 < Ay () < Ao() < ... < Ai(2).

Para 1 < j < s(x), a funcdo \;(-) € mensurdvel no conjunto {x € I' : s(x) > j} e,

além disso, € invariante, \j o f = ;.
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Tomando o fluxo reverso no teorema de Oseledets, denote por V™ () a filtragao

associada. Neste caso, tomando E;(z) := Vi(x)NV. (x), obtém-se uma decom-

szx)+17i
posicao do espago tangente a x € I', T,M = Ey(x) @ ... & Eyu (x), tal que

1 .
A(@) = lim_~log||Dfrel],

para todo v € E;(z)\{0}.

Para uma medida v ergddica preservada pelo difeomorfismo f, segue que a
aplicacdo s é constante em quase todo ponto, ou seja, s(x) = m, em quase todo
ponto x € M. Da mesma forma, pela invariancia de A;(-), 1 < j < m, segue que
tal aplicacao é constante, \;(-) = A;, em quase todo ponto. Desse modo, denote por

Apy(v) o espectro de Lyapunov, dado por

Ary(v) :=={A = X2 = -+ = A\, 1 \; é expoente de Lyapunov}.

1.2.1 Expoentes de Lyapunov em fibrados vetoriais

Sejam 7 : YV — X fibrado vetorial real de dimensao finita n e ¢, um fluxo em V
linear nas fibras. Considere v medida ergddica em X com relacao ao fluxo induzido
na base. Para cada x € X, considere V, a fibra sobre x; como V — X é um fibrado
vetorial de dimensao n, temos que V, é um espaco vetorial de dimensao n. Dessa

forma, seja p, : R" — V, aplicagao linear invertivel e, logo,
BY = {px:R”—>Vx;x€X}—>X

é um fibrado principal sobre X com grupo estrutural Gl(n,R).

Considere a decomposicao de Iwasawa usual de Gl(n,R) = KANT, onde
K = O(n) sao isometrias lineares de R™ com a métrica euclidiana |-|, A sdo matrizes
diagonais com entradas positivas e NT sdo matrizes triangulares superiores com 1
na diagonal.

Seja (-, -) uma métrica Riemmaniana em V. Defina
OV = {p:R" — V, : p é isometria}.
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Tem-se que OV, dito fibrado das bases ortonormais, é uma O (n)-reducao de BYV.
Este subfibrado juntamente com a decomposi¢ao de Iwasawa de Gl (n,R) fornece a

decomposicao de Iwasawa do fibrado das bases BY = OV-AN™ (veja se¢ao A.3.1).

Os expoentes de Lyapunov sao dados por
A(v) = i o ]|
v) = lim -1lo v
P g tYlls

para v € V. Defina p(t,v) := % cociclo multiplicativo. Logo, a(t,v) = log p(t,v)
v

é um cociclo aditivo. Observe que se existe A(v), para v € V,

A(v) = lim 1a(t,v).

t——+o0

Note que p é definida para v € V; entretanto, p depende apenas dos pontos no fibrado
projetivo PV — X. De fato, para v € V e 0 # ¢ € R, tem-se pela linearidade de
¢; sobre a fibra que

p(t,cv) = p(t,v).

Proposigao 1.2.2 Suponha que \y < 0 em Ay (v) (ou seja, todos os expoentes de
Lyapunov sao estritamentes negativos). Entao, existe um conjunto  de medida

total tal que, para todo x € ),

1
limsupglog llpe(v)]] <0, m(v) = .

t——o00

Demonstracgao: O cociclo multiplicativo em V,

p(t,v) = ||¢|it1(j|}|)”, vE V.,

induz o cociclo aditivo a(t,&) = logp(t,&) no fibrado projetivo PV — X, onde
£ =[v] € (PV), C PV. Além disso, também tem-se que

1 1
lim sup n log ||¢sv|| = lim sup Za(t, £).
t

t—+o0 —+00
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Paran € N e £ € PV, defina o seguinte funcional linear em C(PV):

L,e:C(PY) — R

3
—

o Lagl) = = 3 F(@nl0)

0

il

Segue do teorema de representacao de Riesz (veja teorema B.1.2) que existe ju,¢

medida de probabilidade em PV tal que

N = [ s

Segue da demonstragao do teorema B.1.3 que, fi,, ¢ — pe em M (PV), conjunto das
medidas finitas com sinal nos borelianos de PV. Pelo lema B.1.7, 7,y ¢ uma medida
de ocupacgao p, em x = (). Além disso, pelo coroldrio B.1.9, existe um conjunto
mensuravel ) com v(€2) = 1 tal que p, = v, para algum x € €. Dessa forma, seja
¢ € PV tal que v = w(§) € Q, isto é, mpe = p, = v. Assim, para ¢(§) = a(1,§),
& € PV, segue que

)_n

n—

%a(n,ﬁ) = % a(1,¢k(§))—> /qdug.

B
Il

0

Como 7T*,u£ =v, /q,ug € Ary(v). Logo, por hipétese, /qdyg < 0. Dessa forma,
1

hmsup log |pn(v)]| = limsup —a(n, &) < 0. O
n

n—-4oo n—-+o0o

Corolario 1.2.3 Nas condicoes da proposicao anterior, tem-se que

lim {|¢(v)]| =0,

t——+o0

para v-quase todo x € X, m(v) = x.
Demonstragao: Pela proposicao anterior,

timsup  Tog [6,(v)| < 0.

n—-+00
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Seja ¢ € R tal que
1
lim sup — log ||¢,(v)|| < ¢ < 0.
n

n—-+o0o

Dessa forma, existe ng tal que

sup (- tog [0, 0] ) <.

m>=ng

1
Assim, para todo m = ng, — log ||¢, (v)|| < ¢, ou seja, 0 < ||¢,(v)|| < e“™. Fazendo
m

m — —+00, temos o resultado desejado. L]

Considerando V° a secdo nula do fibrado vetorial ¥V — X, pode-se observar

pelo corolario anterior que, para v € V,, x € (),
w(v) = {u € V; 3t} — +oo tal que ¢y, (v) — u} C V.
Corolario 1.2.4 Ainda nas mesmas condicoes da proposicao 1.2.2, tem-se rever-
tendo o tempo que
tim_¢4(v)]] = oo,
——00
parav #0 em(v) =z € Q.
Demonstragao: Os expoentes de Lyapunov para o tempo reverso sao todos posi-

tivos e, neste caso,

1
lim sup - log [|¢n(v)|| > 0.

n——0oo

Analogamente ao que foi feito anteriormente, considere ¢ € R tal que

1
lim sup — log ||¢n(v)|| > ¢ > 0,
n

isto é, existe ng tal que
1 1
< inf —1 m < —1 m ,
e < inf —loglgn(v)]l < - log [ én(v)]
para todo m > ng. Logo,

e < gm(v)|l; m = no,

para v # 0. Fazendo m — 400, segue o resultado. L]
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Capitulo 2

O Teorema Ergoddico
Multiplicativo em Fibrados

Principais

Seja um fluxo ¢, invariante a direita, em um fibrado principal 7 :  — X
com grupo estrutural G redutivel. Considere ainda uma medida de probabilidade
v, invariante pelo fluxo induzido na base. O objetivo deste capitulo é provar o
correspondente ao teorema ergddico multiplicativo de Oseledets, garantindo a exis-
téncia de expoentes de Lyapunov vetoriais em quase todo ponto regular sobre a
fibra. Com isso, obtém-se também a decomposicao de Oseledets, determinada por

uma aplicacao mensuravel, chamada se¢ao de Oseledets.

2.1 Sequéncias Regulares em GG

Nesta secao, serao vistas condigoes necessarias e suficientes para que expoentes
de Lyapunov dados por sequéncias em G existam. Essas condigoes estao baseadas
nos resultados de [17] e [30].

Considere a decomposicao de Iwasawa de um elemento g = kan € KAN = G.
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Denota-se a projecao de g sobre a a-componente por a, isto é,
g=kan € G— a(g) :=loga € a.

De forma andloga, escrevendo a decomposi¢ao polar de g = uhv € K(cl AT)K = G,
sejaa’t : g € G+——logh € cla™ a projecao de g sobre o fecho da camara de Weyl a*.
Note que o elemento g também pode ser escrito como g = ks € K.S (decomposicao
de Cartan), onde k = uv e s = v 'ho.

Para uma sequéncia g, € G, k € Z*, existem dois limites relacionados em a que

provém das decomposigoes de Iwasawa e Cartan de gy:
1. O expoente de Lyapunov de g, em b = uby € F é dado pelo seguinte limite

. 1
Mgk, b) = lim Ea(gku),

k——+o0

onde u € G e by ¢ a origem do flag maximal F. Observe que, caso este limite
exista, 0 mesmo estard bem definido, visto que se b = u'by, v’ € G, temos que

uw = up, p € P, e dessa forma, por (A.3),

a(geu) = a(gru) +a(p),
e o limite do segundo termo desaparece.

2. O expoente polar de g;:

. 1
Mge) = kl_l)ljrﬂoo Ea+(9k)-

Considere o espago simétrico K\G (vamos denotar por K\G ao invés de G/K
devido a agao a direita de G no fibrado principal @ — X). Como K é compacto,

existe uma métrica G-invariante d em K\G, unicamente determinada por
d(zo - exp(X), xo) = | X,
onde X € s, zg é a origem de K\G.
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Definicao 2.1.1 Uma sequéncia g, € G € dita reqular se existe D € s tal que, para
k — +oo, '

Ed(xo - gk, o - exp(kD)) — 0.

Neste caso, dizemos que D é o raio assintotico de gy.

Observe que se (gx) é regular, entdo a sequéncia (gru), com u € K, também
é regular com raio assintético Ad(u~')D. Escrevendo a decomposiciao polar de

gr = ughgvr € K(cl A7) K, temos o seguinte resultado de [17], teorema 2.1:

Teorema 2.1.2 (Kaimanovich) Tem-se que (gr) € uma sequéncia regular se, e

somente se, o expoente polar AT (gy) = khm h,i/k exriste e

1
(@0 gk To - gra1) = 0.
Além disso, neste caso D = Ad(u)H™, ondeuw € K e HT = A" (g) € cla™, € o raio

assintdtico de (gx).

O resultado seguinte, provado em [30], proposicao 6.1, afirma, de certa forma, a

existéncia de expoentes de Lyapunov de sequéncias regulares em G.

Proposicao 2.1.3 Suponha que (gr) € uma sequéncia reqular em G com raio as-
sintotico D € s. Entao as sequintes afirmacgoes sao vdlidas:
i) Suponha que D € cla® e tome y € Pp, onde P, = P(;(D). Entdo, a sequéncia
(gry) € reqular com raio assintotico D.
it) Considere D € a. Entado, I}LIEO % loga(gx) = D.
iti) Seja HY € cla®™ o expoente polar de (g). Entao, o expoente de Lyapunov em
b € st(D,w) € dado por

Mg, b) =w 'HT.

Demonstracao: i) Observe que os autovalores de ad(D) em P, sdo todos
nao-positivos. Logo, exp(kD)yexp(—kD) ¢é limitada em Pj, e assim, por [12],

proposigao 3.9, segue que

d(xo - (exp kD)y, o - exp(kD)>: d(xo - exp(kD)y exp(—kD), xo)
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¢ uma funcao limitada de k.

Assim,

k

1
d(xo “grY, To exp(k:D)): —d(a:o “ Gy Xo - exp(k‘D)y_l)
1 1
—d(xo “ G, Tq - exp(k:D))—l—Ed(xo -exp(kD), g - exp(k’D)y_l)—> 0,

VANl

k

quando £ — oo, visto que o segundo termo na tultima expressao é limitado e a
sequéncia (gi) é regular.

i1) Seja g, = ugagny, € K AN decomposicao de Iwasawa de (gi). Observe que

llogay — kD]g = d(xo-exp(logay, — kD), z)
= d(wo - ay, zo - exp(kD))
< d(xo S agn, To - eXp(kD)): d(mo - G, TQ - exp(k;D)),

onde a ultima igualdade segue de [16], coroldrio 1.11 e, portanto, segue o resultado.
i71) Como (gi) é uma sequéncia regular, segue do teorema 2.1.2 que D = Ad(u)H™,
onde u € K e H" = A(gx) € cla™ é o raio assintético de (gx). Dessa forma,
segue que st(D,w) = uPy, -wby e desde que b € st(D,w), existe y € P, tal que
b = uywby.

Escreva a decomposigao de Iwasawa de gruyw = ujarng € KAN. Como u € K,
(gru) é regular com raio assintético Ad(u™)D = H' € cla™. Mas, pelo item i),
(gruy) é regular com raio assintético H*. E, finalmente, como w € K, tem-se que

(gruyw) é regular com raio assintético Ad(w™')H ™. Assim, pelo item i),

1
Mgk, b) = ]}Lrgo Elog ap, = Ad(w N HT.

Proposicao 2.1.4 Tem-se que (gx) € uma sequéncia reqular se, e somente se,

1
Ed(ﬂfo “ Gk, %o - Gr1) — 0, k — 00,

e o expoente de Lyapunov A(gx,b) existe para algum (e, portanto, para todo) b € F.
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Demonstragao: Supondo que g ¢ regular, segue do teorema 2.1.2 que
1 1

Ed(flj’g Gk To - grr1) — 0, k — +o00, e existe AT (gx) = hrn Elog hy. Assim, pelo
item #ii) da proposicao anterior, segue que A(gg,b’') = w 1HJr para b’ € st(D,w),

D raio assintético de (gy).

Seja b € F. Entao, existe v € K tal que b = vb'. Logo, (gxv) é regular com raio
assintético, Ad(v ™) Ad(w ™ )HT = Ad((wv) ") HT.

1 1
Agora, se Ed(xo-gk, Zo-gr+1) — 0 e existe A(gg, by) = klim Ea(gk), o resultado segue

do corolario do teorema 2.5 de [17]. U

2.2 a-expoentes de Lyapunov

Dado o fluxo ¢; no fibrado principal Q — X, seja a decomposicao de Iwasawa
de @ = R- AN, onde R é uma K-reducao de (). Assim, obtém-se um a-cociclo
vetorial a(t, &) (veja subsecdo A.3.4) sobre o fluxo induzido no fibrado flag FQ. O
a-expoente de Lyapunov na direcao de £ € FQ é dado por

A(§) = lim %a(t €). (2.1)

t——+o0

Note que existem varias situagoes nas quais existem a reducao do fibrado () ao
grupo compacto K. Por exemplo, se o fibrado em questao é trivial, é claro que
existe uma reducao a qualquer subgrupo de G. Além disso, supondo que o espaco
base X é paracompacto e juntando o fato de que o grupo G/K ~ AN é difeomorfo
a um espaco euclidiano, tem-se pelo teorema 5.7 juntamente com a proposicao 5.6

do capitulo I, pags. 57 e 58 de [20], que existe uma K-redugao R de Q.

Com isso, a partir do que foi feito na secao anterior, os expoentes de Lyapunov

no fibrado podem ser relacionados com os expoentes de Lyapunov no grupo.
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2.2.1 Expoentes de Lyapunov e pontos regulares

O préximo resultado diz exatamente que qualquer expoente de Lyapunov do

fluxo é um expoente de Lyapunov de uma sequéncia em G.

Proposicao 2.2.1 Sejar € R e escreva ¢u(r) =1y g1, comr, € R, g € G, t € T.

Para b=wu-by, u € K, tem-se que

1
A(r - b) = A(r - uby) = lim n log ay,

t——+oo

onde gyu = u;atnt € KAN ¢ a decomposicio de Twasawa.

Agora, considere () = R-S ~ R x S decomposicao de Cartan do fibrado principal
Q@ — X. Seja

S:Q — S
g=71r-5 —> S.
a projecao sobre S ~ K\G.

Definicao 2.2.2 Um ponto q € QQ € regular para o fluxo no caso em que a sequéncia

(S(or(q)) C S, ke Z™, € reqular em S C G.

Lema 2.2.3 Tem-se que q € QQ € um ponto reqular para o fluro se, e somente se,
q - g € reqular, para todo g € G. Neste caso, dizemos que © = w(q) € X € reqular

para o fluzxo.

Demonstragao: Supondo que ¢ € ) é um ponto regular para o fluxo, tem-se que
a sequéncia sy := S(¢x(q)) ¢é regular em S. Para g € G, segue da G-invariancia do

fluxo e da proposicao A.3.4, item iii), que

S(¢r(q9)) = S(¢r(q) - g) = S(S(¢x(q))g).

Escrevendo g = sk decomposigao de Cartan de g, tem-se que S(¢x(qg)) = sgs. Dessa

forma, o resultado segue facilmente da proposicao 2.1.4. L]
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Os dois préximos resultados podem ser encontrados em [30] e mostram que
todo a-expoente de Lyapunov do fluxo ¢; é um expoente de Lyapunov de alguma

sequéncia regular S(¢x(q)).

1
Proposicao 2.2.4 Para todo q € Q, temos Ed(xo © Sk, Xo -+ Skr1) — 0, k — 400,
onde s, = S(¢x(q))-

Demonstragao: Seja g € ). Denote por g := ¢r(q) € Q e gy =7 - S € R- S sua

decomposicao de Cartan. Note que

Qk+1 = ¢k+1(C]) = ¢1(Qk)-
Por outro lado, qy+1 = riq1 - Sg+1 €, assim, g1 = ¢1(qx) = é1(7%) - sk Logo,

k1 = S(qr+1) = S(¢1(7”k) ) Sk): S(S(¢1(7“k))5k): S(d1 (7)) sk

onde foi usado o item iii) da proposigao A.3.4. Dessa forma,

d(xg -« Sk, To * Spy1) = d(xo - Sk, To - S(gbl(rk))sk)

= d(x0, 70 - S(61(ri)))= [log S(6(ri))]

Pela compacidade do espaco base, segue que R é compacto. Logo, pela continuidade
de ¢y e da decomposigao de Cartan, temos que d(zg - S, Zo - Sg+1) € limitado e por-

tanto, segue o resultado. Ll

Note que o crescimento sublinear da sequéncia (s;) = (S(¢%(q))) independe do

ponto ¢ considerado sobre o fibrado ().

Proposicao 2.2.5 Sejar € R. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) r € R € ponto regular para o fluzo. Denote por D € s o raio assintético e por
H* € cla® o expoente polar de (S(¢x(r)));

1) O expoente de Lyapunov existe em qualquer dire¢io r-b, b € F, ao longo da fibra

de r. Neste caso, para todo b € st(D,w), X\(r-b) =w 'HT.
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Demonstragao: Seja ¢x(r) = ry - sp € R - S decomposicao de Cartan do fibrado.
De ¢p(r) = 11 - sk, segue que A(r - b) = A(sg, b). Pelas proposicoes 2.1.4 e 2.2.4,
r € R é regular para o fluxo se, e s6 se, existe A(sg,b), para todo b € F. E, neste
caso, para todo b € st(D,w), A(r-b) =w 'HT. O

2.2.2 Cociclo subaditivo

Considere a seguinte aplicacao

p:ZxX — cl(AT), (2.2)
(k,x) —— hy

ondez =7(r), r € R, e ¢p(r) =1 sp =14 -vkhkvlzl. Note que p estda bem definida.
De fato:

Or(r-u) =rg - spu=ry - vkhkvk_lu = rpu - (u o) e (u™toy) T

A aplicagao definida por a*(k, x) := log p(k, x) € cla™, diferentemente de a (¢, ),
definida pela decomposigao de Iwasawa (veja segdo A.3.4), ndao é um cociclo. Defina,
para i € a*,

af(k,z) = p@(k z)) eR. (2.3)

Quando p é um peso fundamental de uma representacao complexa de dimensao
finita de G, prova-se adiante que a; (k,z) é um cociclo subaditivo.
Seja gc a complexificagao da algebra de Lie de g. Se h é uma subdlgebra de

Cartan de g¢ e X é um sistema simples de raizes, p € h* é um peso fundamental se

20,
<H’ > c Z+,
(@, a)
para todo a € ¥. Cada peso fundamental p define uma tnica (a menos de con-
jugacdo) representacao irredutivel p, de gc no espaco vetorial V, (veja se¢do A.2)

de pesos associado a p.
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Seja ¢ o conjunto dos pesos fundamentais de gc¢ tais que a representacao p,
restrita a g estende-se a uma representacao de G. Pela proposi¢ao A.2.6, ®; gera
bi, onde h é uma subdlgebra de Cartan de gc, ou seja, 1 € O assume valores reais
em a C bh.

Para 1 € ®¢, considere V, := @) xg V,, fibrado associado a @), onde a acao a
esquerda de G em V), é dada pela representacao estendida de p,. Note que V,, é um
fibrado vetorial de dim V},. O fluxo ¢; em @ induz um fluxo linear em V,, denotado
também por ¢;. O proximo lema caracteriza a norma do operador ¢; em termos de
at (k,z) (veja também [12], lema 4.22).

Lema 2.2.6 Seja 1 € . Entdo V, € dotado de uma norma ||-|| tal que

a, (t,x) =log [[(¢), |l

onde ||(¢y),| € a norma do operador (¢;), : (Vu), — (Vu),

T T

Demonstracao: Seja (-, -) o produto interno em V), tal que p, (k) é uma isometria

para k € K. Este produto interno pode ser induzido fibra a fibra em V,, como
(r-v,r-w)=(v,w), r€ R, v,weV,.

Usando a decomposigao polar do fibrado de @, escreve-se ¢y (r) = ry - hyuy, 70 € R,
hy € clAT e u, € K. Entao,

¢ (r-v) =1 pu(hpug) v, v €V, m(r) = .

Entretanto, ||r; - p, (hew) v]| = || p, (hewe) v]], desde que r, é uma isometria entre V,

e a fibra de V, sobre x = 7 (1). Logo, segue a igualdade

(@)l = llpw (heud) |

entre normas de operadores. J4 que p,(u;) é uma isometria, tem-se que

190 (reil] = 190 () py ()| = 19y ()], o s, (164, = [l (o). Por outro
lado, p, (h¢) é simétrica com relacdo ao produto interno K-invariante (-,-) em V,.
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Dessa forma, ||p, (h+)]| ¢ o maior autovalor de p, (h:), o qual é dado por exp i (log hy).

Portanto,

1(¢0) |l = exp p (log hy) = expa,; (t,z).

Este lema implica facilmente a subaditividade de a} (¢, ).

Proposicao 2.2.7 Seja p € ®g. Entdo, af (t,x) é um cociclo subaditivo com

relacdo ao fluxo induzido na base X, isto ¢€,
al (t+s,z)<al(t,s-z)+a) (s,z).
Demonstracgao: De fato, pelo lema anterior:

a, (t+s,2) = log|(ders),l
< log [|(¢1),,ll 1(s), ]l =2y (t.s - @) +a] (s,2).

2.3 O Teorema Ergdédico Multiplicativo

Como ja visto no capitulo 1, teorema 1.2.1, o teorema ergdédico multiplicativo
de Oseledets (TEM) garante que, dados um espago de probabilidade e um fluxo que
preserva a medida desse espaco, os expoentes de Lyapunov existem quase sempre.
Além disso, se essa medida é ergddica, existe uma quantidade finita de expoentes
de Lyapunov e os mesmos sao constantes quase sempre.

Na tentativa de estabelecer um resultado andlogo ao TEM para o contexto tra-
balhado aqui, sera mostrado que quase todo ponto x € X é regular, ou seja, pelo
lema 2.2.3 e pela proposigao 2.2.5, tem-se que os a-expoentes de Lyapunov dados

por (2.1) existem v-quase sempre, onde v é a medida de probabilidade na base X.
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Defina a seguinte sequéncia de fungoes reais em X:

foix € X — fo(z) :=af(n,z) €R,

onde af(n,r) = p(log p(k,x)), u € ®g, e p é a aplicagao definida por (2.2).

Suponha que, para todo peso dominante y € ®¢, a funcao
fi(t) = a:(l, J): X —R

¢ integravel com relacao a v. Usando esta hipdtese e o fato de que a sequéncia
de fungoes (f,) é subaditiva (pela proposicao 2.2.7), segue pelo teorema ergddico
subaditivo de Kingman (veja teorema B.1.12) que, para quase todo ponto z € X,

existe o seguinte limite

1

lim —af(k
g2 (ko).
para todo p € O¢.
Logo, existe o seguinte limite
N
lim —a™(k,x),
k—+o00

desde que @4 gera o dual a*. Ou seja, o limite

. 1/k
lim hk/
k—+o00

existe, para v-quase todo ponto z € X.
Portanto, da existéncia do limite acima e do crescimento sublinear (veja proposi-
¢ao 2.2.4), segue pelo teorema de Kaimanovich (veja teorema 2.1.2) uma das partes

principais do TEM.

Teorema 2.3.1 Suponha que f.(-) = af(1,-) € v-integrdvel, para todo p € Pg.
Entao, eziste um conjunto mensurdvel Q C X, com v(2) = 1 e invariante pelo

fluzo, tal que todo x € ) € regular.

Segue, assim, o seguinte resultado.
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Corolario 2.3.2 Seja {2 como no teorema anterior. Considere x € Q2 er € R
tal que 7(r) = x. Entdo, a sequéncia s, = vphyvy ' definida pela decomposi¢do de

Cartan ¢g(r) = 11 - S € regular. Além disso, escrevendo

1 1
D(r) = kl_lﬁloo P log s, e HY(r) := kl_l}gr_loo P log hy,,

tem-se que

Ar-b)=w "HT(r),
para todo b € st(D(r), w).

Demonstragao: Do teorema anterior, tem-se a regularidade de (si). Por [17], o
raio assint6tico D(r) de (sy) pode ser escrito como
1
D(r) := lim —log sg.
( ) k—+oo k & 5k

Ja a ultima parte, segue claramente da proposicao 2.2.5. Ll

Proposigao 2.3.3 Sejam D : 771(Q) — s e H : 77 1(Q) — cla™ como no

corolario acima. Para u € K:
D(ru) = Ad(u1)D(r) e H" (ru) = H*(r).
Demonstragao: Observe inicialmente que
Gr(r - u) = rpu - u tspu,

com u~tspu = (utvg)hy,(u vg) 7. Dessa forma, é claro que H*(ru) = H*(r).

Para a outra igualdade, note inicialmente que
u” spu = exp (Ad(u") log s) -
Dessa forma,

1 1
D(ru) = lim Elog(u’lsku): lim %(Ad(u’l)logsk)

k—+o00 k—4o00

1
= Ad(u™) ( lim Elogsk)

k——+o0

= Ad(uHD(r).
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Dado o fibrado principal R — X com grupo estrutural K, pode-se construir o
fibrado associado R X § — X a partir da acdo (a esquerda) adjunta de K em s.

O resultado seguinte é uma consequéncia imediata da proposicao anterior.

Corolario 2.3.4 A aplicagcior € n71(Q) — D(r) € s define uma se¢io do fibrado
R sobre Q2. Além disso, para u € K,

r-st(D(r),w) =ru-st(D(ru), w). (2.4)

Ainda pela proposicao anterior, H' pode ser induzido na base do fibrado R restri-
to a Q, tendo em vista que H*(r) = H (ru), para u € K, ou seja, H*(z) = H*(r),

com 7(r) = .
Proposigao 2.3.5 A fung¢io H" : Q — clat € mensurdvel e invariante pelo fluxo.

Demonstragao: Por definicao, tem-se que

1
H"(z) = k1—1>r—il:loo Ea*(kz,a}).

Assim como a existéncia deste limite, o resultado segue do teorema ergddico

subaditivo de Kingman. L]

Definicao 2.3.6 Para cada x € §2, o tipo pardbolico de Lyapunov em x € definido

pelo sequinte subconjunto de raizes simples:
Oy (z) = {aeX: a(H (z)) =0} .

chamado de flag de

Da mesma forma, tal subconjunto define um flag Fo, .,

Lyapunov em x € €.

Para z € Q e w € W, denote por st(z,w) :=r-st(D(r),w), com 7(r) = x. Note
que, por (2.4), st(z,w) estd bem definido. Defina, para w € W,

st(w) = U st(z,w) C FQ.

e
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Observe que
st(w) = € € TQ) 1 M) = w H (m(€))} (25)

Logo, st(w) é mensurdvel e 771(Q) = U st(w).
weW

Proposicao 2.3.7 Tem-se que st(w) € invariante pelo fluro em FQ).
Demonstragao: Inicialmente, serd mostrado que para £ € FQ tal que A(€) existe,

entdo, para s € T, A\(¢s(§)) existe e, além disso, A(§) = M(¢ps(€)). De fato, como a é

um cociclo aditivo sobre FQ, tem-se que

2a(t,6.(6)) = 3a(t 4 5,6) — 7a(s,). (2.6)
Além disso, note que
Jalt+ s, = lim H e+ 5,6 = AE),

e o segundo termo da equagao (2.6) tende a zero, quando ¢ — +o00. Dessa forma,

AE) = A(@s(E))-

Por (2.5), os conjuntos st(w), w € W, decompoem 7 !(Q) nos conjuntos de nivel

A"Hw 'H"}, os quais sao invariantes pelo fluxo em FQ. ]

2.3.1 a-expoentes de Lyapunov para o fluxo reverso

Como na secao anterior, considere o fibrado principal ) — X e a K-reducao R
de Q. Denote por A\~ (£) o a-expoente de Lyapunov para o fluxo inverso ¢, = ¢_,

na direcao de £ € FQ, ou seja,

AT(©) = lim Sa(n,€),

n—+oo N

onde a=(n, §) é a-cociclo vetorial sobre o fibrado flag FQ) com relacao ao fluxo inverso

(veja subsecao A.3.4).
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Seja R a K-reducao de Q e considere ¢ o fluxo induzido por ¢,, em R, dado por

¢n(r) = R(¢u(r)), 7 € R.

Seu fluxo inverso (¢nR)_1 = (¢, 1)R é o fluxo induzido pela inversa de ¢. Tomando a

decomposicao de Iwasawa () = R- AN, ¢, e ¢_,, escrevem-se como

O (r) = O (r) - tu (r) € dn (r) = 6%, (r) -1 (r), r € R, n €N,

com tn, n: R — AN.
Proposicao 2.3.8 Tem-se que , (1) = (tn (07, (r)))fl, parar € R, n € N.

Demonstracao: Observe que, usando a invariancia a direita do fluxo ¢, segue que

ro= ¢n¢—n (T) - ¢n <¢R ( ) A (T))
- an ((bR (T ) %\
= Mgk, ()t ( w (1) T (r) =7t (65, (1)) (7).
Portanto, como a acio de G em Q é livre, tem-se que %, (r) = t, (qbfn (r))fl. ]

Desde que t,, (), 1, (r) € AN, r € R, segue que

b (1) = an (1) 20 € Ty (1) = @y (1) 2,

com ay, (1), @, (r) € A e z,, 2, € N. Desse modo, os a-cociclos sobre o fibrado flag

FQ com relacao aos fluxos ¢, e ¢_, sao dados, respectivamente, por

a(n,§) =loga, (r)ea (n,§) =loga, (r).
Proposicao 2.3.9 Para £ € FQ, a= (n,&) = —a(n, ¢_, (€)).
Demonstracgao: Observe inicialmente que

()2 = 0 ()= (ta (6%, (1)) = 2 an (6, (1)
= (7, ) 7 e (6%, ()" 2 (08, (1) ']
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Logo, ¢ = a, (¢F, (r)) " z,'a, (¢%,(r)) € N. Assim, a, (¢¥, (r))_1§ e, pela
unicidade da decomposicao de Iwasawa, segue que @, (r) = a, (¢%, (r))_l. Tomando

logaritmos o resultado segue. L]

Proposicao 2.3.10 Tem-se que A\~ (§) = —A (&), para £ € FQ.

Demonstracao: Seja p € ¢ um peso dominante e escreva a, (n,§) = u(a(n,§))

ea, (n,§) :=p(@ (n,§)). Agora, para cada n € N, defina as seguintes fungdes em

FQ:
fn<€) =au (n7£) € gn(g) = _a; <n7€>

Pela proposicao 2.3.9, tem-se que g,(§) = fu(p—_n(£)). Assim, desde que a~ (n,§) é

um cociclo aditivo, segue claramente que ga,, (§) = gn (§)+n (01(£)) = gn (§)+fn (£)-
Tomando limites, obtém-se

1

B O©) = i g (© =l (10, O+ 140

(=1 (A Q) + (A (9)) .

N —

Isto implica que —u (A7(§)) = p(A(E)), para todo p € Pg, o que mostra que
A (6) = —A(6). 0

Com este resultado, é possivel relacionar os expoentes polares de ¢_,, e ¢,,.

Corolario 2.3.11 Para x € Q, tem-se que H (z) = —woH"(z), onde wy € a

involucao principal e H~ : Q) — cla™.

Demonstragao: Para um elemento regular x € ), os expoentes de Lyapunov
para o fluxo reverso sio dados por w™'H ™ (z). Particularmente, H (x) é o tnico
expoente de Lyapunov de ¢_, que pertence a camara positiva. Por outro lado,

woH™(z) € —clat é um expoente de Lyapunov do fluxo. Logo, pela proposicao
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anterior, —woH ™ (z) € cla™ é expoente de Lyapunov do fluxo inverso. Portanto,

H™(z) = —woH™ (). O

Corolario 2.3.12 O tipo parabdlico de Lyapunov do fluxo reverso em x € § € o

dual ©7 () do tipo parabdlico Ory(z) do fluro direto.

2.3.2 Decomposicao de Oseledets para o fluxo reverso

Os expoentes de Lyapunov para o fluxo reverso sao dados por w™'H ™ (z), x € .
Denote por st~ (w) as componentes da decomposigao de Oseledets sobre o espago de
medida total €2, invariantes pelo fluxo reverso, e dadas em cada fibra sobre z € ()
por

st™(z,w) :==7r-st(D”(r),w), n(r) =z,

onde D~ (r) é o raio assintético da sequéncia regular (S(¢_x(r))). Assim, o expoente

de Lyapunov para o fluxo reverso ¢, ' = ¢_;, na direcio £ € st™(z,w), é dado por

A (€) = lim %a(t,g):w_lH_(x).

t——o0

2.3.3 Secao de Oseledets

Para cada = € Q, 7(r) = x, considere a projegao canonica Tor, (2) ° F— F@Ey(w)'

Como st(z,wp) C (FQ),, segue que
r(st(z, wp)) = st(D(r), wy),
onde r é o difeomorfismo entre o flag F e a fibra sobre z, (FQ),. Entretanto,

st(D(r), wo) = uN . fix(H" (x), wo),

(x)
onde D(r) = Ad(u)H*(z), u € K. Pelo lema A.1.1, tem-se que
mo;, () (SUD(r), wo)) = ubg. (),
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com be* @) = wobe* (@)-
Con51derando por abuso de notagao, Tor, ( : FQ — F@* )@ a projecao

canonica entre os fibrados flag, segue que

oy, (@) (st(z, wo)) = {ru b@* (I)}.

Ou seja, segue o seguinte resultado.

Proposigao 2.3.13 Considere a projecao canonica Ter @) FQ — Fer (@ Q.
Entao, para cada x € 2, a imagem de st(x,wqy) por Tor, ( )y reduz-se a um unico

ponto em F@iy 2@, 0 qual serd denotado por *(x). Ou seja,

moy, (x) (5t(x, wo)) = {€"(2)}.

Revertendo o tempo, pode-se obter um resultado andlogo para a componente
repulsora para o fluxo reverso em Fg, (,)@. De fato, basta considerar o fluxo reverso
¢_; e aplicar a proposi¢ao anterior. Tomando A(z) = {a € X: a(H (z)) = 0},
tem-se que A*(x) = Ory(z). Assim, T, (2)(st™ (v, wp)) reduz-se a um tnico ponto

em F@Ly(z)Q. Assim, segue o seguinte corolario da proposicao anterior.

Corolario 2.3.14 Considere a projecao canonica Te,, (z) : FQ — Fo, (»)Q. Entao,
para cada x € §, a imagem de st~ (x,wq) por Tor, (z) reduz—se a um unico ponto em

Fo,, ()@, 0 qual serd denotado por {(x). Ou seja,
W@Ly(x)(Sti(mawO)) = {&(2)}
Agora, para cada x = w(q) € (2, defina os seguintes elementos:

f@) = q ' (& (0)) e f*(q) == ¢ (& (n(q))),

emFo, ()€ F@iy(w)’ respectivamente. Observe que tais elementos sao G-equivariantes,

isto é, f(qg) = g7 f(q) e f*(ag) = g7 [*(q).

Proposicao 2.3.15 Os clementos {(v) € Fo, )@ e {*(x) € Fe: ()@ sio -

invariantes, para cada x € ).
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Demonstracgao: Pelo que foi visto,

oy, (=) (5t (2, wo)) = {£(2)} e mo; () (st(x, wo)) = {£"(2)}.

Usando a ¢-invariancia de st(w) (veja proposigao 2.3.7), segue que (¢ (z)) = &(z).
U

Transversalidade

A partir da definicao de elementos opostos em Fg x Fg«, pode-se obter a mesma
no¢ao para elementos em fibrados flag. Neste sentido, é possivel mostrar que (&, £*)
sdo opostos e, com isso, encontrar uma se¢ao andloga a obtida em [3] e [23] (veja

teorema 1.1.15, itens i7) e iii)) para descrever as componentes de Lyapunov.

Definigao 2.3.16 Para x € X, considere & € (FoQ), € & € (Fo+Q),. Os elemen-
tos &1 e & sdo ditos opostos se by = q (&) € Fo e by = ¢ (&) € Fox sdo opostos,
onde q € o difeomorfismo entre o flag e a fibra sobre x = 7(q) do fibrado flag.

Note que essa definicao nao depende do ponto ¢ escolhido sobre a fibra. De fato,
sejam & € (FoQ)x(q) € & € (Fo+Q)x(g)- Pelo que ja foi visto na secao A.1.3, se
p = qa, a € G, entao

p &) =a g (&) ep (&) =aT g (&)

sao opostos se, e 86 se, ¢ (&) e ¢71(&) sao opostos.

Proposicao 2.3.17 Dado x € Q, os elementos {(z) € Fo, ()@ € §*(7) € F@;y(:p)Q
sdo opostos, isto ¢, parax = m(q) € 2, f(q) € Fo,,, € f*(q) € F@Ey(ﬂf) sao elementos

0postos.

Demonstragao: Sabe-se, pela proposicao 2.3.13, que {£*(z)} = me; () (st(z, wo)),
onde st(z,wo) = 7 - st(D(r), wo), m(r) = . Assim, ste: (2)(D(r),wo) coincide com

ﬁX@iy(x)(D(T’), wp) que, neste caso, é um conjunto pontual. Portanto, pelo corolario
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A.1.5, um elemento n € (]FeLy(I)Q)m é oposto a £*(x) se, e 86 se, ) € sto, (2)(7, 1).
Por outro lado, st(z,1) = ’ﬂ'éiy(x) (ste,, (x)(x,1)) e, um elemento 77 € st(xz,1) se, e
somente se, seu expoente de Lyapunov A(77) € cla™. Ainda segue da proposicao
2.3.10 que, 77 € st(x, 1) se, e s6 se, seu expoente de Lyapunov para o fluxo reverso
A~ () = —=A(7) € —clat. Agora, se 7 € ﬂéiy(x) {&(x)}, entao A= (77) € —cla™. Logo,

7r(Siy(x) (f(l‘)) - St(x’ 1)’ ou Seja, f($> C St@Ly(x)(JT, 1). Il

Da proposigao acima, conclui-se que, para ¢ € 7 1(Q), (¢~ (£(z)),q7* (£*(x)))

pertence a érbita G-adjunta aberta e densa

Oeyy () = {<gb@Ly(m)>gb@;y(z)>} C Fo,, @) x Fo; @), m(q) = =,
que se identifica a érbita G-adjunta de H*(z) em g.
Suponha que a medida v na base X é ergddica. Como HT : Q — cla® é

mensuravel, segue que H*(x) = H,I é constante. Dessa forma, seja Oy := Or,(H,').

Assim, obtém-se duas aplicacoes mensuraveis
. * .
§:Q0—TFo Qe :Q— For Q,

as quais determinam duas segoes mensuraveis dos fibrados flag Fe, @ e Fe;y@ SO-
bre €2, respectivamente. Além disso, pode-se definir duas aplicagoes mensuraveis
fim Q) — Fe,, e f*: 771(Q2) — Fe; , dadas por

fl@) =" (&(n(q)) e f*(q) = ¢ (£ (7 (q))),

e G-equivariantes.
Ainda tem-se que, para ¢ € 7 1(Q), (f(q), f*(¢)) € Os,, = Ad(G) - H}. Assim,

obtém-se uma aplicagdo mensurével hr, : 7~ 1(Q) — Ad(G) - H,, definida por

hiy(q) = g(q)H,) ~ (f(q), f*(2)), (2.7)

G-equivariante e tal que f(q) é o atrator de hry(q) em Fo, e f*(q) é o repulsor de

hiy(q) em F@}Zy' Pode-se notar ainda que hyy é ¢p-invariante.
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Proposigao 2.3.18 Considere o fibrado associado Ae,, := QxgAd(G)-Hf — X.
Entao, existe uma segao x1y mensurdvel sobre ) de Ag,, com aplicagao correspon-
dente G-equivariante hyy : 7 1(Q) — Ad(G) - H;} .

A segao x1, obtida anteriormente ¢ chamada de se¢ao de Oseledets do teorema
ergddico multiplicativo.

Assim como as componentes de Morse foram descritas fibra a fibra em [3] e [23],
pode-se também aqui obter uma descricao das componentes de Oseledets sobre o
espaco de medida total em termos dos pontos fixos da aplicagao correspondente da

secao de Oseledets.

Proposigao 2.3.19 Seja hyy : 7 1(Q) — Ad(G)H,S como na proposicao 2.3.18.
Entao, as componentes da decomposicao de Oseledets sobre o espaco de medida total

Q sao dadas fibra a fibra pelos pontos fizos de h, ou seja,
St(W(Q)a w) =q- ﬁX<hLy(Q>7 U))

Demonstracao: Seja x = 7(q) tal que hry(¢) = H, . Desde que f(q) é o atrator
de hiy(q) em Fo,, e f*(q) é o repulsor de hyy(g) em Fey , segue que

st(z,1) = q - fix(hiy(q), 1) e st(z, wp) = ¢ - fix(hry(q), wo).
Além disso, para £ € st(z, 1) e £ € st(z,wp), tem-se que

M) = Hf eclat e M¢') =wy'HF € —clat,

v

respectivamente. Assim, para as outras componentes, basta provar que
€ € q-fix(hiy(q),w) se, e s6 se, \(§) = w'H,. De fato, para w € W, considere

1

a seguinte camara de Weyl, a™(w) := w™' - a*. Sabendo que hiy(qw) = w™'H,,

segue do que foi visto para a componente atratora que ¢ € qw - fix(hry(qw), 1) se, e

somente se, A(§) = w™'H . Entretanto,
fix(hry(qu), 1) = w Hix(H, w).
Assim, qw - fix(hry(qw), 1) = q - fix(hry(q), w) e, entdo, segue o resultado. ]
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Com isto, fixando a medida ergddica na base, tem-se um numero finito de ex-
poentes de Lyapunov. Mais precisamente, esse niumero é dado por |W|/ ‘W@Ly|,

como consequéencia do corolario a seguir.

Corolério 2.3.20 Seja v medida ergddica na base X . Entdo, st(w:) = st(wa) se, e

sd se, We, w1 = We, ws. Portanto, n7'(Q) = U st(w).
wEW@Ly\W

Considere Qe,, = hgyl(Hj) C Q. Como Ad(G) - Hf ~ G/Ze,,, segue da
proposigao A.3.2 que Qe,, ¢ uma Zg, -reducao invariante e mensuravel de ) sobre
), denominada redu¢ao de Oseledets.

Considerando a decomposicao de Iwasawa do centralizador Zg, , = Ko, ANT(Ory),

segue que (o, admite uma redugao ao subgrupo compacto Ke, , denotada por
Re,, -

Proposicao 2.3.21 Tem-se que
st(w) = {q cwby : q € Q@Ly} = {7" cwbg T € R@Ly} ,
onde by € a origem de IF.
Demonstragao: Se g € Qg,, segue que
st(m(q), w) = q - fix(H, w) = q- Zo,, why.

Entretanto, Ze, age transitivamente a direita na fibra de ¢ € Qeg,, isto ¢,

st(w) = Qey, wby. A prova da outra igualdade ¢ andloga. ]

2.4 Fibrados Flag Parciais

O cociclo a(n, &), definido no fibrado flag maximal FQ, nao pode ser definido
em um fibrado flag parcial Fg@. De qualquer forma, compondo a(n,§) com de-

terminadas aplicacoes lineares 1 : @ — V', onde V' é espaco vetorial, tem-se que
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a, (n,&) = poa(n,§) pode ser fatorado em um cociclo em Fg(). Esses cociclos par-
ciais aparecem em diversas situacoes que medem a taxa de crescimento exponencial
de funcoes especificas. Por exemplo, os expoentes de Lyapunov para um fluxo linear
em um fibrado vetorial sao dados por um cociclo em um fibrado projetivo, o qual é

visto como uma variedade flag parcial de Gl (d,R) ou Sl (d, R).

Lema 2.4.1 Dado um subconjunto © C X, seja jn : a — V uma aplicagao linear
tal que u(H) =0, para todo H € a(©). Defina a, (t,r) = poal(t,r). Entdo,

a, (t,rk) =a,(t,r),
para todo k € Keg.

Demonstragao: Seja ¢; (1) = ry - a;ny a decomposigao de Iwasawa de ¢ (r). Logo,
a(t,r) =loga;. Escreva a; = byey, com b, € A(O) ey € Ag, e definab (t,7) := log b,
e c(t,r) :=logc;. Dessa forma, a(t,r) =b(t,r) +c(t,7). Assim, p(b(¢t,7)) =0 e,
portanto, a, (t,r) = pu(c(t,r)).

Agora, ¢y (r-k) = ¢y (r) - k = r, - aynsk. Para obter a A-componente de ¢; (r),
considere n;, = mn, onde m € N (©) e n € Ng. Entao, n;k = (kmk™1) (knk™!). Se
k € Kg, entao n’ = knk™' € No C N, j& que Kg normaliza Ng. Por outro lado,
m = kmk™' € Mg. Com isto, aymuk = a;mn’ = b,eymn’. Desde que m € Mg e
¢ € Ag comutam, segue que a;n:k = bymen’, onde byim € Mg. Considere entao
a decomposicao de Iwasawa de b;m = uhn, com u € kg, h € A(©) e n € N (O).
Portanto,

agnik = uhnen' = u (hey) (n'n').

Assim, ¢y (r- k) =r;- (hey)m, onde rp =1, -u € Ren =n"n" € N. Isto implica que
a(t,rk) =logh + log ¢.

Agora, como h € A(0), segue que p(logh) =0, e a, (t,rk) =loge, = a, (t,r). [

Considere Fg@QQ = ) X Fg o fibrado flag de tipo © com fibra Fg. Desde que K

age transitivamente em Fg, segue que Fg = K/Kg, onde Ko = K N Pg; seja bg a
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origem de Fg = K/Kg. Os elementos de Fg@ podem ser escritos como & = r - bg,
com r € R, a K- reducao de ). Note ainda que se ' = r - k, para k € Kg, entao
rbg =1 -kbog =1"bg.

Assim, se uma aplicagao linear p : a — V anula-se em a(0), como no lema

acima, entao a, (¢,£) estd bem definido para £ € Fg(@), ou seja,

a, (t,&) =a,(t,r), {=r-be.

Lema 2.4.2 A aplicagao a, : T x FgQ — V define um cociclo sobre o fluxo ¢, em
FoQ.

Demonstragao: A partir do fluxo ¢; em (@, defina o fluxo continuo
oE(r) := R(¢(r)), r € R. Considere a aplicagao a: T x R — a, a(t,r) = a(¢y(r)),
projecao sobre a A-componente na decomposigao de Iwasawa de ¢;(r) (veja segao

A.3.1). Esta aplicagao define um cociclo sobre ¢, ou seja,
a(t+s,7) =a(t,¢f(r)) +a(s,r).

Desde que ¢4(7 - bg) = ¢%(r - be), segue o resultado. O

O principal exemplo de cociclos sobre fibrados flags parciais sao aqueles que
fornecem os expoentes de Lyapunov de fluxos lineares em fibrados vetoriais. Seja
VYV — X um fibrado vetorial real de dimensao n, e considere por B) o fibrado
das bases de V, um fibrado principal com grupo estrutural Gl (n,R). Como visto
anteriormente, os elementos de B) sao isomorfismos lineares p : R” — V., onde
V, é a fibra sobre z.

Considere (-,-) a métrica Riemmaniana em V invariante por OV, fibrado das
bases ortonormais. E conveniente lembrar ainda que, desde que OV é uma
O (n)-redugdo de BV e, considerando a decomposi¢do de Iwasawa usual de
Gl(n,R) = KAN*, onde K = O(n) sdo isometrias lineares de R” com a métrica
euclidiana | - |, A sdo matrizes diagonais com entradas positivas e N sdo matrizes
triangulares superiores com 1 na diagonal, tem-se a decomposicao de Iwasawa do

fibrado das bases BY = OV-ANT.
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Dado ®; um fluxo linear em V (isto é, linear nas fibras), denote por ¢; o fluxo
induzido no fibrado das bases BV, dado por ¢; (p) = &, o p. Este fluxo induzido em

BY é, claramente, invariante a direita. Os expoentes de Lyapunov sao dados por
Mw) = lim ~log g, ve
v—t_}inootog W], v .

_ gl

el

Seja a(t,v) = log p(t,v) cociclo aditivo, onde p(t,v) : Logo,

Av) = lim %a(t, o).

t—o0
Como visto na secao 1.2.1, p é depende apenas dos pontos no fibrado projetivo
Py — X.

Sejam F variedade flag maximal de Gl(n,R) e FV = BY xqnr) F fibrado flag.
O a-cociclo vetorial a (¢, &) sobre FV assume valores em a = log A, subespago das
matrizes diagonais. Neste caso, os a-expoentes de Lyapunov sao dados por

ME) = Tim %a(t,f).

t——+o0

O cociclo aditivo p em PV pode ser obtido do a-cociclo vetorial em FV. De
fato, seja e; = (1,0,...,0) € R™. Considere v = r(e;) € V,, para r € OV,.
Desde que ¢; (r) = ®; o7, segue que ®;(v) = P, 07 (e1) = ¢ (r)(e1). Agora,
¢y (r) =1y - agng € OV-ANT  logo ®; (v) = r (agngeq). Entretanto, ne; = eq. Além

disso, r; € OV é uma isometria. Portanto,

1@ ()| = llazea ]l -

Ou seja, ||P; (v)|| é o primeiro autovalor de a;. Assim, para A\; € a* dado por

A1 (diag{as,...,a,}) = a1, segue que
log [|®; (v)|| = A1 (a(t,€)), & € FV,, (2.8)

onde £ =17 -bg e by = ({€1) C ... C (e1,...,6e,)). Assim, os expoentes de Lyapunov

de &, sao dados pela imagem sobre A\; dos expoentes vetoriais de Lyapunov de ¢;.
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Proposicao 2.4.3 Os expoentes de Lyapunov de ®; sao dados por

lim 2, (a (,€)),

para &£ €FYV, e se 0 #£v €V, entao
.1 1
lim n log ||®; (v)|| = lim Z)\l (a(t,§)),
onde & € FV € qualquer flag cujo subespaco de dimensao 1 é gerado por v.

Em outras palavras, os expoentes de Lyapunov de ¢ sao determinados pelo coci-
clo ay, (t,£). Note que A satisfaz a condigao do lema 2.4.1 para o espago projetivo
P! = Fg. Aqui © = {Ay — A3,..., A1 — Ay} € a(©) é o espago das matrizes

diagonais da seguinte forma

0 0
, tr D = 0.
0 Dmn-1)x(n-1)

2.5 Expoentes de Lyapunov classicos e os prove-

nientes do TEM

Seja ™ : ) — X um fibrado principal com grupo estrutural semi-simples G.
Considere p : G — Gl(V) uma representagao linear em um espago vetorial de
dimensao finita V. Com isto, a partir da acdo natural (a esquerda) de G em V/,
obtém-se o fibrado associado V := Q) xg V. Note que V¥V — X é um fibrado vetorial
de dim V' e que, devido a decomposicao de Iwasawa de @), os elementos desse fibrado
podem ser escritos como r-v, r € Rev e V.

Seja ¢; um fluxo invariante a direita em @, isto é, ¢:(q9) = ¢:(q)g, g € G.

Denota-se o fluxo induzido em ¥V também por ¢;, ou seja,

Gi(q-v) = d(q) v, g€ Q,veEV.

Pela invariancia do fluxo em @, segue que o fluxo induzido em V é linear (ou seja,

linear nas fibras).
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Seja (-, -) o produto interno em V tal que p(k) é uma isometria, para cada k € K.

Este produto interno pode ser induzido fibra a fibra em ) como
(r-v,r-w):=(v,w), re Rv,weV.

Note que tal produto interno estd bem definido em V. De fato, parar € R, k € K
ev,weV:

(rk-v,rk-w) = (r-p(k)v,r-p(k)w)
= {p(k)v, p(k)w)

= (r-u,r-w),

onde usamos na ultima igualdade o fato de que p(k) é uma isometria, para cada
keK.

Os expoentes de Lyapunov em V sao dados por
o1
Ar-v) = T ~loglgu(r o)l
_ lge(r - v)]]

onde || - || é a norma induzida pela métrica em V. Defina p(t,r - v) := T2l
rew
cociclo multiplicativo. Logo, a(t,r - v) = log p(t,v) é um cociclo aditivo. Assim,
1
Ar-v)= lim —a(t,r-v).
(r-v) = lim —a(t,r-v)
Seja p um peso maximo da representagdo canonica O¢ : gl(V) — gl(V). Con-
sidere 0 := (dp); : g — gl(V) a representacdo infinitesimal de p : G — GI(V).

Tomando a decomposicao de Cartan de g = € @ s, segue que
O(¢) Ctefd(s) Cs5,

onde £ e § sdo, respectivamente, as matrizes anti-simétricas e simétricas de gl(V),
componentes da decomposigao de Cartan de gl(V'). De maneira analéga, 6(a) C @,
onde a C s e @ C 5 sdo subdlgebras abelianas maximais em g e gl(V'), respectiva-
mente. Desde que p € @*, segue que p o0 é um funcional linear em a.

A relacao entre os a-expoentes de Lyapunov em F(Q) e os expoentes de Lyapunov

em V), deve ser obtida a partir dos cociclos que os definem. Para isto, considere [F o
flag maximal de G1(V).
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Proposigao 2.5.1 a(t,r-v) =po6(a(t,r-by)), onder € R e by € qualquer flag de

F cujo subespaco de dimensao 1 é gerado por v.

Demonstragao: Seja a decomposicao de Iwasawa de ¢y(r) = r-any € R-AN = Q.

Observe que

[@e(r- o)l = |lge(r) - vl| = [Ireans - v|
= |Jre - plag)p(ng)v|
= |[[p(ar)v]| = exp(p o O(log a))v.

Tomando ||v|| = 1, conclui-se que
[6e(r - v)|| = exp(p 0 f(log ar)).

Portanto, a(t,r - v) = pofO(logas) = poB(a(t,r - by)). O

Corolario 2.5.2 Nas condicoes da proposicao anterior, os expoentes de Lyapunov
no fibrado vetorial V = Q xgV — X sao dados por o 0(\(&)), onde u € o peso

mdzimo da representacdo canonica de gl(V).
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Capitulo 3

Os tipos parabdlicos de Morse e

Lyapunov

Seja ¢; fluro continuo, invariante a direita, em um fibrado principal continuo
7 — X com grupo estrutural G redutivel e X espago métrico compacto. Desde
que o fluxo em () projeta-se em um fluxo na base, considere uma medida ergédica

v em X tal que seu suporte é toda a base X, ou seja, suppv = X.

O tipo parabdlico do fluxo, que serd denotado aqui por Oy, descrito em [3] e
23], determina uma aplicagao continua hy, : QQ — Ad(G)H,, onde Oy, = O(H,y),
tal que as componentes de Morse do fibrado flag sao dadas fibra a fibra como pontos
fixos de hyo(g). Ja no capitulo 2, foi obtido o chamado tipo parabdlico de Lyapunov,
denotado por Oy, que, neste caso, fornece uma aplicagao mensuravel de tal forma
que as componentes de Oseledets do fibrado flag sobre um espaco de medida total

sao dadas fibra a fibra como pontos fixos de tal aplicacao.

Tendo em vista que o tipo parabdlico de Lyapunov esta contido no tipo parabdlico
do fluxo (veja lema 8.1 de [30]), o objetivo deste capitulo é fornecer condigoes
necessarias e suficientes para que tais tipos parabdlicos coincidam, ou seja, para

que as decomposicoes de Morse e Oseledets sejam iguais.
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3.1 Realizacao dos expoentes de Lyapunov por

medidas ergddicas

Seja p uma medida ergédica em FQ que se projeta sobre v. Assim, pela

proposicao B.1.13,
/qdu, q(§) = a(1,¢),

¢ um expoente de Lyapunov para o fluxo. O interesse aqui é analisar a relagao entre
um expoente de Lyapunov dado por uma integral desse tipo com os expoentes de
Lyapunov provenientes do teorema ergédico multiplicativo.

Sendo 2 o conjunto de v-medida total proveniente do teorema ergédico multi-
plicativo, tem-se que u(7~1(Q)) = 1, visto que v = m,pu. Além disso,

)= st(w)
weWe \W

Proposicao 3.1.1 Considere p uma medida ergodica em FQ) que se projeta sobre
v. Entao, existe w € W tal que u(st(w)) = 1 (e, portanto, p(st(w’)) = 0, para
wWe,, # w'We, ). Neste caso,

/qd,u =w 'H}.

Demonstragao: Como p é ergddica, tem-se pelo teorema B.1.8 que existe Z C FQ

mensuravel tal que p(Z) = 1 e A é constante sobre Z, ou seja,
1
im (k€)= \©) = [ adn

para todo & € Z. Logo, segue que u(m 1(Q)NZ) =1 e, é claro que A é constante
sobre 771(Q) N Z. Agora, 7 !(Q) decompoe-se na unidao disjunta dos conjuntos
estdveis st(w), nos quais o a-expoente de Lyapunov \ é constante igual a w™'H.
No entanto, A é constante em Z. Assim, 7~1(Q2) N Z estd contido em um tinico
conjunto estével, isto é, existe w € W tal que 7~ 1(Q) NZ C st(w). Para este

w € W, tem-se que

A€) = /qd,u =w 'H,
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onde £ € T é arbitrdrio. Além disso, p(st(w)) > p(x 1(Q)NZ) = 1, isto &,
w(st(w)) = 1. O

O resultado mostrado anteriormente garante que algum a-expoente de Lyapunov

w™ H, proveniente do teorema ergédico multiplicativo, é a integral sobre uma

medida ergodica projetada sobre v.

Proposicao 3.1.2 Dado w € W, existe uma medida ergodica ' tal que m,u” = v

e
/qdu“’ =w 'H}.

Além disso, pu*(st(w)) = 1.
Demonstragao: Para £ € st(w),

A(§) = lim %a(k,f) =w 'H}.

k—-+o0

Ou seja, w™'H} ¢ uma média temporal e, portanto, pelo procedimento de Krylov-

Bogolyubov, dado no teorema B.1.3, existe uma medida invariante p¢ tal que

wH, = /qdug-

Pelo lema B.1.7, m,(p¢) é uma medida de ocupagao p, em z = 7(§). Pelo corolario
B.1.9, p, = v, para todo = € ).

Pelo corolario B.1.10, existe um conjunto A com pe(A) =1 tal que

i) = [ 6,1t

onde 0, sao medidas ergédicas que se projetam sobre v, para todo n € A. Note que

existe uma medida ergddica 60, tal que / qdf, = w™'H . De fato, pelo teorema

e () (o) e
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Isso implica que w™! HI pertence ao fecho convexo do conjunto { / qdf, € a;n € A}.

Assim, pela proposicao 3.1.1, /qal&77 =u 'H, para algum u € W.
Por outro lado, considere a 6rbita W - H de H; pelo grupo de Weyl W. Os ele-
mentos de W - H} pertencem & esfera de raio ||w ' H,||. Assim, se uH,” #w'H},

segue que
<qu,w’1Hj> < Hqu” ||w’1HjH = ||uFlHV+||2 = <w’1Hj,w’1Hj>.

Desse modo, existe um hiperplano {z; (w™'H x) = ¢} tal que w™'H e os pontos
da érbita diferentes de w™'H} ficam em lados opostos do hiperplano. Com isso,

o fecho convexo dos pontos da érbita diferentes de w™'H} nao contém w'H.
Portanto, se /qah%7 fosse diferente de w™'H, para todo n € A, entao w™'H}
estaria no fecho convexo dos elementos da drbita diferentes de w™'H ", o que é uma
contradigdo. Isso mostra que, para todo n € A, /qd@77 = w'H', j4 que caso

contrério, w™! H seria uma combinagao convexa dos outros elementos da érbita de
W-H.

Logo, tem-se uma medida ergédica invariante u* := 6,, n € st(w), tal que

w H T :/qd,u“’

e T, = v, provando a primeira parte da proposicao.

A 1ltima afirmacgao é consequéncia da proposicao 3.1.1. L]

3.1.1 Medidas atratora e repulsora

Pelo que foi visto anteriormente, dada uma medida ergdédica v na base, para
cada w € W, existe uma medida ergddica u* (ndo-tinica) tal que m,u* = v e, além
disso, u*(st(w)) =1e

/qd,uw =w 'H}.
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Definicao 3.1.3 (i) Uma medida ergddica p* € chamada de medida atratora no
fibrado flag maximal FQ se /qdu“’ € cla™. Em um fibrado flag FoQ, uma medida
pg € dita atratora se pg = me.p", para alguma medida atratora p* em FQ, onde
o : FQQ — FoQ € a projecao canodnica.

(11) Analogamente, uma medida ergddica p* € repulsora em FQ se /qduw € —cla®.
Uma medida pg§ € repulsora em FgQ) se ug = mo, i, para alguma medida repulsora
w” em FQ.

Da defini¢ao acima segue imediatamente o seguinte resultado.

Lema 3.1.4 Uma medida ergddica u* ¢ atratora se, e somente se, w € We, . De

modo andlogo, p* € repulsora se, e somente se, w € woWe,, involugao principal.

Pode-se observar que uma medida atratora u' realiza o tinico expoente de

Lyapunov contido em cla®, ou seja,

/qd,u1 = H} €cla®.

Analogamente, uma medida repulsora p*° determina o tinico expoente de Lyapunov
contido em —cla™, isto é, [ qdu™® = woH, € —cla®.

A seguir, estabelece-se a relagao entre as medidas atratora e repulsora.

Proposicao 3.1.5 Uma medida repulsora no fibrado flag Fg@Q) € uma medida atra-

tora para o fluzo reverso.

Demonstracao: Para o fluxo reverso ¢_;, sabe-se que H,  é o tnico expoente de
Lyapunov em cla®. Além disto, segue do coroldrio 2.3.11, que H, = —woH,[. Seja
g~ (+) := a(—1,-). Pela proposigao B.1.13, /q_duwo ¢ um expoente de Lyapunov

para o fluxo reverso. Dessa forma,

/q_d,qu = — /qduwo = —onj =H, € cla™,

onde a primeira igualdade segue da propriedade de cociclo, isto é,

¢ (§) =a(=1,§) = —a(1,¢-1(§)) = —q(¢-1(£)). U
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Sejam as projecoes canonicas Tey, FQ — F@in erm:FQ — X. Considere
ug%y = ey, (1) medida repulsora no fibrado flag ]FGEyQ' Seja p : IF@EyQ — X.
Note que p*(,ug%y) = v, jd que pome; = T e, ug%y = ey, M € Tt = v.
Além disso, p é uma aplicacao ug%y—prépria (veja definicao B.2.1). Com isto, pela
proposicao B.2.3, segue que ug%y admite uma desintegragao, ou seja, existe uma

aplicacao mensuravel z € X —— (ug%)x e M+ <F@in> tal que

o) (1) = ol . :
w0 = [ (wey,), Qavte)
Lema 3.1.6 Para v-quase todo x € X, a desintegracao de ug% possut suporte em
y

{& (x)}, isto é, (ug% ) possui suporte em {£*(x)}.
Demonstracgao: Considere o seguinte boreliano em ]Fein:

Logo,

Entretanto,

Pela proposicao B.2.3, (ug% > possui suporte sobre 7~ !(z). Com isto, conclui-se
que (,ug% > (F*Q\&*(x)) = 0, para v-quase todo = € X. ]
Y/ x
Com isto, conclui-se o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.7 Considere a projegao canonica we; : FQ — Feor Q e u™° uma
y y
‘ o we wn ‘ L
medida repulsora em F(Q). Entao, Hep, = oy, M 0 € uma medida pontual, isto €, os

elementos da desintegracao em cada fibra sao medidas de Dirac.

Pela proposicao acima, tem-se que qualquer medida atratora do fluxo ¢_; no

fibrado flag do seu tipo parabdlico é pontual. Ou seja, (,ug% > ¢ uma medida de
Y/ x
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Dirac em £*(z). Denota-se tal medida por g«(y) := (ug% ) . Dessa forma, ainda
Y/ x

tem-se a unicidade de pg5° .
Ly

Corolario 3.1.8 FExiste uma unica medida atratora e pontual ug% para o fluxo
y

reverso ¢_; em F@in. Ou seja, tal medida admite a sequinte desintegracao

n ()= [ e Cavta).

Ainda tem-se, como consequéncia imediata, que tomando o fluxo reverso a ¢_;,
existe uma tnica medida atratora e pontual de ¢; em Fg, Q. Dessa forma, segue o

resultado.

Corolario 3.1.9 FEuxiste uma unica medida atratora e pontual /ﬂ@Ly de ¢; no seu
fibrado flag Fe, Q. Portanto,

b, () = [ b (vl

onde d¢(z) € a medida de Dirac em &(x).

3.2 Condicoes necessarias e suficientes

Seja w : () — X, fibrado principal continuo com grupo estrutural G semi-
simples e base X, espaco métrico compacto munido de uma medida ergddica v tal
que suppv = X. Dado ¢; um fluxo continuo em (), invariante a direita, considere

as seguintes afirmacoes:

1. Se¢ao limitada: A funcao hyy : 7 Q) — Ad(G)H,) mensurdvel e
¢-invariante, correspondente a segao de Oseledets x1y : Q2 — QxcAd(G)H,f,

é limitada em 75" (), onde 7 : R — X é uma K-redugao de Q;

2. Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergddicas: Para
cada medida p € Py, (X) ergddica, seja H; o expoente polar associado a p.
Defina

Oy(p) ={aeX: a(H})=0}.
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Entéo, Ory(p) C OLy(v), onde denota-se Oy por O, (v) para deixar claro a

medida ergddica sobre X que esta sendo tomada;

. Medidas atratoras associadas a outras medidas ergddicas na base: Se-
jam p € Py(X) medida ergédica e Y = suppp. Denote por
atte, (v) = supp ,ué)Ly, onde ué)Ly ¢ a medida atratora em Fg Q. Sendo
7 Fo,,Q — X, denote por £(p) o conjunto das medidas ergédicas com
suporte em 7 1(Y) N atte,, (¥) que se projetam em p. Entdo, as medidas em

E(p) sao atratoras para ¢, isto é, se 6 € £(p), entao

/qu' €cla™,

onde T, 0" =0, 1o, : FQ — Fo, Q.

Note que E(p) # (. De fato, como p é uma medida ergddica na base, segue do
corolario B.1.9 que existe um conjunto de medida total em X tal que pu, = p,
onde r é regular. Tomando mg, : FQ — Fe, @ a fibragao entre os fibrados
flag, tem-se pelo lema B.1.7 e pelo teorema B.1.3 que, pode-se escolher £ € FQ
tal que

AE) = /qd,ug € cla®,

onde 7o e, (§) = = e m(me,, He) = p. Além disso, usando o argumento
de convexidade da demonstracao da proposicao 3.1.2, prova-se que as decom-
posicoes ergédicas 0, de e, onde n € A, pe(A) = 1, sdo tais que 7, 0, ¢
uma medida ergédica com suporte em 7~ '(Y) N atte, () que se projeta em

p.

O principal objetivo deste capitulo é mostrar que tais condi¢oes sao necessarias

e suficientes para que a decomposicao de Morse coincida com a decomposicao de

Oseledets. Assim, a partir de agora, o seguinte teorema sera mostrado.

Teorema 3.2.1 Tem-se que Oy, = Oy, Se, e somente se, as condigoes 1, 2 e 3

enunciadas anteriormente sao validas.
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3.3 As condicoes sao necessarias

Supondo que O, = O, prova-se a seguir que as condigoes 1, 2 e 3 sao validas.

Secao limitada

Inicialmente, observe que como a base X é compacta, a condi¢ao 1 nao depende
da K-reducao tomada.

Agora, como O, = Oy, segue que hry possui uma extensao continua a R,
dada por hy,. Pela continuidade de hyg, € compacidade de ng(Q) (tome em X a

o-algebra de Borel dos subconjuntos fechados de X)), segue o resultado.

Expoentes de Lyapunov associados a outras medidas ergddicas

Sejam p € Py, (X) medida ergédica e Y = supp p. Denote por Oy,(Y) o tipo
parabdlico de Morse associado ao fluxo restrito a Y. Dessa forma, Oy, (Y) C Onpo,
visto que as componentes transitivas por cadeia do fluxo restrito a Y estao con-
tidas nas componentes sobre X. Note ainda que, como Y = supp p, tem-se que
OLy(p) C Omo(Y). Logo,

O1y(p) C OuolY) € Oty = O, (1),

COImo era esperado .

Medidas atratoras associadas a outras medidas ergddicas na base

Inicialmente, note que desde que O, = Oy, tem-se que MgMO = sto,, (1). A
componente atratora de Morse MgMo em Fg, (@ ¢ pontual, isto é, ¢ dada pela segao
§ X — TFe,Q (veja coroldrio 2.3.14).  Assim, pelo coroldrio B.1.6,
atte,, (v) C Mg . Além disso, como uéLy (stey, (1)) = 1, segue claramente que
M3, Catte, (v) e, portanto, M§ = atte, (v).

Ainda tem-se pelo coroldrio 7.6 de [30] que, se A € Apo(M™), entdo existe
w € We,,, tal que w™\ € cla™.
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Agora, seja 0 € E(p). Entao, /qd@’ ¢ um expoente de Lyapunov, onde ¢ é
uma medida ergddica tal que T, ¢ = 6 e com suporte contido em M j4 que
Mt = w(;iy (/\/lgMo), e : FQ — Fe@. Pela invariancia dos a-expoentes de
Lyapunov sobre o grupo de Weyl (veja corolario 6.8 de [30]), segue que w™! / qdd’
também é um a-expoente de Lyapunov para o fluxo.

Como Ae, (MT) C Ayo(M™) (veja teorema 3.2, item 6, de [30]); logo
w! /qd&' € cla®, como era desejado.

3.4 As condicoes sao suficientes

Defina A = atte, (). O objetivo é mostrar que o conjunto A, dado pelo suporte
da tinica medida atratora em Fg, (), juntamente com um dado conjunto B, definido

a seguir, formam um par atrator-repulsor.

Lema 3.4.1 Tem-se que A € o fecho da imagem da aplicagao mensurdvel

§:Q — Fo, Q obtida na coroldrio 2.3.14, isto €,
A = cl(im¢).

Demonstragao: Seja ( € A. Logo, existe um aberto U contendo ( tal que
116, (U) > 0. Desde que pg, (stey, (1)) = Leste,, (1) = im¢, segue que UNim§ # 0
e, assim, £ € cl(im&).

Agora, seja um aberto U contendo um elemento ¢ € Fg, @ tal que U Nim¢ # 0.
Como suppr = X, considere um aberto V' contendo 7(¢) = x de tal modo que
v(V)>0e Wéiy(V) C U. Com isto, 0 < ,uéLy(U), mostrando que ¢ € A. O

Dada a aplicacao £* : Q — ]F@iy@ (veja proposi¢ao 2.3.13), note que A é o
fecho dos elementos opostos a imagem de £*; portanto, o expoente de Lyapunov em
tais pontos pertence a camara positiva.

Agora, defina B como sendo o fecho dos elementos nao-opostos a imagem de

de &*. Neste caso, B é o fecho dos elementos cujos expoentes de Lyapunov nao
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pertencem a camara positiva, ou seja,

B = Te,, (cl U st(m,w)) :

w#l, €N

Lema 3.4.2 Os conjuntos A e B sdao ¢i-invariantes, compactos e disjuntos.

Demonstragao: A invariancia de A e B segue claramente da invariancia dos con-
juntos ste, (w). Devido a compacidade de Fe,, Q, tem-se que A e B sdo conjuntos
compactos.

Pela condi¢do 1, hyy : 77 4(Q) — Ad(G)H, é limitada em 73'(Q). Assim, o
fecho da imagem de hry, cl(imhyy), é compacto em Ad(G)H, . Dessa forma,
o conjunto cl(imxyy), imagem de 7;'(2) x cl(imhyy) pela aplicacio quociente
Q x Ad(G)H} — Q xg Ad(G)H,}, é compacto em Ag, = Q xXg Ad(G)H,. Pela
identificacao (2.7), cl(im xry) é compacto em @ x¢g Og,,. Tomando as projecoes
sobre Fg, Q e F@in, obtém-se os conjuntos compactos cl(im &) e cl(im £*), respec-
tivamente. Como, pelo lema 3.4.1, A = cl(im¢), e Og,, ¢ formada por elementos
opostos, segue que os elementos de A sdo opostos aos elementos de cl(im&*). Os
elementos de B nao sao opostos aos elementos de im £* e, portanto, nao sao opostos

aos elementos de cl(im&*). Logo, A e B sao disjuntos. ]

Lema 3.4.3 Defina A’ = ngy(A) e B = Wéiy(B), onde me,, : FQ — Fo, Q.
Sendo q(§) = a(1,&), as sequintes afirmagoes sao vdlidas:

i) [ qdp € cla™, onde p é uma medida ergédica com suporte em A’;
i1) /qdu ¢ cla®, onde p € uma medida ergdédica com suporte em B'.
Demonstragao: Sejam p é uma medida ergddica em FQ e p := (rmome, ).p medida

ergodica na base.

Supondo que p tenha suporte em A’, segue que supp e, pt C 7 1Y) N A, onde

Y = supp p. Assim, pela condicio 3, /qd,u €cla’.
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Agora, suponha que p é uma medida ergédica em FQ com suporte em B’. Desde
que Ory(p) C Ory(v), pela condigao 2, tem-se que a medida ergédica em Fe, (,)Q
que fornece o expoente de Lyapunov em cla® é tinica (veja coroldrio 3.1.9) e possui

suporte em A’. Desde que A e B sao disjuntos, segue que /qdu ¢ clat. ]

3.4.1 w-limites

Seja & € Fo,, Q\B tal que z = 7o, (&), onde 7o, : Fg, @ — X. Considere os

seguintes casos:

A é6rbita O(x) de x é periddica

Supondo que a érbita O(x) de z é periédica entao a teoria de Floquet garante

que a decomposigao de Oseledets coincide com a decomposigao de Morse sobre O(x).

Proposigao 3.4.4 Para o fluzo ¢ restrito a drbita periédica O(x), a decomposi¢ao

de Morse coincide com a decomposicao de Oseledets em FQ).

Demonstragao: Suponha que a érbita O(z) é T-periédica. Com isto, segue que
o(r) = ¢pir(x), para todo t € T. Assim, existe g(t) € G tal que
derr(q) = ¢:(q)g(t), com w(q) = x. Note que, desde que a agdo de G em @ é
livre, g(t) := g = g(T), para =T <t < T. Como, parat € T, t =ty + mT, para
algum m € N e —T <ty < T, segue que

¢t(Q) = O, (Q)gm-

Desta forma, o fibrado @ restrito a érbita O(z) é identificado ao fibrado trivial
O(x) x G — O(x). Observe ainda que, para tempo discreto, a 6rbita O(z) é um
conjunto finito e, para tempo continuo, a érbita coincide com o circulo St. Assim,

o fluxo sobre O(x) pode ser reescrito como
¢t(8aa) = (S +tagta)7 s € O(’I.)a a€G.

72



Com isto, o fibrado flag maximal restrito a O(x) é identificado a O(x) x F e o fluxo
induzido neste espago é dado por ¢.(s,z) = (s +t,¢'z), s € O(x), x € F.

Tomando a decomposi¢ao multiplicativa de Jordan de g = ehu € G (veja segao 4.1),
onde existe uma decomposigao de Iwasawa tal que h = exp(H) € cl AT, segue que

os conjuntos

M(H,w) ={(s,z): s€ O(z) e x € fixg(H,w)}

formam a decomposi¢ao de Morse mais fina para ¢; : FQQ — FQ.

Agora, note que todo ponto em O(z) é regular, ja que o conjunto dos pontos regulares
na base é invariante pelo fluxo. De fato, se o tempo é discreto, uma orbita periddica
é um conjunto finito com a medida de contagem. Desse modo, o tinico conjunto de
medida total é o conjunto todo. Ja, para tempo continuo, a o6rbita é um circulo e,
da mesma forma, o Unico conjunto de medida positiva é todo o circulo. Portanto,

pelo que foi visto no capitulo 2,
{M(H,w): weWg\W}

é a decomposicao de Oseledets para ¢; em FQ). L]

Restringindo o fluxo a O(z), a componente atratora de Morse esta contida em

A, enquanto que as demais componentes estdo em B. Portanto, w(q - v) C A, se
q-v¢ B.

A é6rbita O(x) de x nao é periddica

Agora, se O(z) nao é uma 6rbita periédica, entao a aplicacao t —— ¢y(x) é
injetora, isto é, os pontos da sequéncia x; = ¢;(x) sao distintos dois a dois.

Pela condigdo 1, hry : 77 1(Q) — Ad(G)H;} é limitada em 75" (). Assim, o
fecho da imagem de hry, cl(imhry), é compacto em Ad(G)H,' e, por conseguinte,
a imagem cl(im xry) de 75" (Q) x cl(im hry) sobre Ag,, = @ x¢ Ad(G)H," é com-
pacta. Note que a fibra sobre x intercepta o fecho da imagem de xiy, visto que

X1y estd definida no conjunto dos elementos regulares, que é denso em X. Tome

n € (Aey, ). Nel(im xLy).
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A 6rbita de n sobre a drbita-nao periddica O(zx) é dada pela seguinte sequéncia

Om) ={n=du(n) : t €T} C Ag,, .

Note que tal 6rbita define uma segao sobre O(x), que a cada x; € O(z) associa
n € O(n), com g : 71 (O(x)) — Ad(G)H, a fungdo equivariante e ¢s-invariante
correspondente.

Usando a identificacao Ad(G)H, ~ G/Zg, , seja g~'(H,}) C Q a Zg, -redugao
sobre O(z), invariante pelo fluxo. Esse fibrado é trivial, pois é sobre T (neste caso,
T =R ou Z). Isto é, existe uma segao global s : O(x) — ¢~ '(H,) satisfazendo a

seguinte equacao
Pu(s(y) = s((y)) - g1, (3.1)

com y € O(z) e g € Zoy, -

Pela identificacdo de Ad(G)H,} com a érbita G-adjunta aberta e densa Qg em
Fo,, X Feiy, as projegoes em cada componente definem aplicagoes Og, UL Fo,,
e Ogy, =, F®£y7 que por sua vez induzem projegoes Q) Xg Qg BEN Fe Q@ e
Q Xg Op,, =, IF@I»:yQ, entre os fibrados associados. Dessa forma, as projecoes da
secao O(n) define segoes em Fo, @ e Fo; @Q, que sao denotadas por O(£) e O("),

respectivamente, como mostra o seguinte diagrama (note que m1(n) = £).

Note que ambas as segoes sao invariantes e mutuamente opostas, fibra a fibra.
Além disso, O(§) C A e o conjunto dos elementos nao-opostos a O(£*) esta contido

em B.
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Em termos da Zg, -redugao g ' (H}), tais segoes sao dadas da seguinte maneira:

Om) = g '(H})-Hf = {p-Hf:pecg'(H)},
0K = g '(HF) bo, = {p-be,:pecg(H)},
OE) = g (1)) boy, = {p-be :pegHI)},

onde bg,, € b@?iy sao as origens de Fg_ e FGEy’ respectivamente.

Seja T"(Fe,, Q) — Fe, Q o fibrado vetorial cujas fibras sao os espagos tan-
gentes as fibras do fibrado flag Fe, @ — X. Considere a restrigao do fibrado
T*(Fg,,) somente as fibras de O(§).

Lema 3.4.5 O fibrado vetorial T (O(§)) — O(§) € dado pelo sequinte fibrado

associado

T (O©) = g (H) X z0,, o,

y

onde a agao de Zg,, em g, ¢ dada pela representacao adjunta.

Demonstracao: A prova segue do fato que O(§) = {p “be,, P E g’l(Hj)} e de
que T'(Fe,,) =ng, . O

Como foi feito no apéndice A, denote por ¢y o fluxo linear induzido no fibrado

vetorial TV (O(€)) (estd bem definido, visto que g é ¢-invariante). Tomando

s: 0(r) — g7\ (H})

v

a se¢ao global de g~ '(H,"), tem-se para v = s(y) - Y € T" (0(§)), onde y € O(z) e

Y e fg,,» que

P(w) = @ulsy) Y =s(ee(y))ge - Y
= s(¢u(y)) - Ad(g,)Y,

onde foi usado a equagao (3.1) e a proposi¢ao A.4.1.
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Escrevendo a decomposicao de Iwasawa de g, = usan; € K@LyAN *(OLy), obser-

ve que

[7 )l = [lAd(g)Y 1l
= [|Ad(w) o Ad(a;) o Ad(ny) Y|,
= [[Ad(a)Y]ly,

j& que N*(Ory) centraliza ng e Ad(uy)| é By-isometria (veja novamente a

e
OLy

proposigao A.4.1).

Proposigao 3.4.6 O espectro de Lyapunov para o fluzo 1y em TV (O(£)) € dado
pelo espectro da aplicagdo adjunta de Ao, (V) em ne,,. Portanto, parav € T" (O(8)),

lim_ [l (o) =0,
Demonstragao: Sabe-se que ng = span{H_, : o € II"\(©)}. Dessa forma, para
&' =s(y) beo,, € O() ev=s5(y) Hoe€(T(O()))e, segue que
10 (o) = [|Ad(ar) H-olly = e~ 0.

Assim,

R B A DU W A
Jim o0 0)] = —a  tin_F1oga) = o ( 1im_7a(0,0)),

+o0 t——+o0

onde 7 o T, (¢) = y. Usando o fato de que £’ € O(§) C A, conclui-se que

NQ) = Jim 7a(t.¢) = [ ad

t—+oo t

onde p é uma medida ergédica com suporte em A" = Wéiy(A). Entretanto, pelo

lema 3.4.3, item i), A(¢) = /qd,u € cla®. Logo, os expoentes de Lyapunov de ¢

em T"(O(&)) sao negativos e, assim, o resultado segue pelo corolario 1.2.3. ]

Considere a seguinte célula aberta de Bruhat no fibrado Fe, @,

o (H) Noybor, = | v (Nobey, ).

pEgL(H)

ou ainda, uma vizinhanga de { € Fo, Q\B.
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Proposicao 3.4.7 Se¢' € g7'(H,}) Ng, be,,, entdo w({') C A. Portanto, A € um

conjunto atrator.

Demonstragao: Escreva ¢’ € g7 '(H) +Ng, be,, como ' = s5(y) - (expY)be,,, com

yeOx)eY € ng,,- Entao, pela equagao (3.1),

o) = o1 (s(y)) - (expY)bey, = s(de(y)) - ge(expY)bey,, gt € Zoy, -

Entretanto,
gi(expY)bo,, = gi(expY)g; 'be,, = (exp Ad(g:)Y) be,, -

Desde que ||¢7(v)|| = ||Ad(g)Y|l,, tem-se pela proposigdo anterior que
(exp Ad(gy)Y) — 0, isto é, g;(expY)be,, — be,,. Logo, para t — +o0,

d (¢t(3(y)) : beLya ¢t(f/)) — 0,

onde d é a métrica dada na proposicao 2.2 de [3]. Dessa forma, w({') = w(s(y)-be,, )
Desde que s(y) - be,, € A e A ¢ fechado e invariante, segue que w(s(y) - be,,) C A.
O

3.4.2 w*-limites

Na mesma situacao da subsecao anterior, tomando uma 6rbita nao-periédica e

revertendo o tempo, obtém-se os w*-limites. Para isso, considere o seguinte lema.

Lema 3.4.8 Eziste uma se¢ao limitada s : O(x) — g~ (H}) do fibrado trivial
g~ (H)) — Of(x).

Demonstragao: Como, pela condi¢io 1, hyy : 75 (Q) — Ad(G)H; é limi-
tada, ¢ facil ver que a aplicagdo g : 7 1(O(x)) — Ad(G)H, ¢ limitada em
17 (O(2)) == 771 (O(z)) N R, visto que a imagem estd contida no fecho da ima-

gem de hry.
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Seja uma se¢io u : O(r) — w3 (O(x)) do fibrado trivial 7;'(O(z)) — O(z).
Desde que u(t) € 75" (O(x)), segue que g(u(t)) é uma sequéncia limitada no espago
homogéneo Ad(G)H,. Logo, existe uma sequéncia limitada ¢, € G tal que
g(u(t)) = g.H; .

Defina s : O(z) — g '(H}) por s(t) = u(t) - g;. Note que s estd bem definida e

desde que R e g; sao limitados, segue que s é limitada em Q). L]

Proposigao 3.4.9 Se ¢ € g7 '(H})) - Ng, e, \A, entio w*(¢') C B, ou seja, B ¢

um conjunto repulsor.

Demonstragao: Seja t,, — —oo uma sequéncia tal que (¢, (£')) é uma sequéncia
convergente em Fo, Q. Logo, (m(¢r,(¢'))) = (¢, (y)), ©(§') =y, converge em X e,
desde que s(¢y, (y)) é limitada em @, passando a subsequéncia, pode-se supor, por
abuso de notacdo, que s(¢y, (y)) converge em Q).

Escrevendo &' = s(y) - (expY)be,,, onde Y € ng,, eY # 0 (pois ¢’ ¢ A). Assim, de
(3.1),

G1,(§) = 1, (5(y)) - (exp Y)beLy = 5(¢1, (y)) - g1, (exp Y)b@Ly‘

Desde que Fg, ¢ uma variedade compacta, passando novamente a uma subsequéncia,
pode-se supor que g;, (exp Y)b@Ly converge a §; € Fg, , por abuso de notagao. Logo,
(exp Ad(gy,)Y )be,, — &1, quando t,, — —o0.

Entretanto, |Ad(g,)Yle — oo em ng, . pois os expoentes de Lyapunov do fluxo
linear induzido 1} no fibrado flag linearizado T%(O(§)) para o tempo reverso sao
positivos (veja coroldrio 1.2.4). Dessa forma, & estd no complementar da célula de
Bruhat determinada por be; ~(a origem do flag dual). Portanto, s(¢r,(y)) - & € B.
Sendo p = tnli@oos((bt"(y))’ segue que tnliIIloo o, (£)) = p- &, o que implica que
w*(&') C B, ja que B é fechado. ]
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3.4.3 Conclusao da demonstracao

Nas secoes anteriores, mostrou-se que (A, B) formam um par atrator-repulsor.

Assim, segue o resultado.

Corolario 3.4.10 Nas condigoes anteriores, isto é, (A, B) é um par atrator-repulsor,

tem-se que Oy, C Ory. Portanto, Oy, = Ory.

Demonstragao: Pelo teorema 1.1.7, {A, B} define uma decomposi¢ao de Morse
em Fg Q. Logo,
M., C A, (3.2)

jé que {Meg,, (w) : w € We,,, \W/We,, } ¢ a decomposicao de Morse mais fina em

Fo,, Q.
Por outro lado,

A C sto, (1). (3.3)

Logo, de (3.2) e (3.3), MgLy C ste,, (1), implicando que ./\/lgLy = ste,, (1). Com
isto, On, = Ory, Vvisto que as duas decomposicoes sao dadas por elementos da
algebra de Lie, isto é, por se¢oes num fibrado cuja fibra é uma o6rbita adjunta, que

por sua vez é definida pelo tipo parabdlico. Ll

Exemplo: Considere a seguinte aplicagao

A:SY — SI(2,R)

0 A) = cos2mf  —sen 270 v ? |
—sen 276 cos 27l 0 -
8
onde v > 1 é fixado. Defina a seguinte dinamica no fibrado vetorial

78! x R? — S! associada a aplicacao A:

b ST xR — S x R?
((9,1}) — ¢n(evv) = (R9<n)7‘43 (U))v
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onde Ry(n) :=n+ 6 é a rotacao do angulo § € S* e

Ay = A(RHD)) ... A(Ra(0) A(0),
= A(@+(n—1a)...A@+a)A@), ac S

Observe que os expoentes de Lyapunov nesse fibrado dependem apenas dos pontos
no fibrado projetivo St x P (R?).
Considere B(S* x R?) — S o fibrado das bases de S! x R? um fibrado principal
com grupo estrutural G1(2, R). Assim, denote por F (S* x R?) = B(S'xR?) X gio.p) F
o fibrado associado a B(S! x R?), onde F ¢ a variedade flag maximal de GI(2,R).
Pelo teorema 3.1 de [14], se a € S* — (Q/Z), entao

lim llog | Azl > log <% + i) :

n—-+4o0o N 27

para v-quase todo 8 € S, onde v é a unica medida de probabilidade invariante na
base S'. Com isto, conclui-se que existem dois expoentes de Lyapunov distintos e,
portanto, Oy, = 0. Além disso, pelo teorema 6.1 de [14], o fluxo é transitivo por
cadeias em S! x P (R?) e, assim, Oy, = 2.

Note que as condigoes 2 e 3 do teorema 3.2.1 sao trivialmente satisfeitas, pois s6
existe uma unica medida de probabilidade invariante na base.

Entretanto, pelas proposigoes das se¢oes 4.1.6 e 4.1.7 de [15], tem-se que os angulos
entre as componentes de Oseledets sao arbitrariamente pequenos. Dessa forma,
| A (v)]|, v € st(w), ndo é limitada, ou seja, a segdo de Oseledets nao é limitada.

Portanto, a condigao 1 é necessdria. Ll
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Capitulo 4

Decomposicao de Morse para

Transformacoes de Calibre

Seja um fluxo continuo ¢, t € T = R ou Z, invariante a direita, em um fibrado
principal ) — X com grupo estrutural semi-simples de tal forma que o fluxo in-
duzido na base seja a identidade. Neste caso, tal fluxo é dito fluxo de transformagoes
de calibre. Dessa forma, tem-se condi¢oes para obter uma decomposicao de Morse
deste fluxo em cada fibra do fibrado flag Fo@) = @) xg Fe, fibrado associado a @)
com fibra tipica Fg.

Neste capitulo, analisa-se quando a uniao dessas componentes de Morse fibra a
fibra fornecem uma decomposi¢ao em todo o fibrado e qual a sua relacao com a
decomposicao de Morse mais fina obtida no fibrado flag Fo@ (veja teoremas 1.1.14
e 1.1.15).

4.1 Decomposicao de Jordan

Nesta secao, serao vistos alguns resultados sobre as decomposicoes aditiva e
multiplicativa de Jordan de grande utilidade nas préximas segoes. As principais
referéncias usadas aqui sdo se¢ao 7, capitulo IX de [13] e [11].

Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita. Um elemento X € gl(V) é
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dito semi-simples se visto como um elemento de gl(V¢) é conjugado a uma matriz
diagonal, onde V¢ é o complexificado de V. Por outro lado, um elemento X € gl(V)
é diagonalizavel (ou semi-simples real) se é conjugado a uma matriz diagonal.

Considere g € GI(V') matriz semi-simples. Neste caso, o elemento g é dito eliptico
se todos os seus autovalores possuem modulo 1. Por outro lado, g é dito hiperbdlico
se todos os seus autovalores sao estritamente positivos.

Dado X € gl(V), pode-se escrever X = E + H + N de maneira tnica, onde
E € gl(V') é semi-simples (com autovalores imagindrios), H € gl(V') é diagonalizavel
e N € gl(V) é nilpotente. Além disso, as aplicacoes lineares £, H e N comutam
entre si. Tal decomposicao é dita decomposi¢ao aditiva de Jordan (veja capitulo 111
de [13)]).

Um elemento g € GI1(V) pode ser escrito unicamente como
g = ehu,

onde e, h, u € GI(V') sdo as componentes eliptica, hiperbdlica e unipotente (ou seja,
u — 1 é nilpotente), respectivamente, e tais aplica¢oes lineares comutam entre si
(veja lema 7.1, capitulo IX, pag. 430 de [13]). A decomposicao de g € GI(V) é dita
decomposicao multiplicativa de Jordan. Tem-se ainda pelo teorema 7.2, capitulo
IX, pag. 431 de [13], que a aplicagao e € GI(V) é uma isometria com rela¢ao a
algum produto interno em V e u € GI(V) é a exponencial de uma aplicagao linear
nilpotente em gl(V).

Seja g uma algebra de Lie semi-simples real. Dado um elemento X € g, diz-se
que

X=E+H+N

¢ a decomposi¢ao de Jordan de X € g se ad(X) = ad(E) + ad(H) + ad(N) ¢é a
decomposicao aditiva de Jordan de ad(X) € gl(g). Neste caso, £, H e N comutam,
sao unicas e, sao chamadas, respectivamente, de componentes eliptica, hiperbdlica
e nilpotente de X.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [11], lema 3.1, item i), e sera de

grande utilidade na forma das decomposicoes de Morse para as transformacoes de

82



calibre.

Lema 4.1.1 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Para cada X € g, existe uma

decomposicao de Jordan
X=E+H+N

de forma que existe uma decomposicao de lwasawa g = €D a dn, onde E € ty e
Heclat.

Para um grupo de Lie conexo e semi-simples G, g = ehu € GG é a decomposicao

multiplicativa de Jordan se
Ad(g) = Ad(e)Ad(h)Ad(u)

é a decomposigao multiplicativa de Jordan em Gl(g).

4.2 Decomposicao de Morse em flags fibra a fibra

Seja g uma algebra de Lie semi-simples e 7 : () — X fibrado principal com
grupo estrutural G' semi-simples. Considere ¢; um fluxo continuo em (), invariante
a direita, de tal forma que o fluxo induzido na base X é a identidade.

Dessa forma, existe uma funcao f: () — G tal que

o(q) = af(q),

onde ¢ é o fluxo em ) no tempo t = 1. Isto se deve ao fato de que como o fluxo
induzido na base é a identidade segue que 7(q) = w(¢(q)), para cada ¢ € Q. Observe
ainda que

flag) =97 f(@)g. (4.1)
De fato, pela defini¢ao de f, ¢(qg) = (qg) f(qg). Entretanto,

?(q9) = 9(q)9 = qf(q)g.

Como a acao de G em () é livre, segue o resultado.
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Dessa forma, para t € T, tem-se que ¢:(q) = ¢f(q)". No caso de tempo discreto,

segue que
flg)... flg), t>0
—_——

flar= fla . flg, t<o.

v~
n vezes

Neste caso, a decomposi¢ao multiplicativa de Jordan de f(q) = e(q)h(q)u(q) € G é
tal que Ad (e(q)), Ad (h(q)) e Ad (u(q)) sdo as componentes eliptica, hiperbdlica e
unipotente em Gl(g), respectivamente.

J4 no caso de tempo continuo, f(q)" = exp(tX(q)) é o fluxo induzido em G pelo
campo vetorial a direita X (q)"(a) = X(q)a, a € G, obtendo, dessa forma, uma

aplicacao X : () — g. Pelo lema 4.1.1, para cada q € @,
X(q) = E(q) + H(q) + N(q)

é decomposicio de Jordan de X(g) € g, onde existe g = £(q) ® a(q) @ n(q)™, de-
composi¢ao de Iwasawa de g, tal que E(q) € ty(, e H(q) € cla(g)™. Dessa forma,

tem-se a seguinte decomposi¢ao de Jordan de f(q) € G,

fq) = e(q)h(q)u(q), (4.2)

onde e(q) = exp(E(q)), h(q) = exp(H(q)) e u(q) = exp(N(q)) pela unicidade
da decomposicdo multiplicativa de Jordan em Gl(g). Desde que E(q) € £y
e H(q) € cla(q)*, tem-se que as componentes de Jordan de f(q) pertencem a
Zn(g) = Kn@) ANy ,)-

Lema 4.2.1 Para ¢ € Q ¢ g € G, f(q9) = exp(Ad(g~1)X(q)) e, portanto,
X(qg) = Ad(g7)X(q)-

Demonstragao: Pela equacao (4.1), segue que

flag) = g~ exp(X(q))g = exp (Ad(g~ ) X(q)) .

Analogamente, para as componentes da decomposi¢ao multiplicativa de Jordan,

fag) = exp (Ad(g~")E(q)) exp (Ad(g~")H(q)) exp (Ad(g~")N(q)) ,
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onde E(q ) H(q) e N(q) s@o as componentes da decomposicao de X (q) € g. Logo,
X(q9) = Ad(g Y E(q) + Ad(g ") H(q) + Ad(g )N (q). Assim, pela unicidade da
decomposigao de X (qg), conclui-se que X (qg) = Ad(g~")X(q). O

Ao longo do capitulo, denota-se X (qg) = Ad(g~1) X (q) := g7 X(q).

Sejam © C X e Fg a variedade flag de tipo ©. Defina a representacao
p: G — GlI(A’g), onde p = dimpe, induzida pela representagdo adjunta, ou
seja,

p(g) (X A= A Xp) = Ad(g) Xy A -+ A Ad(9) X, (4.3)
ondegeGeX;€g,i=1,...,p

Note que, para t € Z, é claro que p(f(q)") = p(f(q))'. Para t € R, defina
p(f(q)! := exp(tdip(X(q))), onde dip : g — gl (A" g) é a representagao infinitesi-

mal de p. Desse modo,

p(f(@)") = plexp(tX(q))) = p(f(a))".
Seja a itmersao de Plicker dada por
i:LeGr(g)— [XiA--ANX,]€P(Ag),

onde {X3,...,X,} é uma base para L. Desde que a variedade flag de tipo © pode
ser realizada como sendo o conjunto de todas as subdlgebras parabdlicas conjugadas
a po, tem-se que Fg C Gr,(g). Assim, restrinja a imersao de Pliicker a Fg. Pela

G-invariancia de Fg, tem-se a seguinte propriedade
i(gz) = p(g)i(z), = € Fe.

Além disso, i(f(q)'x) = p(f())"i(x).
Agora, considere o fibrado flag Fg@Q := ) x5 Fg associado ao fibrado principal

(). Induzindo o fluxo ¢, em Fg(), temos que

Ge(q-v) = ¢elq) -v=q- flg)v

85



Note que, fixado g € Q, f(q)! fornece um fluxo em Fg. Por (4.2), tal fluxo pode

ser decomposto da seguinte forma

onde, no caso de tempo continuo, e(q)! = exp(tE(q)), h(q)! = exp(tH(q)) e
u(q)! = exp(tN(q)). A seguir, prova-se que as componentes conexas do conjunto
de pontos fixos da parte hiperbdlica formam uma decomposicao de Morse para o

fluxo f(¢)" no flag Fg. Antes de mostrar tal resultado, necessita-se do seguinte lema.

Lema 4.2.2 Seja ¢ € Q. Os conjuntos estavel e instdvel de fixg(H(q),w) com

rela¢do ao fluzo f(q)' em Fg sdo dados por
st(fixe (H (), w)) = ste(H(q),w) e un(fixe(H(q), w)) = une(H(q), w).

Demonstracao: Fixe a*(g) camara de Weyl e b, a origem do flag com relacao a

camara a*(q). Pela decomposi¢ao de Bruhat de Fg = H sto(H(q),w),
’LUGWH(q)\W/W@
basta provar que sto(H(q),w) C st(fixe(H(q),w)). De fato, considere

x = exp(Y)kwbg € ste(H(q), w), onde Y € ny v e k € Kpq). Assim,

@)z = f(q) exp(Y)f(q)™" f(q) kwb.

Note que, desde que f(q)', k € Zp(y), segue que f(q)'kwby € fixg(H(q), w). Ainda
tem-se que f(q)'Y — 0, j& que o raio espectral de Ad (f(q)) restrita a i) ¢ menor
que 1. Ou seja, os autovalores de Ad (f(q)) restrita a Ny S80 da forma e~ *(H(2)
a € TIT\(O(H (q))); portanto, tais autovalores sao menores que 1. Assim, pelo lema
A3 de [11], f(¢)'Y — 0.

Supondo que f(q)"*x — y, para alguma sequéncia t;, — +oo, segue f(q)*kwby — y
e, desde que f(q)'kwbl, pertence ao conjunto compacto fixe(H(q), w), para todo t,
é claro que y € fixg(H(q), w).

A prova para o conjunto instavel é feita de forma andloga. Ll
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Proposigao 4.2.3 Considere f(q)' fluro em Fg, para cada q € Q. O conjunto
{fixe(H(g),w) : w € W) \W/We}
¢ uma decomposi¢ao de Morse para f(q)*.

Demonstragao: Observe, inicialmente, que fixe(H(q), w) = Zugwbg, onde bf é
a origem do flag com relagao & camara a®(g). Desde que f(q)" € Zp(y), tem-se que
fixg(H(q),w) é f(q)-invariante. Além disso, é claro que fixg(H (q),w) é compacto
em Fgo.

Seja x € Fg, pela decomposicao de Bruhat de Fg e pelo lema 4.2.2; é claro que
w(r),w*(z) C U fixe(H(q),w).

Suponha agora que w(z),w*(x) C fixg(H(g),w), para algum w € W. Seja a imersao
de Pliicker restrita a Fg, ou seja, i : Fg — P (A" g). Observe que i(w(z)) = w(i(x)),
i(w*(x)) = w*(i(x)) e que

i(fix(h(q)") = fix(p(h(q))") Ni(Fe),

onde p: G — Gl (A" g) é a representacao dada por (4.3). Dessa forma,

w(i(z)), w(i(x)) C fix(p(h(q))") Ni(Fe),

e fix(p(h(q))") é dado pelo autoespagos de p(h(q)). Como tais autoespagos no espago
projetivo P (A" g) formam uma decomposigao de Morse (veja teorema de Selgrade,
[28]), segue que i(x) C fix(p(h(q))"). Assim, x € fix(h(q)?), isto é, existe w' € W tal
que z € fixg(H(q),w"). Pela invariancia de fixg(H (q), w’), segue que

w(z) C fixe(H(q),w) Nfixe(H(q),w"),

de onde conclui-se que z € fixg(H/(q), w). O

Além disso, o resultado seguinte afirma que a decomposicao de Morse no flag
obtida anteriormente é a mais fina. A prova desse resultado é uma adaptacao da

prova do teorema 4.2 de [11] para o contexto aqui apresentado.
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Proposicao 4.2.4 Para cada g € QQ, o conjunto
{fixe(H(q),w) : w € Wy(y\W/We}
¢ a decomposi¢io de Morse mais fina para f(q)' : Fg — Fg. Portanto,

Re(f(q)') =fix(h(q)) = | fixe(H(q), w).

Demonstracao: Considere f(q)" = e(q)'u(q)'h(q)" a decomposigao de Jordan de
f(q)t. Pela conexidade de fixg(H(q),w), basta provar que fixe(H (q), w) é recorrente
por cadeia. Note que, para = € fixg(H(q),w),

Considerando a imersao de Pliicker restrita a Fg, observe que i(u(q)'y) = p(u(q))"i(y),
para todo y € Fg. Pela definicao da decomposicao multiplicativa de Jordan em G,
tem-se que Ad(u(gq)) é unipotente; assim, pelo lema 3.2, item i) de [11], p(u(q)) é
unipotente. Logo, pelo lema A.6 de [11], segue que existe [v] € P (A" g) tal que

i(u(q)'y) — [v], t — Foo.

Tomando z € Fg tal que i(z) = [v], é claro que u(q)'y — z, t — +o0.
Note ainda que e(g)" é uma isometria com relagao a algum produto interno em Fe.
De fato, pela decomposigao multiplicativa de Jordan em G, tem-se que Ad(e(q)") é

eliptica. Assim, pelo lema 3.2, item ) de [11], p(e(q))"

é eliptica, ou seja, existe
um produto interno (-, -) em A’ g tal que p(e(q))" é uma isometria, para todo ¢t € T.

Defina o seguinte produto interno em Fg:

(Y, 2o = (i(y),i(2)),

onde o produto interno no segundo membro da equagao é o produto (-,-) induzido
em P (A" g). Com relacao a este produto interno em Fg, e(¢)" é uma isometria, para
todo ¢t € T. Portanto, provou-se que e(q)'u(q)" é um fluxo recorrente por cadeia (veja

lema 2.2 de [11]), o que mostra o resultado. U
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E importante notar que o lema 4.2.2 e as proposigoes 4.2.3 e 4.2.4 sao adaptagoes
feitas & proposigao 5.1 e ao teorema 5.2 de [11].
Visto que o fluxo induzido na base é a identidade, obtém-se o fluxo restrito a

cada fibra de Fg@Q — X, o qual denota-se por ¢¥, isto é, para = = 7(q),
¢;: (Fe@)e — (FoQ).,
qg-v — q- f(Q'

Note que o difeomorfismo ¢ : Fg — (FgQ). fornece uma conjugacao entre os fluxos

f(@)" em Fo e ¢ em (FoQ)., jd que ¢7(q-v) =qo f(g)' o q7'(v).
Fixado z = 7(q), defina o seguinte subconjunto de (Fg@),:

Mo(w), :={q-v:v € fixg(H(q),w)}.

Inicialmente, observe que Mg(w), independe do ponto ¢ na fibra sobre z. De
fato, sejam q,q¢ € 7w '{x}; logo, existe ¢ € G tal que ¢ = q - g. Por definigao,
q v € Mg(w),, com v € fixg(H(qg),w) = g Hixg(H(q),w), isto é, v/ = g v,
v € fixg(H(q),w). Assim,

Desse modo, fixe go € @ e, a partir disto, a camara positiva a(qy)™. A seguir,
prova-se que, para H(q) € cla(q)™,
{Meo(w), : w € W) \W/We}
fornece uma decomposicao de Morse para ¢f em (FoQ)., * = m(qo).
Proposicao 4.2.5 Tem-se que
{Mo(w), : w € W) \W/We }
fornece a decomposi¢cio de Morse mais fina para ¢f em (FoQ),.

Demonstragao: A prova de que os conjuntos Mg(w), formam uma decomposigao

de Morse, segue claramente da identificacao de (Fo@), com a variedade flag Fg
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através do difeomorfismo ¢y : v € Fg —— qp - v € (FoQ), combinada & proposigao
4.2.3.

Para provar que tal decomposicao é a mais fina, é preciso verificar que

Ro(¢) = |J Me(w)..

weW

Note, inicialmente, que Mg(w), é um subconjunto conexo em (Fg@),. De fato,
desde que fixg(H(qo), w) é conexo, segue que ¢ (fixg(H(qo),w)) = Meg(w), é
conexo. Assim, como na proposigao 4.2.4, é preciso mostrar apenas que Mg(w), é
recorrente por cadeia. Entretanto, desde que ¢7(qo - v) = qo - f(qo)'v, o resultado
segue claramente do fato que fixg(H (qo),w) é recorrente por cadeia com relagao ao

fluxo induzido f(qo)" no flag Fg (veja proposigao 4.2.4). ]

Note que este resultado pode ser obtido diretamente da conjugacao entre os
fluxos f(¢)" em Fg e ¢f em (FoQ),

Pelo que mostrou-se anteriormente, foi obtida uma decomposicao de Morse em
cada fibra do fibrado flag Fg@). De um modo puramente intuitivo, sera que exis-
te uma maneira para que a “uniao” de tais componentes de Morse em cada fibra
fornega uma decomposicao de Morse no espaco todo? Com isso, surgiriam perguntas

naturais a serem feitas, como:

1. Como juntar as componentes fibra a fibra, de modo que se tenha conjuntos
bem definidos no fibrado flag?

2. A partir disso, é possivel mostrar que tais conjuntos formam uma decomposicao
de Morse? Se esta resposta for positiva, qual a relacao com a decomposicao
de Morse mais fina ja obtida em [3] e [23].

Nas sec¢oes seguintes, o objetivo sera fornecer respostas a tais perguntas.
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4.2.1 Caso Regular

Suponha que a aplicacao H : Q — g seja tal que H(q) seja regular, para todo
q € Q. Defina o seguinte subconjunto no fibrado flag de tipo ©:

Mo(w) = | Mo(w)..
zeX
Note que, pela regularidade da aplicacao H, tal uniao esta bem definida.

O objetivo aqui é provar que, de fato,
{Meo(w) : w e W/We}

forma uma decomposicao de Morse em Fg(). Para mostrar este fato, considere dois
casos distintos. Fixe uma camara de Weyl at. No primeiro caso, suponha que,
existe um elemento regular Hy € a™ de modo que H(q) € Ad(G)H,, para todo
q € Q. J& no segundo caso, considere apenas que H(q) € at, para todo ¢ € Q,
ou mais precisamente, em cada fibra x € X, existe um elemento ¢f € @), tal que
H(qg) € a.

12 Caso: H(q) € Ad(G)H,

Observe inicialmente que, pela regularidade de Hy, fixg(Hy, w) = wbe, onde bg é
a origem do flag maximal Fg com relacao a camara fixada a®™. Assim, para ¢j € Q.,

Mo (w), = {q} - wbe} e, portanto,

Me(w) = U {qo - whe} .

zeX

Proposicao 4.2.6 Defina Mg(w) = U Mo (w), C FoQ. A colegio de subcon-

) zeX
Juntos

{Meo(w) : w e W/We}
forma uma decomposicao de Morse em FgQ).
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Demonstragao: Observe que o conjunto Mg (w) satisfaz as seguintes propriedades:
i) Meg(w) é ¢-invariante. De fato, seja & € Mg(w), 7(§) = z; logo, & € Me(w),.
Assim, como Mg(w), é ¢,-invariante, segue que ¢, (§) € Meg(w).

i1) Me(w) é um conjunto fechado em Fo@ (logo, compacto). De fato, observe,
inicialmente, que a funcdo H : @ — Ad(G)H, define uma secao continua ¢ do
fibrado associado A = @ xg Ad(G)H), isto é,

(: X — A
r — q-H(q)

Note que ¢ estd bem definida, pois H(qg) = Ad(¢g~")H(q).
Pela regularidade de Hy, tem-se que Zg(Hy) = MA. Assim, pela identificagao da
6rbita G-adjunta em Hy com o espaco homogéneo G/Zq(Hy), segue que existe uma

fibracao canonica entre os fibrados A e Fg(@), ou seja,
q-H(q) € A— q- gbe € FoQ,

onde ¢ € Q) é tal que H(q) = gHy e bg é a origem de Fg.

Dessa forma, obtém-se uma secao continua y de Fg@). Logo, imy é fechado em
Fo@. Entretanto, im y = Mg(1). Para ver que as outras componentes Mg (w) sdo
fechadas, basta tomar a camara que contém o elemento wH,, w € W, e proceder

como anteriormente, obtendo uma segao continua cuja imagem é Mg(w).

i11) Para todo £ € Fg@Q, tem-se que w(§),w*(§) C U Me(w).

weWw

iv) Se w(§),w*(§) C Me(w), entao £ € Mg(w).

As afirmagoes #ii) e iv) seguem diretamente da proposigao 4.2.5. Ll

Na demonstracao da proposicao anterior, obteve-se uma secao continua do fi-

brado associado A = @ x¢ Ad(G)H,, de forma que as componentes de Morse sao
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dadas fibra a fibra

Mo (W)xig) = q - fixe(H(q), w), = =7(q).

Assim, tal decomposicao coincide com a decomposi¢ao de Morse mais fina em FgQ)

(veja teorema 1.1.14 e 1.1.15, item ii7)).

Corolario 4.2.7 A decomposicio de Morse em Fg(@Q) obtida na proposicao 4.2.6 € a

mais fina. Portanto, o tipo parabdlico do fluxo ¢; € vazio.

2° Caso: H(q) € Ad(G)a*

Neste caso, para cada x € X, existe um elemento ¢j na fibra sobre = de tal modo
que H(q¥) € a*. Denote por H, := H(q}) € a*. Note que, para ¢ € Q,, ¢ = ¢3g,
para algum g € G} logo,

H(q) =g 'H(¢}) =g 'H, € g *a™.

Dessa forma, a aplicagdo H : Q@ — g é tal que H(q) € Ad(G)a*t, ou seja,
H:Q — Ad(G)at.
Considerando bg a origem do flag maximal Fg com relacao a camara fixada a*,

segue que Mg (w), = {qf - wbe}. Assim,

Meo(w) = | {qf - whe} -
zeX
Para mostrar que a colegdo de subconjuntos {Meg(w) : w € W/Wg} forma uma
decomposicao de Morse, basta provar, como na proposicao 4.2.6, que tais conjuntos
sao fechados no fibrado flag Fo@. De fato, a aplicacao H : Q — Ad(G)a™ define
uma sec¢ao continua do fibrado associado @ xg Ad(G)a™.
Defina por A o conjunto de todas as camaras de Weyl em g. Considere a agao

natural a esquerda de G em A. Dessa forma,
G/Ge+ ~ Ad(Q)a™,
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onde G+ é o subgrupo de isotropia em at dado por MA. Assim, @ Xg Ad(G)a™
pode ser identificado ao fibrado ) xg G/M A e, com isso, obtém-se uma fibragao
canonica entre os fibrados @ xg Ad(G)a™ e FoQ:

q-H(q) € Q x¢g Ad(G)a™ — ¢ - gbe,

onde ¢ € Q é tal que H(q) = ga™.
Procedendo de maneira analoga a proposicao 4.2.6, tem-se uma se¢ao continua
de Fg@, cuja imagem fechada é a componente Mg(1). Com isto, mostrou-se o

seguinte resultado.

Proposicao 4.2.8 A colegao de subconjuntos
{Me(w) : w e W/We}

forma uma decomposicao de Morse em FegQ. Além disso, tal decomposicao coincide
com a decomposicao de Morse mais fina em FoQ e, portanto, o tipo parabdlico do

fluxo ¢, € vazio.

4.2.2 Caso Nao-Regular

A aplicagdo H : ) — g foi definida de tal forma que H(q) é nao-regular,
para cada ¢ € (). Entretanto, note que sob estas condicoes nao é possivel juntar
as componentes de Morse fibra a fibra, ja que, neste caso, em cada fibra ¢f € Q.
tem-se WH<q$)\W/ We| componentes de Morse, isto é, o nimero de componentes
de Morse varia em cada fibra.

Como antes, fixe um elemento ¢§ € (), na fibra sobre z. Denote por
H, := H(q5) € cla®(¢f) e por af := a*(q¢f). Assim, H|, : Q, — Ad(G)H,.
Para que a uniao das componentes de Morse esteja bem definida, é preciso supor

que dada uma camara de Weyl a*,
H,€clat e A:=0O(H,),
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para todo x € X.
Assim, usando a proposigao 4.2.5, defina o seguinte subconjunto no fibrado flag

maximal FgQ:

Mo(w) = | Mo(w)..

zeX

Seja um elemento Ha € cla™ tal que A = ©(Ha). Portanto, a aplicagao H é tal
que H(q) € Ad(G)Ha, para todo ¢ € Q.

Note que para provar que Mg(w), w € Wa\W/Weg, é suficiente mostrar que
M(w), w € WA\W, é uma decomposi¢ao de Morse no fibrado flag maximal FQ. De
fato, considere a aplicagao fechada mg : FQ — Fo@Q. Assim, mo(M(w)) = Mg(w)
é um conjunto compacto em Fg@ e, além disso, os fluxos induzidos nos fibrados
flag FQ e Fg@ comutam com 7g, isto é, mg o ¢y = ¢; 0 me. Logo, segue o seguinte

resultado.

Lema 4.2.9 Se M(w), w € WaA\W, € uma decomposi¢ao de Morse em FQ, entdo
To(M(w)) = Me(w), w € Wa\W/We, forma uma decomposi¢io de Morse em
FoO.

A partir disso, pode-se obter uma secao continua de FA(Q), cuja imagem fechada

é a componente Ma(1). Assim, mostra-se que a cole¢ao de subconjuntos
{M(w) : w € WA\W}

forma uma decomposicao de Morse em [F(Q).

Proposicao 4.2.10 A colecao de subconjuntos
{M(w) : w € WaA\W}

forma uma decomposicao de Morse em FQ).

Demonstragao: A aplicagdo H : Q — Ad(G)Ha define uma segao continua do
fibrado associado @ x¢ Ad(G)Ha, ou seja, € X — ¢- H(q) € Q Xg Ad(G)HAa.
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Sabe-se que Zg(Hp) = KAANT(A). Assim, identificando a 6rbita G-adjunta em

HAa com o espago homogéneo G/Zg(Ha), obtém-se a seguinte fibracao
q-H(q) € @ xg Ad(G)Ha — q - gbo € FQ,

onde q € Q) é tal que H(q) = gHAa e by é a origem do flag maximal F. Logo, obtém-se

uma sec¢ao continua de FQ, cuja imagem fechada é dada por M(1). Ll

A secao continua do fibrado associado @ x¢ Ad(G)Ha obtida na proposigao
anterior descreve as componentes de Morse fibra a fibra. Assim, segue o seguinte

resultado.

Corolario 4.2.11 A decomposicio de Morse em Fg(Q obtida na proposicao 4.2.10

¢ a mais fina. Portanto, o tipo parabdlico do fluxo ¢, é dado por O(Hp).

Exemplo: Considere o fibrado trivial Q = X x G — X, onde G é grupo estrutural

semi-simples. Seja o seguinte fluxo em Q:

(z,9) € Qv+ ¢n(z,9) = (7,9") € Q,

onde g € GG. O fluxo induzido em Fg@ = X x Fg é dado por ¢,(x,v) = (x,g"™v).
Neste caso, f(q) = 1, para todo ¢ € Q. Logo, H(q) = 0, para todo ¢, e, com isso,
o tipo parabdlico do fluxo restrito a cada fibra é dado por ©(H,) = X, para todo
x € X. Portanto, o tipo parabdlico de ¢ é X. Ll
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Apeéendice A

Preliminares

A.1 Teoria de Lie Semi-simples Real

Nesta secao, pretende-se fixar a notacao e apresentar alguns conceitos e resul-
tados sobre grupos e algebras de Lie reais e semi-simples. As principais referéncias
aqui sdo Duistermat, Kolk e Varadarajan [9], Patrao [23], San Martin [25] e [27],
Varadarajan [32], Verdi [33] e Warner [34].

Seja g uma algebra de Lie real, semi-simples e nao-compacta. A forma de Cartan-

Killing de g é definida pela seguinte forma bilinear nao-degenerada
(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)), XY €,

onde ad : g — gl(g), ad(X)(-) = [X, ], é a representa¢ao adjunta de g. Denota-se
por Aut(g) o grupo dos automorfismos de g e por Int(g) o grupo dos automorfismos

internos de g gerado pelas exponenciais de adjuntas de elementos de g.

Seja G um grupo de Lie semi-simples, isto é, um grupo de Lie conexo com centro
finito e dlgebra de Lie semi-simples. Dado g € GG, denote por C, o automorfismo de
G dado pela conjugacao x € G —— gxg~'. A representacio adjunta de G é dada por
Ad: G — Gl(g), Ad(g) = d(C,)1. Sendo exp : g — G a aplicacdo exponencial do
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grupo de Lie GG, tem-se a comutatividade do seguinte diagrama:

d(cg)l

g g
exp J/ J/ exp
Cy a

G——

Ou seja,

exp(Ad(g)(X)) =gexp(X)g™', g€ G, X €g,

Além disso, denotando por e : gl(g) — Gl(g) a aplicagdo exponencial do grupo

linear Gl(g), segue que
Ad(exp(X)) = e, X e g,

tendo em vista que d(Ad);(X) = ad(X).

A.1.1 Decomposigcoes de Cartan e de Iwasawa

Seja 6 # 1 um automorfismo involutivo de g, isto é, 02 = o6 = 1, onde 1
é o automorfismo identidade de g. Denote por £ e s os autoespacos associados aos
autovalores 1 e —1, respectivamente, de 6. Estes autoespacos satisfazem as seguintes
relagoes:

(e, €] C & [t,s] Csels,s]Ct

Em particular, € é uma subalgebra de g. Define-se a forma bilinear associada a 6
por
(X, V) = =(X,0(Y)).

Os subespagos t e s sdo ortogonais em relacao a (-,-)g e, para X € te Y € 5, ad(X)
e ad(Y') sdo, respectivamente, anti-simétrica e simétrica com relagao a (-, -)y. Além
disso, como a forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada, segue que (-,-)q é
uma forma bilinear nao-degenerada. No caso em que (-, -)s € um produto interno, ¢
¢é dito uma involucao de Cartan e, neste caso, g = €@ s é dita uma decomposi¢cao de

Cartan de g.
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Dada uma decomposicao de Cartan g = € @ s, considere a C s uma subdlgebra
abeliana maximal. Desse modo, para H € a, ad(H) é uma matriz diagonalizavel e,

portanto, para cada funcional o € a*, defina
g :={X €g:ad(H)X = a(H)X para todo H € a}.

Note que go = 3(a), o centralizador de a em g, que pode ser escrito como 3(a) = mda,
onde m é o centralizador de a em . Um funcional nao-nulo o € a* tal que g, # 0
é chamado de raiz associada ao par (0,a) e, neste caso, g, é dito espaco de raizes
associado a raiz . Denote por II = I1(6,a) C a* o sistema de raizes associado ao

par (6,a). Observe ainda que

g:m@aGBZga

a€ell

é a decomposicao de g em espagos de raizes com relagao a (6, a). Tal decomposicao
é tinica a menos de conjugacao por Int(g). Denotando por K = exp €, subgrupo

compacto de GG, e por S = exp s, segue que
G=KS

é a decomposicao de Cartan do grupo G.
Denote por M e M* o centralizador e o normalizador de a em K, respectiva-

mente, isto é,

M ={ue K : Ad(u)H = H para todo H € a}

M*={ue K : Ad(u)a = a}.

Observe que M é um subgrupo normal de M*. O grupo de Weyl associado ao par
(0,a) é o grupo quociente W := M*/M, que coincide com o grupo gerado pelas
reflexoes r,, a € 11

O seguinte subconjunto de a,
{H €a:a(H)#0, para todo o € II}
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¢é aberto e denso em a. Os elementos deste conjunto sao ditos elementos regulares
em a e suas componentes conexas sao as camaras de Weyl em a. Um elemento
g € G é reqular, se existe X € g regular tal que g = exp X. Denote por R(G) o
conjunto dos elementos regulares de GG. Este conjunto é aberto e denso em G.

Seja a’ uma camara de Weyl. Denotemos por II™ o conjunto de raizes positivas

associado a a™, ou seja,
" ={aell:a(H) >0, para todo H € a*} .

O conjunto das raizes negativas é dado por II™ := —II". Além disso, existe um con-
junto ¥ C I, denominado de sistema simples de raizes, linearmente independente
tais que todas as raizes positivas sao combinacoes de raizes em Y com coeficientes
inteiros positivos. Denote por wg € W, tnvolucao principal, dado pelo elemento do
grupo de Weyl de comprimento maximo visto como um produto de reflexdes com
relacao as raizes simples em 3 ou, equivalentemente, o tinico elemento de W tal que
’LU()(E) = —2.

Dada uma escolha da camara a't, as subélgebras

n+:Zgaen_: Zgaa

acllt+ a€ll—

sao nilpotentes e g decompoe-se como
g=tdadnt,

dita decomposi¢ao de Iwasawa de g com relagao a (6,a,a™) e é tinica a menos de
conjugagao por Int(g). Sejam A = expa e N* = expn™ subgrupos conexos de G.
Assim,

G =KAN

é a decomposi¢cao de Iwasawa do grupo G.

Exemplo: Seja G = Sl(n,R) o grupo das matrizes inversiveis de ordem n com

determinante 1. A &lgebra de Lie de G é dada por g = sl(n,R), conjunto das
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matrizes em gl(n,R) de traco zero. Tomando 6 : g — g involugao de Cartan, tem-
se que g = s0(n) @ s é uma decomposigao de Cartan de g, onde so(n) é a subélgebra
das matrizes anti-simétricas e s é o conjunto dado pelas matrizes simétricas. A
subdlgebra abeliana maximal a C s é dada pelo conjunto das matrizes diagonais.
Sejam A; : a — R, i = 1,...,n, os funcionais lineares definidos por \;(H) = a;,
onde H = diag(ay,...,a,). Para i, j = 1,...,n, seja E;; = (a,5),s a matriz de
ordem n cuja entrada nao-nula é a;; = 1. O conjunto {E;;, E;; — Ej; : © # j} é uma
base de sl(n,R). Além disso,

ad(H)(Ey) = (a; — a;) Ejj.

Com isto, os funcionais o, ; = A\; — A, @ # j, s@o as raizes associadas ao par (6, a),
ou seja, IT = {a;;: i # j}. O grupo de Weyl W é o grupo das permutacoes de n
elementos e age em a permutando as entradas de H € a, matriz diagonal. Considere

a seguinte camara de Weyl
at ={H =diag(ay,...,a,): ag>as >+ > a,}.

Assim, o conjunto das raizes positivas associadas a a* é dado por It = {«; ;; i > j}
e o correspondente sistema simples de raizes é dado por ¥ = {4151 =1,...,n — 1}.

Dessa forma, a decomposigao de Iwasawa de g com relagao a (6, a,at) é dada por
g=s0(n)Gadn’,

onde n™ é a subdlgebra nilpotente formada pelas matrizes triangulares superiores
com entradas diagonais nulas. Tomando a exponencial exp : g — G na igualdade

acima, tem-se a decomposicao global de Iwasawa de G:
G=S0(n)®A®NT,

onde SO(n) é o subgrupo das matrizes ortogonais, A é o subgrupo das matrizes
diagonais com entradas positivas e determinante 1 e N* é o subgrupo nilpotente

dado pelas matrizes triangulares superiores com 1 na diagonal. Ll
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A.1.2 Subgrupos Parabdlicos e Variedades Flag

Fixe (f,a,a") e ¥ C IIT o sistema simples de raizes associado a a*. Dado um
subconjunto de raizes simples © C X, denote por (©) o conjunto de todas as raizes
em IT que sdo combinagdes lineares de raizes em © e por (©)" = (0)NII*. Considere

as seguintes subdlgebras nilpotentes
n+<@> = Z Yo
ag(O)t
n(0) = Z 9-a-
ac(O)*

A subdlgebra parabdlica minimal de g associada a a™ é dada por
p=mdadn’,
e a subdlgebra parabolica de tipo © é dada por
po=pdn (O).

Seja a(O) o subespagco abeliano de a gerado por H,, onde a € © e H,, é definido
por o) = (-, H,). Denotando por ag o complemento ortogonal de a(©) em a, em

relagdo ao produto interno (-, -)g, e €g 0 centralizador de ag em £, tem-se que
po=toDad t1+,

¢ a decomposicao de Iwasawa da subdlgebra parabdlica pg. Denote também por 3¢

o centralizador de ag em g. Sua decomposicao de Iwasawa é dada por
o =to®adn(0).

Denota-se por Pg o subgrupo parabolico de G de tipo ©, dado pelo normalizador

em (G da subalgebra pg. A decomposicao de Iwasawa de Py é dada por
Py = KgAN,
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onde Kg é o centralizador de ag em K. Além disso, denote por P := Py o subgrupo
parabolico minimal de G. Desde que Ky = M, segue que a decomposicao de Iwasawa

do subgrupo parabdlico minimal é dada por
P=MANT.
Além disso, a decomposicao de Iwasawa do centralizador Zg de ag em G é dada por
Po = KgANT(0).

A wariedade flag de tipo © é dada pelo espago homogéneo Fg := G/Pg. Para
© = 0, tem-se que F := Fy ¢é dita variedade flag maximal. Se ©1 C ©,, entdo
Py, C Po, e, dessa forma, entao existe uma fibragao canonica Wgé : Fo, — Fo,,
dada por gPg, — gPs,. Se ©; = (), denotemos W%2 simplesmente por 7mg,. As
projecoes Wg; s@o equivariantes em relacao a acao de G, isto é, Wg; (g-x) = g-ﬂg; (x),

para todo g € G e todo z € Feg,.

Exemplo: Seja G = Sl(n,R) e a descrigao das raizes feita no exemplo A.1.1. Ini-
cialmente, note que o centralizador de a em £ = so(n) é trivial, logo a subédlgebra
parabdlica minimal associada & camara de Weyl a* é dada por p = a d nt. As-
sim, P = MAN™, o subgrupo parabdlico minimal de G associado a p é dado pelas
matrizes triangulares superiores. A variedade flag maximal F = G/P de Sl(n,R) é
realizada como o conjunto F(R") de flags (Vi, Va, ..., V,_1) de subespagos de R™ da
forma, onde

icVoC---C Vg
e dim V; = i. De fato, para g € SI(n,R") e x = ({(v1),..., (v1,v9,...,0,-1)) € F(R™),
considere a seguinte acao transitiva de G em F(R"):
g-T= (<gU1> ) <g’U1,g'Ug> st <g'U1,gU2, s agvn—1>) € F(Rn)

O subgrupo de isotropia em ({(e1), (e1,€2),...,{€e1,€2,...,€,_1)) é dado por P. As-
sim, Sl(n,R™)/P = F(R").

Defina o seguinte subconjunto de raizes simples (7, j) = {ay.,4+1 : @ <17 < j}. Note
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que, qualquer subconjunto de raizes simples © C X pode ser escrito como a seguinte
uniao disjunta

Neste caso, o subgrupo parabdlico de GG de tipo © é dado por matrizes da seguinte

forma

A

k

*

onde A;, é uma matriz de ordem (j; — i; + 2) de modo que o termo (1, 1) de A;, estd
na posicao (i;,4;) da matriz A.

Dado uma sequéncia de nimeros naturais r = (rq,...,7s), rs < n, denote por [F,.(R")
o conjunto de flags (Vm Vigy oo Vrnfl) de subespagos de R" tais que dimV,, = 7;.
Definindo a agao de Sl(n,R) em F,(R") como anteriormente, tem-se que
Fo = Sl(n,R")/P = F,(R"), onde r = (1,...,4y — 1,1 + 1,...,ip — 1,...,n—1).
Ou seja, F,.(R") é a variedade obtida de F(R™) omitindo os subespagos de dimensao

i,i+ 1,...,7, para X(i,j) C X. A fibragdo canbnica mg : Fg — T é tal que

7o (Vi, Va, ..., Vo_1)) é o flag obtido omitindo os subespagos que nao aparecem na
sequéncia r = (r1,...,rs). Note quese r = (2,...,n), entdo F,.(R") = P(R") e, mais
geralmente, se r = (k,...,n), entdo F,(R") = Gry_;(R"). O

Dado © C X, o subgrupo Pg ¢ o seu préprio normalizador e é o normalizador de
po em GG. Assim, o flag Fg pode ser realizado como o conjunto de todos os subgrupos
conjugados a Pg e como o conjunto de todas as subalgebras parabolicas conjugadas
A pe. Estas identificacoes sao dadas, respectivamente, por gPg «— gPog™!' e

gPo — Ad(g)pe.
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Defina a seguinte subalgebra nilpotente

ﬂé = Z J—a,
)

a€cllt\(6

e o subgrupo conexo Ng = expng associado a ng. Seja bg a origem do flag Fe,
em relacao a Pg. A decomposicao de Fg como uniao disjunta das 6rbitas de Ng ¢é

denominada decomposi¢ao de Bruhat regular, ou seja,

Fo= |J Ng-ibe,
weW/We

onde w é um representante de w € W em M* e Wg é o subgrupo parabdlico de tipo
© de W gerado pelas reflexdes em torno das raizes de ©. A érbita Ng - bg ¢ aberta
e densa em Fg e os seus conjugados ¢ (Né . b@), g € G, sao chamados de células
abertas de Bruhat.

Dado H € cla*, denote por H o campo vetorial induzido no flag de tipo O, Fg,
com fluxo exp(tH), t € R. Seja Zy := {g € G: Ad(g)H = H} o centralizador de
Hem Ge Ky :=ZyN K. As componentes conexas do conjunto dos pontos fixos

de exp(tH) ou, equivalentemente, das singularidades de H sio dadas pelas érbitas
ZH-wb@:KH~wb@, "LUGVV,

as quais sao denotadas por fixg(H,w) (também denota-se tais componentes por
fixg(h,w), h = exp H). Tais componentes conexas sao ditas pontos fixos tipo w.
Tem-se que fixg(H, 1) é o tnico atrator e fixg(H,wp) é o tnico repulsor, onde wy
é a involucao principal. Além disso, Ky - wibe = Kpg - webe se, e somente se,
WhwWe = WhyweWe, onde Wy :={w e W : wH = H}.

As variedades estdvel e instavel da componente conexa fixg(H,w) sao dadas,

respectivamente, pelas orbitas

Ste(H,U)) = NEKHwb@,

une(H,w) := NiKpg - wbe,
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onde N é o subgrupo conexo gerado por ng; = ng(H) eOH) ={aeX: a(H) =0}
Com isto, pode ser obtida a chamada decomposicao de Bruhat generalizada do flag
Fg dada por
Fo= |J NgKup-wbe= ] ste(H w).
weWr\W/We weWr\W/We

Dinamicamente, esta decomposicao pode ser vista como uma decomposicao do flag
de tipo © em variedades estaveis da acao de um elemento nao-regular
h =exp(H) € cl A".

Se Y = Ad(g)H, H € clat, os campos vetoriais Y e H sdo conjugados e, desse
modo, as singularidades de Y em Fg sio dadas por fixg(Y,w) := g(Kg - wbe),
onde g(Kpy - bg) ¢é o atrator e g(Kpy - wobg) é o repulsor. As variedades estével e
instavel associadas sao dadas, respectivamente, por stg(Y,w) := g(Ngy Ky - wbe) e
une (Y, w) := g(N{ Kg - wbe).

Seja ¢ := —wp. Dessa forma, «(X) = X e, para © C X, ©* = ((0). Defina a
seguinte subdlgebra

po =0(pe) =n"(©) & p~,
onde p~ = m@adn . Denota-se por Pg o subgrupo paraboélico associado a pg, isto
¢, o normalizador em G de pg. Tem-se que pg € Fo-, 0 flag dual a Fg. De fato, seja
woy € M*, representante de wy € W em M*; assim, wy(p') = p~ e wo(—0*) = O.

Logo, wy(n™(0*)) = n™(O) e, com isto, wp(pe~) = pg-

Lema A.1.1 Seja H € cla®™. Considere © = {a € ¥ : a(H) =0} e o seu dual ©*.

Denote por mg+ : F — Fg« a projecao canonica. Entao,
To- (fix(H, wo)) = {bg-},

onde bg. = me+(web) € o repulsor da camara a* em Fg«. Portanto, o conjunto

repulsor de H em Fg« reduz-se a um ponto.
Demonstracao: De fato, tem-se que fix(H,wy) = Kg - wob. Logo,
Ky -wob = wolwy ' Kywo) - b= woKuym b

= ’LUoﬁX<w0H, 1)
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Como mg- (ﬁx(wOH, 1)) = bg-, segue que
To* (ﬁX(H, UJO>) = wob@* = bC:)*

U

Exemplo: Seja H = diag{n — 1,—1,...,—1} € sl(n,R). Entao, para © = O(H),
Fo =P" ! eFg:- = Gr,_1(n). O repulsor de H em P"~! ¢ o0 subconjunto correspon-
dente ao hiperplano gerado pelos (n — 1) 1dltimos vetores da base enquanto que na

Grassmanniana é um ponto. ]

A.1.3 SubAalgebras transversais

Definicao A.1.2 Duas subdlgebras by € Fg e by € Fg« sao opostas quando
(b1,b2) € G- (po, Po)-

Notacao: b;Tb,

Observe que (b, by) € Fg X Fg« sdo subdlgebras opostas se, e somente se, para
g€ G, (g-b1,9-by) € Fg x Fg« 0 sao.

Dada uma subélgebra ¢, denote por nil(c) seu nilradical. O resultado seguinte
pode ser encontrado em [27], proposicao 1.2, e fornece uma descrigdo das subalgebras

opostas a uma dada subalgebra em Fg-.

Proposicao A.1.3 Uma subdlgebra by € Fg € oposta a by € Fg+ se, e so se, uma

das duas condicoes de transversalidade sao satisfeitas:

b1 N nil(by) = {0} e by N nil(by) = {0},

Além disso, para ¢ € Fox, o subconjunto o(b) = {b € Fg : bNnil(c) = {0}} € uma

célula aberta em Fg.
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Mais geralmente, diremos que b; € Fg e by € Fgo« sao elementos opostos se
by € by e by € by, onde by e by sdo subalgebras opostas. Além disso, é claro que b; e

by sao opostos se, e s6 se, gb; e gby 0 sao para qualquer g € G.
Lema A.1.4 Sejam H € cla™ ¢ © = O(H). Considere, como no lema A.1.1,
{b6-} = me- (fix(H, wo)),

onde ©* € o flag dual a ©. Entao, o conjunto das subdlgebras opostas a bg. € dado
por ste(H, 1).

Demonstracao: O nilradical da subdlgebra parabdlica associada a bg. ¢ dado por

ﬂﬂ = j{: g =

acllt\(©

que ¢é claramente transversal a subalgebra parabdlica associada a bg. Portanto, bg
e bg, sao subalgebras opostas.

Como © = O(H), segue que fixg(H, 1) = {be}; logo, a variedade estével stg(H, 1)
¢ dada por N~ bg. Entretanto, se n € N~ entao nbg. = bg.. Assim, nbg é oposta
a bg., mostrando que stg(H, 1) estda contido no conjunto das subdalgebras opostas a
bg-. Pela proposicao A.1.3, esse conjunto, assim como steg(H, 1), sdo células abertas

de Bruhat, seguindo a igualdade requerida. Ll

Corolario A.1.5 Seja H como no lema acima. Para D € Ad(G)H, ste(D, 1) C Fg

¢ o conjunto dos elementos opostos a fixg«(D,wy).

A.2 Representacoes de Grupos Adjuntos

Seja p : g — gl(V), dimV < oo, uma representacao fiel da algebra de Lie
g. Sua imagem p(g) ¢é isomorfa a g e o subgrupo de Lie G, C Gl (V) gerado por
exp (p(g)) tem &lgebra de Lie p(g) ~ g. O grupo G, varia com a representacao p.
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Além disso, a representacao de g se “estende” a uma representacao de um grupo G,
com algebra de Lie g se, e s6 se, G ¢ um recobrimento de G,,.

Particularmente, se g é semi-simples, entao todo grupo G com &lgebra g recobre
o grupo adjunto Autg(g), a componente conexa da identidade do grupo dos auto-
morfismos de g. Dessa forma, a representacao p de g se estende a representacoes de

qualquer grupo G, com algebra de Lie g, se, e s6 se G, = Auty (g).

A.2.1 Algebras compactas

Seja u uma algebra de Lie compacta semi-simples e denote por g¢ sua comple-
xificada. Sem perda de generalidade, pode-se supor que u é construida a partir de
uma base de Weyl de gc. Ou seja, seja h uma subdlgebra de Cartan de ge (uma
subélgebra nilpotente tal que o normalizador de h em g¢ coincide com h) e denote
por X o sistema simples de raizes do conjunto de raizes II associado ao par (gc, h).
Uma base de Weyl é uma base de g¢ formada por H,, o € ¥, e X, € g,, a € Il que

satisfazem as seguintes propriedades:

4 [XouX—a] = Ha;

o [Xo, Xg| = mapXap, com mep = 0 se (o + ) ndo é raiz e tal que

mawg = m_av_ﬁ'

Dessa forma, u é subespaco real gerado por {iH,, X, — X,, i(Xs + X_4)}, para «
percorrendo IIT, o subconjunto das raizes positivas (veja teorema 12.13, se¢ao 12.2,
pag. 334 de [25]). Particularmente, ihg é uma subdlgebra de Cartan de u.

Seja p uma representacao de gc em V', de dimensao finita. Um peso de p é um

funcional linear i € h* tal que o subespacgo de pesos
V,={veV:p(Hwv=uH)v VH € bh}

é nao-nulo. A multiplicidade de um peso i é a dimensao do subespaco de pesos V,.

Ainda tem-se que p é um peso mdzimo se p(nt)V, = 0.
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Pelo teorema 11.5, segao 11.1, pag. 291 de [25], toda representagao irredutivel

de gc, de dimensao finita, admite peso maximo u de forma que p(H,) € Z*, onde

2
HZX:WHO“ a e Il

Denote por H; = H],, i =1,...,1, onde ¥ = {ay,...,q;} é o sistema simples
de rafzes. Seja ® = {uy,...,m} a base dual de {Hy,..., H;}. Observe que um
funcional p de fh é o peso maximo de uma representacao irredutivel de dimensao

finita se, e somente se,

Wo=nipy e g,

com coeficientes inteiros n; > 0. Observe que, os elementos de ® sao pesos maximos
e sao ditos pesos fundamentais. Neste caso, ® é dito um sistema fundamental de
Pesos.

A representacao associada a p é denotada por p, : gc — gl (V,). Essa repre-

sentagao é fiel se gc € simples e pu # 0. De forma mais geral, seja

gIc=01D - Dgm

a decomposi¢ao de gc em componentes simples de tal forma que h =b; S --- B by,
onde h; é subdlgebra de Cartan de g;. Entao, a representacao ¢ fiel se p nao ¢
identicamente nula em cada componente h;. Portanto, se (a’,u) # 0, para toda
raiz simples o € ¥, entao a representacao é fiel.

Uma representacao de u num espaco vetorial complexo estende-se de maneira
natural a uma representacao de gc. E, vice-versa, representacoes complexas de g¢
restringem-se a representagoes de u. Se uma é irredutivel, entao a outra também é.

Seja

L={Hebhr: a(H)EZ Vaecll}

o reticulado de hgr onde as raizes assumem valores inteiros. Note que, para H € b,

exp (ad (iH)) =id se, e s6 se, H € 2nL. Considere também o reticulado
LY={Hebr:a' (H)€Z,Vaecll}.
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Os pesos fundamentais sao da forma u (-) = (H,-), com H € LY Ncla™.

Dado um peso fundamental p, considere a aplicacao exponencial
exp, : gt(V,) — GL(V,,).

Seja também U, o grupo gerado por exp,, p, (1). Esse grupo é determinado pelo seu

centro, pois a algebra de Lie ja esta dada.
Proposicao A.2.1 O centro Z (U,) de U, é dado por

Z(U,) = {exp,2mip,(H): He L}
= {expu ip,(H): He2rL}.

Demonstragao: Seja Autg (1) a componente conexa da identidade do grupo dos
automorfismos de u. Esse é o menor grupo de Lie cuja algebra de Lie é u e seu centro
é trivial. O homomorfismo canénico ¢ : U, — Auty (1) permuta as exponenciais,
logo

¢ (exp, ip, (H)) = exp (ad (iH)) .
Como ker ¢ = Z (U,), segue que exp ,ip, (H) € Z (U,) se, esé se, exp (ad (iH)) = id,
ou ainda, se, e s6 se, H € 2nL. E, por fim, o centro de um grupo compacto esta

contido em todo toro maximal, isto é, Z (U,) C exp,, ip, (hr)- O

Usando o lema de Schur (veja proposicao 1.8, se¢ao 1.3.4, pag. 38 de [25]), segue

que o centro de U, pode ser escrito da seguinte forma.
Proposicao A.2.2 Tem-se que Z (U,) = {exp2mip (H)-id: H € L}.

Demonstragao: Um elemento do centro g = exp,, 2mip,(H) € Z(U,), H € L, é
uma transformacao linear de V,, que comuta com os elementos de U, e, portanto,
pu(H) comuta com os elementos de p, (u) e de p, (gc). Como p(H) é um dos au-
tovalores para p,(H), segue pelo lema de Schur, que p,(H) = p(H) - id. Portanto,
g = exp,, 2mip (H) - id. O
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Corolario A.2.3 Suponha que o peso fundamental u seja tal que p(H) € 7Z, para
todo H € L. Entao, U, = Aut (u).

O conjunto dos pesos fundamentais p tais que pu(H) € Z, H € L, gera o dual
hi. De fato, seja II' = {H,, : a € II} C hg os duais das raizes e defina

R=7-1I

o reticulado gerado por esses duais. A férmula de Killing (veja teorema 6.10, segao
6.3, pag. 158 de [25]) diz que se a, § € II entao (o, 3) € Z, isto é, a” (Hp) € Z,
o que implica que R C L". Portanto, se H € R Ncla®, entdao py () = (H,-) é um
peso fundamental.

Note que, por definicdo, se H € R e x € L, ent ao uy (v) = (H,z) € Z. Isto

juntamente com o fato de que R Nclat gera hr produz o seguinte resultado.

Proposicao A.2.4 O conjunto dos pesos fundamentais p tais que U, = Autg (u)

gera o dual by.

Corolario A.2.5 Seja U um grupo de Lie compacto, conexo e semi-simples com
algebra de Lie u. Denote por @y o conjunto dos pesos fundamentais p € ® tais que

a representacao de u em V), se estende a U. Entao, @y gera by.

A.2.2 Algebras semi-simples nao-compactas

Sejam g algebra de Lie semi-simples real e g¢ sua complexificada. Se g=¢®d s
¢ uma decomposicao de Cartan de g e a C 5 é um abeliano maximal, entao uma

subdlgebra de Cartan h C g ¢ dada por

h:a@hlm

onde b = h Nt (veja teorema 12.25, segao 12.4, pag. 347 de [25]). Seja bc a
complexificada de h e denote por IT o conjunto das raizes de (gc, hc). Considere

também o subespaco real hr gerado por {H, : a € II} e Il o conjunto das raizes

de (g,h). Note que, a =hNbhg e by = hNibg.
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No caso de uma representagio fiel, p, (gc) = gc. A restricao de p, a g define
uma representacao de g. E claro que se p, ¢ fiel, entao essa restricao tamtém é uma
representacao fiel de g. Neste caso, p, (g) ~ g.

Denote por G, o subgrupo de Lie conexo de Gl (V) cuja algebra de Lie é p, (g).
Se a representagao ¢ fiel, entao G, ¢ um dos grupos de Lie com algebra de Lie
g, que sao localmente isomorfos ao grupo de Lie Autg (g), componente conexa da
identidade do grupo dos automorfismos de g.

Como no caso compacto visto na secao anterior, o grupo G, ¢ determinado pelo
seu centro Z (G,). Esse centro estd contido no compacto maximal K, que por sua
vez estd dentro de U,. Agora, um elemento de Gl (V) que centraliza G, também
centraliza p, (g) e, portanto, gc e u. Ou seja, Z (G,) C Z (U,).

Assim, da mesma forma que no caso compacto, os pesos fundamentais cujas

representagoes se estendem aos grupos Autg (g) geram o dual b.

Proposicao A.2.6 Seja G um grupo de Lie semi-simples e conexo com dlgebra
de Lie g. Denote por ®c o conjunto dos pesos fundamentais i1 de gc tais que a

representacao de g em V, se estende a G. Entao, ¢ gera bg.

A.3 Fibrados Principais e Associados

Seja uma variedade X e um grupo de Lie G. Um fibrado principal sobre M com
grupo estrutural G consiste de uma variedade () e uma acao de G em () satisfazendo
as seguintes propriedades:

(1) G age livremente a direita em @Q: (¢,9) € Q@ X G — qg € Q;

(17) O espago das drbitas dessa acao é M, isto é, existe uma aplicagdo sobrejetora
T — X

tal que as érbitas de G sao os conjuntos 7 {z}, z € X;

(17i) @ ¢ localmente trivial, ou seja, dado z € X existe uma vizinhanga U de z e
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uma aplicacao bijetora da seguinte forma

ijﬁ_l(U) — Ux @G
q — ¥(q) = (n(q), ¥(q)),

onde ¢ : 7 1(U) — G é uma aplicacao satisfazendo a seguinte condigao

o(q9) = ¢(q)9, (A1)

para todo g € 71 (U) e g € G.

Denota-se um fibrado principal por Q(X, G, 7), Q(X,G) ou simplesmente Q).
Além disso, tem-se que @) é o espaco total, X o espaco base, G o grupo estrutural e
7 a projecdo. As fibras do fibrado principal sao dadas por Q, = 7~ {z}, r € X.

Pela trivialidade local de @, segue que existe {U;},.,; cobertura aberta de X e

secoes locais x; : U; — @ tais que se U; N U; # 0, entéao

Xi(®) = xjai(),

onde a;; : U; NU; — G sao ditas funcoes de transicao.

Exemplo: Sejam um grupo de Lie G e uma variedade diferenciavel X. O produto
@ = X x G é um fibrado principal com base X e grupo estrutural GG, cuja acao a
direita de G em () é dada por

((z,9).h) € Q x G — (x,9h) € Q.
O fibrado principal Q(X, G) obtido é trivial. O
Exemplo: Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e T'M seu fibrado

tangente. O fibrado das bases ou fibrado dos referenciais de M é o conjunto BM de

todas as bases de T'M, isto é, um elemento ¢ € BM é uma base

{f].?"'?fn} (AQ)
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de algum espaco tangente T, M, x € M. Equivalentemente, ¢ € BM pode ser visto
como sendo uma aplicacao linear inversivel ou um referencial q : R — T, M,
x € M. Considere a aplicacao m : BM — M que associa a cada ¢ : R" — T, M
o ponto x € M. Ainda existe uma agao natural a direita de Gl(n,R) em BM dada
por

(q,9) € BM x Gl(n,R) — qg :=qog € BM.

Tem-se que BM é um fibrado principal com base M e grupo estrutural Gl(n,R). []

Seja F' uma variedade diferenciavel e uma agao a esquerda do grupo estrutural

G em F. O grupo G age a direita no produto ) x F' da seguinte forma

(Q@xF)xG@ — QXF

((g.v),9) — (qv)-g:=(q9.9 v).

Esta acao determina a seguinte relagao de equivaléncia ~ em @ X F: (q,v) ~ (p,w)

Lo, A classe de equivaléncia do par

se, e sO se, existe g € G: p=qgew = g~
(q,v) € P x F seréd denotada por ¢-v. O espago quociente de () x F' pela relagao de
equivaléncia sera denotado por ' = () Xg F. Dizemos que E € o fibrado associado
com fibra tipica ' e base X.

Observe que se (q,v) ~ (p,w) entdo q e p estao na mesma fibra de @, a aplicacao
g Q Xg FF— X dada por mg(q-v) = 7(q) estd bem definida. A aplicacao 7g é
dita projecao de E sobre X. Para cada x € X, denota-se a fibra de E sobre x por

E, = w5 {z}. Além disso, para cada ¢ € Q, as aplicacdes
veEF+—p-veEE, v=mr(q),

sao difeomorfismos.

Exemplo: Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao n e o fibrado das bases
BM (M, Gl(n,R)). Considerando a agao linear canoénica de Gl(n,R) em R, tem-se
que T'M pode ser visto como o fibrado associado a BM, BM Xginr) R". De fato,
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basta considerar a aplicagao o que a cada elemento q - v € BM Xgj,r) R" associa
o vetor tangente a(q - v) = p(v) € T,M, * = 7w(q), onde ¢ : R* — T, M é um
elemento de BM. |

Seja ¢y, t € T =R ou Z, um fluxo sobre o fibrado principal Q(X, G) que comuta
com a acao a direita de G em @, isto é, ¢;(qg) = ¢:(q)g, para todo t € T, q € Q
e g € (. Essa propriedade implica que ¢, leva fibras em fibras, ou seja, ¢; leva a
érbita ¢ - G em ¢(q) - G, q € Q. Equivalentemente, como X é o espago das 6rbitas
da acao a direita de G em (), temos que ¢; preserva as fibras ),, * € X. Dessa
forma, pode-se induzir um fluxo na base X do fibrado principal. Denota-se tal fluxo
por (z,t) € X x Tr—t-x:=7(¢(q)) € M, m(q) = . Assim, o fluxo induzido no
fibrado associado E = @Q x¢ F' é dado por ¢;(q-v) := ¢(q) - v, (¢,v) € Q x F.

Definigcao A.3.1 Sejam Q — X e Q' — X' fibrados principais sobre G e G,
respectivamente. Uma aplicacio | : Q — Q' é um homomorfismo de fibrados

principais se existe um homomorfismo de ¢ : G — G’ tal que

I(qg) = 1(q)(9), € Q, g €G.

Note que, dessa definicio, pode-se definir uma aplicacio [ : X — X', visto que
um homomorfismo de fibrados principais respeita fibras. Quando [ é a identidade e
1 : G — G’ é a inclusdo de um subgrupo G de G', ) é dita uma G-reducao de ().
A aplicacao [ pode ser de classe C", continua ou, simplesmente, mensurdvel e, com

isso, a G-reducao de ' é dita classe C", continua ou mensuravel, respectivamente.

Proposicao A.3.2 Sejam Q — X um fibrado principal com grupo estrutural G
e F' = G/H uma variedade na qual G age transitivamente e H € o subgrupo de
isotropia em ug € F'. As sequintes afirmacoes equivalentes:

i) @ admite uma H-redugio R C (Q mensurdvel;

i1) Existe uma se¢do global mensurdvel x : Q Xg F' — X do fibrado associado a Q

com fibra tipica F' tal que
R:={qeQ: x(m(q)) = quo}
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¢ uma H-redugao de QQ;
iii) Existe uma aplicagio f : Q@ — F mensurdvel e G-equivariante, ou seja,
flag) =97 f(q), g € G. Além disso,

R:= " (uo)

¢ uma H-reducao de ().

Demonstracao: A prova desta proposicao pode ser facilmente adaptada do teo-
rema 5.6, capitulo I, pdg. 57 de [20]. ]

A.3.1 Decomposicao de Iwasawa

Considere G = K AN decomposicao de Iwasawa do grupo G. Seja R uma K-
reducao de Q. Dado g € Q, existe g € G e v’ € R tais que ¢ = r’ - g. Escrevendo
g = khn € KAN, tem-se que ¢ = r’ - (khn). Como K deixa R invariante, visto que
R é um fibrado principal com grupo estrutural K, e a decomposicao de Iwasawa é

Unica, conclui-se que ¢ € () pode ser escrito de maneira tinica como
q=r-hn,

onde r =r'k € R, hn € AN. Portanto, Q = R - AN é a decomposicio de Iwasawa
do fibrado principal Q).
Sejam
R:ge@Qr—reReA:qeQQ— heA

as projecoes associadas, as quais sao continuas.

Proposicao A.3.3 AsprojecoesR: Q) — R eA: Q — A satisfazem as sequintes
propriedades:

i) Parar € R, R(r)=1eA(r)=1;

it) Para g € Q ep € P=mhn € P= MAN, R(q-p) =R(¢)m e A(q - p) = A(q)h.
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Defina a seguinte aplicacao para q € Q,

a(q) =logA(q) € a.

Note que, da propriedade i), segue que

a(g-p)=alg) +alp),qeQ,pe P, (A.3)

onde, por abuso de notagao, denota-se a projecao de g € GG sobre a A-componente

por a.

A.3.2 Decomposicao de Cartan

Fixe uma decomposicao de Cartan g = € @ s da dlgebra de Lie g de G e a
correspondente decomposicao no grupo de Lie G = KS. Seja R a K-redugao de
() obtida anteriormente. Para q € @, existe g € G e ' € R tais que ¢ = ' - g.
Escrevendo g = ks € KS, tem-se pela K-invariancia de R e pela unicidade da

decomposicao de Cartan que ¢ € () pode ser escrito unicamente como
q=r-5,

onde r = 'k € Re s € S. Portanto, Q = R-S é a decomposi¢cio de Cartan do
fibrado principal Q).

Sejam as projecoes associadas
RE:qeQ—recReS:qeQ+—seb,
as quais sao continuas.

Proposicao A.3.4 As projecées R® : Q — R e S : Q — S satisfazem as
sequintes propriedades:

i) Parage Q ek € K, R°(q-k) =R%(q) -k eS(q- k) = k~1S(q)k;,

ii) Dado g € G, denote por S(g) a S-componente. Entio, R°(r) =r e S(r-g) = S(g);
i1i) Para g € Q e g € G, S(q-g) =S(S(q)g).
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A.3.3 Decomposicao Polar

Fixe uma camara de Weyl A" contida em uma subdlgebra abeliana maximal
A C S e, por conseguinte, a decomposicao polar de G = K(clAT)K. Para q € Q,
existe g € G e’ € R tais que ¢ = 1’ - g. Escrevendo g = uhv € K(clA1)K, note que
g = ks, onde k = uv e s = v~ hv. Combinando esta decomposicao polar juntamente
com a decomposicao de Cartan de () e a K-invariancia de R, tem-se que g € () pode
ser escrito como

g=1r"-s=r-hv,

onde r =7r'v', hecl(A)t eveK.

A componente h € cl(A)" é unicamente determinada (entretanto, r e v nao sao).

Logo, a projecao At sobre cl(A)* estd bem definida, isto é,
At:qeQ— hecl(A)t.

Note ainda que A (¢-k) = A*(q), parage Qe k € K.

Defina também as seguintes aplicacoes para g € @),

s(q) =logS(q) € s ea’(q) =logAT(q) € cla™.

A.3.4 a-cociclo sobre fibrados flag

Seja © C Y. A partir da acao a esquerda de G' em Fg, seja o fibrado associado
Q xg Fe, denominado de fibrado flag de tipo © e denotado por Fe@. Para © = (),
o fibrado flag é denotado simplesmente por FQ).

A partir de um fluxo ¢; no fibrado principal @, t € T = R ou Z, define-se o

a-cociclo sobre F() como uma aplicacao a : T x F() — a satisfazendo

a(t+s,&) = a(t, 9s(&)) + a(s, &).

Observe que, para cada & € FQ, pode-se escrever & = r - by, onde r € R, a
K-reducao de @, e by é a origem do flag F. Dessa forma, pela decomposicao de
Iwasawa do fibrado @, ¢¢(r) = ry - a;ny € R - AN. Segue da secao 4.2 de [30] que

a(t,r - by) = logay.
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A.4 Linearizacao de fibrados flag

Seja © C Y subconjunto de raizes simples. O objetivo desta secao é construir
um fibrado vetorial cujas fibras sao os espagos tangentes as fibras do fibrado flag
m:Fo@) — X, as quais sao variedades diferenciaveis.

Para cada g € G, considere o difeomorfismo g : Fg — Fg. Desse modo,
considere a acdo a esquerda de G no fibrado tangente T'(Fg), onde g € G age pela
diferencial dg : T'(Fg) — T(Fg), isto é,

G x T(Fo) — T(Fe)

(9,v) = (dg)e(v),

onde v € TFg, £ € Fo. Observe que, para cada g € G e § € Fg,
(dg)e : TeFo — TyeFo ¢é um isomorfismo linear. Dessa forma, definimos o fibrado

associado:
T (FeQ) — Fo,

o qual é um fibrado vetorial. Além disso, é claro que T"(Fg (@) é um fibrado associado
sobre X.

A.4.1 Métrica em T"(FoQ)

O espaco tangente a Fg em bg := po € Fo ¢ dado por ng e Zg normaliza ng.
Tomando a decomposi¢ao de Iwasawa de Zg = KgANT(0), considere o produto
interno Ad(K)-invariante dado pela restrigao da métrica By em g. Pela transitivi-
dade de K em Fg, tem-se que Fg = Ad(K)be; assim, a métrica em Ty Fg induz a
uma métrica K-invariante em T'(Fg), denotada por By(-, )¢, £ € Fo.

Agora, considere Hg € a tal que © := O(Hg) = {a € ¥ : a(Hg) = 0}. O
resultado seguinte segue da proposigao A.7, pag. 125 de [31].

Proposicao A.4.1 Seja g € Zg agindo como um difeomorfismo de Fg. Tem-se
que

(dg)pe = Ad(g) : ng — ng.
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Além disso, tomando a decomposi¢ao de Iwasawa de g = uhn € KgANT(0), seque
que

(dg)be = (du)se © (dh)pe © (dn)og,
onde (du)p, = Ad(u)‘n(5 ¢ By-isometria, (dh)p, = Ad(h)‘né ¢ By-simétrica e
(dn)p, = Ad(n)| id .

- =1
ng g

Seja () = R - AN decomposicao de Iwasawa do fibrado ), onde R C @) é uma
K-reducao de (). Finalmente, pode-se definir uma métrica Riemanniana (-, -)e,
¢ € FoQ, no fibrado vetorial T%(Fe@). De fato, escrevendo £ = r - b € FgoQ),
r € R, b € Fg, segue que, para w,w’ € TyFg, define-se

(r-w,r-we := By(w,w)y.

Note que tal métrica estd bem definida, visto que By(+,)y, b € Fg, em T'(Fg) é

K-invariante. Além disso, a aplicacao
T TbF@ — TU(F@Q)gzr.b

é uma isometria com relagao a métrica em T (Fe(@).

A.4.2 Fluxo induzido em T"(FgQ)

Seja ¢; um fluxo no fibrado principal 7 : ) — X que comuta com a acao
a direita de G em ). Denote o fluxo induzido na base X por t -z = 7(¢:(q)),
7(q) =z € X. O fluxo induzido no fibrado flag Fe@ levanta-se a um fluxo linear 1}
no fibrado vetorial T"(Fg@) tomando diferenciais na dire¢ao das fibras. A seguir,
serd dada uma descrigao local deste fluxo (veja segao 4.5.1, pag. 92 de [31]).

Para cada x € X, seja g € @ tal que m(q) = x. Considere 2’ :=t-z,t € T. Tome
x1: U — Qe xa: Uy — @ secoes locais de (), onde U; e Uy sao abertos de x e
o', respectivamente. Assim, ¢;(x1(z)) e x2(t - ) estao sobre a mesma fibra Q),/, ou

seja, existe p(t,x) € G cociclo local (veja se¢ao 5.2, pag. 105 de [1]) tal que

¢1(x1 (7)) = xa(t - 2)p(t, ). (A.4)
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Fixado z € X, denote por g; := p(t,z). Para & = xi(x) - b, b € Fg, tem-se por
(A.4) que o fluxo em Fg@ restrito a fibra sobre x é dado por

¢:(§) = xa(t - ) - g:b.

Agora, considere v € T"(FoQ)¢. Logo, v = x1(z) - w, w € TyFg. Portanto,

b (v) = di(xa(@)) - w = xa(t - @) - (dgs)p(w).
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Apeéendice B
Medidas Invariantes

Neste apéndice, apresenta-se resultados e definicoes sobre Teoria da Medida que

serao usados ao longo da tese, principalmente nos capitulos 1 e 3.

B.1 Medidas de ocupacao

Seja ¢; um fluxo em um espago de Hausdorff compacto X, onde t € T = R ou
Z. Denote por M(X) o espago das medidas finitas com sinal nos borelianos de X e
por P(X) o espaco das medidas de probabilidade em M(X).

Definicao B.1.1 Uma medida de probabilidade p € P(X) é dita invariante pelo
fluzo se, para todo t €T, ¢ = 1, onde ($u1)() = (67 1()), isto ¢

(¢, 1) (B) = (¢ ' (B)) = u(B),

para todo boreliano B de X. Denota-se por Py, (X) o espaco das medidas de proba-

bilidade invariantes em P(X).

Um boreliano B C X ¢é dito p-invariante se ¢; *(B) = B em quase todo ponto,
para todo t € T. Uma medida de probabilidade pu € Py, (X) é dita ergddica se os

Unicos conjuntos p-invariantes sao os triviais.
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Dada uma medida p € M(X), denota-se por |u| a sua variagao total, a qual define
uma norma em M(X). Considerando C(X) o espago das fungoes reais continuas,

munido da norma do supremo, dada por

[fllo == sup{[f(x)]; z € X},

considere o seguinte funcional linear
Lu(f) = [ fdu. < C(x),
X

Observe que L, = |ul, onde L)l = sup{IL,(F)f; [ floe = 1}, €, portanto,
L, e C(X)*, oespaco dual a C'(X).

Teorema B.1.2 (Representacao de Riesz) Para cada funcional linear continuo
Fem C(X), existe uma medida pn € M(X) tal que

P = [ fin, fec).
Além disso, | F|| = |u|(X).

Demonstragao: Veja teorema 8, secao 14.7, pag. 310 de [24]. ]

A topologia da convergéncia pontual em M(X) é dada da seguinte forma: uma
rede (fa)aer, I conjunto dirigido, converge a p € M(X) se L, (f) — L,(f), para
todo f € C(X). Note que, devido ao teorema de representagao de Riesz, a topologia
da convergéncia pontual em M(X) corresponde a topologia fraca-* de C(X)* e o
espago das medidas de probabilidade P(X) corresponde aos funcionais positivos
L e C(X)* tais que L(1) = 1.

Dada uma funcao continua f : X — R ez € X, a média temporal de f ao longo

da trajetoria de x é dada pelo seguinte limite
~ 1 n—1

f(w) = Tim — % f(ox(), (B-1)
k=0
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caso 0 mesmo exista.

Para cadan € N e z € X, defina o seguinte funcional linear continuo em C(X):

L,,:C(X) — R

i

i
L

S|

[ Laa(f) = f(¢u(z)). (B.2)

0

i

(Em cada caso de tempo continuo, tal somatério é substituida por uma integral;

dados T'>0ez € X,

Lro(f) =7 [ F(o@)at)

Note que, L, .(f) > 0, para todo funcional f € C(X), e que L, (1) = 1. Dessa
forma, pelo teorema de representacao de Riesz, tem-se que, para cada n € N, existe

uma medida de probabilidade v, , € P(X) tais que

Loa(f) = /X fdv

Como L,, € {Fe€C(X)" ||F|| <1}, n € N, o qual é um conjunto compacto
na topologia fraca-* pelo teorema de Banach-Alaoglu (teorema 17, segao 10.6, pag.

202 de [24]), segue que existe uma subsequéncia (v, ) de (v,,) convergente, isto é,

Vnk,z — Mg

Observe que p, ¢ uma medida de probabilidade ¢-invariante. A medida p, é dita

uma medida de ocupag¢do. Com isso, mostrou-se o seguinte resultado.

Teorema B.1.3 (Krylov-Bogolyubov) Seja uma funcao continua f : X — R
e um ponto x € X tal que a média temporal ao longo da trajetoria de x dada por
(B.1) existe, entdo existe uma medida de probabilidade invariante p, € Py (X) tal

que

Fla) = [ fn.

O teorema seguinte fornece a decomposicao de uma medida invariante em com-

ponentes ergodicas.
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Teorema B.1.4 (Choquet) Seja uma medida p ¢-invariante em X. Entao, toda

funcao p-integravel € p,-integravel, para quase todo x € X, e

/){(/deum) duz/xfdu_

Em particular, as medidas p, podem ser tomadas como ergédicas.

Proposicao B.1.5 Seja z € X e p, medida de ocupagao ergodica. FEntao, tem-se
que supp p, C w(z).

Demonstragao: Considere y € supp ji, e uma vizinhanga U de y tal que .. (U) > 0.
Por outro lado, pelo corolério 4.1.14, pag. 140 de [18], temos que

n—-+oo N,

lim 23" 1p(00(0)) = () > 0,

onde 1y é a funcao caracteristica em U. Desse modo, y € w(z). L

Corolario B.1.6 Seja A um atrator para ¢; em X. FEntdo, para todo x € A,
supp p, C A.

Demonstragao: De fato, seja N a vizinhanga de A tal que w(N) = A. Logo, para

todo x € A, supp p, C w(z) C A. O

Dada a projecao 7 : FQ) — X e uma medida v na base X, uma medida p
projeta-se sobre v se v = m,u, ou seja, v(B) = u(r~(B)), onde B é um boreliano
de X.

Lema B.1.7 Se £ € FQ e pe é uma medida de ocupagao para &, entao m.jie € uma

medida de ocupagio para v = 7(§).
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Demonstracgao: De forma analoga ao que foi feito no teorema de Krylov-Bogolyubov,

considere os seguintes funcionais lineares em C(FQ):

L,e: C(FQ) — R

._\

n—

[ Dnf) =5 S F(0l€),

0

B
Il

Do teorema de representagdo de Riesz, segue que L,¢(f) = fdv, ¢, onde
FQ

vne € P(FQ). Além disso, pelo teorema de Banach-Alaoglu (teorema 17, secao 10.6,
pég. 202 de [24]), existe uma subsequéncia (v, ¢) convergente, isto é, v, ¢ — fe.
Dada uma funcao continua g : X — R e aplicando os funcionais L, ¢ em g o,

obtém-se
3 (o m6K() = D glon(x))

Aplicando o limite para n — +o00, conclui-se, que a primeira parte da igualdade

converge para /e € a outra para a medida de ocupacao . Ll

Teorema B.1.8 (Birkhoff) Dada uma func¢dio continua f : X — R, valem as
sequintes afirmagoes:

i) Para toda medida de probabilidade ¢-invariante p € Py (X), a média temporal

fla) = Jim © 3" 7(oul)

existe, para p-quase todo x € X;
it) Para toda medida de probabilidade p € Py, (X),

/fdu /fdu,

iii) Para toda probabilidade ergddica p,

=Lﬁm
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Corolario B.1.9 Seja v uma medida ergédica em X. Entao, existe um conjunto
mensurdvel ), com v() = 1, tal que, para todo v € Q, p, = v, onde p, € medida

de ocupacao.

Demonstragao: De fato, pelo teorema de Birkhoff, seja €2 tal que

() =ngr3m5§jf oua)) = [ fav

existe, para todo x € Q. Por outro lado,

Logo, v = ji. L]

Para o préximo resultado, considere um fluxo ¢;, invariante a direita, em um
fibrado principal 7 : Q — X com grupo estrutural G. Dada uma acao de G a

esquerda de G em F, considere o fluxo induzido no fibrado associado E := @ xg F.

Corolario B.1.10 Sejam v uma medida ergddica na base X e p uma medida
o-invariante tais que m.u = v. FEntao, a medida p em E pode ser decomposta

em componentes ergodicas da sequinte forma

i) = [ )t
onde p, sao medidas de contagem ergodicas e, para quase todo n € E, m.pu, = v.

Demonstracao: A primeira parte e o fato de que as medidas p,, sao ergddicas, segue
diretamente do teorema B.1.4. Note que as medidas de contagem 0, projetam-se
em medidas de contagem, isto é, w0, = 0. Além disso, ¢ claro que O, sao
ergddicas. Assim, pelo corolario B.1.8, para v-quase todo x € X, 6, = v, o que

mostra o resultado. L]
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Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita munido da norma |-| e C(X,V) o
espaco de Banach das funcoes continuas de X em V munido da norma do supremo.
Dados f € C(X,V) e p € M(X), define-se a integral de f com rela¢io a p pelo

vetor / fdu, unicamente determinado por

@ (/deu> Z/X(sOOf)du, pe V™ (B.3)

Considere o cociclo vetorial a : T x X — V sobre o fluxo ¢, : X — X. Defina

a seguinte fungdo em C'(X,V):
g:x€Xr—q(z) :=a(l,z) e V.
Para z € X, a média temporal de q ao longo da trajetoria de x é dada pelo seguinte

limite,
n—1

caso 0 mesmo exista. Assim, como no item ¢ii) do teorema ergédico de Birkhoff
(teorema B.1.8), pode-se provar que, dada uma medida ergédica p em X, a média

temporal coincide com a integral de ¢ com relagao a pu, para quase todo x € X.

Teorema B.1.11 Seja p € P(X) ergddica. Tem-se que, para quase todo x € X,

q(z) = /X qdp,

isto €, as médias temporais e espaciais de q coincidem.

Demonstragao: Considere {¢1,...,p,} base de V*. Paracadai = 1,...,n, tem-se
que
1 n—1
lim > (610 )6u(@) = [ (ei00)dn
n—oo 1 0 X

para x € U;, onde p(U;) = 1. Tomando U := ﬂ Ui, tem-se que pu(U) =1 e
i=1

ei(q(z)) = ¢; (/X qdu) ,
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para todo x € U. O resultado segue pela definigao (B.3) de integragao vetorial. []

Uma generalizagao do teorema ergddico de Birkhoff é o teorema ergddico suba-

ditivo de Kingman, dado a seguir e cuja a prova é dada no teorema 1.8 de [19].

Teorema B.1.12 (Kingman) Seja uma medida de probabilidade ¢-invariante
p € Py (X) e (fn)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis de X em RU {—oo}
satisfazendo as sequintes condigoes:
a) Integrabilidade: fi7 € L'(X);
b) Subaditividade: fpin(x) < fr(x) 4+ fr o @™ (x) em p-quase todo x € X.
Entao, existe uma fungdo mensurdvel ¢-invariante f : X — R U {—o0} tal que
frell,

lim 1 fo=1,

n—oo N,
para p-quase todo x € X, e,
.1 o1
Jim -~ f ful@)dp(e) = mf — [ fu(@)du(z) = [ flz)dp(z).
B.1.1 Expoentes de Lyapunov e de Morse realizados por
integrais
Considere novamente o cociclo vetorial ¢ : T x X —— V sobre o fluxo
¢ » X — X e a aplicagao continua ¢ : * € X —— ¢(x) = a(l,z) € V, onde

V' é um espago vetorial de dimensao finita. Pela propriedade de cociclo (1.1), tem-se

que, para N € Z*,

o(N.) = 3 0(6, ()
Ou seja,
(o) = 3 aléy(a)). (B.4)



Dessa forma, pela proposi¢ao 1.1.3, item iii), o expoente de Lyapunov de a em

r € X é dado por

Ao = dm > 4(6,(0)

Note, que pelo teorema de Birkhoff (teorema B.1.11), dada uma medida

p € Piy (X) ergddica, o expoente de Lyapunov existe e é dado por

)\(x):/quu.

J& no préximo resultado (veja proposigao 1.21, capitulo 1, padg. 33 de [31]), cada
expoente de Morse (logo, cada expoente de Lyapunov pela proposi¢ao 1.1.4) admite
uma representacao integral por uma medida de probabilidade invariante. A prova
deste resultado é uma adaptagao do teorema de Krylov-Bogolyubov (veja teorema

B.1.3) para cadeias.

Proposicao B.1.13 Dado um subconjunto M C X, para cada expoente de Morse
A € Ayo(M) eziste uma medida de probabilidade invariante p € Py (M) tal que

A :/ qdyu.
M

Além disso, se p € ergodica, entdo \ = / qdp € um expoente de Lyapunov.
M

Demonstracao: Seja ¢ uma (g,7)-cadeia em M com tempos inteiros e T' > 1.

Defina o seguinte funcional linear em C'(X)*, dado pela seguinte combinacao convexa

N-1 o
L:(f) = ! Ly .., feC(X),
onde Lg, ., j = 0,...,N — 1, é o funcional linear definido em (B.2). E facil ver

que Lc(f) > 0, para todo f € C(X), e que || L¢]] = 1. Assim, pelo teorema de

representagdo de Riesz, existe uma rede de probabilidades (v;) C P(X) tais que
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Le(f) = /X fdve.

Agora, pela combinagao convexa (1.4) e pela equagao (B.4),

N-1
T.
A = I \p (2
(C) po T(C) T](QTJ)
N-1 T;—1
_ L (L
- 2 \m &

Ou seja, p(A(()) = Le(poq), p € V™.

Procedendo como na demonstragao do teorema de Krylov-Bogolyubov, tem-se que
a rede (1) converge para uma medida p ¢ - invariante tal que () = / (poq)du,
p € V* o que mostra o resultado. *

A tltima afirmagao segue claramente do teorema B.1.8, item 7). Ll

B.2 Desintegracao de Medidas

Seja Y um espacgo topoldgico separdvel munido de uma medida p. Denote por

M™*(Y) o espaco das medidas positivas nos borelianos de Y.

Definicao B.2.1 Seja X wm espaco topologico. Uma aplicagcao f 1Y — X é
w-propria se f € p-mensurdvel e se todo ponto x € X admite uma vizinhanca V' tal
que p(f~H(V)) < +o0.

Exemplo: Sejam Y e X espacos topoldgicos como na definicao acima. Uma
aplicagdo f : Y — X continua e prépria (ou seja, a imagem inversa por f de
qualquer compacto em X é compacta) é pu-prépria, para toda medida p localmente
finita. De fato, seja # € X; como f é prépria, segue que f~'(z) é compacto. Seja
U uma vizinhanga aberta de f~!(z). Tomando V = X\ f(Y\U), tem-se que V é
aberto em X (ja que f é fechada), contém z e pu(f~H(V)) < u(U) < +o0. O
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Considere agora que v = m,(u), onde 7 : Y — X é uma aplicacdo qualquer e v

é uma medida em X.

Definicao B.2.2 A medida pu em'Y admite uma desintegragao se existe uma aplicacao

mensurdvel v € X —— p, € MY (Y) tal que

n(A) = [ yiv(o)
X
onde A é um boreliano de Y .

O préximo resultado, provado em [5], capitulo IX, proposi¢ao 13, pag. 39, afirma

que, para aplicagoes T p-préprias, sempre existe uma desintegragao de v = 7, ().

Proposicao B.2.3 Sejam Y um espaco metrizavel, munido de uma medida p, e X
um espaco topologico com uma medida v. Considere m : Y — X wma aplicacao
p-prépria. Entao, p admite uma desintegra¢io x € X —— p, € MHY(Y). Além

disso, para todo x € X, a medida p, possui suporte sobre 7~1(x).
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