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ABSTRACT

In this thesis we establish sufficient conditions to obtain the stability of periodic travelling

waves solutions for equations of KdV-type
up + uPu, — (Mu), =0, peN,

with M being a general pseudo-differential operator, but this operator has special charac-
teristics. Our approach use the theory of totally positive operators, the Poisson summation
theorem and the theory of Jacobi elliptic functions. In particular we obtain the stability of
a family of periodic travelling waves solutions for the Benjamin-Ono equation and critical
Korteweg-de Vries equation. Our techniques give a new way to obtain the existence and
stability of cnoidal and dnoidal waves solutions associated to the Korteweg-de Vries and
modified Korteweg-de Vries equations respectively. The theory has prospects for the study
of periodic travelling waves solutions of other partial differential equations, for instance,
the results of stability and instability of periodic standing wave solutions for the critical

Schrédinger equation.
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RESUMO

Nesta tese estabelecemos condigoes suficientes para obter a estabilidade de solugoes ondas

viajantes periddicas para equagoes de tipo KdV

u + vPuy, — (Mu), =0, peN,

com M sendo um operador pseudo-diferencial geral, porém com caracteristicas especiais.
Nossa abordagem é a de usar a teoria dos operadores totalmente positivos, o Teorema do
Somatério de Poisson e a teoria das funcoes Elipticas de Jacobi. Em particular nds obte-
mos a estabilidade de uma familia de solucoes ondas viajantes periddicas para a equacao
de Benjamin-Ono e a equagao KdV critica. Nossas técnicas fornecem uma nova maneira
para obter a existéncia e a estabilidade das ondas cnoidal e dnoidal associadas as equacoes
de Korteweg-de Vries e modificada Korteweg-de Vries respectivamente. A teoria propoe o
estudo de solugoes ondas viajantes peridédicas para outras equacoes diferenciais parciais, por
exemplo, os resultados de estabilidade e instabilidade de solucoes do tipo standing waves

periédicas para a equacao nao linear de Schrodinger critica.
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CAPITULO 1

Introducao

Uma das principais propriedades das equagoes nao lineares do tipo dispersiva é que
estas possuem ondas regulares chamadas ondas viajantes. Estas solugoes refletem um ba-
lanco entre os efeitos da nao linearidade e da frequéncia da dispersao. Como elas depen-
dem de condigoes de fronteira especificas na forma da onda, por exemplo no caso de on-
das que determinam o movimento de ondas d’aguas, estes estados de movimento de ondas
podem surgir tanto nas ondas solitdrias quanto nas ondas periddicas. O estudo destas on-
das especiais é essencial para a explicacao de muitos fenomenos de ondas observadas na
pratica, por exemplo, na propagacao de ondas em um canal ou na propagacao de ondas
internas, ou em ondas de dguas rasas na superficie oceanica (ver Benjamin [13]-[14], Os-
borne&Serio&Bergamasco& Cavaleri [48]). Entao, questdes sobre a estabilidade de ondas
viajantes e respectivas existéncias como solucoes exatas sao muito importantes.

As ondas solitarias sao em geral um cume simples, simétrico e localizadas, cujo perfil de
fungoes hiperbdlicas do tipo sech sdo bem conhecidas (ver Ono [47] e Benjamin [16] para a
existéncia de ondas solitarias do tipo algébrico ou com um ntdmero finito de oscilagoes). O
estudo da estabilidade nao linear ou estabilidade na forma de ondas solitarias tem se desen-
volvido, nos ultimos anos, de uma forma muito satisfatéria. As provas tem sido simplicadas
e condicoes suficientes tem sido obtidas para assegurar a estabilidade para pequenas per-
tubacoes localizadas da onda. Estas condigoes tem mostrado ser efetivas em uma variedade
de circunstancias, veja por exemplo (3], [4], [5], [14], [17], [27], [28], [59] e [60].
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A situagao para as ondas periddicas é muito diferente. A estabilidade e a existéncia de
formulas explicitas deste tipo de ondas tem recebido uma atencgao relativamente pequena
se compararmos com as ondas solitarias. Um primeiro estudo deste tipo de onda foi feito
por Benjamin em [16] com respeito a solugbes regulares chamadas ondas cnoidal, que fo-
ram encontradas inicialmente por Korteweg-de Vries em [36] para a conhecida equacao de
Korteweg-de Vries (KdV daqui em diante),

Uy + Uy + Upgy = 0, (1.1)

onde u = u(x,t) é uma fungao a valores reais de duas variaveis x,t € R. Benjamin adiantou

uma aproximagao para estabilidade de ondas do tipo cnoidal na forma

©(&) = B2+ (B3 — fa)en’® < 531_2515; k‘) :

mas nao concebeu uma justificacao detalhada desta assercao e muitos aspectos parecem
nao muito claros em sua prova. Recentemente, Angulo&Bona&Scialom em [10] deram uma
teoria completa da estabilidade de ondas viajantes cnoidal para (1.1) (veja também [8]).
A abordagem para obtencao deste resultado é o uso da teoria moderna de estabilidade
concernida por Grillakis&Shatah&Strauss [27], mas adaptada para o caso peridédico. Outras
formulas explicitas de ondas viajantes periddicas baseadas nas funcoes elipticas de Jacobi
do tipo dnoidal, junto com sua estabilidade, foi obtida recentemente por Angulo no caso
focusing para a equacdo de Schrodinger e o sistema de Hirota-Satsuma (Angulo [7]-[9]).
E de suma importancia que em todos estes trabalhos foi necessario o uso de uma teoria

espectral elaborada para o problema de autovalor periédico,

d? 2. 2
@\P +[p—n(n+ Dk*sn’(x; k)] ¥ =0

W(0) = U(2K(k)), W'(0) = W'(2K(k)),

(1.2)

com especificos valores de n € N. Em (1.2), sn(.; k) denota a funcao eliptica de Jacobi do
tipo senoidal com médulo k£ € (0,1) e K representa a integral eliptica completa de primeiro

tipo definida por,

! dt
k)= /0 OB _ke)

Recordemos que a equagao diferencial de segunda ordem em (1.2) é conhecida como a forma

de Jacobi da equacdo de Lamé.
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Na presente tese, nosso ponto serd o estudo da existéncia e estabilidade de ondas viajantes

periédicas para equacoes da forma,
up + vPu, — (Mu), =0, (1.3)

onde p > 1 é um inteiro e M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto de

fungoes peridédicas. M é definido como um operador multiplicador de Fourier por,
Mg(k) = ¢(k)g(k), ke€Z, (1.4)

onde o simbolo ( de M é assumido ser uma funcao real, mensuravel, localmente limitada,

par e satisfazendo as condigoes
Arfn|™ = [C(n)] = As(1 + |n[)™ (1.5)

para my < may, |n| > ng, ((n) > b paratodon € Z, ¢ > —be A; > 0,1 =1,2. As solugdes

ondas viajantes periédicas para (1.3) terao a forma
u(z,t) = p(x — ct)

onde o perfil ¢. é uma funcao suave e periédica com um periodo fundamental a priori 2L,
L > 0. Como a solucao onda viajante periddica dependera eventualmente da velocidade da
onda ¢, denotemos ¢ = ¢.. Entao, substituindo esta forma de u em (1.3) e integrando uma
vez (com constante de integragao considerada igual a zero em toda a nossa teoria para efeitos

de existéncia de solugoes periddicas positivas), obtemos que ¢ = ¢, é solugao da equagao

(M +c)p — ——¢PTH = 0", (1.6)

p+1
Consideremos a priori que exista uma solucao onda viajante periddica e suave @, para a

equagao (1.6). Desta forma, considere o operador linear, fechado, ilimitado e auto-adjunto
L:D(L)— L2 ([-L, L]) definido em um subespaco denso de L% ([—L, L]) por

per per
Lu= (M + c)u — ¢ u. (1.7)
Da teoria de operadores compactos e simétricos aplicado ao problema de autovalor periédico

{ £y =2 19

U(=L) =¢(L), ¥'(~L)=v'(L),

'Notemos que para todo y € R, ¢.(: +y) é também solugao de (1.6).
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é possivel ver que o espectro de £ é um conjunto infinito enumerarel de autovalores com
A<M <A <A<y (1.9)

onde \, — oo quando n — oo (veja Proposi¢do 3.1.1 a diante para uma prova desta
afirmagao). Em particular, de (1.6) obtemos que £ tem zero como um autovalor cuja au-
tofungao associada é dp/dx. Como é bem conhecido esta propriedade de £ é deduzida da
invariancia das solugoes de (1.3) por translagdes na variavel espacial.

Um conjunto de condigoes é disponivel na literatura para mostrar a estabilidade da érbita

gerada por ¢., a saber,
Q. ={pc-+y) y eR},

ou seja, dizemos que . é estavel em H22([—L, L]) se Q. ¢ estdvel pelo fluxo periddico

gerado pela equagao (1.3), mais precisamente, se para qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal
que para ug € Hp2([~L, L]) com d(uo, Q) = infyer lluo — ¢c(- + y)llgma < J, a solugdo
u de (1.3) com u(x,0) = ug é global no tempo e satisfaz d(u(t),Q,,) < € para todo t € R.
Assim, de Benjamin&Bona& Weinstein& Grillakis&Shatah& Strauss as condigoes que provam

a estabilidade de Q) sao:

(Py) existe uma curva suave de solugoes periddicas para (1.6) da forma,

cel CR— p.€ H™([-L,L]). Onde I é um intervalo a ser determinado;

per

(P1) L tem um tnico autovalor negativo e simples; (1.10)

(P2) o autovalor 0 é simples;

(P3) i/ ©?(x)dz > 0.

dC L

O problema sobre a existéncia de uma curva nao trivial suave de solugoes periddicas na
forma presente em (F,) acima, apresenta novos e delicados fatos que necessitam ser trabalha-
dos. A possibilidade de encontrar solugoes explicitas para (1.6) dependera naturalmente da
forma de M, se tal é um operador diferencial da forma M = —9? o uso da teoria de fungoes
elipticas tem mostrado ser uma ferramenta fundamental e portanto as solucoes dependerao

de uma forma geral das fungoes elipticas de Jacobi do tipo snoidal, cnoidal e dnoidal (veja [7],
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9], [10], [15]). Como o periodo destas fungoes dependem da integral eliptica de primeiro tipo
K(k), temos que o médulo k dependera da velocidade da onda ¢ e portanto teremos a priori
que o periodo de ¢, dependera de c. Portanto, usando o Teorema da Fungao Implicita, ob-
teremos em muitos casos um ramo de solucoes de onda viajantes peridodicas com um periodo
minimal fixado. Notemos que este procedimento em geral nao possui maiores dificuldades
mesmo quando M é um operador pseudo-diferencial tal como o operador nao local H9,, com
‘H sendo a transformada de Hilbert. Nesta tese faremos uma abordagem diferente para obter
solugoes explicitas de (1.6) para especificas formas de M e valores de p. Esta abordagem
serd, em alguns casos, baseada no Teorema cldssico do Somatdrio de Poisson (ver [42], [56] e
[58]). Ao menos duas vantagens importantes desta abordagem podem ser obtidas, a primeira
é que ela pode ser usada para obter solugoes quando M é um operador pseudo-diferencial,
por exemplo no caso de HO,. A outra vantagem estd relacionada com o calculo da integral
em (1.10). Em geral para a obtengao da propriedade (Ps) é muito dificil no caso periédico
como se tem observado nos resultados que aparecem na literatura. O uso de identidades nao
triviais para integrais elipticas completas de primeiro e de segundo tipo algumas vezes é uma
pega fundamental na andlise do sinal da integral presente (1.10) e sua verificagdo pode se
tornar trabalhosa. Como veremos na teoria que fora desenvolvida nesta tese, a verificacao
de (P3) pode, em algumas das equagoes tratadas aqui, ser muito facil de ser obtida como
uma combinacao do Teorema do Somatorio de Poisson e o Teorema de Parseval.

Com respeito as condigoes (P;) e (P;), o problema é muito delicado. Um dos resulta-
dos mais marcantes na teoria de estabilidade de solugdes de ondas solitarias foi dado por
Albert e Albert&Bona em [3] e [4], onde foram dadas condigbes suficientes para se obter
as propriedades (P;) e (P;). A vantagem desta abordagem, é que nao requer um cdalculo
explicito do espectro do operador linear (1.7), pois (P;) e (P,) sao obtidas exclusivamente
das propriedades de positividade da transformada de Fourier da onda solitaria em questao.
A presente tese estabelece uma extensao da teoria em [3] e [4] no caso de solugoes de tipo
ondas viajantes periédicas (ver Teorema 3.2.2). O problema periédico apresenta novos as-
pectos com os quais nao ha confronto algum com as ondas solitarias. Esta tese se baseia
(como no caso de ondas solitarias em [3] e [4]) no uso de operadores totalmente positivos e
a classe PF(r) definidas por Karlin [33]. Porém nos concentraremos, para o propdsito desta
tese, somente no caso r = 2 (veja [3]). Nossa teoria permite uma simplicagao significante

de algumas provas de estabilidade de solugoes ondas viajantes peridédicas para equacgao do
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tipo KAV ([7],[8],[10]) tal como nos caso das equagoes de Korteweg-de Vries e modificada
Korteweg-de Vries, pois naqueles casos a verificacao das propriedades (P;) e (P) requerem
a determinacdo dos intervalos de instabilidade associados a equacao de Lamé em (1.2) e
de uma forma explicita de ao menos dos trés primeiros autovalores p. Nossa andlise nao
necessita desta informagao.

Conforme sera mostrado no capitulo 4 a seguir, nossa teoria estabelece a primeira prova
de estabilidade das solugoes ondas viajantes periédicas encontradas por Benjamin em [15]

para a equacao de Benjamin-Ono
Uy + utly — Htgy = 0, (1.11)

onde ‘H denota a transformada de Hilbert periddica definida por

i) = o v [ cotg =] 1y ay.

70
As ondas periddicas associada a (1.11) com perfodo minimal 2L sao dadas para ¢ > —

como sendo

27 senh(y)
pe(w) = — (Cosh(v) s (m)> : (1.12)

A
tal que v > 0 satisfaz tanh(y) = %
Outros dois fatos completamente novos foram obtidos nesta tese. O primeiro deles ¢é
a existéncia e estabilidade de uma familia de ondas viajantes periddicas da equacao KdV
critica,

U + 5utty + Uggy = 0, (1.13)

a qual serd denominada na presente tese, daqui em diante, por 4-KdV. Vale ressaltar, neste
caso especifico, que nao faremos uso do Teorema do Somatorio de Poisson pois se tem uma
dificuldade saliente em descobrir uma solucgao periédica do tipo u(z,t) = @.(x — ct) para a

equacao (1.13) através deste método. Nesta tese, encontramos uma curva de ondas viajantes
2

positivas da forma c € <%, +oo> — ©., onde . é dada por,

dn (\%gz; k:)

\/1 + [32sn? (\%gz; k;)

Ce(z) = /13 : (1.14)
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onde 73, g e (3 s@o fungdes suaves com respeito ao parametro ¢ e k é o médulo (ver Apéndice).

Em nossa analise, faremos uso da expansao em série de Fourier da fungao ¢? para determi-
2

narmos que (P;) e (P,) em (1.10) s@o satisfeitas para o operador £ = ] +c— ¢! e entdo,
x
2 r(k
obter um resultado de estabilidade para c € (%, T(L;)> onde r : (0,1) — R é dada por
k
r(k) = 4K (k)>VEk* — k2 + 1 com ko ~ 0, 3823174965. Para o caso T(LQO) ,+00 | as teorias

presentes na literatura e em particular na presente tese nao podem ser aplicadas para este
caso, porém conjecturamos que elas devem ser instaveis. O segundo fato relevante é que no

caso da equagao nao linear de Schrodinger critica (CNLS)

ity + Uge + ul*u = 0, (1.15)

com u = u(z,t) € C. As ondas tipo standing waves periddicas da forma u(z,t) = €. ()
7% r(ko)

L2’ 2

com ¢, dada por (1.14) resultam ser estdveis para ¢ € ( ) e instaveis para ¢ €

(%)

E importante observar que nossos resultados de estabilidade sao obtidos por perturbagao

inicial periodica tendo o mesmo periodo minimal de nossas solugoes ondas viajantes. Nosso
método nao pode ser estendido para obter resultados de estabilidade com perturbacoes
peridédicas mais gerais, por exemplo, por disturbancias periddicas de duas vezes o periodo
minimal das solugoes peridédicas encontradas. Na secao 6 daremos uma explicagao deste fato.
Ademais, é conjecturado que neste caso as ondas viajantes sejam instéveis (ver Angulo [6]).

Dividiremos esta tese da seguinte forma. No capitulo 2, descreveremos brevemente as
notacoes que serao usadas no decorrer do trabalho, faremos uma explanacgao sucinta sobre os
espagos de Sobolev e apresentaremos alguns resultados preliminares tais como o Teorema do
Somatoério de Poisson e alguns resultados sobre boa colocagao no caso periddico das equagoes
aqui estudadas. O capitulo 3 é voltado a apresentagao da teoria completa e relata as propri-
edades de positividade do ntcleo K = g/pz, onde ¢, é uma solugao positiva de (1.6) e p um
inteiro positivo. Esta informacao de positividade do niicleo K servira para determinar o com-
portamento dos dois primeiros autovalores do operador £ em (1.7). Aplicagdes deste capitulo
as ondas viajantes periédicas para as equagoes de Benjamin-Ono (BO), Korteweg-de Vries
(KdV), modificada Korteweg-de Vries (mKdV), generalizada Korteweg-de Vries de quarta

ordem (4-KdV, ou ainda Korteweg-de Vries critica) e a equac¢ao nao linear de Schrodinger
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critica (CNLS) s@o apresentadas no capitulo 4. O capitulo 5 apresenta as conclusées que fo-
ram obtidas nesta tese e eventuais estudos a serem pesquisados posteriormente. No capitulo
6 temos o Apéndice no qual contém propriedades das integrais elipticas que sao relevantes
para a teoria do capitulo 4 e uma breve introdugao a algumas fungoes especiais usadas nesta
tese tais como a fungao Zeta de Jacobi, Lambda de Heuman e as fungoes Téta. Além disso,
descreveremos uma andlise bésica dos planos de fase associados as equagoes KdV, mKdV e
4-KdV. Finalmente, no capitulo 7 apresentaremos comentarios importantes sobre a propri-
edade PF'(2) no caso periddico, consideragoes sobre a questao da instabilidade das solugoes
ondas viajantes periédicas segundo o trabalho de Gardner [25], a questao da estabilidade
das solucoes periddicas em espagos de Sobolev de alta ordem, alguns exemplos de outros
”candidatos” a solucoes da 4-KdV e sobre a existéncia de ondas peridédicas da equacao de
Korteweg-de Vries de terceira ordem (3-KdV).



CAPITULO 2

Notacoes e Resultados Preliminares

2.1 Séries de Fourier e Distribuicoes Peridédicas -

Teoria Basica

Neste capitulo, apresentaremos algumas notacoes e convengoes que serao utilizados no
decorrer desta tese.

Seja 2 um conjunto aberto de R e 1 < p < oo, entao LP(2) é definido como sendo o
espaco de fungoes (mais precisamente, de classes de equivaléncias) definidas em 2 a valores

reais ou complexos e mensuraveis a Lebesgue com norma

o=/ If(ﬂ:)lpdmf,

quando 1 < p < 00. Se p = 0o tem-se

| flloc = supessseal f()]-

O espaco LP(€2) quando munido com uma das normas acima é um espaco de Banach. Se

p =2, L*(Q) torna-se um espaco de Hilbert munido do produto interno,

(Fa)i=(fo) = [ f@al@de.  fge @),
Vamos definir neste contexto a transformada de Fourier em L'(R).

25



SECAO 2.1 e Séries de Fourier e Distribuicées Periédicas - Teoria Béasica 26

Definigao 2.1.1. A transformada de Fourier de uma funcio f € L*(R), denotada por f, €

definida como

J?(f) = /Rf(l’)ezmxfdx para & € R.

Observagao 2.1.1. a) No que seque, expressaremos a transformada de Fourier de uma
funcio f € LY(R) como sendo fR, para nao haver perigo de confusao com a transformada
de Fourier no caso periddico, que serd definida a sequir.

b) Via Teorema de Plancherel, define-se também a transformada de Fourier de uma

funcdo f € L*(R). Denotaremos de forma andloga ao item a), isto €, por fR (ver [54]).

Definiremos agora os espacos de Sobolev periddicos. Denote por P = C2°. a colecao de

per
todas as fungoes f : R — C que sao infinitamente diferenciaveis e periddicas de periodo
fixado 21 > 0. A colegao P’ de todos os funcionais lineares continuos definidos de P em C é
denominado conjunto das distribui¢oes periédicas. Dado ¢ € P’ o valor de ¢ em ¢ € P é

denotado por,

Y(p) =<, >.

ikmx
]

Seja k € Z e considere O(x) = e para € R. A transformada de Fourier de ¢ € P’
¢ a fungao 121\: 7, — C dada por

~ 1
¢(k):2—l<¢,@_k >, keZ.

O espago das sequéncias rapidamente decrescentes, denotada por S(7Z), é o conjunto de

todas as sequéncias de valores complexos o = (ay)gez tais que

D Jkflak] <00 Vji=0,1,2,..

k=—o00

A transformada de Fourier inversa de o = (ag)kez € S(Z) é a funcao & € P dada por,

e}

a(r) = > aO().

k=—o00

Toda fungao ¢ € LP([—[,1]), p > 1 é um elemento de P’ definido por

l
<inp>=g [ v,
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onde p € P. Se ¢ € LP([—1,1]), p > 1, entdo para k € Z,

—ikxzm

R I
k) = o / e

Dotaremos o espaco P’ com a topologia fraca estrela usual, porém nao héd a necessidade
de maiores comentarios visto que tal fato nao sera utilizado aqui.
O espago das sequéncias @ = (ay,)nez de quadrado somdvel denotado por ¢ é definido

como sendo

00 3
2 =L o ||oe = ( > |an|2> <00

Para s € R, o espaco de Sobolev H,. ([-[,1]) := H,,, ¢ definido como sendo o conjunto
de f € P’ tal que

11, =203 (14 K F (k) < oo

k=—o00

A colegao H,,, ¢ um espago de Hilbert com relagao ao produto interno,

-~ —_—

(fr9)s =20 Y (14 |k[*)*F(k)g(k).

k=—o00

2

per- Lemos que H, U & um espaco de Hilbert o qual

per

Quando s = 0, H? _serd denotado por L

per

é em verdade L2, ([—!,1]), munido do produto interno,

l
(f.9) = (f, )0 = / @)

e norma || - HLim([—l,l])' Claramente H;,, — Lzer para todo s > 0, e, para cada n € 7Z, a

norma || - gy, definida acima, de um fungio f é equivalente a norma,

n 3 n l 2
(ZHf(j)HigW) =<Z / !f(j’(x)|2d:r> ,
j=0 j=0 7~

onde f) denota a j-ésima derivada de f tomada no sentido de P’. Ademais, (H3,,.)’, o dual

topoldgico de Hp,,., € isometricamente isomorfo a M, para todo s € R. O par dualidade

ege H? por,

<t s ms, TS ¢ representado para f € H,; per

er

<f7g>s: Z f(kj)m

k=—o0
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Desta maneira, se f € Lf,er eg€ H:,  s>0,entao < f,g >,= (f,g). Neste contexto, o

per>

Lema de Sobolev nos diz que se s > % e
Cper :=Cy ={f :R— C; f é continua e periédica com periodo 21},

entao Hy,. — Cy.
Sejam o = (ag)kez € B = (Ok)rez duas sequéncias de nimeros complexos e s € R.
O espago (3 o := (2 5(Z) é definido por,

1

+o00 2
Gal(Z) = qa= (e llelle, = <2l >+ |kl2)s|akl2> < +00

k=—o00

Notemos que ¢7 ,(Z) é um espago de Hilbert com relagao ao produto interno,

+o0o
(. B)e, =2 Y (1+[kPYaf.

k=—o00

Segundo a notagao dada anteriormente, vemos que f € H,,, se, e somente se (f(k:)) €
kEZ

(%, e, neste caso, tem-se ainda ||f]|s = 11F11e2 .- Salvo mencdo em contrdrio, quando nao
) S,

houver perigo de confusao quanto ao periodo 2[, representaremos 63721(Z) simplesmente por
2,
A convolugao de a e 3 é a sequéncia a * § definida por
o0
(a*B), = Z e 0;,
j=—o00

sempre que o lado direito da igualdade acima faca sentido.
Sera necessario mencionarmos o seguinte caso especial da desigualdade de Young para

convolugoes no caso de sequéncias.

Proposigao 2.1.1. Sejam «a € (* = (Y(Z) e 8 € (> = (*(Z). Entao a* 3 € (* e além disso,

lax Blle < llallea Bl

Em particular, para cada o € ¢* fizado, a aplicacdo 3 € (> — a x 3 € (? define um

operador linear limitado.

Demonstracao: Ver [31].
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Observagao 2.1.2. A desigualdade de Young no caso geral é apresentada como seque.

1 1 1
Sejam o € P, B €9 onde —+ - =14+—com 1 <p,q,r <oo. Entioax €l e
p q r

[l Bller < el len||]]ea-

Apresentaremos agora o Teorema de Parseval que serd utilizado no decorrer desta tese.
Tal resultado pode ser encontrado por exemplo em Iério&Iério [31]. Denotemos por PCl.,
o espaco das funcoes continuas por partes e periddicas de periodo 2l. Dado f € PC).,, a
transformada de Fourier de f é a sequéncia de ntimeros complexos f: (f(k;))kez definida

por

~ 1 ¢ —ikam
f(k)=c, = Z/_lf(x)e rod.

-~

Os numeros f(k) = ¢ sdo os coeficientes de Fourier de f e a série,
+oo
itk
E cge o,
k=—00
é a série de Fourier gerada por f.

Teorema 2.1.1. Seja f € Cy., e suponha que ' € PC., . Entdo a série de Fourier gerada

por [ converge uniformemente a f sobre R. Além disso, temos a identidade
~ 1
1R = 111G,

Ou equivalentemente,

Fie = 3 TG = 5 [ fal@ds = 5(f.0)s.

k=—o0

A dltima igualdade € conhecida como identidade de Parseval.

Vamos agora enunciar o Teorema do Somatério de Poisson que sera utilizado para des-

cobrirmos a forma explicita de algumas das ondas viajantes peridédicas aqui estudadas.

Teorema 2.1.2. Sejam f(x) = fy)e 2™ dy e f(y) = f(z)et*™dy satisfa-
zendo Aoo Aoo
[f(w)l < |f(z)] <

(14 1y (1+ |z)*+
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onde § >0 e A >0 (entio F e f podem ser assumidas continuas). Entao

Z Flz +2Ln) = 2L Z f<2L> L0

Em particular,
1 & /n
(2Ln) (—)
nz_:oof n) 2an_:oof oL

As quatro séries acima convergem absolutamente.

Demonstragao: Ver [46] e [58].

2.2 Resultados de Boa Colocacao

O problema de valor inicial periédico para as equagdes de tipo dispersiva (1.3) foi estu-
dado previamente por Abdelouhab&Bona&Felland&Saut em [1] e um resultado global (ou

local) em H3,.([0, L]) para s > 3 fora obtido neste trabalho. Nos casos especificos, estudados

na presente tese, os resultados foram melhorados de maneira significativa. De fato, para os
casos p =1, p = 2 e M = —9?2, Colliander et al. [23] mostraram um resultado global em
H;.([0,L]) para s > 1. J4 para o caso p = 1 e M = HO,, Molinet em [43], estabeleceu um
resultado dtimo de boa colocagio global em L2 ([0, L]) e em H3,.([0,L]) para s > & (ver

per

[45]). O caso M = —0? e p = 4 se deve a Staffilani em [57] que provou a boa colocacao da
4-KdV periédica em H?, ([0, L]), s > 1 (ver também [22]).

per

Os resultados de boa colocacao global que precisamos neste tese sao os seguintes.

Para as equagoes KdV e mKdV temos,

Teorema 2.2.1. Seja s > 1. Para cada ug € Hy,, eviste uma tinica solugdo de (1.3) tal que

para T > 0, pertence a C(0,T; H,,,.). Além disso, a correspondéncia ug — u € uma fungao

analitica entre espacos de funcgoes adequados.

Demonstracao: Ver [23].

Ja para a equacao de Benjamin-Ono tem-se,
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Teorema 2.2.2. Seja s > % Para cada ug € H},, existe uma tinica solugdo de (1.3) para

ocasop=1e M = H,, tal que para T > 0, pertence a C(0,T;H?, ). Além disso, a

per

correspondéncia ug — u € uma funcao continua entre espacos de funcoes adequados.

Demonstragao: Ver [45]

Para o caso da 4-KdV, temos o seguinte resultado,

Teorema 2.2.3. Seja s > 1. Para cada uy € H?

ver €TISte uma tnica solugao de (1.3) para

0o casop =4 e M = —9?2, tal que para T > 0, pertence a C(0,T;H?,). Além disso, a

per

correspondéncia ug — u € uma funcdo analitica entre espacos de fungoes adequados.

Demonstragao: Ver [57]

E para o caso da CNLS tem-se o resultado de boa colocagao
1
Teorema 2.2.4. Seja s > 3 Para cada uy € H,,, existe uma tinica solugio da CNLS (1.15)

tal que para T > 0, pertence a C(0,T} H;er). Além disso, a correspondéncia ug — u € uma

funcao analitica entre espacos de funcoes adequados.

Demonstragao: Ver [24].



CAPITULO 3

Espacos Funcionais Basicos e

Propriedades de Positividade

Neste capitulo apresentaremos a teoria completa que relaciona as propriedades de positivi-
dade da solugao onda viajante periédica ¢ = ¢, de (1.6) e de g/pé com a teoria de estabilidade
presente em [27]. Veremos que a condi¢ao de que a onda viajante periddica . seja positiva
esta intrinsicamente relacionado com a positividade de ;J% (ver defini¢ao do espago Y que
serd definido antes da Proposigao 3.1.3 e comentério presente no capitulo 7). O capitulo que
segue ¢ de suma importancia, posto que apresentaremos a teoria completa que sera utilizada

nas aplicagoes que virao no préximo capitulo.

33
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3.1 Espacos Funcionais Basicos.

Na presente tese, consideraremos as seguintes equacoes,

Uy + utly — Hugy = 0, Benjamin-Ono (BO)

Uy + Uy + Ugpe = 0, Korteweg-de Vries (KdV)

Up + U Uy + Ugpy = 0, Korteweg-de Vries modificada (mKdV) (3.1)
U + Uty + Ugyy = 0, Korteweg-de Vries critica (4-KdV)

iy + Uge + |ul*u =0, Schrodinger critica (CNLS).

Olhando a forma geral em (1.3) podemos concluir que p = 1 para as duas primeiras,
p = 2 para a terceira e p = 4 para a quarta das equagoes. Apesar da equacao CNLS nao

possuir a forma geral (1.3), obteremos a estabilidade para a solucao . dada em (1.14) para

r(k r(k
€ (z ( 0)) e a instabilidade para ¢ € ( (ko) +OO> posto que um dos operadores, a

L L2 L2’
2
saber, o operador £ associado a esta equacdo, dado por £L = —— + ¢ — ¢ é 0 mesmo

dx?
operador associado a 4-KdV. Assim obtemos através da teoria desenvolvida neste capitulo o
comportamento dos dois primeiros autovalores entao aplicamos a teoria de Grillakis et al. em
[27] para obtermos a estabilidade. O operador M serd, para a primeira equacao, M = HO,,

onde H representa a transformada de Hilbert 2L-periédica definida por

Hf(z) = %V-p / LL cotg {W] f(y)dy.

Aqui, f é uma funcao periédica de periodo 2L, (ver Iério&Iério [31]). Via transformada de
Fourier, temos que 7?}“(71) = —isgn(n)f(n), Vn € Z. Nas trés equacoes seguintes M serd
M = —9%

Observacao 3.1.1. (a) Nesta tese, considereramos uma forma mais conveniente para a

equacao mKdV, a saber

Uy + 3U2Ux + Ugzy = O,
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neste caso teremos que as ondas viajantes periodicas satisfazem,

O+ o —cp. =0 (3.2)

2

e o operador L neste caso serd L = o + ¢ — 32
x
Consideraremos também uma forma semelhante para a equagao 4-KdV

U + 5U4uaz + Ugze = 07

aqui tem-se

O+ > — cp. =0 (3.3)
2

cujo operador associado € L 1= 3 + ¢ — 5t
(b) As solucoes ondas viajantes periddicas da mKdV, da KdV e da 4-KdV serdo consideradas
de periodo L, enquanto que a onda viajante periodica da BO serd considerada de periodo
2L, somente por conveniéncia.
(c) No caso especifico da equa¢ao CNLS as ondas standing waves periddicas a serem consi-
deradas sao da forma u(z,t) = e“p. (), donde . satisfaz (3.3).

(d) Apés um argumento de “bootstrap”, podemos concluir que ¢ pertence a Hp., para todo
2

s € R. Entao, ¢ € infinitamente diferencidvel com todas as derivadas pertencentes a L.

A proxima Proposicao trata o problema de autovalores e as respectivas autofungoes as-

sociadas ao problema de autovalor periddico dado em (1.8) num contexto bem mais geral,

Proposicao 3.1.1. O operador L definido em (1.7) € fechado, ndao-limitado e autoadjunto

2
sobre L.

acumulam no infinito), isto €, tem-se gess(L) =0 (onde o.55(L) denota o espectro essencial

Seu espectro consiste em um numero enumerdvel infinito de autovalores (que se

do operador L). Em particular, L tem o autovalor 0 com autofuncao ¢, .

Demonstracao: Suponhamos que nossas func¢oes periddicas tenham periodo L. Cla-

ma
ramente £ definido em Hp,é é um operador fechado, nao-limitado e autoadjunto sobre
L2,.([0,L]). Vamos provar inicialmente que o espectro 7 := M + ¢ é um conjunto infi-

nito e enumeravel de autovalores satisfazendo

Y<n << (3.4)
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1

onde 7, — 400 quando n — +oo. De fato, seja R. := (M + ¢)~', cujo simbolo é

1
¢+ ((n)

€ (*(Z) entdo existe um tnico G, € L2 ([0,L]) tal que

para n € Z. Como er

_ 1
¢+ ((n)

. Devido a este fato tem-se a acao

Ge(n) = T o)

Rf(0) =7 [ Gla =) )

definida em L2, ([0, L]). Como o intervalo [0, L] é limitado e pode-se provar que o nicleo

G.(z,y) := G.(x —y) € L2,,(]0, L] x [0, L]), obtemos que R, ¢ um operador compacto sobre

per
L2..([0, L]) para todo ¢ > 0. Desta maneira, obtemos (3.4).

O proximo passo é mostrar que existe p; suficientemente grande de modo que M :=
(L + p1)~! existe e define um operador limitado, positivo, auto-adjunto e compacto. Com
efeito, primeiramente, é facil ver que £ é limitado por baixo, isto é, se f € D(L) tem-
se, (Lf,f) = —p(f,f), onde B = ||¢c||rs, + ¢. Entdo, podemos escolher um p; tal que
L+ pup > 0, isto é, M é positivo. Denotemos, p := p; somente por conveniéncia. Seja
v um numero positivo tal que v + . —c > 0 e v+ pu > 0. Logo, para u > 0 tem-se,
f=L+pge (I —-M)g=7Tfonde Mg = R,+,[(v+¢.—c)g] e T = R,;,. Denotemos
h=v+ p.— c. Agora, do Teorema de Parseval, segue que

gl < sup{ oot bl ol

Entéo, podemos escolher, u tal que [|[M||p(zz, ) <1e L+p > 0. Entao, I — M ¢é invertivel
e com isto g = (I — M)™'Tf. Assim escrevemos M = (L + p)~' = (I — M)~'T. Sendo
T um operador compacto e (I — M)~! € B(L2,.) temos que M é um operador compacto.

Entao, existe uma base ortonormal {py}32, de L2, constituida de autofungées de M com

autovalores nao-nulos {u }72 , satisfazendo,
p1 > flg > iz > - >0,

e pur — 0 quando k — oo. Como, My, = purpr € D(L + p) obtemos

1

Loy = <— - #) Pk 1= APk
M
Entao, existe uma sequéncia de autovalores de £, {\}72,, satisfazendo
Ao <A < A3 <y

e Ay — oo quando k — oo. Este argumento mostra o desejado.
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Iremos agora nos concentrar no estudo das propriedades espectrais do operador L. Para
isto, vamos definir duas familias de operadores lineares que estarao relacionados com £ com
a vantagem de que ambos serao compactos. Os resultados que serao apresentados a seguir
sdo extensoes dos trabalhos de Albert [3], e Albert&Bona [4] ao caso periédico.

Consideremos o problema £f = A\f em (1.8). Dado 6§ > 0, entao (L+0)f = (A+0)f =

(C(n) + 0+ &) f(n) = (A+ 0+ @2) f(n). Logo, A = —0 = (C(n) + 0+ ) f(n) = @Lf(n). De
posse disto, definamos para cada @ > 0 o operador, Sy : (*(Z) — (*(Z) dado por

! N ] N *
Soaln) = j;ooun—mj = oty @ (3.5)
onde
we(n) =C¢(n)+0+c, Kn)=q¢ln), necZ. (3.6)

Observacao 3.1.2. Observemos que no caso das equagcoes mKdV e 4-KdV, respectivamente,

onde consideramos casos especiais para estas equacgoes, a saber,

Uy + 3u2ux + Uppy = 0 (& U + 5u4u:p + Upgpr = 07
2 d2
cujos operadores lineares associados tornam-se L = —— + ¢ — 3¢ e L = ——— + ¢ —
dx? da?

508 respectivamente, o miicleo K do operador Sy serd nestes casos K = 3/53 e K = 5/90\21

respectivamente. Porém trabalharemos no decorrer desta tese no caso geral, apenas com

K = ©F, pois nao hd qualquer mudan¢a na teoria que serd apresentada.

Vale observar que sendo wy limitada e supondo ¢, suficientemente regular, I = ;E € (Y(Z)
e a € (*(Z) segue da Proposigao 2.1.1 que Sya € (*(Z).

No que segue, representaremos o n-ésimo termo da sequéncia o = (v, )nez POr o 1= a(n)
e denotaremos (? := (*(Z).

Como wy, definida em (3.6) é positva, segue que o espago X definido por

(NI

X =S ae*Z);||allx 6 := ( >y |an|2w9(n)) <00y,

n=—oo

¢ um espaco de Hilbert com norma ||a||x, ¢ definida acima e produto interno correspondente

<a,B>x 9= Z Oénmwe(n)-

n=—oo
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Proposigao 3.1.2. (a) Se a € (% ¢ uma autosequéncia de Sy com autovalor correspondente
A # 0 entdo a € X.

(b) A restrigio de Sy a X define um operador compacto e autoadjunto.

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que Sy : X — X. Com efeito, seja

a € X. Pela desigualdade de Young, temos

+o00 +o00 1 +o0 2
2 — —
n_z_:oo |SgO[n| WQ(TL) - n_z_:oo wg(n) ]:Z_:oolc(n ])aj

< MY [(Kxa)n)

n=—oo

= M|Kxalz < M|K|[allellz < +o0.

Mostraremos agora que Sp(Spar) = Sgar € X. Denote, para simplificar a notagio, a norma

1
em X como sendo || - ||x := || - ||x, 9, 0 operador Sy simplesmente por S e p = g = —.
Wy

Pelas desigualdades de Minkowski, Holder (duas vezes) e Young (nesta ordem) obtemos

1S2%al|x = ZK(-—j)u(-)Sa(j)

X

- Z > K(- = Hp()KG = m)u(f)a(m)

X

IN

DD IKC = )l K = mul)adm)

D=

_ Zzlzm-m(m] G = m)(i)la(m)
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%
1 . 4 1 .5
15%a]|x < |2 pll2) (Z K(j - m)3u(3)2u(1)6> [
m j
(3.7)

< K+ ul\gzlllﬂ ||gl||lc2 * M4H(gl||a||ez

= I PIEATPRRATPEATE
Como |u(z)| < B(1+]z|)~! para todo z € R e algum B > 0, todas as quantidades na tltima

1
expressao do lado direito da desigualdade em (3.7) sdo finitas. Como o = ﬁSga temos
provado o desejado em (a).

Passemos a prova de que S determina um operador compacto quando o mesmo esta
K(n —j)

restrita ao conjunto X. De fato, consideremos K : NxN — R dada por Iz(n, j) = W
we N )wel g

Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

>0 K. jwp(n)wn(i) = Zzwg n_j

= 30K p)(m)pa(n)

n

< IK? * pllee el em

< Kl (|l < oo

I[sto prova que

S@OK Z IC n ] Oénwe( )

jf—OO

é um operador de Hilbert-Schmidt e portanto Sy|, é compacto. Para provar que Sy é

x
autoadjunto basta notar que wy é par e o ntucleo K além de real, é simétrico devido a

—

paridade da sequéncia f.
O
Pela defini¢cdo do operador £ em (1.7), temos que se 6 > 0 é tal que Lf = —0f entao

ng?: ]? Devido a este fato temos o seguinte Corolario,

Corolario 3.1.1. Suponha que 0 > 0. Entao 1 é autovalor de Sy (visto como operador de

X ) se, e somente se —0 € autovalor de L (visto como operador de L?,, ). Mais ainda, ambos

per

autovalores tem a mesma multiplicidade.
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O proximo resultado segue da Proposicao 3.1.2 e do Teorema espectral para operadores

compactos e autoadjuntos definidos em espacos de Hilbert.

Corolério 3.1.2. Para cada 0 > 0, Sy tem uma familia de autosequéncias {1 0}2,, for-
mando uma base ortonormal de X com relagao a norma || - ||x, 9. As autosequéncias cor-

respondem a autovalores reais {\;(0)}:2, cujo unico possivel ponto de acumulag¢ao € o zero.

Desta maneira, os autovalores \;(0), i = 0,1,2,... podem ser enumerados em ordem

decrescente em valor absoluto,
[Ao(0)] = [A1(0)] = [A2(0)] = ...
A segunda familia de operadores que serd considerada, ¢ a familia {Tp}y>o dada por
Tog = (M +0+ )" (¢Lg).

O operador Ty ¢é visto agindo sobre o espago de Hilbert,

1=

1 [t 2
Y = {g; g : R — C é periddica de periodo 2L e ||g|ly = (ﬁ/ ]g(a:)\zgpé’(a:)dx) < oo} ,
~L

o qual é munido com o produto interno,

1 [t —
< g, h>y=— g(x)h(x)t(x)d.
2L ) _;
Provemos que se g € Y entao Tyg € Y. Ainda mais, Ty é um operador limitado de Y em

Y. Notemos primeiramente que se g € Y temos que ¢Pg € L;er pela limitagao de ¢.. Assim

1
(M + 60+ c)~'ykg € L2, pois pela limitacdo de —, temos

S0+ g () = Y ﬁ(k)@(k)

+oo
Cy > letg(k))

k=—o00

IN

_ 4 L| P(z)g(z)|*dr < +o00
oL |, Pe\l)g :
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Logo, pelo teorema de Plancherel, obtemos que (M + 6 + ¢)~'¢Pg € L2, e com isto,

per

/ (M 46+ &) (@2(@)g(2)) [P (2)dr < C / (M 46+ &) 2 ()g () Pz < oo,

L —L

onde Cy = sup,¢(_p, ) |¢%(2)].

Proposicao 3.1.3. (a) Se g € Y ¢ uma autofuncao de Ty para um autovalor ndo nulo,

2
per*

entao g € L

(b) O operador Ty é um operador compacto e autoadjunto.

Demonstracao: a) Seja A # 0 tal que Tyg = Ag. Entao para todo n € Z, temos

1 — 1 1 —=

g(n) = T Tog(n) = () (peg)(n).

Como g € Y implica em ¢Pg € Lf,er e wy ¢ limitada, temos pelo Teorema de Plancherel que

b) A agao de Ty sobre o espago Y é dada por,

1

Tog(e) = 57 | Gola = na(w)iv(y).

onde dv(y) = ¢?(y)dy determina uma medida positiva sobre [—L, L] e Gy é tal que (?g(n) =

1 1
, ) € (*(Z). Por Plancherel temos Gy €
wp(n) wo(n) ) ez,

L2,.([-L,L]), donde Golx,y) = Go(z—y) € L2, (dv(x)x dv(y)) e portanto Ty ¢ um operador

per

de Hilbert-Schmidt e desta forma Ty determina um operador compacto. Sendo wy uma fungao

a qual estd bem definida pois (

par pois o simbolo de M é par, segue que GGy é par e como consequéncia, Ty é autoadjunto,

pois se g, h € Y entao

< h,Tyg >y

I
S
e
=
=2
S
o3
=

QU

S
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o que prova o desejado.

A préxima Proposicao relaciona os autovalores de Ty com os autovalores de Sy.

Proposigao 3.1.4. Suponha que KerTy = {0} e seja {&;}5°, um conjunto ortonormal com-
pleto de autofuncgoes de Ty em Y, com Ty& = N& para i@ > 0. Entao {\/|/\i|:}f§0 € um

conjunto ortonormal completo de autosequéncias para Sg em X com Sgé = )\Zg

Demonstracao: A condi¢ao KerTy = {0} implica que todos os autovalores de Tp sao
nao identicamente nulos. Por outro lado, pela Proposicao 3.1.3 temos que &; € Lf,er Vi>0

e portanto pelo Teorema de Plancherel tem-se 5 € (. Com isto,

SE(n) = s 3Kl = DEG)

wo

—

= Tp&i(n) = A&

Pela Proposigao 3.1.2 conclui-se que 5 e X.

Vamos a prova de que {\/m@}ggo forma um conjunto ortonormal completo. De fato,
primeiramente vamos mostrar que,
(i) Se € X entao & € Y. (onde & denota a transformada de Fourier inversa da sequéncia
a, ver definigdo na pagina 9).
(ii) Se g € Y entao g € X.

Com efeito, provemos apenas (i), pois a prova de (ii) é andloga. Dado o = (,)nez € X
temos por Parseval, j4 que a € X = «a € (*(Z),

I Cy [

— [ Ja(@)Pe()dr <

= 5 24
2L, < 37 7L|oz<w)| x

+o0
= Z |l |? < oo,

n=—oo

o que prova (i).



CAP. 3 ¢ Espacos Funcionais Basicos e Propriedades de Positividade

43

Seja entao o € X, por (ii) provado acima e pelo Teorema de Parseval temos,

< Oz,g >x,0 = /\;1 < a,Aié >X, 0= /\;1 < Oé,S@(gi) >X, 0

+o0 —

— XY a)Sed ()
o —_—

= A a(m)Ty&i(n)ws(n)

p 1 g =
= \— 6! , P
3o [ aE@ends

1 .

Considerando o = )\jé\j obtemos pela tltima expressao,

& oF J
< N&L, &6 >x, 0= 3 < £ & >y -
A

Suponhamos agora que o € X e que
<o,& >x 0=0,Vi>0.

Pela relagao acima temos

<&, & >y= Ai<oz,§ >y =0, Vi>0.

Como {¢;}:°, ¢ um conjunto completo em Y temos pela tdltima relagdo que & = 0 em
Y. Sendo a € X pelo item (ii) acima e estamos trabalhando com a transformada de Fourier
em L2, ([-L,L]) com Y — L2 ([-L,L]) temos que se & = 0 em Y entdo & = 0 em

L2, ([-L, L)), donde o = 0 em (*(Z) e portanto a = 0 em X.

per

O

Observacao 3.1.3. Os resultados demonstrados previamente, nos fornecem que a aplica¢ao
F:Y > XondeFf=Ff (estamos considerando a transformada de Fourier em L2, ([0, L]))

per

€ um isomorfismo e além disso, os operadores Ty e Sy estdo relacionados através desta

aplicacao.
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3.2 Propriedades de Positividade.

Nesta se¢ao daremos condigoes suficientes para obtermos as propriedades (Py) e (P) em
(1.10).

Definigao 3.2.1. Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais o = (o, )nez €std na classe
PF(2) estrito e discreto (somente PF(2) discreto daqui por diante, para este caso) se:

i) o, >0, Vnez,

i) Qny—my Oy —my — Oy —my Qg —my > 0 para ny < ng e my < mo.

A definicao anterior nada mais é do que uma discretizacao da definicao usual que é tra-
tada no caso continuo, isto é, quando estamos trabalhando com funcoes reais g : R — R.
Neste caso, diremos que uma tal fungao g esta na classe PF'(2) se:

i) g(z) >0, VzeR,
i) g(z1 —y1)g(x2 — y2) — g(x1 — y2)g(22 — y1) > 0 para z1 < z2 € Y1 < Yo.

Para maiores detalhes, veja Karlin [33]. Como exemplo, considere a fungdo g(x) = sech?(z).

“‘s““o,s—
041
0.24 \

o N

-5 /A 2 0 2 2 6

Figura 3.1: Um exemplo de uma fungao em PF(2) continua.

Uma condicao suficiente para que uma fungao g esteja na classe PF(2) é tratada em

Albert&Bona [4] e enunciada como segue.

Lema 3.2.1. Suponha que g € uma funcao positiva, duas vezes diferencidvel sobre R e
2

d
satisfazendo F(log g(x)) <0 para x # 0. Entio g € PF(2).
T
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O Lema 3.2.1 estabelece um critério para decidir quando uma funcao duas vezes dife-

rencidvel é logaritmicamente concava. Num contexto mais geral (ver [20] e [52]) temos,

Definigao 3.2.2. Uma funcao f : R" — R positiva € dita ser logaritmicamente concava se

para todos os pares x1, To € R™ e para cada 0 < X\ < 1 tem-se

FQO@+ (1= Nza) > (f(2))* - (f(x2)) N

A defini¢ao de uma fungao que pertence a classe PF(2) pode ser generalizada como segue.
Usaremos alguns resultados concernentes a Karlin [33] capitulos 7, 8 e 9 para que possamos

estender o conceito de uma fungdo em PF(2).

Definigao 3.2.3. Uma fun¢io f : R — R € dita ser de classe PF(r) (ou uma fun¢do Pdlya

Frequency de ordem r, r € N) se

[y =) flri—y2) o f(x1— ym)
flwa =) flra—y2) . f(x2 — ym)

f(xm - yl) f(xm - Z/Z) f(xm - ym)
para todos x1 < 9 <+ < Ty, Y1 <Y < - <yYpmcomxz; ER, y; ER el <m<r.
Ademais, diremos que uma fungdo f : R — R estd na classe PF(r) estrita quando a desi-

gualdade do determinante acima ocorre no sentido estrito e denotaremos SPF(r).

Observacao 3.2.1. No decorrer deste tese, como estamos interessados apenas no caso de

fungoes pertencentes a SPF(r), denotaremos para simplificar, apenas por PF(r).

No nosso caso, como estamos tratando de fungoes periddicas, seja g : [0, L] — R uma
funcao periddica de periodo L > 0. Suponha sem perda da generalidade que g é ao menos

diferenciavel. Considere a expansao em série de Fourier

+oo
g(z) = Z anz",

n=—oo
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2mix

onde z = e L . Diremos que a sequéncia dos coeficientes {a, } ez pertence a PF(r) discreto
se, ao denotarmos y(n) = a,, entdo v : N — R estd em PF(r) no sentido da Defini¢ao 3.2.3.
Neste caso, diremos que g é gerada por uma sequéncia PF(r).

No caso particular de sequéncias pares em PF(2) discreto, temos o seguinte resultado

que sera util mais adiante nas aplicacoes,

Teorema 3.2.1. A convolugio de duas sequéncias pares em PF(2) discreto estd em PF(2)

discreto.

Demonstragao: Ver Karlin [33].

O resultado principal desta tese é apresentado agora,

Teorema 3.2.2. Seja p. uma solu¢ao onda viajante periddica positiva e par para (1.6).
Assuma que @. > 0 e K = ¢f € PF(2) discreto, entio (P1) e (P2) em (1.10) ocorrem para

o operador L.

Demonstracao: Primeiramente sera mostrado que os autovalores A\o(f) e A1(6) de Sy
sao positivos, distintos e simples.
Provaremos que o autovalor \g(0) € positivo e simples. Neste ponto, usaremos o fato de

que K = ¢ é uma sequéncia positiva. Notemos que o autovalor \g possui o maior valor

é compacto e autoadjunto, entao,

absoluto e 9 } X

X(f) =% sup | < Spa,a >x | (3.8)

llal[x=1
Seja ¥ (6) := ¢ uma autosequéncia de Sy correspondente a A\o(6) := \g. Vamos mostrar
que 1) possui apenas um sinal, isto é ou ¢)(n) < 0 ou ¥(n) > 0. Suponha por absurdo que

assuma valores positivos e negativos. Como o nicleo IKC € positivo temos

Slvln) = s 3 K= ()
1 +oo . ‘ 1 +oo
= j;m/C(n—J)W(J)ere(n) j;ooﬁ(n—J)@/) ()
Entao,
Slvl(n) > | = 3 Kl =)07) = —es > Kl =) ().
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onde 9T e ¥~ denotam, respectivamente, as partes positivas e negativas da autosequéncia
1 e o sinal de > presente na desigualdade acima ocorre pois v, por hipdtese, assume valores

positivos e negativos. Entao,

Solvltn) > ﬁ.z K(n — j)())

= [Sevo(n)|

= [Aolle(n)]

Desta forma, pela desigualdade acima conclui-se

[e.9]

<Sp([Wl): [0l >x0 = D Seltol(m)|e(n)|ws(n)

n=—oo
o0

> ) Polle(n)Pws(n)

n=—oo

= oll¥lx,-

Assim, supondo que |[¢)||x = 1 obtém-se < Sy(|¢]),|¥| >x> |Ao|, 0 que contradiz (3.8).
Com isto, existe 1 autosequéncia de Sy a qual é digamos, nao-negativa. Porém, IC € uma
sequéncia positiva e Sp(1hg) = Aotboy, entdo temos Yy(n) > 0V n € Z. Com efeito, sendo
to(n) > 0 para todo n € Z, temos que se existisse ng € Z tal que ¥y(ng) = 0, obtemos que
So(1o)(no) = Notho(ng) = 0. Desta forma terfamos que 1o(j) = 0 para todo j € Z o que
contradiz o fato de )y ser uma autosequéncia associada a Ag.

Para provarmos que \g é simples note que 1y nao pode ser ortogonal a qualquer outra
autosequéncia de um tunico sinal em X. Se caso )y nao fosse simples, podemos assumir por
exemplo, que F), = autoespago associado a A\ é de dimensao 2 (posto que se a dimensao de
E), for maior que 2 basta considerar um subespagco de dimensao 2). Sendo Sy autoadjunto

e Sp(Ey,) = E), (consequentemente, Sy seria um operador definido em um espago de

N
dimensao finita), poderiamos escolher uma base ortogonal {¢o,¢~0} para o autoespago E),
com z/;() > 0, ou seja, terfamos E), = [¢o, 150]. Mas isto contradiz o mencionado no inicio do
paragrafo e portanto \g é simples.

Provemos agora que —\y nao pode ser autovalor de Sy. De fato, se caso isto ocorresse

entao existiria por exemplo ¥ < 0, tal que Sp1p = —Ag1. Desta maneira < 1,9 >x < 0,
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pois 1y fora escolhido como sendo uma autosequéncia positiva. Logo,

1

1
< Yo, Y >xp9 = " < Sptho, V¥ >x 9= " < o, =AW >xp
0 0

= — <o, Y >xp> 0.

A relagdo acima nos fornece um absurdo. Provando que —\g nao é autovalor de Sy e

como consequéncia tem-se |A1| < Ap.

Agora iremos estudar o autovalor A\;(f) := \;. Mas antes, precisamos de algumas de-

finicoes e resultados auxiliares e portanto faremos uma pausa na demonstragao do Teorema
3.2.2.

Neste momento usaremos o fato de que o nicleo KC tem a propriedade PF(2) discreto.

Consideremos o conjunto de indices,
A ={(n1,n2) € ZX7Z; ny <na}.

Denotando-se m = (ni,ny) e m = (my,mz), vamos definir para @, m € A a seguinte

sequencia,
Keo(m,m) := K(ny — my)K(ng — ma) — K(ng — ma)K(ng —my).

Por hipétese, K € PF(2) e desta forma Cy > 0.

Seja & = (ar)pep = (a(n1,12)) (01 ma)en, 0 espago £2(A) é definido como sendo

WYY Jonf = 3 fanmf < +o0

n1E€EZL ”1 <n2

Definamos agora o operador Sy g : £2(A) — (?(A) dado por,

Sa99(T0 ZZ Gao(m,m)g(m),
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Consideremos o espago,

W= {a € 2(D): llallwo = (3D lalm) s nl)we(m))é < oo}.

W é um espago de Hilbert munido da norma || - ||w, ¢ dada acima e com produto interno

correspondente,
<o, >we= Z Z we(nl)we(nz)

Observagao 3.2.2. 1) De maneira andloga ao que foi feito na Proposi¢ao 3.1.2, prova-se
que 5279|W ¢ um operador compacto e autoadjunto. Isto fornece uma sequéncia de autovalores

numeradas em ordem decrescente em valor absoluto,

|10(0)] = [ ()] = [p2(0)] = ..

2) Prova-se também, conforme feito anteriormente que po(0) := po € positivo, simples,

\p1| < po e a autosequéncia associada possuindo um tunico sinal.

Definigao 3.2.4. Sejam o', o? € (?(Z), definimos o produto wedge a* A o em A por

(' A a®)(n1,ne) = a(ny)a?(ng) — al(ng)a?(ny).

Com a notacao da Defini¢ao 3.2.4 temos os seguintes resultados.
Lema 3.2.2. Seja
A= {oz1 Aot Aa? € B(A) desde que at, of € X} .
Entao A € denso em W.

Demonstragao: Veja [32] e [33].

O proximo Lema nos mostra a forca do operador Sy g,
Lema 3.2.3. Sejam o', o? € (*(Z). Entio Sy g(a' A a?) = Spal A Spa?.
Demonstracao: Veja [32] e [33].

No que segue representaremos por Sp* a restri¢ao de Sy ao espago de Hilbert X. Usaremos

agora alguns resultados da teoria espectral contida em Kato [34].
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Temos que A\g é um autovalor isolado de Si. Isto nos fornece uma parti¢ao do espectro
de S em ¥y e ¥j. Consequentemente temos uma decomposi¢ao de Sp¥ de acordo com a
decomposicao X = My @ N, onde My = [1)g], do espago de tal maneira que o espectro das
partes Sy ’ Mo Sx | v coincidem com ¥ e 3 respectivamente. My em verdade determina a
projecao ortogonal Py de X sobre o autoespaco associado a \g e N = KerP. Tem-se ainda
a decomposicao de Sy da forma
S5 = NPy + Qo,

onde Qg := ng — APy e se satisfazem PyQy = QyFPy = 0 e Qg’N = SéX}N : N — N (pois,
Q9|MO =0). Além disso T(Q0|N) = raio espectral do operador Q0|N = |A\q].

Ademais, ainda pela teoria espectral contida em Kato [34] o autovalor A\g = Ag(0) é
diferencidvel com relacdo a 6 > 0 bem como py = pe(f). Como consequéncia, 1y e

7o =autosequéncia associada a pg = po(f) sdo autosequéncias diferencidveis em relagao a

6.

Lema 3.2.4. a) Na notag¢ao dada anteriormente temos,

(S)™
P
)\6’1 — 1,
quando m — +00 na topologia forte de B(X, X).
b) Um resultado andlogo ao item a) vale para Syg no lugar de Sy, po no lugar de Ao e um

operador conveniente no lugar de Py.

Demonstragao: Provemos o item a). Consideremos Py e Q9 conforme mencionado

acima. Entao,

9

SE\” P+ Qp _|les
(SO I e e N

onde || - || representa a norma em B(X, X).
Agora, como @y é autoadjunto posto que se tem Qg = S5 —APp com S;* e Py autoadjuntos
(P é autoadjunto por se tratar de uma projegao ortogonal definida em X), temos 7(Qg) =

|Qql|. Consequentemente,

X\ " n )\ n
lim % — P, lim o] < lim l — 0.
n—+oco Ao n—+oo || Ay n—+too  \j

Provando o desejado.
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Lema 3.2.5. a) uo(0) = Ao(0)A\1(0). Consequentemente, podemos concluir que Ay > 0.
b) A1 € simples.

Demonstracao: a) Temos pelo Lema 3.2.3 que A\gA; é autovalor de Sy ¢ cuja autosequéncia
é Yo Ny, onde ¥ (0) := by é a autosequéncia associada a A;.
De fato,
Sa.0(to AN h1) = Serbo N Se1h1 = XoA1 (Yo A ).

Assim, g > Ag|Ai|. Basta entao provar que pg < Ag|A1], pois se tem também que — g
Ho
Ao

decomposicao X = My ® N, conforme dito acima. Seja o' = ri¢g +wy! e a? = rot)y + wy?,

nao pode ser autovalor de Sy, 9. De fato, se |A\;| < —, vamos considerar Py de acordo com a

onde 7, s € Rert, 2 € N.

Por um lado, pelo principio da indugao prova-se que,

(SQ’ e)mal AP (ni,ng) = 1 {%(nl) (_e)m’72(n2>_

Ho

i (3.9)

onde = % > | A
0
Por outro lado, 3 > [Ai| = r(Qo] ) = ||Qs| || € comisto, 8 € p(Qe‘ ) = resolvente de Q9’ .
Ademais, a série de Neumann " "

J

Q m S m

converge absolutamente o que implica em — 0 quando m — +o0.



SECAO 3.2 e Propriedades de Positividade. 52

= (0. Portanto, o lado direito

S m
Mas, pelo Lema 3.2.4-a) temos que (—9> — Py com PQ‘N

Ao

da igualdade (3.9) converge para zero quando m — +oo. Agora, como o conjunto A definido

S m

no Lema 3.2.2 é denso em W tem-se, (ﬂ) g — 0, quando m — 400,V g € W. O que
Ho

contradiz o item b) do lema 3.2.4. Provando assim o desejado em a).

b) Vamos entao provar que \;(0) € simples. Para isto, mostraremos que 1; é impar e
Y(n) =0 < n = 0. Escrevamos ¢, = ¢F'+1pf onde ¢ e 1) denotam respectivamente a parte
par e fmpar da autosequéncia ;. Afirmamos que ¥ = 0, isto é, ¥, é impar. Com efeito,
como o nucleo K de Sy é simétrico e wy é par, temos que Sy leva sequéncias pares em pares e
fmpares em fmpares e portanto ¥ e ¢! satisfazem Spvf = \9! e Syl = A\l Utilizando
este fato conclui-se pelo Lema 3.2.3 que 1y A 9§ satisfaz Sy (1o A 1) = AAi (1o A PF).

Agora sendo jig > 0 e simples obtemos, YAV € [1], onde 79 é a autosequéncia associada
a wo. Entao ou g A Y = 0 ou ¢y AP # 0 (isto é, o A ¥F tem um tnico sinal). Deste
fato temos que se 1!’ é uma sequéncia nao identicamente nula entdo ela deverd possuir no
maximo um zero. Com efeito, suponha por absurdo que existam ng e ny pertencentes a Z
satisfazendo ! (ng) = 0 e ¥f(ny) = 0. Vamos assumir, sem perda da generalidade que
ng < ny. Tendo este fato, entao (ng,n;) € A e dai (9 Ab¥)(ng,ny) = 0 donde 1y A = 0.
Dado n € Z, temos,

0= (o Atpy)(n,m1) = ¥f (n)iho(na) — 7 (n1) vo(n).

=0

Logo, ¥f'(n) = 0 Vn € Z. O que caracteriza um absurdo, ji que estamos assumindo que 9{
é nao identicamente nula. Assim, sendo ¢! par, ou ¥’ = 0 ou ela nao possui zeros, exceto
possivelmente em n = 0. Se ocorrer o segundo caso devemos ter que 1/’ é uma autosequéncia
de Sy com I’ (n) # 0 Vn # 0 e desta maneira < {, 1y >x 47 0 (em verdade temos que
considerar trés casos, ¥f'(0) = 0 ou ¥f(0) > 0 ou ¥f(0) < 0 apés feito isso determinar
que ! tem apenas um sinal nos dois tlitmos casos e no primeiro se tem que ¥f'(n) > 0
(ou ¥ (n) < 0) para todo n # 0). Mas assim, temos duas autosequéncias de um operador
autoadjunto associadas a autovalores distintos cujo produto interno é nao nulo. Isto fornece
um absurdo, e, consequentemente 1’ = 0, donde v, é fmpar. Analogamente, se fizermos a
mesma andlise para 1; no lugar de 1! conclui-se que 1); possui apenas um zero e sendo tal
impar este deve ocorrer em n = 0.

A sequéncia 1, exibida anteriormente foi uma autosequéncia arbitraria associada ao
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autovalor \;. Entao fora mostrado que qualquer autosequéncia v associada a \; deve ser
fmpar e ¥(n) = 0 & n = 0. Ademais, temos que se n > 0 entao 0 < 9y(0)11(n), donde
1(n) > 0 para todo n inteiro positivo e se n < 0 segue-se que 0 < —1y(0)1h1(n) o que
acarreta em ¥ (n) < 0 para todo n inteiro negativo. Porém, duas autosequéncias deste tipo

nao podem ser ortogonais pois o produto delas é par e portanto A\; € simples, provando b).

Retornemos com a prova do Teorema 3.2.2. Considere |[¢;(0)||x, 9 = 1 parai =0, 1.
Como pelo Lema 3.2.5, 119(0) = Ao(6)A1(0) e ja foi mencionado que pg e A sdo diferencidveis
com relacao a #, temos que \; é também diferenciavel em relacao a este parametro, bem

como a autosequéncia associada ;. Em posse deste fato, afirmamos que,

d%xi(e) <0, i=0,1, 6>0. (3.10)

De fato, escrevamos 1j(n), i = 0,1 ao invés de v, 9(n), apenas por conveniéncia. Entao,

d N2 d
@)\i(m T (AaO)ls ()%, 4) = 10 (/\Z Z W (n )

n=—oo

- di{zsm () <>}

n=—oo

Logo,

[e.e] o0

diZG)\i(e) = Z Z K(n %( )W (1) +

n=—00 Mm=—0o0

[e.9] [e.9]

+ D, D K Cw%( n)¥p(n)

n=—00 m=—0o0

o0

= 2> ) St (m)wa(n).

n=—oo
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Logo, usando o fato que \;(f) > 0 para todo § > 0, i = 0, 1 temos

GO = 20) Y (i) vitmantn)

n=—oo

= 20z (i) 5 5 v

= —X(0) > wi(n)® <0,

n=—oo

provando a afirmacao.

O préximo passo é mostrar que

QETOO )\0(6) =0

Com efeito, notemos que para 6 > 0 tem-se

M(0) = 1(57) = IS5 llzxx)

(> 5 (o))

<
n=—o Mm=—0o0
1|2 1
— ’ ICQ * — S H’CHEQ(Z)
Wo ller(z) 0 11e2(z)
1 1\> 17 B \’
Como — — 0 quando § — +oc0e | — | € £ com |—| < , para algum
Wy Wy W 1+ |n|

B > 0, segue que ||—|| — 0 quando § — 4o00. E portanto usando um resultado analogo
we || p2

ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para somas infinitas temos,

QETOO Xo(0) = 0. (3.11)
Provemos agora que
A1(0) = 1. (3.12)

Neste momento usaremos o fato que ¢. > 0. Com efeito, temos de (1.6) que d_g% = ¢/,

¢ autosequéncia de £ com autovalor § = 0. Pelo Corolario 3.1.1, gg’c é autofuncao de Sy

-~ LT p Ay
com autovalor 1. Por outro lado, ¢.(n) = ngoc(n) ¢ uma sequéncia impar que se anula
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somente em n = 0 (pois @.(n) > 0). Sendo v, impar e tal que ¥1(n) = 0 < n = 0 entdo
< 1y, c;?’c >y, 97 0. Desta maneira, ¢, e g;’c nao podem ser autosequencias de Sy para au-
tovalores distintos (pois se caso fossem, terfamos < 1/)1,92’0 >x 9= 0). Logo, ¥y e g;’c Sa0

associados ao mesmo autovalor. Mas ¢/, é associado ao autovalor 1 com 6 = 0 e portanto

259

0.5+

0 1 2 3 4

theta

Figura 3.2: Gréfico das fungdes A\og(f) (em preto) e A;(f) (em cinza).

Tendo provado este fato, como A\g(0) > A1(0) = 1 entdo de (3.10) e (3.11) (veja os gréficos
da figura 3.2) segue que existe um tnico 6y € (0, +00) tal que A\g(6p) = 1. Desta forma, pelo
Corolario 3.1.1, considerando-se k = —6y < 0, temos que £ possui um autovalor negativo o
qual é simples.

Agora, para i > 1 e 6 > 0 temos de (3.10) que

Vamos agora mostrar que 1 nao pode ser autovalor de Sy para todo 6 € (0, +00)\{6o}.
De fato, para 0 < 6 < 6y, suponha por absurdo que exista ¢y € (0,6y) tal que 1 é autovalor
de Sp,. Entdo para algum ig > 1 temos \;, (1) = 1 (note que pela unicidade de 6y ja se tem

Xo(61) # 1). Pela relacao acima tem-se que
)\io(el) < )\1(91) < )\1(0) = 1,

o que nos fornece um absurdo.

Agora, para 0 € (6y,+00) se caso existisse 0y € (6y,+00) tal que 1 é autovalor de Sp,



SECAO 3.2 e Propriedades de Positividade. 56

teremos entao que A;, (f2) = 1 para algum i; > 1 donde, por (3.10)
)\il (92) < /\1(82) < )\1((90) < >\0<90) =1,

o que também é um absurdo.

Logo, obtemos que 1 é autovalor de Sy, 6 > 0 somente para 6 = 0 ou § = 6y e com
isto, segue que 1 nao pode ser autovalor de Sy para todo 6 € (0, 4+00)\{6y}. Provando que
Kk = —bp ¢ o tinico autovalor de £ que é negativo e se obtém (F;).

Para obter (P,) note que o Corolério 3.1.1 relaciona a multiplicidade de 1 com a de 6.
Como A(0) = 1 e Ay é simples segue entdo que § = 0 é autovalor simples para £, o que

prova o Teorema.



CAPITULO 4

Estabilidade de Solucoes Ondas

Viajantes Peridodicas

No presente capitulo, estamos interessados em aplicar a teoria desenvolvida no capitulo 3
para obter a estabilidade de solugoes ondas viajantes periddicas associadas a equagoes KdV,
BO, mKdV, 4-KdV e CNLS em (3.1). Comegaremos com nossa defini¢do de estabilidade.

Definicao 4.0.5. Seja ¢ uma solugcao onda viajante periodica com periodo 2L da equacdo
mg

(1.6) e considere 7.0(x) = p(xz + 1), x € R er € R. Definimos o conjunto Q, C Hpé-, a

orbita gerada por ¢, como sendo,

Q, ={9; g =7, para algum r € R},

mo

e para qualquer n > 0, defina o conjunto U, C Hyd. por

U, = {f; glerngf—gHHmTf < 77}-

pe
ma

Com esta terminologia, dizemos que @ é orbitalmente estdvel em Hp2. pelo fluzo gerado

pela equagao (1.3) se,

m2

(i) existe sy tal que H9, C Hpé e o problema de valor inicial associado a (1.3) ¢ globalmente

bem posto em H.0, (veja Teoremas 2.2.1 e 2.2.2).

(ii) Para cada € > 0, existe um 6 > 0 tal que para cada ug € Us N H., a solugdo de (1.3)

per’

o7
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com u(0, ) = ug(x) satisfaz u(t) € U. para todo t € R.
A prova do sequinte Teorema geral de estabilidade pode ser mostrado usando as técnicas

de Grillakis et al. [27] (veja também [11]).

Teorema 4.0.3. Seja p. uma solu¢io onda viajante periddica de (1.6) e suponha que a

parte (i) da definicio de estabilidade ocorre. Suponha também que o operador L definido

2

ver tal que

anteriormente em (1.7) tem as propriedades (Py) e (Py) em (1.10). Escolha x € L
Lx = ¢, € defina I = (x, QOC)L%E,«- Se I <0, entdo ¢. € estavel.

Observacgao 4.0.3. Se mostrarmos a condi¢ao (Py) em (1.10) temos que x pode ser escolhido

d
como sendo x = —%goc. Desta forma, temos que
d L
I<0 & — 2(z)dx > 0.

4.1 Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para
a Equacao BO

Vamos utilizar os resultados obtidos no capitulo anterior para a prova da estabilidade
de ondas viajantes periddicas ¢, associadas a equacao de Benjamin-Ono dada em (3.1) e

satisfazendo,

1
HOppo — 5903 + cp. = 0. (4.1)

Primeiramente, vamos descobrir uma solugao para a equacgao diferencial (4.1), utilizando-
se para isto o Teorema de Somatério de Poisson (ver Teorema 2.1.2). De fato, considere a
equacao diferencial,
M, +why — 564 =0
que determina a onda viajante solitaria para a equacao BO na reta. A solucao da equacao

vem dada por
47

112 @0

bu()

Sua transformada de Fourier de ¢, é

—~R o
¢ () = dre e,
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—m|n|

Desta forma, pelo Teorema 2.1.2 obtemos, face a paridade da funcao e «z

Yo(z) = — el e L

onde
1, se n=0,
En =
2, se n=1,23, ...
Seja ¢., ¢ > 0 uma solugao da equagao (4.1) de periodo 2L e suficientemente regular. A

funcao ¢. possui expansao em série de Fourier,

+oo ]
INmTIT
QDC(ZL‘): Z ane L,

n=—oo

onde a,, = ¢.(n) é o coeficiente de Fourier associado.

Substituindo a expressao acima na equagao (4.1), chega-se a seguinte relagao

1
{# + c} Ay = 5 Z Ay — 7 Ay -

O Teorema do Somatoério Poisson nos fornece uma idéia para se obter uma expressao para a

27
solucao .. Com isto, consideremos a,, = fe”l”‘, n € Z, v € R. Logo,

o A2

§ Qo Qe = — § e~ Y(Iml+[n—m|)
n—m+=wm L2 .

m=-—00 m=-—00

“+oo
Separadamente, analisemos o termo E e

m=—00

ml+n=ml) " De fato, de acordo com a notacao
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aclma tem-se

“+o00
E e V(Im|+n—m[)  _ e~ e E e~ 4 E et
m=—00 mez mEZ
n>m n<m
m>0 m<O0
_ 6_7‘”||n|
+ Z e—'y(—n—i-?m) + Z e—ﬂ/(n—Qm) )
m<€Z meEZ
m>0 <o
—+00
2¢ Il E e 2k
k=1
Logo,
—+o0 4 o0
— eIl +14+2 20k
Cy—ry o, 57 n e
m=—00 k=1

4
= g e "(|n| + cothy).

Donde se conclui que

2
c+ # = ; 2(|n| + cothry). (4.3)

Escolhemos agora v = lL e consideremos ¢ > % Desta forma, considerando w :=
w
w(c) > 0 de tal modo que tanh(y) = 7, obtemos de (4.2) que 1) = ¢.. Por outro lado,
por [46] temos que

+o0o
( ) 27T —7n|n|  winz
(10C €T f—y e e wL e L
L
n=—oo
27 —mn  NTT

= 7 Zgne wL Cos——, (4.4)

B 2_7r < senh (&) )
L \ cosh ((ﬁ) —cos (2£) |

Logo nosso raciocinio, através do Teorema do Somatério de Poisson produz, segundo

Benjamin [14], a funcao ¢. dada pela relagao (4.4) com ~ satisfazendo tanh(vy) = iL e que
c
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determina uma solugao para a equagao (4.1). Além disso, como

A imx senh(\)
Re |coth [ 2 + 22 )| =
¢ [co (2 + 2L )} cosh()) — cos (2£)

vV A > 0, entao ¢. dada acima pode ser reescrita como
_W$>]
i— |-
2L

2w ¥
()= TR [ th (-
() 7 Re |coth (5 +
Notemos que ¢, é claramente positiva, posto que v > 0 e cosh(y) > 1.

— o o

| | /31 | | | |
‘x I i I f | I |

2 | || ‘

\_/

|

\ / \
\ / \
\ / \ /
A ) 1
\,,,/ \ .
ED

-5

\ /
\ /
NS

10

Figura 4.1: Grafico da funcao ¢, em (4.4) Figura 4.2: Grafico da fungao ¢, em (4.4)

com periodo fixado L =m e c = 2. com periodo fixado L =7 e c = 6.

Agora, como 7 := y(c) = tanh ™ (%) ¢ uma funcao diferenciavel para ¢ > %, temos que
c

e H

per

c —, 00 ) —
7’ ¥

d
Teorema 4.0.3, como sendo y = —d—goc, tal que Lx = @.. Logo, a quantidade I = (x, SOC)LZ%ET
c

determina uma curva regular e portanto podemos escolher x, no

torna-se,

1d
_5%”"00”%%”'

(4.6)
Estabeleceremos agora o nosso Teorema de estabilidade para a equagao de Benjamin-Ono.

Teorema 4.1.1. Seja ¢ € (%,—i—oo). Entao a onda viajante periddica ¢, dada em (4.4)

1
tal que tanh(y) iL com y = lL ¢ estavel em Hpr([—L, L]) pelo fluxo da equagio de
c w

Benjamin-Ono.

Demonstracao: A condicao () em (1.10) foi verificada acima. Vamos entdo mostrar

que I < 0. De fato, recordemos que a expansao em série de Fourier de ¢, é,
“+oo

2m —ln
@c(l‘):f Z e " Ie

n=—oo

TINT

L

(4.7)
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Logo, de (4.6), (4.7) e o Teorema de Parseval, obtemos

1d 1d
I = ———( 2 >:——— 5.01%) - 2L
s (e, ) = 3 5 (1812)
1d (41 & 9
S —27In[ ) .97,
e <L2 2 ) (4.
= — A’ ! i In|e=2"} . 2L < 0
L3\ 11— (%)2 e .
Resta provar apenas que (P;) e (P) em (1.10) ocorrem para o operador L. De fato,
temos que
2
Buln) = Fe M,

Assim, como a funcio f(r) = el 5 > 0 estd na classe PF(2) no caso continuo temos que

P, esta na classe PF(2) discreto. Provando a estabilidade de ¢, pelo fluxo da BO.

4.1.1 Estabilidade de Solugoes Constantes para a BO

A seguir, iremos mostrar que as solucoes constantes ¢, = 2c¢ resultam ser estaveis para a

BO desde que ¢ < %

Novamente, é considerada a equacao,

1
Heg, + cpe = 592 = 0. (4.9)

Porém, estudaremos o comportamento da estabilidade de solucoes constantes nao tri-
viais para a equacao (4.9) usando a teoria de Grillakis&Shatah&Strauss [27] e a teoria de
Benjamin-Bona [16]-[17] esta tltima como uma ilustra¢do. Desta maneira, se ¢.(z) = 7 =
constante temos de (4.9)

7% = 2cT.

Logo, 1y = 2c e ¢pg = 0 sao solugoes constantes para (4.9). Neste contexto, analisaremos
apenas o caso g = 2¢ # 0.

A préxima Proposi¢ao resume nossos resultados,
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Proposicao 4.1.1. Sejam L > 0 e ¢ > 0 dados. Considere g = 2¢ a solucdo constante
1
nao nula da equagao (4.9). Entao vy € estdavel em Hper([—L, L)) pelo fluzo da BO desde que
T
< —.
‘I
Primeira demonstracao: Provemos que vy = 2c¢ é orbitalmente estavel para ¢ <
% utilizando a teoria de Grillakis&Shatah&Strauss [27]. Consideremos Ly : D(Ly) —
L%, ([-L, L)) definido por

per

[,0 :H(?I — C,

onde D(Ly) = H),.([~L, L]). Mostraremos que Ly tem um tnico autovalor negativo o qual
0
¢é simples desde que ¢ < 7 e que o resto do espectro é constituido por um conjunto discreto

de autovalores positivos. De fato, sejam A € R e f € D(Ly) tais que Lof = Af. Entao,

HO.f —cf =Af
(4.10)
f(=L) = f(L), f'(=L) = f'(L),
ou ainda,
Ha:vf - Vf
(4.11)
f(=L) = f(L), f'(=L) = f'(L),
onde v = A +c.

anx
Neste momento, calcularemos a transformada de Hilbert periddica da funcao cos <T>’

com a > 0 para falarmos a respeito das autofungoes associadas a (4.11). Temos,

1 (cos (%)) ) = g [ o (2o (T2 )

1 <a7rx> /L . (71'2) <7rz>d
= —sen|——)v. co — Jsen (— ) dz.
2L VAR A b)) L

1 (aﬁm) /L ‘ <7rz> <7Tz> <7rz>d
= —sen|——)v. co — ) sen | — ) cos [ — .
7 AR RO Al Y5 on)
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Logo,
am 1 amx booyymz
H (COS (T)) (x) = Tsen <T> /Lcos (ﬁ) dz
1 anxr L 4
= e (‘7) [, (tres ()
Com isto,
(oo (4)) () = vn (55 + gen (457) [ e ()
- € g n _— - n - = z
I L 2L L/ ). L
w (amv)
— n{— .
L
De maneira analoga ao feito acima, prova-se que H (sen (%)) (z) = —cos <?)’

a > 0. Logo, as autofungoes associados ao problema (4.11) sdo f, () = sen (Wm:) .

L
fi(z) = COS( ), n € Z*, onde Z* = {n € Z; n # 0}, com autovalor (obtido via

m|n|

transformada de Fourier) v,, = I n € Z*. Notemos que zero é autovalor com autofuncao

|n|ma

m|n
f = 1. Desta maneira obtemos que A\, = % —c paran € Z. Com isto \y = —c é o
primeiro autovalor o qual é negativo e simples com autofuncao associada fy = 1. Agora, as
n|m-
autofuncoes associados aos autovalores duplos (\,)nez+ sdo dadas por (sen (%))
nezZ*

L
autovalor negativo (ou seja todos os demais \,’s sao positivos). Além disso, zero nao estd

n|m- ~ 7T , ..
e <cos (L>) . Notemos também pela restricao ¢ < 7 obtemos que Ay é o Unico
nez*
no espectro de L.

~ , 7T .
Observacao 4.1.1. Convém notar que o caso ¢ = 7 nos fornece que zero seria um autova-

lor duplo e portanto ndo poderiamos aplicar a teoria de Grillakis& Shatah& Strauss [27]-[28].

Vamos entao, para concluirmos a prova da estabilidade, verificar o sinal de d”(c) =
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o (1wl )- De tato

d (" d
d'(¢c) = — | 4c*dr =8L—c?
() i/, c“dr =8 7C
= 16Lc > 0.

Segunda demonstracao: Agora provaremos a estabilidade das solucoes constantes
nao nulas, utilizando a teoria de Benjamin-Bona [16]-[17]. Consideremos os funcionais & :
1 1
Hpr([-L, L)) - Re F: Hpr([—L, L]) — R, 0s quais sao continuos e definidos por

E(u) = %/LL [(Déu)z - %uiﬂ] dz,

1
Como Hper — LI, para todo ¢ > 2, temos que £ e F estao bem definidos. Provaremos
T 1 1
novamente que se ¢ < T entao vy ¢ orbitalmente estavel em Hpe,. Seja h = u — Yy € Hper

e assuma F (1)) = F(ug), onde uy é o dado inicial associado ao PVI periddico,

Uy + utty — Hug, =0, t >0,

u(z,0) = up(x).

Como F ¢ invariante, temos

L

0 = Flu) — Fluo) = Flu) — Flt) = % / 2uoh+ e (4.12)

Assim, ao calcularmos AE := E(u) — E(1)y), obteremos de (4.12) a seguinte relagao

1 [t ) I
AE =~ | (hHhy — ch®)dx — ~ h3dz. (4.13)
2 _L 6 —L
Definamos agora,
1 [F —
ht=h— — hdx = h —h :=h — hll.

oL |,
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L

Notemos que / htdz = 0. Este fato serd til para obtermos uma desigualdade tipo
-L
Poincaré-Wintinger a saber

L o L
/ htHhidr > = / (ht)*dx. (4.14)
_L L) ;
Formalizaremos isto em forma de um lema,

1 _ 1 (L
Lema 4.1.1. Seja f € Hpr tal que [ := —/ f(x)dx =0, entdo a desigualdade (4.14) ¢
L

2L
satisfeita para a f.

Demonstragao: De fato, primeiramente, consideremos f € P. Desta forma, f tem

expansao em série de Fourier de f dada por

oo
INTT 'm,7r:l:
= E an€ L E f )

onde QL/ f(x)e” “£* dx, com f(O) = (0. Desta maneira,
HO,.f(x) = il f: an|nle" "
L n=-—00

Pela igualdade de Parseval obtemos,

/ fHO, fdx = 2L Z —a2|n| —ZLZ 21,

n=-—00 n;éO

/ f2dr = 2L Z 2=2L) al.

n=—oc0 n#0
Logo,
/ fHO.fdr =213 ko] > 7 / Pz
n#0
Usando argumentos de densidade (velr I6rio&Iério [31]), podemos mostrar que a desigual-

dade acima também ocorre para f € Hg,. Provando o lema.
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De posse disto, podemos concluir
L L
< Loh* bt >= / (W Hhy — c(h)?] do > <_ — c) / (h*)2dz,
_L L _L

s s
onde a hipdtese ¢ < T implica em B; = T ¢ > 0. E desta forma

< Loh*, bt >> Bi||h*|[7s, - (4.15)
Notando-se agora que
B 1 [L_ 1 (L
h = ﬁ ., hdx = ﬁ hd$,
obtemos por (4.12),
— 1
h 4.1
—5rlIhlE, - (4.16)

Assim, pela igualdade (4.16)

L L L
/ thx:/ (h)2dx + 207 :/ (h)2dx + 2. (4.17)
-L L _L 32¢ 2L

Seja b € R, entdo por (4.15) e (4.16)

DI, + bk, < 1D2hI[Z,, + 200" Iz, + 201[AI1Zs,,

1 2b
< IDHRIR, + 5 < Lo et > bl

= ||D2h|}s + Bz < Lob*, bt > +be|R]l}s

L
— ID¥hIg, + bl + Ba [ K
i L

+ BQ/_ (c — o) (h — F)2da

L

Desta maneira,

L
I|D2h|3. +0bl|h||3. < ||D2h|32 +b||h||1s Bz/ htHh:dx
per per per per _L

L - =2
+ Bg/ (c —bo)[h* — 2hh + h']dz,

—L
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Assim,
1 1
||D2h||%gm + b||h||%g” < ||D2h||2Lgm + bc||h||igw + By < Lh,h >
2B, B L
T T
L
< (14 By) < Lo h > —/ (c — wo)h2dz
-
+ BillhlRy + Bty +bllbllLs -
Portanto,
(1+ Ba) < Loh,h > = [[D2h|; + (b= lle = vollug, IRl
— Byllhl, — Bsllhllls,
Escolhendo b > 0 de modo que b = ||c — ty|[zee, + 1 obtemos face a imersao Hper — Li,,

para q > 2, a seguinte desigualdade,

< Loh,h >> BaHhHiI% - B7||hH;% = Bsllnl* ,

per per per
onde By, By e By sao constantes positivas.
Definimos agora,
f(t) = Bgt® — Byt — Bgt*.

Temos que f(0) =0, f/(0) =0e f’(0) = 2Bg > 0, donde t = 0 é um minimo local para f e

f € convexa numa vizinhanga de t = 0. Além disso,

di(u(-,1), %o) = inf [Ju(. 1) = do( +)ll g =1kl 5, V¢ =0,

Logo,
28 = £ (11l ) = (a0 ), e 2o

E desta forma, 1)y é orbitalmente estavel.
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~ ™ .. .
Observacgoes: Notemos que se ¢ > 78 segunda variacao de £ pode ser negativa. Com
. . T
efeito, considerando hy = cos (f)’ temos que

1 17 L
2 — — = — | = — 2
) g(ho) = 5 < ﬁgho,ho > 5 |:L C:| /;L hodl'

s . .
Quanto ao caso ¢ = — temos o mesmo cenario da parte I pois neste caso

kerﬁo = span {sen (%) , COS (%)}

¢ de dimensao dois. Conclusao: Nao podemos concluir se as solucoes sao estaveis neste caso.

4.2 Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para
a Equacao mKdV

4.2.1 Solucgoes Ondas Viajantes Periddicas e Existéncia de Curva

Suave

Nesta secao, iremos aplicar os resultados obtidos no capitulo 3 para a equacao periddica
mKdV de periodo L,
g + 3utuy + Uy = 0. (4.18)
As equagoes que determinam as ondas viajantes periddicas associadas a equacao (4.18)
sao,

p" + @) — cpe = Ag,, (4.19)
onde A, ¢ uma constante de integracao a qual serd assumida identicamente nula. Obte-
remos uma solucao explicita para a equagao (4.19) utilizando-se do Teorema do Somatdrio
de Poisson (ver Teorema 2.1.2) e considerando-se a fungdo que determina a solugao onda

viajante solitaria da mKdV
b, (z) = V2wsech(ywz), Vw>0ex € R,

cuja transformada de Fourier é

R (x) = v/2msech (2%) |
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Pelo Teorema 2.1.2,

bo(z) = \/_”ansech( \/_L) (@) (4.20)

1, n=0
En =
2, n=123.

e w > 0 é um valor & ser escolhido mais adiante.

onde

Consideremos agora, a expansao em série de Fourier da funcao eliptica dn (ver Apéndice)
de periodo L (veja [46]) dada por,

2K 2K¢ B 4 X q" 2nmé
Tdn(L ) I le (T>

onde K = K (k) denota a integral eliptica completa de primeiro tipo e ¢ = e<_ K >, é o
chamado "nome”. Aqui, K (k') = K(v/1 — k?). Podemos concluir que

Portanto,

%dn(ﬂf) T _Z ("WK/>COS(2”L"§). (4.21)

Pela forma da 1, consideremos ¢.(x) = ndn (%, k), comn >0ek e (0,1) fixado,

uma solugao periddica de periodo L > 0 para a equagao (4.19). Entao, usando as relagoes

fundamentais para fungoes elipticas (ver Apéndice) obtemos, para k' = v/1 — k2,

_ 2V2K(k)

. (4.22)

- %(1 1KY e

At 2
Logo, para k € (0,1), temos que n € (y/c,V2c) com ¢ > —— 7z . Assim, dado k € (0,1)
2

arbitrario mas fixado de tal forma que o valor de ¢ > seja dado por (4.22), podemos

72
escolher w > 0 arbitrario, w = w(c) > 0 tal que

C

YT 1602 - B)K?
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Consequentemente, obtemos de (4.20) e (4.21) que 1, = ¢. € uma solucao para (4.19).

Notemos que se considerarmos ¢.(£) = ndn (\77/—%, k:) sem um periodo fixado, temos da

primeira igualdade em (4.22) que 1 € (y/¢,v2c) e que o perfodo fundamental de ¢, vem

dado em funcgao de 1 como sendo

7. = 200 e 2ECL)

onde k? :2—2—5.
n

2
Por outro lado, se n — /¢, entdo k — 0 donde T, (1) — % E se n — v/2¢, entdo
c

k — 17 e portanto T, (n) — +oo. Agora, sendo n — T, (n) uma funcdo estritamente

crescente (provaremos este fato no préoximo Teorema), tem-se

Ty (n) > \f/ig-

A funcao 9, = ¢, obtida anteriormente, isto ¢,

(4.23)

@e(§) = ndn (%E; k) : (4.24)

¢ uma funcao positiva e fora determinada através da periodizacao da solugao onda viajante

Figura 4.3: Grafico da funcao ¢. em Figura 4.4: Grafico da fungao ¢. em
(4.24) com periodo fixado L = 1 e (4.24) com periodo fixado L = 1 e
modulo k& = 0.5. moédulo £ = 0.9999999999.

solitdria associada a (4.18). E natural perguntarmos se podemos obter novamente esta onda
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solitdria. Tal fato pode ser determinado por (4.24), pois se n — v/2¢ entdo k — 1~ e como

dn(u,17) = sech(u) temos que
©.(€) = V2c sech(v/c €), E€Rec> 0.

O outro caso limite, ou seja, quando n — /¢ temos k — 07 e como dn(u,0%) = 1 tem-se
a solugao constante (&) = /c.
Agora, contruiremos para um periodo fixado L > 0, uma curva regular de solugoes ondas

dnoidal para a equacao (4.19). Comecaremos por mostrar a existéncia de uma familia de

™2

ondas dnoidal com um periodo fixado. De fato, seja L > 0 e ¢ > 0 tal que v/c > 5
Vimos pela andlise feita anteriormente que a fungio n € (v/¢, v2¢) +— T,.(n) é estritamente
crescente e portanto existe um tnico n = n(c) € (v/¢,v/2¢) tal que o perfodo fundamental
da onda dnoidal ¢, sera Ty, (n(c)) = L. Assim, temos o seguinte Teorema,

2
s
Teorema 4.2.1. Seja L > 0 arbitrdrio mas fixrado. Considere cq > 77 ¢ unico ng = n(co) €

(v/c0, V2¢0) tal que T, = L, entdo.
(1) Eziste um intervalo I(cy) ao redor de co, um intervalo B(ng) ao redor de ng e uma tunica
fungao reqular A : I(co) — B(no) tal que A(co) =no €
2(1+ k?)
Ve
onde ¢ € I(cp), n=A(c) € B(no) e k* = k*(c) € (0,1) € dada por

K(k) =L,

2 _
k _2_?'

(2) A solug¢io onda dnoidal dada por (4.24), pc(+;n), determinada por n = n(c) tem periodo
fundamental L > 0 e satisfaz (4.19). Ademais, a aplica¢ao

¢ € I(co) — e € Hpep([0, L), para todon € N,

¢ uma funcao reqular.

2 2
(3) I(co) pode ser escolhido como T = (%, —I—oo>,

Demonstragao: A prova é baseada nas idéias do Teorema 2.1 em Angulo [7]. Tal fato

consiste em usarmos o Teorema da Funcao Implicita. Com efeito, consideremos o seguinte
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conjunto,

Q:{(n,)eR2 c>2L—2,n€(\/_\/_)}

e defina ¥ : Q — R dada por,

w(y,e) = 2EH.0) “jg’@)m.

2

Notemos que W¥(ny, co) = L e provaremos que ¥, (n,c) > 0 para todo ¢ > 7z

De fato, )
2 dk (dK(k

U, (n,c) = mdﬁ ( dk
dK(z) FE(x)—(1—2*)K(z) dk  2c

= — >0,
dx z(1 —x?) © dn kn? eImos

2 dk 2 12y 1271 1.2
Uli0) = e g = (1= K2 =) — (1 = ) K}

(2 — k?) — kK(k)) :

Como

= 2 dk 0 oo g2
B \/6(1 + k/2)%k/2k dn (2 k )E 2(1 k )K}
Definamos agora 3> = 1 — k* e a fungo f(8) = (1+ %) E(y/1— 37) — 262K (/1 - B?).

Notemos que f(1) = 0 e mostraremos que f é uma fungao estritamente decrescente. De fato,

como

temos que
f(B)<0e (1-)E(W1-07) <1+ )K(1-05).

Como, F < K segue entao que f'(5) < 0 e portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita

segue a existéncia de uma tnica funcdo regular A, definida em uma vizinhanga I(cq) de ¢y,

de tal forma que W(A(c),c) = L para todo ¢ € I(cy). Pela arbitrariedade de ¢y no intervalo
272

7= 72 —, 400 |, segue da unicidade de A, que nés podemos estender I(cq) ao intervalo Z.

O que completa a demonstracao do Teorema.

O

Corolario 4.2.1. Considere a aplicacao A : I(co) — B(no) determinada pelo Teorema 4.2.1.

Entao, A é uma funcgao estritamente crescente em 1(cp).
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Demonstragao: Pelo Teorema 4.2.1, temos que W(A(c),¢) = L para todo ¢ € I(cp).

Novamente, pelo Teorema da Funcao Implicita, tem-se

d o
on

Calcularemos ¥.(n, c). De fato, como dk = — L , temos
dc kn?

2/c (dK dk
V2 — 12 \ dk de

1

Ue(n,c) = dk ) KM}

—(2—k?) — k:ch NG

|

el i) 252)
(e
|

1 E - kK K V2 — k2
= = )2+ K
c 92— ]{Z k2k/2 \/E
1 KvV2—k?
= = (—2-K)E+2(1-Fk)K) —
c \/Wn%?w Ve
- : : dA(c)
Pela mesma analise feita no Teorema anterior, obtemos que ¥, < 0 e portanto . >0, 0
que prova o corolario.
O
I . L. 272
Corolario 4.2.2. Consideremos a aplicacdo w : T 400 | — R, dada por
W= < (4.25)

16(2 — k) K2(k)’

d
onde K'(k) = K(V1 — k?), determinada pela solug@o v,y = ¢, de (4.19), entdo d_w > 0.
c

Demonstragao: Com efeito, temos apés derivarmos a expressao (4.25) com respeito a
¢ que,
dw 16(2 — k?) K™ + 32¢% (2K"4 _ |2 |/ di | K7?2)
dc 256(2 — k2)2K"?

16(2 — k?) K™ + 32¢% [(2 — k) K4 — | K]
256(2 — k2)2K"2 '
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Como

dK' (B - KK’
dk Kk’

) , obtemos

dw  16(2 — K)K™ + 32c25 9% [(2 — k) E' — K2 K]

de 256(2 — k2)2 K"

Para provarmos o desejado, basta mostrarmos que — > 0 uma vez que E' > K’ implica em
c
(2—-k)E - KK =(1+K)E —(1-k?*)K' > 0.

Desta forma, sendo

d
precisamos analisar o sinal da quantidade QCd—n — n para podermos concluir o desejado.
c

d
Porém faz necessario calcularmos explicitamente o valor de d_n De fato, pelo Corolario 4.2.1
c

vimos que

dn e

— =g

de 8—‘717’
Como ) 0

_ v o g2y 12
Uol0) = e gy (2 KB 20— IK)

e

1 2/c ) ) K2 —k?
W.(n,c) = - { Ny RTETY (—2-K)E+2(1-k)K) — T} :

Obtemos apo6s uma algebra

@ B E k2k12n3<2 _ ]{]2)[(
de 2 \/A((2-K)E—2(1 - k)K)
A>0

d
Logo 20d—?7 —1n = 2cA e portanto como g(k) = (2 — k*)E — 2(1 — k*)K é uma funcao
c
positiva para k € (0,1) (para verificar este fato, basta proceder como na prova do Teorema

4.2.1) temos provado entdo que T > (. Provando o Corolario.
c

4.2.2 Prova da Estabilidade

Temos o seguinte Teorema de estabilidade para a mKdV.
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2

EN
estdavel em H ([0, L]) pelo fluzo da equagdo modificada Korteweg-de Vries.

per

Teorema 4.2.2. Seja ¢ € +00 ). Entao a solugao p. dada pelo Teorema 4.2.1 é

Demonstragao: Vamos provar primeiramente que (P;) e (P,) presentes em (1.10) ocor-

rem para o operador L£. De fato, notemos pelo Teorema do Somatério de Poisson (ver

o \/§7r
Oe(n) = sech <2L\/_>

estd na classe PF(2) discreto, uma vez que a funcao f(x) = usech(vx), estd na classe PF(2)

Teorema 2.1.2) que

n € 7,

caso continuo (usando o lema 3.2.1), com v, pu > 0 e portanto, a sequéncia {p(n)}nez esta
em PF(2) discreto. Desta forma, concluimos pelo Teorema 3.2.1 que K = g/pé € PF(2)
discreto.
Agora provaremos que (P3;) em (1.10) ocorre. Com efeito, como a aplica¢do ¢ — ¢, €
per

d
H" ([0, L]) é suave pelo Teorema 4.2.1, podemos escolher x = e tal que Lx = ¢, no
c

Teorema 4.0.3 e portanto por Parseval,

1d Ld .
1= == (leclis, ) = =5 (18:l%)

Logo,
2 R ™m
~ 112 2
ell7e = 2— sech” | —— | .
B0 =25 3 ( MC)L)
Com isto,

“+o00
7T3

i||A||2 = 2 " ceeh? [ — ) teh | — duw
de'ele Lgn__oo2\/ 3L 2\/w(c)L & 2\/w(c)L | dc

do & ™
= (C|— sech? [ ———— | nteh
e 2 (2 SoL ) : (w L)

Como a sequéncia (n tgh < é positiva temos do Corolario 4.2.2 que,

2\/w(c)L>>n€Z

d .,
SNl > 0.

Provando que ¢, é estavel pelo fluxo da mKdV.
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4.3 Estabilidade de Ondas Viajantes Peridédicas para
a Equacao KdV

Neste instante, iremos aplicar os resultados obtidos no capitulo anterior para a prova da
estabilidade de solucoes ondas viajantes periddicas ¢. de tipo cnoidal associadas a equagao

1
e+ e = cpe = 0. (4.26)
Vamos obter a solugao explicita de (4.26) considerando a fungao que determina a solugao

onda viajante solitaria da KdV, a saber,
gu(z) = 3wsech? (@) :

cuja transformada de Fourier é
R 127z

9 (z) =
g senh (\T;—%)

Pelo Teorema do Somatério de Poisson (ver Teorema 2.1.2), obtemos a seguinte funcao

periodica de periodo L,

Yu(§) = 127T Z ncosech< L) e

B 12\/— 247 choseCh(\/—L) (@)

Como a velocidade da solucao onda viajante solitaria da equagao KdV é um valor arbitrario

K(k
w > 0, podemos escolher w := w(k) tal que \J/w(k) = K(IE:’))L’ onde k € (0,1), k% =1— k%

(4.27)

Logo,

Vo) (§) = 12\/_ Lam chosech ( WS ) e, (4.28)

n#0
Agora, consideremos a expansio em série de Fourier da funcio dn® com peridodo L (veja
detalhes em [46]), isto é,

2K¢ E < nq" 2mné
2 2 _ _— — =
K [dn < 7 ,k:) } 2T nEZI =g cos < 7 ,
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Figura 4.5: Gréafico da fungao w(k) com periodo fixo L = 1.

_ K’
onde g = ¢ ( K ) ¢ o "nome”. Podemos concluir ainda que,

" 1 b nr K’
T 5 cosec )

Desta forma, obtemos de (4.28) que,

_ 12\/;% . 48;2@ {dDQ (%k) _ E} 7 (4.29)

Yo(ry () 7

para k € (0, 1) fixado.

Agora, por causa da igualdade (4.29), consideremos uma solug¢ao onda viajante periddica
E
de perfodo L, ¢. da equagao (4.26) da forma ¢.({) = a+b (an(df; k) — ?> Entao, o

seguinte sistema nao-linear é obtido,

R — 2 f—
5 6d°b =0

E
4bd*(1 + k) + ab — 62? —cb=0

2 wE V¥ [(E\? E
%—%W(?) —ac—ch = 20k = 0
\

2K (k
Desta maneira, como ¢, ¢ peridédica de periodo L, segue que d = # Assim, da primeira

48K

equacao do sistema acima obtemos que b = 7 Substituindo estes valores na segunda
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equagao obtemos,
16K 9
=7 [(1+K?)K — 3E] +a. (4.30)

[\ J/

e
1%

C

Podemos observar que v dado acima tem a mesma forma da velocidade da onda quando
estamos considerando ondas cnoidal para a equagao KdV com média zero (veja [10]), isto é,

solugoes da equacao diferencial

, 1
8+ 50—, = Ao, (431)

L
onde Ay # 0 e / $,(€)d¢ = 0. Uma solucdo da equacao (4.31) foi encontrada por
0

Angulo&Bona&Scialom em [10] na forma

48 K*? 2K E
0,0 = 5 (e (PFek) - ).

Mas neste caso o valor do médulo k pertence ao intervalo (k1,1) onde k; pode ser de-

terminado, utilizando-se o programa Maple, como sendo k; ~ 0,9803823108. Para maiores
detalhes sobre este fato, veja [10].

Podemos ver de forma clara que se ¢, ¢ uma solugao com média zero, entao ¢, = ¢, +a é
uma solugao da equagao (4.26) desde que ¢ = a+~y = \/m . Desta analise heuristica,
obtemos uma relagao entre a velocidade da onda associada com a solucao de média zero e
nossa solugao positiva .. Da terceira equagao do sistema e o valor de ¢ dado por (4.30)

obtém-se a equacao quadratica em termos de a,

32K

(1+ K?*)1536 K3E  768K*k"*  2304K*E?
I + + =

2
a® + I T =0, (432)

[(1+k*)K —3E]a—

cuja solucao positiva é

16K 16 K2
a=-—7 [(1+K*)K —3E] + T3 V1 — k2 + k2

Entao, o valor de ¢ é

16 K2
c= 72 V1—k2+ KA.

Graficamente,



SEQAO 4.3 ¢ Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para a Equagao KdV 80

350
300

50

Figura 4.6: Grafico de ¢ com periodo fixo L = 1.

2

4
Portanto, para k € (0,1) temos que ¢ € (%, —|—oo>. Com isto, usando a identidade

k*sn?u + dn’u = 1 (ver Apéndice), podemos reescrever a expressao de ¢. de uma maneira
mais conveniente por,

16 K> 48 K2 k2 2K
- k24 A _ 972 2 _
©e(€) 72 [ 1 -k + k41 21{:}4— 72 on (Lﬁ,k).

Podemos ver que esta solugao positiva é a mesma que fora obtida por Angulo [9] e pode ser

reescrita como sendo,

(&) = B2+ (B3 — Pa)en’? ( i 1_2ﬁ 3 k) , (4.33)

onde

16K
By = 6LQ [\/1—k2+k’4+1—2k2],

16 )
By == [VIZ R TR+ 1412,

e 3 € tal que,
48K?

B3 — b1 = 72

Fazendo uma analise similar do que fora feito no caso da equacao mKdV, podemos obter

uma curva regular de ondas cnoidal positivas com a forma (4.33),

A n
cE F7+OO '_)QDCGHpe'r([O?L])?

tal que k := k(c) é uma fungao estritamente crescente (veja [9]). Além disso, podemos
2

4
determinar que para k € (0, 1) existe um tnico ¢ € (%, —l—oo) tal que k(c) = k (veja o
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Figura 4.7: Grafico da funcao ¢. em
1le

(4.33) com periodo fixado L
moédulo k£ = 0.5.

Figura 4.8: Grafico da fungao ¢. em
(4.33) com periodo fixado L 1e
moédulo £ = 0.9999.

grafico da figura 4.6). Portanto, a fungao w(k) definida acima pode ser expressada como uma

funcao de ¢, w = w(k(c)) e tal é estritamente crescente (veremos isto mais adiante). Entao,

4 472
w(k(c)) € (0,400) quando ¢ € (i +oo). Portanto obtemos que ¢ € (i +oo) —

L?’
([0, L]) é uma curva suave.

Vo) € H),

L2’

Assim temos o seguinte Teorema de estabilidade associadas a equagao KdV.

2

Teorema 4.3.1. Seja ¢ € %,

-

. Entdo a onda viajante p. em (4.33), solugdo da

equagdo (4.26), € estdvel pelo fluzo da KdV.

Demonstragao: Primeiramente para relacionar ¥ k(c)) € ¢, observemos que,

zbw(k(c)) — Pec =

onde para k = k(c),

16K?

o=

Entao, considerando-se s(k(c))

12y/w(k(c))

" a(k(o),

FE
V1I—k24+kt—24+ Kk +3=1.

K

124 /w(k(c))

7 , podemos escrever

s(k(c)) + Yu(r(e)) (§)-
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Portanto, obtemos imediatamente que o coeficiente de Fourier de ¢, é,

900(71) =

12
7Tncosech ( n#0, neZ.

L)
Observacao 4.3.1. Apds alguns cdlculos, podemos obter que s(k) € uma funcao positiva
definida em (0,1). Fazendo uso do programa Maple, podemos determinar que s(k) ndo tem
nenhuma raiz nos extremos do intervalo (0,1). Pode-se determinar também que a funcgdo

a(k) € uma fungdo positiva e estritamente crescente (veja figura 4.9 a sequir).

350

300
250 ‘
2004 |
1504

/
/
100 | /

50

Figura 4.9: Gréfico da fungao a(k) com periodo fixo L = 1.
Agora, como s(k) > 0 e a fun¢ao f : R — R definida por

flz) = f—jmcosech (\;;L> (4.34)

pertence a PF(2) no caso continuo (veja Lema 3.2.1). Entao ¢, pertence a PF(2) no caso

discreto. De fato, como

podemos assim redefinir a funcao f dada acima, por uma funcao h : R — R, para que
tenhamos uma fungao diferenciavel da seguinte forma. Para cada k € (0, 1) fixado, considere
h(0) = a(k), h(x) = f(x) sobre (—oo, —1] U [1,+00) e sobre o intervalo (—1,1) podemos

”completar” f em uma maneira diferencidvel, de tal modo que h pertenca a PF(2) no caso
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continuo. Portanto, a sequéncia que fora obtida com base em h (se olharmos somente no
conjunto dos nimeros inteiros), h(n) = @.(n) para todo n € Z, estard na classe PF(2)
discreto donde as propriedades (P;) e (P,) em (1.10) s@o satisfeitas.

Provaremos agora (P3;). De fato, como no Teorema 4.0.3, seja yx = ——¢. tal que

dc
Lx = .. Pelo Teorema de Parseval, segue que,

Ld
I=—=—(||g.|%) .
- (I2.1%)

Portanto,

d . . da dk

— 5. = Chal(k)—=2

Toll@elle 1a(k) -+

Cy  dwdk <X
+ 2 AR Z n3cosech? T coth ™ ,
SO dl de 2= Ly/a(h) Ly/a®)
n#0 N\ ~ J/
bn
onde C := Cy(L), Cy := Cy(L) > 0. Neste instante, precisamos mostrar somente que as
quantidades i e % sao positivas visto que k := k(c) é uma fungao estritamente crescente
K?(k
e (bp)nez é obviamente uma sequéncia positiva. De fato, como w(k) = W(’))L? entao,
dK dK’
d_w:2K(%K/_de)
dk KBL? ’

dK dK’ d.

e sendo Tk > 0e i < 0 obtemos d—: > (. Fazendo-se uso de um argumento similar

a
tem-se também que 7 > 0 e portanto, I < 0. Logo, as ondas cnoidal positivas . em (4.33)

sao estaveis pelo fluxo da KdV. Isto mostra o Teorema.
O

Para completar o estudo da estabilidade da equagao KdV, faremos um breve comentério
a respeito da outra raiz que se pode obter através da equagao quadratica (4.32). Com efeito,

temos que o valor

16K 16 K2
o=-— [(1+K?)K —3E] — T3 V1— k24 k4,

é outra raiz desta equacao porém tal é negativa. Logo, o valor de c seria

16K S
c=— 72 v1-—k*+k*<0.
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Assim a solugao neste caso tornaria-se

16K? 48 K2 k? 2K
¢c(§) = (22 [—Vl—k‘2~|—/€4+1—2k‘2}+ 8L2k cn’? (Tf;k‘).

Porém, podemos determinar que esta solucao tem partes negativas e positivas no intervalo
[0, L], ou seja, ¢. nao é uma solucao positiva. Tendo este fato, a teoria desenvolvida anteri-
ormente nao pode ser aplicada (veja capitulo 7 mais adiante para uma explicagao para este
fato). Ademais, ¢.(0) = b(k) < 0, onde

16 K2 E
b(k) = 6L2 VIR AR -2+ R 3|

Com isto (ggc(n))nez nao estd em PF(2) discreto. Ou seja, nao podemos aplicar a nossa

teoria para saber se esta solucao é estavel.

4.3.1 Estabilidade de Solucoes Constantes

A estabilidade de solugoes constantes foi estudada em [10] e [15]. Neste caso, tem-se que

¢o = 2c¢ ¢ uma solucao constante nao trivial para a equacao KdV que é orbitalmente estével
2

AT
em H},([0,L]) desde que ¢ < Iz A prova da estabilidade de solugoes constantes pode
ser feita fazendo-se o uso da desigualdade de Poincaré-Wirtinger e utilizando um raciocinio

similar ao que fora feito na Subsecao 3.1.1 para a equacao BO, a saber para [ € H;er( 0, L])

L
tal que / f(z)dz =0 entdo
0

[ e (2%) [ P
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4.4 Propriedades de Estabilidade de Ondas Viajantes
Periédicas para 4-KdV e CNLS

4.4.1 Estabilidade de Ondas Viajantes Periddicas para a
Equacao 4-KdV

No que segue é considerada a equacao de Korteweg-de Vries generalizada de quarta ordem

periddica de periodo L > 0 dada por,
g + Sutuy + Uppr = 0. (4.35)

Consideremos uma solugao do tipo u(zx,t) = ¢.(xz —ct), isto é, uma solu¢ao onda viajante
periédica. Substituindo esta forma na equacao (4.35) obtemos, apés integrarmos uma vez,

a seguinte EDO,

—cpe + > 4+ @l = 0. (4.36)

Antes de estudar a estabilidade de ¢, pelo fluxo da 4-KdV, iremos fazer um breve co-
mentdrio sobre o blow-up em H'(R) das solugdes associadas a equagao da 4-KdV na reta R e
a questao da instabilidade de solugoes ondas viajantes solitarias da mesma, a saber, solucoes

associadas a seguinte equacao,

¢l — wo, + ¢, = 0. (4.37)

Merle em [39] provou que existe 0 < 7' < oo de modo que a solugao v do PVI

U+ 50, + Vppe =0,  (t,z) em Ry xR
(4.38)
v(0) = vy,

para vy € H'(R) (e satisfazendo as condi¢ées do Teorema abaixo) ¢ tal que [[v(t)|] g1 ®) —
+00 quando t — T'. Em seu trabalho, Merle usou um reescalamento da onda viajante so-
litdria ¢, (z) = V3w sech%(Z\/ax) para w = 1 (o qual denotaremos por Q(z) = v/3 sech? (2x))

e a identidade de Pohozaev. Tem-se o seguinte resultado,
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Teorema 4.4.1. (Blow up para a equag¢ao KdV critica.) Existe ag > 0 tal que a sequinte

propriedade € verdadeira. Seja vg € H*(R) e seja v(t) a solugao de (4.38). Assuma que

E(vg) <0 e /Rvg(a:)dx< /}RQ(:E)dx+a0.

Entao a solugao v tem blow up em H'(R) em tempo finito ou infinito. Onde

1 1
E(w)zé/wi—a/wf’,
R R

Na questao da instabilidade de ondas viajantes solitdrias, Merle&Martel [40], provaram

¢ uma quantidade conservada.

um resultado de instabilidade de ondas viajantes solitdrias para a equagao (4.37) em H'(R).
Vamos agora verificar que nao se pode usar um argumento classico para determinar a insta-

bilidade da onda solitdria. De fato, considere ¢, (z) = V3w sech%(2\/c_ux). Temos que

Ou(y) = AW)O(y e V5) >0, yERy,
onde A(w) > 0 (ver [46]). Por outro lado, como a transformada de Fourier da funcao
¢* (r) = 3wsech?(2y/wz) pertence & PF(2) no caso continuo por (4.34) temos, pelo Teorema
1 em Albert [3] que (P1) e (P) no caso continuo ocorrem para o operador
£ = —@ —w + 5¢w
De fato, as propriedades (P;) e (FP») sao deduzidas da teoria cldssica de Sturm-Liouville.

Agora, como claramente w € (0,00) — ¢, € H"(R) é uma curva suave, obtemos que

I'=(x,¢u) = _§@H¢WHL2(R)7
onde y é tal que Ly = ¢,,. Mas

V3

16ullZ2m) = 11911172 = cte,

ou seja, nao podemos falar nada a respeito da instabilidade neste caso.

No caso periédico, a estabilidade em H!, ([0, L]) de uma familia de solugoes periddicas

per
2 r(k
¢. para (4.36), com a velocidade ¢ pertencente ao intervalo (%, T&ﬁo)) onde r(k) =




CAP. 4 ¢ Estabilidade de Solugoes Ondas Viajantes Periddicas

4K?(k)VE* — k2 + 1 (ver (4.61)) e ko ¢ um valor especifico, serd provada utilizando a teoria
desenvolvida no capitulo 3. Para a existéncia de soluc¢oes da equagao (4.36), nao faremos
uso do Teorema do Somatério de Poisson para descobrirmos uma solugao periédica do tipo
u(z,t) = pe(x — ct). Este método pode ser muito complicado neste caso.

Multiplicando agora a equagao (4.36) por ¢! e integrando mais uma vez o resultado

obtém-se

1
[pl]? = 5(—9@? + 3cp? 4 6B,,), (4.39)

1
onde B, é uma constante de integracao. Agora, seja ¢. = ¢ (isto nos fornece que estamos

em busca de solugoes positivas). Entao (4.39) torna-se,

AR %(—iﬂﬁ + 3c)? + 6By 1be). (4.40)

Considere o polinémio F(t) = —t* + 3ct? + 6Byt e ny, 12 € 13 suas raizes nao nulas. Entao,
se decompormos F'(t) = t(t — n)(t — n2)(ns — t) (veja figura 4.10), temos que as seguintes

relagoes devem ser satisfeitas,

—24

—25-

1 1
Figura 4.10: Gréfico do polinémio F(t) com ¢ = 3 e By, = Iz

m+mn+n3=0
M2 + n2ns + Mg = =3¢ (4.41)
mmnanz = 68,

ou ainda, podemos reescrever a equagao (4.40) como sendo,
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WUET = SF((©)). (142)

Considere, por causa da primeira relagao em (4.41), que as raizes satisfagam
Ny > 19 > 0> 7711. (443)

Por (4.42), ou n; < ¢, < 0 (0 que nao pode ocorrer pois estamos interessados em solugoes

positivas) ou 1y < 9. < n3. Vamos aqui considerar o caso

2 S wc S 3.
Entao, pela regra de Leibnitz, obtemos por Byrd&Friedman [21],

- - = e g’  k (4.44)
/na Vi — )t —m)(t—m) ﬁf = gsn~ (seng(§); ), .

oz 2 — —m (13 — 12) o B(¢) = senl\/(ns —m)(n3 — (&)
V13(12 — 771)’ n3(n2 — m) (ns — m2)(W(&) —m)

Logo, 1 = 1. vem dada por,

onde g =

ns(m2 —m) +m(ns — 772)5112 <\fL3g£; k’)

Ye(§) = ; (4.45)

(12 —m) + (n3 — m2)sn? <\/—395; k)

que pode ser reescrita de uma forma mais compacta como sendo,

dn? (Lg k)
\/§ I
Ve(§) =3 - ; ; (4.46)
1+ 32n <f—3g§, k:>
onde 3? = B2 s g denote, o? = —3? apenas por conveniéncia. Notemos também que
m
estamos considerando a solugao ¢, em (4.46) como sendo de periodo minimal L > 0, entao
2 2K (k)

devemos ter =
V3yg L
Agora, reescreveremos a fungao 1), dada por (4.46) em termos das integrais Elipticas de
terceiro tipo (veja Byrd&Friedman [21]) a saber,
u d
Alu, a, k) = / S (4.47)
0

1 — a2sn?ov’

Inos comentérios apresentados no capitulo 6, faremos um breve comentério & respeito de outras possibi-

lidades nas quais as raizes 7;, ¢ = 1,2, 3 possam satisfazer e as ”provaveis solugoes” que possam surgir.
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Figura 4.12: Grafico da funcao ¢, tal

Figura 4.11: Grafico da fungao ¢. tal que Y. = @2 é dada por (4.46) com
que ¥, = ¢ é dada por (4.46) com

periodo fixado L = 1 e médulo k& = 0.1.

periodo fixado L = 1 e moédulo k =
0.9999999.

onde k é o médulo e o é um parametro que pode ser dos quatro tipos abaixo

0<a?<k?®<1,
0<k?®<a?<l,

a? > 1,
a?=—p% [B>0.
No nosso caso, como o? = 12 20 e também 0 < —a? < k2, temos por Byrd&Friedman
T

[21], férmula 431.04, que (iremos considerar as fungoes elipticas de Jacobi presentes na relacao

(4.48) abaixo como sendo de periodo 7 apenas como uma ilustragao)

“dn®(u)du
/0 1 — a2sn2(u) = Cla, k) (urMo(w, k) + Qi (u1)), (4.48)
onde
2 _ 2
Cla k) = w(k* — o?) |
2¢/0?(1 —a?)(a? — k?)K (k)
_ a? B iK | 9(X —iY)
w = sen”! o2 e e \/ﬁ’ M(w) = ?lnm, com X = X(u) =
F /

7;_1;; ey = ) éc;(,k ) A fungao Ayp(w, k) (também conhecida como a fun¢ao Lambda de



SECAO 4.4 ¢ Propriedades de Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para 4-KdV
e CNLS 90

Heuman) é dada em termos das integrais de primeiro e segundo tipo por

Nolw k) = 2 K(R)E(w,K) ~ KR)F(,K) + B(R)Fo, k)
_ F[((“(’kf‘;) + %Z(w, VK (K).

Aqui ¥y é uma das fungdes Téta de Jacobi e Z(w, k') é a fungao Zeta de Jacobi (ver Apéndice
ou [21], [38] e [46]).

Agora vamos escrever a funcao L-periddica 1. como sendo a derivada da funcao dada
por (4.48), porém considerando a fungao integral em (4.48) como sendo periédica de periodo
L > 0. De fato, pondo-se agora u; = ——¢ e usando a regra de Leibnitz em (4.48), segue

V3g

que 1. pode ser reescrita como sendo

Dol —i¥)  Dol€ +iY)

L L 2K LF(w, k)
onde neste caso temos X = SR = ﬁff =& C(ns,a, k) =n3C(a, k) eY = K

Podemos ainda, expressar a funcao 1), dada acima em (4.49) em termos de série de

Ve(€) = C(n3, a, k) [Ao(w, k) + % (190/(5 —iY) et ZY))] : (4.49)

Fourier. Com efeito, do Apéndice temos,

’ . +o0
Y'(E =) = Adrm Z apsen (%Tn(é - ZY))
n=1

Jo(§ —iY)
400 ; )
= 47r;an [sen (27;;1&) CoS (QWZZY) — sen (27TZZY) CoS (2721&)} ,

onde a,, = 137 =3 cosech (m;{ ) (ver [46] e [49]). Analogamente,

(€ +iV) R 2mné 2mniY’ 2mrniY 2mné
m = 47r;an[sen( i )cos( 7 )—i—sen( 7 )cos( 7 )]

Desta forma, por (4.49) obtemos pela tultima igualdade, juntamente com os fatos ¥ =

LF(w, kK 1
LE(w k) e sen(ix) = ——senh(x) a seguinte relagao,
2K i
+o0o senh (LF (?k’)n> o
= k) | A k)42 . 4.
$06) = Clan ) [N ) + 23— cos (75 (4.50)
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A onda acima dada em (4.46) possui periodo fundamental dada por,

2V/3K (ky)
V n3(m2 — 771)’

. Agora, seja ¢ € R fixado, por (4.41) podemos determinar que 7, e

Ty = V39K (ky) = (4.51)

U (e —m) _
ns satisfazem a equacao da elipse

M5 13 + 11 = 3c. (4.52)

Portanto, de (4.52) e o fato que 72, 73 > 0 obtemos que ¢ > 0. Ademais, tem-se ainda de
(4.52) que n; < 0 < 1y < y/c < n3 < V/3c. Ainda de (4.52) podemos obter de (4.51),

2v/3K (k)

(12en? — 3nd)+

Ty(ns) = (4.53)

Se n3 — +/c entao pela equagao da elipse acima temos 17y — +/c e portanto, como

k? = m, obtemos k — 0. Logo, de (4.53), T}, — . Por outro lado, como para
n3(1m2 — m) NG
ns — V3c tem-se 7y — 0 e desta forma, k — 1 donde, T, — oo. Sendo 1 € (V/e¢, V3c) —

T,(n) uma funcao estritamente crescente (provaremos isto mais tarde) temos que

s
Ty, > —.
P \/E
Através da equacao da elipse podemos determinar que
_ —n3 — /12¢— 313 e 1 =3+ /12¢ — 33 (4.54)
- 2 — 9 .
2

2

T

e como 13 < V/3c temos que 12¢ — 3n3 > 0. Podemos obter o médulo k em fungdo de 73 e ¢

por
303 4 /12en3 — 304 — 6¢

2+/12cn3 — 33

Notemos agora que em (4.46) se 3 — /c (¢ > 0 fixado) entdao k — 0 e ¢.(z) — 13 = /¢,

k‘2

(4.55)

o que nos fornece que +/c é uma solugao de (4.36). Por outro lado se 3 — v/3c¢ (e portanto

m — —V3c) entdao k — 1 e desta forma, 1.(§) — f(§) = S| —
cosh (%)
3g
~ 2
V3c>0eg= —. Logo, \/f é asolucao onda viajante solitdria da equacio 4 —KdV definida
m

,onde ) = —ny =

na reta R,

¢/c,_c¢c+¢2:()7
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cuja solucao vem dada por

6e(€) = V/3¢ sech? (24/c€). (4.56)

Agora, contruiremos para um periodo fixado L > 0, uma curva regular de solugdes para

a equacao (4.36). Como p? = 9. e a fungao raiz é diferencidvel, analisaremos a curva

7T

c € ﬁ,‘{'OO — . € H;er([O,L]), uma vez que os periodos fundamentais de ¢, e 1.

sao os mesmos. Comecaremos por mostrar a existéncia de uma familia de ondas com um
0

perfodo fixado. De fato, seja L > 0 e ¢ > 0 tal que /¢ > T Veremos no Teorema 4.4.2

que a funcdo n € (y/c,v3c) — Ty, (n) é estritamente crescente e portanto existe um tnico
n=n(c) € (ve,vV3c) tal que o periodo fundamental da fungao . serd Ty, (n(c)) = L. Apéds

feito isso, obteremos como consequéncia a dependéncia do periodo fundamental em relacao

2
T
aos parametros k € (0,1) e c € T2 +o0 | (em verdade o que temos é uma dependéncia de

k(c)). Como as raizes n; com ¢ = 1,2, 3, também dependerao da velocidade da onda ¢, entao
a anélise feita acima em que a solugao onda viajante periédica ¢, da equagao (4.36) tende
para a solucao onda viajante solitaria ¢. estd em certo sentido ”incompleta” uma vez que a
velocidade da onda ¢ neste caso esta fixada. A seguir, temos o Teorema de existéncia de
uma curva regular,

2

T2 €70 = n3(co) €

Teorema 4.4.2. Seja L > 0 fizado mas arbitrdrio e considere cq > 7

(v/€o, V/3co), tal que Ty, = L, entdo,
i) Eziste um intervalo I(co) em torno de co, um intervalo J(nso) em torno de nso e uma

dnica fungao T : I(co) — J(nsp) tal que I'(co) =m0 €

23K

(12¢m3 — 3n)3

=L,

onde ¢ € I(cy), 13 =T(c); k =k(c) € (0,1) vem dado por (4.55).
i) A funcao ¢ dada em (4.46) por v = ©* tal que ¢ é solugdo de (4.36) € determinada pela
tripla (m,m2,n3) possui periodo fundamental L. Além disso,

c€l(co) = Y. € H ([0, L]) € suave V n € N.

per

2
i11) I(co) pode ser escolhido como I = (%, +oo>.
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Demonstracao: Definamos
2
o={maer o> 7 newava).
e seja F': 2 — R dada por,
Py — 2Y3K k(.0)
T t2ap — st
onde k?(n, ¢) ¢ dado por (4.55). Considere b = 12cn? — 3n?, entdo,
dK dk1l  2V3K[24cn—12n°]
P s
) =
n\" NG
_ 2B [dKdk o 12K . 772]} (4.57)
Vb | dk dn 4V63

23 [dK dk
SV 2 — 3K n[2e — 2] .
465_dkdnb 3Kn(2c n]]

Por outro lado, de (4.55) temos que
dk  18c*n
)~ kB
Como 7 € (y/¢,v/3c), temos dois casos & considerar. Se 1 € (y/c,v/2¢) entdo 2c —7? < 0
donde F,(n,c) > 0. Agora, se caso ) € (v/2¢,v/3¢) entdo 2¢c —n? > 0 e desta forma, podemos

> 0.

obter que b(2c — n?)? < 36¢*. Logo, por (4.57) temos

Vb 1dK 6c* 1 {1dK
M B = -2 K@e—p?) = —= 4 5662 — VK (2¢ — 2}

1 (1dK 2 (1dK
> —{—d—602—602K}:6i{—d——K}.
Vb Vb Lk dk

Agora, seguindo uma andlise semelhante ao que fora feito para o caso da mKdV (ver Teo-

1dK
rema 4.2.1) temos que PirT K > 0 e desta maneira F, (n,c) > 0. Portanto, pelo Teorema

da Fungao Implicita segue a existéncia de uma tunica fungao regular I', definida em uma

vizinhanga I(cy) de co, de tal forma que F(I'(¢),c) = L para todo ¢ € I(cy). Pela arbitrari-
2

T
edade de ¢y no intervalo T +00 |, segue da unicidade de I', que podemos estender I(cg)
2
T
ao intervalo (ﬁ’ +oo), o que completa a demonstracao do Teorema.
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O

Corolério 4.4.1. Consideremos I' : I(cy) — J(n30) determinada pelo Teorema anterior.

Entao I' € estritamente crescente.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.4.2, temos que F(I'(¢),c) = L para todo ¢ € I(cp).

Novamente, pelo Teorema da Funcao Implicita, tem-se

-T _ __ Oc
dc (€) %—5
Calcularemos F.(n, c). Com efeito,
P V3 [dK dk K
c(n7c> - W _%% - 4_63
03 T
| E[aRd,
Vb5 | dk dc
Por outro lado,
dk(n, c) In’e

dc (777C>:_k\/b—3<0

Portanto F.(n,c) < 0, provando o Corolério.

2

Teorema 4.4.3. Consideremos ¢ € (%, +oo> com n3(c) =T'(c) e a fungdo médulo

313 — 6¢ + /12cn? — 31
]{Z(C) _ 13 c+ CT]3 73 7 (458)
2+/12cn2 — 3n;3

tao — > 0.
entdo —-

7T2

Demonstracgao: Pelo Coroléario 4.4.1 vemos que a aplicagao ¢ € (ﬁ’ —i—oo) — n3(c) é
diferenciavel. Pelas relagoes presentes em (4.54) podemos concluir que 7y e 73 sdo também
funcoes diferenciaveis com relacao a variavel c. Ademais podemos ainda, reescrever a fungao

k = k(c) dada pela equacao (4.58) em termos de 7o da seguinte maneira,

12¢ — 602 — \/48cn? — 1213
kQ(C) _ C 772 0772 772 (459)

12c— 602 + /48cn — 1213
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Denote p := 12¢ — 613 e q := 48cn3 — 12n3. Diferenciando a equagao (4.59) com respeito a ¢

obtemos,
ok 5T6ers — 4803 — A8ndn) — 1152¢%
de (p+ Va)?

(4.60)
4813 (12¢ — n3) — 48n3nh — 1152¢* 031,
(p+ a)?

Como pelo Corolério (4.4.1), n5 > 0, entao podemos determinar através da segunda equagao

de (4.54) que 7, < 0 e portanto, como claramente 12¢ — 3 > 0 segue da equagao (4.60) que

— > 0, provando o Teorema.

de
]

Vamos agora determinar os valores explicitos 73 e ¢ em fungao de k € (0,1). De fato,

temos para b = 12cn2 — 313 que

_3—Ger Vb g, K

2vb Vb

]{?2

Entao obtém-se o seguinte sistema,

144 K4
1207]?2; - 377§ - J
) 12K?,_
3n; — 6c = 72 (2k° —1).
Apo6s uma algebra, a seguinte equacao biquadrada é obtida através do sistema acima,
SK?2 48 K4
s — 7(%2 — 1)z — 7 0,

cuja solucao (ja que n3 > 0) é

K
M=\ AVET R 142022~ 1),

O valor de ¢ é,

AR (VR = 1 _ r(k
_ AKTR) = Téﬁ > 0. (4.61)

Podemos determinar, como se tem o valor de 73, pela relagao (4.54) que

C

K K
nng\/zl 1—k2+E*—2(1+k%) e nlz—f\/zl 1— K2+ k4 4+ 2(1 + k2).

Assim, tem-se o seguinte Teorema de estabilidade para a 4-KdV,
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2
k.
Teorema 4.4.4. Seja ¢ € (%7 7’(L20)

4.4.2 € estdvel em HY, ([0, L]) pelo fluzo da 4-KdV onde ko =~ 0, 3823174965.

per

Entao a solu¢ao p. determinada pelo Teorema

)

5 w2 r(k
Demonstragao: Primeiramente provaremos que I = (x, ) 2, < Oparace <ﬁ’ (L?O )
onde x é tal que Ly = ¢.. De fato, fora provado anteriormente que a aplicacao ¢ €

2
7r
(L2 ,+00 | — . € Hy.,.([0, L]) para todo n € N é suave (de classe C' mais precisamente),

entao, o valor de I com y = —d—goc torna-se,
c

1 d
I=—5—lleellis,

Com isto,

L L
ledlty, = [ lec©Pd = [ werie

Agora, para o = M2 —3? com 3 > 0 temos que 0 < —a? < +oo. Assim, por [21],
m
a2
formula 410.04, temos para w = sen”* que,
a2 _ k2
K 2 2 2
d ik k* — a®)G(w, k
o 1+ %sn?(z;k) Va2 (1= a?)(a? — k?)

onde
G(w, k) := K(k)E(w, k') — K(k)F(w, k') + E(k)F(w, k') = ng(w, k).

Podemos concluir pela equacao (4.62) e (4.46) que,

: o () vt
/0 Ve(§)dE = 773/0 s e (gf_ggg;k)dﬁzngx/gg/o 1+;2s1f2(g;;;g)d$

(4.63)

VAV RE 1420282 — 1)y/T+ J(R)Glw, k)
VIR + K2 f(K) ’

onde

VAV R 1+ 202k - 1) )
JWE R Te2048) W)

>0

fk) =
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Aqui, F(w, k') e E(w, k') sao as integrais de primeiro e segundo tipo respectivamente com

w= senl\/% se \/7' e k' =+/1— k2. Com isto, pela igualdade (4.63),
+

() di
& [ e = B, (4.64)

onde m dada acima é uma funcao nao dependente do periodo L > 0 e é dada por,

\/4\/1{4 214 2(2k2 — D/1+ F(R)G(w, k)

m(k) (4.65)

V)1 + K2 f(k)

Podemos notar, através do programa Maple e Comando Critical Points, que a funcao m

acima ¢é crescente para k € (0,kg) onde ko ~ 0,3823174965 (ver grafico da figura 4.13).
L

d
Desta forma, pelo Teorema 4.4.3 concluimos de (4.64) que T / Ye(€)d¢ > 0 desde que
€Jo

2

k € (0,kq) e consequentemente tem-se d/Lw(g)d§>o ara c € [~ riko) onde
, ko nsequentemen m i |, v para ¢ 73 12 ) OB
r(k) = 4K*(k)VE* — k2 + 1

261 -
25]
2.4+
2.3
/
2.2+
2.14
\

k

Figura 4.13: Gréfico da fungao m(k).

Agora verificaremos as propriedades (P;) e (P») presentes em (1.10). Com efeito, consi-

deremos a expansao em série de Fourier da fungao ¢?(£) = 1.(£) dada em (4.50) por,

+oo genh ( ZEWAIn
Vel(§) = Cln, 0, k) | Aolw, k) + QZ < a ) cos (M> )

=i senh () L
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como w € [O, g} temos que F(w, k) € [0, K'] e consequentemente, como a fungao

senh(vz)
ale) = senh(pz)’
pertence a PF(2) no caso continuo desde que 0 < v < p (veja Lema 3.2.1), temos que a
sequencia
senh (—“F(‘;{’kl)”)
Qp )n = 7 )
(an)nez senh (”}K)
neL
para k € (0, 1) fixo, pertence a PF(2) no caso discreto. Por outro lado, sendo
Flw, K
ag = (K/ ) < Ao(w, k),
pois
F(w, k) 2 F(w, k)
Aog(w, k) = A —K(k)Z(w, k') > -
0<w7 ) K/(k) + T ( ) <w7 ) K/(k) ?

podemos proceder, conforme fora feito no caso da equagao KdV, completando de maneira

adequada, para cada k € (0, 1) fixado, a fun¢ao 7 : R — R dada por

TF(w,k")x
senh <T>

senh (”“}(K ')

7(x) = n13C(a, k)

por uma fungao diferenciavel s := s(z) tal que s(0) = C(g)C(a, k)Ao(w, k) e s(x) = 7(x)
em (—oo, —1] U[1l,400) de modo que s : R — R pertenga PF(2) no caso continuo e desta
forma, (1he(n))nez pertence a PF(2). Como convolugio de sequéncias em PF(2) discreto é
uma sequéncia em PF'(2) discreto (ver Teorema 3.2.1) segue que ¢A§ = g/og pertence a PF(2)
discreto.

Vamos analisar agora o comportamento da transformada de Fourier de ¢., ¢.. Com
efeito, reescrevendo a funcao 1. de forma mais adequada obtemos,

(€)= s , 4.66
= o (0 (4.60)

k k
onde sd(y, k) su(y, k) e v(k) = E@ + (%). Como 1 + ~(k)sd? (ﬁ k) > 1 temos que

~ d(y. k) ver
1
h%(&) = T <1 eentao h?(¢) < h.(£), onde
1+ y(k)sd (f—gg@
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Com isto, suponha por absurdo que exista ny € N tal que ¢.(ng) = 0. Em particular
hAc(nO) = 0. Consideremos uma fun¢ao a valores reais b suficientemente regular tal que b > 0,
/b\(no) > 0, /b\(n) = (0 para todon € Z com n # 0 e n # ng e satisfazendo B(no)ﬁ\%(no) >
E(O)f?c(O) Vamos demonstrar que existe tal fun¢ao. Com efeito, seja {a, }ncz uma sequéncia
tal que ap > 0, a,, > 0 e a, = 0 para todo n # 0,ng. Temos que {a,}nez € S(Z) donde
existe uma funcao b € P tal que g(n) = a, para todo n € Z. Pelo Teorema de Fourier (ver
Teorema 14 de [31]) podemos escolher b > 0%. A condi¢ao em que /b\(ng)hé(no) > /b\(O)f/L\C(O)
pode ser obtida fazendo uma escolha conveniente dos coeficientes ag e a,, de modo que se
tenha esta desigualdade. Tendo provado isto por Parseval obtemos,

B0 = [ e [ b = G Rn) + HO)EO)
0 0
o que nos fornece um absurdo. De forma inteiramente andloga, prova-se em verdade que

©. > 0. Portanto, temos provado que ¢. é estavel pelo fluxo da 4-KdV desde que ¢ €

(w2 (ko)

>. Isto prova o Teorema.

212
O
4.4.2 Estabilidade de Solucoes Constantes
Consideremos novamente a equacao 4-KdV,
o+ 2 —cpe =0, (4.67)

As solugbes constantes nao nulas do tipo ¢. = 7 = constante para a equagao (4.67) s@o
To = g = —+/cer =1 = c. Se prosseguirmos de forma andloga ao que fora feito no
caso da BO na Subsecao 3.1.1, utilizarmos a desigualdade de Poincaré-Wirtinger descrita na

Subsecao 3.3.1 para o caso da estabilidade da solucao 2¢ no caso da KdV e o fato em que

w2 472

Iz < 573 obtemos o seguinte resultado para a solucao 1,3,

Proposicao 4.4.1. Sejam L > 0 e ¢ > 0 dados. Considere 1)y = /c a solugao constante
nao nula da equagdo (4.67). Entdo 1, é estdvel em H', ([0, L]) pelo fluro da 4-KdV desde

per
2
que ¢ < —

L2
2Se porventura b ndo for uma funcdo real, basta considerar Reb no lugar de b de tal modo que

Reb(no)h(no) > Reb(0)h(0)
3estamos considerando a solucdo 11 posto que a solucdo nio trivial em (1.14) obtida para 4-KdV tende

para ¢y = /c ao fazermos o médulo k — 0
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4.4.3 Estabilidade e Instabilidade de Solugoes Ondas Viajantes
Periddicas da Equacao CNLS

Neste momento iremos considerar a equac¢ao Schrodinger critica nao linear (CNLS)

periédica de periodo L > 0 descrita por,
ity + Ugy + |ul*u = 0, (4.68)

com u = u(x,t) € C, x € [0,L] et € R. No que segue, consideraremos ondas viajantes
periédicas do tipo u(x,t) = e“lp,(x), com ¢, periddica de periodo L > 0 e real. Substi-

tuindo esta expressao em (4.68) obtemos a seguinte EDO
ol + ¢ — wp, =0, (4.69)

a qual é a mesma equacao diferencial que determina as ondas viajantes periddicas da 4-KdV.
Conforme ja fora mencionado no inicio do capitulo 3 temos que a equacao CNLS nao possui

a forma (1.3). Contudo, pelo fato que fungoes do tipo u(z,t) = ™'y, (x) sdo solugoes da
2

equagao (4.69) e operador nao linear associado £ = o2 + w — 5p! sdo os mesmos que
os da 4-KdV*, podemos utilizar argumentos similares ao que fora desenvolvido na subsecao
4.4.1 (ver Secao 3.4) para obtermos a existéncia de um ramo de curvas regulares bem como
as propriedades de estabilidade e instabilidade quando w = ¢, onde ¢ é a velocidade da
onda viajante periddica ¢. no caso da 4-KdV descrita por (1.14). A nogao de estabili-
dade para este caso é um pouco diferente pois estamos trabalhando com fungoes complexas.

Primeiramente, considere as leis de conservagao

1 [E 1 1 [F
E(u):—/ 2 = ] da, F(u):—/ luf2dz.
2 J, 6 2 J,

Além disso, temos que se u(z,t) é uma solugao de (4.68) entdo u(z,t) = eu(xr + y,t)
é também uma solucao para quaisquer (y,0) € R x [0,27) uma vez que esta equagao é

invariante por translagoes e rotagoes. Desta maneira, a nocao de estabilidade sera moédulo

2

d
em verdade o outro operador linear que surge neste caso é LT = —z +c— 9037 porém este é positivo
x

4

definido.



CAP. 4 ¢ Estabilidade de Solugoes Ondas Viajantes Periddicas 101

translagoes e rotagoes (estabilidade orbital). De fato, consideremos a 6rbita gerada por ¢,
Op, ={%pu(- +y), (y,0) e Rx[0,271)}. (4.70)

Definicao 4.4.1. Diremos que a drbita gerada por o, € estdvel pelo fluro periddico da

equag¢io CNLS se para cada € > 0 existe um 6(¢) > 0 tal que se

nf = (- <9 4.71
(y,e)ellélx[o,%)”uo "pul +y)||H}¥e'r([01L]) ) ( )

entao a solug¢io u(z,t) da CNLS (4.68) com dado inicial uy satisfaz,

inf fu( 1) — €“pu(- + )|l

(y,0)eRx[0,27) per ([0,L]) <g, (472)

para todo t € R.

A seguir tem-se o seguinte resultado cuja a demonstracao segue da teoria de Grillakis et
al. em [27] e [28].

Teorema 4.4.5. A drbita gerada por ¢, € estdvel em HY. ([0, L]) pelo fluro da Schrodinger

per
%,%) e instdvel para ¢ € (r(l/zo),—i—oo), onde ky =~

critica nao linear para ¢ € (

0, 3823174965.
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Conclusoes e Estudos Futuros

De acordo com esta tese, podemos concluir,

e O uso do Teorema do Somatorio de Poisson (ver Teorema 2.1.2) para descobrirmos
uma onda viajante periddica através de uma onda viajante solitaria nos fornece um
método mais simples para descobrir ondas peridédicas e como consequéncia, obter os
coeficientes de Fourier da onda periédica mais facilmente. Porém, vale ressaltar que
nem sempre podemos obter um resultado satisfatério face o grau de dificuldade do

coeficiente de Fourier associado a onda solitdria (como por exemplo o caso da 4-KdV).

e Em posse do coeficiente de Fourier da onda periddica, podemos deduzir, caso ele sa-
tisfaca as hipotéses do Teorema 3.2.2, as propriedades espectrais necessarias, a saber
as propriedades (Py) e (P,) em (1.10). Com isto nao se faz necessério o uso da teoria
Floquet cléssica (ver [41]) posto que a mesma nao se aplica a operadores do tipo nao-

local como HO, presente no caso da equacao de Benjamin-Ono. No caso da 4-KdV, o
v
potencial asssociado ao operador £L = ——+c— 5@?, nao ¢é satisfeito por uma equacao

dx?
do tipo Lamé como em (1.2).

e O critério desenvolvido no capitulo 3, especialmente o Teorema 3.2.2, estabelece condigoes
suficientes para a prova da estabilidade nao linear da solugao periédica ¢. da equagao

de Benjamin-Ono (1.11). Solucao esta que até o presente momento poderia ser ou nao

103
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estavel. A dificuldade até entao era o estudo do comportamento dos dois primeiros
autovalores do operador nao-local £ = HJ, + ¢ — .. Este empecilho foi contornada

gracas a teoria desenvolvida no referido capitulo 3.

O critério supra citado e juntamente com o Teorema do Somatorio de Poisson estabe-
lece uma prova alternativa para a estabilidade de solucoes ondas viajantes periddicas
para as equacoes KAV e mKdV. Tais resultados de estabilidade foram provados por

Angulo&Bona&Scialom [10] e Angulo [7] respectivamente.

Apesar de nao fazermos o uso do Teorema do Somatdrio de Poisson para determinar
as solugoes ondas viajantes periddicas associadas a 4-KdV, utilizamos a expansao em
série de Fourier da solugao ¢, obtida por meio de integracao direta em (1.14) e entao

aplicamos o Teorema 3.2.2. Desta maneira garantimos a estabilidade desta solucao para

2 rk
a velocidade ¢ pertencendo ao intervalo <%, T(LQO)) com 7(k) = 4K?(k)vV1 + k% — k2

e ko =~ 0,3823174965. Este resultado de estabilidade é extremamente interessante posto

que as ondas viajantes solitarias associadas a 4-KdV sao instaveis conforme determinou
Merle&Martel em [40].

Ao obtermos as propriedades espectrais referentes ao operador £ obtidas pelo Teo-
7'('2 T(ko)
e )"

d L
rema 3.2.2 e juntamente com os fatos d_/ Ye(x)dr > 0 para ¢ € <
€ Jo

d " r(k
%/0 e(x)dr < 0 para ¢ € ( (LQO)’

resultados de estabilidade e a instabilidade da equacao CNLS.

—1—00) em (4.64) obtemos, respectivamente, os

A utilizacao do programa Maple foi de suma importancia nesta tese. Além dos graficos
feitos no programa que foram mostrados no decorrer do texto para ilustrar melhor o
comportamento das complicadas fungoes que foram apresentadas, ele foi salutar na
apresentacao dos valores k; ~ 0,9803823108 que surge como limitante inferior para
o médulo k € (0,1) para que tenhamos a solugdo (e consequetemente a estabilidade
- ver Angulo [10]) ¢, de média zero da equagao KdV (4.31) e ky ~ 0, 3823174965
este como um limitante superior para que as equagoes 4-KdV e CNLS (1.13) sejam
estdaveis para o médulo k € (0,kp). Podemos observar que sem esta ferramenta seria
extremamente trabalhoso determinar manualmente estes dois valores, principalmente

ko, face a dificuldade em derivar a fungdo m em (4.65) e entao determinar que kg é o
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tinico ponto de maximo desta fungao no intervalo (0, 1).

e O problema de instabilidade para as ondas periddicas ¢. no caso da 4-KdV para

(T(ko) +oo) fica em aberto. As técnicas usadas em Grillakis et al. [27]-[28] e

L2’
Bona&Souganidis&Strauss [18] ndo podem ser aplicadas em nosso caso. A teoria de-

senvolvida por Lopes em [37] também nao pode ser aplicado uma vez que o operador

d, nao é injetor em H' ([0, L]).

per

Para estudos futuros, podemos mencionar,

e Mostrar que de fato temos a instabilidade das ondas viajantes periddicas . para a

k
4-KdV para c € (T(Lzo)’

Evans no caso periédico, através do trabalho de Gardner [26]-[25], pode produzir um

+oo) . Neste caso queremos determinar se o uso da funcao de

resultado de instabilidade linearizada similar ao que fora obtido por Pego& Weinstein

em [50] no caso de ondas solitarias.

e Obter um resultado de estabilidade para a equagao de onda longa intermedidria (ILW)

periédica de periodo 2L (ver Ablowitz et al. [2] e Parker [49]) dada pela equacao
uy + (671 + 2u)uy + (Hu) gy =0 (5.1)

onde . .
@) = 5pvp [ e =8 D))

com

™

H(2.6.L) = _2K(k) [Z <K(kz)x> +dn (K(k)x> . <K(k’):p)] |

en(u; k)
sn(u; k)

e Como estabelecemos um critério para a estabilidade de ondas periddicas, estudar outras

onde cs(u; k) =

equagoes cujos operadores associados possuam as propriedades espectrais (P;) e (FP»)
em (1.10) através de nossa teoria e entdo determinar se as ondas periddicas sao estaveis.

Como exemplo, as equagoes do tipo KdV de alta ordem.

e Obter uma expressao exata para o valor ky determinado no estudo da estabilidade da

4-KdV e CNLS e nao apenas uma aproximag¢ao numeérica.



CAPITULO 6

Apeéendice

6.1 Funcoes Elipticas de Jacobi

Estabeleceremos algumas propriedades bésicas das integrais elipticas Jacobianas (veja

[19] e [21]). A integral eliptica de primeiro tipo é,

Y dt ® do
/ - — =/ —— = Flp, k),
0 \/(1_t)<1_kt) 0 1 —k2sin“ 0

onde y = senyp. A integral eliptica de segundo tipo é

Vo1 _ k22 ¢
/ —dt:/ V1—k2sin?0 df = E(p, k).
0 1—¢ 0

O nimero k é chamado o mddulo e pertence ao intervalo (0,1). O ndmero k' = /1 — k?

¢ chamado o médulo complementar. O parametro ¢ é chamado o argumento das integrais
, T
elipticas. E usualmente entendido que 0 < y < 1 ou ainda que 0 < ¢ < 5 Para y =1, as

integrais acima sao ditas ser completas. Neste caso, escrevemos,

T /{;) = K(k) = K,

/1 dt _/’5 d :F<
o VI-2)1-k) Jo /1—k2sin?e  \2

&

_ 1242 5
ﬂdt:/ V1 - k2sin®6 d@zE(z k)EE(k)E
0

1 —¢2 2’

107
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Claramente temos que K(0) = E(0) = g, enquanto que E(1) =1 e K(1) = 400. Para

dK K dE d*E , )
k € (0,1), temos Tl 0, el 0, < 0, e < 0e E(k) < K(k). Além disso,

E(k) 4+ K(k) e E(k)K(k) sao fungoes estritamente crescentes para cada k € (0,1). Temos

ainda algumas derivadas de integrais completas elipticas K e E usadas nesta tese,

dK E—K’K
dk — kk2
dE  E—-K
dk ~— kO

As fungoes Jacobianas elipticas serao definidas como segue. Considere a integral eliptica,

u dt ¢ db
U(yl;k)zu:/ =/ = F(p, k),
o VA—=8)(1 -k Jo /1—k2sin20

que é uma funcao estritamente crescente na variavel y;. Sua inversa é escrita como sendo

y1 = seny = sn(u; k) onde ¢ = am(u; k) (a fungao am(u; k) é chamada fungao amplitude de
u). Podemos escrever ainda, y; = snu quando ndo é necessario enfatizar o médulo k. As
outra duas fungoes elipticas bésicas, as fungoes cnoidal e a dnoidal sao definidas em termos

de sn por,

en(uy k) = /1 —yi = /1 —sn?(u; k),

dn(u; k) = /1 — k2y? = /1 — k2sn2(u; k).
Notemos que estas fungoes sao normalizadas fazendo-se uso de sn(0; k) =0, cn(0; k) =1
e dn(0;k) = 1. As fungoes cn(+; k) e dn(-; k) s@o pares enquanto sn(-; k) é impar. Estas

funcoes sao periddicas com
sn(u+ 4K; k) = sn(u; k), en(u + 4K k) = en(u; k), dn(u + 2K; k) = dn(u; k).

Além disso, as relagoes,

)
sn?u + cn?u = 1, k*sn?u + dnu = 1, k?sn?u + cn’u = dn’u,

—1 <sn(u;k) <1, =1 <en(u; k) <1, k? < dn(u; k) <1,

| sn(u+2K:k) = —sn(u; k), en(u+4K;k) = —cn(u; k),
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ocorrem para todo k € (0,1) e u € R. Também temos os valores explicitos,
sn(0) =0, en(0) =1, sn(K) =1, en(K) =0.
Bem como o comportamento assintético
sn(u;0) = sinwu, cn(u;0) = cosu, sn(u;1) = tanhwu, cn(u; 1) = sechu.
Finalmente, tem-se as férmulas derivadas,

—snu = cnudnu, —cnu = —snudnu, —dnu = —k*cnusnu.

ou ou ou

6.2 Algumas Funcoes Especiais

Nesta secao trataremos de algumas fungoes especiais que foram utilizadas no decorrer
desta tese. Faremos mencao destas funcgoes e listaremos algumas propriedades que as mesmas
satisfazem. Existem vérias referéncias na literatura que tratam apenas deste tipo de fungoes.

Dentre muitas, podemos citar e sugerir [21] e [46].

6.2.1 As Funcoes Téta

Seja z um numero complexo arbitrario. Se escrevermos,

as fungoes téta de periodo igual a 1 sao definidas por

o0

Do(2) = > (—1)"enq™ cos(2mnz),

n=0

91(2) =23 (1)) sen(2n + 1)72],

Ua(2) =2 Z q(”+%)2 cos[(2n + 1)7z],

n=0
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V3(2) = Z enq” cos(2mnz),

n=0

onde

Escrevemos também vy (2) = U4(2).

O logaritmo das fungoes téta admitem as seguintes expansoes em série de Fourier. Em
particular, usamos a expansao em série de Fourier da derivada da funcao log, para desco-

brirmos a expansao em série de Fourier da solu¢ao para 4-KdV dada em (1.14),

q" (2
log do(2) = log 7 — 22 cos 7rn,z)7

q" 2
log¥1(z) = —108;7 + log(2 cos(mz)) — 22 — cos| an))

1 o o cos(2mnz
logs(z) = 1 logy + log(2cos(mz)) — 2 E :(_1)n1 _qq2n (n )’
n=1

q" cos(2mnz
log ¥3(2) = log'y—2z 1—q2" (n )

Podemos expressar as funcoes elipticas de J acobi através das funcoes téta como sendo,

K
en(z, k) = (%); 22 Ei; :
o( %
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6.2.2 A Funcao Lambda de Heuman Ay(p, k)

A fungao Lambda de Heuman, Ay(y, k), é definida em termos das integrais elipticas de

primeiro e segundo tipo pela formula,

Aolip, k) = % (K (K)E(p, k) = K(k)F(o,k) + E(k)F(o, k)] para p € [0,2] e k € (0,1).

Esta fungao aparece no calculo de integrais elipticas de terceiro tipo em casos circulares.

Foi tabulada primeiro por Carl Heuman.

A funcao Lambda de Heuman pode ser relacionada com a funcao 5 por

Roo, k) = 2 [y (i),

Ow
F /
onde w = % € R.
A derivada com respeito ao modulo £ da funcao Ag é
d 2(E(k) — K(k))sen(y) cos
oy = 2EW) — K())sen) cos(p)
dk Thy/1 — k"sen?(ip)

T
Desta relacao podemos concluir, pois 0 < ¢ < 5 que a funcao Lambda de Heuman é

estritamente decrescente com relacao ao modulo k.

6.2.3 A Funcao Zeta de Jacobi

A funcao Zeta de Jacobi é definida por

Z(u, k) = /Ou {dn2(v, k) — %I/?)] dv,

2K E
a qual satisfaz, posto que / {dnz(v, k) — %} dv=0, Z(u+ 2K, k) = Z(u). A conexao
0

com a fungao vy é p
Z(u, k) = — In o, <i> .

du 2K
A fungao Z(u, k) pode ser relacionada com a fun¢ao Lambda de Heuman por
F(p, k) 2
A k)= -2+ —K(k)Z(p, K
0(<P7 ) Kl(k) +7I' ( ) (Spa )7

onde ¢ = amu.



SECAO 6.3 ¢ Plano de Fase e Estabilidade 112

6.3 Plano de Fase e Estabilidade

Nesta se¢ao, faremos alguns comentarios sobre o comportamento dos pontos de equilibrio

e as consequentes Orbitas associadas com as seguintes equagoes

1
oo + 5903 —cp. =0, (6.1)
¢+ ¢F —chp. =0 (6.2)
(§]
Y+ ) — e =0, (6.3)

os quais foram estudados em 4.2, 4.3 e 4.4 respectivamente. A idéia aqui é determinar as
ondas periddicas que estao presentes nos planos de fase associados a respectiva equacao.
Para isso, estudamos os pontos de equilibrio e o plano de fase dos trés sistemas nao lineares

associados as equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) respectivamente, a saber,

1

v=¢l, v =cp, — 5@3, (6.4)
u=¢., u =cp.— ¢ (6.5)

e
w=1, w=cp.—P>. (6.6)

Usando o Teorema de Poincaré-Bendixon e suas consequéncias (veja [29], Teorema I1.1.2
e Lemas V.1.1-V.1.5) concluimos que para o sistema (6.4) que os pontos de equilibrio sao os
pares (0,0) e (2¢,0), ¢ € R. Tais pontos sao, respectivamente, de sela e de centro. O ponto
de centro é estavel enquanto o ponto de sela é instdvel (conforme [29]). Com isto, deste
mesmo Teorema, temos a existéncia de érbitas periédicas em uma vizinhanca deste ponto
de centro. O ponto de sela garante a existéncia de uma tunica érbita solitaria passando por
este ponto. As outras drbitas existentes sdo os chamados kink (ou bore).

Usando o programa Maple, podemos plotar o plano de fase associado ao sistema (6.4)
para um valor arbitrario de ¢, por exemplo, ¢ = 1 > (. Neste caso o ponto de centro sera

(2,0). Podemos considerar também, posto que a velocidade da onda ¢ estd em R, o valor
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¢ < 0. Neste caso, se por exemplo ¢ = —1 teremos ponto de centro em (—2,0) . Graficamente
tem-se uma simetria em relacao as orbitas obtidas no caso ¢ = 1. Veja o grafico na figura
6.1,

LN P

L NG AR A A R S

Figura 6.1: Plano de fase do sistema (6.4) com ¢ = 1.

Para o sistema (6.5), temos trés pontos de equilibrio em (—+/c,0), (0,0) e (1/c,0), para
¢ > 0. Os pontos (—+/c,0) e (1/¢,0) sao pontos de centro enquanto (0,0) é um ponto de
sela. O mesmo cendrio que fora feito para o caso do sistema (6.4) ocorre neste caso, isto é,
tem-se a existéncia de dérbitas peridédicas em uma vizinhanga dos pontos (—+/c,0) e (1/¢,0).
Angulo em [7] mostrou que podemos obter dois tipos de solu¢oes ondas viajantes periddicas,
as ondas do tipo dnoidal e cnoidal, mas somente no primeiro caso se tem que elas sao estaveis
no sentido da teoria que fora desenvolvida nesta tese. O plano de fase deste sistema é dado
pela figura 6.2.

Analogamente, no caso do sistema (6.6), temos trés pontos de equilibrio em (—+/c,0),
(0,0) e (/¢,0). Neste caso, o comportamento deste pontos é o mesmo que o caso do sistema
(6.5), isto é, os pontos (—+/c, 0) e ({/¢, 0) sao pontos de centro enquanto (0,0) é um ponto de
sela. Em tais pontos de centro se tem a existéncia de érbitas periédicas em uma vizinhancga
desses pontos.

O grafico neste caso vem dado pela figura 6.3.
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Figura 6.2: Plano de fase do sistema (6.5) com ¢ = 1.

Figura 6.3: Plano de fase do sistema (6.6) com ¢ = 1.



CAPITULO 7

Comentarios

Neste capitulo faremos algumas observagoes sobre os resultados descritos nesta tese.
1. Perturbagoes Gerais

Em contraste com o caso de ondas solitarias para os quais a natural classe de disturbancias
no problema de estabilidade é de disturbancias localizadas, para ondas peridédicas existem
muitas classes de disturbancias para os quais a estabilidade precisa ser direcionada. Aqui
foi considerada perturbagoes periddicas tendo o mesmo periodo fundamental que as ondas
viajantes periddicas. Para disturbancias, por exemplo com periodo duplo, resultados de

estabilidade continuam em aberto. Se considerarmos a equacao KdV, nosso resultado de
2

estabilidade em H! ([0, L]) foi baseado sobre o espectro do operador Lcn = i +c— ¢,
x

per

com ¢, dada por (4.33) considerada em H,,.([0, L]). Agora, se considerarmos a estabilidade

de ¢, em H},([0,2L]), é possivel ver neste caso que o niimero de autovalores negativos de

Lcn seré exatamente 3 como foi mostrado por Angulo&Bona&Scialom em [10]. Ademais,

d 2L
segue-se facilmente neste caso que a funcao T / ©?(x)dz é positiva. Entdo temos que a
¢Jo

teoria de Grillakis et al. em [27] e [28], ndo pode ser aplicada. J& no caso da equacdo de

Schrodinger nao linear no caso focusing,
. 2
iUy + Ugy + ulu|® =0,

115
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temos que Angulo em [7], mostrou um resultado de instabilidade de ondas viajantes periddicas
quando o periodo minimal é dobrado. Recentemente, o mesmo autor em [6], mostrou que no
caso de solugoes do tipo cnoidal de média zero para a KdV sao instaveis por perturbacgoes

duas vezes o periodo minimal da onda viajante periédica.
2. Propriedade PF(2)

Faremos mengao ao caso da BO (porém este raciocinio servird também para outras
equagoes a serem estudadas posteriormente). Vimos no decorrer desta tese que as pro-
priedades espectrais do operador £ = HJ, + ¢ — ¢. com . dado por (4.5), sdo obtidas face
o coeficiente de Fourier associado de ¢, satisfazer PF(2). Isto porque tal coeficiente é o
nicleo K do operador Sy cujo autovalor 1 esta relacionado com os autovalores nao positivos
de L (veja Corolario 3.1.1). O Teorema do Somatério de Poisson fora usado para descobrir
tal onda (seu periodo minimal é 2L) e consequentemente nos fornece também qual é a forma
explicita do coeficiente de Fourier associado. Quando entao dobramos o periodo para 4L,
isto ¢, ao considerarmos, £ = H, + ¢ — ¢., com D(L) = H};, a propriedade PF(2) ndo é
satisfeita para o nicleo K= @(4L), onde @(4” denota a transformada de Fourier! da funcao
. mas agora de periodo 4L. De fato, consideremos a expansao em série de Fourier de ¢, da

forma
—+o0

we(x) = Z P, 40 (n) cos <%) )

n=0

Como ¢.(0) = ¢.(2L), temos

Z @) (n) (cos(nm) — 1) = 0.

Entao

2 3 ") =,

n=2k-+1
keN

isto é, K = @(4” nao pode pertencer a PF(2) discreto. Donde nao se pode afirmar nada
sobre a estabilidade da onda ¢. quando este caso ¢ considerado, uma vez que nao podemos

aplicar o Teorema 3.2.2.

Vale ressaltar que a definicio da transformada de Fourier de uma funcdo periédica depende do periodo

considerado. Neste caso, ter-se-emos @(4” + @(QL).
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No Teorema 3.2.2, a transformada de Fourier precisa ser calculada no periodo minimal
para a solucao ¢.. De fato, seja L este periodo minimal e calcularemos a transformada de

Fourier de ¢? como sendo de periodo 2L, entao,

- 1 L ikmw 1 L iknx
oe(k) = oL ), wﬁ(x)e’dem =37 . oP(x+ L)e” T d
I i

= op [ Phe ey = (-1 R,

Desta forma, para k variando no conjunto dos niimeros fmpares tem-se ¢t (k) = 0. Com

isto, nao se pode aplicar nossa teoria quando o periodo minimal nao é fixado.
3. Propriedade de Positividade das Ondas Viajantes Periddicas

Outro fato que é necessario fazer uma mencao especial é sobre a condi¢ao que a solugao ¢,
necessita ser positiva. Na secao 3, o espago Y estd bem definido uma vez que ¢? > 0, donde
se tem que v(z) = ¢P(z)dr é uma medida positiva. Porém é natural perguntar se nossa teoria
ainda continua sendo vélida mesmo quando ¢. tem ao menos um zero no intervalo [—L, L]
(pois ainda se tem que v(z) = ¢P(x)dz determina uma medida positiva). O Teorema classico
de Fourier (veja Teorema 14 em [31]) nos diz que isto ndo é possivel. De fato, suponha que

sem perda da generalidade que ¢.(0) = 0. Entao sendo . regular segue que ¢? é regular e

+OO —~
P2(0) = Y @h(n) =0.

Em outras palavras, alguns coeficientes de Fourier de ¢? tem que ser negativos, donde

nao podemos aplicar a teoria desenvolvida aqui para a questao da estabilidade.

4. 4-KdV x Gardner

Notemos que Gardner em [25] desenvolveu uma teoria para determinar quando uma
familia de ondas periddicas sao linearmente instaveis sempre que o limite destas ondas tendem
a onda homoclinica (onda solitaria) a qual seja conhecida que é instavel. Ele aplicou sua
teoria para diversos tipos de equacoes de evolucao nao linear em uma variavel espacial. No

caso da equacao generalizada KdV,
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Uy + uPuy + Ugpy = 0,

p € N, e assumindo que esta equagao admite uma familia de ondas viajantes periédicas, U?,
tal que 27, tende ao infinito quando « tende a zero, é obtido que elas sao instaveis sempre
que p > 4 e a > 0 ¢é suficiente pequeno (este a nao dependendo da velocidade da onda
¢). No caso da 4-KdV (neste caso, p = 4), temos que a onda solitdria é instavel (ver [40])

2
r(k
porém as ondas periddica obtidas em (4.46) sao estdveis desde que ¢ € (%, (1120)) (veja o

Teorema 4.4.4). Todavia, podemos conjecturar utilizando o Teorema 3.2.2 para conhecer o
2

comportamento dos dois primeiros autovalores do operador £ = 2 +c— 5g0§, onde ¢, é
x
r (ko)

L2’
Apesar disso, podemos mencionar de que no trabalho de Gardner nao se tem a cons-

dada por (1.14), é instavel para ¢ € ( +00
trucao da curva periédica o qual se diz instavel e portanto nao podemos deduzir através

deste trabalho que ¢, supra citada ¢ instavel.

5. Estabilidade de Solucoes Ondas Viajantes Periédicas em Espacos de Sobo-
lev de Ordem Alta

Em Angulo&Bona&Scialom [10] fora estabelecido a estabilidade de solugoes ondas via-

jantes periédicas para equacao KAV (1.1) em espacos de Sobolev de alta ordem, H ([0, L])

per
para k > 1 com k € Z. Neste trabalho os autores usaram as leis de conservacao da hierarquia
KdV (pois a equagao é um sistema completamente integrével). A idéia é a seguinte: para
provar a estabilidade em H;er([(), L)) usa-se a invariancia do fluxo da KdV pelas quantidades

conservadas definidas em H,,.([0, L]) e L2 ([0, L]) respectivamente por

5()——1/L 2—13d f()——l/L 2d
- _ — Z.
u 20 ux 3u xr e u 20U

Logo é natural de se pensar, para obter a estabilidade em 111'];“67”([0,L])7 k> 1, que se
pode fazer uso das leis de conservagao da KdV dadas de uma maneira geral pela familia de

funcionais invariantes pelo fluxo da KdV definidos em Hl’fer([O, L)) por,

L
[Iﬁd;/(f) = /0 {Ch(a;ff)Z 4+ 4 akfk“} dz.

Temos assim o seguinte resultado (ver [10]),
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Teorema 7.0.1. As ondas cnoidal ¢. dadas em (4.33) sao estdveis em Hp,.(0,L]) para
qualquer inteiro k > 1. Mais precisamente, seja L > 0 fixado e considere {¢.} qualquer

ramo de ondas cnoidal que sdo estdveis em HJ,.([0,L]) asseguradas pelo Teorema 4.3.1.
2

Entao para ¢ > % ee >0, existe um 0 = d(e, c) > 0 tal que se ¢ € Hy, ([0,L]) e

d(,pe) = inf [ = ge(- + 1)l g, (0.0 < 0,

existe uma funcio C*1 r : R — R tal que se u € solucao da equacio KdV (1.1) com dado

inicial 1, entdo para todo t € R,

u(- ) = (- — (O], 0.7y < &

Além disso,

r'(t) = —c+ Ofe),
quando € | 0, uniformemente para todo t € R.

No caso da mKdV e da 4-KdV podemos obter um resultado similar posto que as quanti-
dades conservadas invariantes nestes dois casos tornariam-se respectivamente (lembrando-se

que no caso da 4-KdV temos estabilidade garantida pelo Teorema 4.4.4 somente para a

2k
T T 0)), onde ko ~ 0, 3823174965),

velocidade ¢ pertencente ao intervalo <ﬁ’ Iz

L
LY (f) = /0 (00(DEF)? + -+ b f*% ) da

L
]li:;(dv(f) = /0 {]h(al;f)z + - +pkfk+5} dz.

Assim, usando tais quantidades conservadas e a imersao HE ([0,L]) — L%,.([0,L]) para
todo inteiro k > 1 e ¢ > 2, obtemos um resultado similar para estes dois casos do Teorema

7.0.1.
6. Candidatos para as Solucgoes da 4-KdV

No capitulo 3, Segao 4 apresentamos uma soluc¢ao ¢, dada por (1.14) da equagao 4-KdV.

Esta solucao surge impondo a condigao presente em (4.43) sob as raizes n;, i = 1,2,3, do
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polindmio F(t) = —t* + 3ct* + 6B,.t. Podemos obter algumas outras solu¢des impondo

condicoes diferentes sob estas raizes. Por exemplo, uma outra solucao seria,

7e(€) = VR | (7.1)

\/n3 — (n3 — 12)sn? (%gé“; kr)

Porém esta solugao possui uma caracteristica que nao é muito interessante. Quando k — 1

esta solucao nao tende para a solucao onda solitaria dada em (4.56) da 4-KdV e sim para a
solucao nula. Este fato causa um pouco de desinteresse em estudar a estabilidade ou nao da
onda periddica.

Podemos impor também por exemplo que n3 > 1 > n; > 0 mas este caso nao nos fornece
uma solucao da referida equagao, posto que as raizes devem satisfazer, para obtermos uma
solugao, n3 +n2+n; = 0. Fato este que nao pode ocorrer com esta imposicao de positividade
das raizes. Outro caso que poderia ser considerado é 13 > 0 > 1y > 1; mas este caso produz

ou fungao negativa ou uma fungao que nao pode ser solucao.
7. A Equacgao de Korteweg-de Vries de Terceira Ordem - 3-KdV

No capitulo 3 estabelecemos as propriedades de estabilidade da KAV, mKdV e da 4-KdV,
isto é, estudamos o comportamento da estabilidade para as equacoes de Korteweg-de Vries
de primeira, segunda e quarta ordem respectivamente. Uma pergunta natural que surge ¢ o
estudo da estabilidade das solugoes periddicas da equagao KAV de terceira ordem ou 3-KdV

descrita por,

w4 4wty + Ugpr = 0. (7.2)

Neste caso especifico ha pontos que impedem inicialmente de descobrirmos as solugoes
periddicas utilizando o método da integracao direta conforme fora feito no caso da 4-KdV.
De fato, se considerarmos solugoes do tipo u(z,t) = p(xr — ct) para (7.2) obtemos apds
integracao

o + ot — cp. = 0. (7.3)

Assim, multiplicando a equagao (7.3) por ¢!, e integrando mais uma vez obtém-se

? = (—2<pi + 5ep? + IOB%) , (7.4)

]

(2
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onde B, ¢ uma constante de integracao ndao nula. Desta maneira, ao considerarmos o po-
linomio F(t) = —2t> + 5et* + 10B,, pode-se verificar que qualquer combinagao entre as
raizes de F'(t), nao nos fornecera uma solugao periédica para (7.3) através deste método pois
sempre uma das raizes terd que ser nula, o que ¢ um absurdo visto que B, # 0. Um outro
método para obter solugdes que podemos mencionar é o Teorema do Somatorio de Poisson
que foi utilizado para descobrir as solugoes peridédicas das equagoes KdV e mKdV, porém
este método pode causar dificuldades imensas face a dificil tarefa em determinar o coeficiente
de Fourier da solugao onda viajante solitaria da 3-KdV, ¢,,(§) = C4 (w)sech% (Ca(w)§), onde
Ci(w) > 0, 1 = 1,2, sdo constantes que dependem de w > 0.
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