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INTRODUGAO

Nos problemas de integracao K dimensional num'espago de
dimensao n, uma das dificuldades que'surge € que sao envolvi-
dos elementos de dimensoes diferentes. As medidas apropriadas
para tais casos sao chamadas medidas dimensionais. Estamos in
teressados de modo especial na medida o, introduzida por De
Giorgi em 1972 e construida mediante perimetros (C.DG.P.[?]).

Como fundamento a essa teoria, De Giorgi desenvolveu em
1954-55 o conceita de perimetro de um conjunto (DG[!],DG[Z]).
Em 1964 Miranda generalizou este conceito para conjuntos de
perimetro localmente finito (M[}]), e em 1971 aplicou tais
ideias no estudc de problemas que envolviam perimetro minimo
com ohstaculos (M[Z]). Em 1972 De Giorgi, Jjuntamente com
Piccinini e Colombini, desenvolveram o problema de perimetro
minimo com obstaculos sutis (C.QG;P[T]) usando a medida dimepn
sional o. I

0 trabalho desenvolvido por nos teve comec objetivo prin-
cipal reunir os conceitos basicos e os rvesulcados fundamentais
da Teoria do Perimetro, considerando também uma aplicagao des
- sa teoria na solucao de prohlemas de area minima.

No Capitulo I fizemos uma exposicao suscinta da teoria
da medida, dando destague para 05 concelitos e nropriedades de
medida exterior, medida de Radon e de Hausdorff., As demonstra
coes nao foram feitas, pois as mesmas se encontram eam qualquer
livro classico de teoria da madida.

Mo Capitulo II estudamos os conjuntos de perimetros local
mente finitos e suas propriedades fundamentais, como o teore-
ma de compacidade {M{1])}, o teorema de semicontuinidade do pe
rimetro e a existéncia do boreliano minimo para o problema de
obstaculos,

Mo Capitulo ITII introduzimos a classe de conjuntos Gn e a

partir dai definimos a medida {(n-1)-dimensional o, domons tran



do algumas de suas propriedades e sua relagac com a medida di
-mensional de Hausdorff. | ':
Como aplicagao desta medida estudamos no Capitulo IV, um
problema de perimetro mfnimo com obstacules de medida (Lebesgue)
nula, utilizando o funcional F(B;A,E,L)=P(B,A)+c((E~B)A)+o((LNBINA)
mais geral que o p_ér‘fmetro P(8,A)=supi AIdngCdeX,gE[C;(Aﬂqlgli'l}

onde A e um aberto deIRn, E,e L borelianos disjuntos e Bc IR",

Verificamos a semi-continuidade de F e com o teorema da
Compacidade mostramos que existe um minimo em Gn para esse fun
cional, Finalmente no Capitulo IV fizemos uma comparagao en-
tre os diferentes minimos do problema de Perimetro com obsta-
culos, _

Facilitou-nos bastante esta redacgao o apoio e estimulo
que recebemos dos colegas Rodney Carlos Bassanezi e ltvan Resi
na aos quais queremos externar nossos agradecimentos,

Gostaria tambem de agradecerv.ao Prof.Ubiratan D'Ambrosio

pela colaboragao e orientacao que nos prestou.



CAPITULO I
NOCOES GERAIS SOBRE TEORIA DA MEDIDA

Neste capitulo reunimos alguns conceitos e resultados da
Teoria da Medida. De modo particular aqueles relacionados com
a medida exterior. Assim & que definiremos medida aditiva e
subéditiva, medida exterior gerada, medida de Radon e de

Hausdorff., Para um estudo mais aprofundado deste assunto veja

H[]e F1].

Definicao 1.1 Seja F uma familia de conjuntos e o uma

fungio definida sobre Fcom valores em [0,+»]. Assumiremos sem
pre que ¢eF e que a(¢)=0. Diremos que o & numeravelmente sub-

aditiva. (NSA) se: para todo FeF e toda sequéncia {Fh}hcg },com

i
f}] Fh:a F vale
h=1

Proposigéo 1.1 Seja o NS4 sobre F entfo se F' e F'' per
Ctencema F e F'SF" remos que ofF') < of I,

Damonstracao: consequéncia da definigao 1.1,

Proposigao 1.2 Se'{aj }}. o & wuma faomiliag gualqguer de fun-
co€s NSA definidas sobre F entfo para todo F eF
B £} = sup g_j'(F) & rambém NSA sobre X,
i

Demons tracio: C.DGE.P [1]

Definicao 1.2 Seja F uma familia de subconjuntos de um

=l

conjunto fechado E. A funcao o: F = [{},-Fmﬁ] e completamenteadi

tiva sobre = se o e NSA sobre fe vale a seguinte propriedade: se

FoeF, UF_ eF, F.Q F. = ¢ para | =+ j entio
h PR h i ]



a (U F) o= ] alf)

_ ‘Definicao 1.3 Dado um conjunto E, diremos que g € uma mé
dida exterior sobre E se ela for numeravelmente subaditiva $Q
bre':T"xP(E) .

Definiq’é‘o 1.4 Diremos r.*.fédr"da exterior gevada por o defi-
nida sobre ¥ a maxima medida exterior definida sobre subcon-
juntos de U_F, cuja restrigao a F seja majorada por a.

PR
Notagao:

X

Bor = sup{B/p & medida exterior sobre \J F
’ ) Fe

Observacao 1

B, (X)) = inf{ ] oa(F):Fef, Uur > X}
h>1
com a c¢onvengac que infg = + o,

Observacao 2

801"/3 = see o & NSA

Defiriuj;gé"o 1.5 Seja g uma medida exterfor definida sobre

E. Unconjunto G S ¥ se¢ diz g-mensurdvei {ou mensuravel segun

do Caratheodory) se para todo Fe¥, com F Il G Fe F-Ge T vale
g{F) = g(FN &) + g(F-G)

Evidenzemente E e ¢ s30 K-mensuraveis.,



Teorema 1.3 Se R & ume wmedida exterior sobre E eﬂ%yHCPL&

& a famflia de todos conjuntos B-mensurdveis entdo
a) ME ¢ . fechada em relagfo & unido e intersec¢fo enumerd
vel € ao complemento

b) RINM & comﬁ!etamente aditiva

Demons tracio: C.DG.P. |1]

2o 2 ar F oo To o4 - c oo UF
Observagdco 3 Seja a: F + [0,+ =], cujo dominio & el S
Se B, e uma medida exterior sobre A, gerada por g, entac se
Mcc A & a-mensuravel implica que M é Ba—mensurével.
Veremos a sequir a medida de Hausdorff gerada por

a: F > [o, + »]. Seja FeP@R") e ol(F)={(diam F)k para 0<kdR.

Para tode r > 0, indicaremos com

{FeF: diam F < f}'m" -

Foo=

a, = 0‘"5‘,—

Bu = medida exterior sobre IR" gerada por -
r

oo

Assim 8 (F)=inf{ }

O _ h=

mos que sup Ba tambem e

. ok
{(diam rh) tFpe o UF

uma medida exterior, que notaremospor

> F}, Gbserve-
1

n . r,
H, . Lomo para todo r, e v, com 0 <« r. < r, vale B > B no
k 1 2 1 2 o, ~ a =
- r
demos entac escrever: ] Z

HE(F):SUP 8 (F) =1img (F) para Fe "
r>0 % re0 Op

Observacdo 1 H:+€GRn)xD ¥e > 0

Demons tracao: Basta provar gue H:¢“(CL)$D, para todo L>0,

onde CL={xﬁRﬂ:|x;|<L, i=1,2,...,n}. Logo



. - _
n . . . n-+g | . 2L/
Hn+€(CL)£I:m inf {h£1(d:amxh) tU Xy 2 Ly, diam X <22 <
n n+g _ n+g
i N (2LYF) - i L2Lyn) - 0

N->co Nn+e 2 N 2o0 Ng

n

e Hk-

8(x)m+ w,¥e > 0.

Demonstracao:

i

kas

(X)=Tim inf{ § (diam X

k+€:UX. = X, diamX_ < r}
n h
- o h=1

»

Como E‘(diam Xh)k+€ < (diam Xh)K r& entio

inf {}{diam X )k+€:UX- » X,diam X < r} <
h h T drem Ay <
< S inf ] (diam x)*:ux. > X, diamX, < r} <
_— h h h —
h
< rEHE(X)
g portanto
N . B 1 _
Hk+E(X) < lim r ﬁk(X) =
>0
Para provar que Hqu{X) = + w, fazemos o mesmo tipo de

ciccinio e encontramos:

pee (XD > e, r T XY = e
r0 b

Ohservacao 2 Se XfZIRn_e U<:HE(X) < 4+ ® entao HE+€(X)=G

. - . . . N -
A dimensao de Hausdorff de um conjunto X< IR ¢ o numero

real definido por:



dim X = inf K =  sup K
H n _ n _
(HP(X)=0) (M (X) =+ )
' Observacao 3: Para todo k, < k, vale H' > HD .
_ | 1 2 k, 2 Tk,

“Observacao 4 Se k=0, definimos HE(X)=nGmero de pontos de

X. E se K <0, definimos HE(X)=+ ©, para todo X £ ¢.

Logo as HE sao significativas para 0 < k < n.

Definicio 1.6 Para todo X IR” e todo k > 0 definiremos a

medida de Hausdorff, k-dimensional por:

onde WP & a medida da esfere unitaria em]Bk.

Verewmos agora algumas consideracoes sobre a Medida exte=

rior num espago metrico M,

{1)iﬁ < P(M) € uma familia de Borel, se e somente se

peB e valem as condigdes:

(i) Ael = M-Ac B
(ii) Aie® == JAie§

(ii1) Aisfp = Najc6

(2) Com ®(S) representamos a familia de Borel gerada por
S (menor familia de Borel que contém S e satisfaz as condigoes

(1), (ii) e (iii) de (1)).

(2) Com E(S) repre
satisfazendo as condigces (ii) o (iii) de (1), para todo
S < P(E), Portanto S5« E

sentamos a menor farilia contendo S,



Lema 14 Se $ é ral yue: AES => M-AcE[(S) entio E(S)

=8B(s) .,
Demons tracdo: C.DG.P{1]

Teorema 1.5 Seja M um espago métrico e o« a medida exte -

rior sobre M tal que os abertos sFo O mensurdveis, Seja B um
boreliano deJM;;EntEo se afB)< + ¢, pagra tode e€>0 existe “m'
fechado C = B tal que a(B-C) < €.

Pemonstragdo: C.DG:P [1].

Taorema L.6 Se B & uwme medida exterior sobre un;eSpa90¢K§
trico M, aditiva sobre todo conjunto que tem distdncia positi
va (isto & R{A) + B(B) = BIANB) se dist{A B) > 0,) ,entdo to-
do conjunto fechado de M {portante todo aberto de M} & B-meﬁ

&
surdvel,

Demonstracao c.DG.P [1].

Observacao: Toda medida de Hausdorff, e aditiva sobre to-

dos os conjuntos com distancia positiva. Entao podemos enun -

i

far a sequinte consequencia do teorema 1.6.
"Todo horeliano & mensuravel segundo Hausdorff e Ha/&nei

a aditival

Definicao 1,7: Medida dc Radon sobre um espaco métrico M

& uma fungao u:a?B(M) > |0, + = que seja aditiva. Onde
60(M) ={ B ¢ My B de Borei; ¥ compactol.

}?roposiqao 1.7:8¢ o é wmm medida de Radon solre 3 entdo

vale a seguinte propriedadas (P},

(P) alB) = inf olA) = sup ofC)
Ec.:!l.&:%irg(f*l) LB
A aberte C compacto



para todo B g o(ﬂfL

Demonstracac: C.DG.P [1].

0 conhecimento dos valores de uma medida de Radon sobre

os abertos relativamente compactos, determina o valor da mes

ma sobre os borellanos

rejativamente compactos.

-

Este fato e-

s . n
particularmente interessante em IR , onde todo aberto pode

ser obtido como uniao enumeravel

de cubos do tipo

m, m,
{x e RM /o < x, < e s L } onde K £ N
2 b2 2
X = (x1,x2,...,xn) e m. € Z, 1 = 1,2,...,n.

0 ceonhecimento do valor

determina os valores

limitado. Em particutar se @ & invariante por translagao
ta conhecer ¢ valor de U sobre

gue-se, purtanto que se o e U sao duas medidas de Radon

bre pizel

nula, entao se tem:

n({x e m"/0

de p sobre cubos do tipo

de u sobre gqualquer conjunto de

somente um de

x, < 1})

olix 1|0

Choervagoes: A

-—— e s A

de Radon invariante por

|

madida de

transla

e o

1})

¥, o=
!

-

n -
ehesgue sobre IR & a

. gqua vale 1 sobre

Ed

tais cubkos,

acima,
Borel
bas
Se~

50~

, invariantes por translacao e o nao & identicamente

medi da

cubo

8]
{x e-]Rn/O‘E X, < 1}, As medidas de Hausdorff sdo aditivas so

hre @O, portanto elas sao de



Portanto se tem H:(X] = K.medn(x), isto &,

Ho (X)

medn(X)



CAPTTULO TI
CONJUNTO DE PERIMETRO LCCALMENTE FINITO

Para o desenvolvimento deste capitulo, conservaremos as
notacoes usadas no capltulo anterior e introduziremos algumas
novas conveng¢oes. Assim,dados dois conjuntos B e B!, a 5Uua
diferenca simétrica sera notada por BAB'.

Se A e um aberto de:mn, com a notacao BecA, indicaremos
que B & um aberto de R", B & um compacto e dist(B,dA)>0, isto
€, B e relativamente compactio em A.

Se {Bh} € uma sequencia de conjuntos mensuraveis,diremos
i

q ue Bh converge a um conjunto B em L (A) e notaremos por
Bh > B em L}(A), se 1im med [(BhﬁB) NA}=0 ou seja, se
> o
1im |¢(x,8h)~¢(x,8)|=0, onde ¢(x,B) & a fungao caracteristj

h=o A : '
ca de B, .

Do mesmo modo diremos que Bh'conveﬁge a B em L:GC(A), se
para todo K< < A, Bh +B em LI(K).

Se para todo leim ¢(x,Bh)=¢(x,B) entiao Bh - B. Analogg

h-#OD .00 .

mente bh + B significara qus Bh o Bh+l e ;{1 thﬂ, assim como
B, ¥ B significara que B o1 < B e B = J} By -

Por Cé(A) indicaremos ¢ conjunto das fungoes centinuas

com derivadas primeiras continuas sobre A, cujo suporte € um

compacto contido am A,

e . ; n
Com estas convengoes, s2ja A um conjunto delR , com fron
ue

teira bastante regular para g valha o teorema de Green:

div g(x)dx={ g.v{x) dH o Vge[ﬁgﬁRn)]n ; (1)

A § A

i

O

4

onde v{x) & o vetor normal exterior, e g.v(x) & g na dir

]
w3
0



da normal exterior.

Observe-que se tomarmos |g(x}|< 1, para todo x, com
gel?;ﬁRnﬂ " entio vale:

H o, 8A) =sup { 5A9(x)“(x)d”n—1=9€W?3(H@)]n’ lgl< 1]}

Logo usando a (1), podemos escrever

. |
Hnﬂ1(§A)=sup{JAdiv a(x)dxige [cJ ], [alc 1}, (2)

que nos sugere a seguinte definigao.

. P n = ' T +
Definicao 2.1 Se Ec IR e um conjunto mensuravel, direx

mos Perfmetro de E o valor {talvez + o) dado por:

P(E)=5up{ iﬂivg(x)dxwﬂfcgﬁfiﬂ)]n’ |l < 13

£

De Giorgi demonstrou o seguinte tecorema: Se P(E) +

I

kS

*
entao existe um conjunto de Borei 3 E «. g€ e para todo xey E

3

axiste v(K}gHJ1C0m ]v(x)[ni g v {x) Ffuncao de Baire, tal que

div Q(X)dxm( g(xyy(x)d B __ ., ¥ee[Cpf™]"
JaiE (B} O -
L

e portanto P(E)ﬁHn"1(awE).

Lonsequentemente H (38) < P(E}. Logo se H__ (88} + o

n-1 . i
entac P(E) < + w.

- . ey . ’ ll -
A reciproca, no entanio nao vale, pois, se (B .(x( }}, a
. o i
- . , i = -
Bma sequancia de bolas com centres em {x )}i’ dansa em 1 &
o3 e .
, n-1 P e . H ; [nd b ({)
com § g < + ®, provaremos qug o cocnjunto sl By (x )

=1 P10



tem as seguintes propriedades:

(b) H_{6E) =+ w

isto &, P(E) < + « nao implica Hn_1(65) < + o,

N
De fato. Se EN = | Bp.(x(i)) entdo P(E.) < n w Z p?—]
i1 N
para todo inteiro N. Por outro lado, para toda ge[CéﬁRn)]n
com [g| < 1 temos que:
div g{x)dx = 1im div g{x}dx < tim inf P(EN) ,
E Hstoo EN L R

isto e,

P[E) < + o

4]
Agara como IR =F U SE, = Hn(E)fpn Z p? < + o a Hnﬁf)n+m

temes que Hn(ﬁE) = + ® & portanto Hrl

Definicao 2.2 0 Perlmetreo de um conjunto B (boreliano) em

relagido a um aberto A de R" & definido por:
i
P{B,A)=s5up{ divg¢(x,ﬂ)dx;ge{to(ﬂ)7”,|g] < 1}
g

A - —n

n C e C R T
Se A-R essa definigao coincide com a definigao 2.1,
Se P(B,A) < + o diremos que B tem perimetro Tinito rela-

tivamente a A.



"Se P(B,K) < + o, para qualquer Koo A, diremos que B tem

perimetro localmente finito em A.

Observacdo: Um conjunto E pode n3o ter perimetro finito

em A mas ter perimetro localmente finito em A, onde med{A)< 4w
~ Exemplo: Seja A={(x,y)e 1R2/0<'x<1}1f(x)=x sen 1/x; x>0 ;
E = graf.f '

hY s
1 -~
LTy =X
- o P(E,A) = + w
;/{ .
= 3 j X ’
% g i . P(E,K) <+ = ¥Kceo A
I} /
Y,
\\
Y
! \y:‘i_x
A Y
Veremos agora algumas propriedades do perimetro de um

. - i
conjunto em relagao a um aberto do IR .

Provosicdo 2.1 Se med [(BAB')N A] = 0 entrdo P(B,A}=P(B',A}.
Em particular se med(Bf) A} = 0 c¢ntio P(B,A} =0,

pencnstracao: Pela definigao 2.1, tenos

' .
P(B,A)=sup {| divgoe(x,B)di:qe Co(;’\)_]n; g} < 1}
g {A



p(B',A)=sup{I divg ¢(x,B')d><'=98[C;(A)ZI”; lg| < 1}
g jA -

Entao utilizando propriedade do sup nas igualdades acima temos
) S
para ge[?o(An]”,lgl < 1 que

P(B,A)-P{B',A) |= [ divgcp(x,B)dx-I divgg{x,B')dx
A A

<

= f divg{¢x,B)-¢{x,B"'))dx
A

iJ |divg| [¢(x,B)—¢(x,B‘)]dx (1) 
A .

como |lg| < 1 entao |divg| < M.

E como med [(BAB'}N A] = 0 entdo JAI¢{XK?)“¢(X,B’)IdX<€/M pa-
ra € >0 e arbitrario portanto substituindo em (1) tenos
[P(B,A) - P(8',A)| < ¢
logo
P{B,A) = P(3',A)

Em particular se med{A )] B) = 0 temos

P(B,A)=s5up {( divg dx:gg_[c;(m]”,|g| ¢ 1} = 0@
J ANB -

cqd

Proposicao 2.2 Se A e A' sio abertos disjuntos en

L3
=y
o)




P(B,AUA'")=P{(B,A}+P(B,A'). Mas se

A e A' sfo agbertos tais
A' < A e dist(B,A-A'). > 0 entdo P(B,A)

que
= P(B,A"').

. - ]
Demonstracac: Para qualquer g, e gzigleco(ﬁ), g
. 1

existe uma gECo(

1

]

,eC (AY)

AU AT g=g,+9,, tal que se |g1|§11[92|i1 en-
tio |g| < 1 e além disso vale sempre

divg dx + divg,dx=| divg dx

Cbserve que o segundo membro dessa relagao € sempre menor ou

igual ao P(B,AUA') logo:

divg, dx + divgz dx < P(B,AU A%
AN B A B -

que yale para tode g, ¢

g2-5atiéfazendo as condicgdes acima.

Entac vale para o syp © para o sup, © que nos permite con
91 2

cluir '

P(B, A + P(B,A') < P(B,A U AY)

Por outro lado para qualgquer gaﬁi(A oAy,
te g, € g, tal que g

1s]
g, + g, com ]91| <, [gzi <



1 1
g1€CO(A). QZECO(A')-

Nestas condigcoes vale sempre

[ divg dx = divg1dx_+ _divgzdx
(AUAT)A B AN B AN\ B
Tomando o Sgp e depois o sgp veremos que o segundo mem-

bro dessa re]agaolseré sempre mehor ou iguala P(B,A)+P(B,A!) lo-

go:

)

div g dx < P(B,A)+P(B,A')
(AUAYO B

para todo g satisfazendo as condigodes acima, Entao vale para

sgp C que nos permite concluir
P{B,AUA'} < P(B,A)4+P(B,A") (2)

(1) e {2) nos dao a tese da proposigao.

29 Parte: A' < A e dist(B,A~-A') > 0§




Observe que A = (A-A'} U A' com (A-A') N A' =4, entdo aplican

do a primeira parte da proposigao temos
P{B,A) = P(B,A-A’} + P(B,A")
mas med (B ) (A-A')) =0 logo P(B,A~A')=0 e P(B,A)=P(B,A'} cqd.

Proposigac 2.3 Para todo aberto A, ¢ para todo par de bo

relignos B e RBY temige:
P(BUB',A) < P(B,A) + P(B',A)
P(BOB',A) < P(B,A) + P(B',A)

Demonstragac: Pela definigdo 2.2

P(8 UB',A)RSUP{[ djyg dx:ge[C;(A)In,|9| < 1}
AN(BYB')

< sup({ divg dx:gng;(A)]n’!gI < 1} +
- AflB ) -

f
+ sup {l divg dx:ge{?i(A)jn » gl < 1} =
Jans: ° “

= P{B,A) + P(B? A)

e P{BN B‘,A):sup{J divg dK?QEEC;(A)]n,Igl < 1}_
AN(BA BY)

< sup{[ divg d;:gg[cg{ﬁ)|n, lg| =< 1}
AN(BUBY)

< P(8,A) « P(B',A)



n

Proposicao 2.4 Seja {Ah} uma sequéncia de abertos de 1R
com Ah*f*,ﬂ\_ Entdo

lim P(8,A) = P(B,A) ; ¥B ¢ B@")
h o0

onde @fmn) representa os borelianos contidos em IR,

Demrons tragao:

12 Parte: (1) 1im P(B,Ah) < P(B,A). De fato, pela defini
- o0
¢ao 2.2 temos h

lim P(B,Ah)=1im Lsup{ divg dx,gE[C1(Ah)jn, |g|_<_1ﬂ
<o oo A 0B ° |

h+m

< Hm[sup{ divg dx,ga[t‘,;(,ﬂ\)]n’lgl < 1}]

\ . 1 n
= sup |lim divg dx, ge[C (AY]", lgq] < 1}|=

. i )
= sup{( divg dx, geLCc')(A)_iﬂ, lg| < 11 = P(B,A)
JANB ) -

22 Parre: (2) P{B,A) < lim P(B,Ah). De fato pela defini-

hreo

P(B,A) = sup{ divy dx;t_gs;t|"'[2]_(r‘\}jn, bgl < 1}
JAT B e -

,
= sup{|_ diva dx, e [C_(A)]" 5 fa] < 1} {
U (A Ns)

P

T
S




logo a expressao {3) sera

= E s up {j divg dx,gal;ﬁ;(_ﬁ\)_]"; 9l < 1}2

i=1 Ai'ﬂB"
h : R | n
= lim Z sup {| , divg dx,ge|C (A)] , gl < 1}
Roos | =1 A0 B ©
h '
= tim z P(B,AE) = lim P(B,Ah)

hso =1 h

- cqd

Proposig?o 2.5 8¢ um conjunto B rem perfmetro localmente

finito em f\ entfo a fungfo caracterfstica ${x,B} admite derin

vada como wmedida ¢ se tem ainda que

P(B,K} = 10 &(x,B} | VKoo A

Di &(x,B) sobre K.

. — .

P(B,K):sup{{ divg ¢(x,B}dx:g€|ﬁO{K)Jn lg] < 1} <+ @
K

¥ KT A

aq, _ .
Seja F.(g) = J (%, B) ___._)H.,,'_.. s QEI,CHK):IH ,
i K {Xi o

gl =1



com g = (91""’gn)'

Se suporte de g esta contido em K e |g| < 1, entao supor

39.
te de '~ também esta contido em K e
3x.,
i
]Fi(g)| < P(B,K) <+ o
Seja ¥= S S logo |¥| < 1 e portanto
max g | -
[F.(¥) | < P(B,K)
g dafl

|7, (g) | < P(B,K) maxfg]

Logo F, & um funcional Tinear continuc em relagaoc a con-
vargencia de g, e pelo teorama de Riesz temos

Fi(g) = g,Di ¢(x,9) dx

onde Di o{x,B) & a medida derivada no sentido da distribuigao.
Obtemos desta mancira n madidas 01 dp(x,B),.,..,Dr1 ${x%,8) o que
impiica que ¢(x,B8) tem derivada medida.

, n
Agora como | div g ${x,B}dx = ( } o D.g ¢(x,B)dx
i A
JK JR i=1
o "
= D9 ¢lx,B)dx = 7} 3. b, $(x,0) dx
i=1 K 11K : i

Tomando-se o sup em g c¢n ambos o5 membreos de

divg ¢(x,8}dx =
K

MRS e

g, D, plix,B)dx

K

e



considerande K C UJ K, com i(=|<1 e'Kh = ¢ para h > 1 temos

h=1 h
onde 1D ¢(x,B}| € a variagao total da medida vetorial D¢(x,B).

Definicao 2.3 Un conjunto B é de classe I‘1 em relagdo ao

aberto A< IR (notagao Ba'I’1(A)) se existem:
a) um aberto A' tal que AN 3B & Af

b) uma fungao g(x)ECT(A) tal que

BN A' = {x:ixsA'; g(x) > 0}

e além disso, para todo xe3BMN A . temos |Dg(x)| < 0.

)
. = ANBBeA
_ [t

de classe I‘I(l\) entho:

®)
&
]

1]
i
<
8]
3
0l
0]
L5}
%)
fe)
oz
¢

a) P(B,K) < + o ¥KC CA

b) YKS <A tem-se Di o(x,B) = Yi d H“_}
K ' asax

onde ¥ € o vetor normal externo a 9B,



c) J 0 ¢(x,8) | = H__ (a8 k)
K

d) P{B,A) = Hn_](BB N A)

Como |Dg{x)| 0 para todo x pertencente a 3B 1 A, entdo
em pelo menos .uma diregdo h, 3g + 0, e nessa diregao 380N A
a}{

& olgréfico de uma fungao ¢, Assim sendo Hn_i{aﬁ N K) < + o

para todo Ka c A,

Além de |[Dg{x)| & 0 em 9B 0 A, também sabemos q ue
3B N A={x:g(x)=0} sendo portanto uma superficie regular que sa

tisfaz as hipoteses do teorema de Green, entao:

. ¢$(x,B)Dbig dx=- g v d Hn_1 (1}
Kk 38 N1 K

P(B,K) = Hn_1(2}8 N K) < 4 o
que pela proposicgaoc 2.5, cbramos

P(B,K) = [od(x,8) |
K .
lTogo
J!D¢(X,B)| = H B 0Ky . {2)
¢ n

Agora na demonstragao da proposigao- 2.5 vimos que

Fi(g):[ fb(x,B)Dig dx = - g 9. d{x,B)} (3)
K

K

e comparando (1) e (3) temes



JK Di ¢(x,B) = [ Yli S
B NK

Finalmente, como consequéncia de {2) temos
P(8,A) = H_ {380 A) |
Veremos agora uma generalizagao da definigiﬁo do P{B,A}.

?_gfiniqgo 2.4 Para toda fELI(A)

v(f,A) = sup { [divgnf]dx:ge_[c;(n)"_]”, lgl < 1}
A

Observe que v({f,A} ¢ a generalizagac da definigdo de P{B,A} pois

se f=0(x,B) segue~ssz . qgue
v{p{x,B),A) = P{B,A)
Lema 2.6

s 7t

vif, A) = P(F_,A)dE

(A ¢ F ={wineAsf(x)>t}
ocC i ‘e

. N
parge AR ¢ aberto, fgl

Em i-i[}} 2astd demonstrado tecromas 1.3, 1.4, 1.6 que: se
fiZL] {(A), A abevio de m"Y sntdo:
Toc

F0
[;\;Df%c!;{mJ l-iﬁ_‘!(,f:{}‘a’ﬂi{t)) dr =

-



-+m

= | Hn_1(3{xeA:F(x) > t} de =
([ 400 +co

| Ho.g (8 Flde = B P(F, ,A)dt
J

E em Federer temos que se fs{.‘.](ﬂs) entao ‘J(f,A)=j|Df|dx.
A

Portanto fica damonstrado o lema,

Lema 2,7 Sendo: A um aberto de IR“, ulxn) wwa fungdo de
Cl(A) limitada sobre A & M = sup |u(x)|, temos que, para fodo
xeh

boreliano B de perfmetro finito em pN a seguinte nujoragio:

v[(u.:p{x,B)),A] < H.P{3,A) + {Du|dx

Demonstracao: Pela definicio 2.4

v[(u.(p(x,ﬂ}),ﬁ\jmsup{ divg.u{ux).p{x,8) dx:
A

us-'[C'{f‘\‘]n : g} < 1}
SR A} 3 g

como
v 5
div {g,u) = § il (ug,} =
i
i=] E}xi
= 4 div g 4 «Du,g> s

temos:

- - i r - ] \".o( L}
\rg_f,mp(x,ﬁ))gf‘”-‘,_[f_sup { Adiv(gu)r;gx._,B}f,ix:gr-_‘[’_ﬁo(!«\}q}’,Egi < +}
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+ sup { A’Dﬁ{ IQJ ¢(x,8)dx;ge[t;(ﬁ)]n, lgi < 1}

I A

M sup {‘ div {js‘x>“(x) }_¢(x,B)dx:ge[C;(A)]n,|g|i1}

onde

ACICET I

ke

togo pela definicao 2.2, temos:

vilu.g{x,B)},A] < H. p(B,A) + [ {Duldx

BOA cqd

, , . n
Monrama 2.0 Sejamr A uvi gberto de IR? Bum boreliano de TR ;

feC1(A) com D<F(xi<] 3 th{sz s Fx)<e}, Eatdo

| i I‘ .

Aldr< [pFlds + P{3,A)

N PRV
Lemonstracao:

B T A R YT P

Fo=ixgxed, (%) > ) = {xymed, F{x). o{x,B) > T}

i
Palo Lema 2.6 temos v(F(x)@(xpB},ﬂ}ig P(Ftaﬁ}dt.
{
< P(RLA)Y | [ nFldx

Pelo Lema 2.7 vemos v (7 {(x) ${x,3),a)
Jans

pois ¥ = 3up i) o= 1.



Entac pelos Lemas 2.6 e 2.7 temos

PF,,AYdt < P(B,A) + |pfiax cqd
0 ANB

Observacoes:

1) Se A & um aberto deR" e Bc Ko < A entio P(B)=P(B,A)

2) Se P(B,K) € 4 o YK o < A e sg dist(x,3A) > r > 0 entao:
P{8N Ar(x)) < 4+ o

Estes fatos pevrmite~-nos cxtender as praopriedades lacais
da frenteira reduzida de um conjunto de perimeiro finito ao ca

so de um conjuntoc de perimsiro tecalmante finito.

2.5 Dado um canjunto B IR, divnmos quae v pon
to x peviance a fromtcire reduzide de B, £ indicaramos por

RE€AFB . se para gualguer ¢ > 0 f2mos F’(B,:’-\r{z)) < o+ omoa axiste

finito o iimite

JAR (x
¥ {x} = Iinlvwfwlnwwmwwwwwwmvwm» ondeg iy{x)i = 1
gt N
l s {x ‘.1'3}}




Observe que se xgd*B entao

med (8 N Ag(x))

Tim e =
med As(x) 2

e se x ¢ 3*B entdo y{x) = 0,

Teorcma 2.9 Se § tem perimetro localmente finito sobre um

JECR

aberto 3, entdo

: f
P{B,A) = K _, [o%8 N A] = | D ¢(x,B)]
%8 1) A
Prova:

P{B,A) = D g{x,8)] = | Pyix) {dr Ly
A J!-\
- v GO d o= o (A0 aE)
langss 7

il 5 e YA N A 5

juntos rais gue P85 ,AY < C{AY < 5 w para todo A o
520 d

..

vema 2.10 (Lompreidade) Sejo {8 YV umg scqgufnucia

£,

de

con

Q

1l o A . .
gberto de T, Havtdo exisie (D } e wwm conjunto 8 tal que para
- i

todo K -~ 0 vesulia 3
1.H'ﬂ f |lJ - if_fi'. = f)
§oxro ;K By i
o
Para A o = O fixe, exisce {s.},
. 47
¢}B () s 13L&
7
|
1 " 2 . .
i !I F#t | !.;v !\fJ B T{I)F] . | d . B
a Jatrm J"\_‘u_- SJ 5i:
(*} Foderer CFf. F[1]



Be fato

onde kyh,s(x) = [ Th(x-y)dy e 1,{x) & definida por

d¢
Th(x) = K" r(hx; com heM, sendo que T & nado negativa, T € Com,

supp T {x:fx]| < 1} e j T{x)dx = 1,
. RN _ - -~
cfr s}, ?h g ° indefinjidamente dlferenCIGV9i e a sa2quen
?

cia {?h’s} converge uniformemente para by em ]DC(Q)

Assim

-1
| & -y ddx < h on. e(n,) (3)
A Bs. h,sj. — }

Agora, como {“fh } & egquilimitada pols pars tode h & s em

i, lw i < 1, & egulconptinua em A, pois
h - ‘
g-J

3 =

I":’] w) - ¥y, __){y)|< x=y|.n.C{A) para todo % o vy en A, paio
,

M, 5

1
. 5 - F o~ H PR o ! s B
tagrema de Arzela-fAscoll exisce {5 ,} . ral onue {?i %1}
H P Pa= P
. . | ol
coepverge uniformomonts em A,
2 .
Com o masmo arvgumantc fxisie {Sij‘.ﬂN < {b;;;”N O quae
[}
{?2 52} converg:s unifeoraamanta om A, Em goral exista
T ey
- . meed . . . . e
5.}, e s, Yo o o tal gus {v m} converga unl formamonte
i igH i bl ' R I '
- - ot L ;
em A. €ntho a sogquencia (&) {¥ .8} .. convetge anr B



para todo Tndice m

Assim o limite (1) segue de (3) e (4) substituidas em (2)
para todo h,j,teN, isto €, para A =~  existe {s.}+ tal
1, J
g converge em L (A).
®j
Por outro lado, tomando uma partigao de  da seguinte for

que

ma:Q ﬁ;%ﬂﬂi com An c:An+1 e A1 = A . obtemos
eift A1 existe {s}}+ tal que ¢ ;  converge em L](A1), Generalizan
st
. . n
do, em An existe {Sj}+ tal que oy ] conver g em Ano

S,
Loge tomando a sequéncia diag%na], em A existe {Sg}¢ tal
que ¢ converge em L](AP),

s
il

=

Como, para qualquar K —oec 00, Ac Aq algum n,temos que, se

¢B converge em L1(ﬂn) entao By convorge en L1(K). cqd.,
L. " n _

5
“a n

Teoraema 2,31 (Semicontinuidode do perimeiro),

Seja A um
L . T n r » r . .
aberto de IRW & 15y} ung fardiia de confuntros tais gu
18

"‘8 BI -}- B
: (A)Y Enrdo

o
e T 'Liof

PR TR -
Denmongiracao:

1 s oo .
B, o Boem L, {A) sigalfica que ¥ K =< A B » 3 ew
i . - . N
L o(K), isto e, lim ned [{BR-A B) 11 K} = 0 ou seia
i2 b

f
Vim { l, B ) = 1 o {x,8)
levoo J A J A



Entao temos para gE[C;(A)]n, Lyl <1

$ (x,B) divg dx = Lim cb(x,ak) divg dx <
A ko A -
< P(Bk,i\)

e dai

P(B,A) < lim inf P(Bk,A)

. K+ o

Taorema 2.12 {(Existéneiaq do minime pare o problem g de

obstdeculos, afo levando em conte obsitdeulos de medida nula). Se

jam A um aberto doIR", £ ¢ I dois borelianos «de W disjuntos. .
Lntdo existe wum boreliaono 80 tal gue:

P(B_,A) = min {P{D,A) ; B e (RY) |

Bz?ana,s'ﬂ(;,na)mqn}

P —_—
- B T STt
e T G R

" O
Cramonaeracnd:

Ao R i e P £ e B

Saja m=inf P{B,A)/2:z8@") , 8 2N a,8 n {L 01 Al=9}



Se m = + =, basta considerar Bo = £, pois neste caso
P{E,A} = + =.
- Se m < + =, Suponhamos {B, } uma fam{lis de boreslianos tal

que B8, ZENA, BN LNA=¢ e ;im P(Bh,A) = m, isto e,
P(B,_,A) equiltimitado.
h 4

Pelo teorema 2.10 (compacidade) temos:

b
|
"}oc(ﬂ)

H{Bhi}c {Bh} ta? que ahi -+ BF¥ en

onde 8% satisfaz: B 2E A A; B* N L N A= ¢ ¢ pelo teorema

2.11 temos ainda

P(B*,A) < 1im inf P(Bh ;A) = m

. .
| o2 |

. - . - . n
8% poderia nao ser borellano, entao s=ia BO eﬂ%(ﬂa) tal

yue
B 2 £ 0O A
)
BN LN A=
2 } ' b

e med (BQ ABYY N A= O logo

. . o A
P(BO,!x) = min {PURAY ¢+ 02 o G3(aRT) .
8 2 FE N A 5 80 L A= 8)
Obgervacao 1 A selucio do prebiama pode nfio see Snica
i
v o8 ral gque
(i) 5 g

H
med'[(%o A yq} A} = @



| 1
com B_2E N AeB 0L NA=¢é tambem solugao,

{11) Existem casos em que med ((B0 A BO) n A) =0 e Bé

também & sotugao.

i
™
]
a0
6]
[
or

Neste caso Bo

que

P(BO,A) = P(BO,A) =

=min{P (8,A4) /B eR@®"),

ENA=B,LN BN A=G)
= t —
Com med L(BO o B YnaAl >0

(iii) Se L = ¢ entao B =A pois P{A,A} = 0.

Observagao 2: 0 resultado desse teorema s0 & valido para

quando os obstaculos £ e L tiverem medidas de Lebesque dife-
=N, | - -

rente de zero emIR , Para o estudo de obstaculos com wmedidas

nulas introduziremos no Capitulo FII & classe Gn e definire=

mos no capitulo IV um funcional mais geral que o parimetro.



CaPITULO IIT

MEDIDA {(n~1) DIMENSIONAL CONSTRUIDA ATRAVES DO PERIMETRO

No probiema anterior a solucao independia de obsticulos
cuja medida de Lebesgue fosse nula. Para obstaculos de tal ti
po devemos introduzir uma nova classe de conjuntos menos ge-
ral que a classe dos borelianos, a classe Gn gue definiremos

a seguir.

Definigao 3.1: Umconjunto 5 IR pertence 2 classe G

n
se satisfaz as seguintes condigoes:

im p med (B i}Ap(x)) =0 = x g4 B

j—

sto é, B nao contém pontos onda sua denslidade & zaro.

. - n
c) 1im p med(Ao(x)~B) = 0 s x g B
00 !
isto &, B contem todeos os pontes onde sua densidade & 1, ou
seja o complementar de B tom densidade zaro em X,

Stmbolicamente podarianus esciraver

B = Gn S ¥ , dens{B,x) > 0
mad (80 A 1x) ' . med (30 A (x))
, . i =
onde dens ( 153 ;\{} = ]im U N fim o et et vt e s s
, 0
PG mz d ﬁp{x) A0 o

- a9 .



dens (B, %

logo 1im pmn med(BNA (%)) =0 = dens{B,x) =0,

p-0 P

2=

dens(B,x1)m1

0

g om -8

"bseﬁﬁig§p l. Se B ¢ Gn entao Hf"B)an. De fato, Se
B e G pela definigao 3.1 temos:
{i} 1im p med(AO(x) n e} = ¢ s x ¢ B
(0
logo
. N LU 2 1 SR s
Vim p 0 omed (A (x)-(R-2)) = 0 2> (1) =
p=o
-n

togo

p=o

Agora como a classe dos bor

- F] v s . | ,

gue s& & & poreliano antao I -8
NN

Portanto 777 -8 & § .

it

tim P70 aed (f\p‘ (:33 0 (m

"y m0 ex (11) e o

[§]
=3

.,2

elianos & ura g-algebra, tomos

oy

camham o



Chservacac 2: Com o mesmo tipo de censtrucdo feito acima,

podemos provar a reciproca da observagao 1,

Em geral se pode associar infinitos conjuntos B¥* g Gn

i

a um dado borelianc B R tal gue med{BAB¥) 0. 0 gue wvai
nos interessar @ o conjunto que chamaremos de B que difira o

menos possivel de B.

o - . n R
Defini¢ao 3.2: S& B e um boreliano de IR, definiremosos

conjuntos B'", B' e B como segue:

a) x ¢ Y <> lim o " omed(8 N A (x)) =0
p0 P
isto &, x g B < dens{B,x) > 0,

Fortanto B!t g Gn.

b} x & B' « lim p n med(ﬂp{x}—B) =

0=0
isto &, x £ 8' <> dens (B, %) = 1.
Portanto 8' ¢ G”.
¢) B = 8"y (8 0 B"} , isto =
ddl')(a,z\) > i) = PO SO

B e ¢ conjfunto de

Exomplo




dens(B,X1) = 1 : ‘x1 ¢ B!, Xy € B ) Ky € B
dens(B,xz) =0 ; Xy ¢ 5
dens(B,xB) = 1/2 X5 € 5“, X, ¢ B! y Xg € B
dens(B,xh) = 0 ; Xy, ¢ B

Proposicao 3,1 Valem as seguintes relagfes:

—~ P PR ]
a) B' =@ " - (m-E)

B = " - (‘m'-p)!
x € B! e 1im p—n med(Ap(x)-B) =0 (definigao 3.2)
P
@  fim p | med(Ap(x) n{R'-8)) =0
5 .
N -
< dens [( R ~B),x] =0

S ey NPT
“> F'e é (3 -B) (uefsnlgao 3.2}
el TN
> x £ - {m-3)"
i "l gD [‘:;;ﬁh’._:‘ ri N - __”:;j it F— .
ogo B! o R -~ (IR '-8) e B' o I -{ mi-8] o gue imnlica

a primeira relacao.

Analogamente demonstramos a segunda valacao,
b} Seja B we borelicvno. Sntio
Be 6 e 8'S s g
Como B e Gn’ teios que

Tim p ™ mad(A () 01 B) = 0 = v & B (def, 3.1)
p~o
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Timp " med{A (x) N 8) =0 <« x4 B" (def. 3.2)
p =0 p

Logo se x ¢ B entao

limp " med (A (x) 8B k0 = xe B (def. 3.2)

portantoe B & B,

- Por outro lado, X g B! se e somante se,
lTim p med (A (x)-B) = 0 N X & B
p—»O P

portanto B' < B.

¢} Pera todo B% € Gn tal que med(B*AB) =0 resul ta

r“

isto &, B & o conjunto de classe G que difere de

nossivel. (msd{Ba%)mO).

[ dow]
Q

menoes

[w3
54

fara dewmonstiar usamos as aefigigoes 3.1 e 3. Dropris

o
i
[l
3+
0

da teorie dos conjuntos,

d) Pare todo Sarefiano teii-ye

. ot
i i = ]‘} - il
[V .!n
Pela parte (b
]
5 & C <» pt=on St



.-3?..

Pela definigao 3.2

w
It
il

[

o

pois B & é“
B = B pois Bl

e) Sejaem: A um aberto de]Rn; B1 2 82 dois corjuntos de

Borel, tais que B1I1 A = 82 Nl A; entiio

ara demonstrar essas tres relacoes, basta usar as defi~

Usando as propriedades da medida de iLebaosy

{2} Para todo B boreliane de m tom-se 5 € G
{3) 8 & o wmenor conjunto de G, tal que mad (GARY = 0.
= (1) Seja X = pr, med{¥) = 0. Lntae para todo

% IR X temos



Portantoe dens {B,x) = zero ou um,
Agora, como BAB' & X e BAB" < X entio BAB = X e sendo
med(X) = 0 temos provado a parte 1 .

(2) DPe acordo com a definigido 3.1 temos que mostrar:

T

(a) B boreliano. De fato: B'={xe W':1im p“nmed(np(x)—s):u}_

[ hag’
Entdo ¥ k € N, 3m € N tal que p | med(Ap(x)~B) < w%mpara
todo 0 < p < —— |
Considerando
- -, _n- -n . 5 - _..__1.._._
Ap,k(x)._ {xe " p med(ﬂp(x} 8} < 1

sague-~se que

da cenumerabilidade da Gitima interseccaghB' & borelianc, Comeo

i o

= - A g - ST, . N S T P
Bit = T - {1RTLBY entio BY € Lareiiano. Logo B=8!' u (21 BY)

() Se limp | med(8 0 A (x)) =0 , entao

portanto x 4 B.

. ~n " R
{e) Se lim p f;‘;(}.d{ﬁ((x)“}j) = ) antan
3
C.}O b
Tim p'n med{ﬁn(x)wﬂ) s (] logo X ¢ B' portonto
L0 -
x g B,



"Para demonstrar esta parte (b) usa-se o seguinte resul ta
do: "med(B A B') = 0 se, e somente se dens{B,x}) = dens(B,x)=0,"
(3) Para mostrar gque B € o menor conjunto de G_, tal que
n

med (BAB) = 0, usa-se a parte (c) da proposigao 3.1.

L P
(i) Se A & wia femiflia de abertoy entdo UA = (YA i,
' G o a @

1

{
: i Al it 1 sl . = ! . -
De fato: seja [ Am = A = aberto de IR , entao dens(A,x) = 1

o
para todo x € A, logo, pela definigao 3.2 x g A', isto e,
x g (U A )", '
(U, Ct)
(ii)Y Se E & wuma faml iia de coajuntos de Gn’ entdo
o
o ——
(y B 2(U €)
o c Ie) ol
= Tato: Para todo x ¢ 1l Ea, deve existir um indice cg
tal gue x & E_ .
30 —~ - 1 , . - 1|‘
G 3 e 0 entido L = [ . Mas E =f i) £ v £ y.
QRO Fo..o Ty - (L0 "o * Two wo ( o .0
Logo % & £ implica que:
: 00
L t £
% ¢ E = 1 = dans{E ,x) < dens{i]E %) =
Tono oo — vl
e
> dens( U E ox) > 0 =» x e \JE
[ l i
au
« T ’ ) Y + i ii
oo (l: n ) -~ O < "T‘,‘n“kl s My < k"]/l\ SN 7() k4
) L G0 (18] - ¢
= dens{ HE ) >0 o CoE




logo dens (F,>
Agora, se

o que acarreta

(iv) Se E setisfaz

{(a) 1im pmn

-0
E =
b) 1im p
PO
£ 2
ln"é‘ .1:‘1'!—:9_:
a) x ¢ EU
logo
EH 3 E
b} x ¢ E
Togo
E' = £

afirndicao 3,3 Sejam: A

49

< dens (E, x).
x e F

x e E cqd
as conpdigdes:

med{E M Ap(x)) =0 - x & £ 3 entao

med(Ap(x)-E) = 0 = x = F entao
. )3 =D . - n o\ f ) — ,l £
<2 3 im D manv.(E (AU )D = Qs

pro
e E=E' U {FE N oEN) 1B 2 F

. -n vy » .

wy 1im £ mad (A (x)~E)=0 = x £ &

0715 il

= - PR : e -

E=f U {0 vy = £ 0 (80U £ = ¢

ez il
o] ) -1
um abpayio de J;‘.(w; Eoe Pl De

FCE entao med(Ap(x) N

temas que dens{F, x)

F) < med(Ap(x) n e)

> 0 logo dens(F,x) >0



finamos para

o {E;A)

£

todo e >0

il

inf {P{G,A)+

G

= S yp UE(E;A)
€70

wmed(G n oA

£

o
]

(2} G‘E(
O’E(
{(3) Se

g porianto

hiA) = §
g:A) =0 =

(£50) < o€

6 DE N A}



Como £ € E' entao E' Nt

AR ENAe da definicao de o e o>
segue o resultado,
(4) Se med(E 1 A) >0 entao G(E;A) = + .
(5} o & uma medida (n-1) dimensional ohtida como limite
de medidas n-dimensionais.
n -
Tooremwa 3,3 Pare todo abertfo A & IR, g funefo o e o
dag definicdfo 3.3 sfo me didas exteriores,
Der&onstrag”éo: Sasta mnstrar que g € numeravelmente sub-
HELONS LAl _ £
aditiva, Isto é, para toda familia {Eh} de 1" tem-se:
Loy oo
g
o (U g 5 M< T Tele 5 A) (1)
hoe=1 hz=l
Da definicao de ¢ _ sabemos gue: para todo n > 0, existe
’ £
para tode h um conjunto Fh E Gn’ tal gue
F - E, 1 A {2)
b = !
e atanm disso
mad (¥ 01 A}
) . ’ A ?‘”}1
g LE cA)Y s PLF. J1 R e [RTRR,
£ h - I
o
(3)
(4]
Seja asgora F = Lirﬁ. Coﬂ'io'fiﬂl 0 Gq, tewns pela sroposican
o 1 H I
3.2, gque ¥ 2 F. Mas ou {2} F 2 F.'.‘1 Noa, 2niao
ik [
. ach]
T (]} o ) {1
I [L} l_i_lJ ﬂ r 1\ })
H - - H “:' ir o - P e
Da proposigao 2.1 temos medlF oA FY =00 (:J; @i han Dila
proposicio 2.1
PUFLA) = p{ELA) (6)

L2



- 1}3

Como F = U F_entdo P(F,A) <« PRI (7)

Portantao temos finalmente:

- - - d(; n - v
Ue[ !I £, 5 Al < P(F ; A) + 12 : A) (pois € o Infimo)
- N
=p(r,a) + 2 PO B (5 ¢ (6))
£
co co (F, N A)
< J P(R ;oA + ] medD (7)
h=1 h=1 €
2] [a] -—k
< ] o lE M rn ] o2 (3)
T h=1 € h=1
= E (o} (Eh’A) +"=’]
h=1 €
Como n & arbitririg segue a tese da proposigao.
Lema 3.4 Sendo A.'l e A?_ dois ahertos disjuntos dea .1Rn= re

sulta entdo parva todo conjunto E e P IRn) Gue:

Domonstraciao:

Demonstraremos apenas a primeira visto que a segunda  se
obtem da primeira passando ao limite.
Pela definigaoc de GE(E ; A1 tJ A?), cars todo NO¥ 0 exis-

te F € Gn’ tal que F Z E N (ﬁ1LJ AZ) com
mad (¢ (ﬂ]lJ AZ))
P{FA MR ?) STV S PSS S G S

==



Como F 2 E B (A,l U Az) entao F 2 E N A, i = 1,2 e pela de

finicao de ¢ (E,Ai) temos :
>

| ‘ med (F 0 A) med(F O A)
o (EsA ) +o (E5A,)) < P(F,A ) + P {F, A ) -

—-— e E

Como A, N A, = 4§ entao

i 2

= P{ .

POF,AL U A)) = PLF,AL) + P(F,A,)

togo
med(F N (AT g Az))
/ ; P ‘
GE(E,Q1}+U€(E,A2) < P(F, AU Az) + <
€

< O’E{E;A] U AZ) + n

Pela arbitrariedade de n temos:
. [

o, (8,8) + o (g,0)) <o (E5A; U A,)
Reciprocamente, para todo n > 0, existe F4‘ e Fz'pazrtﬁmtes
tali . : T o E oA

a Gﬂ, [ -1 qUe |]_.. Eﬂ r\l, fz___ { !} r\ze
med (¥, i AL :
P(F']Jf\-t} + < UE(E;A!) + [
£
ned (F, 0 *'s.?)
[ ) e et - foo.on §
P('2’A2) ! < UE—. 7'{\2) i
£
o . - .
Seja F = F1. L FZ entao ¥ o2 F_{ L FZ {(proposicac 3.2). Pe-
las propriedades do Parimatro vistas no Capitulo 11, temos:
med (F ) (A U A,))
o (FEsA, U ALY « P{F,A, i A =+ O LU
£ ! 20 2 i 2

=



med (F, N .f-‘\])

1

£ ' E
< Oe(E;Ai) + gE(E;AZ) + 2
Pela arbitrariedade de n seque:

o (B3R U A < o (E3A;) + o (E5hy) cqd.
Lema 3.5t Sejam A e A abertos de IRn, com A = A'. En-
tio para todo £ ¢ P(IR") resulra g (E;A) < g (E;A).
. N - £

Demonstracgao: J—

Para todo n > 0, existe F ¢ 6 , F 2E€ 0 A tal que
GUESAT) + 1 > pE, A1) 4 JTud(E 0AD)
£
Comp A S A temog: ENAS ED AY, FO AL F 0O AY,

PLF,A) <= PUF,AY) & wed{F N A) <« med(F N A'). £nido

e i ik ! . I N
PLF, A') = rad (F DAY > P{F,A) & _med(F N A) > g (EsA)
€ o o -k

Pela arbitrariedade de 1 s2gu

LU
5

o (E5A) < g (E3AT)



- héb ...

Lema 3.6: Sejam A e A' abertos de TR ¢ E ¢ P(]Rn) um
conjunto tal que dist (E,A-A') > § > 0. Entdo:

{a) oE(E;A).i [1 + m%f;} UE(E;AI)

(b) o(E;A) = o(£,A")

Demonstracao: Se GE(E;A') =+« (a}) e (b) s3o Sbvias. Su

ponhamos OE(E;A’) < + o, Pela definigao de 0., temos que para

todo n > 0, existe F ¢ Gn, F2EN A" tal que:

med{(F T A')

Seja £, = {x e M & abbrio

P B
a 56/8 il E..

Consideromos g{x) ¢
(i) g{x) z{\I se X & Fa/8
(2) LO 5@ K2 .‘n\'”.lr:\!

2
(ii)y {oa(s)} < ~%~ para tode x.
- 1



-1}7..

Seja F, = {x € F: g(x} > t} , pelo teorema 2.8, fazendo
A' o aberto de W", F o borelianc e a fungao f igual a funcgao

g considerada acima, temos:

1
P(F,,A")dt < |bgldx + P(F,A")

] A'n F

que por (ii) nos fornece

H
{3) J P(Ft,A') de < 2. med(A' N F) 4+ P{F,A")
0 $

A desigualdade {3) implica que existe T, 0 < T <1, tal

que:

(4) PLF_,AY) < P(F,A") + =2 med(A' N F)
8

0 conjunto FT possui as seqguintes propriedades:

(5) dist (F,, A-A') >0

(6) FT'E E N Al
(7) F_S F
T
Praova da {(5). Se dist(Ff,A-A‘) = 0, existiria palo menos
Um X gue pertenceria a FT e a A-A' e portanto gf{x) seiiaq
igual a zero & malor ou igual! gqre T ao mesme tempo, o gue e

absurdo.



Prova (6). Sendo g(x) = 1 sobre Es » temos para 0 < T <1,

que: /g

F..o N {E n A'}Y = f N (Eé n Aa')
/
8 3

e como E € um aberto, pela proposicao 3.1 parte e, obtemos

8/g

(8) F o n (E5 n A') = F n (ES n A'")

Mas F e G, logo F = F (prop. 3.1, d). Portanto

F N (E n A'Y) =Fon (., N A') 2 E N A' pois,
8 5/
/8 8
por construgao F =2 E N Al e ES/S 2 E.
Pela {8) temos ?T.Q E N A',
Prova da (7). Sabemos que FTEE F_por construgéo de FT
Entao pela proposi¢ao 3.2 tamos _

. = F= Fo pois F e Gn.

it

Da retacao {(5) e das praoposigoes 2.1 e 2.2 tomos:

P(F_, A')Y = P(F_,A)

{9} P(F,{,.fx') = P(F,E,A)

togo levando em consideracio as relagoes (&), (7) e (9)

temos:



- kg «

. med(ET n A) med(F_ N A)
P(F ,A) + _ = P(F_,A) + (9)
' € T £
med(FT NA")
= P(F,A") + (9)

med(FT n a')

< P(F,A') + med (A* N F) + (%)
) : £
med{F A A'")
< P(F,AY) + med{(A' 1 F) «+ {7)
) £
Y f med(F 1 A')
< P(F,A") + med (Fn Al 28 tp(F,A') +
e § r_ €
< (o (E;A) + 1) + =25 @ (E;A") +n) (1)
— g’ ' § gr? *
- b —2E ELAlY). -
(14 =58 (0 (5387 1 n)
Pela arbitrariedade de n tem~se:
] A 28._. 3 !
0 (E3A) < (1 + ~A&-) o (£54%)
Passando ao limite para € + 0 esta relacao, obtemos

o{E,A) < c{E,A"). Pelo iema 3.5 temos a o(E,A) 2> o{E,A) o que

completa a demonstracgae do nosso lema.

Teorema 3.7: 4 medide extervior o dada na definicgio 3.3 @
ting medida regular segundo Borel { Bregular); wu sceja os COH=
juntos de Borel s&¢ o-mensurdveis ¢ para todo conjunto EEP(JRH)

resul ta;
g (E,A) = int {u(B:A) , 8 @, B 2 £}

DemonisEragdn @ Para mostrar que os borelianes sao O ~ mensu~



raveis, faremos uso da proposigaoc 1.4. Assim, sejam E_,E_ €

1272
P(JRn), tals que, dist(E.,E > 0., Mostremos que

1! 2)

o(E45A) + olE,5A) = o(E, U £,5A)

Sendo ¢ uma medida exterior, ja temes pela definigao 1.3,

a sua subaditividade, isto ¢, G(E1;A) + U(EZ;A) 2_G(E] U EZ;A).

Basta entao mostrar que 0(E1;A) + U(Ez;A) < 0(51 U EZ;A).

Coma dist(E1,Ez) >0 & possivel construir dois abertos
P - - - F- o
disjuntos A1 = E1 ! Az = E2 tais que:
. et Y n .
dibt(E1, u<—A1) >0 e d!sL{kz,jm ~A,l >0

Entao temos: A1[] A A] @ AZ N A& AZ aberios de]Rn;

E,e b, ¢ P(R"Y, e dist(E,,A-(A, 0 A)) > 0, dist(E,,A(A,N A}) >0
L

portanto pelo lema 3.6 temos:

. CAY AN AYL o fF 5 TR .
g(E1,A)+g(E2,I\)-—g(EI,A.li- Ay+olE, A, 0.A) < o (E ! Eosfgn A} +

= g(E 'j'EZ;A n (51 4 Az}) {ltema 32.4)
< g(E1 ¥ EZ;A) {(lema 3.5}
(Pt O MR
St v R
oK LT LR



isto &, o(E ;A) + o(E,;A) < olE,

mons trado que os borelianos sao o-mensuraveis.

Y EZ;A) e com isso, fica de-~-

Para demonstrar que o(E;A) = inf {o{(B;A), Bel,B 2 E}, se-
ja E e P( ). E pela definicio de o, temos que, existe para
todo € > 0 e para todo h Inteirc positivo um conjunto th EGn

tal que: Ghe'.?_’E e

med(GhE 1 A)

A ' ) : ] .
Ue(GhE:A) iP(GhE’A) + . . f_oe(E;A) + h
0s conjuntos Ghﬁ £ Gn sao borelianos, pois GnFE(ﬁ( r')
logo G. = [y G . e um boreliano e GeAE E N Ae além disso

h=1

O'E(E;A)mo'e({: n A;A} iO’g(GE;A) i L;; O‘E(Gh\;}\) = UE(E;A)

Entao, para todo & > 0, 13 G€ g0y, com GE 2 E it A tal que:

o {E;A) =g {GE;A}

Agora, para todo k » 0, inteirc, construimos Gqu, COmo

, . j : - A " :
foi feito para G€(€= mEﬂ). Colocando G = Jz] G1/k resul ta

G 2 E I Ae

Ul/k(G;A) = 01/k{G]/kJA) = gi/k(E;A)

que pola definigao 3.3 nos da
o(G;4) = g(E;A)

Teoraema 3z§ Sejag A umeberto de ]Rn,,e L e P(]Rn) tal que

E S A, Entdo temos que o EiA} = g(E) e portanto para todo

Fep (R )temos o(F,A) = o(F DN A).



Demons £ragao

Consideremos a sequencia {Kh}, definida para todo h > 0 e
inteiro, por:
. n
K, = {x:dist{x, R -A) > —}
h ~ h
Temos entao uma sequéncia crescente de borelianocs portan

to de conjuntos mensuraveis segundo Caratheodory. (KI(: Kztt..

nara k > 1

3

Seja a sequcncia [Lk} tal que L =K, ~K _,

L, = K;. Os conjuntos L sao mansuraveis e disjuntos.,

Entao vale a seguinte relacgan:

¥y f=a)
alE N A)ﬁciLJ (En L) = ) ofEn L)
I 1 1 k=1
(vide teorema 1.3). N
[ 3 s + [ E = ‘:
Agora, como A e KZ} giE N LK} g(E 0 KN) entaa
of{E) = 1lin gl{E D KN) (1)
N-eo
Como A & ', E N Ky e PLIR"), EN Ky« E e



dist(E N KN,]Rn~ﬂ) > 0 podemos escrever:

a) pelo lema 3.6 e pela definigao de ¢

It

o{E N K o(E 1 Ky3A) < o(E;5A) (2)

",

(1) e (2) impiicam o{E) < g{E,A)
b} pelo lema 3.5

g {E;A) < o(E) cqd.

L vt

to de ]Rn, E ¢ P(]Rn) um conjunto tal que dfsr(E;]Rn—A)>0. En

tda para todo X > 0 existe um eonjunto G g G fal gue
n

LS 6 S A" e P(G) = P(G,A") < g(E,A") + 2.

kgl }

= A
Demongtragio: Ne lema 2.6 tinhamos o(£,A') = o(E,A) quan

- n . -
do A" & A, E e P{ IR") ta! que dist(E,A~A') > & > 0. Agora
R ~ : . :
temos A' = IR . Entgo repetimos a demonstrac¢ao do lema 3.6,
n . [T B
fazendo A = IR o 8=¢ist(f, m =34'}.

Pode-se estabelecer algumas relacgoes entre a medida de

Hausdorff e a medida ¢ construida atraves do perimetro.

Os principais resultadns 20 05 G40is seaguintes tenremas.

Teorema A, Oxisiem duas conrstantes Cl{n) e Cz(n) dependen



tes somente da dimensi#o n do espago tais gue parae tedo E ePURn)

resul ta
o(E) < ¢ (n) H__ (E)
Ho_(B) < €,y (n) ofE)

Teorema B. Se B é um boreliano de ]Rn, .contido HU

unifio enumerdvel de hipersuperffcies de classe Cl,.entio

G(B; = 2 Hn_1(B)

A demonstrac¢ao desses dois teoremas se encontram en
C.DG.P[1], paginas 161, 169 respectivamente.

Observe que as desigqualdades do teorema A sao validas pa
ra gqualquer conjunto enquante gue a fgualdade do teorema B va
le somante para conjuntos contidos em hfpersuperf?cies de clas
se C1. Nao sendo conhecido ainda até que ponto esta igualdade

gerais, nemexis

£n

pode ser estendida a classe de conjuntos mal

tem contra axemplos.



CAPITULO IV

PERIMETRO MINIMO COM OBSTACULOS

No tecrema 2.12, provamons a existencia do boreliano B

tal que

P(B_,A)=min {P(B,A) ; Be (R"), B2ENA,BALNA=¢]

sem levar em consideragao obstaculos de medida nula.

Definicao 4.1 Um conjunto E tem um cbstdculo suril se
existir pelo menos um ponto xgE tal que lim p—nnedU%Jx)nE}mo,
isto &, dens(E,x} = 0. p=©

Exemplo 1 Seja E = E1 u EZ onde

] 3,202 ¢ j? o xo -

E1 = {(xl,xz,XB)dR /xjfxz < R™ e Xy = 03

o b
<l:> dens (E,x) 0

% econjunio £ possul um

I

ohstaculo sutil.

v

i
x5!
[
Faxl

Exenplo 2.5eja E onde

g U &y

E. e o conjunto do exemplo anterior e

1 £a]
!

{(x1,x2,x3hﬂ33/|x1[ < Ryx,=0, 0 < x, < 1}

i



- 5§ -

Qualquer que seja x¢ E, dens(E,x)> D
portanto £ neste exemploc € um obsta-

culo grosso.

Observe que gquando o obstaculo nao & sutil vale sempre E C EV,
Quando os obstaculos sao sutis, trabalharemos na <classe
G (def. 3.1) menos geral gue a dos borelianos. A partir da
medida o(def. 3.3} definiremos o funcional F, mostraremos sua
semi-continuidade e demonstraremos no teorema 4.4 & existen-
cia do minimo em Gn
No final do cap{tulo veremos no teorema h.5, relacgoes en

tre os diferentes minimos.

P . f . .
Definicac 4.2 Sejam A um aberto deIR , R e L dois bhore-

lianos disjuntos. Entao para todo B IRn»poremos:
FUB;A,E,L)=P(B,AY+c({E~-B)N A} + o((iL.NB) NA)

ou notaremos simplesmente F{B) quando nao houver perigo de con

fusao. G e




Observacac: Se EC B e B N L = ¢ entao F(B;A,E,L)=P(B,A).

Para mostrarmos a semicontinuidade de F, necessitamos pro

vatr dois lemas:

Lema 4.1 Sejam: A um aberto dejﬂf% E boreliano de]Rn; e

B pertencente a G, tal que:

xe{£-8) =>limp " med (B N A (%)) =0
p-o P

iste é, .densidade de B em x & zero.:Seja'{Bh} t ma Sequéncia
1
de conjuntos de Gn gue tende g B em LIOC(A)' Entdo

o({(E-B) N A)<min lim[P(Bh,A) + o((E~Bh)f1A)]+P(B,A)
h-reo

Lema 4.1

""*’-‘é“.::i&-.s‘_,?'-_,\_v wor v

e

T TR SRR

Ayﬁﬁwww*' A - "
o j,.’?" %
+ &




Observacao: A implicagao da hipotese acima indica que pa

ra todo B' pertencente a G, equivalente a B temos B'NE=BNE,

isto €, B € o conjunto que contem a mator parte possivel de
E.

Prova da observacao: Seja x € B'N E, Suponhamos por
absurdo que x ¢ B entdo x e (E-B). Logo dens(x,8) = 0 e portan
to dens(x,B') = 0, pois B! e B sac eguivalentes, Como B' ¢ Gh

temos x ¢ B' e dai x ¢ B' N E o que e absurdo. Entdo x ¢ B8 NE,

Prova do lema: Seja A’ < < A, Para todo ¢ >0, g € uma
EXS e

medida exterior, {teorema 3.3), ent3ao como
(E-8) & (£-B.) wu [(B,-8) n E]
temos

Ewpoqal -7 oAl . 7 . t
(1) o (E-B;A") < g(E-8,5A") + o (B -B) N E 5 A')

o —
B
i

p°B pols se x g £ N (Rh"B)

Observe agora que E N {Bh“B) <

temos que:

a) x £ E-B = Tim p“n

med(BfiA)(x)} = 0 {(hipotese)

po ‘

b x ¢ E N B {8 ¢ 6) = max 1im o " med{B,_ N A (x)) > 0
h ™ h n 0 n 0

= max lim p " med [{BhuB) n A (x)] >0
JageNa) o ’

o . n ¥ -
= X & B, B (pela definicao 3.2)
1

Recordando as proposigoes 2.3, 2.2, 2.3 temos:

et

(2) P(Bh—B,A‘)zP(B ~8,A'} < P(R

N < _h,A') + P{B,A")



P .
pois med(B ~8 A 8 -8) =0 , B, -8B =8 n (R"-B) e P(B,A') =

= P(mR"-B,A"),

T :
(3) me d (B "B’i:'(l) = med{sh..B’Al)'

h
Pela definigao de o, temos:

med(G NA')

*
o ((B,-B) n E;A') < P{G,A") »GeG ,GDE-NAY
- £
*
onde E = (Bh—B) n E,
- % m— L e —
Como ja mostramos E B,,"B, entao tomemos G = 8,-B

med{Bh"B n A')

1 —
o ({8, -B) n E;A) <P(B -8 A") +

— h
E
substituindo P(Bth,A‘) pela {2) temos
}
. mcd(Bh" }onoAat
o {{B_~B) N E;A') < P(B,,A') + P{B,A") 4 oo o e
£ i — n
E
substituinde em (1) nos d3 2 majoracdao seguinte:
med(Bh~B) n oAt
UE(E“B;A’) < U{E“Bh;ﬁ} + P(Bhaﬂ) + P{B,A) + mem e
que passando ao limite para h + + e fica:

AV} o+ PLB,A)

h?

GE(E-B;A') < min Yim {G(E"Bh;A} + P{B
o oo

fazendo ¢ -~ 0O obtemos

c{E-8;A') < min lim {G(E"Bh;ﬁ) & P(Bhaﬁ)} + P{B,A)

h oo



que pelo teorema 3.8 pode ser escrita como:

c (E-B N A') < min lim {g({E~B

) NoA) + P(Bh,A)} + P(B,A)
h » + o

h

que vale para todos os abertos AlccA,
Portanto, basta considerarmos uma sequéncia de abertos

AS e A com ASH = AS e ig]Ac = A e obtemos

p=J

o({E-B) n A} < min lim [P(B, ,A) + o(E~B ) N A)] + P(B,A)

h - oo )

Tema 4,2 Sejems A um aberte de Hﬁ; L um boreliano de:mn;J

B umeconjunto de Gn tal gque: 82 x £ L M B entio

limop © med(Ao(x)~B) = 0,

p+0
Seja {Bh} uma sequeéncia de conjuntos de Gn que tende a
1
B em L A). Entao
ioc“) ntal

o {(L A B)NA) <wmin Tim {F{8, ,A)+cl(L n BH)fEA)}+P(B,A)

B o> co i

Observacao: A implicagzo da hipdtese acima, indica que

de todos os conjuntos de Gn,equivalentes a B, B & aguele que
contem a menor garte de L.
B n %
Para provar asse lema, basta tomar L N B = L-{IR -B) e

aplicar o iema anterior.

Tecrema 4.3 (Semicontinuidede do funefonal ¥}, Consideran

do por hipdtresc o5 svguintes fuios!



(i) A aberto do R".

(ii) E e L dois borelianos de]Rn, tal que, .E N L = ¢.
(iit) Pura todo xe(E-B) entdo dens(x,B) = 0.
{(iv) Para todo xe{lL N B) entdo dens{x,B} = 1.
tv) {Bh}sequéncfa de conjuntos de Gn,.que tende a
1
B g Gn em LTDC(A)'

Fntao: F(B) < min 1im-F(Bh;A,E,L)

hreo

Demonstracac: Suponhamos que o segundo membro da desigual

dade acima seja finito, pols caso contrario, nada resta a de-
mohstrar.,

{1) Pela definigdo do funcional F temos:

min lim F(Bh,

h <00 1) o

SALE,L) = min Tim {P(B_,A} = 0[(E~Bh) nal +

+ o((L n Bh) ! f\)} < g

(2) Pela semicontinuidade do Perimetro temos

P{B,A) < min 1im P(B, ,A) < % =

h ol n

{3) Pelos lemas 4.1 e 4.2 temos
o{{E~-B} n A) < P(B,M\)+min lin {P(BH,A)+G{{E»BH)H AYY < 4 @
h D i I

alb n B A) <P(B,A)rmin Tim{P{Bh,H)+G(L nNae nNAaYl < 4

it
h =Pl

(") Pela oropriedade da fronteira reduzida de B, isto &,

se X ¢ J*%B entao



med (B N A {(x})
Tim - L =
p+0 med ﬁp(x) 2

e pelas hipéteses (iii) e (iv) temos:
5% N (E~B) = ¢

3% N (L N B)

il
=

{5) Como EN L = ¢, podemos encontrar trés compactos dis

juntos, tais que:

=3*B NA; K, (E-B) n-A ;3 K, = (L 8)¢ A

Ky

A AT A

{6} Do fato de P(B,A) < 4+ o, pelo tecrama 2.9, temos:

-
—
4l

~
T
—
is
L)
——
¥
(o)

“)i

Jors 0 A

e pelo teorema 1.5, para tode ¢ >» 0, temos:

a) o fechado K, « 9%83 N A tal que



...63..

IDo(x,8) | < |Dp(x,B)| + € < P(B,A,} + ¢

S%B 11 A K, |

h) o fechado K, @ (E-B) n A tal que

o({E-8) n A) < a(mz) + g = O(KZ—B) n Az) + g

¢} o fechado K3 = (LM BYN A tal que:

c{{L N BN A< U(KB) S U(KB nsn A3) + g

onde Ai’ i=1,2,3, sao abertos tals que Ai oo A, Ki o A, e

dist(Ai,AJ) > 0 para { < j.

(7) De acorde com a defini¢gao do funcional F e as majora
goes (a), (b), (c) de (&) temos:
F(B3A,E,L) < P(B,A}) + U(KZ} + g(K,) + 3¢ =
- 4
= P -- - m A ey t L H wa q -
.(B,AT) + o (K, B} nz)fu(&B n e n A3) 3g
(8) Por outro lado tzmos que
- = P{§ - +P B SR 3 Py S ,(.. .\'
p(a,nl U A, U Aﬁ) R\agnl) (B,A,) (:}_3) (prop.2.2)
< P{B,A) (1;ai<: A)
< P(S,A]) + e ({a) acima)

entan P{B,A,) + P(B’AB) < ¢ nu alnda P(B,Az) < g © F(Bj:’\%}«fg;.

2

{(9) Pela semicentinuidade da pevimairo {teo 2.11)



- 6h -

P(B,A ) < min Tim P(B ,A)

h - e

e pelos lemas 4,1 e 4.2, usando (8) temos:

o({K,~B) A ALY < min Izm[P(ah,h2)+o((K2?a

h -+ oo

h)n A))+e

c((i(3 8 N AB) < min iim[P(Bh,A3)+0(K3 nog, N A)+e

- h )

h

(10) Co fato de A}, Az, A3 serem abertos disjuntos contj

dos am A, temos para todo h

3
A = p(B, 1 A <P(B

Y oP(B ,A)
= o P=1 - h
(11) Majorando o((K7"Bh) 1 A) com U((E“Bh) n A) e
G(K3 N B, i A) com o(L A B, N A), pois ¢ & subaditiva - g
&2 o B K3 o L,
(12) E das relagoes obtidas em (9), se tem majorando a

destgualdade (7) a seguinte relacdo

S (B A < min 1 p 2 “YsP (B L/
F(B;n,E,L) < ain tim [.(Bh,A]).P(Bh,AZJ+P(bh,A )

I - 0 3

# ol {R,=8, ) 1 Aok, 080 A+

[

min lim [P(B'

h )

AY+o((6-8 )0 Al sa (LN B, 0 A)]+Ee

I

min 1im F(BH;A,E,L) + 5 ¢
hos e l

Pala arbitrarisdade de = tomos:



- 45 -

F{B;A,E,L) < min lim F(Bh;A,E,L) _ cqd.

h =+ o

Teoyema 4.4 {Existéncia do minimo do funciongl F) Sejam:

A um aberto de jRn; E e L dois borelianos de ]m”; e EN L o= 4

Ent&Fo existe B € G tal que:
o n
F(Bo3A,E,L) = min {F(B;A,£,1) 5 B e G}

Demons tracao:

Seja'{Bh} uma sequancia de conjuntos de G, tal Gue
F(Bh) convérge para inf{F(B):BeGn} = m (que existe pois
F(B) > 10). |

Logo P(Bh,h) 57F(8h) <k e o perimetro é aquilimitado,en
tac pelo teorema de compacidade{ existe (Bhk) tal que

8 . B em LD ()
hk 1 loc

~ EE |
Definimos 302(8.! 0 E)Y U o(a, DLW ~-E)) e temos como ver-

dadeiro as seguintes fatos:

(1) med (B A B ) =0

{3) x ¢ E-B = - dens{x,8 ) =0
{(4) x e L B, = dens{x,8 )} =1

qus implicam pelo teorema b.3.



F(B_) = min {F(B) & B & G}

Prova de (1}

=<, NIy
(s, - B}—&fsl;’\ﬁf\(;=s*B‘T})£-
[0 --hr
= BHy
BB & B8 -
0 i 1 Bi a manos

de um conjunto d2 medida

aula,

portanto

Prova de (2) 8 g GB_. De fato:

: 0 entao densfx,Bi} = 0 logo x ¢ Bl'

-1
Como x & B1 temes X ¢ BO 5

se dens{x,8 )
o
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se dens{x,8 ) =
o]

1 entao dens(x,81) = 1 logo x ¢ B

Pela definicao de B, temos x ¢ B

Prova de {(3) Seo

:{EE*BO :}’xgEexiBo
A
t

togo

x £ E~B_ entao dens{x,B )} = 0.
o Q

dens(x,BT =0 e portanto dens(x,80)=0.

Prova de (&) Se x ¢ LN B entao dens(x,BU) = 1,

i > L :
x g LA BO ® g e X g Bo

dens(x,81)=1 e portanto dens(x,Bo)

ER
Observagao: Camo 8 =(8 1 £) U (B A (R'-£)),

E e L sac como nas figuras abaixo
/ T T
¢ g |
" \
id
kM’M#MﬂH/)
R O L

/"\\

,
W\
N
[
o/

W
-
o

e e o

logo x ¢ B,

entao

fie

-1
1"

-

o]

De fato:

X g B, o que implica que

De fato:

w1

| © que implica .gue
1.
cqd.
n entao se

temos o segUuinte:

o trlanoule

1)



. ' N .
Teorema 4.5 Sejamy A um aberto de R ; E e L dois bore-

. n A . o
lianos de IR disjuntos. Fntdo:

al se chamwarmos de:

A =min{P(B,A) ; B de Borel , B = E , B 1 L = ¢}
u =min{P(B,A)+c({E~B}N A)+g(L N B N A} ; B ¢ G 3
v = inf {P(B,A) ; B e G, B=ENA, (B n LY h A= 4}

teremos A < u < ¥y

(b} Se E A A, L N A si#o obstdculos grossos, dsto 8,

e e’ 1
(EN A) = (E A e (L n A) & (L n A) tercmos
domusys=mia {P(B,A) 3 B e G , B= E 0 A, BN L N A= ¢}

(c) Se existem dols abertos U e V contidos em A, tais gue,

v = K n A e F = L A A, teremos:

Demons tragao da parte a) Dewmonstraremos primeiro gue
('1) Aoy

para iss0 suponlamos gue u < + x, isto e,

g{(E-B)Y n A) < + = e ofL 0 B 0 A) < v+«

gue pela definigido de ¢ vemos quae mad((£-8) 0 A) = 0, e
med (L i B [ A) = 0,
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Seja BO £ Gn tal que

P(8 ,A) + G(E--BO;A) + g(so N LAY =y

0 conjunto B, = [B U (E-B )7} - (B, N L) & um borelia
no e verifica as seguintes condig¢oes: B] = by 81 NL = 4
e medL(B1al BO) n Al =0. '

5 o

LAB,=B,- 8, 3

Logo pela proposicao 2.1 temos gue
oy ‘I

P{BPA) = P(BO,AJ < u

Como X = min {P(8,,A) 5 B, ¢33, B8, = E, B A L=%} entio
A< P(Bi,ﬂ) < i ©ocqd.

Mos traremos agora gque
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Para todo B ¢ Gn’ tal que B =L N A, B n L N A= ¢ por
tanto (E-B) 4 A = ¢ temos g{({E-B) N A) =0 eg(8 n L n A}=D;
entao

F(B;A,E,L) = P{B,A)

Nas condigdes acima-e pelas definigoaes de u 2 v tomos:
P{B,A) > u
P{B,A) f_\(-{-e
fogo u o<y

Lemonstragio da parte b) Quando os obstdculos

tamos:

(3)

Sa9D

Yroasaos

lmuzynmin{P(B,ﬁ);ﬁeGn, B o= E 0 ABE O L N A= ¢}

Seja 80 um borellianc tal que Bj = k&, BO L= e

P(BO,A) = ). Pela proposig¢ao 3.2 temos que se Boﬁe £ entao
e T e

o = E A A e dai BO = E A E o AL Pels proo. 3.1 do



fato de BO N L = ¢ temos ]Rn—BO = L e portanto Bﬂ“%oéai = L
o que nos da 50 N L = ¢. Logo
v = inf{P{B_,A) ; B eG , Bo=ERA, B N LA A= )
e portanto
S s
P(B, » A} > v

Mas B_ e B sao equivalentes (mud[(BDaBO}ﬂ Al = 0) entdo

pela [proposigador 3.1 tem 0 mesmo perimetro em relacao a A, is

to e,
Y < P{B ,A) = P{B ,A) = A {(por hipotese)

Logo ¥ < X e por (1) & (2) da parte {a) temos

Demonstragae da parte <)

Por hipotese existem dois acbartos disjuntes U a V o tais

gue A = U= E T A, A= V=1L 11 A, Suponhamos tambim qua existe

Bo partenconte a Gn’ tal gu» F{BO;ﬁ,E,L) w oy < A4 e,
,—ﬂ’“"ww: """""""""""""
f”f REN S
NN Vo



Chamemos de
. —.n
u. = {x e U:dist({x, IR -U) > 1/2}
Uh = {x ¢ U:1/2h+1 < dist(x,]Rn~U) < 1/ h}
h = 1,2,.....

V. o= {x g Vidist(x, R'=V) < 172}

v, o= {x e U:1/2k+1 < dist{x, ®W-v) < 1/ x}

K= 1,2,....

X [ee]
Entao {J U =U e v =
h=0 b =0
Pelo teo 3.8 se E = A antao g{E;A) = g{E}. Como g € com-

pletamente aditiva nas boralianos temos

(5) 7 o((E-B) 0 U dug((E-8_)nU) = o((E-B_)n A)

h=0 0
(]
4 3 Y 1N f YYo=, i Ay .
(6} kzﬂ s(L N B nv.J gL 1 8 nov)=g{L N B N A}
pois, £ A = U e LN A = V, logo (E-8 )0 A = U e

(L n 8, n ay = v,

S o> 0 e disc{u, L)
ia+£) - t e k1+£)

pelo lema 3.9, temos para todo & > 0, duas sequencias de con~

. ~ B .
Como por cons trucas diztiy, ,V

juntos de classe G, {Fh}’ {G,} tais gue
i

Pmpl
-0 i = . i 1
= Do) A h - b ;;@r U}
L_—i--}
[ et
LB a v == { = 1y e alem disso
{ 0) ! K - e E 1.9 t < i 35 ¢



(7) P(F) < o[(E-8_) n b, ] +.M§T‘"

(8) P(G ) <olLnB 0 V) + _j%“

Agora pela prop 2.2 tenmos P(Fh):P(Fh,A) e P(Gk)=P{Gk,A).
Portanto, pelas relacoes {(5) ¢ (6), U U VvV = A, e chanando
©0 o)

de F = ki:éﬂFh e G= § Gk obtamos:

k=1
oo o .
(9) P(F,A) < 7§ P(Fh,n) = ¥ P(Fh}<gL(E—BO)ﬂ Al+2g
h =0 h =0
[uid] [as]
(o) p(a,a) < )y PG ,A) = § P(G) <ollpn B n A)t+2e
k=0 k=0
vale ainda
(E*Bo}ﬂ A= (E-B )0 U = F = U

(LnaonA)nLﬂanfGEv

Definindo 8-{ = (80 Y F)-6 teremos que: B, =2 E 1 A;
;
B, N {L A A) = ¢e alémdisso pela (3) e (16) obtemos:
P(é'}? ):P(B]sf’\) < P(BO;-’:“} + P(F,A) + P{G’A) =

Como v = inF'{P(BPﬁ\) ; ILed ,..BE:::;' ) f-‘\,f}1 LN A= )

temos y < P(B],A) < u+lke @ pela arbitrariedade de g nos da

Y < u, que com a relagao {2} resulta u = y.
Cbhservagac: (1) B, = & 0 &
: 1



(2) B, n (L A A) =

be fato., Como B, N U = E 0 U =E N A, entdo basta mos

_ 1
trar que B, N U = E N Y. Observe gue B, N Um{B0 g Fy Ay
com BO € G_r_! e F = UFh’,_E_}]__E»-G” logo pelas proposii;aes 3.1 e
3.2 temos 81 N U=(BO g F) 0 u = E N UeBiﬂ U =Eq
Para (2) basta mostrar que LD A = K{n-élm ljf:ﬁh:é] Usan-
do a definigf’io de 81 tamos ]12”“51 = [-( an"BO) b Gi~F e com
procedimento analogo mostra-se que w8 = L n A,

1

Exemolo 3: Sejam: A = TRZ; Le {x3 [x{z > 1%};E='{(><],U):X1_<_1}

y/

;.’.‘x:jr-q“?
>
Mestas condigoes:
; Ny ¢ it 2y o E N L s
(1) A=min{P(B) , B @l ®"},8 = £,8 I Lv §1= 0 ,
- - - 5 = - 3 2 2
pois esse minimo sera obtide por BO = F o2 W(RT) e P{EmTI=0

{teo 2.12).



(ii) u = nmin {F(B)Y , B & Gn} = 4

pois esse minimo sera obtido por B, = ¢ e G e F{¢p) =0 (E) = duas
vezes comprimento de E = 4.
(1ii) v = inf{P{8,R°) , B ¢ 6,8 = E,8 0 L= g)= b

pois tomando a fequen0|a minimizante {B } tal que ) :<£x1,x2J:

'|x1| < 1, |x2| < m_w{} temos que

v = 1im P(B
h e

Eg)EIIm {4 + wé_) = 4

h? h s

Observe que neste exemplo existe dois abertos U e V tais

que U = E n e v = L n IRz,is*-to

D

U = {x ¢ e

Vo= {x ®? |

]

Entac pela parte {c) do teorema

. 3
Erernlo 4: Sejam: B o conjunto do exemplo 2;A= W~ e

L = IR"-B tal qua B =




Neste caso teremos
J\==14=yrzmin{P(B),BeGn,B = E,B N L = ¢}

pois, construinde o contorno do gonjunto E com arame hem Tine

.

e merqgulhando o conjunto assim obiido em uma mistura de &gua

2 sabao, obteraemos uma bolha no seyguinte formato,

1

3 conjunio farmado pela de B e para os-

%]
ohitamos

w
L]

s

wo= F{p Y} =

11
2
-
oo
o
T
e
e
oy
Es
]
——
s
Lo
Ie
]
—
o
—

I . : v ~ s — ' 3
o= PAB ) = inf{{n) B oot , B o= Tog Il = S
o n 3
. , .
< oain {P{B),0 ¢ 0, B = £, 5 0 L= g
b

u
fsto &, A = 4 = vy gomo ng nparis bodo ftaoramn,

P I
R B I B S




1 -~
E ll‘. 4 F}{ / Tam X
i Ve /
- ;
oo
\\I/
_________________________ e e
E={{0,y} + |y] < 1}
L = {(Kgy) DY o= osen !jx;0<|x[ik
A = Ii'i3

Assim

. . S
A= P(B ) = ominiP{8):B e { W ),8 2 FE.8 [ L = S}

wom F{B ) = mia [F{8),3 = G } = F{4) = 4

Portante A < u < v coma aa paeve () do tooroma 4.5,

)
I
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