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INTRODUÇÃO 

Nos 

dimensão 

pr,oblemas de integração 

n,. uma das dificuldades 

K dimensional num espaço de 

que surge é que são envolvi-

dos e·lementos de dimensões diferentes. As medidas apropriadas 

para tais ca.sos são chamadas medidas dimensionais. Estamos in 

teressados de modo especial na medida a, introduzida por De 

G i o r g i em 1 9 7 2 e c o n s t rui da me d i a n te p e r Í me t r os (C • D G • P • [ 1 J ) . 
Como fundamento a essa teoria, De Giorgi desenvolveu em 

1954-55 o conceito de perímetro de um conjunto (DG[l] ,DG[2]). 

Em 1964 Miranda generalizou este conceito para conjuntos de 

perímetro localmente finito (M[1]), e em 1971 aplicou tais 

idiias no estudo de problemas que envolviam perímetro mínimo 

com obstãculos (M[2]). Em 1972 De Giorgi, juntamente com 

Piccinini e Colombini, desenvolveram o problema de pe 1·írnetro 

mínimo com obstãculos sutis (c.qG.P[l]) usando a medida dimen 

sional a. 
O trabalho desenvolvido por nos teve como objetivo prin-

cipal reunir os conceitos básicos e os resulcados fundan-enta i s 

da Teoria do Perímetro, considerando também uma aplic<Jção des 

sa teoria na solução de problemas de - ' . area mr·nr ma. 

No Capítulo I fizemos uma exposiçio suscinta da teoria 

da medida, dando destaque pqra os conceitos e propriedades de 

medidLl exterior, medida de Radon c de Hausdorff. As deiT.orrstra 

ções não foram feitas, poís as mesmas se encontram em quulquer 

ivro classico de teoria du medida. 

No Capítulo II estudamos os conjuntos de perímetros lociêll 

1nente Finitos e suas propriedactes fundamentais, como o teore­

ma de compacidad::! {M[1]), o teorema de semicontuinidade do p~~· 

rímetro e a existência do boreliano mÍnimo p.-:~ra o problema de 

obst2culos. 

No Capítulo III introduzimos a ç],:;sse de conjLmtos Gn e a 

partir dai definimos ,J medida (11-1)-dimensionwl u, (kfllol1~ 1 :r·an 
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do algumas de suas propriedades e sua relação com a medida di 

mensional de Hausdorff. 

Como aplicação desta medida estudamos no Capítulo IV, ur1 

obstáculos de medida (Lebesgue) problema de perímetro ' . m1n1mo com 

nula, utilizando o funcional F(B;A,E,L)=P(B,A)+o((E-B}nA}+o((Lns)nA) 

mais geral que o perímetro P(B,A)=sup{J divg<fl6dx,g€:[C 1 (Alflgl<1} 
A o -

onde A ê um nberto de:m.", E,e L borelianos disjuntos e Bc:IR". 

Verificamos a semi-continuidade de F e com o te o rema da 

Compacidade mostramos 

cional. Finalmente no 

que existe um mínimo em 

Capítulo IV fizemos uma 

Gn para esse fun 

-comparaçao en-

tre os diferentes mínimos do problema de Perímetro com obstã­

c u 1 os. 

Fac: li tou-nos bastante esta redação o apoio e estímulo 

que recebemos dos colegas Rodney Carlos Bassanezi e Ivan Resi 

na aos quais queremos externar nossos agradecimentos. 

Gostaria tambem de agradece-r ao Prof.Ubiratan 0 1 .1\mbrosio 

pela colaboraç~o e orientação que nos prestou. 



CAPfTULO I 

NOÇÕES GERAIS SOBRE TEORIA DA MEDIDA 

Neste capítulo reunimos alguns conceitos e resultados da 

Teoria da Medida. De modo particular aqueles relacionados com 

a medida exterior. Assim ê que definiremos medida aditiva e 

subaditiva, medida exterior gerada, medi da de Radon e de 

Hausdorff .• Para um estudo mais aprofundado deste assunto veja 

H[1Je F[1J. 

Definicão 1.1 Seja ::J uma famflia de conjuntos e a uma 

função definida sobre.)= com valores em [o,'-1·00]. Assumi remos sem 

pre que 4Js'J e que a(<f>)"'-0. Diremos que a ê numeravelmente su!J. 

aditiva. GNSA) se: para todo FE:.J e toda sequêncià {Fh}h~N :::f,com 
00 

U Fh ::=~ F vale 
h= 1 

a(F) < I 
h= 1 

Proposicão 1.1 Seja fJ. NSA Yoúre :..:_f- .então se F 1 e F 11 per 

tencem a;;: e F'C:: F 11 temos que a( P 1
) < aí F 11

}. ; 

Dcmons-traçã.o: cons(::quência da definição 1.1. 

prnnosicão 1.2 Se {o .. }. ·J e Uf/,YI farnflfa Cf1itllquPr de fun· 
:::.....::-..:: - 1 1 E 

çoês NS.1l de[ i nidas sobre J .entfío para todo F E,J. 

SI F) " sup o.J. (F} 
i 

é também .''iSA sohre .:f. 

P<:~nstração: C. DG. P [1] 

J?~!J.ição l.]_ Seja:;: uma f<Jmflia de ::;ubconjuntos de um 

conjunto fechado E. A funç?,io Cl.: -;,r:: -? [o,+ooJ ê cumrletaJdel/teadi 

tiva sobre .r .se a e NSA sobre J e vale a segui ntc pro 1)riedade: se 

U F 
h >1 h 

F. t1 
' 

fj então 

1 -
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h >1 
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2 
h> 1 

_Definição 1.3 D_ado um conjunto E, diremos que a .ê uma me 
dida exterior sobre E se ela for numeravelmente subaditiva so 

b r e ·:r =P (E) , 

Definiçãb 1.4 Di remos medida exterior gerada por a defi-

nida sobre]= a máxima medida exterior definida sobre subcon-

juntos de U F, cuja restrição a :J- sr~ja major;Jda por ao 
FE:)', 

Notação: 

sup{S/S é rr.edida exterior sobre U F 
F E .J=-

S(F) <a( F), VFcJ') 

_Q~rvação 1 

inf( L 
h> 1 

-com a convençac que inf~ c~ m. 

Observacão 2 

se e -a e NSJ\. 

De~~-nição...J:.:_2_ Seja B um<> medida exterior dofinid<J sobr·e 

E. Um conjunto G c: E se diz f3"mensur:fvei (ou mensurável segu!2. 

do Caratheodory) se par<1 todo' FE.f, corn F li Gc f e F-GEJ vale 

S(F) ·- S(F,! G) + S(F-G) 

Eviden-::emente E e rp ~20 0-men::;urÁveis, 
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Teorema 1."3 Se !3 é uma medida exterior sobre E e MiMC...P(E) 

é a fam!Iia de todos conjuntos 13· mensuráveis então 

a} li!E é fechada em relação à união e intersecção enumerá-. 

vel e ao comp/ ementa 

b} S/1lf ·~ completamente a di ti v a 

Demonstração: C.DG.P. [1] 

Observação 3 Seja a: Y -+ [D,+ oo], cujo domfnio ê A=F~ 

Se Sa ê uma medida exterior sobre A, gerada por a, então se 

Me A ê a-mensurãvel implica queM ê S -mensurável. 
a 

Veremos a segui r a medi d':l de Hausdorff gerada por 

a: 7 + ~0, + oo]. Seja ]'c.P(IR") e a(F)~(diam F)k para O<kdR. 

Para todo r> O, indicaremos com 

mos 
n 

Hk. 

) 
r " {Fc:f: diam F < r} 

a ~ a/:rr r 

sa ~ medida exterior sobre IRn gera da por a . 
r r 

00 

ASóôm 0 (F)~ônf{ L (diam F
1 

)k:F
1 

s 
ar h=l 1 1 

,,Ufh::oF). Cbserve-

que s up S 
a exterior, ql1e not.::~rcmospor 

C o mo p a r a r todo r 
1 

e < r 
2 

v a 1 e s > 

demos então escrever: 
Gr -

1 

onde 

H~(F)=sup 
r>O 

0 ( F) 
a, 

fl ( F) 
o. r 

- n p.1 r a r c::: IR 

> o 

De~:J.:.E2.ção_:. Susta p r0V~! r que 

CL={xF-\Rn: jx 1 j<L, i=1,2, ... ,n}. 

Hn (c )~o 1 para 
n-h~ L 

Lo g') 

todo L>O, 
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H" (CL)<I im in f 
n+E -

C d. X ZL,m;) 
::::l L , 1 a m· h<~ ::_ 

1 i m 
N~ 

Nn (ZL!ii) n+s 
" o 

Observação 2 Se X<=IR0 e O<H~(X) 

e Hk0 (X)=+ oo,~e > O. 

< + oo então H
0
k (X)=O 

+s 

-s 

D~mons traç~: 

Hkn (X)olim 
+s 

r-~ o 

00 

i nf{ r 
h" 1 

Como~. (diam Xh)k+s < (diam x
11

)k. rE então 

inf {~(diam Xh)k+s:UXh 

< rs inf {}~ (diam Xh)k:UXh :=;~X, diamXh <r}< 
h 

e portanto 

r!: H~{X) ""O 

Para ~Jrovar que + oo, fuzernos o mesmo tipo de ra 

ciocfnío e encontramos: 

H~-E (X) > ' . , I r,! 
+ 

r+ O 

A dimens~o de Hausdorff de 

re~l definido por: 

H~(X) "+ 

n 
urn conjunto X c: IR c 0 num e 1·o 
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inf K, 

(H~(X)=O) 

Observação 3: Para todo k 1 

s up K 

(H~(X)=+oo) 

< k
2 

vale Hn 
k 1 

> 

Observação 4 Se k=O, definimos H~(X)=número de pontos de 

X. E se K <O, definimos H~(X)=+ ""• para todo X+ <P· 
n Logo as Hk sao significativas para O< k < n . 

.Q_ef:tniç'iío 1.6 Para todo Xc:IRn e todo k >O definiremos a 

medi"da de Hausdorf[, .k~dimensionai por: 

onde Wk é a medi da da esfera 
• • • k 

un1tar1a emJP .• 

Veremos agora algumas considerações 5obre a Hedida exte­

rior num espaço m~trico M. 
(1) 63 S P(M) ê uma família de Borel, se e somente se 

rps63e valem as condições: 

(i) !-\cU') => M-Ac úJ 

=> UAic0 

(iii) Aic0 

(2) Com 0(S) representamos a famflia de Borel gerada por 

S (menor famÍlia de Borel quo& contém S ~ S<-1tlsfaz as condições 

(i), (ii) e (iii) de (1)). 

(3) Com E(S) repr·c;sent~1mos a rr'ennr· FarÍl ia conterdo S, 

satisfazendo as condiç6e3 (i i) e (i !i) de (1), 

c; c P(E), Portanto Se:: E(S) c 6)(s). 

pé.! •a toJo 
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Lema 14 Se S é tal que: AES 9 M·AEE(S) então E(S) :: Ci3(S). 

Demonstração' C.DG.P[l] 

Teorema 1.5 Seja Mum espaço rnétrico e a a medida exte. 

rior sobre ftf, .tal que os abertos são a-mensuráveis •. Seja B um 

boreliano de M~Bntão se a(B)< 

fechado C'=- B tal que a(B-C} <E: 

+ 00 • .para todo t>O existe um 

~raçãQ: C.DG:P (1). 

Teorema 1.6 Se 8 e uma medida exterior sobre um espaçotJ;~­

trico M, aditiva sobre todo conjunto que tem distância positi 

va (isto é, S(A) + S(B)::: S(AUB) se dist(A,B) > o.),entílo to­

do conjunto [ecllado de M (portanto todo aberto de ll) é 13-men 

surável. : 

Demonstraçã2 C.DG.P [1] . 

.Q_!?servação: Toda medida de HCJusdorff é aditiva sobre to­

dos os conjuntos com distância positiva. Então podemos enun­

ciar a seguinte consequ;ncia do teorema 1.6. 
11 Todo boreliano é mensurável segundo Hausdorff e 

q~p~; seja tlditiva. 

H /Borel a 

Onde 

E_E2,2.,?,;::!.çã_o 1. ?:Se a é uma medi da de i?.adon :>otre lrí entifo 

vale a seguintz proprierlad':! (P}.; 

(P) a(f3) "" i nf u(A) 

8êAe:<ó (H) o . 
f'J. é)bertc 

s up o.( C) 

C<..:.B 

C compe1cto 
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Demonstração: C .DG.P [1]. 

O conhecimento dos valores de uma medida de Radon sobre 

os abertos relativamente compactos, determina o valor da mes 

r11a sobre os borelianos relativamente compactos. Este fato e 

particularmente interessante em IR0
, onde todo aberto pode 

ser obtido como uni~o enumer~vel de cubos do ti.po 

{x € 
n mi 

JR /--k- < X. 
2 I 

x = ( x 
1 

, x
2

, .•• j x
0

) e m. 
I 

E l..' 

1 
+ --:1<} 

2 
onde K E N 

= t,z, ... ,n. 

O conhecimento do valor de~ sobre cubos do tipo acima, 

determina os valores de 1J sobre _q~afquer conjunto de Bo r e 1 

limitado. Em particul<Jr se ]1 e invari~nte por translação bas 

ta conhecer o valor de ]J sobra so~ente um de tais cubos, Se­

gtle-se, purtanto que se a e~ s~o duas medidas de Radotl so­

bre m", invariantes por translação e a não ê identicamente 

nula, então se tem: 

11 ( {X E JRn /0 < X. < 1 } ) 
- I 

0, ( {X :mn /0 < X. 
I 

< 1 } ) 

. a 

n -
IR e a rr1edida 

de Radon invariante por tt·o:~n'-;laç.iío, que vale sobre o cubo 

{x E lRn/0 < x. < 1}, As medidas de Ha•Jsdorfl' são aditivas so 
I 

bre ® , portanto elas s~o de Rodon. 
o 
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POrtanto se tem Hn(X) = K.med (X), isto e, 
n n 

H n (X) 
n 

K = --"---
me d (X) 

n 



CAPÍ'fULO II 

CONJUNTO DE PERÍMETRO LCCAU!ENTE FINITO 

Para o desenvolvimento deste capítulo, conservaremos as 

notações usadas no capítulo anterior e introduzi remos algumas 

novas convençoes. Assimjdados dois conjuntos B e 8 1 , 

diferença simetrica será notada por BL\8 1
• 

a sua 

Se A -
e um aberto de lRn 

' com a notaçao Se c A, indicaremos 

que B e um abert-o de lRn' B e um compacto e dist(B,dA)>O, i s to 

-
e ' B e relativamente campa c to em A. 

Se {Bh} é uma sequência de conjuntos mensuráveis,diremos 

que B converge a um conjunto B em L 
1 

(A) 
h 1 

e notaremos por 

Bh -> B em L (A), se 1 i m med [(Bh~B) nA] "O ou 

lim f l~(x,Bh)-~(x,B)I:Z, 
h~ A 

onde <j>(x,B) é a função 

ca de B. 

Do mesmo modo ói remos que Bh COitVer-ge <:1 8 em 
I 

para todo Kc c A, Bh -+8 em L (K). 

Se p3ra todo x 1 1im </l(x,B, )~q:.(x,B) então Bh 
h-too 11 

00 

seja, se 

cn rac te rf s ti 

L 1
1 

(A) se 
o c 

->- 8. Ana log~ 

mente 8h t B significará que Bh c Bh+l c . I L_ 
h= 1 

B =B 
h ' 

-3ssirn como 

00 

Bh + 8 si gni fi c a rã q uc 8 1 c: B1 e 8 = 
h+ 1 

n 
h= I 

Por cciU\) indicaremos o conjunto das funções contínuóls 

com derivadas primeiras contínuas sobre fi, cujo ~;uportc 

cornpAçl:o contido em A. 

-e um 

Com estas convençocs, sf->JD 1\ llll1 conjunto deJRn, CfJ:~ fron 

te ira bastante regular paro que v<:~ lha o teor·ema de Grcen: 

f div g(x)dx=J g.v(x) 
A 8 A 

. 1 1 . n )] n dH , 'dgs ,_c
0 

UR n,. 1 ( I ) 

onde v(x) e o vetor ncrm.Jl exterior, e g.v(x) -
l~ 9 na di reçao 

- 9 -
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da normal exterior. 

Observe-que se tomarmos ]g(x)].2_ 1, para todo x, com 
li 1 n n gsLC 0 ú:R )] então vale: 

Logo usando a (1), podemos escrever 

1 } ( 2} 

que nos sugere a seguinte definiç~o. 

=D-"e'-'f~'":_ r'-'1 ]. ç ã o 2 • 1 
n - -Se Ec.IR e um conjunto mensuravel, di r e-: 

mos Per!metro de E o valor (talvez+ oo) dado por: 
" 

P(E}=sup{J divg(x)dx:gs[C~[R"J]", 191 < 1} 

E 

De Giorgi demonstrou o sC!guint::c tGorem<J: Se P(E) < + oo 

* * então existe um conjunto de Borci () E c_ dE e pnra todo xr:d E 

existe \!(x) sJR.n com jv(x)[=l e v(x) função de Bwire: tal que 

f 
div g(x)dxJ g(x},,(x)J Hn_ 1 , 'Jgs[c6b 11 l]" 

Ja *E 
E ;, 

c portunto P(E)"''Hn-l(a E). 

Consequcntemente Hn_ 1 (·aE) ( P(E). Log:) se H
11 

•• 1(uE)< + "'' 

então P(E) < + oo. 

A recíproca, no ent:=Jnl:ü r\20 V<110 1 poi~! 5C [rJ .(x{i)}, e 
(i) Pi ~,nl 

bolas cor1 ccnl:ros em {x }. , d8n:C:8 em H 2 
I •'J ( • 

co, provc1r<::-·1i:o~ que <J ccnjunto t:"" U fJD (x 1)) 
i"" 1 i 

u 1na sequCr~cia de 
oo n-1 
) p < + 

i ';, ·1 
com 
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tem as seguintes propriedades: 

(a) P (E) 

( b) H n ( óE) + oo 

-

00 

. I 
I == 1 

n- I 
pi < + 00 

isto e ' p (E) < + 00 na o implica H 
1

(oE) < + oo. 
N n-

De f a to. Se EN " U Bp.(x(i)) então 
Í =1 I 

pô r a todo inteiro N • Por outro 1 a do, par a 

com I g I < 1 temos que: 

JEdivg(x)dx• 

-isto e, 

1 i m 
tl++co f divg(x)dx< 

E N . 

P(E)<+ro 

p (E N) 

toda 

I i m 
r~ -+oo 

< n w 
n 

N , n-1 
l p. 

• 1 I 
I" 

Agora como IRn=E U OE, e H (E) <ul 
n ·- n 

p~ < + oo e H ú:It)=+co 
1 n 

pe~i~~.:..S:J~~- O Per[metro de um conjunto G (boreliano) em 

rei açõo a um aberto A clc JRn é defini do por: 

P(B,A)"sup{f divH(x,B)dx;gc[<(A)]",Igl < 1} 
g A 

Se /'I~TI~n essa definição coinclde Cúfll a definição 2.1. 

Se P(B,fi.) <+""di rer1os qu12 13 tP.-m petÍm~tro -fi r, i to reJa­

ti vamente a i\. 
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Se P(B,K) < + 00 , para qualquer Kc:c: A, diremos que B tem 

perímetro local mente finito em A. 

Observação: Um conjunto E pode nao ter perfmetro finito 

em A mas ter perímetro localmente finito em A, onde med{A)<+oo: 

Exemplo: Seja A={(x,y)e: JR2 /o<x<1}J f(x}===x sen 1/x; x >O 

E = graf.f 

' ' ' ' ' ' 

P(E,A) = + oo 

P (E ,K) < + co \:IKcc: A 

'Y = -x 
' 

Veremos agora algumas propriedades do perfmetro de um 

conjunto em relaç~o a um aberto do ~ 1
• 

E.E.2I?_?..§]S.§-o 2 • .1:. Se me d 

Em particular se med(Bn A) 

[(86B')n 1\] =O entiio P(B,,\)=P(B',A). 

"'O enUío P(B,A) "'O. 

P(s,A)o•sup{r dlvg~(x,B)d;cas[<(·'l]"; 191 < 11 
g . A 
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f 
. ' n 

P(B',A)~sup{ dovg ~(x,B')dx:gE[C (A)]; 191 < 1} 
g A o -

E:ntão utilizando propriedade do sup nas igualdades acima temos 
' n para gE [t

0
(A)I] , 19 I _:I que 

IP(B,A)-P(B',A) /~ifA divg~(x,B)dx-JAdivg~(x,B')dx/ 

( 1 ) 

como )g) < 1 entao )divg) < M. 

E como med [(BóB') nA] ~O então f ~~(x,B)-q,(x,B') ldx<E/M pa-
A -

ra E:> O e arbitrârio portanto substituindo em (1) te~105 

IP(B,A) - P(B' ,A) I <E 

logo 

P ( B, A) " P ( S ' , A) 

Em particular se meci(A n B) "'O temos 

I) ~ O 

cq d 

Propo:::;iç~io 2,2 Se A e A 1 sãn nbertos di.\'juntcs ----------- então 
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P(B,AU A 1 )=P(B,A)+P(B,A 1 ). Mas se A e A 1 sffo abertos tais que 

A''-= A e dist(B,A-A') > 0 então P(B,A) ""P(B,A'}. 

B 

A 

' Demonstrafão: Para qualquer g 1 e g
2 

.g
1
t:C

0
(A) ' 

9zEC
0

(A') 

existe uma ge::C
0

(AU A 1
) g:::g

1
+g

2
, tal que se jg

1
j.::_1

1 
19 2 1.::1 en-

tão jgj.,:: 1 e além disso vale sempre 

f 
divg 1dx +f · divg 2dx"Jdiv; dx 

A(\8 A'I\B \AiJA)()B 

Observe que o segundo membro dessa relação e sempre menor ou 

igual ao P(B,AUA') Jogo: 

f divg
1 A 11 B 

dx + f A'n 
divg

2 B 
dx < P(B,AU A') 

que vale para todo 9 1 e g 2 satiSfazendo as condições dcima. 

Então vale para o sup e para o sup, o que nos pcrrr.i te con 
91 9: 

c 1 ui r 

P(8, A) + P(B,A') < P(B,A lJ A') ( 1 ) 

Por outro lndo p~HCJ qualquer gcC~(i\ U A'), lsl < 1 exis-

te g
1 

e g
2 

tal que g"" g
1 

·!- g
2 

som jg
1

j ::._i, jg
2

1 ..:_ e 
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Nestas condições vale sempre 

f
divgdx 

(AUA')I\ B 

Tomando o sup e depois o sup veremos que o segundo mem-
_9 1 9z 

dessa relaçao sera sempre menor ou iguala P(B)A)+P(B,A 1 ) lo-

r 

J 
divgdx 

(AVA')i\ B 

< P(B,A)+P(B,A') 

para todo g satisfazendo as condiç~es acima, Ent~o vale para 

sup o que nos permite concluir 
g 

P ( 8, A U A' ) < P ( B, A) <·P ( B, A' ) ( 2) 

(1) e {2) nos dão a tese da proposição. 

2~ Parte: /1. 1 c A e di5t(B,A-·.A. 1
) > O 
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Observe que A= (A-A'} U A 1 com (A-A 1 )0A 1 

do a prime i r a par te da proposição temos 

P(B,A) = P(B,A-A') + P(8,A') 

~, então aplica~ 

mas med(B 11 (A-A')) =O logo P(B,A-A')=O e P(8,A)=P(B,A') cqd. 

Proposição 2.3 Para todo aberto A, c para todo par de bo 

reliânos B e 8 1 tem.:..se: 

P ( B U B', A) < P ( 8, A) + P ( 8', A) 

P(Bil8',A) < P(B,A) + P(8',A) 

P(8 U B',A)~sup(J dhg dx:gs[C~(A)J", IYI < 1} 

Al1 (BVB') 

< sup{J divg dX'gc[C
1

(A)]", 191 < 1} + 
A n s o 

r 
+ sup <I divg dx:ge[c;(A)]n, 191 < 1} 

1 A n s • 

= P(B,A} + P(B',,') 

e P(BilB',A)=scp{J divg dx,gs[C~(A)]", 1'11 < 1} 

A f\ (Bf\ 8 1 ) 

< sup{J. divg dx:gsiC6(;')1n, 191 < 1} 

.~I1(13VB') 

< P(B,A) + P(B',!I) 
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Pro}22_~_;_ç_ão 2.4 Seja {Ah} uma seqtiéncia de abertos de IRn 

com Ah tA. Então 

lim P(B,Ah} "P(B,A} 
h -l-00 

VB E ó3(rR"} 

onde 0{IRn) representa os borelianos contidos emJRn. 

Derr.ons tração: 

1§! Parte: 

ção 2.2 temos 

(1) lim P(B,Ah) _.::. P(B,A), De fato, pela defini 
h->= 

-

1im P(B,Ah}"lim [sup(f divg dx,gc[C~(Ah}]",l9l.:'.1~j 
h-~co h+co Ah n 8 

< 1im[sup{f divg dx,gc[C~(Al]", 191 _:: 1)] 
h+oo Ahns 

sup [lim J divg dx, gs[C~(A)J", lgl < 1}]" 
h-+co /\h(\ D 

P(B,A} 

2~ P<Jrte: (2) P(B,A) < lim P(B,Ah). De f<-1to pela defini­

h-h"' 

çuo 2.2. temos 

r 
P(B,A} " sup{J di Vl] 1

.. 1 ( , .
1 

n 
dx;~JC C !\; , - o . 

A n s 

::0: sup{roo ldivg 

JU c A. n 8' J 
; = 1 l 

' . n 
clx, g,: [c

0 
(A)] I o I < 1 J ( 3} 
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00 h 
u A'. A'. n A' + u ' onde = A = ~ para j k , A. = A h 
i =1 ' J k 

j =1 ' 
h 

I • P ( B , A h) e P(B,A.) 
i = 1 ' 

logo a expressao (3) -se r a 

ro 
' n 1} < . r s up {f di vg dx,gc[C (A)] ; I 9 I < = .. o 

I = 1 A! f1 8 
I 

h 
' n = 1 i m r s up {f , divg dx,go[C
0

(A)] , I g I < 1 } 
h -:.-oo i= 1 A.n B 

I . 

h ' = 1 i m I P(B,A.) = 1 i m P(B,Ah) 
h4ro i = 1 ' h~ 

cqd 

Pror.~~S-~-ç:_;:~o 2.5 Se um conjunto B tem perfmetro lucalmen te 

finito eni fi então a função caracterfstica t)l{x,B) admite deriM 

vada como medida e se tem ainda que 

p (B,K) = r ',o cp(x,B) I 
,K 

v f( C; C A 

isto é. a P(B,K) é igual a J'ariaçrTo total da 1/~edidu veturictl 

Di 4l(x,B) sobre K. 

Seja F.(g)=f 
I K 

1
- 1 I . ]" dx: gc _C

0 
1<.) ·- , ls I < 1 
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com g = (g
1

, ... ,gn). 

Se suporte de g está contido em K e 191 < 1, ent3o supo!. 

te de 
{)g i 

também esta contido em K e 
ax. 

I 

IFi (g) I < P(B,K) < + 00 

Seja '1= ---''- logo llf'l < 1 e portanto 

e daí 

Lego 

•.;ergência 

F. e 
I 

ma x I g I 

IFi ('l') I < P(B,K) 

I F i ( g) I _<_ P ( 8 , I<) ma x I g I 

~lm fllncional linear contí""nuo em relação à 

de g, e pelo teon;ma de RI es z temos 

g. D. 
I I 

~(x,S) dx 

con-

onde Di :p(x,B) ê a medida deriv-:Hla no sentido ela distribuição. 

Obtemos dcs_ta maneira n rnr,didas 0
1 

cf(x,B), •.. ,Dn t}l(x,El) o que 

implica que 4J(x,í3) tem dcrlv;Jda n1c~lida. 

Agorn como Í div g :p(;<.,B)dx"" r }: Di~ rjl{~,,El)dx· 
JK JK i~l 

n f ): 
i= I K 

n f 1 
i " I K 

CJ. D, 1j;(x,D) clx 
' I 1 

Tomundo-se o sup em g em C:IT:lH)S os iw::r.lbros ,j(-;: 

n 
~ 
/, 

i .--oo I 
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considerando KC U Kh com K=K 1 e Kh = <jl para h> 1 temos 
h= 1 

P(B,K) = JK ID ~(x,B) 

onde JK ID ~(x,B) I e a variação total da medida vetorial Drp(x,B). 

Definição 2.3 Um conjunto B é de classe 

aberto A=m.n (n~tação B E r 1
(A)) se existem: 

a) um aberto A 1 tal que A n as c. A 1 

b) 
1 

uma função g(x)cC (A) ta 1 que 

Bfl A 1 = {x;xsA 1
; g(x) >O} 

1 r em relação ao 

e além disso, para todo XE:dBnl\_temos IDg(x)l +O. 

Observação: Se B 8 de c las se f l (A) __ . ___ _,__ 

a) P(B,K) <+c.-, v:<.cc,t\ 

b) lii(C C,'l., tem-se J Di r)(x 1 B) 
K 

onde y e o vetor norm21l extc.rno iJ ;)8, 

'2ntao: 
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c) f K I o ~( x, s) 1 = H n _ 1 ( as n K) 

d) P ( s, A) = H n _ 
1 
(as n A) 

Como jDg(x) l +o para todo X pertencente a ()B n A, entoe 

em p e 1 o menos uma direção h, dg tO, e nessa direção asn A 
a.xh 

Assim sendo H 
1

(aB n K) < + oo n-é o grâfico de 
m 

uma fun<;:ão C • 

par a todo Kc c A. 

Além de I Dg(x) I + D em as n A, também sabemos que 

dB n A=dx:g(x),O} sendo portanto uma superfÍcie regular que sa 

tisfaz as hipóteses do teorema de Green, então: 

r. ~(x,S)Dig dx=-f g Y; d 
J K as 11 K 

H 
n- 1 

e 

P(B,K) = Hn_
1

(aB 11 K) < + m 

que peTa prorosição 2.5, ob{en~os 

logo 

P(B,K) = J I DHx,B) I 
K 

Agora na demon5tração da proposição 2.5 vin1os que 

il. <p(e<,B) 
I 

e comp.Ji'.Jndo (1) e (3) temos 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 
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L Oi ~(J<,B) = 

Finalmente, como consequincia de (2) temos 

P(B,A) = Hn_ 1 (8B n A) 

Veremos agora uma general izaçio da definlç~o do P(B,A}. 

Def~ni.ção 2.4 Para todq ft:L
1 

(A) 

v(f,A) = sup {t[divg.f]dx:gc[<(A)]n, 191 :.:_ 1} 

Observe que v(f,A) ~ a gener~l lzaç~o da definiç~o de P(B,A) pois 

se f=~(x,B) segue-se que 

v(r~(x,BLA) ""P(B,A) 

j
+ro 

v(f,A) = P(r,,it)dt 
-ro 

para A C: Rn e aberto, feL~ (íl) e F ::o{x:x.t.A:f(;t)>t} .oc t ,_ 

f-m 11[3] Gstil dr;::r;hlnSti'<"J-lo t;;:oron;~l'> 1 .3, 1.'-!, 1.6 que: se 

fCL 1 (!\) A aberto dE;Til 11 ;;nt;·~o: 
1 o c ' 
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= J+oo Hn-l (3{xcA:f(x) > t} dt = 
-oo 

Ft)dt = J:: P(F,,A)dt 

então v(f,A)=Jlofjdx. E em Federe r temos que se fsC 
1 

(A) 

Portanto fica demonstrado o lema. 

LE;>ma 2~7 Sendo: A um aberto de IR0 , u(x) 111M função de 

c 1 (A)-~·;·-;;;;;;;;;a sobre A eM"" sup lu(x)l, teli;os que, .para todo 
xcA 

boreliano B de pei'(metro finito em A a seguinte m1joração: 

v[(u.<~(x,B)),A] < i'í.P(B,A) + I jDuldx 
B n A 

nemonst;-::u.cao; Pela deflniç~o 2.4 

vC(u.rp(x,B)).A]:c:sup[I dlvg.u(;~}.~(C--~: 1 8) dx: 
- A 

C{)rl]Q 

div (g.u) '"' 

tJ dlv g ~- <Du~o> 

temos: 

v[(uc~(x,fl)),:i]:_oup {JAdív(gu),;(x,B)d><:<)cc[<(l\)j",i,Ji < I} 
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+ sup (I IDúl lgl ~(x,B)dx;gc[c' (P.)]", IDI < 1} 
A o -

< M sup (IA div ~~n(x)u(x) ~~ [ 1 ]"I L-"----;;-··---J ~(x,B)dx:gs C
0

(A) , gl.::_1} 

I Du I dx 
n A 

onde 

. _ g _ _(x )_u_j_x_) I ( ) I -·- ··· < 1 se M • sup u x 
M XEA 

Jogo pela definiç5o 2.2, tcn1os: 

v[(u.~(x,B)),A] < ll.P(S,;1) +I louldx 
B ll A 

'!\-,'.~_n>:otffiiJ. :?. • i3 ~ Se j a m: A :Jm aberto de 
1 ---·-··---·-

fc-C (A) com O<f(x)<l 

J::c"·~onst.ro.c·âo: ---- '""' -- -~_, _____ . ~ ----

F =(xsB 
t 

t'(••)····l -. - ~ . 

jl1fjd)( + 
8 

Eiitii.'o 

Ft:::.{x;xcB,í'(x) > t} "'' {;:.;l'.sA, -f(::.).Çl(;' .. !S) > t} 

cqd 

Pelo Leona 2"6 t8rllOS v(f(:.-) 

?~lo Lem~ 2.7 temos v(f(x) 

1\ (X , B ) , .~ ) >_ j ~ P ( F t , A ) d Ir; • 

(j•()'.J~J)J\) < p(;l,l'l.) + jl;fid:< . ·- . I 
;1\118 

pois Ma sup jf{x) I = 1. 
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Então pelos Lemas 2.6 e 2.7 temos 

J: P(F,,A)dt < P(B,A) +f lofldx 
A n B 

cqd 

ObsGrvações: 

1) Se A é um aberto demn e Bc Kc: c: A enti:lo P(B),.P(B~A) 

2) Se P(B,K) < + 00 VK c: c: A e se dist(x,df\) >r> O então: 

P(Bni\ (A))<+ M 
r 

ç=j 
~------~ 

Estes fatos pc;·mlte-nos cxtender as ~roprfcJades 1 oca i s 

da fronteira red1J2lda de ~1111 conjunto de perTmetro finito ~o ca 

so de um conjunto • (.le pcrlr,J;:;tro !oci'llmBnte finito. 

!?.~:.!.,~.12J-g_~':? .. _?_~S_ Do do um ~.:onjunto Bc:·. 1.C.Z
0

, d 1r;_~ElOS qu~1 u;:1 po~~ 

to;{ pe;·t,<nce d fronteira F<:-fuzida dr'\ B, c ii1dlc .. -;r~moo; por 

finito o l.ir.litc 

1 i r.1 
s __ ,_o 

1- > iJ ~--~mos P(O,i\ (;--,)') < . r . 

r D 
J A (x i 

c 

0 ( G) X.' 

, I 
't f ., t' \ 

\' ;. ; I 

! Y (x) I 
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Observe que se XEd*B ent5o 

med(B nA (x)) 
. c 
'm -~·~-~-.-- = 

med A (x) 
e 

e se x ~ d*8 ent-ão y(x) = O. 

2 

Teorema 2.9 Se il tem per!metro localmente finito sobre um 

aberto -~.,.então 

Prova.~ 

P(B,A) 

r 

H n-1 = J iD c)(x,B) I 
8•'B nA 

I 
<,) r 

= !D ~(:;,f;) I = J h(x) idHn-1 
A i\ --

i untos 

1.1berto 

(Conq"Jaci de. de) 

t•!i~ que ?([) ,i\) < C(i\) < ;. '" s ~~-

{Bs} u;n.: S<"(jiJÉNcia d<: co~ 

para todo 1\ c. c .. n, (] 
d<? J[{n, }•::~tifo exist~ {8 } f~ tlt/J conjunto t3 tal . < 

todo!<.ccn 

í 
1 i :H I 

j ' t->-C"J J i-\ 

- j j 

!\ ' 

• .. . G 
s ' 

J 

c:. 

i:-;';o ê 

o 

"'v .•. ~, 
'"" ' ... ~ ~ 

·~ Fl J:-: -- o 
s t 

' ' ) \ . 

I{ I[ C 
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De fato 

+ lA ('l'h,st - ~ 8 I dx (2) 
't 

onde 'l'h,s(x) =r Th(x-y)dy e é definida 

n lBs 
Th(x) ~h T(hx) com h~N, sendo que T ~ n~o negativa, 

supp 'Te. {x:jxj < 1} e J n ·r(x)dx = 1, 

c i a 

Assim 

e 

Cfr s[l], \f' é iWdefinidamente 
h' s 

converge uniformemente para 

diferenciável e d 

1 
11 8 em Lloc (~G). 

s 

(3) 

[ I '~', -
A n,st 

i 

d.'(, < 
_, 1 

h ,n,C(Az) 

por 

00 

c • o 

58CjllC!.!_ 

.4go !'a, corno {'i1 } ê cquili:-r.it.:-Jd:.l poi:; 
h 5 

todo h c S Cill 

1
1!1 i < 
• h I J I 

I '1 (X) 
h' 5 

teo~·c:ma de 

1 , e cquÍcontl'!'IU<:' ..:,~r•1 A 1 pn\ ~; 

'J, (y)l< lx·yl.n.C(i\) P'"'' n,s ... , 
Arzel~-Ascol i ~=~ist~ {s:}. ,1 : j, 

canv~r~c unlforrn~m.JrltO om A. 

Com o 

{'1'2 2} 
's. . ., 

I I S L' 

. "'l { S ." . 'I c· 
! l f: r 

conv:; r" f:!''" 

,,~j 'lt1('. 

1 f , •• ) 
ç- ' ,_) • f , " 

I I C'" 

{" .. 1 

;;;.-. 1 



- 28 -

para todo fndice m . 

para 

ma:n 

e\Jl 

do, 

que 

Assim o limite (1) segue de (3) e (4) substituídas em 

e, para A cc: Q existe {sj }t tal 

( 2 ) 

que 

Por outro lado, ton1ando uma partiç~o de Q da seguinte for 

"" U A i com A
0 

c An+l e A1 = A 
i > 1 

obtemos~ 

{s] }t tal que ~ 1 
B 

converae em Ll(A1). Gene r<ll i z~n 

em A 
n 

existe n {S. )t tal 
J 

s· J 

que ~B 

5~ 

conve r çc 

Logo tomando a sequênc l ;J 

1 

. J dt.:Jgoni.11, em A 
n 

~xis te 

~B 
s" 

n 

converge em L (A ) • 
n 

Como, para qu<llqucr K CC. n 
1 

converge em L (An) en t3a (pl3 
n 

sn 

K c_ A u 1 gum n temos quc 1 se 
n 

1
1 

converge e1:1 L (K). cqd. 

Teorema 2. j J (Semi contlnui d1rd;~ do per tme t 1 o) • .Sej r; -- ,w~·---------·~ 

f\ um 

ab,?rto de n~n e {Bk} um-r far;rtli« de conjuntos tBis que 

I I ( ' ) ,. .. em _
10

c ;, ·'-~ntao 

r(J,t~) < 1 i di 
k-·)-OJ 

,. .. í :J<l 

L 
1 

( K) , í ~ to c 1 l i ;,1 me d [( B, 
" 

r 1 i (>l I I~ ( ~{ J f3 ' ) 
k-}ro ) ,I\ 

K 

í • 

i\ 

-

' <_: J qt.:;:; 'i I( - • ~i fl~ + l3 em 
' 

ül n "J " -· o 0 ~.J s ''" i -· '" 

r 
J i\ 

<fl (X , 8) 
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Então temos para < 1 

JA q, (x,B) divg dx = li m 
k+oo 

divg dx < 

e dai 

P(B,A) < lim inf P(Bk,A) 
k+ o 

:E.r::?rema ~ .. ~12 {Exist&ncia da mi"nit:to par·a o pro!J!em a de 

obstáculos •. não levando em conta obstáculos d~· medida 1;ula} 5 Se 

jam: A um aberto do:IRn; E e l. dois horelianos •de m_n. rli)·juntos:· 

Então existe um horeliano B tal if11e: 
o 

B =>E n >i , 6 n (L n A) = ~} 

!>?~,nn~.J1:n'.c~i.o ~ 
·~--·-··-·---··-------'- --· 
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Se m = + oo basta considerar 6
0 

=E, pois neste caso 

P(E,A) ~ + oo, 

Sem< + ~. Suponhamos {Bh} 

que Bh :? E n A, Bh n L fl A "" $ e 

P(Bh,A) cquil imitado. 

uma 

I im 
h 

famfl ia de borel i anos 

Pelo teorema 2.10 (compacidade) temos: 

tal que -> B* em L 
1
1 (/\) 

o c. 

ta I 
-e, 

onde 8* satisfaz: B* :?E n A; 8* n L n A"' rp e pelo teorema 

2.11 temos ainda 

P{B*,,A) ..:_ :im inf P{Bh. 1 A) = m 
i+OO I 

8* poderia não ser borcl i ano, então s~ja 

B :~ E n o 

B n L n 
o 

p ( n 1 1\) "" f·l i n { \' ( fl ·'~) 
o 

A 

r·, .. •) 

101)0 

ô il n i\ 

0h.'.:·'""·vn.cÕv J.~ !-\ :.olli<->~lo de; :;:r,__):;f.~:'~.J :.J'!d-~ :1-;•J ;_;c;· ,,,-;iça 
-----·'--·-· 

' ( i ) 1,} 8 
o 

t ·:'1 1 

' rn~ cr r ( ~1 r':. n ) n 1\ J "' ü 
- t) o 

ta 1 
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' < 

com B :JE nA e B n L nA= <Pé tambCm solução. 
o o 

( i i ) Existem casos em que med 
' 

( ( B 6 B ) n A) of O e 
o o 

8' 
o 

também é solução. 

A 

--~---, 

L 

------

( i i i ) Se L = rp entao 

Neste caso 8
0 

que 

' P ( B , A) 
o 

' E e 8 e tal 
o 

P ( 8 , A) 
o 

"mi n {P ( 8, I<) /8 E 113(m") 

EnAcB,LnBnA~cp) 

' Com me d 1- ( B ll B ) n !.\] > O 
- o o 

B =A pois P(fl.,A) 
o "" o . 

Obse :rvêl.ção 2: O resultado dssse teorema so •:! v51iclo pura 

quando os oiJstãculos E e L tiverein mcdicl~s de L~IJ~sque di f e-

rente de zero emm". Para o estudo de obst5culos con1 medidas 

nulas introduzi remos no CCipÍ tu lo I1I ct classe Gn e dcfinit·e-

mos no capftulo IV um funcionAl mais ger<J.~ ' que o per! metro. 



C~J'Í~~ULO III 

MEDIDA (n-1) DIMENSIONAL CONSTRUIDA ATRAV1:;S DO PERÍMETRO 

No problema anterior a soluç~o independia de obstáculos 

cuja medida de Lebesgue fosse nula. P<Ha obstáculos de tal ti 

po devemos introduzi r uma nova classe de conjuntos nH;;nos ge-

ral que a classe 

a segui r. 

dos bore 1 i anos 1 a classe G que defini ren1os 
n 

Definicão 3.1: Um conjunto 8':~ JR 11 putence à classe G 
----···-'--·- n 

se satisfaz as seguintes condições: 

a) B c ó3 

b) J i m 
p-+o 

-n 
p rned(B i1 A ( x) ) 

p 
-- n X q 8 

Isto e, B n~o cont~m pontos ando sua densidade e zero. 

c) 

i s to e, 

roed(A (x)-B) 
!) - o --> X S f3 

8 contém todos -os pont03 onde SIJ8 d•~nsidadc e 

Simbolicamente pn<:hri~1n;os e~>Ci"<.;ver 

1' 

B r. G 
n 

> o 

ou 

"' ., ,< ( ,, n '' r ) '"""'"'''"''X ;illdíB:I 1\ (;<.)) 
onde dens (B, >d - 1 i m 

p-'·O 
--·-·-·--·-···---.!? .. ~----· .::·: 

rn~ o ô r -~) ' . \ •'-
p 

I i 111 --·--- ". _________ p __ _ 
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logo 1 i 111 

p->0 

·- n 
p med(BnA(x)) 

p 
" o dens {B, x) ""o. 

Se B c G ~ntno { nl··B) c:G . 
n n 

B s G , p c 1 a ele f i n i ç ã o 3 • 1 t ~.; ,,10 s : 
n 

( i ) 

logo 

( i i ) 

Jogo 

1 í ~1 

p·-~o 

1 i m 
p+o 

-n 
p :1 O) " o 

p-n rncd(f,
0

(x)--( T:\n __ O)) 

-n 
li<e p n•ed(A, 0 (x)-o) -·O 
p-).Q 

1 i rn 
r-,-o 

- o 

> ~ , , , • - _-,]-' n -- r,· ,·- ;J ,-,, ,._ ,~ ,.,, " _-:-, que se 0 e uoi·e 11 ;:;no -~:n..:~;o _. --,- ~ --··-~ _ '-' ._ 

Po:·t;111to JR"-B c G . 
n 

X ~ [l 

( i ) 

X c B 

( ·, ·, ) -"->X 

fnto. 

)( c n ,., 
C'!l -

Se 



Observacão 2: Com o rnesr•10 tipo de construção feito zcima, 

podemos provar a recíproca da observação 1. 

Em geral se pode .nssociar infinitos conjuntos B * s G 
n 

a um dado bore 1 i ano B <.: nl t<ll que med(BD.B*) "'D.Oque v a i 

nos interess<~r é o conjunto que chamaremos de B que difira o 

menos pos<>Ível de 8. 

I?c~f~ni\:,~2.._0~ Se B é um borel i ano de 
-

conjuntos 8 11
, B 1 e B como segue: 

a) X ~ [311 

isto e, x t: Ü 11 

-

-n 
1 i m p 
p~o 

Portanto 8 11 E Gn 

mcd(8 n A ( x)) 
p 

b) X E Ü 1 - n 
p m<od(/\ (;d -B) 

p 

-istoe,xc3 1 ciens(íJ,;z) -~ 1. 

Portunto 8 1 c G 
n 

c) 8 ·- B I u (3 n Í3 11
) 1 s tv c 

n 
JR, de-fini r·emosos 

" o 

o 

ck;·1·~(8,x) >i] ~-> " c G 

8 é o conjunto de (;n que dl~·-crc r:!e B o "~cr:o··,; r.tn',sívcl 
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dens(B,x 1) = XI ~ B" XI E B' XI E B ' 
dens(B,x

2
) = o xz t B 

dens(B,x
3

) = 1/2 XJ E O" X 4 B' XJ E B , 
3 

dens(B,x
4

) = o x4 4 B 

Prol2E_siçâo_3.l Valem as seguintes rela~5es: 

a) B ' 
n = IR - ( "TIF=--8) ,, 

B ' 1 i m 
- n 

med(A (x}-8) o X e •Ço-> p 
p 

p 

<~> 1 i m 
-n 

med(A (x) n ( JH.n·-8)) p 
p 

p 

-?> de ns [( m11 --B) ' x-J - o 

~ 
,----,,--~ 

# X ( lli -B}" 

<=c> X E ~Rn ,, (:ffili'_~) !.' 

'' 
logo8 1 c 

- ----- -...-' 

(' -,T'n _r, 1- li 

~'"' o 3' 

a primeira rel~1ção. 

/\nalogumc:ntc r.k:mons t1ar.ws .J ,-;2<JUitdZJ 

b) ,''ieja 6 un borelit!flOo .f:'uttfo 

8 r.: G 

Corno [l E Gn, tsr,~os q U8 

-n 1 i f,1 p 
p+o 

n 

n 0) 

-
... I 
b 

~--> 

(definição 3.2) 

o 

(rJef1 niç2o 3-2) 

o q uc 

(de f, 3 . I ) 



- n 
1 i m p 
p··)-0 

c.ed(A (x) 
p 
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n B l = o 

Logo se x s B ontao 

-n 
limp rned 
p+O 

portanto B 

(A(x)ns)+o 
p 

B" 

Pot· outro lado, x s B 1 se e som,~nte se, 

1 i m 
;J-)-0 

-n 
p med(~. (;<) -B) 

p 

-
portanto B 1 c:. B. 

= o X E B 

( def' 

(de f. 

c) Para todo B* E G tal que ,"ilcd(B*/\11)~,0 resulta 
n 

B 8 '--- t-J* - !3 

8 - 8 l3 - 3 * 

isto c, 8 ~ o conjunto de 

;.!GéiSÍ'f!~]. (rned(!JúB)----0). 

dt1des di'l tcorlc rio:;; C('njunt:os, 

[3 c -" n 
..<'=';..- 5 , o 

" 

Pe I <:1 pa ,. te. ( Ll ) 

- -
8 G <> " ' 

'---- - G" ,. 
" n 

3 . 2) 

3 . 2) 

!1\8 r: os 
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Pela definiçjo 3. 2 

B = B ' u (B n D 11 ) 

B - B' u B pois B c: B" 

B = B pois DI s B 

e) Sejllm: A um aberto Je JRn; 
B 1 ' 82 dois coNjuntos de 

Bar e/, . t a i s que 6 1 11 A = 62 n A· então • 

' ' e 1 ) B 1 n A = 6 2 n A 

" " e 2) 6 1 n A - 62 n A 

e 3) 
~ -· B 1 n -~ .. 62 n .~ 

Para dt~monstr<lc essas treõs relações, bast;1 l!Sar élS dcfi-

rsoes 3.1 e 3.2. 

gue se poc!c verificar que 

(2) f';:Ha todo 3 bore 1 i ,Jno dP :mn L~rn-··sc C 

( 3) 
. 

B e 

-, n 
X 2Jú ·· 

o n~;.Cnor conjun i:o 

·I·· H (" ) C•:.. f,_, u J X ·1 i rn 
p--;-0 

O. :::1t~lo pAr·,-, 

' ( .J ·'I 1~1'~ ri \ t~ ;; G) 
" _;.: 

·" o . 

co do 
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Port~nto den~;(B,x) :::zero ou um, 

.~~~ora, como Bl\3 1 c X e 81\8 11 e. X então BLI.B c.X e sendo 

mêd(X) ""O temos provado a parte 

(2) De acordo com a definição 3.1 temos que mostrar: 

(a) 3 e - { n -n borcliano. De f<:~to: 8 1
"" xE:1R :lim p mcd(/\ (x)-!3)..,0}. 

p->o p 

-n 
Então V k E N, 3m s N tal que p med(Ap(x)~B) 

todo O < p 
1 < -~ 
m 

Considerando 

. { n 
X é: If{ : 

segue-se que 

-n 
p 

00 

med(,; (x)-8) 
p 

00 

1 < --} 
k 

1 
<--~-para 

k 

B' = n u Í\ 1 
A , ( x) 

f1 ' - p ' ,, 
e a menos 

k:-""' 1 nl"" 1 I u·,p·~m 

da cn•J•:~er:::bilidaJe da Liltimd in;:e!'se<>;~icB• ~~ bore1iano, C o mo 

B'l = lr{n .. 

' - - ' ' . t n il~b em c o o n:: ' 1 ano • 

( b ) Se 
.. n -

1ímp rrcccJ(B í")/\(x)).oO 
' p 

p-:- o 

1 i m 
p-+o 

.. 
port;:.:nto :-: rf- \3. 

(r:) Se 

1 i rn 
p+o 

x c-: lL 

1 i m 
Ç· ->-o 

-· n 
p ,,;cd(.~ (x)--k) ... O 

p 

r""ll mcJ(A (x)-8) --C . p 

logo 

1ogo 

" i " ' ' :" )< .. ., '-' o ' 

c n ta o 

po1t~·nco 
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Para demonstr<:~r esta p<Jrte (b) usa--se t) seguinte result~. 

do: 11 nled(!3 !J. B') '"'O se, e somente se dens(B,x) ""dens(3,x),=0. 11 

( 3) Para mostrar que G 8 o menor conjunto de G , 
n 

ta 1 que 

med(Bl18) o= O, us~-1-se a parte (c) d;; proposição 3.1. 

( i ) Se A é 
a 

tliila famfl ia de abertos entffo 
,.-- _._, _ _.) 

lJA cc (UI\)' 
a Ct a 

De f a to: seja ~ i\ 
a 

""A = aUei·to de 
n -

JR, ent.;1o dens(A,x) 1 

ta 1 

1 ogo, pela dcfiniç~o 3.2 x c A 1
, isto 

( i i ) Se E I li/,! a fam f 
(( 

-~_/ 

u E ) 
o. a 

'C.;.~ fo.·to: Pur'-'l todo x c 

q ue x c E ao 
Como E c G 

o.o n 
F:nt.3o E 

IJO 

i a 

·co ( 

u f 

de conjuntos de G n, entfio 

u E ) 
a a. 

a' 
Uev.;: E::.:<istir um i'ndice 

ao 
- .. 

,~\d~ E =E iJ 
(JO ~éO 

(E n 
r;r,o 

-c 
'· 

l .• o;~o :< c E 
o_ o 

i np 1 ; c n que: 

_, 
x r-: E ·.-. .-. 

ao 

ou 

( c n X c . 

GO 

( i 

o=d;;>ns(E ,,) <ri··'n"(lJf; ":-/) eco ~-- , · cJ -u.··-- => 

---? den s ( U r: , x) > O 
{}, 

=> ;-; c [J E 
'-~-

'' " I' f ) ,--~ o < ci<c ,_; ( E " ' ' d ·.:il 
. ( . .) E 

" ' ' ' v: o c o 

---:- d ::: n :; '' 'j 1: > ') ·.-c- U E CJ_ C·: 

F. 

r·. ' 
,-: 

. 
e , 

" E ) 
u.o 

-''} 
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ent<:~o med(A (x) n 
p 

logo dens(F,x) < dens(E,x). 

E) 

--Agora, se x E F temos que dens(F,x) >O logo dens(E,x) >O 

o que acarreta 

X E: E cq d 

(iv) Se E satisfuz as condiçó'es." 

1 ogo 

(o ) 1 i rn 
p-->o 

-

-n 
p 

E => E 

b) 1 im p 
-n 

p-)-o 

,. 
c C> E 

De:>. f;_i.tO: 

a) 

me d (E ll A(;<))=O 
p 

mcd(A (x)··E) = p o o;> 

-n 
p :nGd(E n fl_(x.))-""·0 

.u 

en ta o 

X c c ,_ enteio 

' X r_;: [ 

i:; U E :;:1: ~-. 

_, 
b) " c E 

logo 

[ e 

<.. > l i ill 

;: '1 ' 
L~ - } - r:: n 

x_ 1::: E 

,-q d 



fi na mos pu r a todo E > O 

e 

(E ; A) 

a(E ;A) 

"' i n f 
G 

- 5 LI p 

t: >o 

(-,,, " !,',!\) 
'-' l:~ \ ·j' , o 

o 

{P ( G' A) +-"'e_d _( G __ n _ _8L; 

u (E;A) 
c 

- 1 i m 

s+o 
0 (E; A) 

c 

G E G ' n 

<! (E,:\) 
c 

11m {2!' +2n + :--1J'} 
)[ -~-o 

(irL~di;.~u;, 

n(y;A) "o 

(3)SeF.C E. 1 enli'10 oc(f:;fl) 

a ( t ; A) • 

2 l 
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C o mo E s= E r e n ta o E 1 n t\ ~:) E n A e d .:~ de f 1 n i r~ ã o de o _ e 
e. 

a , 

segue o rcsul tado. 

(4) Se med(t: n A) >O entao a(E;A) + <:N, 

(S) a e umu medida (n-1) dim:::nsional obtid<:~ como i _m i te 

de medidns n-dirnensionais. 

T'C'.orewa 3.3 Para todo aberto " c: m.", J -...... .......:: a unçuo uc: e 

da definirão 3.3 são me dirlas exteriores. 

aditiva, -isto e, 

SJsta mostrar que a 
E 

p<:Jra toda fJmtl ia {Eh} 

a íU A)< G • (E 
'· h E 

a ';abemos u, uro: 
E 

pa r:-1 todo h um conjunto F h E Gn, t~ I que 

F 
h 

e c 1 2 Cl d i sso 

. ' E !\) p í ,. () \ -_h > ,·, 
c ,, 

c , , . 
•l 

3.2, q•.JC F 2 F. :'-t<JS Cl;i (l.) 

w .. 
[U F co 

Dei proro~;lç2o 3. 

p l'OjêO:; j ';::ÍD 2.. 1 

' ] . ' 
•l 

-::;? E 

p,) 

n i\ 

:~(F,i\) --- F(~',A) 

h 
() .~ 

f.", C d I ' 
l 

S LI b-

de n 
IR tem-se: 

( 1 ) 

tudo n > o, existe 

( ') ) 
\ ·-- ' 

F n J-\ ) "h h ? n. 
c 

í 3) 

•. í) ' ~,-. l 2 

") \Ú 



00 

Como F :: (7) 

Portanto temos finalmente: 

; A] < P(F ; A) + -'"ed(F n A) 
E 

(pois é o Ínfi.mo) 

= P(F,II) + med (F n A) 
€ 

< L 
h= 1 

00 00 

L a (Eh,A) L < + n 
h= 1 E h:: l 

00 

= I a (Eh,A) + n 
h= 1 E 

((5) e (6)) 

E 

2 
-k 

Como n e arbitrá rio segue a tese da_ proposição. 

(7) 

( 3) 

I:·crr::,.a 3.4 Sendo A! e A
2 

dois ahertos di.·;juntos de _1Rn re 

sul ta enttTo para todo conjunto E E P( IRn) que: 

0 (E 

r;. __ -,r.lon~; -t:caç ao: 
---"-.. ·------"·--- ···-·--

il
1
)+u(E 

f; 

obtem d.J primelrc: pess<H\do 30 li1nite. 

Pel~ definiç~o de G (E , /'>. 
E: ' 1 U A/.)' !J<lr/; toclor;>O ex i s -· 

te F E G 
n' 

tâl que r -_-.;E n (.A
1 

U 

mG d ( F n ( 1\ l U A z) ) 
< u..::.([-:;A

1 
U /\") -:· 11 

L 
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Como F 2 E 11 (A
1 

U A
2

) entao F :o 

finição de a (E,A.) temos: 
S I 

E 11 A. 
I 

"' 1,2 e pela de 

[ r.>ed(F ll A1) J [ . med(F I) A2) J 
os(E;A 1 )+os(E;A 2 ) ::_L (F,A 1)+-- s·---'- + ((F,A 2 )+-----e-·---

logo 

me d (F n 
a (E,.~ 1 )+cr (E;A

2
) 

s s 

Pela arbitrariedade de n t:;mos: 

ae (E,A 1 ) + aE(E,A 2 ) ~ oE(E;A 1 !_) A2 ) 

Reciprocamente, para todo n >O, e)<1stc F
1 

e F2 p•~rt:..":ntc.s 

a Gn' twis que F
1 

2 E n 1--1
1

, r:
2 

::~F. (1 ,"-.
2 

e 

m.::;d(F
1 

í1 t\
1

) 
+ - -·------· ,.,, -·----·----

e 
< cr (E;A.I) e , + n 

me d ( F 
2 

() 
< r;J (E;P. .. ,) s /_ ll 

,... _______ _./ 

Sr::ja F= r
1 

U F
2 

<2ntiio F-::::; f=' f U F
2 

(rHoposiçao 3.2). Pe­

las prorri8dacies do f'r.rfli:;:;tto '!i:;t;;·_; IH; Cz,pÍ(ufo 1!, t2mos: 

< ?(F ,/1.
1 

U 
tne J ( F 0 ( :\. 

+ -··-.------··---~---···I 
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·--< 

< CJ (E;A,) + CJ (E;A
2

) + 2n 
E I E 'I 

Pela arbitrariedade de n segue: 

cqd. 

Lema 3.5_: Sejam A e A' abertos de JRn, com A c A'. En-

tão para todo E E P( JRn) resulta cr (E;A) <a (E;A
1
) 

c € 

ta 1 q uc 

c o 11!() A c A I te fM) s ; [~ n j1, :::~ E n A l ; r: n f\ c f n I~ ! ; 

r ( F ' A) < p ( F , .A. : ) e !" ~ d (r n .'\) < n:e d ( F Íi JX I ) . í:: il ;-L\ l) 

p ( F ' /l, 1 ) + ~-r!:J. :·J _(_~ ___ (1,_:·~~). __ > 

c 
P ( ' ,-, ) ,. ,n 

Pela arbitr~,ric-dudc dé~ r; ~,,,_;gue: 

('C r,'.'··''•!' < ' (f·,nJ) v,. ,_ , G . , i1 
"- E 



Lema 3.6: Sejam A e A 1 abertos de IRn e E c: P( JRn) um 

conjunto tal que dist (E,A-A 1 ) >O> O. Então: 

a (E·A') 
E ' 

(b) cr(E;A) ~ cr(E,A') 

~EE:stn:tç~2.: Se oc:{E;A 1
) = + oo {a) e (b) são Óbvias. Su 

ponhamos cr (E;A 1 ) < + oo, Pela definição de o, temos que para 
E E 

todo n >o, existe F € Gn, F 2 E n A 1 tal que: 

( 1 ) 
E 

eEó;
8

::?l:. 

Consideremos 0 (X) C ta 1 que 

(;) g(x) S<·õ X C f.:,)/8 

( 2) 

{ i i ) 
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Seja Ft"" {x E F: g(x) .::: t} , pelo teorema 2.8, fazendo 

A 1 o aberto de JR.n, F o boreliano e a função f igual a função 

g considerada acima, temos: 

f~ P(F,,A')dt IDgldx + P(F,A') 
F 

que por (i i) nos fornece 

que: 

( 3) f; P(F ,A') dt < 
t 

2 

o 
me d (A I n F) + P(F,A') 

A desigualdade (3) implica que existe T, O< 1"<1, tal 

(11) P(F,,A') < P(F,A') + 2 

6 
med (A I n F) 

O conjunto FT possui é!S seguintes proprieda,~es: 

( 5) di s t ( F 
T' 

A-A 1
) >o 

( G) F ::~ E n A' 
T 

(7) pTC F 

r rova d;;~ (S). Se di:ot:(F ,.<\-J\ 1 ) '"=O, ~~xistiria pelo ll1<_'nos 

' um x que pertenceria a FT c il A-/\ 1 e portanl-o g(x) se r i a 
-igual a 2~2ro e maior ou ig'J<l1 ql'e T ao mesn\C' tempo, o que e 

ai:Jsurdo. 
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Prova (6), Sendo g(x) 1 sobre 'Eo temos para O< t < 1, 

la que: 

n 

e como E
81 

e um aberto, pela proposição 3.1 parte e, obtemos 
8 

A') =F n (E
0 

n A') 

la 
t1as F E: Gn' logo F= F (prop. 3.1, d). Portanto 

F n (E o n A' ) = F n (E ô I . n r\' ) :0 E n A' po i s, 

/8 8 

por construçao F ;::; E n A' e E o/ ::> E • 

(8) 
8 

Pela temos F _2 E n A'. 
T 

Prova da ( 7). Sabemos que F c F po I" construç:ilo de F 
T T 

Er.t:2io pela -p r·opos içao 3. 2 temos 

F c. F= F pois F c G 
T n. 

Da relução (5) e das proprlsições 2.1 e 2.2 to.mos: 

e 

( 9) P(F .~') = P(F ,A) 
T' T 

:...ogo levando em consider~ção as relações(~), (7) e (9) 

temos: 
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me d (F T 
+ ------'----

n Al 

med(F nA') 
= P(FT,A') + ___ _;Tc_ __ _ 

< P(F,A') + 2 

ô 
med(A' 11 F) + 

2 < P(F,A') + - med(A' n F) + 
ô 

med(FT 11 A) 
( 9) 

( 9) 

med(FT 11 A') 
( 4) 

me d (F n A' ) 
--- (7) 

8 

< P(F,A') + rne d _j_F_f_l_~ + -~8 f(F,A') +~~ A')j 
8 

2c-(1+--ô-'-) (a(E;A')-fn) 
e 

Pela arbi trarlerlade de n tem-se: 

Passando ao limite pdr21 E-+ O esta reL:ção, 

(I) 

obte111os 

o(E,/\) < c{E,A 1), Pelo 1er.w 3.5 teí:los a o(E,1\) > a(E,.~) o que 

completa a demonstraç::ío elo nosso lema. 

Teore:na 3.7: A medida exterior cJ dada na rlefiniçffo 3.3. é 

uma medida ·,·cgular segur1do /J'o:el ( B,regular}; .ou sefa os con~ 

juntos de Borel scfo oumensnr/ilJeis e para toJo conjunto Et::P(.lHn) 

rest!lta: 

a (E,A) = lnf (u(D:P,) s c.Cl3. B _-_-:. r.· } ,_ 

-
!?.:.: ~>g2:!.':'J_!:_gS..~ 2. 
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ráveis, faremos uso da proposição 1.4. Assim, sejam E
1

,E
2 

E: 

P( JRn), tais que, dist(E
1

,E
2

) >O. Mostremos que 

Sendo a uma medida exterior, já temos pela definição 1.3, 

a sua subaditividade, isto é, o(E
1

;A) + o(E
2

;A} .?_ o(E
1 

U E
2

;A) 

Busta entao mostrar que o(E
1

;A) + o(E
2

;A) ..::_ o(E
1 

U E
2

;A). 

Como dist(E
1

,E
2

) >O ê possível construir dois abertos 

disjuntos A
1 

.::J E
1 

e A
2 

::::J E
2 

tais que: 

E 
1 

e 

Então temos: rl\
1 
n A~- A1 e A

2 
E 2 E p ( JRn) ' e di s t (E "I , J\- ( j\ 1 n 

po1tanto pelo lcmn 3.6 temo,:;: 

.~o .Si!: 

> o 

n 
c /4,2 abertos de m ; 

o, dist(E 21 A-(/\
2
n f\})>0 

( 1 c. llld 3 • I+) 

( I c ma 3 . 5) 
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isto ê, a(E
1

;A) + cr(E
2

;A) .:S. cr(E
1 

U E
2

;A) e com isso, fica de­

monstrado que os borelianos são a-mensuráveis. 

Para demonstrar que a(E;A) ""in-f{cr(B;A), Bsfíj,B 2 E}, se­

ja E s p( nP). E pela definição de a temos que, existe para 
€ 

todos> O e para todo h inteiro positivo um conjunto Gh cG 
E n 

ta 1 que: Gh s -;?E e 

foi 

me d ( Gh E D A) 
<a (E;A) 

E 

Os conjuntos GhE: s Gn sao borclianos, pois Gn ~.('J( IRn} 

e um bor·cliano e G ~E /l A e ~Jém disso 
€ 

< inf a (Gh;A) "a (E;A) 
- h t::N s s 

Então, para todo c >O, 3 GE: c éO, com G 2 E 

" 
n A tal que: 

1\gora, para todo k > n, inteiro, construimos 
• m 

FBi to par·a G ,(s:: __!_..). Colocando G = /l Gl/k 
E k k= 1 

Gl/k' como 

resulta 

G.2E0Ae 

al/\<(G;A) < al/k(Gl/k;P,) ·- a 1/k(E;A) 

que pela definiç~o 3.3 nos d5 

a(G;t-\) "'< cr(EiA) 

Teg.!.~:n-a 3.:-ª. Seja ,o., um uDerto de JR
01

, .e E f: P( :m. 11
) t(tl que 

E c: A. Então ternos ({Ue a(E~A} = a(E) e portanto para 

F E:!' ( JRn)temos o(F,A) = a(F n A). 

to do 
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----
Qemonstração: 

, ' / ' ' 

' 
' - - - ' - - ' ' 

A ' ' 
' ' 

~~ 
Consideremos a sequência {Kh}' definida para todo h> O e 

inteiro, por: 

{x: di s t (x, :a-{1-A) 1 > ---} 
h 

Temos ent~o uma sequência crescente de borel i anos portai}_ 

to de conjuntos mensuráveis segundo Carathcodory. (K
1 

c K
2 

c ... ) 

Seja <1 sc.quêncla [l.k} t~Jl que Lk""Kk-Kk-l para k > 1 e 

L
1 

""K 1 . Os conjuntos lk <;:;;o m,~nsurâveis e disjuntos. 

Então vu]e a seguinte relaç~o: 

L a(E n Lk) 
k = 1 

(v i de t;;-:o-re ma L 3), 
N 

Agora, como E t\ e I u (E 
Ke::1 

n I.K) = o (E ~ K ri l ent.1'o 

o (E) = 1 i ri' o (F n ' } (;) 
N->-oo 

N 

Como A c_~ JH.n ' E n KN s P(:LRn), E n K ~~ c. E c 
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d . (E n KN, m"-A) >O d 1st poemas escrever: 

a) pelo lema 3.6 e pela definição de a 

( 2) 

( 1 ) e ( 2) i mp I i c a m a (E) < a (E , A) 

b) pelo lema 3.5 

o(E;A) < a(E) cqd, 

Lema 3.9: 

to de n 
JR ' E € 

(Reformulação do lema 

p( IR11 ) um confunto tal 

3.6), Sejam: A 1 um abern 

que di s t (E; IRn-A) >Ü. En 

tão para todo À >O existe um conjunto 

c ( ) C G~A'ePG ""P(G,A') < a(E,A') 

G c G 
n 

+À. 

tal que 

" ' IR - J-\ 

Demons tTa_cão: 
O• -·~·-~--··~·-·:>..;:-• 

No lema 3, 6 t í n h 8 mos a (E 1 A 1 
) = o (E.,~~) q uu ~ 

do f\ 1 c:_ A, E E P( Agora 

temos A1 Jll.n. Entilo repetimos a den1onstração do lerna 3.6, 

Pode-se estabelecer algureos relaç5es entre a medida de 

Hausdorff e a me.dld<J cr con:;tnl'id,J atr;;1ves do pedmetro. 

Os principais i'csultados são os dvis seguintes teoremas. 

Tt:::on'"n1a A. Bxist('i!J dua> constantes c
1

{n) e c
2

(n) dep<:nde!.:_ 
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tes somente da dimensiio n do espaço tais !file para todo E E:PÓRn) 

resulta 

Hn-l (E) < c 2 (n) o(E) 

Teorema B. Se 8 é um boreliano de m." •. contido nu ma 

união enumerável de hipersuper[fci es de classe c
1
, .então 

A demonstraç5o desses dois teoremas se encontram em 

C.DG.P[1], p3ginas 161, 169 respectivamente. 

Observe que as desigualdAdes do teorema -A s <1 o v51 idas p~ 

1a qualquer conjunto enquanto que a igualdade do teorema B va 

lc somente para conjuntos contidos em hiperstlperffcies de ela! 
I .. - , 

se C. Nao sen<lo conhecido ;.Jindct ate que ponto esta igualdade 

pode ser estendid<l a classe de conjuntos muis acrais, nemf'.'.xis 

tem contra exemplos. 



CAPÍTULO IV 

PERf~~TRO MÍNIMO COM OBSTÃCULOS 

No teorema 2.12, provamos a existência d.a boreliano 

ta 1 que 

P(B ,A)omin {P(B,A) 
o 

Bc (JR"), Bõ?E n A,B n Lf1 A"~} 

sem levar em consideraç~o obst~culos de medida nula. 

8 
o 

~:2,1_!ção 4.1 Um conjunto E tem um obstdcul o sutil se 

existir pelo menos um ponto xt::E tal que 

isto e, dens (E,x) ""O. 

Exemplo 1 Seja E 

J i m 
p->0 

- n ) p "ed(A (x) nE "O, 
p 

E
2

"" {(x 1 ,x 2 ,x 3 )cm
3 ;x 1 "",:~ 2 =·0 e O < x

3 
< 1} 

E 

E;. 

~:) d;,c,s(E,x) I) 

() u~n_iun\p [ pr;::.;',UI um 
obst~culo ~>ui.: i]. 

Exemplo 2.Seja E ~ E1 U E
3 

otlde 

-
E 1 e o conjunto do c I< e mp 1 o anteri\)r e 

3 R,z
2
,.,o, E] " {(x 1 ,x 2 ,x

3
kD /]x 1 j < o < --

~ 55 

x3 < 1 } 
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Qualquer que seja X(: E, dcns(E,x)> O 

portanto E neste exemplo ê um obstá-

culo grosso. 
E 

---- -=~-----

Observe que quando o obstãculo - -nao e s u ti 1 vale sempre E S: 1: 11
• 

Quando os obstãculos -sao sutis, traba 1 h a remos na classe 

G 
n 

(de f. 3. 1) 

medidu a(def. 

menos geral que a dos borelianos. A partir da 

3.3) definiremos o funcional r-, mostraremos sua 

semi-continuidade e demonstraremos no teorema lf.4 a existên-

c ia domínimoemG 
n 

No final do capítulo veremos 

tt·e os diferentes mínimos. 

no teorema 4.5, r e 1 ações en 

De;~iniç_~~_:1.2 Sej<Jm fi um aberto de JR", r:: c L doi:. 'oore·­

lianos disjuntos. EntÕo para todo 8 c: m."·poremos: 

F(B;A,E,L)o•P(B,A)+cr((E-B)n .~) + a((L nB) n/\) 

ou noturemos simplesmente F(fJ) qu:olndo -noo houver de con 

fusão. 
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Observacção: Se E S B e B n L= tjl ent~o F(B;A,E,L)=P(B,A). 

Para mostrarmos a semicontinuidade de F, necessitamospr~ 

var dois lemas: 

Lema 4.1 Sejam: A u1iJ aberto de :rn.n; E boreliano de JRn; e 

B pertenc·ente a C ta I 
n 

qu e: 

xc{E-8) -n 
=:>limp med ( s n A (X) ) 

p 
= o 

p-ro 

f s to é, .de ns i da de de B em x é 

de conjuntos de G que tende a 
n 

z e r o. :Seja {Bh} uma 
1 

B em LI (A). Então o c 

a( (E-B) n A) <mi n 
h -:,.CQ 

I i m [r ( B, , A) 
n 

I 

sequência 

Ler11~1 li. l 

Lem 4.2 
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Observação: A implicação da hipÕtese acima indica que Pi!. 

ra todo 8 1 pertencente a Gn' equivalente a B temos B1 n E=:GnE, 

isto é, 8 é o conjunto que contem a maior parte possível de 

E. 

absurdo que x ~ B então x E (E-B). Logo dens (x,B) = O 

to dens(x,B') =O, 

temos x ~ 8' e dai 

pois 8 1 e B são equivalentes, Como B' c 

X 4 B' n E o que ~ absurdo. Ent5o X E B 

!:~~~--g0~: Seja A' c c A. Para todo c >O, 

medida exterior, (teorema 3.3), então como 

temos 

(1) o (E-B;t1') <oiE-e
1

;A') +a (B,-B)n E A') 
E -- E 1 c n 

~-

CJE e uma 

Observe Zlgora que E f1 (8
11
-8) c Bh-B pois se x € E n (Gh-8) 

temos que: 

a}xc:E-B li m p 
-n 

p+o 

b) xc E n Bh(Bc E. G) ~'-> 
" n 

ma x I i m 
p -;.-.') 

,..------
X c 8 

h 
-8 

me d ( 8 il i\ ( x) ) " O 
p 

(hipótese) 

D 

-n 
ma x 1 i m p 

p+o 

-· n 

rned(8, n f1 (x)l 
n p 

( I I "'• • -,pe a UCilnrçao 3 . 2) 

> o 

Kecordando as proposiçÕes 2.1, 2.2., 2.3 terno5: 

r-·---r' 
(2) P(U -B A')"P(B -B A'l h • h ' ' 
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~ 

pois med(Bh-8 6 sh-8) =O , 8h-8 = 8h n ( m"-8) e P(B,A') = 

= P( :m"-8,A') 

( 3) "" med{B -·8 A 1 ) 
h ' 

Pela definição de as temos: 

u ((8 -B) n E·A') s h ' 

* onde E = (8h-B) n E. 

Como j~ mostramos * E c 

~~ 

med(GnA') .* 
+ --------- G sG G ~ E n A ' 

€ 

então torn.::mos 

~-~ 

, 1
11

, 

~~ 

G:o::G,-8 
n 

me d 1 B - B n A 1 ) 

<P(B-BA')+ 
h ' 

\ h 

---·----.; 
substituindo P(Bh-B,A 1 ) pela (2) temos 

a ( ( B. - 8) 11 E ; A ' ) 
é: ll 

< P(B, !1 1
) + 

n' 

mcd(Bh··B) n /1 1 

substituindo em (1) nos dâ 2 méljOré'!çi:io seguinte: 

+ P(B,A) 
med(13h-D) (lA' 

+ -··--"------------·-

que passiHldo dO limite para h ->-+co fic8: 

a (E-B;A') 
E 

< min lim {a(E··3h;A) + P(Bh,A)} + P(i:!,A) 
h --1' + N 

f<Jzendo s ->- O obtemos 

a(E-B;/1 1 ) < mi n 
h+oo 
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que pelo teorema 3.8 pode ser escrita como: 

a (E-B nA') < mi n 1 i m 
h->-+00 

+ P(Bh,A)) + P(B,A) 

que vale para todos os abertos A 1ccA, 

Portanto, basta considerarmos uma sequência de 

A com A 
1 ,+ 

00 

A e i.J A ~ A e obtemos 
' ' s-= 1 

cr( (E-B) n A) < mi n i m 
h -> 00 

abertos 

+ P(B,A) 

Lema 4.2 Sejalno' i\ um aberto de m.n; L um boreliano de L'7.n; 

8 um conjunto de Gn tal que: se X € L n B então 

-n 
1 i m p 
p·*o 

med(A (x)-8) 
p 

= o. 

s~ja {Sh} U111<:1 ·>eqLiência de conjuntos de 
' B em L10 c(A). Ent~o 

a((LflB)flA) < min lim {P(8, ,t\)+o((L n 
h-;.ço n 

G quf:) tende 
n 

8,) n é.) }+P (B,A) 
n 

o:e.?_~_ry:::_ç}ío: A i mp 1 i caçi:;o da h i póte•;;e ~~r:. i ma, i nd i çq que 

de todos os conjuntos de Gn,cqui volente0 <:1 B, 8 C aqt1cie que 

cont~m a n1enor parte de L. 

Para provar ('~sse le-ma, ç.,Jsta tomar L n 8- L-( JRn-8) e 

<:! p 1 i c fi r o 1 e ma ante r i o r . 

_1'eC:E§' . .J2:8:_.1_.:_2 (Semieontiltuidade do funcionul F) •. Cunsir!cran 

do por hipótese os SiéKuintes f(rto8.' 
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(i) A aberto do JRn. 

(ii) E e L dois borelianos n 
de IR , tal que, .E n L "" ~· 

( i i i ) 

( i v) 

( v) 

Então: 

Para todo xe:(E-B) então dens(x,3) =O. 

Para todo xc(L n B) então dens(x,B).:: 1. 

{Bh} sequência de conjuntos de Gn' .que tende 
' 

B~::G emL
1 

(A). 
n oc 

F ( B) < mi n 
h-t-00 

lim F(Bh;A,E,l) 

a 

Oell'.Onstrnção·: Suponhõmos que o segundo membro du desigu;;~_~ 

dade acima seja finito, pois caso contrârio, nada resta a de­

monstrar. 

mi n 
h -)-00 

(1) Pela definição do funcional F temos: 

1 im {P(B, ,A) + o[(E-B,) 
rl rl 

+ a ( (L n B, ) n 
n 

A) } < + oo 

(2) Pela serr.iconti nu idade do Perímt~t1·o temos 

P(B,A) < mi n 
h+<'J 

lirnP(B,,A) 

" 
( 3) P e 1 os 1 c mas lf , 1 e l1 • 2 te mos 

< + 00 

n A] + 

o((E-8) n A) < P(8,1\)+min 11m [P(S, ,t\)-.Ln((f-8 1 )011\)} <·I(<) 

h -~ +<x> rl ,, 

cr(LnBnA) <P(B,I\) . i'"'''i''J ·) •(f 1-rn1 n , ,,, ,, t 

1 
, ,, +c, __ 

h + ·í-Vo 
1 

n i3, n .~'\) } < + co 
n 

(!1) Pel3 propriedude du fro'Jtci;--u reduzida de il, isto e, 

se x c 3~:s então 



J i m 
ptO 

med(B nA (x)) 

med A (x) 
p 
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2 

e pelas hipóteses (iii) e (iv) temos: 

3''B rl (E-B) --- ~ 

a *B n (L n o) -- ~ 

(5) Como E n L- 9, pode:-;1os encontrar três compactos dis 

juntos, tuis que: 

K
1 

= 3*0 nA ; K
2 

= (E-B) n A K
3

=(L!l8)fiA 

(6) Do fato de P(B,fl) < + cú pelo teorAm~• ?..;), tcr.1os: 

P(B,P,) 
r 

I .. _ ID,;,(x,G) 
; Zl"''B 11 t\ 

e pe 1 o teorema 1, 5, pari'! todo c > O, t,;rnos: 

a) o fechado K
1 
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J 
ID</J(x,B) I < J ID</J(x,B) I +E < P(B,A 1) +E 

d*BnA K1 

b) o fechado K
2 

c (E-G) n A tnl que 

o((E-B) n A) < o(K
2

) + s 

c) o fechado 1<
3 

c (L n B) (1 A tul que: 

onde Ai' ·1=1,2,3, 
-sao abertos tais que t\ c c 1\, Ki e 

dist(A.,fl.) >O polra i+ j. 
' J 

(7) De Acordo com a dcl'iniçclo do funcional F e as major~. 

çoes (a), (b), (c) de (6) tc,nos: 

(8) Por outro l<1Jo t2mos que 

P ( B, i\ I li /\
2 

U /\
3

) "" P ( 8, !\ l) +f:' ( 8, A 
2

) +i" ( ü, ,\ 
3

) 

< P(iJ,/\) 

<p '"'')·lc ',)' ,., 1 ..... 

(UA.•.ccA) 
' 

I i o ) .,.:,,.,) 
''' , • L"-' 

entao P(B,A
2

) + P(B,AJ) <c 'JU dinda fl(B,A
2

) <r:; to P(G!,'\J)<é; 



min 

h 
lim P(Bh,AI) 

--}- co 

e pelos lemas 4.1 e 4.2, usando (8) temos: 

< min lim[P(Bh,A
2

)+o((K 2-Bh)n A)]+s 
h -+ 00 

< mi n 
h 

lim[P(Bh,AJ)+a(KJ n Bh fi A)]+ e 
+ 00 

(10) Do fato de A
1

, A
2

, A
3 

serem abertos disjuntos corlti 

dos 8-m A, te mos par<:~ todo h 

3 
X r(s 1 ,A.)" P(B 11 , 

. . I ' ' I= 

(11) Majo1·ando a((K 2 ··:ih) () .~) com a((E-Bh) n A) 

a(K
3 

il Bh (I A) com a(L n Bh fl 1\), pois a ê. subaditiva 

1<2 c:: E, K3 c: L. 

e 

e 

(12) E das reL1çÕes obtid:.'ls em (9), se tem rnnjor·.Jndo a 

. ' -a sc9u!nte re,açao 

F(B;f-I,E,L) <: min lim [ P(!l. ,A
1

)+P(B, ,,~ 2 )+P(ü 1 .i\J) 
ll ol 1 ' 

h -+ ÇQ 

< 111 i n 1 i m 
h -+ <;V 

r::--(B 11 A)+a((E·-B 1 ) () /-\)+u(L n 8, (\ i-l).j+5·c:. 
.. 1 .1 11 

- m1 n 
h 

lim F(8, ;A,E,L) + 5 s 
n 

··>- 00 

Pelw .Jr-bitroi·i:~dade de c tr;mos: 
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F(B;A,E,L) < min lirn F(13h;A,E,L) 
h + 00 

cq d. 

'l'eorema 4.4 (Existê11cia do mínimo do funcional F) Sejam: 

A um aberto de JRn; E e L dois borelianos de n 
lR ; c E n L ~ ~· 

Enti{o existe B t:: G tal que: 
o n 

F(B ;A,E,L) =: min {F(B;A,E,L) 
o 

Seja {Bh} uma sequência de conjuntos ele Gn' tal 

F(Bh) converge par<:l inf{F(B):BcGn} = m (que e;<iste 

F(B)>O). 

que 

pois 

logo P(Bh,A) _2 F(8h) .2_ k e o perímetro e equi limitado,e!:l. 

tao pelo teorema de compacidade, existe (Bh ) tal qqe 
k 

crn L 11 (.",) 
o c 

-li -I 

Definimos 8
0

=(8
1 

n E) U (B_
1 

!l (IRn-E)) e temüs como VC;"-

délde i r o os seguintes f<~ tos: 

(1) rned (8
0 

b. B
1
) =O 

(3) )( € [-8 
o 

(4)xoLnB 

=> 

o 

cJen~(x,e ) 
o 

que lmplicom pelo teorema 1~.3-

o 
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F(B ) "min {F(B) 
o 

Prova de ( 1) 

portnnto 

B E G } 
n 

rn~ d ( 8 
1 

6. B ) ~,.- .. c d ( 8 - \3 ) -·.- -iil'i.'. d ( 8 
0

•• n 
1
) < 

o 1 o 

_, 
.. !! 

.::_med(o
1

-B
1

) + m<: d ( B 
1 

-- 8 
1 

) < 

3 ··B c. 

O I -

11U]<3. 

.. ' -" 
:::_ me d ( 8 

1 
t":.. B 

1 
) -:- mC:'d(31 6 s,) --o 

Prova de (2) S t~ (3 • D,:: f;:Jto: 
o n 

se dens(_x,B ) "'O 
o -' 

Como X~ a, 
ent .lo den·· (., \-{ ;· . -, __, ,. ' - I 

l8ii',C'.O, X ~ B o 

·-; j 

=O logo x ~f :J
1

. 

N 

C. B ··8 1 

I I 



se dcns(x,B ) ~ 1 entao 
o 

Pela definiç3o de 
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dens (x,G
1

) 

8 ternos x r: 
o 

o 1 

B 
o 

logo 

Prova de ( 3) Se X E E-B entao 
o 

dens(x,B ) 
o 

= o. De fato: 

xt:E-B =>xc.Eex 
o 

dcns(x,B
1

)=0 e portanto 

~ B logo o 
dens(x,B )~~o. 

o 

o que i mp 1 i c a q ue 

Prova de (l!) Se x c LI) 8
0 

entao dens(x,8
0

) = 1. De fato: 

X E L (\ 8 ~o-
o 

G8ns(x,B 1)=1 

X E L e X f: B 
o 

logo 

e portanto dens(x,B ) 
o 

o que i mp l i c a 

cq d • 

... li -I 

O:J<:':ervc.eã.o: Co:no B =(G fi ~) U (D (l (JR"-E)), então se 
--~---------~-->~--- o 

E e L si:ío corno nus figuras a!.1<~i.xo entõo temos o seguinte: 

8 

" 

.. -;~nsulo 
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'l\~~:r:::a 4.5: Sejam: ,!J., um abr:rto de :m_n; E e L dois bore~ 

li anos de IRn disjuntos" :Então: 

a) se chamarmos de: 

À = min{P(B,A) B de Eor el B ~ E B n L = ~} ' ' 

u =: min {P(B,/\)+a((E-8) í1 A}+cr(L n B n A) B E G n } 

y = in[ {P(B,A) B E G B ~ - n A ( B n L) n A ~} n ' 
c ' 

teremos À < u < y 

(b) Se E n A, L n r, s!io obstiicu!os grossos, .isto é, ,.---.. __ ___ 
~-·---,_-' ) J 

(E n A) ~ (E 11 A)" e (L n A) = (L 11 A) teremos 

À ~u~y~min {P(fl,A) B s G , 8 = E fl .O.., 8 n L li li "" 4)} 
n 

(c) Se existem dois abertos U e V coutido~ e/11 A, tais que, 

u n A e V L n /,.teremos: 

u = y 

(1) À< u 

para isso 5uponhcrnos que u < t- ·;c, i3to e, 

u((E-G) nA) < + oo e o·(L f1 B ll .D,) < i· oo 

que pe 1 ;-1 d-:_:f i ni ção ;:_ 1 -~ u '/e~1os ,·: c12 :n~?.cl ((E --s) íl f-1) -- O. e 

m"':: d (L il R (] A) O , 
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Seja B E G tal que 
o n 

P(B ,A) + <r(E·-B ·A) + "(8 n L·,A) "u o o. o 

O conjunto s
1 

u (E-B )] --
o . 

no e veriFica as seguintes condições: 

e med[(B 1 tl s > n o A J " O. 

Logo pel~ pi·opo~iç~o 1. temos que 

p ( [3 
1 ' 1\) p ( 8 • f; ) < LI 

o 

C O lHO À - ml n (P(B
1

,fl) n _i;j c = E • " 1 '~ ·.- " 1 

Mostraremos ogora que 

(2) u < y 

L) 

E; 

e um boreli ü 

8 
I n L" 

c q cl • 

(i) 

\ 
. I 

.. I 

} cnt5o 
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Pnra todo B E Gn' tal que B ~E 

tanto (E-B) i1 A cp temos CJ( (E-8} fl 

então 

P(O,íl) 

n A, s n L n 
A) ~ o e u (B n 

f.\ "' cp po.!.:. 

L n A)=O; 

Nus condiçÕes acírnZ~·e pel<Js definiçÕ<.:s deu G y lc~os: 

i'(B,A) > u 

P{B,A)<y+s 

u < '( 

te mos: 

( 3) 

Seja B li r,l borel i ano t: <l 1 q IJC o =· E 
,, 

fl L = ·~ e , ,, 
o ,, o 

p (o o, A) ) Pe I i - 3 2. B E cntõo - a p ropns o;,: ao t c n1o s 'l ue ~e --~ > 

•"·" ,-·---~-----
o 

6 ~ E n ,, e ela i B ="' E n A "'"' 
,. 

ri A ?12 I p UJÇJ l I do - c d 
o o 



f a to de B n L = ~ temos IRn- B = L e portanto :mn .. 3 = L = L o o o 
o que nos dâ 8 

o 11 L = ~· Logo 

y - i nHP(B ,A) B EG B E n A ' 8 n L n A "" ~} o o n o o 

e portanto 

-
P(B ,A)>y 

o 

-
f·! as B e B 

o o 
-sao equivalentes ("'"d [(B ,\B ) n i\] =o) . o o - c n ta o 

pela lproposiç2ol 3.1 tem o mesrno perímetro em rel<Jção a A, is 

to e, 

Y < P(B ,.~) = P(B ,A) .. :\ 
o o 

Logo y <À e por (1) - ( ' \ ~. - J 

Derrons t.re.Çé'ü du pru~te c) 

(lJ)u~y 

Poc ll ' 
.... ,:~ , ., ,. e 

I' ' '·c. '-' 

que A :::: U ::-::->. E 

cxistcr:~ 

(por hipótese) 

te rl10S 

d1 sjunto.s u (\ v 

ta I qu-: l(ü ;ti.,E 1 L) 
o 

u < + "" 



Chamemos de 

uo = {x s U:dist(x, 

uh = {x e U: 1/2h+1 

h = 1 ' 2 •.•••• 

v o = {x e V:dist(x, 

v, = {x c v: 1jk+1 ,, . 2 
k " 1 ' 2' .... 

Entio U Uh = U 
h""O 

.. 7 2 -

m"- u) > 1/2} 

< dist(x, IRn-U) 
-

m"-v) < 1/2} 

< dist(x, mn -v) 

00 

e 

Pelo teo 3.8 se E~ A 2nt~o cr(E;A) 

< 1/ h } 
2 

< 1 I 2 k } 

u(E). Como a é com-

pletame.nte a di ti va nos hor.::l i v nos temos 

00 

( 5) 'i o((E--8 ) n U ) ""'0 ( (E- B ) n U) - o( (E-8 ) n i~) 

h =:0 o h o o 

<.O 

(6) 'i o(L n 8 n Vk)=,a(L I] 8 n v) ""IJ (L n a n /\ ) 
bO o o o 

pai E n A = u L " A ~ v, logo ( E- O ) ,-1 ,, =" u , ' e " ' e o 
( L n Bo n 11) = V, --

Como nor consi:t!.lÇ<l~ d'·,··(V v ) , O P dist(l! 11 ;· .._O ,. - ; .. ~. i<;''k+'l.. "' ~ -h'-Jh+Z _. 

re!o 1 ema - . scquenc1a:::; c!P con-

[G,} 1_._;-,j:-; C[I.J8 
i( 

(E- s 1 n u
1 

=" F 
o l h 

1- k-:-1 
\1 ,-1 ( L n B ) n v ,. ~ " . e 0 l 8 m d15SO ,:,, u o k " ' j --'0 " .I L 
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Agora pela prop 2.2 temos P(Fh)=P(Fh,A) e P(Gk)=P(Gk,P.). 

Portanto, pelas relações (5) c (6), U LI V-= A, e ch?.nlando 
~ 00 

de F= U Fh e G== U G, obtemos: 
k=Ü k='i K 

~ 00 

( 9) P (F, A) < I. 
h =0 

P(Fh,A) = L P(Fh)<a[(E-B )fl 
h ""o 0 

00 00 

( 1 o ) P(G,A) < I P(Gk,A) = I p ( G, ) 
,( 

< a ( L 11 
k =0 bO 

vale ainda 

(E- O ) n A = (E- B ) n u = ,. = u r 
o o 

( L n 8 
o 

11 A) .. 

Definindo s
1

'"" (8
0 

U 

I. n B 11 v c.o; 

o 

F)-G ter·en1os que: El, 
' 

G 

I) (L !I A) ""c,? e além •_Ji5so pcL:: (9) e ( 10) 

P(8
1

,.A.),"P(G
1

,;'\) < P(S ,i;)+ P(F 1 A) + P(G,;'I.) < 
-- o 

< 

-

A}+2;: 

B n A) +2 E: 
o 

= v 

E n 
obtr~mos: 

Como y ~' inf {''(B1,P•.) ,· fl c-r, P -~""E. 'I .· !'~'n!·~ 1- ·' r1,n
1 

n L nA--= qJ} 

1 - ,,· 2) y < u, que com a re aç<:JO 

( n s 
1 " I) 



trar 

com 

3. 2 

- 7 ,, -

( 2) B I n (L n A) " ~ 

De f<:Jto. Como B
1 

n 
que Õ I 0 U '= E 0 

B E G e F "" 
o .!J 

temos B
1 

O U 

u = E 0 
U. Observe 

u " E n A, então basta mos 

que B I n U= ( 8 
o 

u F) n u 
pelus proposições 3 . I e 
~ E n u ··-e 8 I n u ~ E n 

P (2) b t l n A 
= _n - ~[1-----

<Jra _ ~as ta mos rar que . IH -B
1

= m -8
1

. Usu11-

do a definição de s 1 temos mn-B 1, -· f
1
\ .... .:~

1

··8 0 ) U GJ-F e 

procedimento análogo mostra-se que JR -s
1 

= L n A. 

pois 

( te o 

Nestas condiç~~s: 

(i) À-min{P(B) 

ess0 ::1Íni r,·1o 

2 • 1 2) • 

obtlC:c pot 

r:,f3 n ~-~· 

' .. ,_2 ,_,_.h 

com 

u. 



pois 

vezes 

pois 

I X 1 I 

(] ue U 

L = 
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( i i ) u = mi n {F(B) B E G } 
n 

= 4 

- obtido B esse m1 nirr.o se r a por ~ E 
o 

comprimento de E = 4 . 

( i i i ) v = i nf{P (B ,IR
2

) B c G ' B = 
n 

tomi:lndo a seq~ên}cia minimizante {Bh} 

< 1, lx
2

1 ::5_ h-, temos que 

\! = i im P{Bh, 
h-~ 

TI\.
2

)""1im 
h -H>> 

G F(,p)=o(E) duas e = 
n 

E 1 8 n L= ~}= 4 

tul 

Observe que neste exemplo 
2 =Ennzev,..=.Ln 

existe dois 
2 

abertos U e V tais 

IR, isto 8, 

u 

v 

Ent5o pela parte (c) do teorema 

E o conjurtl:o 

< R < 2} 

<R<2}. 

3 do exemplo 2;A= m e 
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Neste caso teremos 

À~, u =y .e:m i n { P ( S) , tk G n , B E,onL"~l 

fino 

O conjui1to 

S>::~ 8 o!Jt>_)i,iOS 
o 

n 

1.1 ''" -- m 1 n { !-· ( ;; ) 

'·- r(B I+ cr(E .. ·rl) -~ :J(l. n .. , ' '"'('l) o o ,._,('),._,,() 

'( "-' P(D) o,. inHi'(E) 
o 

(', 

'0(">\ 0 ,, - m;n ,, , .. ,,o r. 'J_,~ 

" 
(I G = (' 
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E • { (o ' y) I v I < 1 ) 

L "" ( (x,y) y ~' sen 1/x.; O<lxl:'_k 

o 

i\ T') _t( 

~--, ,, 
Ã == P(B ) ·c: min{P(8);il :::-_-...P ( Jf.:-~) ,B ·::J E,G n L,._,:>} 

0 

~r(E),":o 

u (F(B)
1

:) -" G } 
u 

- ' ) "" i \ ~. 
' 

'( "' ir;f {P(iJ) ;B c Gn,J ·::c f:,S f1 L 

' f 
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