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bulicio de impérios e nacdes, um suave bater de asas, a terna agitagdo
de vida e esperanca. Alguns dirdo que esgfa esperanca repousa numa
nacdo; outros, num homem. No entanto, acredito que ela € desperlada,
.revivida e alimentada por milhdes de pessoas isoladamente, cujos feitos
e acgbes cotidianos ultrapassam as fronteiras e as implicagbes mais
indisfarcdveis da historia... Cada homem e todos os homens, sobre
os alicerces de seu préprio sofrimento e de suas alegrias, constroem o

porvir.”

(Albert Camus).
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INTRODUGAO

Muitos  pesquisadores  ja  construiram  modelos mateméaticos
deterministices qgue descrevem a dinamica populacional de espécies de
organismos simples que se reproduzem por fissfo binaria. Inicialmente,
Sinko e Streifer [25] tomaram como hipdtese que as caracteristicas
fisiologicas importantes destes organismos podiam ser descritas apenas
por seus "tamanhos" {por exemplc, volume, massa, etc), e chegaram a um
modelo  deterministico representado por uma equacac de evolugdo
ndo-linear extremamente complicada, a qual resolveram numericamente.
Mais ainda, puderam comparar a teoria aos resultados experimentais,
aplicande o modele a populagbes da planaria Dugesia Tigrina.

No capitule 1, trabalhamos com o casc geral, baseados em um modelo
de Diekmann et al. {10], estudande uma pepulagdc de células estruturada
por tamanho,  onde os individuos se reproduzem por fissdc binaria
{divisio em duas partes iguais). Formulamos o modelo e associamos a ele
um Problema Abstrato de Cauchy para verificarmos a existéncia e
unicidade de uma solugdo. Também, mostramos que o operador do Problema
de Cauchy gera um semigrupc fortemente continuc e, usando compacidade,
estabelecemos relagtes entre seu espectro e esse semigrupo gerado.

Estudando as caracteristicas do espectro do operador, vimos a
existéncia de um autovalor dominante e como isso gera condigdes para a
existéncia de uma distribuicic de tamanho estavel, ou seja, de um
estado de equilibrio para o qual a populagic se estabilize conforme o
tempo -aumenta. As técnicas usadas na demonstragao sd3o encontradas em
Diekmann [10], Pazy [22] e Heijmans [18].

Um dos principais problemas de resisténcia celular aes farmacos
anti-blasticos estd relacionade as mutagbes espontidneas que as células
podem sofrer. Essas mutagBes aparecem com frequéncia definida,
independentes 'da selegio que poderia ser induzida pela aplicagdo da
farmace e isso influencia de forma determinante a resposta ao
tratamento anti-bldastico.

A principal motivacdc para o estudo de populagles de células
estruturadas por tamanho, exXxposias ou nao a tratamentos

quimioterapicos, é que existem determinades farmacos anti-blasticos que



agem em um determinado intervale de crescimento da célula, que pode ser
definido pelo seu tamanho. Esses farmacos sfc chamados fase-especificos
e s0 destrcem as céilulas tumorais quando elas estiverem na fase
especifica de sensibilidade a eles.

Em seu trabalho, Vendite [32] adaptou o modelo estudado por
Diekmann [10] para o caso de uma populagio de células tumorais
estruturadas por tamanho, que se reproduzem por fissdo binaria,
submetidas a wuma terapia que faz uso de somente um fé&rmaco
anti-blastico. O casc onde o tratamento é feito usando-se dois farmacos
anti-blasticos ndc foi estudado. Em geral, o tratamento que usa um sd
farmaco ndc ¢é eficiente, pois devide ac surgimento da resisténcia o
tumor ndo responde mais ao tratamento e o residuo tumoral pode
tornar-se todo resistente {(ver Vendite [32]). Dai, a importincia de se
dar continuidade ac trabalho de Vendite (Leckar [20]) e, assim,
estudamos o modelo para quando o tratamento for feito aplicando-se dois
farmacos anti-blasticos alternadamente noc tumor. Nesse caso, o modelo &
uma extensdc do modelo feito para uma terapia com somente um farmaco.

No capitule 2, fazemos uma adaptagio do problema para o caso de
uma populacdo de células tumorais com estrutura de tamanho, que se
reproduzem por fissdo binaria em partes iguais, antes do inicio da
terapia que faz uso de dois farmacos anti-blasticos, com a intengéo de
avaliarmos o© comportamento de cada subpopulagdc. Essa populagio se
subdivide em subpopulagBes de células sensiveis, resistentes ao
primeiro farmaco aplicado, registentes ac segundo farmace aplicado e,
por fim, resistentes aos dois (farmacos). As técnicas usadas no
capitulo 1 s&c usadas (ainda) para estudarmos o comportamento
assintdtico da populagdo neste caso.

Finalmente, no capitulo 3 estudamos o comporiamento assintédtico da
populagio tumoral durante o periodo de terapia, onde s&dc aplicados
alternadamente 2 farmaceos anti-blasticos sem resisténcia cruzada
("non-cross resistant”).

Leckar, em [20], estuda o compertamento assintdtico dessas
populacBes tumorais em casos onde sdoc diferentes as freqiiéncias de
mutagdio das células, as taxas de destruigio dos dois farmacos usados e

como é o efeite instantaneo, o que caracteriza um problema de impulsos.



CAPITULO 1
.UMMODELO MATEMATICO PARA POPULAGOES DE CELULAS COM ESTRUTURA DE
TAMANHO

Desenvolveremos neste capitulo o modelo e alguns resultados de
Diekmamn et al [10] para o crescimento de uma populagio de células com

estrutura de tamanho, que se repreduzem por fissdo binaria.

. § 1.1 O Modelo e sua Interpretagio :

Inicialmente, vamos entender o conceito de tamanho. Aqui o termo
pede significar veolume, massa, quantidade de proteina, comprimento ou
gqualquer ocutra quantidade que obedeca a uma lei de conservacice fisica.

Assim, consideremos uma populagdc com estrutura de tamanho, ou
seja, os individuos a ela pertencentes sfo distinguidos entre si por
seus tamanhos. Além disso, assumiremos que estes individuos se
repreduzem por fissdo bindria em duas partes iguais, estdo sujeitos a
crescimento, divisioc e merte (sendo que estas taxas estdo em fungdo
exclusivamente do tamanho] e nfc possuem nenhum mecanismo de
regeneracéo.

0O nosso modelo & linear, mas em muitos casos realisticos em
dinamica de populagbes estruturadas o problema matematice é ndoc-linear.
Aqui, -0 meioc em que esta populagéo vive sera considerado ilimitado.

Vamos introduzir a equa¢dc de balanco para uma peopulagdo com
estrutura de tamanhec, considerando :

(a} x : tamanho do individuo ;

(b) g(x) : taxa de crescimento deterministico individual . Para

um individue de tamanho x no tempe t, a mudanga em tamanho dx
no intervalo de tempo dt ¢ dada por
dx = g(x) dt,

ou seja,



dx(t)

at = g(x(t)), para todo t=0;

{c} n(t,x) : funcdo densidade de individuos da populacdo com
relagde ao tamanho no tempo :
{d) ufx) ; taxa especifica de mortalidade ;

(e) b(x) : taxa especifica de fissdo ( ou reproducdo ) .

A lei fisica da conservagic da massa € valida para esta populagio.
Entao, podemos escrever:

X X

2 2

n(t,x]dx=g[x1] n[t,xl)- - g{le n[t,xz] —J’ uix) nlt,x)dx -

X X

1 1

X Z2x
2

2 L]
- [ b(x} nl{t,x}dx + 2 J' b{xn(t,x)dx
x 2x

1

onde,
t : tempo fixadeo arbitrariamente ;

g(xl)n[t,xi) : fluxo de individuos com tamanhos menores que X que

3

passam a ter tamanhos entre x1 <] xz'
g(xz)n(t.le : fluxo de individuos com tamanhos entre X € X que
passam a ter tamanhos maiores que Xz ;

2
plxIn(t,x)dx : numero de individuos com tamanhos entre X € X
X
1
que morreram no instante t;
x

2 +
J b{x)n(t,x)dx : nimero de individuos com tamanhos entre X e X
x£

1
que sofrem fiss&oc no instante t, dando origem a individuos

com tamanhos menores que X, (desde que X, /2 < X1];
Z2x b4
2 2
2 [ blx)n(t,x)dx = 2 J b(2&€N(t,28) 2 d€ : namero de individuocs
Zx X

1



com» tamanhos entre 2x1 e 2x2 que sofrem fiss8o no instante t,
dando origem a individuos com tamanhos entre X & X, O fator 2 aparece
porque a cada individuo com tamanho entre 2)(1 e 2)(2 que sofre fissido
correspondem 2 individuos com tamanhos entre X €x,

supendo-se condicdes apropriadas de regularidade das fungdes
envolvidas, a lei da conservagao da oerigem a seguinte

equacdo diferencial:

"_(;T n{t,x) = - %}E—[g(x)n(t,x)] - {b(x) + u(x]] n(t,x) +

{a.n
+ 4 b(2x) n(t,2x)

(EQUACAC DE BALANCO)

Com a finalidade de estudar o comportamentc da populagdo de
células, a equaglo diferencial parcial (1.1) juntaremos condigdo
inicial e condigic de contorno.

Para tal, assumiremos que os individuos nfo podem se dividir antes
de passarem por um tamanho minimo x = a 2z 0. Logo, ndo existem
individuos na populagdo que tenham tamanhos inferiores a x = ars2. Isso
significa que :

ni{t,as2) = 0 (condigéd de contorno)

Dada uma densidade de populagdo inicial, temos

nf{0,x) = ng(x] i (condicdo inicial)

Assumiremos também que os tamanhos dos individuos sdo normalizados
de tal forma que o tamanho maximo admissivel para um individuo seja
inferior a x = 1, sendo que um individuo deve sofrer necessariamente
fissdo antes de atingir o tamanhe maximo 1. Surge assim, a seguinte

condigdc sobre a fungio b :

. 4

. J b(£)de diverge para x » 1
a

Estas hipdteses sobre a populagio sfic razoaveis do ponte de vista
biolégico, € assim, temos um problema bem definido.
E importante notarmos que ¢ termo 4 b{2x) n(t,2x) na equagdoc é

considerado nulo para todo x =z 1/2, pois , caso contrario, teriamos



2x = 1.

Portanto, o tamanho x de cada individuo da populagio estd restrito

[ 22,1 ]

As condigBes sobre as fungles g, M e b sdo -

ao intervalo

+

(1) g(x) é continua e estritamente positiva para todo x € [a/2 , 1];
(2) ulx) é uma funcdo integravel e nic-negativa para tede x & [a/2,1];
(3) (i). b(x) é integravel e nfio-negativa para todo x € [a/2,1~£], com
£ >0,
(ii) b{x) = 0, se x € [a/2, al
b(x) > 0, se x € (a,1) :

(i) lim b(E)E = +-

x> 1 a

0 problema agora, &€ que a fungdo b(2x) tem uma singularidade
njo-integravel em x = 1/2 e o que faremos ¢ tentar reduzir esta
singularidade e deixar a equagio de balanco (1.1) em uma forma mais
tratavel do ponto de vista matemdtico. Vamos comegar definindo uma
fungéc E por :

X

: b(E)} + p(£)
E(x) = exp |- dg
L/Z e(&) :

Pelas condigBes impostas sobre g, ¢ e b, temos que E(X) esta bem
definida. Podemos dizer que E(x) representa a probabilidade de um
individuo com tamanho a/2 alcangar o tamanho x sem se dividir ou morrer
e € chamada Fungdo de Desenvolvimento Individual. Temos que E(a/2) = 1

e E(1) = 0 (individucs com tamanhos x = 1 ndc existem).

Consideremos agora a transformacio :

' m(t,x) = E—Ei} . n(t,x)



E(x)
glx)

> nlt,x) = . mit,x) (1.2)

Substituindo (1.2) na equagio de balango (L.1), apés alguns

calculos chegamos em :

a m _ 4 m glx) E(2x)
5 1 {t,x) = ~glx} % (t,x) + 4 b(2x) 2(Zx] "Ex) m(t,2x) (1.3}
Seja
_ gix) E(2x)
k{x) = 4 b(2x) (25 “E(X)

A equagdo (1,3) fica entdo :

d m o d m
—at—[t,X} = g[X] 3 x (t,x) + k(x) m{t,2x).
Ainda,
m(t,a/2) = —%—%—2-% . n(t,a’2) = mit,as2) =0,
€,
m(0,x) = qbo[xl ,
com
_ _8x)
¢O(X) = Ex) no(x)

Chegamos entdo ao problema de evolugio :

d m
d X

d m
a t
m (t,as2) =0

m(0, x) = qbo(xl

(t,x}) = - glx) (t,x) + k(x) mi(t,2x)

(1.4)

com kix) e q&o(x] definidas anteriormente.

O problema da singularidade fica assim resclvido, pois, k(x) esta
bem definida e é continua em [a/2, 1/2). Além disso, k(x) é integravel
ne intervalo todo e a possivel singularidade de k no ponto x = 1/2 ¢

determinada pela expressdo :



2xK
b(2x) b{&)
2(3x]" * €XP [" L () dg]

De fato,
Zx ' 2x
- B (&) b(2x) _ b(E&)
ki) = 4 g(x) exp L/z 2(€) dg} 2(2%) exp [ L (8) d€ ]
(observemos que b(x)=0 em [a/2 , al ). Logo, kix) é integravel em

[ar2, 1/72] e k(x).m(t,2x) pode ser visto como sendo nulo para todo x =

= 172,

& 1.2 Existéncia e Unicidade de uma Solugédo :

As solugbes da equacéo (1.4)

d m

g m (t,) + k(x) m(t,2x)
d x

d t
m {t,as2) =0

m(0,x) = ¢O(x)

(t,x) = - glx})

deverio estar no espaco

X={¢_ef5([a/2,l]];y‘;(a/2)=0},

munido da norma do supremo. Este problema de evolugdo pode ser escrito

come o seguinte problema abstrate de Cauchy:

dm
B Pl Am
m(Q) = ¢

0
onde A é o operador ilimitado definido por:

(AN = - g(x) gi + k(%) Y(2x) 1.5)

com dominio



DA} = { Yy € X ¢ é €' sobre lar2, 172) v (1/2,1]; os limites

lim [~g{xW’'(x) + k(x)Wp(2x)] e lim [-g(xW'(x)] existem e sdo
x> 12 x> 172+

iguais; -glas/2)y¢'(as2) + kla/2(a) = O }

Temos que o operador A é fechado e com dominio denso (Diekmann

[10]) em X e, além disso, pode ser escritoc da seguinte forma:

A=B+C,
onde,
(B yix) = —glx’(x) e
(C ¥x) = k(x)y(2x)
com

B: |_1 [ar2,1] —— L_l tar2,1] ilimitado, cujo dominio & dado por
D(B) = { Y, ¢ é absolutamente continua e y(a/2) = O }, e

C: # — |_1 [a/2,1], limitado.

Seja G(x) uma funcio definida por :

4

- dg >
Glx) = L/ (2] , ar2 z 172

2

Podemos .dizer que G(x) é o tempo que um individuo leva para
crescer de tamanho as2 até o tamanhe x. A inversa G '(t) ¢ definida
sobre [0,G(1}) e tal que Gl = a2 para t = 0. Considerando—se
X{t,x) como solucio da equagdo diferencial ordinaria

dx(t)

a1 = glx{t}),

com X(0,x) = x(0), temos:

dt glg)

d x =g(x):>J) d € =t+C=1t==0(x)+C
ars2

Quando t = 0 2 0 = GX(0,x)) + C » C = - G(X(C,x)), ou seja,



t = G(x) - G(X(0,x)) » G_](t] = GHI(G(x]] - X(0,x). Portanto,

\ G_I[ Gix) -t ) = x(t) = X(x,t) \

Logo, podemos dizer que B gera o semigrupo e°" definido por:

[eﬁtw](x} = w[x(-t,x}] + [eB‘w](xJ = w[c“(ctxy - t)]

Para t = G(x) > G (1) = a/2 > [emw](x} = 0, e para t = G{l),

- Bt
definimos ¢ = Q.

Voltando ao problema de Cauchy,

dm
T: (B+C)m
m[0}=¢0

pela formula de variagfo de parametros, temos:

t
m(t) = eBt¢0+ [ ¢ m(r) dr (1.6)
4]

com m(0) = qbo.
¢ que faremos agora & provar gue a solugdo m(t) = m[t;t;bo] é (nica.

Seja Hm(t) o operador definido por:

t
Hm{t) = J R miT) dt.
0

{Heijmans [18]): © operador Hm(t) definido acima € um
operador linear de C[ [0,T] ; X% ] —_ C[ [0,T] ; X% ] Para

T suficientemente pequenc, a norma de H é menor que I.

Pema 1.1

Dem.:

t

[Hm[t)] (x) = [J TS mit) dT:l {x)
0

Como

10



[eBtw](x) = w[s“(cix] - t}]

(Cy)(x) = kix)m(2x),

obtemos

[eBt C .p](x} = eBt[c W [x)] =

- k[ ¢ G(x) - t]] w[ 2 G Gx) - t)]

Voltando a (Hm{t)){(x), temos

t

[Hm(t]] (x) = [ k[ G Glx) -t + 'r}] m{ T, 2 6T Gix) -t + t]]dr,
Q

para O ¢ T < t.
Fazendo-se a mudanga de variaveis:
£=G1(GX ~t+T)
~ temos
T=02€=G1{Gx -t)
{ T=1=% €= x.

Logo,

[Hm[t]] (x) = k(£) m(G(E)-Glx)+t, 2£) df} L ox o= 12
G_l(G(x)-t} glg

1r2

[Hmftl] (x) = [ K(£) m(GE)-Gx)+t, 26) S5 . x=2 126
G (Gx)-t)

g(£)
1z G{x)-G(1/2)

Il

[Hm(t)] xX)=0; xz1/2et=Gx - Gl1/2).
Para [Hm[t)] (x) vale:
' (i) € continua em x para cada t fixado e [Hm(t]] {(ar2) = O
(ii) a norma do supremo relativa a % depende continuamente de t;
(iii) quando T - 0, a norma do sup com respeito a t e a X tendem a O

uniformemente para m em uma bola unitdria de C[ [0,T] ; X% }.l

11



t

Gonotdnio 1.2: m(t) = €™'¢ + J U mir) dr, para 4 XeT>o,
a]

tem solugi@o Unica em C[ [0,T] ; % ] Esta solugio depende continuamente

de ¢0.

vamos definir agora operadores lineares T(t) limitados em X, de

forma que T(t)¢ = mit;¢).

Feonema 1.3: {T[t)} forma um semigrupo fortemente continuo de

operadores lineares continuos.

Dem.: (a) T(t) forma um semigrupo:
T[O)(I)U = m(O;{bo) = Q)O = T(O} = L.
Para provarmos que T{t+s) = T(t).T(s), para t, s = 0, comegamos

calculando mit+s):

3]

mls) = °ml(0) + J eB(S_E)C m(€) dg.
o

Para ¢ = s, temos:

C
omlg) = eB[c-S)m[s) + [ eB(C_E]C m(g) d€.

=

Se £ =t + s, entdo:

t+s

m(t+s) = e°‘m(s) + [ eB(t+s_€]C m(€) d&, s < & < t+s.

Fazendo a mudanga de variaveis p = £ - s, entio,
0<CE ~-s<t=20<p<t.

Assim,

12



t

mit+s) = e 'm(s) + [ Rl mip+s) dp.
0

Pertanto, pela unicidade dessa solucdo (corolarie 1.2), segue que
Tlt+s) = T(t).T(s).

(b) Para mostar que {T[t)}t>0 € fortemente ' continuo, basta

cbservarmos que lim T(t} ¢ = Iim m(t;¢) = ¢, para cada ¢ € X. n
0 =20

Jeonema 1.4: O operador A dado por (1.5), é o gerador infinitesimal de

T(t).

Dem.: Ver Pazy [22].

o . At
Como conseqiiéncia deste teorema, podemos afirmar que T(t) = e,

e que A gera um semigrupo que corresponde exatamentz & solugdo da

equagdo integral (1.6).

& 1.3 Representacio da Solucgdo :

Seja {To(t)}Po o semigrupo gerado por B, ou seja, To{t)=eBt.

Considerandc Cm(t} como um termo ndo-homogéneo, aplicando a férmula de

variagic de constantes encontramos a equacgio integral (1.6)

t

m(t) = ethbO + [ S e m(t) dt
D

Como existe uma relagio 1 a | entre a equagdo acima € o problema

dm
T (B+Clm ,
m{Q) = ¢,
podemos definir T (t), t =2 0, i = 1, 2, 3,... indutivamente por:
1

13



t

T, (8 = J' T -©CT(® ¢dr, t=0,i=12 3.
L+ 1
D

Portante, podemos escrever

t
m{t) = eth‘)D + J' ST m(t) dr
0

como a série infinita
[v4]
m(t) = T (1) q&o+_z1 T(0) ¢, (1.7)
i=

Existe uma interpretagio bioldgica para Ti{t]' A populagdc que
ainda ndo se dividiu e que esta presente em t = O é representada por
To(t). Continuando Indutivamente o procedimento, podemos dizer que
Ti{t] representa toda a populagdo que pertence a i-ésima geracgio, mas

que ainda nao se dividiu nesse periodo.

Se considerarmos
t

L ( m(t} )= J To(t - 1) C m{z) dr,
0

entio, L(To[t}) = Tl(t),
' t
L { Tl{t} } = J'DTD(t -T)C Tltr) dr = Tz(t) =
t

=T -0 CcLTE)dr> T ) = LI LIT(®) ) = LT (1)
o 1] 0 A 0 4]

Indutivamente,
' (0= LT ),

i+l

A golugdo (1.7) fica entio:

ei]
i
m(t) = T (t)¢ + ZL T (¢,

i=1

Como o operador L é nilpotente (ver Diekmann [10], lema 4.1), ou

' A . n )
seja, exXiste n0 tal que para n = no temos L = 0, temos que a série

14



contém um numero finito de termos. Portanto, a equacfo acima nos da uma
representagdo da solugio,

& 1.4 Compacidade :

Gostariamos de ter uma idéia de como ¢ ¢ comportamento assiniotico
da soiucdo do problema, ou seja, como a solugiio se comporta quando tom,

Um modo de resolver esse problema ¢ estudar os autovalores do
operador T(t). Ent30 vamos caracterizar o espectro de T(t) através do
espectro do operador A. Se mostrarmos que existe compacidade no
probiema, esta caracterizagio ¢ muito mais simples.

E importante observarmos que a taXa de crescimento individual g{(x)
tem uma importancia fundamental na compacidade dos operadores

envolvides. Vejamos os resultados:

fema 1.5: Se a condigldo g{2x) < 2g(x) & verdadeira para todo x tal gue

a’2'= x = 1/2, entdo, se tomarmos t > G(1) fixo, a aplicagdo

deX—)X={wei§[[a/2,l]];l,!![a/Z]:O}

¢ J eB(t—‘l.')c eBT ¢ art

€ compacta.
Dem.: Diekmamn [10].

Lema 1.6: Se g{2x) < 2g{x) para todo x tal que a/2 = x = 1/2, vamos

definir a n-ésima geragio por

.t
m (t;¢) = J Y m (t;¢) dt, n = L.
n o n-1

Fixando t > G(1) e n € N, entfo a aplicagic ¢ ——— mn(t;qﬁ) de X

em X é compacta.

15



Gonglanis 1.7: Se vale g(2x) < 2g{x} para todo x tal que as2 = x = 1/2,

o At .
entdo, T(t) = €” & um semigrupoc compacto para t = G(1).

Dem.: Basta vermos que para t = G{I), T (t) = 0 e, consegilentemente,

T(t) € igual a uma soma finita de operadores compactos.

§ 1.5 A Equagdo Caracteristica :

Vamos encontrar a equacgdo caracteristica do operador A, isto é, a
equagdc na qual podemos calcular os autovalores de A (ao menos
numericamente). Nos trabalharemos com o caso a = 1/2, que correponde a
estudar o que ocorre quando o tamanho méximo de um individuo-filho é
menor que o tamanho minimo de um individuo-m&e, ou ainda, para ser
individuo-mde, um individuo deve ter no minimo um tamanho maijor ou
igual a 172 e, portanto, os filhos sempre terfo um tamanho entre 1/4 e
1/2.

Vamos analisar a equagdo
(A - Ay =1 (1.8)

associada ao operador A definido por (1.5},

(A0 = - g6 9V + k() Y(2x).
_ X
Podemos reescrever (1.8) como :
—-2Xx) wx) - A px) =, x e [1/72,1] (1.9)
~glx) ¢ *(x) — A (x) = F - kix) ¥(2x) , x € [a7/2,1/2] (1.10)

tal que ylas2) = 0.
Vamos resclver primeiro (1.9). A parte homogénea

A V) =
‘m‘— w(X) + w{X) =0,

*

pode ser resclvida da seguinte forma:
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d g d § d &€
Obs.: = - e, portanto,
Jl/Z g(ﬁ) Ja/Z g(&] Ja/ gl&)

In ) -A [GL)-G(1/2)] + C
e =e

e a solugdo da parte homogénea ¢ dada por:

¥lx) = C e-h{G(x)—G(vz)]

Quando x > 172", y(l/2) = C e a solugdo fica:

~aletx)-Gar2)]

Pix) = pi(1/2).e

Para encontrarmos a solugic da parte n3o-homogénea de (1.9), vamos

usar o Método de Variacdo de Parametros. Uma solugfo é da forma

Wx) = Cx) e Mo
onde C{x} deve satisfazer
Cix) = - f(x) e?u;{x)’ .
g(x)

o que implica que

b 4

3 AGLE) [ (g} ]
Cix) = e - d£.
Juz gix)

Logo,

.4

_“AGG AGLE) f(£&)
Yix)} = e JI/E [- 25 ]dE >

17



_ AleE)-otx T(£)
Yy(x) = JT/E 2 dg,

A solugdo geral de (1.9) & entdo dada por:

Wx) = plsne Mool | Ao fIE) . (1.11)
1/2 g[g]

tal que 1/2 = x = |.

Vamos calcular a solugdo de (1.10). A seclucdc da parte homogénea
da equagdo
A

W wix) + y'ix} =0

¢ dada por :

-AG(x)
e

pix) =C. , x < 1/2,
oende C é uma constante que s6 depende das condigBes iniciais.
Para encontrarmos a solugdoc da parte ndo-homogénea da equagdo
{1.10}, istc & , a solugdo de
k(x) f(x)

?‘ * - -
—g(';(-')'— U'J[X] + (x) = W w(ZX) g[X)

vamos também usar o Método de Variagdo de Parametros. Aqui estaremos
usande a condigdo a = 1/2. Uma solugdc da equacdo é da forma :
' Wix) = Clx) . e (1.12)

onde C(x) deve satisfazer :

C(x) = { kix} w(2x) - fix) } e?u}(x)’

g{x} g(x)

ou seja,

_ K(£) _f(E) AGE)
C{x)-L/Z{ G Y2 - }e d€.

Logo, {1.12) fica :

m
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4

_ k(£) | Me®-oo
Wi(x) L/z{——g(g} W(2E) g(E]}e dE.

Como
2F .
B(2£) = yl1s2). e MoCE-suAl [ Mooz _fln)

1/2 g(n)
podemos substituir este valor na equagdo anterior e chegar, apés alguns

calculos, & solugio geral de (1.10) que é&:

-Alsto-carsa)l k(£) Ao@)-ceEn .
J 2(8) e d&

w(x) = pl/2).e
a’s2

L x 2§
_ EA[G(E}—G(x)I{ ng . kig LMEM-CEREN fg;; dn}dg
ar2 £ g 172 g
{1.13)
Devemos ter continuidade em x = 1/2, logo, igualando-se ai as

soluctes de (1.9} e (1.10}, temos:

[ Ty - 1 ] #1r2) = CT),

onde

1/2 )
Ty = k(g) eA[ctE}-c(z&)] de (1.14)
as2 g(g)

172 g
AIGIE)-G(1/2)] (&) k(&) ALG(T-G(2E)]
Z(Af) = [ e { + r e .
a’z e(&) gl&) 172



f{n)
gin)

dny } d£.
Temos 2 casos a considerar:

(i) Se [ ma) - 1 ] # 0 para algum A € €, entdo existe [ ma) - 1 :I_l

tal que

WL2) = g, (1/2) = [m] -1 ] iy
Neste caso, os valores A € C que satisfazem (1.11) e (1.13), para
este valor de ¥(1/2), pertencem ac conjunto resolvente de A. Ja o
operador resolvente de A
R(AA) £ = - (A - Al f, para toda f € X,
é dado por (1.11) e (1.13).
Portanto, quando II{A) # 1, A esti no conjunte resolvente do

operador A.

(ii) Se [ ma) - 1 ] = 0, entdo para qualquer valor de ¥(1/2), com f =
= Q,

-Aleixy-ca,2)]

vix) = p(1/2).e (1.15)
e
. .
Wix) = wu/m-e—?\[c(x)—cu/z)] k(£) eh[G(El—G(ZE)] de (1.16)
g(g)
a/2
sdo solugbes de (A - Ay = O.
Logo, os valores complexos de A que satisfazem
HAa) -1 =0 {1.17)

estdo no espectro de A. Ainda, como (A - Al) ndo possui inversa, entéo

existe pelo menos um vetor ¥ # 0 tal que Ay = Ay
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A equacio (1.17) & a equacdo caracteristica do operador A que
estdvamos procurando,

Assim, temos que A €& uma raiz, isto & A é um autovalor do
operador A, somente se TM(A) = 1. As autofuncdes correspondentes a A

pertencente ao espectro de A sdo:

-Alsxi-6t121]

w?‘(x) = e wh[l/ZJ, 172 =x =1e

¥, 00 = e~ Alota-csal ¥, (1/2) TQ), as2 = x = 1/2

‘com "031(1/2) e € satisfazendo [H(A] -1 ] l}JA{l/z} = 0,

Um fato importante é que a equagdoc caracteristica tem uma Unica

raiz real.

FJeonema 1.8: Consideremos a equagdo I(A) = I, onde T(A) & dado por

(1.14). Entic, se g(2x) < 2g(x),

(a) existe uma Unica raiz real A = Ad que ¢ o autovalor dominante que

satisfaz a equiacio dada,

(b) se A =p +qi (p, g € R, g # 0) é uma outra raiz, entfo ?\1 =p - qi

€& também raiz e Re A < hd.

Prona : (a) Seja
' 1/2

mRA) = Fe)
as2
onde rle) = G(2e) - Gle)} # constante (desde que g{2Zx) < 2g(x)) e

-Ari(€}
e " de,

Fle) = kie) _
gle)
Calculando-se a derivada de TM(A) com relagcBo a A, com A € R,
temos:
1/2
A -] ke R e de <0
. asZ
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Logo, II(A) restrita a R ¢é monotdnica decrescente. E mais, apds

calcularmos os limites

‘ im TM(A) = w e lim MA) = 0
A>-oo A+

podemos afirmar que existe uma lnica raiz Ad tal que H[Ad] = 1.

(&) Suponhamos que A = p + gi seja uma solucio para N(A)=1. Entio, como

Fle) € R,
172

1 = Tp+qi) = RQJ Fle)e Prart®ye =

a/s2
1/2

= Re Fg) e P8l lar®y,
a’s?2

172

= Flg) e P g (-q.r(e)) de =
ars2

172
: = [ Fle) e P 0s (q.r{e)) de =
a/2

172
= Re F(&) g oAl ®)y M{p—qi)
asZ

Falta mostrarmos que Re A < hd. Para isso suponhamos, por

absurdo, que Re A = hd. Como
1/2

THp+ql) = Re J F{s}e‘(mqi}r[e)de S

—
]

as2

1/2
1 = J F(e) e " Feos {q.r(e)) de <
a/2

152
¢ J Fle) ea " ge = 1
as2

Logo, Re A < hd , 0 que contradiz a hip6tese.m

4
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A autofungio (pd associada ao autovalor dominante Ad € encontrada

substituindo-se ld nas equagdes [1,15) e (1.16):

-A [sto-ci1r23]
a p

lj)d(x] = y‘;d(I/ZJ.e ara 1/2 = x =1

b4

_ -A [otxi-grirs21l k(&) A [6(E)-G(2EN]
wd(x] wd(lfz).e d L/z @ e d dé¢ para

as2 = x = 1/2.

Devemes destacar os seguintes fatos:

l. Quando g(2x) = 2 g(x) temos r{e) = G(2e)} - G(e) = r = constante.
Assim,
172
-Ar
ma) = e Fle} de
a/2

€, COmo Ad é o Unico autovalor real, seja

A =+ 2kT k=01, 2, ..
0 d T

um outro autovalor. E claro que ?‘o satisfaz a eguagdo caracteristica
MA) = 1 e mais, Re >l.0 = hd. Portanto, nesse caso, nido temos autovalor
dominante, pois nfo existe uma distancia £ > 0 entre o autovalor (real)
dominante e as partes reais dos outros autovalores de A.
Embora a agdc da populagio total seja como uma fung¢iio exponencial do
tipo exp [Adt], ndo existe convergéncia. A interpretagic biolégica para
este caso pode ser ilustrada através de um experimento de Gedanken {ver
Heijmans [i18]). Ele considerou duas células com tamanhos iguais A e B.
Assumiu gue em algum instante to a célula A divide-se em duas menores
Al e Az. Durante o intervalo de tempo {to, t1], as células Al, A2 e B
crescem e, s6 no instante 1:1 ¢ que a célula B se divide em B1 e Bz' Se
a funcio de crescimento g(x) é tal que g(x) = ¢ x, as filhas Ax’ Az’ Bl
e 82 terdc tamanhos exatamente iguais. Dai, podemos imaginar que esta

relacdo "tamanho igual" é hereditaria.



2. Interpretagdo bioldgica para TM(0) : qualquer individuo recém-nascido
tem que alcangar o tamanho a antes que possa produzir filhes. Assim, a
contribuigdo de um individuc arbitrario que atinge o tamanho a para o
crescimento da populagfo, pode ser medide pelo nimerc de seus filhos
que Cresceré'o até ¢ tamanhc minimo de divisdo a. Considerando-se
individuos que alcangam esse tamanho, o numero médic de filhos que

seguramente o alcangam também pode ser calculado do seguinte modo :

172

k(&)
mao) = 2o dE
[a/Z g(g)
_ g{x) E(2x}
onde k(x) = 4 b(2x) e2x) E(x)

Da observagdo acima, temos :
(i) a chance de uma célula com chances de reprodugio atingir o tamanho
£ é:

£
pln) + bln)
g(n)

exp

¥

(ii) a densidade de chance gue a fissdo ocorra em x = £ é dada por :

b(g).
g(g) ©

(iii) a chance que um filho nascide com tamanho £/2 nfo morra antes de
atingir o tamanho x = a & dada por :

a

B 1win)
exp Jg/z a(n) dn

Somando-se todas as contribuigies entre a e 1, achamos que o

namerce médio de filhos com tamanho x = a & T{0).

3. Podemos dar a seguinte interpretag@o biclogica para a hipétese
g(2x} < 2g(x), x € [a/2, 1/72]: (1.18)
Considerem—se 2 individuos, ambos com tamanho X no tempo t = 0. O

primeire individuo se divide imediatamente, reduzindo seu tamanho para
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x/2. Logo apds isso, esse individuo cresce durante um tempo { e assim
alcanga o tamanho XA = X{t, x/2). O segundo individuo comega crescendo
primeiro e se divide no tempo t, obtendo o tamanho XB = X({t, x)/2. A

hipétese (1.18) garante que XB < XA.

4. Uma raiz da equacdo TH{A) = 1 &€ um autovalor algebricamente simples

se, e somente se, T'(Ax) = 0. Logo, ?td é algebricamente simples.

§ 1.6 Comportamento Assintético da Solugio :

Como vimes antes, o espago X das solugbes ¢ dade por :

X={wei§’([a/2,l]} ;l,b(a/2]=0}

At
Usando os fatos de que e & compacto para t = G(1) e que o seu
espectro, o qual é puramente pontual, € um conjunte discreto, podemos

provar que esse espago X pode ser decomposto da seguinte maneira:
A = Ker (A - Adl] @ Im (A - ?tdl]

onde Ker (A - hdl] ¢ a projecio espectral Ker (A - ?tdI) = P X
correspondente ac conjunto {exp ?‘dto}’ para algum tc > G(1) fixo.

+

Sabemos que o espectro de A consiste de pontos isolados, cada um
dos quais sendo um péle do operador resolvente de A. O residuo na
expaﬁséo de Laurent do operador resolvente em torno do pblo A = Ad, € o

coeficiente da projegdo scbre o nicleo Ker (A - ?«dI).

Esse nicleo Ker (A -~ ?Ldl] é tal que
Ker (A - Adl} = { Y = DA - ?ldI); (A ~ ?tdI) l,bd= 0 }

ou seja, € um subespago unidimensional gerado por wd.

Vejamos a expansic de Laurent de (A - ?udI}_l em torno do polo Ad:
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SR WP
(A-2aD —RZ_I{A ey

cnde os operadores Ck sdo dados por
1

| J A - AdI i
cC = . da,
k 2mi r (A hd)

e onde I' & um contorno orientadc positivamente, tal que ele e seu
interior interceptam os espectros de A somente em A "

Agora, o residuo C1 de (A - ?th_I, ou seja, de [ may - 1 :|_1 em

A= hd, ¢ o coeficiente da projecdo sobre. X, de modo que

Im [C_l] = Ker (A - ?de].

Portanto,

1

_ O I _ —
C1=11m|:[7\—7\d) [H(h]—l] ]—llm N (V)

T A-A
d d

Expandindo [ ma) -1 em Série de Taylor em torne de Ad e

substituindo na equagfo acima resulta:

i
(M )-1) + A=A TR + (Ahd) P

C=1lim |[(A - &)
1 d

?\—)?\d ! 51
f—’ortanto,

C =C-= # (1.19)

-1 mix)

d
Logeo, a projecdo P ¢ dada por:
q P 4’ ¢}
Pe=-""wnm) Y%
d
com ¢ € X.

Essa projecio P comuta com o operador T(t) = " ¢ sua acfio sobre
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sobre a autofungio l{;d correspondente ao autovalor dominante 7td é:

T(t) wd = e xpd = e?‘clt wd, quando t 2 w,

Uma estimativa exponencial para a agdo de T(t) sobre a imagem

Im { A - ?tdl } é dada pelo seguinte teorema:

Jeonema 1.9: Assumindo que g{2x) < 2gi{x), entido, existe uma constante

K = 1 tal que

exp [ At0 ] { K exp [?‘dto] .

Im (A-A D
d

para algum to = G(I) fixo.

Conseqlientemente,

(
<

lim exp [— hdt] exp [ At ]
oo

Im (A-A T}
d

Prnowa : Ver Leckar [20].

Podemos agora enunciar ¢ Teorema de Distribuicdo Estavel, que nos
mostra come a solugdo do Problema de Cauchy se comporta para t » w, ou
seja, o seu comportamento assintdtico:

Feonema 1.10 (Leckar [20]): Suponhamos que a condigdo g(2x) < 2g(x)

seja valida para todo X pertencente ao intervalo [as2, 1/2], onde
a ¢ uma constante real fixa tal que 1/2 = a < 1. Entfo, existe uma
constante real Ad e uma funglo real nfo-negativa n,bd, cotn l,bd(x) > 0 para

X > a/2 tais que para toda ¢D[x] = mD{x) € X, temos, para todo t = 0O,

At At At
e qb0=ed .C{¢0)wd+e [l-—P]qu

onde C(¢O) ¢ dada por (1.19).
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Prneoua : Dada q‘bo € X desde gue existe a decomposigio
% = Ker (A - ?ldl] ® Im (A - hdl]
e a projegdo espectral
’ P¢ =Clo)y,
podemos escrever
¢O=P¢;0+[I—P]¢0
ou ainda,
qbc} - C[¢o) "bd * [ ¢0 - C("%) "&d ]
Agora,

At

At At
e q&o—ed C[qﬁo) l,bd+e l:ti:o—C(g‘bO] &bd]
e pelo teorema 1.9, podemos concluir que

lim exp [— hdt] exp [ At ] [ gbn - C{¢u0} q‘Jd ] = 0,

t—>0

provando, assim, o teorema.

Podemos dizer que a solucdio do problema, para t-w, pode ser
fatorada como o preodute de uma fungfo exponencial de t, de uma fungio
l,d.’!d(X] e de um fator escalar C, que depende somente da condigdo inicial.

Desde que

Adtm[t,x)

o
convirja para um multiplo de r,{;d, chamamos I'bd de disiribuicdo estdvel de

m(t,x).

28



CAPITULO 2
UM MODELO MATEMATICO PARA POPULAGOES DE CELULAS TUMORAIS -
PERIODO PRE-TERAPIA

& 2.1 0 Modelo e sua Interpretacido :

Vamos considerar o sistema de equagdes diferenciais parciais
lineares que descreve a dinamica de uma populagio de células tumorais
com estrutura de tamanho que se reproduz por fissfo binaria em duas
partes iguais.

Além disso, superemos que no interior da massa tumoral sdo
desenvolvidas, independentes uma da outra, duas subpopulacdes
resistentes aos farmacos usados no tratamento: r‘l[t,x] e I‘Z[t,X}-

Suponhamos que na terapia a ser adotada, devido ao problema de
toxidade, os deois farmacos nio sdc empregados simultaneamente, e que o
primeiro farmaco é ativo sobre a populacio sensivel s(t,x) e sobre a
populagdo resistentie rz(t,x). Analogamente, o segundo farmaco é ativo
sobre a populagio sensivel 5s(t,x) e sobre a populagio resistente
rl(t,x].

Vamos considerar que as subpopulagdes ja resistentes, rl(t,x) e
r2(t,x]. passem por uma segunda mutagdo espontanea, adquirindo
resisténcia aos dois farmacos usados e formando uma outra subpopulagio
desta vez duplamente resistente, r (t,x).

Assim, para o desenvolvimento de uma -dupla resisténcia sdo
necessérias duas etapas: primeiro as células sensiveis tornam-se
resistentes a um ou ao ocutre farmaco (rl(t,x] ou r'z[t,x}], e depois
Inutam-se para uma popuiagdo duplamente resistente rd(t,x].

Vamos considerar ® como sendo a taxa de mutagBo de células
sensiveis para a populagdo resistente r‘l[t,x} € @, dessa populagdo para
a populacdo duplamente resistente rd(t,x); e &, a taxa de mutagdo de
células sensiveis para a populagio resistente rz(t,x] e« dessa
populagdo para a populagio de células duplamente resistentes rd[t,x),
tais que 0 < .o, <L

0 modelo, para este casa, €
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8 s glglx) slt,x}) _
a—"t-—[t,X] + 3 x =

—[p(x) + b(x)] s(t,x) - ,uF(t,x) s{t,x) +

+4 b(2x) s(t,2x) - 4 o b{2x) s{t,2x) - 4 o, b(2x) s(t,2x)
(Equacio de Sensibilidade)

61*1 8 (glx) I‘l(t,X])
—(t,x} + = —[u(x) + b(x)] rl(t,xl + 4b(2x]rl(t,X]+

at -3 x

+ 4 @ b(2x) s(t,2x) - 4 o, b(2x) T‘l[t,ZX) - Mo (t,x) rl[t,xl

(Equagio de Resisténcia 1) .

a r, atg(x)r 2(t,x])
gt hx) ¢ 7 x

= —[u(x) + 'o{x)] rz(t,x} + 4b(2x]r2[t,2x)+

+ 4 @, b(2x) s(t,2x} - 4 o, h(2x) rZ[t,Zx] - M (t,x) rztt,x}

(Equacio de Resisténcia 2) 2
ard dlg(x) rd(t,x}) .
6—~[t,x] + = —[u(x} + b[x}] r (t,x} + 4b(2x)r (t,2x)+
i Jd x d d

+ 4 o b(2x) az(t,ZX) + 4 x, b{2x) rl(t,2x)

(Equacioc de Dupla Resisténcia)

sujeitas a:
s(t,a/2) = r‘l(t,a/z} = rz[t,a/ZJ = rd(t,a/Z] =0

(ou seja, as células nfo podem se dividir antes de atingirem um tamanho
minimo x = a);
s(0,x) = so(x}, rl(O,x) = r?(x}, rZ(O,x) = rz[x), rd(O,x] = rg(x),
com
Iim s (x) = lim_ro{x] = lim_rz(x} = lim_r‘z(x} =0
x¥ 1 x> 1 x5 1 x> 1
e tais que
b(2x) s{t,2x) = b(2x) rl(t,2x) = b(2x) rz(t,Z)() = b(2x] rd(t,ZX] = 0
quande x = 1/2.

Assumiremos que uma célula nunca atinge o tamanho {normalizado)}
X =L

Também:
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M (t,x), se 2nT < t = (2n+1)T

(i} p.F(t,x} = n=0,1, 2, ...

pFl[t,x). se (2n+1)T < t = 2(n+1)T
2

e |uF{t,x] s(t,x) é a parte da populagio sensivel destruida pelos
farmacos,
(ii) 4 @ b(Z).c) s{t,2x): parte da populagdo de células sensiveis que se
muta espontaneamente para a populagdo de celulas resistentes r‘i(t,x}, i
=1, 2;
(iii) “F (t,x) = 0, se 2kT < t = (2k+1)T .

1 M (t,x)}, se (Zk+1)T < t = 2(k+1)T

1

e He {t.x) rl[t,x) representa a parte da populagio resistente |
1

destruida pelo farmaco 1;
(iv) 4 @, b(2x) rl[t,2x): parte da populagio resistente 1 que se muta
esponianeamente para a populagdo duplamente resistente;

-
(v) " (t.x) = uFZ[t,x]. se 2kT < t = (2k+DT k=0, 12 ..
2 0,%se (2k+1)T < t = 2(k+1)T

e (t,x} r‘2[t,xl & a parte da populacio resistente 2 destruida pelo
2

féarmaco 2;
(vi) 4 o, b(2x) r‘z[t,2x) é a parte da populacdo resistente 2 que se

muta espontaneamente para a populagdo duplamente resisiente.

As condigbes para as fungbes g, &, b, ,uF, pF v &M sa0:
1 2

1. g é continua e estritamente positiva para todo x € [a/2, 1];
2. p é integravel e ndo-negativa para todo x € [a/2, 1];

3. HF : B, € ”F s3c integraveis e n8o-negativas para cada x € l[g,ll,

1 2

F

c = a/’.

4. (i) b ¢ integravel para cada x € [a, 1-e], ¥ >0, e além disso,

b(x) = 0, se x € [a/2, a]
bix) > 0, se x € (a, 1) ’
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-4

(i) lim_J b(£) dE = m.

x21

O Periodo Pré-Terapia

Estudaremos o periodo pré-terapia, ou seja, o periodo onde ainda
ndo usamos farmacos. Neste caso, devemos tomar as taxas de destruicfo

M (x) = B (x) = 0 e, dessa forma, nfc precisamos considerar
1 2
intervalos de tempce alternados. Consideraremos as taxas de mutagéo

iguais a « (constantes), ficando socmente com o sistema:

3 s 8lg(x) s{t,x)) _ _I_
R (t,x)+ " = -.“[X] + b[xl] s(t,x) +
+ 4 (1 - 2a) b{2x) s(t,2x)
(Equacio de Sensibilidade)
] r 8lg(x) r (t,x))
P (t,x) + 3 xl = - [,u(x} +b(x]] rl(t,x] +
+ 4 (1 - a) b(2x) rl[t,Zx] + 4 « b(2x) s{t,2x)
(Equacido de Resisténcia 1)
ar dlgl{x) rz(t,x])
5T (t,x) + 5= = - [u{x] fb(x]] rz[t,x] +
+ 4 (1 - a) b(2x) r2[t,2x) + 4 o b(2x) s(t,2x)
(Equagido de Resisténcia 2)
é r, alg(x) rd(t,x])
W“’X) + 3% = - [p[x] + b(x)] rd(t,x] +

+ 4 o b(Zx) [r‘l(t,zx] + rz[t,ZX]] + 4 b(2x) rd[‘t,2XJ
(Equagdo de Dupla Resisténcia)
sujeito a:

s(t,as/2) = rl(t,a/Z] = r‘z(t,a/zl = rd[t,a/2] =0,
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0 0 0

s(0,x) = SG(XL FI(O,x} = rI(X), r{0,x) =r (x), r (0,x) = rd(x),

Ccom

. . . 0 . 0 . ¢
11m_50{x] = Ilm“rl(x) = llm_rz(x) = llmwrd(x) =0
x=>1 x> 1 x>1 x> 1

e tais que

bizx) s(t,2x) = bl2x) rl(t,Zx} = b(2x) I“Z(t.ZX] = b(2x) rd[t,2x} = 0
quando x = 1/2.

As equagBes apresentam um problema de singularidade em x = 1/2,
assim, temos que reduzir esta singularidade para ficarmos com um
problema mais tratavel, do ponte de vista mateméatico. Para isto,

+

usaremos as seguintes transformacgdes:

S(t,x) = EK; s{t,x)
R (60 = E5 1 (1)
R,(tx) = 5 ¢ (%)
R (t,x) = EK; r (%)

onde

b(E) + ul(£)
E{x) = exp | - dg
[_ J:/z gl&)

¢ a Funcdo de Desenvolvimento Individual.

Substituindo essas transformagdes nc sistema anterior, chegamos

em:
-g—1s:—(t,x] + gi(x} %It,x) = {1 - 2a) ki{x) S(t,2%)
(Equacac de Sensibilidade) 2.1
8 R, 8 R
(%) + glr) —— (t,x) = (1 -a) k(x) R (£,2%) + @ k(x) S(t,2x)
(Equacio de Resisténcia 1) (2.2)
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4 R d R

z (t,x) + g(x) z

(t,x) = (1 —a) k(x) Rz(t,ZX] + o k(x) s(t, 2x)

gt d x
{Equacio de Resisténcia 2) (2.3)
8 R, 3R, _
3T (t,x) + glx) = (t,x) = o ki(x) | Rl[t,ZX] + Rz(t,EX)] +
+ k(x) Rd(t,ZX}
(Equacio de Dupla Resisténcia) (2.4}
sujeitas a:

S(t,as2) = Rl[t,a/ZJ = Rz(t,a/Z} = Rd{t,a/2) =0,

S(0,%) = $7x) = -E5) s ),
L0y glx) o

Rl[{),x) = ¢2[X) = W FI(X).
_ 40, . _ glx) o

RZ[O,X) = ¢3[x] = 00 rz{x) e

R (0,x) = ¢%(x) = —8(X) 0,

4 4 El(x) d "

Neste caso, também podemos considerar que os produtos
k(x) S(t,2x), k(x) Rl[t,2x), k(x) Rz{t,ZXJ, kix) Rd(t,ZX)

sejam considerados nulos para x = 1/2, com

glx) E(2x)

§ 2.2 Existéncia e Unicidade da Solugdo :

O sistema formado pelas equagbes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4} na

forma .matricial é&:

BU = L) &Y

71 % {t,x} + M{x) U{t,2x)

onde,
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S(t,x)
Rl(t,x)
Ult,x) = R (t.x) |’ L{x) = - g(x).I,
2 ¥
R (t,x)
L d -
(1-2e) O 0 0
_ o {1-a) 0 Q
M(x} = kix) « o (-) O
0 o o 1
[ 9°00) ]
¢2[x)
. 0 _
e com condigio inicial ¢ (x) = ¢2[X]
¢,(x)

O espaco X(4 das solugfes do sistema € derivade das condic@es
de contorno e & dado por:
S(x)
Rl(x}
X = Wwix) = Rz{x} v S(x), Rl(x), Rz{x}, Rd(x} e 6 [[3/2, 1}] e

R {x)
d

Slas2) = Rl(a/2) = Rz(a/ZJ = Rd(a/z) =0

Temos o seguinte problema de Cauchy associado:

du

ax " AU (2.5)
u(o) = ¢°
com A sendo o operador ilimitade definido por:
dU
(AU)(x) = L(x) it M(x) U(2x) (2.6)

com dominio

1
DAY = { W oe XC4; 1/ g [[a/Z, 1] -~ {1/2}] , tal que os limites
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- lim [L(x)y'{x) + M(xW(2x)] e lim [L{x)'(x)] existem e sio iguais

x> 1 /2~

X>1/72+

e Llas2i(a/2) + M(a/2(a) = O },

Six)
R (x)
Ulx) = R (x) |’ O produte M(x}.U(2x) pode ser visto come sendo nulo
2
_ Rd(x) |
para x = 1/2.

O operador A é fechado e tem dominio denso em K4 {Diekmann [10]) e

pode ser escrito da seguinte forma:

Al 0 0 C
b A a 0
2
A= D O A3 0
v D b A
L 4-—
cnde,
A1 plx) = -g(x) ¢'(x} + kix) p(2x) - 2 & kix) p(2x)
AZ elx) = —g(x) ¢’'(x) + ki(x) @(2x) - a kix) ¢(2x)
A3 p(x) = —g{x) ¢’(x) + kix) p(2x) - a kix) ¢(2x)
AQ olx) = —g(x) ¢'(x) + kix) p(2x)
D @{x) = a kix) ¢(2x)
Também,
Al =R+ C-2D,
A =B+C-D,
2
A =B+C-0D,
3
A4= B + C, onde
(B )(x) = —glx) ¢’ (x),
(C p)ix) = kix) p{2x),
(D 9)(x) = o kix) p{2x),

Os operadores B, C e D sfio tais que

B : [_1 fas2, 1] — Ll [a/2, 1] ilimitado, cujo dominio é dado por

D(B) = { p; ¢ € absolutamente continua e plas2) = O },
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C,D: X —s |_1 [ar2, 1] limitados. Note que A2 = Aa'

Podemos ver (2.5) como:

d S
dt

=BS+CS-2DS,

=BR1+CR1—DR1+DS,

it

BR +CR -DR_+DS5,
2 2 2

d
dt

=BR +CR +DR +DR
d d 2

com $(0) = ¢°, R (0) = ¢, R (0) = ¢ e R (0) = ¢

A analise da equaglo (2.7), que & a equacgdo das células

2.7}

(2.8)

(2.9)

(2.10})

sensiveis,

iaode ser feita como a do caso geral (capitulo 1) e chegamos & conclusdo

que:

DndeAl=B+C—2D.

Agora, somando-se (2.7) e (2.8}, temos:

S dR1
e =(B+C)(S+R1)—D(S+R1)=\

d
d

At
2

_ 0 0
> S(t) + Rl(t} = g (gbl + ¢a2},

onde A2 = B + C -D. Portanto,

At o 2 0 o
e ¢ +R)=e” (6 +¢)>
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_ 2 .0 o 1,0
Rl(t)=e (¢l+¢2)-e ¢1#

At at o Moo
Rl(t] = [e - e ] ¢+ e ?2
Somando-se agora as equagdes (2.7) e (2.9),

dR2
T ={B+C][S+R2]~D(S+R2]=>

[aNgah
| U1

At
_ 2 o 0
> S(t} + Rz(t] =e [qf:1 + ¢3],

onde Az = B + C - D. Portanto,

At At

elgb?+Rz(t]:e2 [qﬁ?-*qbg):)

At At

Rz[t)=e2 (¢T+¢g)—el¢?#

Rz{t] = [e

Somando-se agora as 4 equagdes, (2.7), (2.8), (2.9} e (2.10),

temos: *
43 +dR1+dRz+de=[B+C)(S+R1+R2+Rd}=>
d t d t d t d t

At
St} + R (t) + R (1) + R t) = e ' {¢T + sbz + ¢g + ¢3L

onde A4 =B + C,
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a 4 0
+
by ve’ ¢

At At
2

Logo, o vetor solugdc para o problema de Cauchy {2.5) é:

i ) A At
S(t) e 0
R (1) Azt_ Alt Azt
1 _ (e e e
R (1) At At
z e Z_ e O
Rd{t)
L g At At At At
4
e -—-2e +e e
~ .0
¢1(x}
0
gbz[x]
0
¢3(x)
0
i ¢4[X]
ou seja, U(t) = et u) = eht ¢D, onde
| A 0 0 0] i
D Az 0 1)
A=|D 0 AL o ult) =
0 b D A
I 4] L
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S(t)
R {1)
1
R (t)
2

, ¢Ox) =

Rd(t} |

I ¢‘1’[x)
gbz(xl

Q

¢ (x)

¢

=

(x}

-




. . 1,
Portanto, U({t) é solucdo Unica do sistema e T(t) = e’ e um

gemigrupo fortemente continuc gerade por A. Esta solugic também pode

ser escrita como uma série infinita:
Bt 0 = Bt .0
n
U(t) = e°'¢ = XL e g,

t
onde L [ u(t) ] = J e ulr) dr.
0

Como o operador 1. é nilpotente, esta série contém um ntmerc finito
-de termos (ver cap. I, secgdo 1.3).
Ainda mais, se g(2x) < 2g{x), ¥ x € [as2, 1/2], entdo, para

t =2 G(1), o semigrupo T(t) = e compacto.

§ 2.3 A Equacio Caracteristica -

Yamos estudar 0 que aconlece quando o tempo cresce. Para isso,
precisamos encontrar os autovalores do operador A, Se ¢ considerarmos
como '

AU(x) = L(x) U(x) + M(x) U(2x)
entdo, consideramos que o problema
(A-AadU=f
associado ao sistema {2.5) pode ser escrito como:
Lix) U'lx} - A Ux) = f{x) , x €' {1/2, 1]
L{x) U'(x) ~ A Ux) = f(x) -M(x) U(2x) , x € [a/2, 1/2]

com
[ S(x) ] f1(X)
(1-2a) O 0 0
Mx) = ki) | @ 790 01 g - R0 £(x)= £
- 0 (i~) Of’ - RZ[X] ’ - fa(X)
0 ® ® 1 R (x) f (x)
L d i L 4 .

e Lix) = —-g(x) . L

4
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Vamos resolver o sistema acima solucionando as equagdes para
células sensiveis, resistentes 1, resistentes 2 e duplamente

resistentes separadamente.
(I) Células Sensiveis:

-g(x) S'(x) - A S(x) = fl[x], 172 = x =1 (2.11)
~g(x) 8'(x) - A 5(x) = fl(x)—(l—Zoc) k{x)S(2x), as2= x =1/2 (2.12)

A solugdo da equagdo (2.11) é:

K
-Ale-lray] J e?t[G(E)-G(x)] f1[g}

g(g)

S(x) = S(1/2).e de

1/2
A solucgio de (2.12) &

-4

k{£) EMG(E)—G(ZE)]

S(x) = S(172).e (&) d€ -

(1 -2a)
as2

—aleto-clirzy] [

X 2E
: f1{§) . - 2) k(€) e?\lcml—{}(zE)l fl(n) dn
asz gl&) g(g) 172 gln)

. ‘EA[G(EJ-G(:{)]

ag
(I1) Células Resistentes 1:
-glx) R;(X] -2 Rl[x) = fz[x], /2 = x =1 (2.13)
-g(x) R’l[x] - A RI(X) = fz[xl -1 - a) kix) R1{2x] -
- a kix}) s(2x), a/2 = x = 1/2 (2.14)

A solucéc de (2.13) &

-Alet-ctira)] e)\[G(E)—G(x)l fz(g) dg
glg) i

Rl[x] = R1(1/2).e
172
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e a solugdo de (2.14) é:

-4

RI(X] _ RI[I/Z).e_MG(x}'G(UZ)] j' 1 - o kig) ealctg}—c(zgyl
a/s2

2(g) dg

X

2€ '
AlGErG] k() AlG(-G{zE) f1 (n) fz(n]
- e — e o + (1-a) dn -
" gl&) |~ gln) gln)

a S(172)

k(€} Alclrzi-6(26)] N fz(g) de
gl£) © g(&) '

(III) Células Resistentes 2:

-g{x) R’z (x) - A Rz[x) = fs(x), 172 = x = 1 (2.15)
-glx) R;(x} - A Rz(x] = fa(xJ - {1 - @) kix) R2(2x) -
- o k{x) S(2x), a/2 = x = 1/2 (2.16)

A solugio de (2.15) é:

f, (£)

R (x) = R [1/2).e'MG(")_G“/2'] _ QAIGE)-G0a1 3 ds
¢ B 172 g[g)

A solugio de (2.16) é:

x

' -Alstx-60r2)] B k(£)  AlcE)-6(2€)]
RZ(X] = R2[1/2]e Ja/Z{I 05} W e dg

2 172

2€
£ {n) f (n)
_ | AE-6La] K(E) RRIECIEEE )] B + (g2 dn -
o gl€) g(n) g(n)

a S(1/2)

p—

k(&) e)\[s(1/2}~6(2£)1 N fs(g) de
glg g(€&) '
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(I¥) Células Puplamente Resistentes:

~-glx) R;(X) - A Rd[x] = f'4{x), 1/2 = x = | (2.18)
—g(x) R;[X] - A Rd{){] = f4(x) - o k{x) [Rl(Zx] + RZ(ZX)] -
- k(x) Rd(ZX), a’2 = x =2 1/2 (2.19)

A solugio de (2.18) é:

X
-Aletx)-Gr2)] _J e?\lc(&,‘)—c(x)] f4(§)

Rd(x] =R (172).e 2(E) dé

172
A solucdo de (2.19) é:

b4

-ALG()-61172)] J k(£) eh[c(& 1-6(2€)]

Rd(x) = Rd(1/2].e dg -

|

&
as2 glg

172

2€
_ k(&) eh{c(m-o(zgn f,tm .o fz(n) . fs“” dn -
ol 8 g(m) gln) gln) 7

k(£) Alstrz)-ciz8)]
2(%) e +

- o [ R1[1/2} + R2(1/2] ]

f‘4[&,‘]
g(g)

+

} EMG(E]-G{XJI de

Temos entdo o seguinte vetor solucao:

i} x e (172, 1]

(g}
Ux) = e Mot-ct/2] Uly2) - | eMeE-60] de (2.20)
g(g)
172
(ii) x e [ar2, 1/2]
Ulx) = e Mo@-0wal 1o 5 U/2) - cof,x) (2.21)

onde
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1,0 £ f %)
Hz[l,){) cz[k’f‘l’fz‘X]
THA,x) = 1'[3[7‘\,)() , CAf,x) = cam’rl’fa’x] sdo tais que
| T (A,x) | i G LT LX) |
T (A,x) = (1 - 2a) k(€) éh[G{zgl - 68l de
! g(€)
a/?2
T ux) = | (1 - o X&) Al6@E) - ¢l 40
2 g(&)
a’/2
M (A,x) = (1 - o) K& -Alcef) - 6(Ey} de
3 ars’ g(E]

T (A,x) = _k(€) _-AleE) - s@®]
* as2 g[gj

OLF %) = (1 - 2a) k(&) E?ucs(m—fs(z&j)] fl{n) dn +
e = as2 K Y TE®) 1e gt~ "

s2

3

-+

fl (&) eA[G(E}—G(x)] a¢
g(&) =

g
f (€)
_ z k(£) AlG(P-G(26)]
cz(h’fl’fz’X) B J:/z { gl€) * g(€) ‘l € ’

1752
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£ ) f {n)
B 2 1 Alo€)-ct0]
.[[1 o) 2(n) + o 2(m) ] dn } e dg

2€

% f (&)
_ 3 k{£) AIG(MNI-G(2E)]
EAT %) = sz{ g€t E) L/j :

4

f (n) f (n)
_ 3 1 Ale(€r-cix]
.[[l o) 200 + o 2 (1) ] dm } e dg

2

* f (£)
c4{a.f2,f3,f4,x}{ . kggj Nem-saE
as2 g g 172

f (n) f {n) f {m)
p) 3 4 alst€r-60]
l: o [ 2 + 200 } + 2(n) ] dn } e dg

Agora, basta observarmos que devemos ter continuidade em x = 1/2:

S(1/2) [ ) - 1 ] = ¢ (f)

172

_ k(€) AIGE-6(2E)
Cz(h,fl’le [+ S{l/Z} Ja/z——é'-['a e dE

R (1/2},[11 () - 1]
1 Z

172

K(E) AlGEr-6(2E))
a

glg

i

RZ(I/Z)[T[B(F\] - 1] gL - a S(/2) { dg

|

asZ

Rd(l/Z)[H4[?t) - l] = C4{A,f2,f3,f4) -« [ Rl[l/Z] + Rz{i/Z) ]

45



1/2

j ki(g) e?\[c(&)—c(zgn de
as2

glg)

Dai, o problema de autovalores na forma matricial fica:

(1-2«)114(1) -1 0 0 0 " S(1/2) ]

o T (2) (1-e)T, () - 1 0 0 R (1/2)

o T0, () 0 (- (A) — 1 0 R (1/2) -
_ 0 o T () o T,(2) MM - 11 ' Rdu/z}‘

g L)

sz?t,fl,fz)

= , OU seja,
CS(A,fI,fSJ

C4(?~,f‘2,f3,f4)

[ oy - 1 ] Ul/2) = L)

Se a matriz

(1*2&]1’[4[7\} -1 0 0 0
« Haih} (l—tx]l'[£?\) -1 0 0
Wa) - Il=
[ ] & ]Ta(.?t] 0 [1—0:)TI4(}\) -1 o}
. 0 oo H4(?J qu[A) H4[A] - 1_

for inversivel para algum A € C, entdo podemos resolver o problema para

U(1/2), e neste caso,

M s{1/2) ] :;1(;1\,{1)
, R (1/2) L Czth,f‘l,fz}
u(1/2) = UA[1/2} = R2(1/2) = [IT{A} - 1] cs”"fvfa) , onde
Rd(l/Z)_ c4[a,f2,f3,f4)
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11

31

41

1
(I—Za]ﬂa(A]—l

¥

0, P13 = 0, 1314 = 0,

12

22

32

42

- Hq(h)

13

23

33

43

[(1—2a)n4m-1j l[l—oc)H4(M—lJ

.
(l—oc}ﬂ4(>t}—l
0, Py = 0,

—all (A)
2

[(1—2am (?d—lJ [[l-a}ﬂ (?L)—IJ
a 4

L

1
(1-e)T (A)-1
4

L

O:

2
2 (o H4[)L))

¥

14

24

34

a4

, onde

[(1—20“11 (;\HJ [(1-&]1’[ (=11 [T m—lj '
4 4 a

- a T (A)
a

[(1—&]H4(AJ—IJ lﬂ4[h]—1J
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- a I [A)
p,. = M
43 ’
1(1-@1140‘)-1] LH‘*{MHI]

N
mia) -1
3

44

Substituindo-se este valor de UA(I/ZJ na soclugdo U{x) dada por
(2.20) e (2.21), temos que os valores complexos A que a satisfazem
estfo no conjunto resolvente de A. Neste caso, o operador resolvente

RIALA) F=-| A-Al ]_1 f, para toda f € x*
é dado por U(x) em (2.20) e (2.21).

Agora, se a matriz [ mA) - 1 J nio for inversivel, entdo,

det (A - AI} = 0, ou seja,

[[1—2&)H4{?\]-1] [[1—0:)]14(7&)—1] [(l~a]ﬂ4[?\)—l] [H4[7t)—1] =0 (222

Neste caso, qualquer A € T gue satisfaca (2.22) estd no espectro
de A e & um autovalor do sistema. Esta equagdc € a sua eguacdo

caracteristica.

Temos:
Hltl) = 1: equacgdo caracteristica das células sensiveis;
1'{2(71} = 1: equagdo caracteristica das células resisténtes Rl;
T[S(?t) = 1. equagdo caracteristica das células resistentes Rz;

H4[A) = 1: equacdo caracteristica das células duplamente resistentes.

Obs.: Note-se que HZ(A) = HB(A), logo, os autovalores também serfo

iguais.

As autofungdes associadas aos autovalores A € € que satisfazem a

equacdo caracteristica (2.22) sio:

e-l[c(xa—cuxz}]

U?L(X) = UA[I/’Z), 172 = x =1e

a8



-alGx-6ris23]

Uh[x} = e UA[I/Z) M), a/2 = x = 1/2

Vamos ver como si3c esses autovalores,

Jeonema 2.1: Se g(2x} < 2g(x), entdo, para cada equacido II{A} = 1,
- 1
i=1,2.3.4, existe um Unico autovalor real deominante ;’t;. Ainda

mais, se Aj =p +aqgi (p, g e R q=0), j= 1234 ¢é uma outra

solugdo, entao, ij = p — qi também é&. Vale que Re ?lj < h;.

Prnowa: £ a prova vetorial analoga a prova escalar do teorema 1.8,

cap.l.

Cada Pt:i real é o autovalor dominante da correspondente equacio

m) =1, i =1, 2, 3, 4.
1

0 que ocorre é o seguinte:

AbcaZ =A% At
d d d d

De fato,
2 .
_ 1, k(£) -A° [cz&) - o@)]
1= Hl(hd] = (1-2ux) [ (2] e’ d d€
a’2
172 5
_ 2y _ 2y oo k(&) -A° [cz&)-6&)]
1 Hz[?td) Hs(hd] = (l-o) J;/Z 2(E) e d dg
.2 _ .3
{pois J\d = ?\d )
172 .
1= HQ[R:] = [ kig; e_hd [G(ZEJ - G(g)] dE
ars2 g

Vemos que
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1/2
a
LY = (1w { KIS e o0 e®@l e = 0 = w mh -

asz glg)

= (1 - ) <1, desde que 0 < & < L.
Comeo HZ[R) ¢ monotdnica decrescente, podemos afirmar que
4

TN <1 ® »>a% <a
A | 2 d o d

Tomando agora Hl[h}, temos:

+ 172
2 R(E) A% [6E) - &) . _ (1-2a) 2,
(%) = (1-20) L/z iy ¢ d€ = S M2 =
- (1-2e) <1
(1) )

T[l[?l} também é monotdnica decrescente, assim,
m1a% <nh s al < a?
1 d 1 d d d

1

Portanto, ?\d 3 4

< A% =A% ¢
d d d

autovalor dominante do sistema.

. 4 .
€, consegientemente, ?Ld = J\d & 0

§ 2.4 Comportamento Assintético da Solugio :
Agora que ja sabemos da existéncia de um autovalor dominante Ad do
sistema, podemos estudar como a solugdo se comporta conforme o tempo
aumenta muito.

Podemos decompor o espago x* como
X' = Ker (A-2a1) e Im(A-2l

0 nicleo &€ um subespago unidimensicnal gerado por Uh . Ainda,
d

Ker (A - A1 =P x*
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At
) I . do
ohde P é a projecdo espectral correspondente ao conjunto {e } tG =

= G(1) fixo.

Vamos ver como é essa projegdo. Primeiro, tomamos a expansio em
A -1 ..
Série de Laurent do operador resolvente - (A - AD em ?Ld, ja que

o residuc dessa expansfio nos fornece o ceeficiente da projegdo.

Temos que:
S (1/2)
U?\ (1/2) = Rl(l/z] , onde
d R (1/2)
2
R (1/2)
L, d .
¢ (A, f}
s(/2) = — 4 1 ,

(1—2&)H4(Ptd}_l

R (2 - -« H4(Ad} Cl{.\d, f1] ; Cz(hd,fl,le
! l (1-20)T (A )—1] lu—am (A )—1] l[l—a]l’[ (A ]"1]
1"y 4 g 34
L —a M (A ) g A,T) . L, f L f )
2 3y
i (1—2&]H4(?xd]—l_| [(1~m]ﬁ4(hd)—l_ [( 1-0:)1'[4[?{(1}:J
2 (e (A NPT (A ,f)
R (172) = a4 1 4.1 +
| (l—Zoc]Tla(?«d]—lJ [(1—&]H4(hd)—lJ _H4(?&d),—1j
R (-o H4(AdJJC2(7\d,f1.f2J , (- o H4(?1d]] Cs[hd,fl,fgl s

l(l—a)n4(hd)—1] lﬂ4(hd]—l]

, §4{Ad,fz,f3,f'4]
D

Apbs os calculos, chegamos & conclusfo de que o coeficiente da

[(1—05)114(%).-1] [n4(ad)—1]

projecdo espectral sobre o nuclec é dado por:

Sl



_ 1
Cq(U] = Cl(hd,fl)-l-(‘;z(?td,fl,fz)+C3(7td,fl,f3)+c4[hd,f2,f3,f4]]

0
1 O
PU-= o
c,U) R,
A
L d-
onde
R (x) =R (r2)ealoo-sual oo e
d d
X A
d d
R (x) =R (1/2).e a8l noy o ¢ lavz, 12
dl d;\ d
d d

A projecdo sobre Im (A - ;’LdU é dada por PI = (I - P). Neste caso,
uma estimativa exponencial para a agdo de T(t) sobre Im (A—hdI) ¢ dada
pelo teorema:

Jeonema 2.2 (Leckar [20]): Seja g(2x} < 2g(x)}, entdo existe K = ] tal
que

exp [ AtD ] { K exp [Adto] ,

Im (A-A I}
d

para algum t = G(1) fixo.

Conseqiientemente,

lim exp [— hdt] exp [ At ]
t>c0

Im (A-A I)
d

- . " At
Pnonag : A funcio U?L ¢ uma autofungiic de e = correspondente ac seu
d

4
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At

autovalor e ¢ Suponhamos que g(2x) < 2g(x), para x € [a/2, 1/2]. Como

eM" é compacto para t = G(1), temos que o espectro de A é&

)= {ofelenen])

esse especiro € um conjunto discreto. Agora,

?\to Re(;’t)to :
Re [ e ] = e ,
assim, segue que
(A) (A}
At d d
ol e ol =¢ (V) ,
() =0T v,
onde,
(Ad} Atu ?Ldto
o, ={pecr[e ];[.‘Re{u]|<e }

(A )

d Ay hdto Adtﬂ
o ={ueo~[e ];[?{e[u)lze }={e }

Dai, podemos decomper o espago % em soma direta, e a agio de T(1)

sobre a imagem € tal que

exp [ At0 ] { K exp [)Ldto] ,

para algum t0 = G{1) fixe.

Im (A-A 1)
d

4

Como conseqiiéncia,

I
o

lim exp [— A t] exp [ At ]
t>w d

Im (A-A D)
d

Analisando os nossos resultados podemos concluir que existe uma

- distribuicdo de tamanho estavel no problema. E o que provaremos através

do seguinte teorema:

Jeonema 2.3 (Jeonema de Diatribuicdo Sotanel, Leckar [201):

Seja a uma constante real fixa, tal que 1/2 = a < ] e

suponhamos que g(2x) < 2 g(x), para todo x < [a/2, 1/2]. Entdo, existem

?tj( Aj e fungdes ndo-negativas SAI{X)’

d

i

: . 1 2z
constantes reais Ad< ?id
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R1 2{x}, Rz 3[:«{] e Rd 4[x], sendo que essas funcdes sfo diferentes de

A A A
d d d
o
¢1
4] ¢0 4
zero para x > a/2, tais que, para toda ¢ = 2 | € X, temos ¥V t = Q,
o, |
3
a
L ¢4 .
i ] [ 1
. J\;t o o
e C1(¢1) SA;(XJ zltt,gbl]
Ait 0o ,0 a 0
€ Cz[¢1’ qsz thz[x) zztt’¢1’ qi52}
qu}o ) hjt o L0 d ' 0 ,0
e C3(¢ol, gbs) ths(x) Za(t’ ¢], ¢3)
. d
Adt 0 0
e Clp ) R, 4(}{) 24(15,05 )
A
L d A L A
Coim
AE
e zl(t,q)l)
_hjt o .0
e z(t, ¢, ¢)
i:: ' _Ajt 0 .0 -
e zt, ¢, ¢)
_h:t o
e z (t, ¢)
4
S
¢1
0 o 4
Prona : Dada ¢ = ¢2 e ¥, da decomposicdo em scma direta, podemos
qbo
3
0
L ¢4 -

escrever que
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¢° = P + (I - P)g°.

Também,
| [ o
¢1
]
o
¢ = c,(¢") v 1%
. 0
Rd ¢3
A 0
d | —¢4
Agora,
At O 0 hdt
e¢=C4[¢}e
d
At
e’ (1 -p) ¢°=
[ At
1
e
Azt_At t
e e
At At At
1 . 2
e - e e
At At At t At At At
]
e - 2e "+ e — e e — e
_'Alt 4] —
e ¢1 -
0]
Azto At At 0
e ¢2+[e e ]qb 0
= +
Ato Azt_ At o ]
e ¢+[e e ]qb

55

0
- C,l¢) R

et g -p gbo . Temos que,

R - - . -

0 W o NS =

0
-C,(¢ ]—



Pelo fato que Acll < ?tj

lim e
ty

¢2 _C4(¢0) Rt:l

A
4

?\3 < ?14, entdo,
d d

0
0

0
At 0
[e (I - P) ¢ ]4

Vamos olhar agora para a submatriz

] A1t Q
L) € ¢1
{3} (3}
EA t.¢ - Azt 0 A21._ Alt o
] e ¢2 + [e e ] @
At 0 Azt_ Alt o
Bl
o
Q”l
¢o0 1 2 3
Seja u = 2 Novamente lembramos que Ad < ;\d = Ad e, entio,
¢0
3
0
I 0 1 i 0
0,0 ¢1
C2[¢},¢2) R1 3 0 o .0
u = o o Pld + q""'2 - Cz(¢1’¢z} th3
Clp . ¢ 1R ) o 0 d
37T1a" T ¢3 - Cg(qbl,gbg} R2 5
d ?«d
i G | 0
Dali,
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— — [ O ]
0,0
(3) {3) Azt C2(¢1’¢2) R1h3 (s}t @ (3)
e ¢, |= e o o a | +e (I -P7) ¢,
. Clp ¢ ) R
371" 3 27\3
0 d
L i i 0 |
A{EI) ¢ (3 [§<B]
Fortanto, e (I - P 7)o =
[ At 0 |
e gbl
Azt— A1t 0 At 0 0 .0
[e € ] ¢1 Te [ ¢2 - C2(¢1’¢2] Rl 3 ]
= A =
d
Azt— Alt 0 Aat 0 0,0
[e © ] ¢1 Te [ ¢3 B C3{¢1’¢3] Rzaa ]
d
L 0 .
At
e 1 ¢0 0]
1
0 [e“u-mqb”]z
= +
0 [eM[lmP)gbo]s
0 O
tal que
O
3 At )
-A7 1t [ e (I -P) ¢ :[
lime ¢ 2| = Q,
t->wm At o
[ e (I —-P) ¢ ]3
0
onde
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2 a 0 .0 d At Q
e ¢ =C 4.4 e RIAQ + [ M u-P) g ]2 ,
d
A o 0,0 hj t At D)
€ ¢3 - C3(‘&1"‘%j © Rzks ¥ [ e U-Pl¢ ]3 ’
d
At 0 ALAY o At 0 o .0
[ (T-P)¢ ]2 = [e e ] ¢, *e [ 5bz - Cz(¢1’¢2) R1A3 ]’
d
At 0 A AN o At 0 o .0
[ e (I -P)¢ ]3 = [e e ] qbl +e [ ¢»3 - C3(¢rl,¢'3) R2>t3 ],
! d
[ _an ) (2% 4%)
Czw’(l}’ ¢2} - : 3 —— ds — * cz[lj’ ¢(1)’ ¢2] ’
[l_a)H;(Ptd} I_ (1 - 2w) H4{Ad) J

3 3
-« H4[Ad) Cl( Jtd, ¢ )

Ll =

1
13 _ 3
wamey | [ (1 - 20) T,(2°)

LT 0 47, ¢0)

Q
wﬂ—\
-
="o
=
=
Il
[ —

3
e-hd [6ix)-G(1/2)] Cxe [1/2, 1]

R] 3(X) = Al {cix)-cus2y] 3
A (1-&) &g *7'F M, %), x e larz, 1/2]
a3 lelx)-611/2)]
e tg 10X 1oxe (172, 1
R (x} = 3 )
zaj ' (lra) ey [GX)-60/2)] H4[Aj, x) , x € [as2, 1/2]
Finalmente,
AY o 0 A; t At 0 o
e ¢1 = Cl(qbl) e S)L1 + e [ gbl - C1(¢1)SA1 ] ,
d d
com
‘ —A; t Alt o o
lim { e [ e [ ¢ - c1(¢1)SA1 ] ] } = 0,
t>e0 d
onde,
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o
Cl(¢1} B

1
e-hd [6ix)-cl1r2)]

Sl(x}=

A (1-2a) e
d

Portanto,

com

onde

0 At 0
Zl{t’¢1] = e [
A

D .0
zzh;¢v¢21

O 0
zaﬁ;¢l,¢3)

1
(1-2a) (A1)
4 d

fl
S
T
(¥

1 0
C(hd , ¢1] e

1

, x €172, 1]

1
Ad [Gtx)-Gtis2)] 1

1
}Ldt 0
e CI(¢1} Shltx)
) d
?‘dt 0 ,0
¢ C2(¢1’ ¢2) Rl z(x]
A
5 d
>tdt 0 0
e C3(¢1’ ¢3) tha(x)
d

d 0

e Zl(t,¢l}
0

e zztt, ¢1,
lim

t>o0 d 1]
e ZS(t. ¢1,

d Q
e Z4(t. )

1
111&]’
d
A

- Alt 8] Zt 0 0,0
e ] b +e [ ¢, - C 9.6 R
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H4[7\d. x) , x € [as2, 1/2]

0
zl[t,gﬁl]

o .0
22(’5#’1, 9’32)

0
z(t, 9, 9)

4]
24(t,¢ )

L

1?13 ]
d

Azt_ Alt 0 A3t o o o
2 et o e (- @R, )
A

d



Analisande o resultado deste teorema, podemos afirmar que o tumer

val se tornando todo resistente conforme o tempo aumenta.
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CAPITULO 3
UM MODELO MATEMATICO PARA POPULACOES DE CELULAS TUMORAIS -

PERIODO DE TERAPIA

§ 3.1 O Modelo e sua Interpretagdo :

Vamos estudar agora o pericdc em que € feita uma terapia
aplicando-se dois farmacos alternadamente, tais que suas taxas de

destruico sejam iguais e constantes, u_ = Mo = F = 0. Temos que
1 2

considerar o modelo em dois subintervales de tempo: um no qual o

primeiro farmaco atua sobre as células sensiveis e sobre as células

resistentes 2, e o0 outro no qual o sepundo farmacc atua sobre as

células sensiveis e sobre as células resistentes 1, K = 0, 1, 2, ....

Para o intervalo 2KT < t = (2K + 1)T, c modelo fica:

as g {g(x) s(t,x)) _ i
3T (t,x) + % = [p(x) + b{x) + F] s(1,x) +
+ 4 {1 - 2«) bi(2x) s(t,2x)

a r d (g(x) rl(t,x) )

R (t,x) + 3% = - [u(x) + b(x)] rl(t,x) +
+ 4 (1 - a) b(2x) r‘l(t,Zx] + 4 o b(2x) s(t,2x)

3 r, a8 (g(x) rz[t,x) )

7T (t,x) + 7= = - [u(x} + bix} + F] rZ(t,x] +
+ 4 (1 - ¢) b(2Zx) r2[t,2x) + 4 g b(2x) s(t,2x)

3 ry 3 (g(x) rd(t,x] )

7T {1,x) + 7% = - [,u(x) + b(x)] rd(t,x) +

+ 4 a b(2x) [ rl[t,2x) + rz(t,2x) ] + 4 b(2x) rd{t,2x)

6l



Para o intervalo (2K + 1JT <t £ 2(K + )T, o sistema é dado por:

d s 3 (glx) slt,x)) i
31 (t,x) + T = [u(xJ + b{x) + F] s(t,x) +
+ 4 (1 - 2o} b(2x) s(t,2x}
dr 8 (glx) r (t,x)) :
71 (t,x) + 7% = - [u(x) + blx) + F] rI(t,x} +
+ 4 (1 - a) b(2x) I‘l(t,ZX] + 4 o b(2x) s{t,2x)}
8 r, a (g(x) rz(t,x) )
7T (t,x) + 7% = - [u(x) + b(x}] r‘z(t,x) +
+ 4 (1 - a) b(2x) r‘z[t.ZX] + 4 a b(Zx) s(t,2x)
KR 8 (g(x) r (t,%) )
3T (t,x) + 7 = = - [u(x) + b(x)] r‘d{t,x} +
+ 4 a b(2x) [ rl(t,Zx) + r‘?(t,ZX] ] + 4 bi2x) r‘d{t,Zx)
Como as células nunca se dividem antes de atingirem o tamanho x =
= a, temos:

s(t,as/2) = I‘I(t,a/Zl = r2[t,a/2] = r‘d(t,a/Z} = 0,

Além disso,
b(2x) s(t,2x) = bl(2x) rl{t',2x) = b(2x) r (t,2x) = b(2x) r(t2x) = 0
quando x = 1/2. '

As condigdes sobre as fungBes b(x), p(x) e g(x) sfo as mesmas
apresentadas nos capitulos anteriores.

Para reduzir o problema de singularidade das equacgfies em x = 1/2,
usaremos as transformaces:

Para t tal que 2KT < t = (2K + 1)T,
g(x)

S(t,x) = =) s(t,x)
_ glx)

RI(I’X] 7 "Elx) l“1{t’x)
. glx)

Rz(t,x) = F) rz{t,x}



_ _gx)
Rd[t,}() = T(X-T rd(t.x)

e para t tal que {2K + 1) < t = 2(K + )T,
g{x}

s{t,x) = e s(t,x)
_ gx)

Rl(t,X] = T[}-(—j I‘l[t,X}
_ gix)

Rzﬁqx] = 00 rzﬁgx}
g{x}

RJtJﬂ = B ﬂﬁnx}

onde

E(x)

it

b(g) + p(€)
exp | - d€
{ ‘:/2 gl(g)
[ x luF(X] —
E{x) exp | - Ry T—o ]
arsz g(&) |

Finalmente, apds as substitui¢des, o modelo é dado por:

F(x)

em 2KT < t = (2K + 1T,

g f (t,x) + g(x) g i (tx) = (1 - 20) k(0 S(1,2%)
d Rl a3 Rl
7t (t,x) + glx) = (t,x) = {1 - a) kix) RIH;ZX] +

+ « hix) S(t,2x)

a RZ g Rz
71 (t,x) + gix} uE—EF—(t,x] = (1 - a]lﬁ{x) Rzﬁgzx} +

o kgx) 5(t,2x)

8 Rd d R
R (t,x) + glx) 7 =

9 (t,x) = k(x) R (£,2%) + a k(x) R (£,2%) +
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+ o h{x) Rz(t,2x),

eem (2K + 1) ¢t = 2(K + )T

3 s 8 S
- (6LX) + glx) ———(t,x) = 1 - 2a) k (x) S(t,2x)
8 R 8 R

-ﬂ—l (t,x) + g(x)

L :
7% (LX) = {1 -a) kix)RI(t2x) +

+ kl(x) 5(t,2x)

d R d R

5 tz (t,x) + g(x) ﬂﬁ‘ (6,%) = (1 - @) kix) R (£,2%) +

+ a h(x) S(t,2x)

a Rd d Rd
‘—a'T (t,X) + g(x) 67)( (t,X] = k[X] Rd{t,2x) + o hix} Rl(t,2x) +

kY

+ a kix) Rz[t,ZX),

e, para os dois subintervales de tempo, valem

S{t,as2}) = Rl(t,a/Z] = Rz{t,a/Z) = Rd(t,a/z] = Q.

Também podemos considerar os produtos

kl(xJ s{t,2x), k1(X] Rl(t,ZX), kl(x) Rz{t,zx}. k{x) Rd{t,Zx),
k(x) Rl(t,2x), k(x) Rz(t,2x), h(x) Rl[t,2x], hix) Rz(t,ZX]

come sendo nulos quando X = 1/2, com

_ g(x) E(2x)
_ glx) F(2x)
kl(xJ = 4 b(2x) 2(2x) Fx)

g(x) F(2x)

hix) =4 b2x) — 57 Fx)
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§& 3.2 Existéncia e Unicidade da Solugio em 0 <t =T :

Para entendermos bem o problema de alternancia da aplicagio das
drogas, vamos estudar o que acontece no primeiro intervalo de tempo, ou
seja, em 0 < < t = T, ja que, para os outros intervalos do tipo
2KT < t = (2K+1)T, a mesma droga é usada e estes intervalos possuem
caracteristicas semelhantes.

O modelc para este intervalo é:

as: as _
3 t.(t,x) + g(x) 5 (t,x) = (1 - 2a) kl(x) S(t,2x)
d R d R

—a—t—‘ (t,x) + g(x) L) = (0 - a) kix) R (t,2%) +

+ a hix) S(t,2x)

a R2 dR
R (t,x) + glx)

2 (%) = (0 - @) k (x) R (t.2%) +

+ o ki(x} S(t,2x)

d R 3 R
dt

d(t,2><;) + ¢ k{x) Rl(t,Zx] +

+ o hix) Rz(t,2x]

sujeitos &s condigbes inicials:

S(0,x) = qu(x} - g(zl s(0,x),

Fi(x)
R (0,%) = ¢°x) = 23X 10,5
L 2 E{x) P
(0] = ¢2x) = g(x) 1 (0,x)
Fix) 2 07
R'(O %) = °x) = X)Ly
a4 ! 3 E(x) "4 77"
Na forma matricial:
a u a u
T (t,x) = L(x) 3 % (t,x) + Mltx} Ult,2x)
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onde,

5(t,x)
Rl[t,x}
ult,x) = Rz[t,x] , L(x) = —g(x]).1,
_ Rd(t,x) )
[(1-2) k (x) 0 0 0 ]
M (x) = o hix) {I-ox) k(%) 0 0
: o k (x) 0 (l-a) k x) 0O
O o kix) o h(x) k(x) |

Ml(x} pode ser vista como:

{( =20 )e-F16(20)-600 o 0 o
ae "t otEx) (1-«) 0 0
M (x)=kix}| ~ -Flo(z0-60a) 0 (1-q)e T 1 6(2X)-600] 0
\. 0 o o evFG{Zx) 1

O espago %" das solugdes do sistema ¢ derivado das condigdes de
centorno e é dado por:
S(x)
Rl(x}
X = wix) = Rz[x) ; S(x), Rl{x), Rz{x), Rd[x] e 6 [[a/z, 1]] e

R (x)
da

L. -

S(ar2) = Rl[a/2) = Rz[a/2] = Ré(a/?_) =0

Temos entdc o seguinte problema de Cauchy associado:

du
v - AU (3.1
u(o} = ¢°
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d

DN D = O

onde ¢0 = e com A sendo o operador ilimitado definide por:

-

s s B 6

D W

dU

(AU)}x) = L{x) i
X

+ Ml(x) U(zx) (3.2)

com dominio

4
DlA) = 4[ Y € 224; W é Gl[[a/Z, 1] - {1/2}] tal que os limites

lim [L(x)r(x} + Ml(x}w[Zx]] e lim [L{xkr(x)] existem e sdo iguais
X3¥1 /72~ %3172+

e Lla/2W(as2) + M(a/2)yla) = O },

| S(x)
Rl{x}
Rz(xJ

Rd{x}

Ulx])= e verifica-se o produto Ml{x).U[Zx] é nulo para x = /2

. . , .. 4
Agui, o operador A também é fechado e tem dominio denso em X

e pode ser escrite da seguinte forma:

o = o O
- = B = i

onde,

Az p(x) = -g(x) ¢'(x} + (1 - 2a) kl(x} p(2x)
Az p(x) = —glx) ¢ (x) + (1 - a) kix) p(2x]}

A3 elx} = —glx) ¢’(x) + (1 - &) kl[x) ¢(2x}
A4 plx) = —glx) ¢’ (x) + kix) o(2x)

D p(x) = « hix) ¢(2x)
D, p{x) = « kl(x) p(2x)
D3 e(x) = o kix) ¢@(2x)
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Também,

A = Bl + Cl, tais que B‘p[x) “&lx) ¢"(x)

{ C p(x) = (1-2a) k1(X) p(2x)
A =B + C-z’ tais que B, elx} = —g(x) ¢’ (x)
C p(x} = (l-a) kix} p(2x)
A3 = B3 + CQ, tais que B ebx) = —glx) ¢’(x)
! C p(x) = (1-u) kl(x) P{2x)
A4 = 134 + C4’ tais que B4 plx) = -glx) ¢’ (x)
C4 e(x) = kix) @(2x)

Os operadores B, C e D, i =1, 2, 3, 4 sdo tais que
I L i

i3_:!_1

far2,1] — L1 {ar2,1] ilimitados, cujos dominios sfdo dados

DB) = { ¢, ¢ & absclutamente continua e ¢(a/2) = 0 },

C,D : X — | far2,1] limitados, i = 1, 2, 3, 4.
Temos ¢ seguinte:

B1 gera o semigrupo definido por

Bt -1 : _
[e : _s] (x) = { 5 G (Gx) - 1t]), Glx) =t |
0, G(x) st ou G(1) =
Bz gera o semigrupo definido por
¢ Bt 3 _
[e ? Rl] (x) = R1 (G (G(x) - )}, G(x) =t

0, G(x)

1A

touG(l) =t

83 e B4 geram, respectivamente, os semigrupos definidos por
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B_t i >
[e 3 R] o 2 | R, 666 - 1), G0 = ¢

0, Gix) = touG(l) =1t

_ { R (GG - 1)), G(x) =t
Ay

!

a
R
D
I

o, Glx) = t ou G{1)

A definigdo para G(x) é a mesma usada nos capitulos anteriocres, ou

seja,

Podemos agora escrever © problema de Cauchy

forma:
d S
d t

=({(B +C)s8s
1 1

N

(R +C)R +D S
2 2" Ty 1

(B_+CJIJR +D_S
3 3z 2

d R
d

d t
com S(0) = ¢‘1", R (0) = ¢§, R (0) = ¢§ e R (0) = ¢3

Vamos analisar separadamente cada equagio.

(I) Células Sensiveis:

A equacfo (3.3) tem solugio do tipo
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(3.1) da seguinte

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



Bt . B (+-T)
S(t) = e ¢1 + e Cl S(t) dr 3.7
0

Definindo o operador

B (+-T)
H1 S{t) = e C1 S(T) dr,
0

podemos provar que é Lm operador linear continuo de
4 [[O,T] ; XZ] > 6 [[O,T] ; X{]. Para cada T suficientemente pequeno,
temos que a norma de Hl ¢ menor que 1 (ver cap. 1, Iema L.1).

Portanto, a equagdo (3.7) tem solugfio Unica em @[[O,T] ; ZZ], para
cada Qb{: e X e T > 0 (aniloge ao corolario 1.2, cap 1.).

Assim, podemos definir o operador linear Tl[t}, t =z 0, em X por

T (8) ¢‘1’ = S(ts ¢‘:) (3.8)

0 operador Al é o gerador infinitesimal do semigrupo TI{t)

At
. 1
fortemente continuc e escrevemos Tl{t] = e

{II}) Células Resistentes Rl:

Vamos estudar a equagéo (3.4)

d R ,_
s=—=(_+C)R +D S=(B +C)R +h(),
t 2 2T 1 2 27 1 1
At o 0
onde, por (3.8), hl(t) = D1 e qbl e RI(O} = ¢,

A sclugio da parte homogénea é&:

ilhom

. Bt | Bz(t—r)
R {(t) = e "¢+ e C R ({z) dt
2 o 2 1

- . o _ 0
Se definirmos um semigrupo Tz[t) tal que Tz(t] ¢, = [thom(t)’¢2J’

70



At
t = 0, podemos dizer que Tz(t] = e’ e que A2 é o gerador

infinitesimal desse semigrupo Tz{t}'

A solucio geral do problema de Cauchy nfo-homogéneo fica, entio,

dada pelo método da variacio de constantes:
A2t 0 AZ(tJE)
Rl[t} = e ¢2 + e hI('t] dt,
0
ou seja,

AL . A (t-T) AT
Ritl =e qbz + e D1 e ¢ dr, (3.9)
0

Ainda, ¢ problema de Cauchy pode ser reescrito como:
d R
d t

_ 0
= (B2 R1} + (C2 Rl + D1 s), RI{OJ = t;bz

e a solugho (3.9) passa a ser:

th o BZ(t—t) tht—"E}
Rl[t] =e ¢2 + e C2 R1{T) dt + e Dl S(t) dt =
0 0
t t
Bt B (t-T) B, {t-T) AT
R(t)=e "¢ + e C Rt} dTr + e D e ¢ dr=
1 . 2 0 z 1 0 1 1

Azt o Bz(t—T) Al'l'.' 0
Rit)=¢e "¢ + e D e ¢ dr ou
1 2 o 1 1

0 l‘!\Zt 4] Alt 0
R (t; ¢, ¢2) =e ¢ +H e ¢ (3.10)

Afirmacg8o 1: O operador definido por:
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é continuc para todo t fixe, t = O,

De fato,
t
Bz(t-T)

(H2 S{t)i{x) = [J e D1 S(t) dr } (x)

[+

[+
B t 1
(e * R )x) = R (G7(G(x) - 1))

[DIS){X) =a h(x) S(2x) » © @SSlm, Segue que

B t B t B t

(e 2 D, S)x) = e 2 (D, Sx)) = e 2 (@ hi(x) S(2x)) =

= a h(G(G(x) - t)) S(2 G UG(x) - 1)).
Logo,

t

[HZ S(t))x) = J o h{G_l{G(x} -t + 1)) S(1,2 G_I(G[x) -t +1)) dT,
0

“para O ¢ T ¢ t. Fazendo-se a mudanga de variaveis £ = G“I{G(x} -t + T

ficamos com

(H_S(t))(x)= « h(E) S(GE) - Gx) + t, 26) S8 4 s 12
2 I 2 (€]
G (Glx}-t)

172

. _ B d E
(HZS[t})[x)~J _1 « h{&) S(G(E) - G(x) + t, 2£) & X
G (Glh-t)

I¥

172

etz G{x) - G{1r2)
{HZS(t)](X] =0, xz1/2et = Gx) - G(lr2).

Portanto, (HZS(t])(x) ¢ um operador continuo em X para cada t
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fixo, t = 0, e assim a solugdo (3.10) € dnica.

(111) Células Resistentes RZ:
A equacdo (3.5)

d Rz d R2
T = [B3 + CB} R'Z + ]:)2 S = W’“ = [BS +_C3] RZ -+ hz(t],
tal que RZ[OJ = :.ﬁg, tem como solucdo da parte homogénea:

Bt o B_(+-T)
thom(t) = e ¢3 + . e C3 RZ[T) dt

Defininda ) semigrupo Tg[t} tal que Ta(t] 952 =

At
= [R (t);¢0], t =z 0, entdo, T (t) = e 3 e, além disso, A_ ¢ o
Zhom 3 3 3

gerador infinitesimal do semigrupo Tait}.

A solucio geral de (3.5) fica:
At A t-T) AT o
Rz[t) = e ¢3 + . e D2 e ¢1 dr.

Se
d Rz o
T—t—-‘ = BS RZ + (C3 RZ + D2 S), RZ(O) = ¢3,

entdo, a solugdo acima é igual a:
B_(t-T)

Bt B_(t-T) 4
Rz(t] = e ¢3 + . e C3 Rz(r] dt + ; e D2 S(t) dr

A3t o 33(1:—1')
Rty=e "¢ + | e D_S{(z}) dv =»
2 3 o 2
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0 .0 A3 o M o
R2(t; t;:l, qﬁg) = e ¢3 +H e ¢ (3.1

Afirmacdo 2: O operador definido por:

€ continuo para todo t fixo, O = t.
A demonstragéo deste fato ¢ analoga a demonstragio da afirmacioc 1.

Logo, (HSS(t))[X) ¢ um operador continuo em ¥ para cada t fixo € a

solucgdo (3.11) & unica.

(IV) Células Duplamente Resistentes Rd:

Vejamos agora o estudo da equacio (3.6)

d R
d

d t

={(B +C)JR +D R +D R =(B +C)R + hi(t) + hit),
4 4 4 1 2 31 4 1" Td 3 4

kY

At At
_ 0 _ 3 .0 _ 2,0
com Rd(O] = qb4, ha(t) = D1 e ¢3 e h4[t) = D3 e ¢2.

A solugfio da homogénea é:

dhom

Bt B, (t-T)
R (t}=e ¢, * i e c, Rd("c) dt

x - . B 0 . - 0
Vamos definir o semigrupo Tq(t] tal que T4(1,) ¢4 = [Rdhom[t),¢4],
At
t = 0, e, entdo, afirmamos que T4{t] = e e que A4 ¢ o pgerador

infinitesimal do semigrupo T4(t).

A solugdo geral do problema (3.6) é
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At B, (t-T) B, (t-T)
Rit)=e ¢ + e h (¥) dr + e h {T) dtr =
d q o 3 0 A

At B, (t-T) B (t-T)
RI(t) =e ¢ + e D R (1) dr + e D RI(t) dt »
d 4 o 12 o 3 01

O o] v] A4t' a ABt 0 Azt Q
R (t; ¢, ¢, ¢4)=e ¢, + H, e ¢ + L e ) (3.12)

Afirmacdo 3: Os operadores [H4 Rz] {t} e (L Rl)(t] definidos,

respectivamente, por

B4(t—‘l.')
{(H Rt} = J e D R (1} dv
4 2 o 1 2

B, (t-T)
(L R )}{t) = e DR (1) dt
1 o 3 1

sdo continuos para t fixo, t = 0.
A demonstracgio da afirmac8o 3 €, novamente, analoga a demonstragio
da afirmacide 1.

P'ortan‘r.o, a solugdo de (3.12) é tunica.

Apés o estudo das equagdes (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6), podemos
at
definir o semigrupo T(t) = e ! ., t = 0, por:
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T(t) = e ¢

O 0 0
At
e 0 0
At
0 e 0 (3.13)
At At At
L e H e e

seu gerador infinitesimal.

A solucgéo geral do problema de Cauchy ndc-homogéneo é dada por:

CcOoin
0
T(t) ¢ =
[ Al 0 0 0
D A 0 0
1 2
A=|D 0 A 0
2 3
0 D D A
| 3 1 4
1
U = "% J
0
onde
Blt 0 0
€ B t
2 0
e
Bt Bt
e = 3
e
L) O

Def.: { TOHJ }R>o € o semigrupo gerado por B, isto é, Toﬁﬂ = e

Seja

eB(tWU C U(t) dr, com U{Q) = (,bo
0 CI 0 0] O
0 D1 CZ 0 0
O LC=15 o c o
Bt 2 3
e 0 D D C
| | 3 1 4|

Bt
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t

T (0= J T (t = ) C T (%) o°dt, tz0,i=1 2 3..
+ 1
0

Entdoc a solugdio geral pode ser escrita como a série infinita
0 = 4]
. ult) = T (1 97+ ) T(1) ¢
=1
que contém um ndmero finito de termos basta considerarmos o operador
t

L1 ( Ult) ) = J To(t - 1} C Ul(Tt) dTt,
0

e escrevermos U(t) como

0 = i o]
ult) = T (t¢ +izll_1 T (1)¢

pois o operador LI € nilpotente.

Seguindo uma analogia aos resultados apresentados anteriormente
(lemas 1.5 e 1.6 e corolarioc 1.7 do capitulec 1), se a hipotese
g2(2x) < 2g(x) for valida, para todo x no intervalo [as/2,1/2], entdo o

at
semigrupo T(t) = e 1 g compacto para t = G(1).

Assim, ja que existe compacidade no problema, podemos caracterizar

mais facilmente o espectro de T(t) através do espectro do operador A.

§ 3.3 Existéncia e Unicidade da Solugdo em T < t = 2T :

Agora, estudaremos como é a solucio no segundo intervalo de tempo

T <t =2T. O modelo é dado por:

3's 8 s B
—"a—t—[t,}(} + glx) 3 x (t,x) = (1 -~ 2a) kl[X] S(t,2x)
a R1 a R1
3t (t,x) + g(x} % (t,x) = {1 - &) kl(x) Rl(t,Zx] +

+ a k (x) S(t,2x)
a R d R

2
d X

2
e (t,x) + gix)

3 (t,x) = (1 - &) k(x) Rz(t.Zx} +
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+ o hix) S{t,2x)

8 Rd 3] Rd
71 (t,x) + glx) e {t,x) = k(x) Rd(t,2x] + a h(x) R (t,2x]) +
+ o kix) Rz(t,ZX]
sujeito a:

S(T,x) = 9l(x) = EE;‘; s (x),

1 _oglx) T
Rl{T’X) qb2[}(}_ F(x) r‘1(}(')’

I

. 1 _oglxy T
RZ(T,X] (63()(] = "E_(X-‘]— T‘Z[X],

_ o d.ov_ oglx) ot
Rd[T,X] = ¢4[X] = W r‘d(X).

Na forma matricial:

au au
W [t,X} = L(x) 3 x [t,X] + MZ(X) U[t,ZX]
onde,
[ s(t,x)
Ri[t,x]
Ult,x) = Rz(t,x] , Lix) = —g(x).1,
R (t,x)
L d -
[(1-2a) k (x) 0 0 .0 ]
MZ(X] _ o kl[X] (1-ot) kl(xl 0 0
' o h (x) 0 (I-e) ki(x) 0
| © a hix) a ki(x) k(x) |

A matriz Mz(x) pode ser escrita como:
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(1=2q)e F1O(2x) -6t 0 0 o

o FB(2x) -6 ()] (1-q)e F1EER-000 0 0

Mz(x}=k{x) o o FE20) 0 (1-) 0
0 « e—FG(Zx) o 1

O problema abstrato de Cauchy € dado por:

dU —
ar - AU (3.14)
- U(0) = ¢
— 1 -
¢'1
i
i ¢2 —
tal que ¢ = ¢1 e com A um operador ilimitado definido por:
3
1
L ¢4 .
— duU
(AUN}Xx) = L{x) + M (x) U(2x) (3.15)
dx 2
C S(x) ]
Rllx)
com U(x) = R (x|’ Mz(x}.U(Zx) considerado como sendo O para x = 1/2.
2
Rd[x)

O operador A tem as mesmas caracteristicas do operador A do

primeiro intervalo de tempo 0 < t = T, isto & o dominio de A & o mesmo
- ~ . 4

de A e, além disso, A & fechado e tem dominio denso em X . Na forma

matricial, A fica:

=
[

¥ o= o o
o o o

|
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, plx) = ~g{x) ¢ (x) + (I - «) kl(x} P(2x)
Ka plx) = -g(x) ¢ (x) + (1 - o) k(x) ¢(2x)
_1{4 plx} = —glx) ¢'(x) + kix} @(2x).
D1 o(x) = a hix) @(2x)
D, p(x) = a k1(X] p(2x)
D:3 p(x) = o k{x) ¢(2x)
Além disso,
Kl = El + 61’ tais que Bl plx) = ~glx) 9" (x)
C1 plx) = (1-2a) kl{x} o(2x)
Kz = §2 + 62, tais que B, p(x) = -g(x) ¢'(x)
62 p(x) = (1-a) kllx) p(2x)
Ka = §3 + Ea’ tais que B, plx) = —g(x) ¢'(x)
C.px) = (1-a) kix) ¢{2x)
Ka, = 1_3"4 + 64, tais que Ea pix) = —g(x) ¢7 (x)
(34 e(x) = kix) ¢{2x)
As caracteristicas dos operadores B e Ei sd30 as mesmas dos
1
operadores B e C, i = 1, 2, 3 e 4 dadas na seccio anterior.
I 1
Fazendo~se uma analogia, podemos afirmar que temos o© seguinte
semigrupoe: *
El[S} ) 0 0
© B (s)
B O o 2 o 0
eB(s] - 0 333(5) 9
0 0 B4(s)
e
tal que s =2 0, coms =1 - T.
E importante observarmos que B =B, C =C, B =B e C =C,
1 1”1 17 74 a 4 4

logo,K=A e A A .
1 1 4 3
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Vamos escrever ¢ preblema de Cauchy como

d S
d t

=(B +C)S
1 1

T [82+C2] R1+DZS.

(B.+C)R +D S
3 3’ 2 1

d R
d

————— = o+ +
dt (84 C4] Rd * Da Rz Dl Rl
e desta forma analisar o que acontece a cada equagdo separadamente.

() Células Sensiveis:

(caso idéntico ac do intervalo O < t = T)

A equacgio

d s _
T = (B, + C) S S(T) = ¢,

tem solugdo do tipo

Bt B (+-T)
S(t) = e ¢1 + e C1 S{¥) dt,
4]

e esta sclucgic é unica em G‘[[O, 31 ; K] para cada gbi € X {(ver lema l.1,

cap.l) e S > Q.

Portanto, podemos definir o semigrupo Tl{t}, t =20, em X por:

= 1 _ !
TI(t) ¢1 = S(t,qﬁl]

Temos, em particular, para T ¢ t = 2T,
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; Al(t-:n )
sit; ¢1] =e qbl.

AT
Mas ¢i =sM=e' ¢‘l’, logo,

o Al{t—T) A]T 0
s(t; ¢1) = e [e ¢1] =

0 Alt 4]
S(t; ¢1) = e qﬁl

Portanto, podemos afirmar que o operador Al ¢ o gerador

. At
infinitesimal do semigrupo Tl(t) = e 1, para todo t = 0.
(I1} Células Resistentes R
A equagio
4R _
=(B_+CJR +D $={(B_+C)R + h/(t)
d 2 2 2 1 1

1l

onde H1[t) = D2 e q}i e RL(T} qb;, tem como solugio da parte

homogénea:

th . Ez{t—'r:l__
(t) = e ¢2 + . e Cz RI&) dt

Ihom

Se definirmos um semigrupo Tz{t} em X, t = 0, tal que Tz[tJ ¢; =

At
1 : T 2 . - 4
_[thom(t)' qbz], podemos dizer que Tz(tl = e e, mais, que A € o

gerador infinitesimal do semigrupo Tz(t], t z 0.

A solugio geral do problema de Cauchy nico—homogéneo & dada por:
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L Kztt—t} B
gbz + e hl[r) dz,
o

ou seja,

Izt ) t Kz(t-t) AT
R(t)=e " ¢ + e D e ¢ dr, (3.16)
1 2 o 2 1

0O problema de Cauchy pode ser reescrito como:

d R
1 = = 1
T B,R +(C_R +D_S)RI(T)=¢

e a solugdo (3.16) passa a ser:

At At
1 1o (3.17)

ondeﬁ_ze1 ¢ =

_— £ -

At B_{t-T) AT .

| e D2 e gbl dr é um operador continuo para
]

todo t fixo,(ver a afirmac8o 1 da secgio 5.2). Isto significa que a

solugdo (3.17) € unica.

Portanto, quando T < t = 2T

L AT AT
Rl(t; ¢1; tisz = ¢ ¢2 N Hz © ¢1'
Mas,
1 AT o A o 1 A7 o
¢2=R{T)=e ¢2+Hze ¢le¢1:e ¢1.
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Logo,

o o A (t-T} AT AT Allt-T} AT o
Rit; 9, ¢ )=¢e e +H e + d e
1 ¢1 ¢2 [ qi52 2 ¢1] Hz ¢ [ ¢1 ] =’
o o A _{(t-T) AT Iz(t-rl AT A
R (t:¢ ; = e e + e H e + H e
1{ ¢1 ¢2] ¢2 2 ¢1 2 ¢1

[III) Células Resistentes R2:
Neste caso, as células nio sofrem a agho do farmaco e a equagio
% (B +C)R +D S=(B +C)R +h(t), tal que R(T) = ¢"
3 3" 2 1 3 3 2 2 2 3

dt

1 - .
¢, t =0, tem como solugido da homogénea:

I
2
a

e h (1)
2

St Es(t—'r}_
+
¢>3 . e C3 Rz{r} dr

s . . = = 1 1
Definindo um semigrupo Tg(t] em X tal que Ta{t}¢3 _[thcm[t)’¢3]’

At
. 3 =, P
t = 0, entéo, Ta(t) = e e A3 & seu o gerador infinitesimal.

A sclugdo geral do problema de Cauchy ni3c-homogénec é dada por:

th ) Ez(t—r) N
Rz(t) = e ¢3 + . e hz[t) dr

ou seja,

- t
AT

At Ea(t—'r) a
R2(t] =e ¢3 + . e D1 e ¢1 dr. (3.18)

Se

dR
2 = s = ’ _ 1 . .
a1 " (BG + C3} R’Z + Dl 5; RZ(T) ¢‘3, entao, (3.18) fica:
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Bat 1 Ea{t"’:] .
Rz(t] = e ¢3 + . e C3 RZ{T} dt +

t j—
B,}(t"“ AlT .
+ e’ Dl e ¢1 dr =
0

e
NF__\
—
I
T
<
+
jorf
@

oAt Ea(t—TJ AT
com H3 e ¢ = e D1 e ¢
0

um operador

(3.19)

continuo

para todo t fixo, t = O (ver a afirmacfic 2°da seccfio 5.2). Portanto, a

solugdo (3.19) & CGnica.
Assim, para T <t = 2T,

- Ka(t-T) , AT
R (1; ¢; =e +H e .
2( ¢1 ¢3] ¢3 )

Mas

K(t—r)[ AT AT

(IV) Células Duplamente Resistentes Rd:

A equagdo
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d R

d — —
T = (B4 + C4) Rd + D3 RZ + D1 R1 = (84 + Ca] Rd + hg[t) + ha(‘t],
' 1 — Ist 1 = Izt 1
tal que Rd(T) = ¢4, ha{t} = D3 e ¢3 e h4(t} = D1 e ¢2, t = 0,

tem como solugfo da homogénea:

Bt E4(t—1:)
Rdhom(t) = e ¢»4 + . e C4 Rd('c] dr

Se T (t) ¢ um semigrupo em ¥, tal que T (1) ¢1 = [R (t); ¢1],
4 4 i} dhom

At
t = 0, entéo, T4[t) =e’ e A4 é seu o gerador infinitesimal.

A solugdo geral do problema de Cauchy ndo-homogéneo é dada por:
At

& E4(t~rl B
Rd{t] = e ¢4 + . e ha[T) dt +

t B4(t“T) .
+ e h4('r} dt,
a]

ou seja,

B4[t—T)
+ e D1 tht) dt {3.20}
0

Se
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At Y s e Izr]
Le "¢ =| e Dle qbzdr

podemos prevar que s8o operadores continuos para t fixo, t =z 0 e
assim, a sclugdo (3.20) é unica.

Portanto, se T < t = 2T,

L4 AT Ka(t—T) . - Iz(t—T) .
R (t; ; : = e + H e + L e
d( ¢2 ¢3 ¢4] ¢4 4 ¢3 ¢2
Como,
1 AzT ) AIT 0
=g + H e
¢, 9, 9,
AT o AlT 0
= e + H e e
¢3 ¢3 3 951
AT AT AT
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AT A4[t-T) AT
e

A, (t=T) AT _ Ks(t—'r) AT _ Ka(t--r) AT
+ + +
e L e Q‘:Z +H4 e e ¢3 H4 e H3 e ¢
3 Kz(t—"r) AT _ Kztt-TJ AT
+ +
L e e t;bz L e H2 e ¢1
a s
Portanto, podemos definir o semigrupo T{(t) = e 7, t 2 0, por
— A t -
1 G 0 0]
e
At At
H e e 0 0
2
= at At At
T(t) = e = — 1 3
(t) He 9] e 0
3
_ Izt Kat At
0 L e H e e
a4
(3.21)

+* —
O semigrupe T(t) dado acima é um semigrupo fortemente continuo,

com
[ S(t; ¢') ]
v
R1(t; ¢ ¢2)
T ¢'= | R(t; ¢ ¢ | e
2z T Ta
1 .1 .1
L Rd(t’ ¢2’ ¢'3’ ¢4}_
r A 0 0 0 ]
D, Kz 0 0
A = Dz 0 —},:3 o | sev gerador infinitesimal.
0 D D A
| 3 1 4|

Chegamos a conclusio que:
L]
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o a -1 arT
Ult; ¢ )= e .e L

para T <t = 2T.

Vamos generalizar esses resultados para todos os intervalos de
tempo. Quando 2T < t = 37T, o que ocorre £ semelhante ac gque acontece no
intervalo 0 < ¢t = T. O farmaco age sobre as células sensiveis e sobre
as celulas resistentes R1 e 0o modelo é o mesmc dado pelas equagbes
(3.3}, (3.4), (3.5) e (3.6), s6 que agora sujeitoc as seguintes

condiges iniciais:

S(2T,x) = ¢° (x) = —E%%;— 5, ()
_ et o og{x)  er
R1[2T,x} = qbz {x) = S N (x),

R (2T,%) = ¢7(x) = £ r2x),

3 E(x)
_ 2Ty glx) et
Rd(2T,x] = ¢4 (x) = Ex) ry (x).

Entdo, baseados em (3.13), é facil ver que

! 0 ait-2h) aT aT o
UZT[t;qﬁ]:e .e T e ¢, 2T <t =3T.

0 mesmo acontece em todos intervalos do tipo 2KT < t = (2K+1)T,

K = 0 1, 2, 3, ..., e podemos generalizar da seguinte forma:

o al{t—zx'r} azr azr al'r 0
9) t; = e .e o B e .
2KT{ ; ¢} ¢

ou ainda,
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0
szr[t; P )= e

a (1-2KT) arT atTy o
[ e " .e ] ¢, 2KT < t = (2K+1)T

J& o intervalo 3T < t = 47 tem ag¢ mesmas caracteristicas do

segundo intervalo T < t = 2T. Entdo, baseados agora em (3.21), vemos
que

o a8 aT aT ar
UGT{t;qb):e e .e " .e @, 3T <t = 4T

Como ¢ farmaco usado neste intervale age da mesma forma nos outros
intervales da forma (ZK+1)T < t = 2(K+1)T, isto &, age sobre as células

sensiveis e resistentes Rz’ podemos generalizar da seguinte maneira:

a [t-(2K+1)T] G‘.]T aT G‘.ZT al"r

c 2 0
U ; = . e I e . e .
(2K+1}T(t’¢ ) © ¢

ou seja,

(t;qSO) = e

a_[t-(2K+DT] @ T aTtT arT
2 1 2 1 K ,0
9) e e e ¢
(2K#1)T

para {2K+1}T ¢ t = 2(K+1)T.

§ 3.4 A Equacfio Caracteristica :

Vamos estudar o comportamente assintético das solugfes, ou seja,
vamos ver o que acontece quande ¢ tempo aumenta. Como ja fizemos
anteriormente, faremos este estudo analisando come sfo os autovalores
do sistema, para os intervalos 2KT ¢ t = (2K+1)T e (2ZK+I)T ¢ t =
2(K+1)T, K =0, 1, 2, ....

caso 1: 2KT < t = (ZK+1)T

Vamos considerar o operador A definido por (3.2)
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AU = Lix) Wix) + Mitx] u(2x),
tal que o produto Ml(x] U(2x) € considerado nulo para x = 1/2, L{x) e
5(x)
R1[X)
Rz{x).
- Rd{x) |

0 problema de autovalores associado ao sistema (3.1) é:

' A-2DU-=f¢f

M1(X) sfdo definidas anteriormente e U(x) =

ou ainda,

{L(x] Wix) - A Ulx) =T, sex e [1/2, 1]

Lix) U(x) - A Ux) —M1 (x) U2x) + T, se x € {ar2, 1/2]

f (x)
1
fz(x]
onde fi(x)= £ (%) Vamos resolver separadamente cada equagio desse
3
f (x)
L 4 -
sistema.

(I) Células Sensiveis:

-g{x) §'({x) - A S{x}
-g(x) $’(x) - A S(x)

i

fl[x], x € [172, 1]
f1[X) - (1-20) kl{x) S$(2x), x € {a/2, 1/2]

A solucdo para x € [1/2, 1] ¢

f {£)
S(x) = S(1/2) gMEW-6Gal _ AlEE)-GL 1 dg
g(&)
1/2
e para x € [a/2, 1/2], a solucdo &
X
k (£]
Sx) = S(1/2).e ME-612] (4 - 20) —L AlE-6EEN
a/’2 g[g)
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¥ 2E
k (&) Acm-ceey 1
= (1 - 2a) 3] e < dn +
a’s2 E 172 g n

. f‘l(E)

ALGE)-G(x)] .
+ 2 ET } e dg.

{I1) Células Resistentes R1:

-glx) Rl'(x) - A Rl[xJ fz(x], x e [172, 1]

—g{x) Rl’[x) - A Rl(x) fZ[X] ~ (1-at) k(x) R1{2x) - o h(x) S(2x),

x e [as2,1/2).
Solugdo para x € [1/2, 1l
* f (&)
R (x) = R (1/2]'6-?([0(::)—5(1/2)] | ABE-GE 2 de.
1 1 gl£)
172
Solucdo para x € [as2, 1/2]:
x
R(x) = R(iy2).e ol (o K& Med-ceen g0
! ! a’s? 8{5)

2§
_ fz(g) . (1'“ o) k(£) eA[G(m—G(ZE)] fz(n} dn +
o, | 8E) g€ |, : g(n)

dn -

2€
h{£} eh[c{n)—c(zg}l fl (n)
1/ gtn)

- o S(1/2}

h(&) Alstirz)-o(z€3] ALGIE)-G(x)]
g(e) © } © dz.
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(II1) Células Resistentes RZ:

-gi{x) Rz’[x) -2 Rz(x}

it

fa(x}, x € [172, 1]

-g{x) Rz (x) - A RZ(X]

Solugdo para x € [1/2, 1]

b4

R (x) = R (1/2).e
2 z
172

Sclucdo para x € [a/2, 1/2]:

-Ale-6{1/2)) J e?uc(g)—c.(x)l

fg(x] - (l-a) kl(x] R2(2x) - o ki(x] S(2x),

x € las2,172].

fs(E]

g{g)

R(x) = R (1/2).e"MG(x)_G“/2” TR k (&) MEE)-GE2E)!
2 2 glg)
as2
X ZE
kL(E] ALG(M-G(2E) fefn) fl[n)
i € | ° U-o) = "« =W
a/2 g i/2 gin A
f (&) k (&)
3 B 1 ALG{1/2) -G(2E)] ALG(E)-G )]
+ g(g.} o 8[1/2} W e } e

(IV) Células Resistentes Rd:

-gl(x) 'Rd’[X) - A Rd(x] f‘4(x], x e [1/2, 1]

-g(x) Rd’[x) - A Rd(x} = f4(x} - ki(x) Rd(2x} - o kix) R1[2x) +

- a hix) RZ(ZX}, x € {a/2, 1/2].

Sclugdo para x € [1/2, 1]
R (x] = R (I/2).e
d d

Jisz

solugdo para x € [as2, 1/72]:
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f (&)

%
g(&)

dg.

dg
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X

R (x) = R (1/2].{““")'0“"2]] k() AIGE)-6(2£)] g -
a d g(&)
as2
x 28
_ f4[g] N k(&) Auxn)(nzﬁn f4[“’ dn +
. | EE&) gg) gln)
2€
f ()
'« hEE; ehunn}432§n ? ] dn +
g 12 gin
% £ ()
' k(£) eMs(m—Gtzgll 2 dn - a R (1/2) h{£) eh[ctuz)—c(z&')}_
g(&) g(n) gl&)
1/2
o R “ /2) k(&) Mcu/z)-e(z&n e?t[G(Ef)—G(x}l dE.
g&)
Vamos estabelecer a seguinte notagéo:
m(x) = J kztf) eh[c(&)—s(z&)l de e
f asZ g g
hi£) AeE)-62£)]
I (A,x) = e dg
F Ja/'z g(g}
O vetor spolugéio para 1/2 = x =1 ¢
f(g)
Ulx) = e—?\[G(xJ—G(l/Z)] U (1/2) - LAIGE)-600) dE
! . 172 g(&)

e para a/2 = X s 1/2 é
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-Alctx)-c1/2)]

Ux) = e (A, x) U (172) - %Ouf,%) (3.23)
ande,
(1-20) T _(3,x) 0 0
. o« T_(A,X) (i, x)
(%) = F 2 0
o Hf[h,x) 0 HG(A,X] 0
0 a T {A,x) w M (A,x)  TP(ux)
L 1 F 4 -
C o
[ s@1/2) cl [AJ}’X] fl
4]
R (1/2) &AL TL%) £
U (1/2) = ! k) = | 2 bR ef=| 2|,
1 R (1/2) c§ (f £ f
R (1/2) . L £,
L 1 L g, AF, f.f,.x) |
COm
* k
L x) = (1-2a) ) e Mol - e ®l 40
TR g(&)
asz
X 2€
K f
Ccihf <) = (4 - 2a) ___15_) e?\[G(n)—G{ZE}] l('r?] i s
! Y a’z g(g} 1/2 - g[n]
N fI[E] eh[ctg‘)-o(x)l de
g(€) ’

%A, x)
2

b4

[ (1-e0)
a/2

k(&)
g(g)

e-h[s(z&_j) - G(&)] d

£
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* 2€

f (£} £ (n)
Cg[h‘fl,fz,x] =J- { 2 " (e X&) J LAOM-CEEN 2 T,
a/2

&) g®) | ° g(n)
3
'« ) h%g; J eh[c’(m—c(zgn f;[“) dn ehic(&)-s(xn de
glg L ra gln)
* k (€)
m%(a,x) = (l-o) — e MO - cE)] d€ |,
3 gl(£)
a/2
x £
k (£) [° f (n)
Cg(h,fl.fa,x] = J' % J eMG(m_G(zE” {1-a) —%—]— +
a’l2 g 1/2 gt
T (m) f_{£}
1 3 AIG(E)-Gix)
“ gt ] a ] *gET } ° d

X

) T[j[?t,x] _ J k{£) e—MG(zé‘) - (€3] de
arsz

g{&)

x €

£ (£ : £ 0m

: asz | § & 1/2 ) g
2& -
r_{m

+ o DLE) LMEM-6z) 3 dn +

gl&) |, . gln)

2 £ (q)
k(g) AlGIM-G(2E)] 2 AIG(E)-Glx)]
+ o g(E)J e 2 dn } e dE

172

Ainda,
HT(P\,X) = (1 -.2a) T(A,%),
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°(A,x) = (1-a) T°(A,x),
2 4

0
T]S{?l,x) = (1~ a) Hr[h,x].

Portanto, -

(1-Ze) Hf(l,x) 0 0 O

o) - o HF(R,X} {l-a) Hqth,x]

! o Hf(?\,x} 0 (1-wo) Hf[h,x) 0 ’

0 o 1T (A,x) o T (A,x) M (A,x)
- 4 F 3 .
Devemos ter continuidade em x = 1/2, assim, temos a seguinte

condigdo de compatibilidade:
0 0
[ mia) -1 ] UI[I/Z) = & (A,f)
Temos duas possibilidades:

(i) Se a matriz [ ) - I ] for inversivel para algum A € C, e

portanto se !
[(l-2oc] Hf(?x) - 1] I:{I—oc] 1'[4(7\) - l] [(l—oc) Hf(?i) - l] I:Hq{?t] - 1] = 0,
entdo existe [ °0) - I ]'1 tal que

U (1/2) = U;\[l/Z} = [n"m . ]‘1 o6,

ou seja,
| S (1/2) |
U;(I/Z} = RI(1/2) , onde
Rz(l/z}
] Rd[1/2] |
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1Y)
a L)
S{1/2) = — L 94 1 :
(1—20:)1'[{[?&]—1

- WA °(Af) Pt )
R (1/2) = o F L ! $o—2 1 2 ,
! (1-20)T (A)-1 [l—a]HO[A)—IJ I-[l—oc_]Ho(A)~lJ
L f i N ) 4
—a () A ) Lt )
R (1/2) = f ! L +_ 3 3 e
(1-2)11_(A)-1 (1-amf(a}—1J [(lwalﬂf(h]—l]
(A -1 (-TP=2(-0m 0Tt 2L )
R (1/2) = F ) f 4 ) f : 4 1 ’ i3 +
d [(1—2am {A)—l] [(l—oc]l'[ (;\)—1} [(l—oc]l'fo(?l)wl] [HG(A}—I]
f f 4 2
L¢] 1] ) O
- a TOA) € (AF ) o ) L2, LF) | +§4(A,f2,f3,f4]
[[Hm"r;\)—l] {HG(M—I] [ (1-)T° (A} -1 ][HD{M—I] [n‘}m-z ]
4 4 3 4 4

Assim, os valores complexos A que satisfazem a solugido Ul(X] dada
por (3.22) e (3.23), pertencem ao conjunto resolvente de A e seu
operador resclvente R{A,A) f = [ ~ (A -aptr :| ¢ dado por essa Ul[x)
em (3.22} e (3.23).

(ii) Por outro lado, se a matriz [ Ho[l) -1 ] nio for inversivel, e
portanto,
I:(I—Zcx]‘ﬂf[?\]—l] I:[l—oc]l'[z()\)-l] [(1—&]1’[{[7\}—1] [H{:[P\)—l] = 0, (3.24)

entio os valores de A € € que satisfazem (3.24) pertencem ao espectro
de A. Esses valores complexos A sdo os autovalores do sistema € a
equagio (3.24) é a sua equacgdo caracteristica.

As autcfungdes asscciadas aos autovalores A € C que satisfazem a

equacgdo caracteristica sfo:
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-Alstx)-cral

1 _ 1 - <
Uh(x) = e UA(I/Z], 172 = x =1

-Alsta-curzl

U;(x] = e 1’ U;(I/Z), a’2 = X = 1/2

caso 2: (ZK+1)T < t = 2{K+1)T

Devemos considerar neste caso o operador definido por (3.15)

(AUNX) = L(x) —95— + M (x) U(2x)
X 2
. S(x)
R1(X]
com U{x) = R (x) |’ L{x), Mz[x) definidas anteriormente e tal que
2
Rd[x)

Mz[x} U(2x) é considerado nulo para x = /2.
0O problema de autovalores associado ao sistema (3.14) é&:
(A-ADU=T

que tambeém pode ser escrito na forma matricial:

{ux) UX) -AUX) =T, sex e (172, 1]

L(x) U{x) - A U(x) —Mz{x) U(2x) + T, se x € [ar2, 1/2]

onde T(x) =

Resolvendo separadamente cada equaglo do sistema acima, temos:

(I) Células Sensiveis:

~g(x) $(x) - A S(x) = fl(x}, x € [lr/2, 1]
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-g{x) '(x) - A 8{x) = ?ltx) ~ (1-2«) kl(x) s(2x), x € lar2, 172].

A solugio para x € [1/2, 1] é

b4

f (&)
S(x) = S(1/2) eMcu/z)-mxn _ eh[ou;-‘)-o(x)] Eg] de.
1/2 g
Para x € {a/2, 1/2], a solugio é
~Aleoxr-clir2)] " kl(E) AIG(E)-G(2E)]
S{x) = S(1/2).e (1 - 2a) e d€
asz gl&)

x 2€ =
B [ { (1 - 20) kl(g} J e?u[c(m—c(z«ill fl[n] dn +
/2

g(&)

a 1/2

TI(E)
g€}

+

} eh{G(E)—G(x}] gt

(I1) Céiulas Resistentes Rl:

Z(X), x € [1/2, 1]
{(x} - (l-a) k(x) R(2x) - o k (x) S(2x),
2 1 1 1
x & [a/2, 1/2].

]

-g(x) Rl’{x) - A thx]

f
—g(x) Rl’{x} - A R1(X) T

Solugdo para x € [1/2, 1}

f (g)
Rl{x} _ Rl“ /2}.6—.&[6(:()—6(1/2)] R J’- eMG(E)—G(x]] 2 g,
1/

, g(€)

Solucdo para x € [a/2, 1/2):

X

k (£)
Rl[x) - R](l/Z).e_MG(")_G(”Z’] a - “}j 1
ars2

EMG(E}-G(ZE)I
glg)

dg
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1/2

x 2.‘5 . _
- 4,18 LMOM-GEEN (s ) + o ;ﬂ‘(n] dn | +
. g(€) a(n) g n

f_(&) k (&)
-2 __ - S(1/2) g;g) e?L[G(UZ)—G(zE)I }.ehlc{g)_c(x)]

gl(g) de.

(IIT) Células Resistentes RZ:

fa(x], x € [1/2, 1]

Il

-gl(x) Rz’(X] - A Rz(x}

-g(x) R {x) - A R (x] Ts(x) - (1-a) k(x) R (2%} ~ « h(x) S(2x),
x € las2, 1/2].
Solugdc para x € [1/2, 1}

x _
~Afox)-6ir2)] "J eA[G{{)—c(x)l f3(§]

R (x} = R (1/2). ST 4

1/2

Solugdo para x € [as2, 1/2]:

b4

R (x) = R[l/zlle—A[G(X)—G(I/Z}] 1 - k(€) eh[c(&)uo(zin de
2 2 a2 gl&)

_ 2 _
: f:a(g) k(£) AlG(M-G(2E)] fs[n] dn +
- e U ey | @ gy 9"

a’sz g 1/2

dn -

2E -
R(E) [ AGam-6eaEN £, )
gln)

-« S(1/2)

h(€) Alcir2y-6(2€11 ALGIE) -6 (0]
2 (&) e } e d&.
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(IV) Células Resistentes Rd:

-g(x) Rd’{x) - A Rd(x) f4[x}. x e [172, 1]

~g(x) R ’(x) = A R (x) Fg(x) - kix) R (2x) — « k(x) R (2x) +

- o hi(x) Rl[ZX), x € [a/2, 172l

Solucdc para x € [1/2, 1]:

4

R(x)=R (1/2}_e—h[c(x)—c(1/z)] | GMEE-C] £, i
: ’ 1/2 glg)

Solugio para x € [a/2, 1/2]:

b 4

_ ~Aleo-6(1r2)] k(€) AIGE-G2EN _
R (x) = R (1/2).e [ Gl dg

a

— 2& —
_ f4{g) N k{€) e?\[c(m—c(zgn f4[n) dn +
e | 8E T 8@ .

1/2

28 -
h[E]J eMc(m-G(zgn fz[’r’]

+ oo —__dn +
gl&) g, o g(n)
% T_(n)
k(E){  Aletp-crz€l 3 ~ h(g) Al6t1/2)-6(2€)1_
+ a——g{g)L/Z =) dn - « RI(I/Z) 2(E) e

_ k(&) Acurz)-628)] ALGE)-6(x)]
o RZ(I/Z) 2(&) © } e dg.

O vetor soluglio &, para x tal que 1/2 = x = 1:

f(£)
g{&) dg

- - = -
U ) = e Alox)-6(1/2)] U,(1/2) - J—. LMOE)-GxN (3.25)
1/

2
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€ para x em a/2 £ x £ 1/2:

U (x) = g Aoto-6asal g1 U_(172) - &afx) (3.26)
onde,
Hi[?\,x) 0 0 0
Hl[)t . @ TTf(?L,X) H;(A,x} 0
T e ML) 0 n;u,x) 0
o a T _(A,x) o Hl(h,x) Hl(h,x)
- F 4 4 i
S i -
[ S(1/2) ¢ ATLx) !
R (1/2) 1 c; T LT ,x) f,
U (1/2) = , T fx) = e T = _
2 Rz(l/Z) C; [h,?l,Ta,x] fa
LR“{'VZ) i v .
: ¢, AT, TT, %) s
Com
I Oox) = kl(gl eh[c(&)-e(z&)] de
£ g(&)
a’2
m(ax) = j _hEg (MOE0RRN 4
as2 g
x k (&)
ma,x) = (L - 20) —bo B0 - 6@ 4
! as/2 g[g)

gln)

172 2& =
k (£) f (n)
1,. = _ | 1 AlGIM-6(26)] 1
cl{A,fl,X] = Ja‘/z { (1 - 2“) —ng-']-“ { e dn +

172
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.
) F (g) }emctg)—c(xn g

g(£)

X

k (£}
H;[h,x] = J (1 - &) 1 e-?L[G(Zﬁ) - G(EY] de
a2

g€}

, x k (&) (% T (n)
Ly 7 7 - 1 Alem-628) |, 2
Cz(l,fl,fz,x) L\/z { |‘*—~ﬁg[E] J e [[1 o) FCIN +

1s2

o) f (£)
1 2 AGE)-G(x)]
+ag[nle"]+“g("§]—}e dg
* k (£)
Hl(a,x] — (1 - a) 1 E-Mng) - 6&)] de
3 as?2 g[g)

F (&) 2 T ()
1,. = = _ 3 _ k(&) AlGOM-G(2E)) 3
CAFLE %) = J;Z‘[ sET T U = L‘: 2 9

fl(n]

h(£} [ eth(m-G{zfg)] dn } ells(&)-n(x)l d&

2(n)

n;[;\,x] = J' k(£) e—Mc(zE) - 6] de
a/2

e?L{G{m-G{ZE)] 4

gln)

T (8 % F ()
—*J dn +
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28 =
h(E)[ ellcm}—c(zgll fz(n)

+ dn +
gl&) | o gln)
2E -
f (m)
+ o k(&) eMG(m-G(zE)l 3 dn eMG(g)—s(xn de
gl&l), zln)
Mas,
ni(a,x) = (1 - 2a) T(,x),
T(a,x) = (-a) TA,x)
.2 ) - £ ,x 4
T'aux) = (1 - o) T'A,X)
3 % = 4 -
e, portanto,
(I—Zm)ﬁf[h,x] 0] 8]
& T (4, x) (1-a)T (A, %) 0
T'x) = f f 1 '
’ o T[F(I’L,x) 0 (lwa)Hq(h,x] 0 ’
, 0 a T_(A,x) @ T, %) T(Ax)
L F 4 4 .

A continuidade em x = 1/2 nos da a condicdo de compatibilidade:
[rr‘m - X ] U 0/2) = ¢,
A mesma analise feita para ¢ intervalo 0 ¢ t = T, é feita aqui.

Se a matriz 7' - 1 ] for inversivel para algum A € C, isto &, se

seu determinante
|:(l—2a) Hf[?t) - 1] [{l-oc} Hf()\] - l] [[iutx) Ui(?l] - l] [Hi(?\) - l]= Q,
entdo, existe [ ) - 1 ]_1 tal que

U (172) = U;u/z] = [ TR - 1 ]"16(1,?)

105



ou seja,

S (1/2)
U;(I/Z) = | R (1r2) | , onde
R2(1/2]
| R, (172)
ci[n.?l}
S(1/72) = s
(l—Zoc)Hf[A]—l
~« T (A) AT & (a,fLF)
R [1/2} = f 1 1 n 2 1 Z
. [ (1“2a]Hf{?l}~1J l(lua}ﬂr(h)—lj l_u-a)nfmqj
—a () AT ) T LT
R2(1/2) - . F 1 1 . 3 1'°3 ’
l (1-2a)1 m-lJ [{1-am1m-1J |-[l—oc)H1[?L]—lJ
f 4 a4
o m_(3) -rrf[A)-n:m]+2(1-a)nfmn;(;u e;ju,‘fl]
Rd(l/ZJ = " " +
[(1—2amfm-1} [(1-amfm~1] [(l—a]H4{A}—1] [Hq(h}—l]
l,, = = 1. = ¥ I, + = F
el () g, T) —em ) (T, T) ¢, (AT, T T

+ + +
1 1 1 1
[(1-‘;111;[;\1—1] [n4(a)-1] [ (1-0)T (2)-1 ][n4(.a}-1 ] [n4m—1 ]

e neste casc, os valores A € € que satisfazem a solugdo Uz(x) dada por
(3.25) e (3.26), pertencem ao conjunto resolvente de A. O operador

resolvente R(A,A) T = [ -@A-aD'F ] é dado por {3.25) e (3.26).

Agora, se

[(I—Za)Hf(h}—l] [(1—amrm—1] [(1—@1131]—1] [nim—l] = 0, (3.27)
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entio a matriz [ T - 1 ] ndo é inversivel e os valores A € T que

satisfazem {3.27) est8o no espectrc de A e sdo autovalores. A equagio
(3.27) é a equagdo caracteristica de A. '

As autofungfes associadas a esses autovalores sio:

“Alet-ctir2)]

U;(x) =e U;U/Z), 172 =x = 1

“AMema-ciir2)]

Ui(x) =e o Ui(1/2), a’2 = x = 1/2.

Agora que ja encontramos as equagdes caracteristicas nos dois
tipo de intervalos de tempo, isto &, 2KT < t = (2K+1JT e (2K+1)T < t =
= 2(K+1)T, k = 0, 1, 2, ..., 0o que nos interessa é saber como s8o os
seus autovalores.

Temos os seguintes teoremas:

4

Jeonema 3.1 (Vendite [32]): Se a condicio g{Zx) < 2g(x) é satisfeita no
intervalo 2KT < t = (2K+1)T, K = @, 1, 2,..., entdo, para

cada equagio H?(h] =1, i=1 2, 3, 4, existe uma Unica raiz real 3\?.

Se J\? = p + gi € uma outra solugdc, entdc seu conjugado A(_] = p - qgi
j i

também &. Além disso, Re A‘; <A% paracadai=1, 2 3, 4, j=1 2

1

3, ..., j#® 1
De acordo com o teorema 3.1, para 2KT = t = (2K+1T, h{: é€ o

autovalor dominante das células sensiveis, ?1: é o autovalor dominante

das células resistentes Rl, Ag é¢ o autovalor dominante das células

. . o, - .
resistentes R2 e, finalmente, ?t4 & o autovalor dominante das células

duplamente resistentes.

Precisamos saber agora qual é o autovalor dominante do sistema.

Consideremos novamente T{{_)[;\} =1 1=1, 2, 3, 4. Temos:
i
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172

k (£) 0
1=10% = 4 - 20 L A leet) - e@l g
11 asz g(€)
1/2 0
_ 0,0 k(€) -A° [6@) -6}
1 = HZ{AZJ =(1- ) J;/Z 2@ © 2 ‘ d&
172
k (£) 0
L= 109 = ¢ - o) 1 o [6(2£)-6(£)] dE (3.28)
33 2 glg)

172

_ 0,.0, _ k(E) A0 [c28) - &)]
1 = H4[h4] = Ja/zw e 4 dE

De (3.28),
1/2 o
1 k() -, + pledH-e&] .
) Lz g8 ° ° %@

pois, k (£) = k(g) ¢ 1820 - 68

Como F > O, temos

1/2
1 k(€) a° . 265 |
) ‘[ g © 2 dg <
a’2
1/2 - 0
¢ k(E) e—ha [c(2&)-6t&)] d4& = ‘HO(AO)
w2 gl(£) 33

Mas HS(A) é monoténica decrescente e, pelo fato de
0,,0 0,,0
. . TI4[AS) >1 = H4[A4).
segue que ?‘3 < ?14 .

Agora, como o > 0O,
12

0
1= (1 - 2a) j k(g) - + Fle@-6E)] 4
as

(&) &<

2
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172

<~ a) J k(£) e”(ho + Plozg)-6£)]
as

1 d€ = rr {h
” gl&)

Também, Hg[l) ¢ monotdnica decrescente, entio,
2% > 1 =109 » 2% < a°
31 33 1 3
Ainda,

T J' k(g) —(Ag + Po2g)-6&) | de ¢
g(&}
£)

<l - ) l { X e [G‘ZE’ sl 4 = ngtagj, pois F > 0.
a’é

Portanto,
1’ < 1°9)
3 3 2 3
ou seja,
a0 > 1 =1°0% 5 2% ¢ A°
z 3 z 2 3 2
Agora,
1/2 o
- o { kig oy bEBo®] 4
are g
1/2 o
< kEg e~A2 [c(2£)-6(5) ] de
a/2 g
A9 > 1 =109 5 A% < AC
42 4 2 4
Logo, .

A% ¢ a? 2% <A |, 2KT < t = (ZK+1)T.
1 3 2 4

O mesmo teorema 3.1 & valido para o intervalo (2K+I)T < t =

= 2(K+1)T, isto &, as equagles caracteristicas 1'[%[4\) =1 i=1 2, 3,
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4, possuem apenas uma raiz real cada e as outras raizes aparecem aos
pares conjugados. Aléem disso, a parte real de cada raiz complexa é

estritamente menor que a da Unica raiz real de cada equagfo.
1, - . P |
Neste caso, ?‘1 ¢ o autovalor dominante das células sensiveis, ?12 é
. . 1
o autovalor dominante das células resistentes R-l, AB & o autovalor

. . . . 1,
dominante das* células resistentes Rz e, finalmente, A° é& o autovalor

S

dominante das células duplamente resistentes.

Podemos provar que o que ocorre é:

Ai < A; < 7\; < ai L (2K+UT < t = 2(K+)T.

§& 3.5 Comportamento Assintético das Solugdes :

0O caso estudado neste capitulo, ou seja, o caso onde duas drogas
sfo aplicadas alternadamente no tumor, tem um comportamento assintético
diferente dos casos anterijores. Estamos diante de um problema no qual
os autovalores ndc se comportam da mesma maneira para o intervale todo.

Para as células sensiveis e duplamente resistentes, os autovalores

5 o X . . 0 1 0 1 .
dominantes s8o iguais, isto &, Al = 7{1 e ?L4 = h4 para os dois
intervalos de tempo, 2KT <t € (2K + 1}JT e (2K +'1)T <t = 2(K + 1)T, e
assim, o estudo do comportamento assintdtico pode ser realizado. Mas,
nc casc das células resistentes R1 e Rz’ estudar o comportamento

assintético torna-se rmuito complicado, peis nos intervalos da forma

2KT < t = (2K + 1)T ocorre ?12 > ;\g e, ja nos do tipo (2K + IT < t =

= 2(K + 1)T, ocorre ;\; > ;\; .

0O que faremos serd estudar o comportamento nos dois sistemas
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separadamente: o sistema formadc por {S, Rl, Rz’ Rd}l conde a droga

atinge as células sensiveis e as resistentes Rz e depois, o sistema {S,

4

Rl, Rz’ Rd}z onde a droga atinge as células sensiveis e as resistentes

K.
1

. . PR
O autovalor dominante do sistema, em ambos os casos, € Ad, o qual,

para simplificar a notagdo, chamaremos somente Ad.

12 caso: {S,R, R, R}
1 2 d

1

Podemos decompor o espago x* da seguinte forma:

1" = Ker {a —AI]@Im [a —AI]
i d 1 d

onde o ndclec é um subespago unidimensional gerado por U; e

d

Ker [a —?t[] =P X
1 d

At
. . . d0
com P sendo a projecdo espectral correspondente ao conjunto {e },

tu z G(1) fixo. Apos os calculos, temos:

PU = Cg(U)

A o o ©

onde,

0
1 - o HF[Ad] [-Hf[hd]— 1 + 2(1—a)Hf(Ad] ] cl(hd,fl)
m(a)
4 d

cﬂ(ul—
[(1—2«] ma) - l] [(l—o:] mi{r) - l]
r d r

o
[ - o HF[Ad] camd’fl’fa)]

+ %000 F f)

0
* CZ{Ad’fl’fz} * 47d 273

- [[l—o:) T - 1]
f d
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Assim, podemos enunciar o teorema:

Jeonema de Diatnibuicdo Eatdnel [Leckar]: Sejam «, a, constantes reais

fixas, com 0 ¢ a« < 1 e 1/2 = a < 1, e suponhamos que g{2x) <

¢<'2g(x), ¥ x e [a/2, 1/2]. Entio existem constaites reais A < a; <

0 N . .
< hz £ hd e functes ndo-negativas Sh’ R1 0 R e Rd , com Sh (x) >

1 A A A 1
2 3 d

> 0, R o(X) > 0, Rz D(X} >0 e R, (x) > O para x > as2, tais que,

A A A
2 3 d
para toda
S
¢1
0 ¢0 3
¢ = 2 € %, temos V t = @,
0
¢3
0
L ¢4 .
Alt 0, .0 0. .0
e Cl(qbl) Shl(X) Zl(t,qﬁl)
Agt 0,0 .0 o, ,0 ,0
e Cz(qbl. ¢2) R1 (}(X) Zz(t,‘.'bl, f.'bz)
4t o az
© v Agt 0,0 .0 ’ 0 o ,0
¢ CS(¢1’ ¢3) tho[x] zatt’ ¢1’ ¢3]
5 :
Adt 0, .0 o, .0
e Cl@)R,  (x) z (t,¢)
4 a4y 4
L d | L d

Prowa: Dada ¢»0 € R4, entio,
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i i 0
- ¢1
o
c _ .0 .0 ¢
¢ = C4[¢ ) 0 + 2
Rd ¢'3
A o
I d ] ¢,
Logo,
A Ptdt 0, ,0
e ¢ =e C4[¢] 0
Rd
A
L d -
onde
[ oAt o
e ¢1
At o At
e ¢+ Hze ¢1
ot 0 At At
e (-P)l¢ = 3,0 1 .0
' € “'{33+ Hae ¢1
0
com

4t 0 A2 o A o
[ e (I-P)g ]4 =Le ¢2 ¥ H4 e ¢3

Pelo fato de a* ¢ 2% < A% « A, entdo,
d d d d

13




-A t
. d
lim e
t-3>c0
Vamos estudar a matriz
A1t o
e
¢1
submatriz At ] Alt
e ¢ + H e
2 2
At o Alt
e ¢ + H e
| 3 3
_ o .
R
0,.0 .0 ‘a°
u = Cz[¢1’¢2) 2 +
0
. 0
3
i)t (3 0.0 .0 Agt
=C
e ?’30 2[¢1,¢2] e
0
Assim,

Cllt 0
e (I -P)¢ ]4
(3)
NN
e ¢o , tal
O
¢0
0 Seja u =
! 0
[H]
1 -
0
¢1
Q o .0
¢2 - Czt¢1'¢z) Ri ]
0 ?‘2
¢3
0
o _
R1 o a(s)
A 1
2 + ] e
0 0
0
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1 Q
e 9’31
At A2 o G,,0 0
(3) Hz € ¢ *e [¢2 - C2(¢1'¢2] Rl o ]
a, ¢ (31, ,(3) At At ' 2
e (I-P7) ¢ = 1 0 3 ] =
. 0 H3 e ¢1 + e ¢3
(0]
0
_ Alt ) -
e qf:l ] "
O
0 alt 0
[ e (I -P)g ]2
= At o A3t o +
Hoe ¢ + e ¢ 0
0
0 L J
com
at 0 At o At 0 0,,0 ,0
[e {(1-P)¢ ]2=H2e ¢1+e [¢2—C2[¢1.¢2} tho]’
* 2
0,0 1 - HF(RE) C?[RZ'Q)(:) 0,0 0 0
| Coz(¢1’¢2] - 0 ] N Cz(hz’¢1’¢2] !
(1-0) T (A0 | - [[1-2.1)11 ( )~1J
42 f 2
A% len ]
, e Ny (OB U2L 12, 1]
R (x) = 0
lag (1-a) &~y fBtxI-60/2)] Hf(ag,x) % e [as2, 1/2]
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(z)

(Ir-p

0
a.t 0
LI [e (I—P]qb]z
e 1tal que lim e 0 = 0.
t—> oo
0
(2) (2
al * (2} 1
Falta estudar agora | e ¢0 , onde e ¢D
0
At o
e gbl
(2)
¢o
0 Seja v = e dai,
0
At o Alt o
+ H
| € ¢3 3 © ¢1 |
] ] [ 0
¢1
0
c,,0 ,0 0
tT C3(¢1,¢3) Rz o ’ 0 ¢, ,0 ,0
O 20 Cs[¢1’¢3m2ho
0 | 0 3
S ;
(2} 0 R (2}
a1 t (2) o, .0 ,0 hat 25\0 al
e ¢, = C3(¢1,¢3) e 3 + | e
0 © 0
- 0 .
Logo,
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(2}
a

1

e (I - 1:,(2)

)

com

a ot
[el(I—P)qb‘o

{2}

9" =

]=He
3 3

1

At
1

¢0

I

o+

S

At
3

4] Q o 0
[ 2 C3(¢1’¢3) R

0, ,0,,0 ,0
—al (A) C(AL¢)

g, , 0 0
CoP)4) =

4]
A letxy-6t1i2]
e 1

RZ CI(X:I =

e tal:que lim e
tDw

Finalmente,

A (l-a) &
3

, D
{1-a) Hf(}\g}

0
;\3 [cx)-611/2)]

,Xxe [1/2, 11

{{1-20;)11 (A%)-1 ]
f 3

2.0
A
3

Qg 0 ,0

+ L0088

H4[h2,x) . x e las2, 1/2]

117

o 0
At alt o
[_ e (I-P)¢ ]3
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para analisarmos

a

matriz

|

basta



At o 0 0. M A (o 0. .0
observarmos que e ¢1 = Cl[q&l) € S?\ t e [qbl - Cl(qﬁl) S}\ COoIml
1 1

_11t At o 0,0
lim < e e [qh] - Cl[q)l) Sh] = 0,
t>o0 1

1

Cl9)) = a0,
(1-2a) (A}
e
e_hl lec-s01/2)] , xe {172, 11
S, (x) =
A (1-2a) &y ot0-c0/2)] 0 (X, x € lar2, 1/2]
Portanto,
?‘11 0, .0 0 0
e Cl(qbl} S)‘l(X) zl(t,qle
}‘{2}‘L 0.0 ,0 0 0 .0
e Cz[qﬁl, qbzl Rl O(X] zz[t,r.bl, (152}
4 Az
© e Agt 0,0 ,0 ¥ 0 0 0
e Cg[cbl, ¢3) tho(x) 23(t, ¢ ¢'3]
3
' Adt 0, .0 0 0
e Clg IR (x) z {t,¢)
3 d 3
A
L d R L J
com
_}llt o o
e Shl(x} 21(t’¢1]
*XZL 6, 0 ,0
e RIAO(X] zz(t,qﬁl, ¢2]
lim o 2 = 0 e onde
t3w At 0 o 0
e R2 o{x] zg(t, gbl, r,b3)
A
3
_Adt 0 o
e R (x} z (t,¢7)
d a
L h—d .
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0 Q 1

- Q n 4] L8]
zl(t’¢l) =€ [¢1 C]w’l] SRI]’

a._ 0 0 1 0 2 0 0.0 0
Zz(t’¢1’¢2) - Hz © ¢'1 T [ qbz - C2[¢1’¢2} R1A0 ]
z
o, ,0 0 At Agt 0 0,,0 ,0
z(t¢,6,) = H e ¢ +e [ ¢, - C.(9),0,) RZAO ] e

22 caso:{S,R, R_, R}
1 2 d|z

4
Neste caso, vamos decompor o espaco X como:

X4=Ker [a ~.hI]@Im [a —AI]
2 d 2 d

2

A
d

Aqui também o nlcleo é um subespago unidimensional gerado por U

Ker [a, - A I] =P Xg,
2 d

com P sendc a projecdo espectral. A projecio é dada por:

Q
1 0
PU = Cl(V) o |
Rd
A
L d]
onde
L
o S eI [‘“r“‘d}" 1+ 2(1-a)T (2) ] GAT)
a0 g ((1-2«) Ty - 1] [[1-@ T () —1}
f d f d
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Oy R o 1 = = =
+ CS{Ad,f‘],fs) + C4[Ad,f2,f3,f4)

1 p— p—
[ - HF(?\d] Qz(hd,f'l,f'z)]

[[l—a] Hf[?\d] - 1]

0 comportamento assintdtico, para este caso, pode ser enunciado

pelo teorema abaixo:

TJeonema de Diatnibuicde Eatdwel [Ieckar]: Sejam o, a, constantes.reais

fixas, com 0 ¢ @ ¢ 1, e 1/2 = a < 1 e supcnhamos que g{(2x} <

< 2glx), ¥ x € las2, 1/2]. Entdo, existem constantes reais hl < ?L; £

< )\I < A ¢, fungles ndc—negativas 5., R , R e R . com
3 d . A 1,1 2,1 d
1 A A A
2 3 d
S, (x) >0, R (x)>0, R (x)>0e R (x)>0 para x > a/2, lais
A 1,1 2.1 d
1 A A A
2 ) 3 d
1
¢1
1 ¢|1 4
que, para toda ¢ = P e X, temes ¥ s 20, s=1t~T, T3>0
: 1
¢3
1
L ¢4 -l
fixe, -
?113 1, .1 1 1
e C1(¢1] S;‘I(X) zl(s,qbl}
)‘;s 1, .1 1 1 1,1
e Cz{gbl, qﬁzl Rl 1(:u:] zz(s,qbl, 952)
5 Az
e ¢ = 1 +
. >‘3$ 1, .1 1 1 1,1
e C3(¢1, ¢3] thl(x] ZS(S'qb;’ ¢3)
3
Ads 1,1 i 1
e Clp) R (x) z (s,¢)
4 dy 3
L d = L 4

Prosa: Dada qSl e X(4, entio

120



@
e dai,
a s
2
e
Mas,
a s
2
e
1
onde

1 1,.1
¢ -C4[¢]
R{:I
A
d
r A s
1
e
A s
2
e
1 Is
(1 ~P) ¢ = e 3
L 0
0
0
1o
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0
—?tds 0
lim e = 0
t>00 0
a s .
[ e (I - P) ¢ ]
{3)
a s
. 2
Vamos ver o que acontece com a matriz e
0O
A1S 1
e
(3 * ¢1
%t @ A A
5 @ bmatri ® — M
¢l e submatriz e 2 ¢l & fe 1 @
2 2 1
XSS . Als |
+
i e ¢3 H3& gbl
(3)
951 i 1
Tomemos u = e entdo, como Al < Az < A3
0
_ - . . i
¢1
0 i
S PN B ¢
) C3(¢l,¢3} Rz 1 : 1 21 1,1
13 ¢3 B Ca(¢1’¢3} Rz 1
As
L 0 | 0
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a(S)S ?ll
B
2 (&} i,,1 ,1 3
e ¢1 = C3(¢1)¢3] =
0
Logo,
[ a
1
e
H
2
{31
a4y s (3), (3
- P = _
e (1 -P7) qﬁl H
3
O
] Als 1
[<]
¢1
_ A s ) KZ
Hzle q&l + e
0
O
com
azs : Alg
[e (I*P]¢]3=Hae

1 ASS
e s

1 1 1 1

3

3_

3 1 1 t 1
[¢ C3(¢1’¢3] thl ]

3

dy® 1
[e (I—P]¢]3

0

1 1,,1 .1
- C3(¢1’¢3] Rz 1 ]’
A3

3 1

£ A0

|.[l-2oc)H (al)-1 J
f 3

1



1
A _
g [Gixi-cl1r2)] xe [1/2, 1]
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R (x) = 1
ZA; (1-a) & 5 LEG0-6U/2)] Hr[).;,x] . x € las2, 1/2]
0
* _Al s a =
e tal que lim e [e2(1~P)¢1] = 0
tow 3
4]
(2 1 (2)
2 ° @ 2 7 @
Vejamos agora a matriz e ¢] , onde e gbl
As oy
e qbl
. As As 1
submatriz 2 1 = 1 1 . Come sabemos, A < A, Tomando
€ ¢ + He ¢ 1 2
z Z 1
O
vy,
¢1
v = ,
0 ]
) i 0 ’ [ 1 i
¢1
RI i 1 1 1 1
1,1 .1 A ¢ ~Cleg, 9 )R
= +
v Cz(qﬁl,qﬁz] 2 2 2 1’2 1}‘;
0
L 0 ] 0



Logo,

S DER T 2
a Cz((‘f)l’gbz} €

o

1

(A ¢)

(1<) e

t—co

1
A letxy-stirzy]
e "2

1

_?\'
e tal que lim &

3
—?tz leix)-G(1/2) ]

[( 1-2a) T (A
£

,xe [172, 1]
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Hf(?\;,x] % e [as2, /2]

Com

o, 1 1 1
" szz’gbl’qbz}



_ "l ;
e ¢
i
Por udltimo, para a matriz 0 temos
A o, A A (a 1,1
e ¢ = Cl(qb]] e S?‘l + e gbl - C][qb}] S?‘1 com
—)‘15 A 1,1
lim { e e [qbl - c1(¢1) SA] = 0,
t>0 1
1,1 ! 1 1
Clg) = ¢y,

e—;\i [tx)-ci1r2) ] Cwe 12, 1]

SR{X)z A [oixy-ciurzy]
A (1-20) & LPRIe2 m(aLx), x e las2, 1/2]
tfortanto,
A1S 11 1 1
e Cl{gpl} S?‘I(X] zl(s,qul
PL;.S 1 1 1 1 i 1
e Cz(qbl, ¢a2) Rl lfx) 22(5,1}51, ¢2)
a s ; r\z
e ¢ = als +
Jeig!, s R ) s, ¢ 9h)
! © 31 T3 ZAO 3
3
Ads 1 i 1
e C4(¢J Rd (x) z4(s,¢> )
A
L d .| .
cOom

126




_h s .
1 1 1
e S?‘l(X) zl(s,qbl]
A C o
e tho{XJ zz(s,qﬁl, ¢>2)
lim hl 2 = { e onde
t>m B St 1 1 1
e R2 0[)(] 23(5, q’)l, ¢3}
A
3
*hds 1 1
e R (X)) z(s,¢)
d 4
b ?‘d -

N
[\ ¥] —
-U'}
)—:e-i—-
-
N\_:—
Il
T
4]
S
+
]
b
prm——
.e'
[y} L
i
!
[ L]
=l
L] L]
B
[ I
2
et
L —

1,1
C4(¢) Rdhd

1 1 A 3,1 4
Z4{S,¢]—L8 ¢'2+H4e ¢3+e qb4—

Portanto, tanto no case ! quante no case 2 o tumer tende a se

tornar todo resistente, ndo importando qual farmaco age.
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CONCLUSOES

No capitulo 1, estudames um modelo baseado no modelo estudado por
Diekmann et al. [l10], para uma populacio de células com estrutura de
tamanho e que se reproduzem por fissdo em duas partes iguais. Foram
verificadas existéncia e unicidade de uma solugio da Equagio de
Balango, associindo a ela um Problema Abstrato de Cauchy. Além disso,
foi mostrade que o operador desse problema de Cauchy gera um semigrupo
fortemente continuo, e usando a compacidade do semigrupo, foram
estabelecidas relagbes entre o espectro do semigrupe e o espectro do
operador. Vimos a importancia da funcgéo de crescimento g(x), pois caso
satisfaca g(2x) < < Zg(x}, x & las2, /2], foi mostrada a existéncia de
u'm autovalor dominante e mais, a exXisténcia de uma Distribuicdo de
Tamanhe Estavel.

Tendo em vista a existéncia de farmacos fase-especificos, onde o
tratamento s0 ¢ eficaz em uma determinada fase de crescimento da
célula, entdo Vendite [32] adaptou o modelo estudado por Bell e
Anderson {2], que consistia em um modelo de crescimento de uma
populaciio com estrutura de tamanho e também com estrutura de idade, €
as técnicas da Teoria de Semigrupos e analise espectral, para estudar a
dindmica de populagdes de c¢élulas tumorais sujeitas a uma terapia
anti-blastica qtjle faz uso de somente um farmaco.

Mas como as células tumorais estdo sujeitas a mutagdes
espontaneas, essas mutagdes podem induzi-las a farmaco-resisténcia,
influenciando diretamente na eficdcia do tratamento. De acordo com
Vendite [32], a partir de um certo tempo, o clone celular resistenie
ndo responde mais ao tratamento e o tumor retoma o crescimento até o
momento em que esteja todo resistente. Por isgo, surge a necessidade de
se incorporar ao tratamento mais um farmace capaz de destruir o residuo
tumoral resistente ao farmaco anteriormente usado.

No capitulo 2, foi feito um estudo da populaglo antes do inicio da
terapia com dois farmacos aplicados alternadamente, visande o
comportamento das subpopulagdes resistentes e sensiveis sem a presenga

dos farmacos. Usamos também a Teoria de Semigrupos e analise espectral,
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p'ara o estudoc do comportamento assintdtico das solugdes e o resultade
majs importante que encontramos foi que, quando g(2x) < 2g(x), cada
subpopulacdc do tumor possui um autovalor dominante associado e,
conseqilentemente, existe uma Distribuicdo de Tamanho Estavel. Para o
sistema verificamos também a existéneia de um autovalor dominante (no
caso, associado a subpopulagdo das celulas duplamente resisientes) que
leva a populagfio toda a uma Distribuicio de Tamanho Estavel conforme o
tempo aumenta.

Finalmente, estudamos o periodo de terapia no capitule 3, e para
este  caso, 'néio foi  possivel adaptarmos as técnicas  usadas
anteriormente, pois ndc obtivemos mais Semigrupos, mas sim, Operadores
de Evolugdo. Vimos que todas as subpopulagdes do tumor possuem seus
autovalores dominantes, mas no caso das células resistentes 1 e
resistentes 2, seus autovalores néo se comportarém da mesma maneira
para todo tempo t = 0. Esse fato ¢ muito importante, pois, através dele
pudemos verificar que as células resistentes ao farmaco 1 e as células
resistentes ac farmaco 2 nio s#30 estaveis assintoticamente. Ja as
subpopulagBes das células sensiveis e as das células duplamente
resistentes apresentam  Distribuigdes de Tamanhce Estavels, pois,
conforme os farmacos foram alternados, seus autovalores permaneceram os
mesmos, independente do farmaco.

Entdo, c¢ome o autovaler dominante das células duplamente
resistentes é o autovalor dominante do sistema todo, basta estudarmos
separadamente ,a agdo de cada farmaco aplicado. Em seguida, foram
enunciados e demonstrados os Teoremas da Distribuigic Estavel em ambos
08§ C€as0s.

0Os modelos estudados neste trabalho indicam como o© programa
terapéutico a ser empregado pede influenciar no sucesso do tratamento
anti-blastico. Através da analise assintética das solugdes, podemos
dizer gque um tumor pode perder totalmente sua sensibilidade aos
farmacos usados na terapia apds diversas aplicagBes. Assim, deve
existir um tempo critico de aplicagie, e o conhecimento deste tempo
critico pode ser muito atil para se suspender um tratamento que nédo faz
mais efeito e passar a um outro mais eficiente.

Além disso, podemos concluir que existe nfo sé uma resisténcia
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espontdnea, mas também uma resisténcia temporaria induzida, devide ao
nfdo sincronismo do féarmaco e a fasze de tamanho em que se encontram as
céluias.

Uma das dificuldades em se realizar testes usando o©s modelos
propostos no  nosso  trabalho, surge ao se  tentar  encontrar
e-xpet‘imentalrnente valores para as taxas de crescimento g(x), para as
taxas de mortalidade pl{x) ou mesmo para .as taxas de reprodugio blx).
Assim, torna-se muite dificil comparar os resultados experimentais
obtidos em um tratamento, com os resultados tedricos

Em sua tese de doutorado, Leckar [20] estuda mais detalhadamente
as situagBes onde a terapia é feita usando-se dois farmacos
anti-blasticos continuamente e sujeitos a impulsos, e o que acontece
quando se usam farmacos de acio instantinea na terapia. Ele considera

as taxas de destruicio e as taxas de mutacidc das células distintas.
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