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Resumo

Iniciamos este trabalho com o estudo de equagoes nao lineares, transcendentais de
uma tnica varidvel, com o objetivo principal de abordar sistemas de equacoes nao li-
neares, analisar os métodos, algoritmos e realizar testes computacionais, embasados na
plataforma MatLab "The Language of Technical computer - R2008a - version 7.6.0.324”.
Os algoritmos tratados se referem ao método de Newton, métodos Quase-Newton, mé-
todo Secante e aplicacoes, com enfoque na H-equacao de Chandrasekhar.

Estudamos aspectos de convergéncia de cada um destes métodos que puderam ser

analisados na préatica, a partir dos experimentos numéricos realizados.
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Abstract

This work begins with the study of nonlinear and transcendental equations, with
only one variable, which has the main purpose to study systems of nonlinear equations,
methods and algoritms, in order to accomplish computational tests using MatLab Codes
"The Language of Technical computer - R2008a - version 7.6.0.324". These algoritms
were concerned to Newton’s method, Quasi-Newton method, Secant method, and the
main application was the Chandrasekhar H-Equation.

Convergence studies for these methods were analysed with the applied numerical

methods.
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Introducao

O procedimento usado em geral por cientistas e engenheiros para estudar um dado
fendmeno da natureza consiste em encontrar um modelo matematico que descreve os
aspectos mais importantes do fenémeno e posteriormente recorrer a ferramentas mate-
maticas para analisar o modelo obtido.

Em grande parte dos casos os modelos sao descritos por equagoes nao lineares, e
por vezes nao é possivel obter uma solucao analitica para o problema. Nesse caso se
torna necessério recorrer a métodos numéricos para se chegar a solucao pretendida.

Se para resolver uma equacao linear ax + b = 0 é trivial, o mesmo ja nao ocorre se
considerarmos uma equacao mais complicada.

Passamos a considerar, por exemplo, as equagoes

(a) o' —4a® —2+5=0 e

(b) 2¢® — z.sin(z + 3) = 0.

Ambas sao equacoes nao lineares que, no primeiro caso, apesar de existir uma for-
mula resolvente geral, é muito complicada. J& no segundo caso se faz necessario recorrer
a métodos numéricos.

E portanto mister que para solucionar este(s) tipo(s) de equacoes, utilizemos méto-
dos numéricos iterativos.

O objetivo deste trabalho é discutir os métodos, algoritmos, e analise envolvida na
resolucao de sistemas de equacoes nao lineares.

Um sistema de equagoes nao lineares, (também chamado somente de "equagdes ndo
lineares") esta estruturado como segue:

Dada F': R" — R",

determinar x* € R": F(x")=0 € R",

onde R" denota o espago Euclidiano n-dimensional.
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O cenario tipico é a solugao numeérica de problemas nao lineares, partindo-se de um
ponto inicial x°, que esta proximo da solucdo x*. Iremos discutir os métodos basicos e
suprir detalhes nos algoritmos que sao normalmente considerados para resolucao destes
problemas.

O projeto foi desenvolvido com a utilizacao de literatura especializada, vide referén-
cias [1] [3],[4],[5],[9]

Foi apresentada uma série de exemplos de sistemas de equagoes nao lineares, que
foram apresentados em pequenas dimensoes na primeira fase, e posteriormente siste-
mas nao lineares envolvendo grandes dimensoes, como o problema Tridiagonal de
Broyden.

Os experimentos no presente trabalho foram realizados com MATLAB "The lan-
guage of Technical computer - R2008a - version 7.6.0.324"[9]. *

Os programas utilizados foram: nsol.m e brsol.m, escritos por C.T. Kelley [9].
Os mesmos podem ser obtidos a partir de math.ncsu.edu (152.1.30.3) no diretorio
pub/kelley /matlab, ou também podem ser obtidos de STAM’s World Wide Web
server,? na pagina http://www.siam.org/books/kelley /kelley.html, e o programa New-
ton - newton.m (vide anexo C).

O presente trabalho foi desenvolvido em capitulos, da seguinte forma:

Capitulo T - Métodos para equacodes nao lineares. Foram aplicados os testes envol-
vendo equacoes de uma tnica varidvel, que é a introducao para visualizar os procedi-
mentos, os métodos, os algoritmos, e a andlise envolvida na solucao computacional dos
problemas nao lineares, através do MatLab Code que servird de base para o desenvol-
vimento dos sistemas de multivaridveis. Este capitulo abordou o método de Newton e
o método Secante e suas convergéncias.

Capitulo II - Método de Newton para sistema de equacoes nao lineares. Foram
abordadas as resolucoes de sistemas de equacoes nao lineares, com aplicagao do método
de Newton e do método de Newton Modificado, bem como uma andlise de convergéncia.

Capitulo III - Métodos Quase-Newton para equacoes nao lineares. Foram aplicados

métodos desse tipo a sistemas nao lineares, com destaque para o método de Shamanski,

! MATLAB ¢é marca registrada de The MathWorks, Inc.
2 SIAM - Society for Industrial and Applied Mathematics
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testado com varios parametros: m=>5; m=10; e m=20. Observou-se porém que, para
m=10, obteve-se os melhores resultados. Foram também aplicados para os mesmos
sistemas de equacoes o método de Broyden, e neste caso, observou-se que o mesmo
funcionou relativamente bem para alguns tipos de equagbes, porém, em outros nao,
principalmente para os tridiagonais (trid) com dimensoes grandes, e para o sistema
trigonométrico exponencial (triexp), onde o método nao convergiu.

Capitulo IV - H-equacao Chandrasekhar. Foram aplicados os mesmos MatLab Code,
para a solucao da integral de resolucao da transferéncia radioativa, H-equacao Chandra-
sekhar, com discretizacao do intervalo de integragao [0, 1], com os seguintes parametros:
N =100, ¢=0,9 e N=100, c=0,9999. Finalizou-se com a analise dos resultados obtidos
nos testes computacionais, onde observou-se que a par dos custos envolvidos, o método
de Newton nos parece o mais eficiente, pois em alguns dos sistemas de equagoes, os
métodos quase-Newton nao obtiveram convergéncia. Onde ocorreram convegéncia os

tempos computacionais foram bastante proximos.



CAriTULO 1

METODOS PARA EQUACOES NAO

LINEARES
|

1.1 Introducao

Nesse capitulo abordamos a solucao de problemas de equacoes nao lineares para o
caso escalar, isto é, estamos interessados em determinar as raizes de uma tinica equagao
nao linear; posteriormente métodos numeéricos para solucoes de sistemas de equacoes
nao lineares serao abordados.

Existe uma grande quantidade de métodos de resolugao para este tipo de problema.
Entretanto, dois merecem destaque e sao aplicados com maior frequéncia: Método de
Newton e o Secante |[3].

Estes métodos garantem uma boa aproximagao para a solucao da equacao e sao
relativamente simples, na forma em que sao aplicados, pois estas caracteristicas lhes
asseguram grande popularidade.

A razao do estudo de caso de uma varidvel separadamente é que nos permite com-
preender os principios de construgoes, aproximagoes lineares, algoritmos, que servirao

de bases para algoritmos para problemas envolvendo os casos de varias variaveis.

A formulacao inicial do problema é a seguinte: definida uma funcao nao linear

f R — R, procuramos os valores x,, tais que f(x.) = 0, ou ainda, graficamente,
4
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procuramos os pontos onde a curva f(x) intercepta o eixo dos x, como indica a figura
(1.1). Estes pontos sdo as raizes da equacdo f(x) = 0, ou ainda, os zeros de f.

Os métodos sao iterativos, de forma que estabelecemos uma funcao de iteragao, que
aplicada repetidas vezes, a partir de uma estimativa inicial x, - (iteragao inicial), produz
uma sequéncia de aproximacgoes que convergem ou nao para a solucao do problema.

No caso de uma tnica equacao nao linear, f(z) = 0, um resultado basico do Calculo

Diferencial e Integral é:

Teorema 1.1 Teorema do wvalor intermedidrio: Se f(x) é uma funcdo continua no
intervalo [a,b], e se f(a).f(b) < 0, entdo existe pelo menos uma raiz de f(x) no intervalo

considerado [a,b].

O teorema do valor intermediério nos garante a existéncia de pelo menos uma raiz,

porém, a unicidade é garantida pelo teorema que segue:

Teorema 1.2 Sob as mesmas hipdteses do teorema anterior e, sendo f diferencidvel,
tal que a fungio f'(x) ndo muda de sinal no intervalo considerado, entao existe uma

tnica raiz de f(x) =0 no intervalo [a, b].

1.2 O que é possivel

Consideremos o problema de determinar os zeros de cada uma das funcoes nao
lineares em uma tnica variavel [4]:
fi(z) = 2* — 122% + 472 — 60z
fo(z) = 2* — 120% 4+ 472 — 60z + 24
f3(x) = 2* — 120% + 472 — 60z + 24.1

Seria bom que tivéssemos um programa de computador que implementasse a reso-
lucao dos problemas citados, informando a partir de um dado x,, ponto inicial, que:
"Os zeros de fi(z) sao x = 0 ou 3 ou 4 ou 5"; e que os "zeros de fo(z) sdo v = 1
ou x ~ (0.888"; enquanto que " f3(x) ndo converge para solu¢ao real em um nimero

pré-fixado de iteracoes".
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ot ;‘"
x=4 ~—" X=3

Figura 1.1: gréfico da fungao fi(x)

A determinacao da existéncia e unicidade da solucao de equacoes nao lineares nao é
nossa primeira preocupacao, neste trabalho. E também aparente que podemos encon-
trar ou nao, solucoes aproximadas para a maioria dos problemas nao lineares. Obser-
vamos que, pelo resultado classico devido a Galois, ndao temos uma féormula analitica
capaz de determinar os zeros de polindomios de grau n > 5. Assim, devemos desenvol-

ver métodos que tentam determinar uma solucao aproximada de problemas nao lineares.

1.3 Meétodo de Newton - equacao nao linear de uma

variavel

Seja f a funcdo da figura (1.2), que é diferenciavel em um determinado intervalo
real. Desde que a tangente ao grafico de f no ponto (x1; f(z1)) representa a melhor
aproximacao linear de f, proximo ao ponto considerado, parece razoavel esperar que, se
x1 esta proximo da raiz ¢ da equagao f(x) = 0 entdo, o ponto o, onde a tangente em z;
intercepta o eixo-x, esta também proximo da raiz ¢, vide figura (1.2). A tangente agora
no ponto x, produz o préximo valor xs e assim iterativamente, de forma a obtermos
uma solucao tao préxima de ¢, raiz da equacao, quanto desejarmos.

Dado uma funcao f : ® — R e xg € R, o método de Newton consiste em definir

uma sequéncia x através da equacao
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f(zr)

Ty1 = Tk — f,(%)

k=0,1,2.... (1.1)

desde que f'(x1) # 0 para k = 0,1,2,...., a partir de um dado z5. A expressao (1.1) é
obtida a partir da raiz da equacao da reta tangente no ponto considerado.

Este processo de iteracao é conhecido como Método de Newton (ou Método de
Newton-Raphson), para solugdes aproximadas de equagdes nao lineares f(z) = 0.
Devemos ressaltar que existem situagoes em que o método falha, como veremos ainda
neste capitulo.

As figuras (1.2), (1.3), (1.4) ilustram a conexdo entre as sucessivas aproximacoes

Ty € Tt

/x]' =9/4

Figura 1.2: Aproximacdes iniciais sucessivas

Equacao da reta tangente a f(x) em (xy, f(z1)):
y — flaw) = (@) (z — ).
0— flxx) = f'(z) (@ — z1).

Isolando xyy1, n6s temos a equacao dada por (1.1).

Exemplo 1.1 Aprozimar V/3 pela aplicacio do método de Newton-Raphson a funcao

f(z) = 2* — 3, escolhendo xg = 2 como a primeira aprozimagdo [10].

Desde que f'(z) = 2z, temos:
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i

Figura 1.3: Obtencao de uma nova aproximacao

Figura 1.4: Evolu¢do de um ponto (x) a um ponto xjq
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. (.ifk)2—3_ ($k)2—|—3_ 1 3
Tht1 = Tk 2$k N 2[L‘k N 2($k * $k)

Tabela 1.1: Tabela de valores computados

1 3
k Ty % Tht1 = 5(5’% + l‘_k)
1| 2,0000000 | 1,5000000 1,7500000
2 | 1,7500000 | 1,7142857 1,7314280
31 1,7321428 | 1,7319588 1,7320508

Desde que (1,7320508)% = 2,9999999 na calculadora usada para executar estes
calculos, o método conseguiu obter uma boa aproximagao de solugao em apenas 3

iteracoes.
Exemplo 1.2 Determinar os zeros da func¢do f(x) = cos(x) + x.[12]

Neste caso vamos utilizar um programa do MatLab. (vide Anexo C).
Newton-Raphson Method for solving transcendental equations
Elementos de entrada:

Funcao f(z) = cos(z) +x =0

Aproximacao inicial xg =1

Nimero méaximo de iteracoes = 10.

Critério de parada |f(7)]s < 107°

Elementos de saida:

Raiz =—7.390851.10"

Numero de iteragoes = 7

Critério de parada atingido: |f(x)] < 107°

Utilizamos um software grafico Grapher - plataforma iMac para efeito de compara-

¢ao com o resultado obtido - (vide figuras (1.5) e (1.6)).
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-2,5T

Figura 1.5: y = cos(x) + x

Buscar: [ Raiz H
Valor Inicial
A r— ¢
Expressdo | Valor
x -0,7391
8,8127e-6
y
dy 1,6736
d‘ -3
d2y -0,7391
di2
Exibir
 posico —]
[ ] Tangente El
[ ] Perpendicular El
"] Circulo Osculador El
p

Figura 1.6: Software Grapher-determinacao da raiz
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Seguem alguns exemplos onde o método falha [8]:
i) Claramente o método falha se acontecer que f'(x;) = 0, ou seja, o coeficiente

angular m da reta tangente é zero, com f(xy) # 0 - (vide figura (1.7));

Jix) : m=0

y="f(x)

Figura 1.7: Coeficiente angular m da reta tangente em (xo; f(zo)) é zero

ii) Um outro caso onde o método de Newton falha.

Vejamos a aplicacao do método de Newton para resolver a equagao:

3 \/§

T ot = 0 (vide figura 1.8)

Consideremos o ponto inicial 2o = 0, (isto é, nossa iterac¢ao inicial zo = 0).

S

Como a derivada da funcdo f é f'(z) = 32* — 1, temos f'(0) = —1, e f(0) = —-.
1 l‘g — X -+ \/75 V2

[\
| &I
[\

Dado que 1 = 29 — m.f(xo), ou ainda z; = xy — 31’[2)——1:0 + %: ,
2 1
temos que z; = \/7_; f(z1) = 3

e entao temos:

\G)

2
\/7—+§):0,ouseja,x2:x0:0.

Desta forma retornamos ao ponto de partida, ou seja xy = 0, e desta forma, os

2
valores de xy ficarao variando entre 0 e BB de forma a nao convergir para qualquer
V2 V2 )
50 5
No entanto, se aplicarmos o método de Newton a partir de xo = —1, obtemos os

raiz. Ou seja o método de Newton produz a sequéncia (0,

seguintes resultados:
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x=-1,2511

2
Figura 1.8: Grafico f(x)=2 —z + \/7—

Newton-Raphson Method for solving transcendental equations (vide anexo C).

A raiz = -1.251079

Numero de iteracoes = 4

Resolucao da equagao, utilizando o Software Grapher (Mac) - vide figura (1.9).

Observe que nos dois exemplos onde o método falha, concluimos que a aproximagao
da raiz e a propria escolha deste ponto inicial é de suma importancia pois, o0 mesmo

pode acarretar convergéncia ou nao a solucao.

1.4 Método Secante

Diferentemente do método de Newton que utiliza a reta tangente no ponto con-
siderado para gerar a sequéncia que converge para a solu¢ao da equacdo f(z) = 0,
o método da secante utiliza a reta secante entre dois pontos da funcao, (zx; f(xx)) e
(xk—1; f(zg—1)) que é uma aproximagao para a reta tangente [3| (vide figura 1.10).

Neste caso sao necessarios dois pontos iniciais xy e .

Para estabelecermos a relagao de recorréncia, utilizamos a semelhanga de triangulos,

e temos:

flwo)  flan)

To— T2 T1 — T2

Resolvendo para a incognita xo, temos:
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Buscar: {Raiz E
Valor Inicial
x =|H 8
Expressdo | Valor
x -1,2511
6,8823e-5
y e
dy 3,6956
dr
d2y -7,5064
di2
Exibir
@ posicio [
[ | Tangente IEI
[ Perpendicular EI
[ Circulo Osculador IEI
i

Figura 1.9: Software Grapher - determinagao da raiz - equagao figura (1.8)
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50 T T
4
fx) |
40}
IIIII
'
3ot .-’fl
20} / /
// .‘;
-
o /
10 /’/:"
by
-~ x6
¥0 x@| x5 =
0 2 e -
M.;/ _— x4 x1
10
-2 1 0 1 2 3 4

Figura 1.10: Método secante

zof(21) — 21 f(20)
f(z1) = f(zo)

Podemos chegar a mesma expressao substituindo na iteragao de Newton f'(xy) por

f(z1) — f(xo) 3
Tr1 — Xy ’

Generalizando, a expressao para o termo geral é: dados zg, 21

_wpa fwg) — o f (1)

Lg41 = .

f(xr) — f(xp-1)

Observe que, no método secante nao é necessario o calculo de valores das derivadas

To =

k=23, ..

de f(z), como era no método de Newton; usamos os proprios valores de f(xy) e f(zr_1),
que de qualquer forma seriam calculados. Isto também representa um ganho quando as
derivadas sao de dificeis expressoes pois esses calculos também envolvem custos com-

putacionais.

Exemplo 1.3 O método da secante é usado para encontrar a raiz da equagao cos(x)+

x =0 [10]. Tomamos como valores iniciais 1o = 1 e x; = —0.5 e tolerdncia de 107°.
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Tabela 1.2: Tabela de valores computados
iter. Tp—1 T fzr—1) flm) [ =" |If]] Thy1
1 1.000000 | -0.500000 | 1.540302 | 0.377582 1.500000 1.162719 | -0.987111
2 | -0.500000 | -0.987111 | 0.377582 | -0.436008 0.487111 0.813591 | -0.726065
3 | -0.987111 | -0.726065 | -0.436008 | 0.021727 0.261045 0.457735 | -0.738451
4 | -0.726065 | -0.738456 | 0.021727 | 0.001052 0.012391 0.020675 | -0.739086
5 | -0.738456 | -0.739086 | 0.001052 | 0.000003 0.000630 0.001055 | -0.739085
6 |-0.739086 | -0.739085 | 0.000003 | -0.000000 0.000001 0.000003 | -0.739085
7 | -0.739085 | -0.739085 | -0.000000 | -0.000000 0.000000 0.000000 | -0.739085

Pelo método da secante, com calculos passo a passo, obtivemos a aproximacao da
solucao para o exemplo em questao, isto é, x = —0.73908513, em 7 iteracoes. Aqui foi
utilizado um programa do MatLab que implementa o método da secante (vide anexo B).
Realizamos comparacao entre os resultados obtidos pelos métodos: Newton-Raphson e
da Secante, implementados nos programas do MatLab, aplicados & resolucao da equa-

¢ao f(z) = cos(xz) +x = 0.

Observamos que ambos os métodos obtiveram, em apenas 7 iteragoes, uma boa
aproximacao para a solucao do problema em questao. Destacamos que a escolha dos
pontos iniciais é fundamental para o desempenho desses métodos iterativos. No caso do
método de Newton, um ponto inicial mais préoximo da solucao, como o valor -0.5 usado
na inicializagao do método da secante, poderia gerar melhores resultados em relacao ao

numero de iteragoes.

A partir de um valor inicial préximo da raiz procurada, se a fungao possui derivadas
continuas, e f’ nao se anula em x,, temos a garantia de convergéncia, tanto no método
de Newton, quanto no método da Secante. Quanto a evolucao do erro desses métodos,

podemos citar o resultado que pode ser encontrado em bibliografia especializada [2].
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1.5 Convergéncia

Dado um processo iterativo que produz uma sequéncia de pontos x, s, ..., a par-
tir de um ponto inicial x(, nés estamos interessados em determinar se esta sequéncia
converge para a solucao x,, e ainda quao rapidamente. Se nés assumirmos que esta
converge, entao as seguintes definicoes caracterizam as propriedades que serao necessa-

rias.

1.5.1 Algumas Definicoes:
Definicao 1.1 Sejax, € R, =, € R, £=0,1,2,....
Entao, a sequéncia: {x;}={xo,x1,2s,....} € dita convergente a x,, se:
lim |z — .| = 0.
k—o00

Definigao 1.2 Se, em adicdo, existir uma constante ¢ € [0,1], e um inteiro k., >0,

tal que para todo k > k.,
[Zep1 — 2| < ¢ — 24l

entdo, {x} é dita g¢-linearmente convergente a x.,.

Defini¢ao 1.3 Se para alguma sequéncia {cy} que convirja a zero,
|Th1 — x| < o |k — 2,

entdo, {z)} é dita ser g-superlinearmente convergente a x.,.

Definigao 1.4 Se existirem constantes p > 1, ¢ > 0 e k, > 0, tais que {xy} converge

para ., € para todo k > k,,
[Zrp1 — 2] < e — 2P,

entao, {xy} € dita convergente a ., com "g-ordem” pelo menos "p". Sep =2 oup =3,

a convergéncia € dita g-quadrdtica ou g-cubica, respectivamente.

Definicao 1.5 Uma funcao g é dita Lipschitz continua com constante v em um con-

junto X, denotado por g € Lip,(X), se, para todo z,y € X;

l9(x) — g(y)| < 7]z —yl.
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1.5.2 Convergéncia dos métodos de Newton e Secante

Teorema 1.3 Seja f : D — R, D um dado intervalo aberto, e seja ainda f' € Lip, (D).
Assuma que para um dado p > 0, |f'(x)| > p, para todo x € D. Se f(x) =0 tem uma
solugcao x, € D, entao hda um n > 0, tal que:

Se |xg — x| <, entdo a sequéncia {x,}, gerada por:
Tpnt1 = Tp — f(xn>
estda bem definida e converge para x,. Mais ainda, paran =0,1,2, ...

para n=0,1,2,....

(Convergéncia q-quadrética).
Para prova do teorema, vide [4].

Sob as mesmas hipoteses do teorema 1.3, a sequéncia {x,} gerada pelo método das
‘xn-l—l _ SL’*|

secantes converge a X, e, para n suficientemente grande, = ¢, para alguma

o =
constante ¢ nao nula e p ~ 1.618 (convergéncia g-superlinear).



CAPIiTULO 2

METODO DE NEWTON PARA SISTEMAS

DE EQUACOES NAO LINEARES

2.1 Introducao

O problema bésico a ser estudado neste capitulo é a resolucao de sistemas de equa-
¢oes nao lineares; a formulacao dos mesmos é: Dada uma funcao F : " — R,
determinar x* € R", tal que F(x*) = 0, onde F é uma fungao continua, para que o
problema esteja bem definido e diferenciavel, para que os métodos que vamos abordar
sejam aplicaveis.

Representamos:

fl(x1,$2, ..... a:n)
F(ZL‘) _ f2($1,$2, ..... xn) (21)
fn(xhl’Q, ..... I’n)

Vamos analisar, inicialmente, os exemplos a seguir:

fi(z) =2 + a5 —2

2
fo(x) :xf—ﬁ—l, onde = (11, 15) € R*

9
18

Exemplo 2.1 Sejam as fungoes:
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Figura 2.1: Grafico das funcoes f; e fo do exemplo 2.1

fl(fL') = O

O sistema de equacgoes admite quatro solugoes, que sao os pontos
foz) =0

onde as curvas fi(z) e fo(x) se interceptam como mostra a figura (2.1).

filz) =2} + 22— 0.2
Exemplo 2.2 Sejam as funcoes : 1 () 1 2

folz) =25 — a1 +1

fi(z) =0

Neste exemplo observamos que o sistema, nao tem solucao, pois nao
fg(.%) =0

existem pontos onde as curvas se interceptam, como mostra a figura (2.2).

Para uma dimensao qualquer, a analise de existéncia e unicidade de solucao de um
sistema nao linear pode se tornar uma questao complexa. Em nosso trabalho, vamos
nos concentrar no estudo de métodos numéricos para resolucao de equacoes nao lineares,

sem entrar em detalhes sobre a teoria da existéncia e unicidade de solucao.
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Figura 2.2: Grafico das funcoes f; e fy; do exemplo 2.2

2.2 Meétodo de Newton para sistemas de equacoes nao

lineares

Seja o conjunto de n equacoes nao lineares em n varidveis:

(2.2)

Na forma vetorial, temos: F(z) =0, onde x € R" e F(x) ¢é definida como:
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Similarmente ao caso de uma variavel, a matriz Jacobiana, das derivadas parciais

de 1* ordem de F', é dada por:

ofi(x) 0fi(x) Jf1(x)

o0xy 01y ox,,
Af2(x)  9f2(x) 0f2(x)
J(x) = o, 9z, —c%cn

Ofn(x)  Ofn(x) Ofn(x)

ox,,

O método de Newton consiste em fazer uma aproximacio linear Lj(x) ~ F(x*) +
J(x*).(x —x"), da funcdo F no ponto x* dado, representada por planos ou hiperplanos.
A partir da utilizacao destas aproximagoes lineares para k = 0,1, 2, ..., seguem-se as
iteracoes, gerando uma sequéncia que, sob certas hipoteses, converge para a solucao.

Como em qualquer método iterativo, precisamos estabelecer critérios de parada para
aceitar um ponto x* como uma boa aproximacdo da solucio exata x*, ou ainda para
detectarmos a convergéncia lenta do processo. Uma vez que, na solu¢ao exata x*,
temos: F(x*) = 0, um critério de parada consiste em verificar se todas as componentes
de F(x*) tém modulo pequeno. Como F(x*) é um vetor no %", verificamos se a norma
de F(x*) ¢ menor que um dado e, isto é: ||[F(z")|| < ¢, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno.

Outro critério de parada consiste em verificar se a norma entre duas iteragoes suces-

k+

sivas estd proxima de zero, isto ¢, escolhemos x*™! como uma boa aproximacio para a

k41

solugdo exata x*, se temos ||x x*|| < ¢ esse critério ¢ denominado de erro absoluto.

Pode-se alternativamente usar o erro relativo, que também consiste em um critério de
k1 _ ok

da isto ¢ X X

r i P

parada, isto é T

O método mais amplamente utilizado e conhecido para resolver sistemas de equa-

< €.

¢Oes nao lineares e transcendentais é o método de Newton (também conhecido como

método de Newton - Puro).
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Cada iteracao k£ do método de Newton consiste na obtencao de um zero da apro-

k1 Assim o método requer

ximacao linear Lj(x), o qual serd a nova estimativa x
basicamente, a cada iteracao:

i) A avaliagdo da matriz Jacobiana no ponto em questdo, J(x").
ii) A resolucdo do sistema linear J(x*).s" = —F(x").

iii) A atualizacdo do novo valor x**! = x* 4 s*.

Exemplo 2.3 Resolver o sistema de equagoes a sequir:

fi(z) = In(z?3 + 225 +1) — 0.5 = 0. (2.3)

fo(z) =29 — 27 +0.2=0

Figura 2.3: Grafico das funcoes f; e fo do exemplo 2.3

Neste exemplo vamos resolver o sistema de duas formas:

i) Executando inicialmente, passo a passo, todas as operacoes envolvidas nas itera-
coes.

ii) Resolvendo o sistema usando um programa MatLab envolvendo operac¢oes com
matrizes, onde pode-se ressaltar que a operagao de divisao tem duas formas a saber [6]:

Divisao a esquerda - Esta divisao a esquerda é usada para resolver a equacao

matricial Ax = b, onde A é matriz nao singular. Nesta equacao x e b sao vetores
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coluna. Esta equagao pode ser resolvida pela multiplicagao & esquerda, dos dois lados,

pela inversa de A.
A Ax = A"b
O lado esquerdo desta equacao é x, desde que:
A Ax =Ix=x

Entdo a solucdo de Ax =b é: x = A"'b
No MatLab, a ultima equacao pode ser escrita usando o caracter de divisao a es-

querda, isto é:
x=A\b

O método pelo qual o MatLab calcula x é diferente. No primeiro caso o MatLab
inicialmente calcula a inversa A™' e a usa para multiplicar por b. No segundo caso
(divisdo & esquerda) a solugao é obtida numericamente com um método baseado na
eliminacao de Gauss. O método da divisao a esquerda é recomendado para resolver
conjuntos de sistemas de equagoes lineares, pois o método da inversa pode ser menos
preciso que a eliminacao de Gauss, quando aplicado em matrizes de grandes dimensoes
[7].

Divisao a direita - A divisao a direita é usada para resolver a equacao matricial
xC' = d. Nesta equacao x e d sao vetores linha. Esta equacao pode ser resolvida pela

multiplicacao pela direita ambos os lados pela inversa de C:
x.CC ' =dCc™!

portanto x = d.C™ L.
No MatLab esta ultima equacao pode ser escrita usando o caracter de divisao a

direita.
x=d/C

Resolugao passo a passo
Vamos utilizar como primeira aproximacao x” = (1,1), de forma a obter a solucdo
positiva do sistema do exemplo (2.3), com critério de parada : ||F(x*)||o < 107,

Avaliacao da matriz Jacobiana:
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Ofi(z1,22) Ofi(x1,22)

- 81‘1 8]}2
T@L2)= or (21 29)  0foler )
axl 8%2
21.1 4:13'2
J(zy,z0)=| 21 +223+1 2f+223+1
—21‘1 1

Primeira iteracao:

i) Avaliar a Jacobiana no ponto considerado , isto é: J(2°), e a funcdo, F(z2)
i) Resolver o sistema J(2%).(s") = —F(2°)

iii) Determinar o novo ponto ! = 2% 4+ s, e assim sucessivamente.

Assim, para o ponto inicial 2° = [1;1], temos:

2 4.1
J(1,1)= 12421241 12421241
—2.1 1
1
— 1
J(1,1) = 2
-2 1

fi(1,1) =In(1+21* +1) — 0.5 = In(4) — 0.5 = 0.8863
f(1,1)=1-12402=0.2
Resolugao do sistema: J(1,1).(s°) = —F ()

1 0
3 1 st [ —0.8863
9 1 5% —0.2000
—0.2745 . .
e assim sucessivamente, obtendo-se:
—0.7491
1 0.7255 0.6982 0.6968 0.6968
= x2 = I’s = x4 =
1 0.2510 0.2868 0.2856 0.2856
||[F (x| = 1.511107%
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Resolucgao do sistema utilizando programa do MatLab (vide anexo C)
Este programa usa a divisao a esquerda. Introduzimos uma nova variavel G =

—F(x) para efeito de simplificagao.

Dados de entrada do programa:
[z, k] = newton(0.000001)

aproximacao inicial [1; 1]

Tabela 2.1: 1* Iteragao

item Valor
2] = 1
T = 1
fi 0.8863
f 0.2000
B —0.8863
B (—0.2000)
J— 0.5000 1.000
—2.000 1.000
—0.2745
s=J\G (—0.7490)
S (0.7255)
0.2510
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Tabela 2.2: 2¢ Iteracao

item Valor
T = 0.7255
Ty = 0.2510
fi 0.0022
f2 -0.0754
—0.0022
G = ( 0.0754 )
P 0.8782  0.6076
—1.4510 1.0000
—0.0272
s=J\C (0.0358)
2 (0.6982)
0.2668

Tabela 2.3: 3% Iteracao

item Valor
r] = 0.6982
T = 0.2868
fi 0.0020
f -0.0007
—0.0020
G= ( 0.0007 )
T 0.8453  0.6944
—1.3965 1.0000
—0.0014
s=J\G (—0.0012)
5 (0.6968)
0.2856
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Tabela 2.4: 4¢ Tteragao

item Valor
7] = 0.6968
Ty = 0.2856
fi 0.0892.10°
fo —0.1925.10°
a- (—0.0892.10‘5)
- 0.1925.107°

0.8453  0.6929
—1.3937 1.0000

—0.1229.10°
s=J\G ( 0.0212.10° )

L 0.6968
- 0.2856

critério de parada atingido ||F(z*)|| = 1.511107°

0.6968

1 0.2510 0.2868 0.2856 0.2856

0 1 0.7255 0.6982 0.6968

W

k = 4 iteracoes.

Com o programa Matlab, obtivemos também o valor 2* = [0.6968,0.2856] apos 4
iteragdes, com critério de parada satisfeito ||F|| = 1.511107 .

Devemos, no entanto, observar que a avaliacao da matriz Jacobiana, e a resolucao
do sistema linear J(z")s" = —F(2%), para todo k = 0,1,2, ..., torna a iteracdo do
método computacionalmente cara. Alternativas para contornar estas dificuldades serao
discutidas no final deste capitulo e no préoximo. Por outro lado, a grande vantagem do
método de Newton é a sua velocidade de convergéncia, como veremos a seguir.

Convergéncia

No teorema seguinte vemos que a convergéncia local no Método de Newton é q-

quadréatica; para demonstracao vide [4].

Teorema 2.1 Seja F' : R" — R" uma funcao continua e derivdvel em um conjunto

convezxo aberto D C R". Suponha que existe T© € R" e r, B > 0, tais que a vizinhanca
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Iz, r) C D, F(z") = 0, J(z")"" existe com ||J(z)*)7 || < B, e J € Lip,(9(z",7)).

Entao, eviste € > 0 tal que, para todo 2° € 9(z*,€), a sequéncia x*, 2%, ..., gerada por
" = aF — J(@M) TV F (@), para k =0,1,2, ...
estd bem definida, converge para x* e satisfaz:

||2" — a*[] < Byl|l* — 2*|]* para k=0,1,2, ...

(convergéncia g-quadrética)

2.3 Meétodo de Newton Modificado

No sentido de que o método de Newton (Puro) tem custos significativos quanto ao
calculo das matrizes Jacobianas a cada iteracao, a introducao do método de Newton
modificado se deu com o objetivo de eliminar esta necessidade, reduzindo assim os custos
computacionais envolvidos, porém com a desvantagem do decréscimo da velocidade de
convergeéncia.

Consideremos o sistema de equagbes nao lineares (2.2) e a resolucao deste através do
Método de Newton Modificado, conhecido também como Método de Newton
Estacionario, que consiste em obter a solucao do sistema com uma tnica avaliagao
da matriz Jacobiana, isto é, somente avaliamos esta no ponto inicial, ao contrario do

método de Newton, que avalia a Jacobiana em todas as iteracoes.

Em resumo o método de Newton Modificado consiste em:

i) Avaliar a Jacobiana no ponto inicial 2% J(2°).

ii) Resolver o sistema J(2°).(s°) = —F(a2").

. 1 _ .0 0 . .

iii) Determinar o novo ponto 2= = x" + s', e assim sucessivamente, tendo calculado
a Jacobiana somente no ponto inicial.

Vamos resolver o sistema de equacoes que anteriormente fora executado com o mé-

todo de Newton-Puro (Exemplo 2.3),
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Exemplo 2.4 Resolver o sistema:
fi(x) =in(2? +225+1)—-05=0
folz) =29 —224+0.2=0

(vide figura 2.3)
Similarmente ao método de Newton, resolvemos o sistema Jyx = (G, passo a passo,
com todas operagoes envolvidas.

1% Iteracao

1
7¥ =
1
£1 = 0.8863
£2 = 0.2000
[ —0.8863
—0.2000
B —0.2500 1.0000
1.0000 0.0000
B —2.0000 1.0000
0.0000 1.2500
—0.2000
y=L\G=
—0.9363
s=U\vy
. [—0.2745
S =
—0.7490
2l = 20 4 g0
. (07255
€T py
0.2510

E assim sucessivamente para as proximas iteracoes, mantendo a Matriz Jacobiana cons-

tante, calculada no ponto z°, vide resultados a seguir.
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Tabela 2.5: 1% Iteracao

item Valor
V= 1
Ty = 1
fi 0.8863
I 0.2000
—0.8%63
G= (—0.2000>
~0.2000
y=L\G | {9363
—0.2745
s=U\Y | | _7400

0.7255
0.2510

Tabela 2.6: 2¢ Iteracao

item Valor
T = 0.7255
T = 0.2510
fi 0.0022
f -0.0754
—0.0022
G= 0.0754
0.0754
y=1L\C (0.1674)
—0.0310
s=UNY {00133

0.6944
0.2643
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Tabela 2.7: 3% Iteracao

item Valor
T = 0.6944
75 = 0.2643
fi -0.0163

fo -0.0180
0.0163

G= (o.mso)
0.0180

y=L\¢ (o.ozos)

—0.0006

s=U\y (0.0166>

0.6938
0.2809

Tabela 2.8: 4° Iteracao

item Valor
T = 0.6938
T = 0.2809
fi -0.0057
f -0.0004
0.0057

G= (0.0004)
0.0004

y=1L\¢ (0.0059)

s—U\y (0.0021)
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Tabela 2.9: 5% Iteracao

item Valor
r] = 0.6959
Ty = 0.2856
fi -0.0007
f 0.0013
0.0007
G = (—0.0013>
—0.0013
y="L\C 0.0004 >
0.8077.10°
s=U\y <o.3102.103)
5 0.6967
€T =
0.2860

Tabela 2.10: 6 Iteracao

item Valor
rh = 0.6967
T = 0.2860
fi 0.1836.1073
fo 0.4905.1073
o —0.1836.1073
—0.4905.1073
—0.4905.1073
y=L\G | { 3062102
0.1227.1073
s=UNY | { _0.2449.10-3
6 (0.6968)
0.2857
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Tabela 2.11: 7% Iteracao

item Valor
2% = 0.6968
75 = 0.2857
fi 0.11175.10°
fo 0.0744.1073
o= (—0.1175.10—3
- —0.0744.1073
—0.0745.103
y=L\G | 1361103
—0.0172.1073
s=U\y (—0.1089.103>
7 (0.6968)
0.2856

Tabela 2.12: 8" Iteracao

item Valor
— 0.6968
Ty = 0.2856
fi 0.2748.10~*
fo —0.1044.107*
O —0.2748.10~"
- 0.1044.107*
0.1044.107*
y=LA\G | { (9487102
—0.1517.107*
s=U\y (—0.1990.10—4>
5 (0.6968)
0.2856
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Tabela 2.13: 9* Iteracao

item Valor
25 = 0.6968
25 = 0.2856
fi 0.0873.107°
fo —0.9196.10°
B —0.0873.107°
B ( 0.9196.10~° )
0.9196.107°
y=1L\C <0.1426.1O_5
—0.4028.10°
s=U\y | | 91141100
9 (0.6968)
0.2856

Tabela 2.14: 10* Tteragao

item Valor
r) = 0.6968
Ty = 0.2856
h —0.1741.10°
fo —0.2442.10°
o= (0.1721.10—5)
- 0.2442.107°
0.2442.107°
y=1L\G <0.2352.10—5)
—0.0280.10°
s=UNY | 0188110~
L0 _ (0.6968)
0.2856

Critério de parada satisfeito ||F|| = 0.6746.10~°
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Resolucgao do sistema utilizando o programa "Newtonmodificado", programa este
que executa todo processo iterativo utilizando o calculo da Jacobiana sémente no ponto
inicial. (vide anexo D). Resolucao:

[z, k]=newtonmodificado (1.d — 6)

entre com a aproximagcao inicial [1; 1]

. 1 . (07255 , (06945
r = i Tr =
1 0.2510 0.2643
5 0.6938 4 0.6960 5 0.6967
r = €T =
0.2809 0.2856 0.2860
6 0.6969 . 0.6968 5 0.6968
Tr —= Tr —=
0.2857 0.2856 0.2856
. [0.6968 o [0.6968
€T j—
0.2856 0.2856

k = 10 iteracoes.

Com este programa do Matlab, obtivemos o valor #'° = [0.6968, 0.2856] apds 10
iteracdes, com critério de parada satisfeito ||F|| = 0.6746.107°.

Dos resultados obtidos, comparando-os com os do método de Newton, observa-se
que o método de Newton modificado é muito mais lento, sendo que no primeiro caso
foram necessarias 4 iteracoes, enquanto que no Newton Modificado foram necessarias
10 iteragoes.

Em relacao a convergéncia deste método: verificamos que, sob as mesmas hipoteses
do teorema 2.1, a seqiiéncia gerada pelo método de Newton Modificado converge g-

linearmente a z*, ou seja, 3 K. > 0, tal que:
|25 — 2™ < Klla® — 27||[|2" — 27|.

A demonstracao pode ser encontrada em [9].



2.4 Método de Newton Discreto 36

2.4 Meétodo de Newton Discreto

Em muitas situagoes, é dificil e/ou computacionalmente muito caro obter a Jaco-
biana da funcao F, ainda que seja em um tnico ponto, como é o caso que ocorre no
método de Newton modificado. Podemos entao lancar mao de aproximacoes para as
derivadas parciais de F, substituindo a Jacobiana analitica J(x) por uma aproximagao
obtida a partir de diferencgas finitas.

Se f é¢ uma fungao de uma variavel, podemos aproximar a derivada f'(x) por:

f'(w) = (f(z+ h) = f(x))/h,

onde h é um valor positivo, proximo de zero. Esta aproximacao é conhecida como
diferenca avancada, e podemos pensar que o método das secantes, estudado no Capitulo
I, tem uma aproximagao desse tipo como base.

Outras aproximagcoes para a derivada de uma funcao em R, bem como a anélise dos
erros cometidos nestas aproximagoes, podem ser encontradas em |2].

No caso de varias variaveis, objeto deste capitulo, podemos usar a mesma idéia para

aproximar a componente (i, j) da Jacobiana J(x) por:

Jij(@) = (fi(z + he;) — fi(x))/h (2.4)

onde e; denota o j-ésimo vetor da base canonica de #". A versao do método de Newton
em que a Jacobiana em cada iteracao k, J (m'“), ¢ aproximada, usando-se a expressao
(2.4) calculada em z*, é conhecida como método de Newton Discreto.

Se o passo h da discretizacao é escolhido apropriadamente, podemos até mesmo
preservar a convergéncia quadratica do método de Newton. O seguinte teorema resume

as propriedades de convegéncia do método de Newton Discreto:

Teorema 2.2 Suponha que F e x* satisfazem as mesmas hipoteses do Teorema 2.1.
Entao existem €, h > 0 tais que, se {hy} é uma seqiéncia real com 0 < |hi| < h e
2% € N(2*,¢), a seqiiéncia {x*} gerada por:

(Ar); = (F(a" + hyey) = F(a") /g, j=1,00im,

" =2k — ATTF(2Y),  k=0,1,2,.....
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estd bem definida e converge g-linearmente para x*.

Se lim hy, = 0, entao a convergéncia é q-superlinear.
k—0

Se existe alguma constante ¢y tal que:

el < el = a7l
ou equivalentemente uma constante co tal que:

[l < cal [F(2%)]],

entao a convergéncia € q-quadrdtica.

A demonstracdo pode ser encontrada em [4].



CAPIiTULO 3

METODOS QUASE-NEWTON PARA

EQUACOES NAO LINEARES

3.1 Introducao

A partir da idéia de que, para a resolu¢do de sistemas nao lineares como (2.2),
o método de Newton é bom, porém com alto custo computacional, parece natural a
introducao de métodos "quase bons", porém de custo relativamente baixo.

A maioria dos métodos quase-Newton foi estabelecida com este objetivo.

Para ser (quase) tdo bom quanto o método de Newton, estes métodos devem ser
parecidos com o de Newton sob varios pontos de vista.

O formato dos métodos quase-Newton é:

BF s8 = —p(2F)

ghHl gk g gk

onde By é uma substituta da matriz Jacobiana J(z*).
A reducao de custos operacionais tem, como contrapartida, a reducao na velocidade
de convergéncia. O método quase-Newton mais simples é o chamado de Newton Modi-

ficado (Newton Estaciondrio), visto anteriormente, onde fixamos By, = J(2°).

38
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3.2 Método de Shamanski

O método de Newton modificado tem como objetivo reduzir o custo computacional
por iteragao, em geral, gera uma sequéncia de pontos {xk} que converge bem mais
lentamente a solucao do que quando aplicamos o método de Newton. Buscando um
compromisso, entre menor custo computacional e maior velocidade de convegéncia,
surge o método de Newton estacionario com recomegos a cada m iteragoes, sendo m
inteiro e constante para todo o processo, também chamado de método de Shamanski;
ou seja, fixado um inteiro m, fixamos a matriz substituta da Jacobiana a cada m
iteracoes.

Existem estudos para encontrar m 6timo, com relacao a grande eficiéncia e baixo
custo. Mas estes resultados referem-se a casos de problemas especificos; vide literatura
especializada [11].

Concluida uma aproximacao z* e definido um inteiro m de iteraces sucessivas com

1 bor:

Bjk = J(xk), para j = 1,....,m—1, podemos descrever a transicio de z* para
yl — l‘k o J(:L‘k)_lF(xk)
Y =y; — J(@")LF (), para 1<j<m—1
=y
Observar que para m=1, temos o método de Newton (Puro), e para m = oo, 0
método de Newton Modificado. Sob as mesmas hipoteses do teorema 2.1, do capi-
tulo anterior pode-se mostrar que a seqiiéncia {xk} gerada pelo método de Shamanski

converge g-superlinearmente a x*.

Tomemos novamente:

(f1(X) = In(z3 + 225+ 1) — 0.5

\f2(X) = T2 — x% + 0.2

Para aplicar o método de Shamanski, passamos a resolver o sistema:
fi(x) =0

\fg(l’) =0
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Como pelo método de Newton Modificado foram necessarias 10 iteragoes, escolhe-

mos, para efeito de exemplo, m = 3.

Usamos como critério de parada ||F(z*)|| < tol, com tol = 1075.

Tabela 3.1: 1% Tteracdo: - Calculamos J(x°)

item Valor
2] = 1.0
Ty = 1.0
f 0.8863
fo 0.2000
—0.8863
G —0.2000
; (0.5000 1.000>
—2.000 1.000
—0.2745
s=J\G —0.7490
1 0.7255)
0.2510

[|F(2")|| = 0.07535998 > tol
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Tabela 3.2: 2% Iteracdo - Mantida J(2")

item Valor
T = 0.7255
Ty = 0.2510
fi 0.0021
f 0.0753
—0.0021
G (—0.0753>
; 0.5000  1.0000
—2.0000 1.0000
—0.0031
s=J\G ~0.0133
2 (0.6944)
0.2643

|F(2%)]] = 0.886229436 > tol

Tabela 3.3: 3“ Tteracdo - Mantida J(2°)

item Valor
r] = 0.6944
T3 = 0.2643
fi -0.0163
fo -0.0179
0.0163
G (0.0179)
r 0.5000  1.0000
—2.0000 1.0000
—0.0006
s=J\G <0.0166>
.3 (0.6938)
0.2809

[|F(2*)|| = 0.00581116 > tol
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Tabela 3.4: 4% Iteracdo: - Calculamos J(z*)

item Valor
7 = 0.6938
T = 0.2809
fi -0.0057
f -0.0004
0.0057
G (0.0004)
; 0.8464 0.6856
—1.3876 1.0000
0.0030
s=J\G 0.0046
A (0.6968)
0.2856

[|F(2)|] = 0.00575174 > tol

Tabela 3.5: 5% Tteracdo: - Mantida J(z%)

item Valor
r] = 0.6968
Ty = 0.2856
fi 0.000015
f -0.000009
o (—0.000015)
0.000009
r 0.8464 0.6856
—1,387 1.0000
—0.1195
s=J\G <0.0732>
45 (0.6968)
0.2855

[|F(2°)|| = 0.000015143 > tol




3.2 Método de Shamanski 43

Tabela 3.6: 6° Tteracio: - Mantida J(z%)

item Valor
7h = 0.6968
Ty = 0.2855
fi -0.00000004
f 0.00000006
o (—0.00000004)
—0.00000006
r 0.8464 0.6856
—1.3876  1.0000
0.00000005
s=J\G (0.00000002)
46 (0.6968)
0.2855

||F(2%)]| = 0.000000069 < tol - critério de parada satisfeito

Utilizamos a rotina nsol.m do MatLab, escrita por C.T. Kelley [9], novembro de
1993, para Newton Discreto, Shamanski e Newton Modificado, conforme os parametros
[maxit, isham, rsham| (para detalhes vide Anexo A), sendo para o Método de Newton
Discreto: maxit = ntimero maximo de iteracoes, isham = 1 e rsham = 0; para Sha-
manski: maxit = nimero maximo de iteragoes, isham = 3 (no exemplo) e rsham = 1; e
para Newton modificado (Chord): maxit — ntmero maximo de iteragdes, isham — -1 e
rsham = 1. Em todos os casos, a matriz Jacobiana ¢ aproximada por diferencas finitas.

Considerando novamente o exemplo 2.3, vamos mostrar, a seguir, os resultados obti-
dos com nsol.m executando os métodos de Shamanski e Newton Discreto. Mostramos
também resultados obtidos com o método de Newton Puro implementado no programa
citado no capitulo 2, secao 2.2.

Shamanski

function [f] = fcarlos(x)

fi(z) =In(2? +2% 23 +1) — .5

fo(z) =29 — 22 + .2

f=f7;
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» clear all
Entre com os parametos iniciais: [40,3,1]

Entre com o erro aceitavel: |1.d-6,1.d-6]

0 1 1 0,7255 5 0,6945 5 0,6938 A 0.6968
X = X = x° = x> = x! =
1 0,2510 0,2643 0, 2809 0.2856
. {0.6968
X =
0.2856
Com o programa Matlab rotina nsol, obtivemos o valor x° = [0.6968, 0.2856] apos
5 iteracbes, com critério de parada satisfeito ||f(x®)|| = 7.2701075.

Newton Discreto

function [f] = fearlos(x)

fi(z) =In(2? +2% 23 +1) — .5

fo(x) = 29 — 23+ .2

f=t’

» clear all
Entre com os parametos iniciais: [40,1,0]
Entre com o erro aceitavel: [1.d-6,1.d-6]

1 0.7255 0.6982

O o o o [0696s) (06968

1 0.2510 0.2867 0.2856 0.2856
Com o programa Matlab rotina nsol, obtivemos o valor x* = [0.6968, 0.2856] apods

4 iteraces, com critério de parada satisfeito ||f(x*)|| = 1.603102.

Newton-Puro
» clear all
fcarlos Newton-Puro
» [x,k|=newton(1.d-6,1.d-6)
entre com a aproximacao inicial |1,1]
1 0.7255 0.6982

0.6968 0.6968
x? = x! = x? = x® = X =

1 0.2510 0.2867 0.2856 0.2856
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Com o programa Matlab rotina Newton-Puro, obtivemos o valor x* = [0.6968, 0.2856]
apos 4 iteracdes, com critério de parada satisfeito || f(x*)|| = 1.51110 2.

Alguns exemplos da literatura foram testados usando o método de Newton-Puro
e a rotina nsol para os métodos de Newton Discreto e de Shamanski. Os resultados

obtidos estao listados na tabela 3.7:
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Problema 3.1 fdennysi:

fi(z) :xf—kxg -2

fol) = e a2

Figura 3.1: Grafico 3D - fun¢ao dennysl

Figura 3.2: Pontos de intersecao funcao dennysl
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Problema 3.2 fdennys2:

Figura 3.3: Grafico 3D - fun¢ao dennys2

Figura 3.4: Ponto de intersec¢ao funcao dennys2
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Problema 3.3 fcontel:

filz) =x1 + ety (x9 + 3)2 — 27
xo—2
fo() = o

f3(z) = 25 + sin(wy — 2) + 25 — 7

+ 235 — 10

Figura 3.5: Grafico 3D e ponto de interseccao fungao contel
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Problema 3.4 fconte2:

fi(z) = x1 + logro(z1) — x%

fo(z) = 223 — 219 — 521 + 1

Figura 3.6: Grafico 3D - fungao conte2

T

24

Figura 3.7: Pontos de interseccao funcao conte2
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Problema 3.5 ffausett:

(

fl(x):xf—kxg—l—xg—l

fo(z) = 23 + 22 - 0.25

\fg(l’) = .'L'% + Q?% + 4$3

Figura 3.8: Grafico 3D - funcao fausett
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A tabela 3.7 é composta de seis colunas indicando: na 1 a funcao estudada, na
2% a rotina aplicada, na 3% o numero de iteragoes (K), na 4 o tempo computacional

M xF|| o), critérios

medido em (ms). Nas colunas 5 e 6% a norma de F e de s (s = ||x
de parada. Para o método de Shamanski foram utilizados os parametros m = 5,m =

10, m = 20

Tabela 3.7: Valores computados

Funcao Rotina K | tempo(ms) ||F|| 18]
fedennysl Newton-Puro 5 41,289 0,6342.10°% | 0,4523.10°°
Newton Discreto | 5 127,408 0,2426.107° -
Shamanski (m=>5) | 11 [ 118,075 | 0,2020.107° -
Shamanski (m=10) | 14 | 30,606 0,3163.10°7 -
Shamanski (m=20) | 22 | 104,585 | 0,5543.10°° -
fdennys2 Newton-Puro - - diverge -
Newton Discreto | 2 118,319 0,7742.10°° -
Shamanski (m=5) | 6 224,749 0,6662.10~" -
Shamanski (m=10) | 11 26,114 0,2038.10°° -
Shamanski (m—=20) | 20 | 79,822 0,2002.10~" -
fcontel Newton-Puro 6 48,989 0,2014.1077 | 0,1227.10°°
Newton Discreto 6 50,732 0,2002.10~" -
Shamanski (m=5 | 12 90,651 0,2150.10~° -
Shamanski (m=10) | 19 | 15,037 0,2120.107° -
Shamanski (m=20) | 25 | 121,574 0,3866.10~° -
fconte2 Newton-Puro 4 42,896 0,4121.10~" | 0,5761.10~ "
Newton Discreto 4 91,552 0,3972.10°° -
Shamanski (m=5) | 7 | 122,429 | 0,1151.10" " -
Shamanski (m=10) | 11 | 28,883 0,3442.107° -
Shamanski (m=20) | 14 | 103,115 | 0,1354.107° -
ffausett Newton-Puro 4 44,809 0,6321.10°" | 7,95.10°*
Newton Discreto | 4 23,129 0,6321.107° -
Shamanski (m=5) | 8 [ 111,302 | 0,1222.10°° -
Shamanski (m=10) | 11 8,498 0,4593.107° -
Shamanski (m=20) | 20 | 67,822 0,1786.10°° -

Para procedermos um comparativo entre os métodos com relagdo aos tempos com-
putacionais, tomamos como referéncia o tempo do Newton-Puro, atribuindo o valor de
100% a este tempo e relacionando-o com os demais. Tomamos também o método de

Shamanski com parametro m=10, pois foi com o qual a convergéncia teve um melhor
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desempenho computacional, ou seja tanto em relacao ao ntmero de atualizacoes da

Jacobiana, bem como em relagao ao tempo computacional.

Tabela 3.8: Comparativo em porcentagem

Rotina fdennysl | fdennys2 | fcontel | fconte2 | ffausett
Newton Puro 100 div. 100 100 100
Newton Discreto 309 100 103 213 52
Shamanski(m=10) 74 22 30 67 19
fdennysl

350%

300%

250%

200%

150%

100%
- E. .:
0% T

N(P) M(k) Sha

Tempo rel.

Rotina

Figura 3.9: fdennysl

Legenda

MN{P) - Mewton Puro - roting anexo C
MK} - Mewton roting Kelley anexo A
Sha - Rotina Kelley anexo A
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fdennys2
120%
100%
| Bowm
K
2| eo0%
£
o
40%
0% T
N{P) N(k) Sha
Rotina
Figura 3.10: fdennys?2
feontel
120%
100% -
BO%
E
o| 0% 4
o
£
2 a0 |
0% T T
N(P) Nik) Sha
Rotina
Figura 3.11: fcontel
feonte2
250%
300%
T 1s0%
[+]
o
£
2| 100%
50% -
0% A T T
N(P) Nik) Sha
Rotina

Figura 3.12: fconte2
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fausett

120%

100% -

B80% -

60% -
M Seriesl

Tempo rel.

40%

20%
o . . L

N(P) Nik) Sha

Rotina

Figura 3.13: fausett

Dos resultados obtidos, podemos concluir que:

Houve um tnico caso em que nao houve convergéncia, que foi no método de Newton-
Puro, para a funcao fdennys2, enquanto que os métodos de Newton-Puro e discreto
sempre realizam menos iteracoes que o método de Shamanski, qualquer que seja o
parametro m usamos.

Newton-Puro e discreto nao diferem no nimero de iteragoes, o que mostra que
aproximar a Jacobiana por diferencas finitas nao altera significativamente a velocidade
de convergéncia no método de Newton.

Em relacao aos valores de m usados no método de Shamanski, observa-se que sao
necessarias mais iteracoes a medida que o valor do parametro aumenta, conforme era
esperado. No entanto, o tempo é menor para m—10, revelando um melhor compromisso
entre o nimero total de iteracoes realizadas e de atualizagoes da Jacobiana.

Utilizamos anteriormente os diversos métodos de forma a analisar o comportamento
dos mesmos aplicados a sistemas de pequenas dimensoes (max = 3). Agora passamos
a analisar o comportamento destes métodos para sistemas de equacoes nao lineares de

grande porte, e para tanto, vamos aplica-los ao sistema tridiagonal de Broyden [7].
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Broyden tridiagonal

filz) = (3 —=2x1)x1 =229 +1=0
fz(l') = (3 — 21'7,)152 —Ti—1 — 29:1'—1—1 +1=0 (31)

folz) =3 —2x,)zy, —2p—1+1=0

parai=2,..,(n—1) e 2°=(-1,—1,...,-1)"

A seguir sao listados, na tabela 3.9, os resultados obtidos, onde, para efeito com-
parativo com o método de Shamanski escolhemos o parametro m = 10, pois como
comentado anteriormente é o que demanda o menor tempo computacional, mesmo que
com um nimero de iteracoes intermedidrio entre os parametros m = 5 e m = 20.

A notagao utilizada na tabela 3.9 é a mesma utilizada da tabela 3.7.

Observamos que, em termos do numero de iteracoes realizadas, o comportamento
dos métodos foi semelhante ao descrito na tabela 3.7. Newton-Puro e discreto sempre
realizam menos iteragoes que Shamanski.

Quanto ao tempo computacional, observa-se que o do Newton-Puro sempre é inferior
ao de Newton rotina Kelley (nsol) para Newton e Shamanski, isto motivado pelo fato do
maior tempo envolvido na atualizacao da Jacobiana pelo processo discreto, tendo como
menor o de Shamanski pela menor quantidade de atualizagoes em relagao ao Newton.

Os gréficos comparativos dos tempos relativos envolvidos, sao similares aos das

funcoes de pequenas dimensoes.
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Tabela 3.9: Valores computados

n Rotina K | tempo(ms) ||F|| []s]|

5 Newton-Puro 4 19,443 | 0,8156.10 ' | 0,2019.10°°
Newton Discreto | 4 91,421 0,8102.107" -
Shamanski(m—10) | 11 95,484 0,6001.10~* -

10 Newton-Puro 4 41,520 0,7548.10 1 [ 0,1942.107°
Newton Discreto | 4 65,288 0,7467.10~* -
Shamanski(m—10) | 11 88,400 | 0,5700.10° ™ -

20 Newton-Puro 4 34,025 | 0,7548.107 1 | 0,1942.107°
Newton Discreto | 4 104,248 | 0,7429.10° ™ -
Shamanski(m=10) | 11 [ 103,500 | 0,5666.10~ -

50 Newton-Puro 4 38,354 | 0,7548.107 | 0,1942.107°
Newton Discreto | 4 351,331 0,7355.10~ -
Shamanski(m=10) | 11 83,133 0,5602.10°° -

100 Newton-Puro 4 40,265 0,7548.10° " [ 0,1942.107°
Newton Discreto | 4 143,982 0,7273.10~ -
Shamanski(m=10) [ 11 | 155,683 | 0,5531.10~ " -

200 Newton-Puro 4 38,975 | 0,7548.10° " [ 0,1942.10°°
Newton Discreto | 4 539,297 0,7157.10~* -
Shamanski(m=10) | 11 | 405,368 | 0,5431.10~ " -

500 Newton-Puro 4 | 102,349 | 0,7548.107 1 | 0,1942.10°°
Newton Discreto | 4 3856,776 | 0,6929.10° ™ -
Shamanski(m=10) | 11 | 2028,253 | 0,5233.10~" -

1000 Newton-Puro 4 | 229,592 |0,7548.107 1 | 0,1942.107°
Newton Discreto | 4 | 28903,875 | 0,6672.10 ™ -
Shamanski(m=10) | 11 | 15007,386 | 0,5010.10~ -
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Trid. Broyden n=5 e n=10

600%

500%

400%

300% s

Tempo rel.

10

200%

100%

N(P) N(K) Shamanski

Rotina

Figura 3.14: Broyden Tridiagonal: n=>5 e n=10

Trid.Broyden n= 20 e n=50
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700%
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500% w20
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400% m50
300%

200%

100%

0%
N(P) NiK) Shamanski
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Figura 3.15: Broyden Tridiagonal: n=20 e n=>50
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Trid.Broyden n=100 e n = 200
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1000%
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Figura 3.16: Broyden Tridiagonal: n=100 e n=200

Trid.Broyden n=500 e n=100

14000%
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10000%

B000%
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0% T T
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Figura 3.17: Broyden Tridiagonal: n=>500 e n=1000
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3.3 Meétodo de Broyden

Embasado no fato que o custo por iteracao do método de Newton para problemas
densos, com n variaveis, é substancialmente caro, isto é:

- O calculo da matriz Jacobiana tem custo computacional da ordem de n? operacdes:

- A resolucdo do sistema linear tem custo computacional da ordem de (n?) operacoes,
surge uma outra familia de métodos obedecendo a filosofia quase-Newton, que é a dos
métodos secantes.

Assim como o método de Newton é a generalizacao para sistemas do algoritmo para
determinacao dos zeros de funcoes, os métodos secantes sao as generalizacoes do método
das secantes para o problema multidimensional.

Da mesma forma que antes, na iteragao k a funcao F(z) é aproximada por :

LF(z) = F(2) + Bp(z — 2").

A equacao secante vem da aproximacao da derivada,
Em R : f(zp) ~ fl@g) — flzp—1)

T — Tk—1
Em R" : By(aF — 2" ') ~ F(2F) — F(2*7)

e existem infinitas matrizes que satisfazem a tltima equacao.

O meétodo proposto por Broyden em 1965 [4], [9] ¢ um dos mais conhecidos entre
os métodos secantes, ou seja, aqueles métodos em que a matriz Jacobiana J(xk) é
aproximada por uma matriz By que satifaz a equacgao secante. A férmula para By
consiste numa corregao de posto um sobre a matriz By, e assim temos:

Férmula de Broyden.

(y" — Bys*)(s")"

(") (s*)

onde, y* = F(zF) — F(a%) e s =aF -2k

O objetivo é se evitar a avaliagao da matriz Jacobiana, a cada iteragao, mas a
resolucao do sistema linear é também simplificada pois, o fato de By, ser uma correcao
de posto um sobre By, permite o calculo de (Bgy1) ™' com O(n?) operacdes através da

formula de Sherman-Morrison [4]. O uso da féormula (3.2) ndo é adequado para o caso
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esparso pois, ainda que By tenha o mesmo padrao de esparsidade de J(xk), By.1 pode
nao resultar esparsa.

1. Com o uso

Neste caso, em geral se da preferéncia pela aproximacao de J(:z:k)
da formula de Sherman-Morrison [4], [9], obtemos a atualizagao para a inversa de By

por:

(sk — By, 'yk)st By '

Bl =B+
k+1 k Ssz—lyk

Problema 3.6 fdennysl

2 2
7+ x5 — 2
Fx) — 1 2

exp(zy — 1)+ 5 — 2
Neste caso ao aplicar o método de Broyden (brsol) - rotina Kelley [9], com os pa-
rametos x° = [1, 5], e [40,39,0], (vide Anexo E), a sequéncia de pontos (vetores) que é
gerada pelo método nao convergiu.
Procedemos a alteracio do ponto inicial para x" = [1.2,1.5], mais proximo da solucio

que era conhecida, e obtivemos os resultados a seguir:

Tabela 3.10: Método de Broyden / Método de Newton Discreto

‘ Método de Broyden ‘ . ‘ it. ‘ Método de Newton Discreto ‘ . ‘
1.2 1.5 20 1.2 1.5
-0.490000 -1.096403 | z* 0.911363 1.167576
-0.201712 0.501952 | z* 0.984884 1.027189
2.352372 1.204746 | z° 0.999570 1.000882
0.473571 0.849263 | z* 1.000000 1.000000
0.803120 0.928917 | 2° - -
1.093883 1.005736 | 2° - -
1.011337 1.004782 | z7 - -
0.994710 0.997929 | 2% - .
0.999893 0.999959 | z° - -
1.000000 1.000000 | z' - -
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O método de Broyden precisou de 10 iteragoes, enquanto o de Newton somente 4
iteracoes, sendo que para Broyden ||F|| = 1,6676.107°, e tempo de 124,611ms, e para
Newton ||F|| = 2,4255.107°, e tempo de 91,580ms.

Problema 3.7 fdennys2
f1($) =21+ To — 3

falw) =ai =25 -9

A sequéncia de iteracoes pelo método de Broyden, para efeito de comparacao com o
método de Newton, com os seguintes parametros; x° = (1,5)7, [40,39,0] (vide Anexo

E) e [40,1,0] (vide anexo A). esta na tabela 3.11.

Tabela 3.11: Método de Broyden / Método de Newton Discreto

’ Método de Broyden \ . \ it. \ Método de Newton Discreto \ . ‘
1 5 z? 1 5
-2.000000 38.000000 | ' 1.250000 1.750000
-1.2261067 4.017301 | 22 3.000000 0.000000
-0.456610 3.525082 | 2* - -
0.891676 2.083751 | «* - -
3.714010 -0.706438 | z° - -
2.996925 0.003097 | 2° - -
2.999767 0.000231 | 27 - -
3.000170 0.000017 | 2® - -
3.000000 0.000000 | z” - -

O método de Broyden precisou de 9 iteracoes, enquanto o de Newton somente de 2
iteragdes, sendo que para Broyden ||F|| = 7,166.107%, e o tempo é de 127,355ms e para
Newton, ||F|| = 7,7427.107" e o tempo ¢ de 97,892ms.

Problema 3.8 fcontel
fi(x) = xy + e+ (2 +3)2 - 27
xo—2
folz) = o

f3(x) = 23+ sin(xy — 2) + a5 — 7

 122-10
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Neste sistema, ao aplicarmos o método de Broyden (brsol) - rotina Kelley [9], com
os parametos x° = (4,4,4), e [40,39,0], a sequéncia de pontos (vetores) que é gerada

pelo método nao convergiu.
Problema 3.9 fconte2

Idem ao caso anterior fdennysl.
Problema 3.10 ffausett

filx) =23+ a5 +a5 -1

fox) = 23 + 23 — 0.25

fa(z) = 2% + 23 + das
A sequéncia de iteracoes geradas pelo Método de Broyden (brsol) - rotina Kelley [9],
com os parametos x° = (1,1,0), [40,39,0] e [40,1,0], aplicado a este sistema de
equacoes, forneceu os resultados que estao listado na tabela 3.12.

O método de Broyden precisou de 21 iteracoes, enquanto o de Newton Discreto, so-
mente de 4 iteracdes, sendo que para Broyden || F|| = 1.208.107° e tempo de 127,028ms,
e para Newton, ||F|| = 6.321107" e tempo de 107,163ms.

O método de Broyden também foi aplicado ao sistema de equagoes Broyden tridi-
agonal (3.1), porém o mesmo divergiu para todas as alternativas testadas, isto é: para
n=>5, n=10, n=20, n=50, n=100, n=200, n=500 e n=1000.

A partir deste conjunto de testes realizados, podemos verificar que o método de
Broyden sempre realiza mais iteragoes que o método de Newton, quando ambos conver-
gem, o que era esperado. Como estes problemas sao de pequeno porte, a comparagao
do tempo de execucao nao é significativa.

A mesma comparacao nao pode ser feita para os problemas de porte maior até agora
testados, uma vez que, nestes casos, a sequéncia gerada pelo método de Broyden nao
convergiu. No entanto, no proximo capitulo mostraremos os resultados do método de
Broyden para um sistema nao linear de médio porte, gerado a partir de uma aplicacao

fisica, seguido de uma anélise de desempenho.
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Tabela 3.12: Método de Broyden / Método de Newton Discreto

]Mét. de Broyden\ \ it. \Mét. de Newton Discreto .

1 1 0 20 1 1 0
0.000000 0.250000 | -2.000000 | z* 0.625000 0875000 | -0.250000
-1.094628 -1.090364 | 0.837098 | 22 0.468056 0.866071 | -0.236111
7.328552 7.694604 | -2.213840 | 3 0.441559 0.866025 | -0.236068
-0.753429 -2.085309 | 0.299905 | z* 0.440764 0.866025 | -0.236068
-1.929380 -1.670975 | -0.087845 | 2° - - -
-1.912965 -2.502040 | -0.142753 | x5 - - -
14.475482 9.390450 | 1.680764 | 7 - - -
-2.710762 -2.035715 | -0.265595 | z° - - -
-3.356908 -2.359304 | -0.285718 | z° - - -
-1.549597 -1.267533 | -0.239501 | z'° - - -
-1.096896 -1.023310 | -0.233334 | 2! - - -
-0.723693 -0.860489 | -0.233013 | z'? - - -
-0.562266 -0.824329 | -0.234241 | z*3 - - -
-0.490237 -0.831443 | -0.235017 | z'* - - -
-0.461282 -0.847388 | -0.235485 | z° - - -
-0.446462 -0.860503 | -0.235862 | z'° - - -
-0.441176 -0.865628 | -0.236041 | z'7 - - -
-0.440726 -0.866040 | -0.236065 | z'® - - -
-0.440763 -0.866015 | -0.236067 | = - - -
-0.440766 -0.866019 | -0.236067 | 2%° - - -
-0.440763 -0.866024 | -0.236067 | - - -




CAriTULO 4

H-EQUACAO CHANDRASEKHAR

4.1 Introducao

As principais pesquisas de Lord Rayleigh [1842, 1919] foram principalmente em
matematica, voltadas a 6tica e sistemas vibratérios. Posteriormente trabalhou em pes-
quisas em outras areas da fisica, tais como: som, teoria das ondas, visao colorida,
eletrodinamica, eletromagnetismo, dispersao da luz, vazao de liquidos, densidade de
gases, viscosidade, capilaridade e fotografia.

De acordo com as leis fisicas originadas pelas investigacoes de Lord Rayleigh em
1871, surge o problema especifico sobre os campos de radiacao da dispersao da luz
na atmosfera, e que explicam sobre a iluminagao e polarizacao da luz solar. Mas as
equacoes que governam o particular problema de Rayleigh tiveram que esperar setenta e
cinco anos para sua formulagao e solucao. Isto ocorreu quando Arthur Schuster formulou
em 1905 o problema da Transferéncia Radioativa, de forma a explicar o aparecimento
da absorcao e emissao de linhas no espectro estrelar, e por Karl Schwarschild que
introduziu em 1906 o conceito do equilibrio radioativo nas atmosferas estrelares, o que
motivou pesquisas neste campo.

Desde estes tempos, o objeto da Transferéncia Radioativa tem sido investigado prin-

cipalmente por astrofisicos, e nos anos recentes tem atraido a atencao dos fisicos tam-
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bém, desde que essencialmente o mesmo problema ocorre na teoria da difusao dos
neutrons.

Algumas defini¢oes inicialmente sao introduzidas, a saber:

i) Intensidade especifica.

A anélise do campo de radiacao requer que nés consideremos uma fonte de energia
radiante dE,, em um determinado intervalo de frequéncia (v,v + dv), o qual é trans-
portado através de um elemento de area d, em uma determinada dire¢ao, confinando

um elemento de angulo so6lido dw, durante um tempo dt.

dE, = IL,cos(v)dvdodwdt, (4.1)

onde [, é denominado de intensidade de radiacgao.

Um campo de radiacao é dito isolrdpico se a intensidade de radiacao é independente
da direcao naquele ponto; e se a intensidade ¢ a mesma em todos os pontos e todas as
direcoes, o campo de radiacao é dito ser homogéneo e isotropico.

ii) O fluxo liquido.

O fluxo liquido em todas as direcoes é dado por:

dvdodt / I,cos(v)dw, (4.2)

onde a integracao deve ser sobre todo o angulo soélido:

mF, = /Ivcos(v)dv. (4.3)

A quantidade que ocorre na expressao (4.2) é chamada de fluzo liquido e define a
razao do fluxo de energia radiante através de do por unidade de area e por unidade de
intervalo de freqiiéncia.

iii) Densidade de radiagdo.

A densidade de energia u,dv de radiacao no intervalo de freqiiéncia considerado
(v, v+dv) em qualquer ponto é a quantidade de energia radiante por unidade de volume,

no intervalo de freqiiéncia considerado.
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A integral da densidade de energia v é similar em termos da integral de intesidade

u = /uvdv = 1/[alw. (4.4)
c

4.2 H-Equacao Chandrasekhar

I, entao:

A equagao de Chandrasekhar (4.5) é usada para resolver o problema de distribuigao

de transferéncia radioativa [5], [11].

ﬂﬂmwzﬂww—ﬁ—fﬂfﬂﬁﬂﬁ)qzo (15)

2 W+ v

Discretizamos a integral no intervalo |0, 1] pela regra do ponto médio, dada por:

| i~ 53 5w (1.6

1
onde p; = (j — 5)/N para 1 < j < N. O resultado do problema discretizado é:

N —1
¢ Hij
Flx)y=z—(1—=— —_— = 0. 4.7
(=) ( 2N = Mi‘FMj) (47)

Sabe-se que (4.5) e sua andloga discreta (4.7) tém duas solucoes para ¢ € (0,1).
Porém, somente uma destas solugbes tem significado fisico [1] [9]. Sabe-se também que o
método de Newton com aproximacio inicial 2° = (0,0,0, ....,0)T ou2® = (1,1,1,....., 1)
converge para a solu¢ao desejada [9].

Utilizamos como parametros N = 100 e ¢ = 0.9, e o vetor unitario como aproxi-
macao inicial e com estes valores comparamos os métodos de Newton Discreto, Newton

Modificado e Shamanski (com parametro m=2 [9]), obtendo os resultados a seguir:
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Newton Mod. Fro
[ F ()]
Iter. (k) _—
¥zl Shamanski F,
Newton D. Frel 0 1100 ||F(7;’i)||
F -1 Tter. (k AL A
Tter. (1) Hlll*'(’xk|>|H 1 1,478.10 ®) | T Fzl
. 1 f(fo p 3,070.10~2 0 1.10°
. . 47'8 = 3 6,410.107° 1 1,478.10"
, 2’ 650'104 4 1,388.1073 2 3,070.102
5 7’ 710'1077 5 2,969.10* 3 1,161.107*
. 6 6,334.107° 4 7,980.1077
7 1,353.107°
8 2,889.107¢

Na figura 4.1 representamos os valores de ||F'(xy)||/||F(zo)|| para os trés métodos.

A concavidade da iteracao no método de Newton Discreto indica sua convergéncia mais

rapida do que a do método de Shamanski e do método de Newton Modificado.

Figura 4.1
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Os tempos computacionais para obtencao das solucoes foram: Newton Discreto -
530,595ms; Newton Modificado - 444,658 ms e Shamanski - 696,800ms.

Procedemos também a resolucao da equacao de Chandrasekhar com ¢ = 0,9999.
Neste caso a solucao esta proxima da singularidade da Jacobiana. A par do parame-
tro ¢, todos os demais permaneceram os mesmos do exemplo anterior. Nesta situa-
cao o método de Newton Discreto convergiu em 7 iteragoes, e tempo computacional
de 1.381,014ms, enquanto que o método de Newton Modificado nao convergiu em 40
iteracoes. QQuando fixamos o nimero maximo em 200 iteragcoes, Newton Modificado
convergiu com 188 iteragoes e tempo de 767,663ms, o de Shamanski (m=2) com 10

iteracoes e tempo de 981,557ms. Seguem os resultados obtidos

Shamanski Fl.o

Newton D. Flo Iter. (k) %
Iter. (k) % 0 L 10°

0 1.1000 1 3,454.107"

1 3,454.107" 2 1,891.107"

2 9,540.102 3 5,211.102

3 2,430.102 4 2,875.102

4 5,850.107 5 7,000.107%

D 1,155.107 6 3,774.107°

6 1,212.107* 7 6,604.10*

7 2,101.107° 8 6,000.10~*

| 9 8,442.107°

10 5,745.1077

Neste caso, apesar do método de Newton modificado realizar muitas iteragoes a mais

que os métodos de Newton Discreto e Shamanski, gastou o menor tempo de CPU.
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Figura 4.2
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Além destas comparacoes, procedemos também um comparativo com o método de

Broyden, (rotina Kelley - brsol.m) [9], em relagdo ao método de Newton Discreto -

(nsol.m). Os parametros utilizados foram os mesmos que os anteriores, com N = 100 e

¢=0.9, sendo que o método de Broyden convergiu em 7 iteracoes e tempo computacional

de 144,803ms. Devemos observar aqui que o tempo computacional gasto pelo método de

Broyden para efetuar 7 iteracoes foi bem inferior ao de Newton, que realizou 3 iteracoes.

Seguem os resultados obtidos.
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Broyden Erg
(17 ()]
Iter. (k) | ——=——
Newton D F, o]
: rel 0 1.10°
Iter. (k) —HF(Ik)H 1
' || Faql] 1 2,827.10™
0 1.10° 2 6,571.1072
1 1,478.1071 3 5,050.1073
2 2,650.1073 4 2,565.107%
3 7,710.1077 5 1,017.1074
6 1,356.107°
7 1,600.1078
Figura 4.3
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Analogamente, comparativo do método de Broyden com o de Newton Discreto,
com parametros N=100 e ¢=0,9999. Ambos convergiram com 7 iteracoes e tempo
computacional de 1381,014ms e 234,317ms, respectivamente. Novamente o método de
Broyden converge em menos tempo, confirmando que, para este problema, o custo de

avaliar a Jacobiana por diferencas finitas em toda iteragao é alto. Seguem os resultados.
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Newton D. F.. Broyden Erg
F(x, F(xy,

Iter. (n) —H||}£$0|)||| Iter. (n) —||||1*£130|)|||
0 1.10 0 1.10°

1 3,454.107! 1 1,044.107!

2 9,540.1072 2 2,428.1072

3 2,430.1072 3 1,867.1073

4 5,850.1073 4 9,457.107°

5 1,155.1073 5 3,751.10°

6 1,212.107* 6 5,011.107°

7 2,101.107°¢ 7 6,000.10%

Figura 4-4
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Os bons resultados conseguidos com os métodos alternativos mostram a importancia

de utilizagao destes, com excecao do caso em que o método de Newton Modificado

necessitou de 188 iterac¢oes (N=100 e ¢ = 0,9999). Isto implica que uma boa aplicagao

dos métodos apresenta, na maioria dos testes, convergéncia rapida e resultados bastante

precisos.



Consideracoes finais e

perspectivas futuras

Relembrando o objetivo do presente trabalho, "O objetivo do projeto é discutir os
métodos, algoritmos, e andlise envolvida na solu¢gao computacional de problemas nao
lineares e transcendentais", observamos que nao nos preocupamos com aspectos teoricos
relacionados a existéncia e unicidade da solugao de sistemas nao lineares.

E também aparente que podemos encontrar ou nao solucdes aproximadas para a
maioria dos problemas nao lineares. Mas os métodos abordados apresentaram, em
geral, desempenho muito bom na pratica.

Os métodos trabalhados foram Newton (Puro), Newton Modificado, Newton Dis-
creto, Shamanski e Broyden. Estudamos motivacao, algoritmos e anélise de convergén-
cia de cada um destes métodos. Trabalhamos com suas implementac¢oes computacionais
aplicadas a experimentos numeéricos que nos permitiram realizar a comparagao entre
os mesmos. Destacamos que nossa opcao foi pelo estudo dos métodos mais classicos
para resolucao de sistemas nao lineares, uma vez que todos aqui abordados tém impor-
tancia comprovada, dados os inimeros trabalhos que sobre eles ainda sao publicados
atualmente.

Nosso trabalho envolveu varias equacoes de dimensoes reduzidas, e equacoes de
grande porte com sistemas tridiagonais [7], além da aplicagao destes métodos a resolugao
da equacao de Chandrasekhar, a qual, discretizada, gerou um sistema nao linear de
porte médio.

Observamos que o método de Newton teve um 6timo comportamento na resolucao
de todos os problemas testados, mesmo que envolvendo tempo computacional superior

em alguns casos. Entretanto os demais métodos apresentaram algumas deficiéncias
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em relacao a algumas equagoes especificas (tridiagonais), ressaltando, neste caso o de

Broyden para equacoes de grande porte, onde o mesmo nao conseguiu obter solucao.
Como perspectivas futuras, acredito que a implementacao destes métodos, em lin-

guagens de alto desempenho, poderia ser experimentada, para confrontrar com os re-

sultados do MatLab, onde foram rodadas todas as questoes em pauta.
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Anexos

e Anexo A - Programa Matlab para solucao de equagoes nao lineares.

function [sol, it_hist, ierr] = nsol(x, f, tol, parms)

% Newton solver, locally convergent solver for f(x) = 0

% Hybrid of Newton, Shamanskii, Chord

% C. T. Kelley, November 26, 1993

% This code comes with no guarantee or warranty of any kind.

% function [sol, ityist, ierr| = nsol(x, f, tol, parms)

% inputs:

% initial iterate — x

% function = f

% tol = |atol, rtol| relative/absolute

% error tolerances

% parms = [maxit, isham, rsham|

% maxit = maxmium number of iterations

% default — 40

% isham, rsham: The Jacobian matrix is computed and factored after isham updates
of x or whenever the ratio of successive infinity norms of the nonlinear residual exceeds
rsham.

% isham — 1, rsham — 0 is Newton’s method,

% isham = -1, rsham = 1 is the chord method

% isham = m, rsham = 1 is the Shamanskii method.

% defaults = [40, 1000, .5]

% output:

% sol = solution

% itpist — infinity norms of nonlinear residuals
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% for the iteration

% ierr = 0 upon successful termination

% ierr = 1 if either after maxit iterations the termination criterion is not satsifiedor
the ratio of successive nonlinear residuals exceeds 1. In this latter case, the iteration is
terminted.

% internal parameter:

% debug = turns on/off iteration statistics display as the iteration progresses

% Requires: diffjac.m, dirder.m

% Here is an example. The example computes pi as a root of sin(x) with Newton’s
method and plots the iteration history.

% x=3; tol=[1.d-6, 1.d-6]; params=[40, 1, 0];

% |result, errs,ityist] = nsol(x, ’sin’, tol, params);

% result

% semilogy (errs)

% set the debug parameter, 1 turns display on, otherwise off

debug=1;

% initialize ityist, ierr, and set the iteration parameters
% ierr — 0;

% maxit—40;

% isham=1000;

% rsham=.5;

if nargin == 4

maxit=parms(1); isham=parms(2); rsham=parms(3);

end

rtol=tol(2); atol=tol(1);

it_hist=[1;

n = length(x);

fnrm=1;

itc=0;

% evaluate f at the initial iterate compute the stop tolerance

f0= feval(f,x);
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form=norm(f0,inf);

fnrm

it_hist=[it_hist,fnrm];

formo=1;

itsham=isham;

stop_tol=atol+rtol*fnrm;

% main iteration loop

while(fnrm > stop_tol \{&} itc < maxit)

% keep track of the ratio (rat = fnrm/frnmo) of successive residual norms and the
iteration counter (itc)

rat=fnrm/fnrmo;

rat

outstat(itc+1, :) = [itc fnrm rat;

fnrmo—fnrm;

ite—itc+1;

% evaluate and factor the Jacobian on the first iteration, every isham iterates, or if
the ratio of successive residual norm is too large

if(itc == 1 | rat > rsham | itsham == 0)

itsham=isham;

[1, u] = diffjac(x,f,{0);

end

itsham—itsham-1;

% compute the step

tmp = -1\ 0;
step = u\tmp;
xold=x;

X — X + step

f0= feval(f,x);
fnrm=norm(f0,inf)
it_hist=[it_hist,fnrm];

rat=fnrm/fnrmo;
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if debug==

disp([itc form rat|)

end

outstat(itc+1, :)=[itc form rat|;

% if residual norms increase, terminate, set error flag.
if rat >=1

ierr=1;

sol=xold;

disp(’increase in residual’)

disp(outstat)
return;

end

sol=x;

% if parms
debug==1
disp(outstat)
end

% on failure, set the error flag.
if fnrm > stop_tol
ierr = 1;

end.

Para operacionalizar nsol.m sao necessarias as functions:

i) diffjac.m
function [I, u| =diffjac(x, f, f0)
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n=length(x);

for j=1:n

zz—=zeros(n,1);

z2(j)=1;

jac(:,j)=dirder(x,zz,f,f0);

end

[, u] = lu(jac);

ii) dirder.m

function z = dirder(x,w,f,f0)

% Finite difference directional derivative
% Approximate f'(x) w

% C. T. Kelley, November 25, 1993
% This code comes with no guarantee or warranty of any kind.
% function z = dirder(x,w,f,f0)

% inputs:

% x, w — point and direction

% f = function

% f0 = f(x), in nonlinear iterations
% f(x) has usually been computed
% before the call to dirder

% Hardwired difference increment.
epsnew=1.d-7;

n=length(x);

% scale the step

if norm(w) ==

z=zeros(n,1);

return

end

epsnew = epsnew/norm(w);

if norm(x) > 0

epsnew=epsnew*norm(x);
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end

% del and f1 could share the same space if storage is more important than clarity
del=x+epsnew™w;

fl=feval(f,del);

z = (f1 - {0) /epsnew;
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e Anexo B - Programa Matlab para solugcao de equacgoes nao lineares e

transcendentais.

function[x, y|=Secant(fun, a, b, tol, max)

% Find a zero using secant method.

% fun, string containing name of function
% a, b first two estimates of zero

% tol ;  tolerance for change in computed zero
% max; maximum number of iterations

% x;  vector aproximation to zero.

% y; vector of function values fun(x)
x(1)=a; x(2)=b;

y(1)=feval(fun, x(1)); y(2)=feval(fun, x(2));
for i=2:max

(1) =)y () ) (1)), (3 ()-v(6-1);
y(i+1)=feval(fun, x(i+1));

if (abs(x(i+1)-x(i))<tol)

disp(’Secant method has converged’); break;
end

if y(i) == 0

disp(’exact zero found’); break;

end

iter=i;

end

if(iter >=max)

disp(’zero not found to desired tolerance’);
end

n =length(x); k=1:n; out=[k’, x’y|;
disp(" step x y)

disp(out)
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e Anexo C - Programa Matlab para solucao de sistemas de equagoes nao

lineares.

function [x0,k| = newton(e)

x0=input(’entre com a aproximacao inicial ’);

tic

toc

tic;

k=0;

F=feval(’fcarlos’,x0);

normf=norm(F,inf);

while (normf >= e)

A=feval(’jacmatcarlos’,x0)

b=-F

s0=A\D;

x1=x0-+s0

x0=x1;

F=feval(’fcarlos’,x0)

normf=norm(F,inf);

k=k-+1

toc;

end

Para operacionalizar newton.m sao necessarias:

i) uma function que fornega a funcao que define o sistema nao linear (no exemplo
fecarlos.m)

ii) uma function que forneca a Jacobiana da fungao (no exemplo jacmatcarlos.m).
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e Anexo D - Programa Matlab Newton Modificado para solugao de sis-

temas de equacgoes nao lineares.

function [x0,k] = newtonmodificado(e)

x0=input(’entre com a aproximacao inicial ’);

tic

toc

tic;

k=0;

F=feval(’fcarlos’,x0);

normf=norm(F,inf);

A—feval(’jacmatcarlos’,x0)

while (normf >= e)

b=-F};

sO=A\Db;

x1=x0+4-s0;

x0=x1;

F=feval(*fcarlos’,x0);

normf=norm(F,inf)

k=k+1;

toc;

end

x()

Para operacionalizar o programa sao necessario os programas:
i) O programa com extensdo m da fungao. (no exemplo fcarlos.m)
ii) O programa com extensao m da Jacobiana da fun¢do (no exemplo jacmatcar-

los.m).
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e Anexo E - Programa Matlab Broyden rotina Kelley brsol

function [sol, it_hist, ierr] = brsol(x,f,tol, parms)

% Broyden’s Method solver, locally convergent

% solver for f(x) = 0

% C. T. Kelley, June 29, 1994

% This code comes with no guarantee or warranty of any kind.

% function [sol, itist, ierr] = brsol(x,f,tol,parms)

% inputs:

% initial iterate — x

% function = f

% tol = |atol, rtol| relative/absolute

% error tolerances for the nonlinear iteration

% parms = |maxit, maxdim, linprob]

% maxit = maxmium number of nonlinear iterations

% default — 40

% maxdim = maximum number of Broyden iterations

% before restart, so maxdim—+3 vectors are stored (see text). By making the code
a bit more subtle (putting z and F in the same place) one can reduce this overhead to
maxdim+2 vectors.

% default — 40

% linprob = 0 for nonlinear problem

% = 1 for linear problem

% if linprob — 1 an increase in the residual does not result in termination

% default = 0

% output:

% sol — solution

% itpist(maxit) = scaled 12 norms of nonlinear residuals

% ierr = 0 upon successful termination

% ierr = 1 if either after maxit iterations
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% the termination criterion is not satsified or the ratio of successive nonlinear resi-
duals exceeds 1. In this latter case, the iteration is terminated.

% internal parameter:

% debug = turns on/off iteration statistics display as the iteration progresses

% set the debug parameter, 1 turns display on, otherwise off

debug=1;

% initialize ityist, ierr, and set the iteration parameters

ierr = 0;

maxit=40; maxdim=39; linprob = 0; it_histx=zeros(maxit);

if nargin ==

maxit=parms(1); maxdim=parms(2)-1; linprob=parms(3);

end

rtol=tol(2); atol=tol(1); n = length(x); fnrm=1; itc=0; nbroy=0;

% evaluate f at the initial iterate

% compute the stop tolerance

fo=feval(f,x);

fc=10;

fnrm=norm(f0) /sqrt(n);

it_hist(itc+1)=fnrm;

fnrmo=1;

stop_tol=atol + rtolxfnrm;

outstat(itc+1, :) — [itc furm 0];

% initialize the iteration history storage matrices

stp=zeros(n,maxdim);

stp_nrm=zeros (maxdim,1) ;

% Set the initial step to -F, compute the step norm

stp(:,1) = -fe;

stp_nrm(1)=stp(:,1) ’*stp(:,1);

% main iteration loop

while(itc < maxit)

nbroy=nbroy+1;
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% keep track of successive residual norms and the iteration counter (itc)
fnrmo=fnrm; itc=itc+1;
% compute the new point, test for termination before adding to iteration history
X = X + stp(:,nbroy)
fe=feval(f,x);
fnrm=norm(fc) /sqrt(n);
it_hist(itc+1)=fnrm;
rat=fnrm /fnrmo
outstat(itc+1, :) = [itc farm rat;
if debug==
disp(outstat(itc+1,:))
disp(fnrm)
fnrm
disp(itc)
itc
end
% test for termination before computing the next w
if fnrm <= stop_tol
sol=x;
disp(fnrm)
fnrm
disp(itc)
itc
return;
end
% if residual norms increase, terminate, set error flag
% if rat >— 1 & linprob —— 0
% ierr=1;
% disp('increase in residual’)
% disp(outstat)

% return;
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% end
% if there’s room, compute the step and step norm and add to the iteration history
if nbroy < maxdim-+1
z—-fc;
if nbroy > 1
for kbr = 1:nbroy-1
z=z+stp(:,kbr+1)*((stp(:,kbr) **z)/stp_nrm(kbr));
end
end
% store the new step and step norm
zz=stp(:,nbroy)’*z;
zz=zz/stp_nrm(nbroy) ;
stp(:,nbroy+1)=z/(1-zz);
stp_nrm(nbroy+1)=stp(:,nbroy+1) **stp(:,nbroy+1) ;
else
% out of room, time to restart
stp(:,1)=-fc;
stp_nrm(1)=stp(:,1) ’*stp(:,1);
nbroy=0;
end
% end while
end
sol=x;
disp(fnrm)
fnrm
disp(itc)
itc
if debug==1
disp(outstat)
disp(fnrm)

fnrm
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disp(itc)

itc

end

% on failure, set the error flag

if fnrm > stop_tol

ierr = 1;
disp(fnrm)
fnrm
disp(itc)
itc

end.

Para operacionalizar o programa sao necessarios os programas:

i) O programa com extensao m da fung¢do. (no exemplo fcontel.m)

ii) O programa principal com extensao m broy_contel do exemplo.

% Programa principal para a resolucao de Sistemas nao - lineares pelos metodo de
Broyden usando a rotina de Kelley .

x = [44:4] ;

parms = input(’Entre com os parametos iniciais: ’);

f = ’fcontel’;

tol = input(’Entre com o erro aceitavel: ’);

tic;

[sol, it_hist, ierr] = brsol(x,f,tol, parms)

toc

disp("A melhor aproximacao para a solucao e: ’);

sol.
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