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INTRODUGAO

O presente trabalho tem por objetivo estudar alguns exem
plos de variedades diferenciadveis definidas como espaco quocien-
te G/H de grupos de Lie G por subgrupos fechados H, denominadas va
riedades homogéneas. Dentre os exemplos estudados damcs énfase ds
variedades de Grassmann, comparando sua estrutura diferenciavel

usual com a estrutura de variedade homogénea.

Assim, no Capitulo I definimos variedades diferenciaveis
e apresentamos alguns exemplos. No entanto, caracteristicas impor-
tantes concernentes acs nossos objetos de estudo naoc estao conti-
das nessa definigao. Recorremos entao a estrutura de grupos de Lie
que caracteriza certas variedades, apresentando exemplos importantes oomo
os grupos classicos 0{(n), Su{(n), U{(n) e SU{n) utilizados no decor-

rer deste trabalho.

Iniciamos o Capitulo TII garantindo a existéncia de uma

estrutura de variedade diferenciavel nos espagos quocientes des-~



Liv.

critos acima através do

Teorema 2.1l: "Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie

G; G/H={xH : xe¢ Gle n: G-— G/H com =({x) = xH a aplicacao
gquociente. Existe uma Unica estrutura de variedade diferenciavel em

G/H satisfazendo ds condicoes:

(a) = & diferenciavel.
{b) Para todo xH em G/H existe uma vizinhanca W de xH em G/H
e uma aplicacao diferenciavel 1 : W-—- G tal que wor =
= idW".
Definimos acao transitiva de um grupo de Lie numa varie-
dade e subgrupo de isotropia de um elemento Pg de uma variedade. O
cbjetivo deste capitulo & identificar algumas variedades diferen—

cidveis na forma vista no Capitulo I como sendo variedades homogé-

neas. Tal fato & possivel através do

Teorema 2.2: "Seja n : G X M~ M uma acac trangitiva de um

grupe de Lie G numa variedade M,'poc M e Gp o subgrupo de iso~
Q

tropia de p . A aplicagao

o : G/G — M
/ P

— =
XGpO n (x,pD) Xp

O

& um difeomorfismo®.
Os sequintes exemplos sio estudados:

1)Esfenas -~ s°7F 2 0(n)/0(n-1) e X = U(n)/U(n-1)

- - - L] n
onde X € a esfera unitaria em C

2YEspacos Projetives - ph~l = SO(n) /0(n~1) e

™1 = sum) um-1).



3) Variedade de Stiefel - s_ (R™) = 0(n) /0(n-m),

Um estudo andlogo compoe o Capitulo III para a importan-

te variedade de Grassmann, denotada por Gp n © constituida de to-

r
. . - n+ . .
dos 0s subespecgos vetoriais de dimensao n do R P Primeiramente

provames o

Teorema 3.1: "G n & uma variedade diferenciavel de classe ¢°r.

¥

Posteriormente, aplicando o Teorema 2.2 considerando a agao

N : O (n+p) xG_- =+ G
PN L.

com a estrutura diferenciavel dada pelo Teorema 3.1 concluimos:

Teorema 3.2: “Gp , & uma variedade homogénea®.
!

Mais especificamente provamos gue

" Gp,n Z 0o(ntp) / O{n) x O(p) ".

Em particular, tem-se Gp;n - Gn;p e P = Che1,1



CAPITULO I

VARTEDADES DIFERENCTAVETS, GRUPOS DE LIE I A APLICACAO EXP(NENCTIAL

Definicao 1.l: Um par ordenado (M, U) se diz uma vaxriedade d4

fernenciavel de dimensdo m e classe Ck(k > 1) se:

(a) M & um espagco topoldgico de Hausdorff com bhase enumeravel.

(b} U & uma colegao de homeomorfismos x:U-»Rm, de conjuntos

abertos Uc M sobre abertos x{(U)~ rM.
(c) Os dominios U dos homeomorfismos x ¢ U cobrem M.

(d) Dados os homeomorfismos x : U-+ RV e v o: V-+Ifn de u,
com UN V F+ @ , a mudanga de coordenadas

= v 0 x_l X (Unv) Ty (UNV)
Xy

& um homeomorfismo de classe Ck.

(e) Dado um homeomorfismo =z : W - B" de um aberto W M



sobre z(W) < R™ tal que $oy © 0y sao de classe

Ck para cada x e U entao 2 < U.

Uma colec¢ac de homeomorfismos U satisfazendo a (b), (o)
e (d) recebe o nome de atlas diferenciavel de dimensdao m e clas-
se Ck sobre o espago topologico M. Se adicionarmos todos os homeo
morfismos que satisfazem (e) U se diz atlas maximo de dimen-
sac m e classe Ck. Com isso, podemos definir variedade diferencia-~
vel de dimensac m e classe Ck como sendo o par ordenado (M,U)
onde M & um espago topoldgico de Hausdorff com base enumerivel e
U um atlas maximo de dimensac m e classe Ck. Vejamos alguns exem

plos:

Exemplo 1 - 04 Espagcs Euclidianos

NO Rm, consideremos o atlas U constituido somente do
homeomorfismo x = 1id : R™M.. . R",  assim U é de classe Ck e di-
nensao m, mas (Rm, '} nao & uma variedade diferenciavel visto
que Y : rR*, 7" tal gue (= X ) = (2% ., 2% ), €

f q Y lf L m l! LB m;
um homecmor fismo onde fxy =y o x_l . R . RT tal g ue
_ ] -1 . m m
?xy(xl' .y xm) = {2xl, ey 2xm) e T’yx X oY : R — R
1 1 ~ .
tal que ? yx(xl’ .., xm) = { 3 Xyr eeni 3 xm) sao homeomorfis

mos de classe Ck, sem contudo se ter v « U, Por outro ladoc, para

cada k =0, 1, 2, ..., = , sedja Uk 0 atlas maximo de classe
Ck em R contendo a identidade; agora {Rm, 1] k} & uma varieda-
de diferenciavel de dimensaoc m e classe Ck. Tenos agui

Uy DU, 2 ... 2U,.



Exemplo 2 — As Supeaficies no R

Uma superficie M° de dimensioc m e classe Ck no rR?

. . . ~ K ,

e uma variedade de dimensac m e c¢classe C°, c¢onsiderando CcSs

homeomorfismos de U como sendo os inversos das parametrizagoes
m . m k m

Q: Uo C R — U C M de classe C . De fato, sendo M subes—

pago de um espa¢o Hausdorff, entao M" & Hausdorff. Temos ainda

0 seguinte resultado: "Sejam Uy, © VO subconjuntos abertos do
R" e \ooE Ud——+ v, Y : VO-"~+ V parametrizacgoes de classe
Ck do mesmo conjunto V R". Entio a mudanga de coordenadas
£ = y~l o ¥ € um difeomorfismo de classe Ck" (ver [4] , pa-

gina 43). Com isso ficam verificados os itens (b}, (c¢) e (d) da

definicao de variedades diferenciidveis.S$® nos resta provar gue o

m

atlas U & méximo. Seija z : W--» R um homeomorfismo de
um abesrto W < M sobre z(W) < R tal iy € Pz sao de
classe Ck para cada x ¢ U . Pela propria definicao de homeo-—
morfismo, temos gue voo= z_l = z{W) = R+ .M & um ho-
meomorfismo. Para cada pe W, ecxiste uma parametrizagéo
8 : UO oo Rm-~+ U & M com p o U7 M, de classe Ck.
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Como, por hipdtese, ?z“ml = e"l ozﬁ1 = e_l oY : z(U:ﬁW}~*e—l(Ufﬁw)
v)

& um difecomorfismo de classe Ck, entao z_l= @o(e_low): Z(UNW)—~
sUN W & uma parametrizacioc de classe Ck, isto &, z ¢ U, con-
¢luindo que U & um atlas maximo. Logo (M, U ) & uma variedade

diferenciavel.
Exemplo 3 - 0 Espa¢o Profetivo Real

Definimos © espaco projetivo real p"  de dimensio n co-

: N n_. .n+l
mo sendo o espage quociente da esfera unitaria S5 T R pela re
lagao de equivaléncia dada por p ~q <+ P o= z g, para
tode p e G en s”. se p ~ q dizemos que p e ¢ sao pontos

antipodos ou diametralmente opostos. Denotando por [p ] =1{4+p, -p}

a classe de equivaléncia de p podenns escrever Pn = {[pJ PP E Sn}.

Seja w: 8"-» P® a aplicacdo candnica. Portanto u(+p)=
= w(~-p) = [p] . Consideramos em P a topologia co-induzida pe
la aplicagao candnica, isto &, A & PV & aberto se, e s0 se,
T _l(A) & um aberto do S". Com esta consideragio, 7 & uma apli
cagdo continua. Além disso, se U & um aberto de S, entdo
s (aU)) = U LU (-0), onde -U = {-p.. S" : pe U1}, & aberto
pPor ser uma uniao de dois abertos. Por outro lado, m(U) & aberto

de »" se, e somente se, w_l( 7 {U)) & aberto de s™. Logo n{U)

n

& aberto, ou seia, 71 : s, p & uma aplicagéo aberta.

Vamos agera dar a " s cctrutura de variedade diferen-

, - R ~ ]
ciavel de dimensao n e classe C{.

(a) Temos © seguinte resultado: "Se X & um espago topoldgi
co com base enumeravel e f : X -+ Y & uma aplicacao continua,

aberta, de X sobre Y, entac o espago topoldgico Y também tem
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base enumerdvel” (ver [3 |, pigina 218). Como S tem base enu-

- n n - . ~
meravel e T 3 5> P € uma aplicagao continua e aberta de S

n
sobre Pn, concluimos que Pn tem base enumeravel. Por outro la-
do, se p e q sao pontos de 8", ndo pertencentes & mesma classe
de equivalencia, existem vizinhancas Ve W de p e q, respecti-
vamente, tais que VO W = ¢ e vV iV (-W) = @ . Logo T1(V) e

m(W) sao vizinhangas disjuntas de |[p | e |g |, ou seja, p? &

Hausdorff.

(b) Vamos encontrar agora uma colegao U de homeomorfismos
de abhertos do Sn em abertos de Pn. Para cada 1 =1, ...,n +1,

. . + - .
consideremos os semi-espacos abertos H, e H, determinados pe

lo hiperplano yl = 0, ou seja.
H+ = {y ¢ Rn+l : yl > o 1 e
i
H; = {y z Rn+l : yl < 0 }
0s conjuntos
+ + n Lo i
Ul = Hi IS ={y s § y o0 } e
- -y o no_ IS s I i
n+l
— | + -
sao abertos dos 8" e LJ (Ui I Ui) = s . cada uma das
i=1

T . - k
vizinhangas Ui e dotada de uma parametrizagao de classe C do ti
po

? . ¢ B U ot =1y s nt 1
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1 e .
(x7, oo, xNe (xl,..., X R P I D S
onde B = {x & R' : |x| <11}, ouseja, B & a bola aberta do R" de

[4a]

. . : n
centro na origem e raioc 1, Seja U o atlas C em S que con

siste nos homeomorfismos

i i. -1 i 1 I
X=(kP ) U ¢ 8 -~ B_ (0,1) ¢ R
i i i
1 i n+1 1 i—-1 i+l n+l
(X7 ener X 4 v, X Y (X, .-, XK . X Foees X )
+ x
Portanto X proieta U sobre a bola Bn(O,l) do hiperplano
i i
i
X" = 0. S
pit-~ /
_...‘ Ix-
. [N
— . . bW, ke
| e
| '
. -1
. Wy=xgol ”.w.)
A

Para cada 1 = 1, +.., n+l, 7 : st pP aplicada homeomorficamen
+

. -, _ I
te og hemisferios U sobre o mesmo aberto Win:_P . 08 homeo—
i
. _ .t -1 n o~ ,
morfismos w, = X; 0 ( « 1U+ ) . Wi~~+ R sac sistemas de
i

coordenadas locais. Seja U a colegac desses homeomorfismos.

n+l
n

(¢) B facil ver que Ly W = P, ou seja, os dominios
i=1l

. . n
Wi dos homeomorfismos wi, i =1, ..., ntl, cobrem P -,



{d) Mostremos agora que U & um atlas C . Sepe WifW Wj
, . n i
existe x &€ 87, com X > o tal que m(x) = p e W, (p) =
="(xl, ceny xl_l, xl+l, ..., ¥). Desta forma, se %% > o entao
+ . - .
X £ Uj e wj (p} = (xl, .y %3 l, xjﬁl, ey xn+1); se x? <o
entdo X & U; e wj(p) = (~xl, ey »xj_l, —x3+l, ey e DO
-1 - + + -1
A mudanga de coordenadas wj o W, ou € expressa por Xj o{xi ) .
']‘ + "l -+ .
Qu por Kj o oo {xiJ , onde g {x) = -x, sempre com dominio ex-—

presso pela reuniao de dois abertos, mas se apresentando come com-

posicdo de fungdes € . Logo U & um atlas C".

(e) Para cada k=20,1, ..., « , seja [:qu o Gnico atlas
maximo de contém U .
Assim P" fica munida da estrutura de variedade diferen

. - . - oo . -
ciavel de dimensao n e classe C , isto e, para cada k=0,1,..., »,

(p™, [u]k) €& uma variedade diferencidvel de dimensao n e classe

Ck.
Exemplo 4 - Espacos de Matrnizes
Seja M(n,R) o conjuntc das matrizes reais de ordem n xn.
- v - 2 - .
Podemos identifica-lo com RI! e muni-lo da topologia usual do

2
RI . A aplicacgao Y : M (n,R)-+ R tal que $J(A) = det A & con-
tinua porque o determinante de uma matriz & um polindmio em seus

coeficientes. Seja GL(n,R) = { A& M(n,R): det A # o} . hssim



.8.

GL{n,R}) €& a imagem inversa pela aplicagao tf do aberto R-{olc R.
Logc GL(n,R) & um aberto, e, munida da topologia induzida, & um
espago topoldbgico. Como an e uma variedade diferenciavel de di-~
mensao n2 e classe c ", M(n,R) também o &, e sendo 'GL(n,R)
em aberto de M(n,R), considerando os homeomorfismos que compoem
o atlas maximo U de M(n,R) restritos a GL{n,R), formamos
um atlas maximo U! tal que (GL(n,R), U'} & uma variedade dife~-
renciavel de dimensac n2 e classe C . Do mesmo modo Provamos
que o conjunto . GL{(n,C) das matrizes complexas de ordem n x n e
determinante diferente de zero pode ser munido da estrutura dife-

x

. = , ~ 2
renciavel de dimensac 2n e classe C(

No que se segue, as diferenciabilidades em estudo sexrao

[e]

consideradas de classe C

Definicdo 1.2 : Um grupo de Lie @& uma variedade diferencia-——

vel G com uma estrutura de grupo tal que as aplicagoes

f:GXG— G, definida por £(x,y) = ry, €
g : G— G definida por g(x) = x

sao diferenciaveis.

Para cada x ¢ G, onde G & um grupo de Lie, a aplicagao

L, : G— G, onde L. {y) = xy, € um difeomorfismo. De fato, a apli

a 5 - -1
cagao ¢ (x,y) = LX(YJ = xy e diferenciavel e {LX} = L « -1

pelo mesmo motivo também © &. Tudo isso ocorre com a aplicacgao

Rx : G— G tal que Rx(y) = yx. Os difecomorfismos LX e RX re-

esquenda por x, e  translagao a di

Ry

cebem 0 nome de ftranslfacao



nelfa por x , respectivamente.
Indicaremos por e o elemento neutro de G. Vejamos al
guns exemplos de grupos de Lie.
Exemplo 1 - (R, +) com a estrutura diferenciadvel usual & tri

vialmente um grupo de Lie.

Exemplo 2 - st =ize C - lz] =1} onde C & o conjunto dos

niimeros complexos, & uma variedade diferencidvel pois:

1 . - . .
e Hausdorff com base enumeravel, com a topologia indu—

(a}) 8
zida do Rz; {b) podemos tomar U como a colegéo dos homeomorfis-—
mes inversos da parametrizacao de Sl; (c) os dominios U destes
homeomorfismos cobrem Sl; {d) as mudangas de coordenadas sac ho-
meomorfismos de classe C. ;7 {e) U & um atlas maximo de dimen—
sao 1. Consideremos esta variedade com a estrutura de grupo em re-
lagao a multiplicagao de complexos. Esta operacao estad bem defini-
da em S' visto que, se a« e B estao em Sl, entaec | o . B |=

= |a|l . |8] =1.1 =1, ou seja, o.B e s, Lembramos ainda

gue se o & Sl entao o # o pols devemos ter la| = 1. Logo

as aplicagaes f S1 X Sl ------ - Sl tal que f(a,B8) =a.B , e

g : Slu~+ Sl com glo) = o 1 estdo bem definidas e sdo diferen-—
ciaveis. Acrescentando o fato de que o produte en S‘1 & associati

. l -
vo, tendo 1 por elemento neutro, concluimos que S & um grupo

de Lie.

Dizemos gue uma aplicagac h : G— G', onde (G,.) e (G',0)
sao grupos de Lie, & um homomorfisme de grupos de Lie se & c”
e hi{x.y) = h(x} o h(y) , para todo x e y em G, ou seja, um

homomerfismo de grupos abstratos.
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Se considerarmcs os deois grupes de Lie estudados acima,

podemos definir uma aplicagaoc exp : R— SL por exp(x):'ezTFXl =
= (cos2mx, sen2sx).  Assim definida exp & C eexp( x + y)=
= @2“(X+y)l = QZﬂXl LTy exp(x) . exp(y) - Portanto a apli

cagao exp & um homomorfisme de grupos de Lie. Além disso, ker{exp) =
= {xe R ;s exp(x) = (1,0)} = {xe R : (cos2wx, sen2wx) = (1,0)}=2,

gue & um subgrupo normal de R.

Exemplo 3 — Os espagos euclidianos sao grupos de Lie. Tomemos
s 2 . . . =
inicialmente, © R° com a estrutura de variedade diferenciavel es-
tudada anteriormente e a estrutura de produto direto de grupos ,

isto &:

(xq, yl) . {xz, y2) = (xl - Xy, Yy - Yz}
As aplicagoes
£: RS x R R, E£((x,,y),(x,,y.,))=(x .y, X .y,) e
1741 2772 1741772742
g RZ_ . R? . g(x,y) = (-x, -y)

sao diferenciaveis. Logo R® & um grupo de Lie. Utilizando-se de

procedimento andlogo, prova-se que R' =R x ... X R & um  grupo
de Lie. O produto de grupos de Lie também & um grupoc de Lie. Com
isso podemos afirmar que TO = gt X v.. X Sl & um grupo de Lie

e a aplicacgao

exp:Rn~+ ™ dada por exp{ x .,xn) = (exp Kir eeer exp Xn)

'



B

- . n n —
e um homomorfismo entre os grupos R e T, e tem por nucleo

o conjunto g7 = Zx ... xZ.

Exemnlo 4 - Consideremos a variedade GL{n,R) munida da multi

plicacao de matrizes. (GL(n,R},.) & um grupo e as aplicagoes
f : GL{(n,R) x GL(n,R})—— GL(n,R) definida por f (A,B) = A.B e
g : GL(n,R)—s GL(n,R) definida por g(A) = A sao diferencid-

veis. Provemos a diferenciabilidade de g num pontc geneérico A,
lembrando que deve existir uma transformacao linear T, Unica, cha

mada derivada da g em A, tal que

lim IE1C:PH

g(A+H) = g(a) + T.H + <r(H), onde
H+0 |H]|

Afirmamos que a derivada de g em A €& a transformagao linear que

a cada Heg M(n,R) associa a matriz ‘A_¥ H.A“l £ M{n,R) pois
)t = At oAt wal s rm, ou
r@) = atm? . @+ mt
entao
-2 -~
lim lrm | < 1lim lA ] 512 {a + &l L - o
Hso ‘H| H-0 [H1.

Sendo A ponto genérico, fica provada a diferenciabilidade de g
em GL(n,R). Logo CGL(n,R) é um grupo de Lie. De forma analoga
prova-se que GL{n,C) admite a estrutura de grupo de Lie. Os gru-

pos GL(n,R} e GL(n,C) se dizem Gruvos Lineares e contém os sub
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grupos:

Uin) =[ A& GL(n,C) : A_l = At } (grupo unitario)

SL(n,C} ={ A€ GL(n,C) : det Azl} {(grupo linear especial)
o{(n,C) ={ AE GL(n,C) : A At= Ij (grupo ortogonal complexo)
SU (n)= Um) N SL(n,C) (grupo unitario especial)

SL(n,R) = SL{(n,C) i GL(n,R) {(grupo linear especial real)
o(n) =}A € GL(n,R) : A.A = I} {grupo ortogonal)

S0(n) = 0(n) N SL(n,R) (grupo ortogonal especial)

Provemos que 0O{n}) & uma sub~variedade de GL(n,R). Para isso, seja

s, ={Aa€ Mn,R) : A= Atj o conjunto das matrizes reais de ordem

n simétricas. E facil ver que as matrizes

[10”.06 00 ... OO fo T .+ 0 0] ©0 ... 00]
0o ...00] 0ol ... 00 i00 ... 0 Ol 10 ... 0 o 0O 0 vau © 0!
! i b i !
| . . . . oL, i . -
i- . - e . . . . . - | - . .
P 1 Frer g !r [ . .
- R . .. I - ..

00 ... 00 |00 ... 00 00 ... 00 (OO ... OO0 OO0 ...

i
OC 400 00C] (OO o.. O Q| 00 o 1] yo e} ...C)DJ 00 .. X

formam uma base do subespacgo Sn’ e gue,por contagem,

(n-1 + 1) (n=-1) _.n

dim Sn = n + = (n + 1) -
2 2
Definimos £ : M(n,R)---»S_ por f£(a) = A. a. a aplicagio  f
esta bem definida pois, dado A ¢ M(n,R), temos (A . At)t =

(At)t. At = A.At, ou seja, A.At € Sn' Aléen disso, f & diferen—
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ciavel e fﬂl(I] ={ A& Mn,R): A.At =T} = 0O(n}). Temos 0 se-
guinte resultado: "Sejam U< R’ aberto e £: U—RY™ ga clas-

k - - -
se C, k > 1.5¢ ¢ e um valor regular da £, ou bem £ . (c) e
vazio ou bem &€ uma superficie m - dimensional Jde c¢lasse Ck em
RY ", (ver [4| , 9dgina 58). n

a2 _ z(nt])

No nosso caso podemos escrever f : M(n,R) - R —= Sn" R -

bastando provar que I & valor regular da f. Se X e Hé& M{n,R)

entao
de(H) _ lim fX +x H) - f£(X) _
r+0
T
_ lin (X rH) . (Xt rm)° - xx©
r+0 3
_onim xx" o4 part e o™ 4 vt - xxt
rro
r
= XHt + HXt,
. _ . S5X :
Se X &€ 0O(n) e §e Sn, tomando Y = &= € M{(n,R) temos
2
SX t . 8X ¢ st 5
de{Y) = X(“'ﬁ") + —“i- . X = —i- “+ “2’ = 5,
ou seja, de & sobrejetora para todo X & fﬁl(I) = O(n). Logo

I & valor regular da £ e 0(n) & uma variedade diferenciavel de

classe C e dimensao n2 - h%_ (n+l} = #g—(n—l) . As aplicacgoes
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£f:0(n) x 0(n)— 0O(n) onde £f{A,B) =AB e g : 0{n)— 0{(n) tal
gue g(a) = A_l entao bem definidas pois, se A e B & 0O(n), tenos
(aB) . (aB) " = (a.B) (8" A% = a. (s. pY at = a.n At =1 e
ah ahte ah @bt 2 a7t = 171 - 1. como sdo também

diferenciaveis concluimos que O(n) & um grupo de lLie.

Definicac 1.3 ~ Um campo X de velores ftangentes a um gru—

po de Lie G €& uma aplicacao que a cada ponte p de G corres-
ponde em vetor Xp de TPG, onde Xp denota ¢ valor do campo X
ne ponto p € 6. Um campe X de vetores tangentes ac grupo de
Lie G se diz {nvaradlante a esquerda quando Xxy = db_ . Xy' onde
de €& a diferencial da translacao LX a esquerda de x. Indicare-
mos por G o conjunto dos campos invariantes a esquerda de um gru-

po de Lie G. Conhecendo-se X, & facil conhecer Xp pois XP=X =

p-e
-.-.dLP.Xe . 8e o campo X esta definido num aberto U, ¢ : U—— R' 8
um sistema de coordenadas em G ccm ¢ = (xl, .y xn}, %' U

~ R, e p ¢ U, entao o vetor Xp se expressa, em relagao 3 base

( B-) L de T G, por
3,1, P
[
[ i=1, ., n
n
i d
S £ ) (=) ,
P ? X
i=
onde os gl sac as componentes do campo relativamente as coorde-

n : . =
nadas X, ..., X . Assim dizemos que o campo de vetores X e
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diferenciavel numa vizinhanga de p se, nesta vizinhanga, gl,
cevr Y s30 fungoes diferenciiveis.

PROPOSICAO 1.1 : Seja G um grupo de Lie e G o conjunto
dos campos invariantes a esquerda de G.

(i) G & um espago vetorial real.

{ii) A aplicagao a 2 G -— T, (G) tal gue af¥) = X, & um

isomorfismo entre espacgos vetoriais.

(iii) Se X &€ 6 entac X & diferenciidvel.

Demonstracdce: G & um espago vetorial real e a aplicagao o &

linear pois; se X e Y ¢ (G entao ol + k ¥) = (X + Kk Y)e =
= 1 = + . POTr ©
X . + (kY)e XQ k Ye o () k o (Y} o} utro
lado, se a(X) = a{Y), para tode x & G temos sz de°Xe:
de Y, = YX ;  portanto X = Y, ou seja, « € injetora. Se
v o ’I‘e (G), definimos um campo X por XX = dLX.v, para to-—
do x em G. Com isso X = dIL, . v = diL 4L v = dL_ . X ,
Xy Xy X Y X Yy

0 que prova dgue o campo X, como foi definido, pertence a G, e
a(X) = Xg = dLe.v = Iv = v; portanto a & sobrejetora. Sendo

o uma aplicagao bijetora, ¢é um isomorfismo entre estes espagos ,
n

provando o item (ii). Consideremos agora ¢ : U » R° em sis-
tema de coordenadas locais em G, com ¢ «. U, ou seja, um ho-
meomorfismo de um aberto U ~ G num aberto @(U) R, com
@ = (xl,..,, Xn), xi : U-=» R, e seja X & U. Entao

Xy Cx7) o= (a0 (x7)
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Aqui deveriamos ter LX(UJCZ U, o que nem sempre acontece. Para
contormarmos este problema, tomaremcs V ¢ U contenco e tal que,
para todo x, y € V se tenha x. vy & V. Isto é possivel pela

continuidade das operacoes no grupo. Restringimos o estudo da @

a V e escrevemos Xe como combinacac linear dos elementos  da
bhase de T (G); portanto X =:>__ C- “EWT (¢ 3+, ¢c. € R e
e e . J J ]
7] X
i o D (%', Ly
entdc X_(x") = (dL_ . X ) . {(x,) = /L _ c. =KL (g
X X e 1 ] 1
3 I¥
Definimos a aplicacido diferencidvel f% : V x V-——= R por
£t (x,y) = xl(x,y), gque € a i—@ésima coordenada do produto x vy =
i N 3T (x, ¢ )
= L_y. Entac temos X_ (x7) = /.. c. L , gque € uma
% # ] J 3 %7

fungao diferenciavel de x, ou seja, X & diferencidvel em x& V.

Para estendermos este resultado a todo X « G basta lembrarmos de

[ra]

que L & um difeomorfismo C e a composicac de difeomorfig

-1
b4
o oW

mog C & um difeomorfismo c .

Definicao 1.4 : Chama-se algebrna de L{ie um sspago vetorial

¢ munido do operador bilinear

[ ' ]: G x 66— G satifazendo:

(a) x,vy 1 = -[y,x 1,

b) [[x,y}]z] + [lz.x], v+ [lv,z] , x| =0,

para tocdo X, ¥ e 72 em G .
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Vejamos dois exemplos importantes.

1) M (n,R) com a operagdac |A,Bjf = A B - BA, onde AB

representa o produtc usual de matrizes, & uma Algebra de Lie, vis-

to que:
(a) {A,B] = BB - BA = ~-(BA - AB) = - [B,Al
() [[a,B], ¢] + [[c,a |, Bl + ||B,C |, A] = [AB - BA, C| +
+ [ca - AC, B} + [BC - CB, A] = (AB - BA) C - C(AB-BA) +

i

+ CA - AC) B - B{(CA - AC) 4+ (BC - CB}) A -~ A(BC - CB)

ABC - BAC - CAB + CBA + CAB -~ ACB - BCA + BAC +

1l

+

BCA -~ CBA - ABC + ACB = o

2) O conjunto G dos campos invariantes a esquerda de um gru
po de Lie G & outro exemplo de adlgebra de Lie denominada A&l-
gebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Basta observar dque o
colchete de dois campos X e Y (ver [8] , pagina 36), quando
X e Y sao campos de vetores invariantes a esquerda, € um campo
de vetores invariantes a esquerda, e gue asg propriedades (a) e (b)
da definicao 1.4 s&o validas (ver [8|, pagina 85). O isomorfis-
mo a : G = TQ (G} da proposigac 1.1 nos leva a afirmar

que TQ(G) & também uma algebra de Lie, e dim 6 = dim TQ(GL
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Sejam agora, G um grupo de Lie, G a algebra de Lie

associada a G e X € G. Da teoria de equagoes diferenciais or-—
dinarias tem-se gue, dado x ¢ G, existem abertos Uc G, (-§, £} < R
contendo x e uma aplicagao diferenciavel 4y : U x (-,f)—G tal

que, para todoc y €« U,

Y (y, o) =y

ay (y.,t)

dt S e

@ recebe © nome de {4Luxc do campo X. Adotaremos a seguinte no-
tacao Ple,t) =P, , que representa a unica trajetoria de X por

¢. Neste caso, sem nenhum problema escrevemos qJ : (-E, E)CR=G,

PROPOSICAO 1.2 : Num grupo de Lie G, @ & & definido para
tede t, e a aplicagao ﬁj ¢ R— G & um homomorfismo de gru-

pos de ILie.

Demonstracac: Fixemos t, & (-£,%) e facamcs %>t = z .
o)
o P _ ‘ ) — ~
Definimos @t = g . % £ = L ﬂl(§;t). Portanto @ =
z tO
= Z"l.tPt = z“l,z = e, e ainda
o)
¢ a . a o (1) B
= (L W) = an = dL _q. X =
at dt 2 i z ‘ L{Jt
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= X = X
-1. 4 -
z '{ t \Jt
apy — —
Como = X e e = 0 caoncluimos gue i é solu-
dt P e Te Ly
o

cao do sistema:

d x _ X

d t ®

(*)

X (to) = @
Para t0 > 0, definimos a aplicagao ¥ o (tO ~ £, tO + £} - G
por yit)y = LPt—t . Assim ¥ também & solugac do  sistema

o

{*) pois

a ¥i{t) _  dy¥t-to (i) ¥

dt at -t
0
. ; . (1)
¥ {t) = = 2 = W {g,0) = ¢
o tO_tO L{ 0 L&

Pela unicidade a solugao de uma equacac diferencial temos

Yo T LPt»tO (2)

com dominio podende ser estendido para (-&, tO + £) e, conseguen



temente k?t = LPtO . th pode ser estendido para todo t & R.
'L.,JI' = = - r 2 o = O
Por cutro lado, como ( z th Z ST %_t Yot

podemos escrever

( ) .ol = (3)
Pto It | tot,

. . I ‘_‘l _
Considerando t, =t e t=o0 temos (tpt) . qﬁo = %J"t , ou,
pelo fato de q)o =Y (e,0) = ¢ ,

(gt (4)
Y R
Alem disso, para tode s,t £ R temos L?t+s =t+§3+t =u ?c“( £y =
{3) -1 {4)
= } . = . : - = I Y . —
(P s Ty - g ouseia, e T g - T
go 4 & um homomorfismo de grupos de Lie.

Definicac 1.5 : Seja ( a algebra de Lie associada ao grupo
de Lie G, e X € G. Denotando por Gy @ trajetoria de X
pela origem e, ou seja, com %DX(O’ g) = ¢, chamamos de

aplicacac exponencial de G a aplicagao exp: G % TQ(G)w+ G tal

que exp(X) = P (1, ¢) = o (L)

e a »/
/ / / A ) /
/ /*X
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TEQOREMA 1.1 : Se X pertence a algebra de Lie (¢ de um grupo

de Lie G, entao, para todo t, t;, e t, ¢ R temos:
(a) exp(tl + t2) X = (exp tl X} . (exp t, X).
. -1
(b) exp (-t X} = (exp tX) .

{c) exp & diferenciavel.

{d) exp &€ um difeomorfisme numa vizinhanca de ¢.

Demons thagdo
{(a} Provemos primeiramente gque kVSX(t) = qix(s,tJ, para gual-
quer € e t em R. Para isso, fazendo q?x(st) = y{t) tere-
mos,
v(e) =P (o) = ¢
d ¥(t) d  y(st) .
= -— . 8§ = 5.X 5.X -
at dt %fx(st) ¥ (t)
y & solugao do sistema
( x(o) = ¢
d x
= = X
} dt T

que tamb&m tem Y.y POT solucao. Logo Y¥(t) :“PX(St) =uPsxtt)

Provado este resultado podemos escrever exp (tl + t2) X =
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e) = {‘X(tl,qlx{tz, e¢)) onde a

G1ltima igualdade deve-se a uma propriedade de fluxos de sistemas

autdnomos (ver [6] , pagina 38).

Por outro lado, (exp th).(exp tzx) = \ptlx(l,e) Py x {1,¢) =
*X(tl'e) %JX L e ). Consideremos as curvas
¥, () = 1--x(tl,e) IPX(t; e) e

Wz(t) = Lf (t \JX(tl,e) = j (t + o ¢ )
Para wl temos: wl(o} = qJX(tl,e).qix(o,e) ~xf (tl,e) . e =
a w. (t) Aty e). @t e)
1 1 %
=P _(t;, 0 = (1,eY=exp(t, X), e = =
X'l LPth 1 at dt
TR R 0T Kty a ey PR Yy tenes
\Pz(o) = \PX(OI\E"X(tl:u)} ‘—‘\‘[Jx(tl.ra) :’t‘Pt{X(l,e’) = exXp (tl X)r e
d u,r2 (t B dkPX(t;'+ X{tl!())) _ % - X
o ) = - NS TR I ]! v, (k)
dt dt D O S A 2
Provamos entaoc que Tooe ¥, sao solugoes do sistema
S ¥(o) = exp (tl' X}
dx _
( at (t) = Xx(t)
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Dal Wl = W2, ou seja , g%x(tl,c) . X(t,e.) “X(t’H'X(tl’e))'

ou ainda, exp (tl X). exp (t X) = exp ?(tl + tz) X } , concluin-
do ({aj.
(b) ¢ = exp o = exp (t-t) = (exp t X).{lexp (-t X)) . Logo
_ -1
exp {-t X} = (exp t X} .
(c) Consideremos o campo vetorial V : G X ¢ — » R2n onde
Viy, X) = (Xy, o). O fluxo ¥ de V por (e, X) <& G x G é
dada por y(t) = (ﬁ$X{t), X) = (exp t X, X} pois
( Y(o) == (ﬁ‘x(o), X) = (¢, X) e
§
a. ,(t)
‘{J Y 1
G R RIS Skl Wy 0=
\ o oat at at Y x
|
f
\ —(XT%X(I) P X} = (Xexp(tx)' )
Consideremos a aplicagao diferenciavel % : G x G — G tal que
1(x, X} = x, e Exp : Rx 6G— G onde Exp (£,X) = exp t X .
Assim Exp = 7 o Y , conforme ¢ diagrama
g T
R x G e« a3 x G PPV ——

(t,X) —————> (exp tX, X)+——>» exp t X.

sendo ¥ também diferenciavel por ser fluxo. Logo Exp € diferen—

cidvel em t e X, o que nos faz concluir que exp & diferencia-



vel em G.

(d) Para X & G definimos a aplicagac vy : R, G tal
que vy(t) = t X. Entao vyio) = o0 e dy (o)= X e (d exp)o . X =
dt
at dt =0 dae t=0
= X4%(0} = X, » ouseja (d exp}o & nao singular. Pelo Teo-
rema da Fungao Inversa, exp & um difeomorfismo numa vizinhan-

ca de e .
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CAPITULO II
VARIEDADES HOMOGENEAS
Faremos, neste capitulo, um estudo dos espacgos homogé-
neos, que sSao espagos quocientes de grupos de Lie por subgrupos fe

chades.

TEOREMA 2.1 : Seja H um subgrupo fechado de um grupe de Lie

G, G/H ={xH : x¢ G} e m ¢ G—r G/H com w({x) = =xH a apli
cagac quociente. Existe uma Gnica estrutura de variedade diferen— -

ciavel em G/H satisfazendc as condigoes:

{a) n & diferenciavel.

(b) Para todo xzH em G/H existe uma vizinhanga W de xH em

G/H e uma aplicagao diferenciavel ¢ : W-—+ G tal qgue

T oy ¥ idw, A aplicagcac 1 recebe o nome de secgao lo-



cal da aplicagac .

Demonsthagao : Seja dim G = n, dim H =k e (G/H); © mesmo
conjunto G/H munido de outra estrutura diferenciavel satisfazen-
do também (a) e (b). Consideremos a aplicagac id : G/H-- (G/H),,
e, para xH € G/H, seja (W,;) dado pelo condicao (b). Escrevendo

id, =no ¢ , temos uma composigidc de aplicagOes diferencidveis:por

G
A
Py
?//f} . o
/ y ; "
Weee/H W | (g/H) ]

tanto idg é diferenciavel e entao id & diferenciavel em xH .
Da mesma forma, considerando. id:(G/M) > GMH e, para (xH), € (G/H)¢, to-
-mando-se © par (Wl;c} da condicao (b), com ¢ mesmo raciocinio con-

cluimos que id, é diferencifvel; entdo id é diferencidvel em
1

G
P /i%

wlc:(g/ﬂ)lW,m_hM”, G/H

(xH)l. Os resultados acima nos levam a afirmar que id:G/H—+(G/H)l
L]

& um difeomorfismo. Como duas estruturas diferenciaveis sac equi-
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valentes se a identidade for um difeomorfismo, fica provada a uni-
cidade da estrutura diferencidvel em G/H que satisfaz as condigoes

{a) e (b}.

Provemos agora a existencia. G & um espago topcoclogico de
Hausdorff com base enumeravel. Consideremos entac em G/H a topo-
logia co-induzida pela aplicagao x , isto &, é aberto de G/H o
conjunto cuja imagem inversa & um aberto de G. Pelo fato de m ser
continua e aberta, e tendo ; Lema: "Se X €& um espago topoldgico
com base enumerdvel e f : X - ¥ & uma aplicagao continua, aber-—
ta, de X sobre Y , entao o espago topoldogico Y também tem ba
se enumerdvel" (ver [3| , pdgina 218), concluimos que G/H tem
base enumeravel. Além disso, a Proposigao: "Seja G um grupo topo
légico de Hausdorff e H um subgrupo de G. Para que o espago to
poldgico G/H seja de Hausdorff & necessario e suficiente gue H
seja fechado", (ver |5], pagina I-13), nos faz concluir que G/H
& de Hausdorff pois H & fechado. Seja G = H # H' onde H e G
$a0 as algebras de Lie de H e G, respectivamente, e H' & o)
espago complementar de H em G . Faremos uso do sequintes Le-
ma: "A aplicagac . : G » G dada por o(¥+X') = (exp X).(exp X') ,
X c¢H , X*€ H' & um difeomorfismo em uma vizinhanga de 0O ¢ G ".
(ver [1], pagina 58). Seja V =V, + V' = a citada vizinhanga de

1

O& G, onde Vl(: H ) V'] o HY e mais, 0 o= J (V) e

W = r(U). Eis o diagrama:

VEV RV O @R U 6 e WD G/

Temos entao T WY = dw T xH)E L = (.} fuh : h«+ H } =
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= {vh s ueUe h e H} = L) uh gque & uma unizo de abertos;
he d
portanto um aberto. Pela definigao de topologia co-induzida, W &

um aberto de G/H. Considerando dim ( Gi=n e dim (H)=k, te

mos dim {H'l= (n - k}, pois dim ( Hf{1 H'" ) = o . Definimos

n-k

o ¢+ W <o G/H H' = R

X 0 r——— X\

onde x = (exp X"). (exp X) ¢ U com X ¢ H e X' oo HY.

(i) o estd bem definida. Para provarmos este resultado basta.

tomar x = (exp X'). (exp X) € U e y =exp Y& (HN exp V) e

|

mostrar que o {xv H) = o (x H). Temos entao: Xy
(exp X') (exp X)(exp ¥Y) = (exp X') (exp 2} para algum 2 € HO Vv,
pois \?\V & um difeomorfismo. Logo of{xy H) =ZX' = o(x H ,

- confirmando a afirmagao.

(ii) ¢ e 1l.1. De fato, sejam x = (exp X') (exp X) & y =
= {exp Y'){exp ¥Y) tais que X' = Y', ou seja, o({x) = o(yl. En-
tao y_l x = {exp Yﬂl)(exp Y')_l. (exp X'). (exp X). Como X' = ¥!

temos ¥y k= {exp Y)*l (exp X) que pertence a H., Por . definigao

xH = yH, ouseja, ¢ & 1 - 1.

Provemos localmente os itens (a} e (b) do teorema. A
aplicagdo p : G= H & H'—»H' tal que p(X + X') = X' & .'dife-
rencidvel, e a aplicagao 4,‘1 : U-— V também o &, pois

$: V- U o difeomorfismo citado anteriormente. Dai o =
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=p o @"l : U—r Vl' dada por plexp X . exp X') = X! onde
X'« V' e diferencidvel por ser uma composicac de  aplicagdes
-1

diferenciaveis. Pelo mesmo motive temos que (o 0 uF): J—r W

& diferenciavel quando considerames em W a estrutura diferencid—
-1

vel que torna g un difeomorfismo. Entac { o o p)ix) =
40'1 o p)(exp X'. exp X) = o“l[xﬂl) = xH = 71(x), e conclulimos
que | & diferencifvel. Seja agora £ : W—— G dada por ¢ =
=eXp o g . Assim definida & C e wo g{xH) = r{exp X') =
= {exp X') H = (exp X') (exp X). H = xH pois exp X¢H, e entao

T o g = idw, provando localmente (b), ou melhor, provando(b) para
uma vizinhanga coordenada de H ¢ G/H. Por translagdo & esquerda
vames obter vizinhangas coordenadas em torno dos demais pontos de
G/H. Para isso, se x g G definimos [x como sendo o homeomcr-
fismo de G/H, induzido pela translagac a esquerda LX em G, isto

e

€, L,y H ==xyH, ye G. Definimos também a aplicagao O g =

= g~k LX{W)),uma

=g o L - e Ex{w)~+ H' = R e obtemos (GxH’
L (W)

vizinhanca coordenada em torno de xH. Fazendo x percorrer G temos
que '{(cxH, IX(W)) : ®x ¢ G} fornece uma estrutura diferenciavel em
G/H . A mudanga de coordenadas & diferencidvel pois na interseccao
das vizinhangas coordenadas de um ponto xH os homeomorfismos lo-

cais do atlas correspondente gozam de uma mesma estrutura diferen-

cidvel, demonstrando assim o teorema.

Definicdo 2.1 : Chamam-se variedades homogeneas, as varieda—

des diferencifveis da forma G/H onde G & um grupo de Lie, HC G

& um slubgrupo fechado, e existe uma estrutura diferenciavel dada
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pelo tecrema acima.

Definigao 2.2 : Dizemos que um grupo de Lie G age em uma va-

riedade M se existe uma aplicag¢ao diferencidvel n : G x M-» M da-

~da por n{x,p) = xp, tal que
(a) ep=0p
{b) (xy} p = x(yp)

Dizemos também gque n & uma a¢do de G em M. O conjunto  Gp

!

={xp : x€ G} & a orbita do ponto p e« M segundc a agdo n

que pode ser definida como a imagem da aplicagao
G x {p} —*M
(2, p) — 1 (x, p)

A agao n & transitiva, ou G age transitivamente em M através'

de n se Gp =M para todo p e M, equivalendc dizer que, dados

peqg em M, existe x € G tal que x p = g. Para Po c M
definimos grupe de Liotropia de P, © Qque se denota por Gp '
0
como sendo o conjunto G = {xg G : Xp, = po}.
o
Provemos gue Gp & um subgrupo de G. E &bvio gue
o
Gpoc: G. Além disso, e @ Gpo pois ¢.p, = P, Por outro la
. jan = = . D T =
do, se X, ¥ & Gpo entao X P, Py e Vv po po al X p.
-1 o -1 - .
=y p., O VvV "xp_ =p . Por definicao ¥y x e G . Assim
o) o o o
Gp & subgrupo de G. Para provarmos gue Gp & fechado con-
o o
. sideramos a translagao a direita Rp : G- G tal gue Rp (x) =

o 0



3.

=%p_ . Como RP & continua e G - {pol & um aberto, temos que
o
R;i (G - {po} ) & um aberto de G. Mas Gp & o complementar de
O O N
At l el
Rpo (G - {pol }; logo Gpo & fechado.

PROPOSICAQC 2.1 : Sen : Gx M » M & uma agdao transitiva, en

tao Gp & isomorfo a Gg, para todo p e g em M .

Demonstrnacao: Pelo fato de n ser transitiva dado P e g em

M, existe a &€ G tal que ap = g, ou p = a—lq, e dal p=ep =

= (a1 a) p = a_l(a p) = a_lq. Definimos as aplicacoes : Gp—
< P

+ Gg onde (x) = a x a’l, e v Gqg-— Gp onde ¥(y) = awlya.

Elas estao bem definidas pois: se x ¢ Gp entdao a x awlq = axp=
= ap = g, logo a x ale Gg ;+ se y ¢ Gg entao a_lyap= a_lyq=
= a_lq = p, 1logo a'lya E‘Gp. Temos ainda (Yo ¥) (y) :‘P(a_lya)=
= a(a“lya) al = {a a*l) y (a a_l) = y, portanto & o¥= idGq' Da

_ -1, _ -1 -1, -1 -1,
mesma forma (Y oy)(x) = ¥{axa 7) = a “{(axa ")a = {(a "alx{a "a) =
= x, portanto id ap” Provamos assim que 4 e ¥ sac fungoes in-
versas. Podemos ainda escrever: La:aR -1 (x) = La(x aﬁl ) =

a Gp
_ -1 _ -1 - o4 -
=axa =¢9(x) e Ra(JL 1 (y) = Ra(a y) = a v a= v(y),
N a
Gq

ou seja La o Ra”l =4 e Ra s La“l = ¥ nas orbitas Gp e Gg

Por serem composi¢oes de fungoes continuas e diferenciaveis, adi-
cionando o fatec de serem inversas, concluimes que Gp e Gg 830

isomorfos para todo p e g em M.



TEQREMA 2.2: Seja n
grupc de Lie G na variedade M. Seja
de isotropia de p_. A aplicagao
o G/G_ r M
Py
® Gpo —— nix, p!

& um difeomorfismo.

Demonsiraqgac: Provemos primeiramente

da. Consideremos xG = vyG ;1  entao
Pq - Po
P,r Ou ainda ¥p, =Y p,- Logo a(x Gp

Temos também que

existe ¥ @ G tal que ¥Py = 4

transitiva. Portante o & sobrejetora.

Suponhamos agora . Xp, = YP,-
seja y ix € G .
Py

que nos faz concluir que o« & injetora.

Mostremos que o

isso o seguinte resultadc: o : G/Gp

Q

se, o o m: G—— M & diferenciavel,

G Xx M-~ Muma agao

o

@ & sobrejetora pois, dado g

em virtude de n

Entao y“l

Se isto acontece temos gue

& diferenciavel.

— M &
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transitiva de um

Po e Me Gp C  grupo

O

que o esta bem defini-~

- X « G ; ou -
Y P, Y

XPOE

= aly G_ ).
@)

o Mo,

ser uma  agao

X33
Pq

Il H
o T
)

o}

x G
Po Po

Utilizaremos para

diferenciavel se,

-

T 3 G— G/G e
pO

onde

a aplicagao quociente. Demonstremos tal resultado. Como j& prova—

mos gque 7 & diferenciavel, sendo

o« diferenciavel, entao o« o 7 &
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diferenciavel. Suponhamos agora a o n diferencidvel. Considere —

mos o par (W, t) dado pelo Teorema 2.1 .

G
L S
T T o aor
»
WwooG6/G. % M
“o
Em W temos ¢ = & 0 idw = a of{ o) = {a o Tmlo g onde
@« o 7 € diferenciavel por hipdtese e ¢ € diferenciavel como
no teorema 1. Entao o & diferenciavel em cada vizinhanga de
X Gp ; Ppara x - G. Pela unicidade da estrutura diferenciia—
o
vel em G/G concluimos que o & diferenciavel.
Po
Para provarmos gue o € um difeomerfisme devemos provar
gque daxG & nac singular para todo x < G, isto &,
Po
r d = {o}.
ke o q {o}
Po
;;xﬁ' - -
— S X
/ *\.\H‘“‘ ) po e _/\
/(J’__",_,,_,-—-C_" \-—---h%ﬁh \// ——
pAO .\“-:.-:?"“H-\.._\_“
/G B T > ) \\‘-\ a = QaT
: ~ e
E ~ M //
‘ I /
__,.-"_"-"__'_'_“‘* ----- —_. ) ’ {,/’
. GD amw_r
~o
G/G
Yo X G,
' po L <



Seja &« = aow: G— M onde ol(x) = (¢ om) (x) = G(XGP ) = X . P,
o)
_Consideremos as derivadas
L] T _—
dn X(G) TXG (G/Gpo) '
o
da o i T (G) wp e
P P o
d @, TX (G) - TXpO(M)
Temos que ker dn = Tx(x GP ) e que an, é sobrejetcora. Mostra-
o}
remos agora ¢gue ker dax = Tx(x G_ ), ou seja, que dEX(Y) = 0 sé,
o _ :
e somente se, Y‘e.Tx(x G_ ). Definimos entdc a aplicagao ng # Mo
o )
-+ M por nx(m] = xm. Temos agora (nxo a ol _1)' (v ) =
"X
=t oalxty) = nxtypy = xtxyp = yp_ = aly pa
X X o) 0 o =
ra todo y em G. Como o = n, © o oL__l, mostrar que ker & g =
X
:Tx(x Gp )  equivale mostrar que ker d&e‘= TQ(G Yy, isto &, basta
o o

mostrar que se G e H sao as Algebras de Lie de G e G

o

respectivamente, entdc da(X) = o se, e somente se, X & H .
Se X € H  temos dne(x) = 0, entdo dEe(X) = df{o o ﬂ)e (X)) =
d o (dn, (X)) = o . Por outro lado, se dEQ(X) -0 com X &€ G, de-

finimos a aplicagao > : R— M por A () o {exptx}=(aoyx)(tL

Tenos que

dAalt) = & (Fou (e =43 (< (v ()
dt at X dt ta
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=da (X Xft)) da {Xexp tX}
= d Mexp tx © o o Lexp _tx } | Xaxp tXW
- {d Texp tx © & & @ & Loy —tX} { % tX} =
= d Ny tx (0 (X)) =0
donde podemos concluir gue A(t) = o (exn tX) = (exvp tX) P, é cons-

tante, e como A(0) = B entac (exp tX) p, = P, para todo t & R, ©

que significa dizer que exp tX & GD , ou seja, X & H. Esta provado
0 .

entao que @ & {X) = 0 se, e somente se, X ¢ H, ou seja, ker d ax =

Y) para al-

= T (x Gp ). Seja X & T, & (G/G? }): entac X = d wx(

ple o o, o
gum Y em T (G ) pois d 7 é¢ sobrejetora. Dal
-0

d G (X) = @ e a (a T, (¥)}
Ps Po
=d (o o ﬁ)x (Y} =
= d o (Y)
Logo, se d a, (X) = 0 & porque & EX (Y) = 0, ou seja, Y H ,
. o,
donde d Ty (Y) = 0, o que significa dizer gue X = 0. Concluimos en
tao que ker 4 by g = {0} ,» equivalendo a d o, nac & singular,
P B

o

ou o e um difeomorfismo, demonstrando o teorema.

L]
Vejamos alguns exemplos onde se aplica o teorema acima.

.
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Exemplo 1 - As Esferas
n-1 n-1

1) Seja n: s80(n) x 8 — 8 dada por n{A,v) = A v. Assim
definida, n & uma agac de SO(n) em Snﬂl. Vamos mostrar que esta
i - N ' — 1'1"'1 - n"l
agao & transitiva. Dado My € S , escolhemos Mor - My em 8§
tais gue B = {ul, Hor oeny un} seja uma bagse ortonormal do r" com

a mesma orientagao da sua base candnica. Cada elemento desta nova

n

base pode ser escrito da forma uy = S* uji ej, com ujiég R, ou,
i=1

em fungao de suas coordenadas, py o= [uli, ey Uni)' Tomando-se as

- coordenadas dos vetores de B, na ordem da base, construimos a ma-

triz

f¥y11 » « -« Hip

Como B € formada a partir da base candnica, a menos de uma  rota-
gao, temecs que det A = 1 = det At, ou seja, A € SO{(n).

Por exemnlo, no S0{(2) temos a matriz

“cos @ ~gsen 9

sen 8 cos O

vor matriz associada ac operador linear rotagac segundo um angulo
|- . S
2

8, onde det A = cos2 @+ sen” 6 = 1.

_ ) o o 3
Um outro exemplo € .a composicao de duas rotagoes no R7:

. —
a primeira segundo um angulo O tendo OX por eixd de rotagac, e a
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outra de um angulo @ em torno de OY. A composicao acima & uma

transformagéo linear associada 3 matriz

lcos O -sen & 0 |
| |
A = |sen O cos @ cos O cos ¢ -gen @
I |
i ;
Lsen 0 sen @ cog O sen @ cos @ |

de determinante igual a 1.

De um meodo geral, A & a matriz de mudanca da base B para

a base cananicalA ey = ug, i=1,2, ... n},Em particular A ¢y =
uy; portanto dados u e v em Sn_l existem A e B em 80(n} tais que
_ ' _ -1 ~1y . aml
A e; =ue B g, = v ou B vo=eq. Segue~-se que (A.B T)v=A(B V)=
A ey =u, ou seja, existe AB‘lg; $0(n) tal que AB“iV, ou ainda n é
uma ag¢ao transitiva.
Seda
- L] )
? : i : o~ ) l‘
$O0(n-1) =% A SO0(n): A = | e AaS0(n-1) {
| | P
| | . |
\ | . : ]
0 ... 01
Se A € sS0(n-1) entao
! s "o T 0
A = : 'a . : . s
a7 . .7 . T8y
0 0 0
0 ... 0 l, Sl g Sl

Logo S0(n-1) < SO(n)e (*), onde SO(n)Q &€ o0 gruoc de isotropia
) n n



do ponto 2L - Tomemos agora A = (aij) ¢ 80(n} tal que A e T e
Por exemplo, sen = 3 ¢
ta1 812 813
= |
A 851 ass a4 i'
S931 432 833

devemos ter

- - - i I} H !

raqq a5 a3 |l 0 0 ray g I 0

|

ayq ay agq |EI i0 D= 0 , ou iaza = 0 ,

| !
31 A3y azz | 10 L0 | 233 1
Entao a;3 = 3,3 =0 e a;, = 1. E facil ver que se A ¢ = ¢ deve
mos ter, necessariamente, a, = 0 vara i=1, ..., n-1 e a =17 por-
n
N . t .

tanto / a;, = 1. Por outro lado, temos AA~ = I, Vejamos o que
i=1

19} n = 2
‘aygy 0'|[ fay g a21[ * 1 0 ‘
t = ;
221t L L o1
r 2 7 r~ “1
i i |
- (3 211923 o0
l all. aZl 1 F :_- 0 1 _j
- rL 07
Portanto a,; = 1 e 8,1 = 0., ou Se.ja' A = 1] . 1 J|



29 n =

f21 %2
\azl 820
831 432

i 2 2
(all) + (a12)

S b R I )

12

937 831 F A

2
Portanto (a3l)

Devemos ter

{all

a4

L o

Generalizando, vamos

=1, ou melhor,

3

12

a1 A1 T A %

(azz)

21

22

831 851t Ayp Ay

o

. i

) 2 -
(agg) + 1

342 0 w

a22 0 i

0 1

ter sempre

onde

L] L] .

a1 83 * 3p A

8yy 831 Ay B4y

.39,
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com det g = 1 pois det A = 1 = f~1)2n . det A', pelo desenvolvimen
to de Laplace segundo a Ultima coluna. Logo A € SO{n-1), e entao

SO(n)Q . 80(n-1) (**),
n

De (*} e (**) concluimos que SO(n)e = §0(n-1), e assin,
n
- n-—.
pelo Teorema 2.2, SG(n)/SO0(n-1) & difeomorfo a 8 l‘
De modo idéntico ac estudado acima, porém sem a necessi-
dade de considerar a base B com a mesma orientagac da candnica,mos

tramos que n € uma agac transitiva. O grupo de isotropia O(m), do
In

ponto e & o conjunto

, ! - =D.; ’
g oA |
o(n-1) = { Ac. 0(n): A = ’ e A & 0(n-1) 5
1 ):
.0 ..o 0 1
onde det A = il. Observemos que det A = ¥1 = det 2 e que A e =¢_

para todo A em O(n-1). Novamente pelo Teorema 2.2, temos gue 0(n)/

/0(n-1) & difeomorfo a ™ L.

. n -
2) Seja C com a base complexa cancnica E = {el, Cevy @n} on-
de cada ] € uma n-upla constituida de zeros, exceto para 1 na i-

-8sima posic¢ac. Cada matriz A = { ) de GL{(n,C} determina, de ma-

&, .
1]

. - . s . n n .
- neira unica, uma transformagao linear de C em C tal que A Qj =

n
T - :
= } aij ej. Desta forma a aplicagao n: GL(n,C) x ¢t — tal
i=1
- - . " . r 2 v i
que n(A,v) = A v & uma agac do grupc de Lie GL(n,C}) 2n"-dimensio -

] Il v ’ ] ., -
nal sobre a variedade C 2n-dimensional. Seja < , > a notagao



. n
do produte interno em C, onde

se A& GL(n,C) entao < A(V), w > = < v, At{w) >, (ver iZ} , pPagi-

na 254). Se A € U(n), isto &, AtA==I, entac segue-se gque A vreser-—
n .

va os comprimentos dos vetores em C , wpols < A(v), Alv) > =

= < v, At Alv) > =< v, T v>=<vy, v>. Seja X a esfera unitaria

em C". Consideremos a agao n: U(n) x X — X do grupo unitario

U(n) sobre a esfera unitaria X C?Cn. Esta acao & transitiva. Seja

—

vy € Xe B= {vl, Vor eses vn} uma base ortonormal de CU contendo

n

v, como primeiro =lemento. Se v, = ; Uij d

3=1

N entao a matriz o

dogs coeficientes assim obtidos & unitaria e 0(&1) = vl. De um modo

geral, como fol provade anteriormente, dades v e wem X, existe o

ortonormal tal gue of{v) = w, O que mostra gque a agao n € transiti-
va. O grupo de isotrovpia U(n)e do ponto e € o conjunto
n
A 0 .
| [ |
| R "
Un-1}) = 0 U(n): g = i T e o0& U(n-1} |
| S
'o . 0 1

que & um subgrupo fechado de U{n}. Pclo Teorema 2.2 temos que X &

difeomorfo a U(n)/U(n—l).

Se tivéssemos considerado o sistema de coordenada candni

ca global gue tem por base o axﬁunua{@l,...,en,\f;fel,...,‘f—len} ;
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terfamos C" % R?® & x 2 82n~1’ e entaoc SU(n) /SU{(n-1) = g?n-1 =

= U{n}/U(n-1).

Exemplo 2 - Os Espagos Projetivos

1} Inicialmente vamos identificar os pontos de uma mesma reta
gue passa vela origem do Rn, excetuando a prdpria origem, através
da relagao: se a, b ¢ rRY - {0}, entac a ~ b se, e somente se, a =
= Ab para algum X € R - {0} . Consideremos a aplicagao  quociente
m:  R°={0} — "Rnwfo}/~, e em Rn—{o}/~ a topologia co-induzi-
da pela 7; desta forma, 7 & uma avlicagas contiInua. A restrigao de

7 & esfera "% & um recobrimento de duas folhas de R"-{0}/~. Co

mo Sn_l & um subgrupo fechado de rRY - {0}, pelo Teorema 2.1, exis=-
- . n
te uma unica estrutura de variedade diferencial em R -{0}/~ tal

- . . - n
gque 7 & um difeomorfismo local. Dal podemos escrever R -{0}/~ co

mo sendo O €Snago

n-1

P = {x = {x,-x} : xr Sn_l}

n-1 -1

chamado espago projetiveo real. A aplicagao n: SO(n) x P — pP
dada vor n{a,x) = Ax = {Ax,~Ax} estd bem definida pois, se (A,x) =

= (A,y), entdo AX

Ay, ou seja Ax = Ay ou Ax = -Ay; mas se isto

y ou x = ~y, ou seja, x = y. Além disso, n € uma

i

Qcorre, temos X
acao transitiva, ou seja, dados X%, ¥ ¢ Pn"l, existe A& SO(n), tal

que AX = y. Para provarmos este resultado, tomemos X, Y& 8O(n) ,

-~

tais que Xel = X ou Xgl = ~X, € Ygl =y ou Yel_= -Y. Dail

X—l X = eq ou X“l {(-x) = ey e entac y = Yel =¥ (Xml X

1 1

) =

fl

(xx 1)yx ou y = ¥Ye; =X (X " {-x)) = (YX 7) (-x). Logo , existe

A = Yx_lez 50(n) tal gue 2x =y ou A(-x} =y, ou seja, AX = ¥



.43,

provando que a agao € transitiva. E facil ver gque o gruvo de iso -
n-1

3

trovia de E € P o conjunto

|
O(n-1) = {AeSO(n): A = r | e A& 0(n-1)
l ) I 0
0 ... 0 det A[
peis det A = (det 3)2 = 1, wortanto A & 80(n); além disso, como
— _ i _ _ _ . .-‘" — -
det A = ~-1, temos A e, = ¢, ou A ¢h = "¢,r Ou seja, A A
Pele Teorema 2.2 podemos afirmar que pht e di feomorfo a

SO(nJ/O(n—l).

2) Como conjunto, o espago projetivo CPn_l & o conjunto das

classes de equivaléncia dos vontos de c? - {0} com a segquinte rela

cdo de equivaléncia: oy, aeey «,) & equivalente a (Bl, ceer B

se existe um complexo A naoc nulo, tal que Ady = By, i=1, ..., n.

Pelo mesmo motivo anterior podemos considerar

cp?L - fw={w,~wl: we C" e lw| = 1}.

Temos naturalmente definida a agao n: SU(n} x CPnhl e CPn_l, tal

gue n(A,w) = Aw = {Aw, -Aw}. A aplicagao n esté& bem definida, pois

|aw] = |-Aw| = 1, e vortanto Aw g_CPn_l. A transitividade é prova-

+ . ] = n-— -
da come no caso anterior. O grupo de isotropia de ¢, C Cp 1 e o

subconjunto U(n-1) de SU(n), onde
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— N ' O -
A |
Uln-1) ={AcSUMm): & = | e Ae U(n-1)
: o |
| 0 ... 0 l/det A |

De fato, det A = det'i . L - =1, e A en = 1 - . @ ou ,

| S det A det A n

. : L .:1 _ | } 3 |

A(-e ) m.———= ¢ 3'logo A &_ = ¢_. ! Provemos gue a aplicacao:

S ™ geta P n | | | _,
| 1

?::SUfn)?ﬁ(n—i) ;—+.éPn— tal que *(A.U(n—l));= A, & uma bijei+

3%?? ¢n ¢ entaoé A en3=-B e :ou A QE = ~B;en ;; ;ogo?“
: ... . _:_l_ : _ L i -_-l . ; 1_. . . :!. - . : .
ou A" Be, = -2 , eentaoc A" B & U(n~1), signi-

ficando dizer que A e B determinam a mesma classe de equivaléncia.:

. e | . ~ : | D

A sobrejegac deve-se ao fato de gque a uniao das classes de equiva-
: i _
n-1 .

n~l_ A estrutura diferenciavel de CP € a

léncia & o prdprio CP

gque torma ? um difecomormismo, como garante o Teorema 2.2.

| - : ; f :
| Exemplo 3 - A Variedade de Stiefel. :

| Denotemos por Sm(Rn) o conjunto dos m-referenciais  ortonor-
| : L DL o

i N n Lo -
mais do R, isto &, : !

. o - N . n
Sm(ﬁn) w{ u= (ul{...,um): mge¢gne ul'f"‘um ortonorma;s emiR }

Definimos n: O{n) x Sm(Rn) — Sm(RP) por n(A,G)=Aﬁm{Aul,.L.,AumY
gue estd obviamente bem definida. Por outro lado, dados dois refe-

i L ; Lo = g R YU :
fen01als.? - (ul’ ci, um) e v = (vl':"“’ vmylem Sm(R ) ;.existe_
ima Gnica transformagio linear dada por uma matriz A & O(n), tal

b L ‘ o ; = -
que A u, = vl,...., A u m?vm ; Ou seja , Au=v. Iego n e uma
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n

acao transitiva. Considerando a base canénica {¢ “ ey en} do R

l!
e o referencial ¢ = (el, e sy em)g; Sm{Rn), €& facil ver que © gru-

po de isotropia de ¢ e o conjunto

H =E_Ag.0{n): A =

\

, I @ a matriz identidade nxn e Be O{n-m)}

!

Pelo fato de distinguirmos os elementos de H somente nor B nodemos
identificar H com O(n-m). Como temos feito até agui, vrovamos gue
a aplicagéo Q: O(n) /0{n-m) ——%-Sm(ﬂn) dada vor Lr(A . O(n-m}} =
nia, E) = A ¢ estd bem definida e & bijetora. Existe, entao, uma
estrutura de variedade diferenciavel em Sm(Rn}, que & a mesma gque
faz de § o difeomorfismo garantido pelo Teorema 2.2. Dai conclul -

mos que dim Sm(Rn) = dim O(n})/0(n-m) = 3% (n-1) = —5—(n-m-1) =

[N

|
S

(2n-m—-1), e Sm(Rn} se diz vVariedade de Stiefel.
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carITULO IIT

AS VARIEDADES DE GRASSMANN

Neste capitulo vamos estudar o conjunto de todos os sub-

-+ . .
R p’ ou seija, o conjunto de todes os n~

espacgos n-dimensionais do

n+p . , . ,
-planos do R ° passando pela origem, primeiramente como uma varie-
dade na sua forma usual definida no Capitulo I, e depois como uma
variedade homogénea definida no Capitulo II. Em ambos os casos te-
remes a denominada vaxriedade de Grassmamn, e o conjunto em estudo
denotado por Gp n° Portanto

!

N
GD n = {n-planos do gNTP passando pela origem}
bl

Por exemplo, G € o conjuntc de todos os subespacos de dimensao

2,1

. , 3
1, cu seja, retas que passam bela corigem, no R .

Utilizaremos M (p, g) para denotar o conjunto das PXg



0470 :

matrizes reais, e M (p, g; n) para denotar o© subconjunto de
M (p, gq) composto das matrizes de posto n. As linhas de uma matriz
A £ M (n, ntp; n) formam um conjuntc de n vetores linearmente in-

dependentes do Rn+p e, portanto, geram um elemento de GD n denota-
!

do por XMA), Duas matrizes A e B podem determinar o mesmo elemento

de Gp a° Igstoc acontece se, & somente se, cada linha de uma delas

for combinagao linear das linhas da outra, isto €, se existir uma

nxn matriz nao singular tal que A = C B.
(n+p)

o

o . , n
Podemos definir um isomorfismo T: M (n, n+p)—> R

gue a cada matriz da forma

11 in 1{n+p)
Q1. ' Fgp 32 (n+p)
 n qnn n(n+o)

associa a n(n+p)-upla.

(all;-.-;alnf--.'all(l_l_'_p)' a2]_’ R ,a2n,...

a - | .
nn’ ' n(n+p)J

0 conjunto M {(n, ntp; n) & um subconjunto aberto do Rn+p. De fato:
seja D: M (n, n+p)—+ R onde D (A) & a soma dos guadrados dos deter
minantes das nxn submatrizes. A aplicacac D & continua, R - {0} &
um aberto de R e D_l (R - {0} ) =M (n, ntp; n);logoc M (n, n+p; nf
& um aberto.

Defihimos agora a aplicacac X: M (n, n+p; n)--» G, o que
il
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acada A< M (n, nt+p; n} associa o subespago A {A) descrito acima.

Podemos introduzir uma topologia em G , onde V & aberto de G

P .0 p,n0
se, e somente se, 3" (V) & um aberto de M {(n, n+p; n).  Mostremos
gque A € uma aplicacao aberta. Seja U um aberto de M (n, n+p; n) .
Para cada C em M {(n, n; n) a aplicagac ant M (n, n+p; n) ———- —
M (n, n+p; n) tal que o (A} =C A & um homeomorfismo de

M (n, n+p; n) scbre si mesmo. De fato, da forma como foi definida

= - = . _ Loy~ 1
¢t. & continua ¢ sua inversa e dada vor (o.) = -] qdue, do mesmo

C C

- - . - . b _]- .
modo € continua, lembrando a existencia de C pois C tem posto n.

Logo o, @ uma aplicagao aberta, isto & , wpara U  aberto em

C
M (n, n+tp; n) temos a, (U} aberto em M {n, n+p; n). Se AT U,

1

C

(M) vode ser qualquer matriz o, (&) = C A com C e M {n, n; nj

A C
que é um aberto. Pela topologia co-induzida por A em GD N temos

que A (U) & abertec, ou seja, A é uma avlicagao aberta.

TECREMA 3.1: Gp ne com esta tooologia, € uma variedade dife-
S

- o0
renciavel de classe C .

Demonsdtheacao :
(a) Provemos que G_ € um espago Hausdorff com base enu
i~ f

meravel. Sejam . MA) e MB) subesvagos distintos de Gﬁ . Portan-

D
to a matriz {E} deve ter, no minimo, vposto n+l. Escolhemos &30 tal
que qualquer-Zn X (n+p) matriz a distancia menor do que L de ﬁgg
deve ter, no minimo, posto n+l. Seja U a £ -vizinhancga de A e V a
g~vizinhanga de B. Sendo £ uma aplicagao aberta, temos que A (U) e
X (V) sao vizinhancas de A e B, respectivamente, e disjuntas pois,

se existisse Al 3 (U) F1 X (V), existiria também X ¢ U e Y&V

com & (X) = X (Y) = A' e !il teria posto n, o que nao vode oCcor-
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‘rer, Assim G
. P

n é Halsdorff. A enumerabilidade da base de GD n de~
¥

n{n+p)

corre do fato de A: M (n, n+p; n) R + G ser continua ,

P /0

aberta, e da enunerabilidade de M (n, n+p; n) por ser subconjunto
de Rn(n+p) (ver [3] , pAginas 217 e 218).
(b) Vamos agora construir uma cclegao de homeomorfismos

de abertos do Gp n sobre abertos do RF T, Provemos gque Gb n é lo-
wvr !

o

calmente euclidiano. A idéia geométrica € a que seque. Seja Yy um

n-plano contendo a origem de Rn+P. Entao vy recvresenta um espacgo de

n+p

~ . n+
dimensaoc n em . Existe uma projecac wm do R P num n-plano coor

denado de tal forma que, restrito a y , m € um isomorfismo. Seja U
o conjunto. de todos 0§ n-planos y que se projetam ~isomorficamente
neste n-plano coordenado através da 7. Para cadaj_y € U temos uma

n-upla de vetores (vl, e, V

.n? projetando-se pela agao de 7 na ba

se candnica do n-plano coordenado, ao mesmo tempo.em que cada n-
-upla (vl, KO an determina um planoc vy de U, Podemos tomar um

plano projetante para U com base canénica.{ei}i%l: n de tal for

ma que as n primeiras compchentes de vy coincidam com as componen-—
tes de e, = 7 {(v;). Os outros p componentes de &i; na verdade, &

gque vao diferenciar cada v « U. Dal concluimos gque U & homeomorfo

a R® . sequndo esta idéia geométrica, seja A (A) um elemento gené

rico de Gp n Fal que as primeiras n colunas de A formem uma nxn ma
rF . .

triz de posto n e seja U o conjunte das matrizes da formal(P,QJ on

- , - , +
de P &€ uma nxn matriz de vosto n. Ueée um conjunto aberto de RP(n p)

e, portanto, de M (n, n+p; n). Sendo A uma aplicagéo aberta temos
que V = A (U} & um aberto de GP ,- Consideremos ¥ : M (n, p)—s
, \

M (n, n+p; n) tal'que ¥ {(Q) = [I,0], sendo I a identidade de ordem

n. A aplicacac ¥ & continua pois € uma inclusao. Como Gy p tem @
il J



estrutura topoldgica co-induzida pela A, entzo WD = g ¥ & uma
aplicagao continua de M (n, ») em GD o+ Podemos afirmar que ?O é
i 3 1 b4 = ) =
injetora vistc gue, se I0 {Ql) = WO sz), temos Ao W(Ql))

by (W(Qz)), ou ainda, X EI,Ql} = Af'I,sz. A Ultinma igualdade ocor-
re se, e somente se, existe C< M (n, n; n) +tal gque {I,Ql T =
C lI,sz, ou C = I ; portanto Q; = Q,. Além disso, v aplica

M (n, p) sobre V = i (U). De fato, dado L [P,Q| em V temos A[P,sz

= A [I, (P_l Q)J = WD (P_l Q). A primeira igualdade decorre do fa-
to de existir P &£ M (n. n; n) tal que p | T, (P*l Q) _f -
=[P I, p (P71 Q)j Z:PQ' . Sejaw: U-~M (n, p) a funcdo defini
da por %}[P,Q] = P'-l Q. Esta anlicagac & constante em cada R_l(YL
De fato, dado y = l_?Pl’Ql} temos A_l (y) = PP2,Q2ji= C [Pl,Qlj ,
para todo C& M (n, n; n), ou seja, [Pz,Qzﬁ o= {CPl’ CQlj & entao
0[P, Q1 = ey, co] = (o™ (cop = 7t ¢Th (copy =
= Pil (C_l C) Ql = Pil Ql = }‘[Pi,Ql] . Logo w;induz uma aplicagao

continuaxgo de V » {U) sobre M (n, p) gque &€ a inversa da ¥  pois

- -1

o (¥ (Q)) =g, |T,0; =1 Q = Q. Eis o diagrama resultante.
: Y
Min,p) prum e —— S GUR L 1272 <35 ST RS

Y ]
\\\:\\\.\ ; !:

O, Y A A
fo NS -
\ﬁ | é

-, ;

\g§\ : ;
\\.\“ -4 ‘}
~ v <G

‘ j2pt!

Unicamp
RIDEOTery covtpar
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Como Y & contInua @ tem inversa %) continua, entao W & um homeo-
morfismo de M (n, p) em GP - consequentenente, *o e um homeomox
, =

fismo de VC::G em M (n, p). Distribuindo as | colunas de

P.0 :
Q€ M (n, p) vor entre as cdlﬁnas da-qkn matriz ideﬁtidadei temos
abertos U é 6 que definem novos homeoﬁorfismos'$o semelhantes a
$5. Denotemqs porIUf a colegﬁo dos homeomorfismos do tivo 40. %
{c) E f&acil ver que os dominios, dos homeomorfismos de U*

b . .
cobrem Gp;n

(d) Con51deremos (v, + ) e (V,.? )} duas v151nhangas cooxr
-denadas'dawforma estudada no ftem (b), tais que vrﬁ v = @, e mos — -

 tremos que a mudanga de coordenadas € um homeomorflsmo ¢, A mudan -

ca de coo;dena@as & dada por o WO:LP (un U)—mﬂ»ﬁturﬁ U), . com
Poo ¥, =0 oW = (h o) o ¥ =P o ¥ onde ¥V & uma aplica-
cao de_claése c” ElP também 0 € no aberto Uc M (n, nt+p; n). . Logo
i% o @D & de classe'cDo ;, @ obviamente um homeohorfismo.=

(e) Vamos considerar o atlas max1mo u, dg'classe ck pos—

su1ndo todos os' homeomorflsmos { de V CZGp n“em_M (n, p) descri -
! o L :

tos acima. B claro que U’ U. o R il

Pela deflnlgao 1.1 temos, que (G ',?U} é uma variedade

.0

di ferencidvel de dimensio vn e classe c”.

TEOREMA 3.2: Gp , & uma variedade homogénea.
r

Demonstragao: Lembremo-nos Driméiramenté' de que . uma'
trans formagao linear n3o singular leva base em base, ou melhor, le
va subespacgo n-dimensional em subespago n—dlmensional. Sabemos tam
bém que dadoé 2 subespagos n-dimensionais exiété uma Gnica trans -

formacao linear nao singular gue leva um subespago nc outro. Por



isso a aplicacac n: O (n+p) x G ——G onde n (A, v} = Ay =
- L.n joFR1

{Ax : x€ Y} est& bem definida, e se pvrovarmos que n € diferencid-

vel, entao serd uma agao transitiva. Provemos primeiramente que n

& continua. Seja n: 0 (n+p) x M (n, n+p; n)—sM (n, n+p; n} dada

por n (A,B) = BA#. 0 seguinte diagrama comuta:

¥

0 (n+p) x M {n, n+p; nj M (n, nto; n)

f n

{ . ‘,—”'

{ o

| A e A
’ - . - -

-+
0 (n+p) x Gp,n Gp,n

¥

Como G n tem a tovologia co-induzida por X, e sendo n obviamente
!

continua, entao n é continua. Para provar gue n € diferenciavel no

ponto (A, y) consideremos o levantamento local n* de 1n sobre

WZO0 (n+p) x G :

p.h
n* + w ——» M (n, n+p; nj
dado por n* (B, §) = [I, ¢ _n (B, 6)| (ver [7], pagina 50). Devido

a continuidade da n podemos escolher um sistema de coordenadas

QO: Vo Gp nvmaM (n, p) de tal modo que 71 (A, v} & V, e restringin

r

do o aberto W tenhawos n (W) V. Do modo como foram introduzidos

0s sistemas de coordenadas em Gp nt © aberto V € a imagem por ) do
!

aberto U< M (n, n+o; n), constituido velas matrizes [P,QJ onde P

é uma nxn matriz inversivel. Seja » (P,0 | =& , [P,0& U. Mos-
- - —- 3 - [ - t
traremos que g n & di ferencidvel;mas i n (B, 8) = ¢ (A (|P.Q[B7))=
‘ B, B, |
- -~ .t t _ ' 1 2 . - - -
=%KLP Q] B7). Se B- = onde B, & nxn, B, € nxp, B, € pxn
s B B 1 2 E 3
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: - ' - £ 9 o
¢ By & pXp, entao [P,Q] B 3__[PBl + QB3, PB, + QBé]. Fazendo C =

Ol

PBl + QB3 e D = PB2 + QB4 podemos éscrever @Oﬁthiﬁ) = Q:[C,DI':

= o1 p, onde;é inversibilidade de C deve-se i escolha da viziﬁhag
' éa U. Entao %g'n & diferenciadvel vorgue soma, produto e inversio
i : ' S

- de matrizes sEolaplicagaes Cé; e, oortanto, oilevéntamenta n* & di
ferenciével. Par outre lado, A também € diferénciével,_considéran—
do que X[P,Q] = [P,Q] = p-1 g, Logo, n = A %f é: diferencié~
vel. Fica assim provado que n & uma ?géo transitiﬁa. seja agora #0
o n-planc que tem sua base formada pélos n primeiros élementos {da

;@ | do- ’™P. Entio o gru-~

1’ 0 Chin

base candnica {el' cier Ry

po de isotropia de v & o conjunto

ra .0 _ _
H={¢ M= | —& < O {n+p): A&'0 (n) e BE 0O (p)
| (_OE}L B

pois os elementos de H deixam Yo fixo. Como as matrizes A e B sdo
as que vao distinguir os elementos de H, podemos ldentificar H com.

O (n) x0 (p}, ¢ a aplicagéo.q): O (n+p) / O fn) x O [p)—wrGD n .,

onde tP(M {O (n) x 0 (p))) :Ih (M,YO) = M-yo, pelo Teorema 2.2 'é

um difeomorfismo, ou seja:

Gp o & difeomorfo a Olmtp)/ O(n) x O(p)
i |

Vamos provar agora gue existe uma bijegao entre G, . e

P?, o que corresponde a uma bijegao entre G,_1 1€ P 1. partindo

r

dog resultados:

G " Z G(n)/0(l)x O(n-1}) e
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Pt 250 () /0 (n-1) ,

provaremos que 0fin)/ 0(l) vode ser identificado com S0O{n), on-
de 0(1), pensado como subconjunto de ©O{n) atravég da inclusao, &

o conjunto

[ 16 . 0] =10 ... 0] )
] .. 0 2 0 1 ... 0 i
L=t c bl = \>
' - o
0 0 . 1 g o 1})
\

Temos definida a seguinte relagao de equivaléncia em O (n): se A =

) & o0{(n), entaoc A ~ B se,e somente se,

= {a » B = (bij nxn

ij)nxn

A =B ou se A e B sao tais gue

Assim, cada classe de equivaléncia de 0(n) / O0{(1l) compoe-se de
dois elementos somente, um com determinante +1 € o ocutro com deter
-

minante -1. Definimos entac a aplicagao a: O{n) / 01} -— SO(n)

de forma gue, se A = {A, B} estd em 0(n) / O(l) , entdo

A se get (A) = +1 , ou
o (A} =
BE se det (B) = +1
Esta aplicagao & bijetora, permitindo identificar O(n)/ O(l) e

SO (n} e, consequentemente, Gn—l 1 e so{n). Com isso temosg também
identificado Go.1 © Pn, 0 que mostra gue ©O8 espagos vrojetivos sao
r .

casos particulares das variedades de Grassmann.
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Qutro resultado: sendo Gp n difeomorfo a O(n+p} /OM)x0(p) ,

- e, portanto, Gn b difeomorfo a O{n+p) /0{(p}x0{n), & facil ver

G - G .
que E.n n,p



BIBLIOGRAFIA

[11 carmo, M. P., Notas de um Cutso de Grupes de Lie, Monografias

de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro, 1974.

[27 Hoffmann/Kunze, Afgebra Lineaxr, Editora da Universidade de Sio

Paylo e Editora Poligonc, Sao Paulc, 1971.

3] Lima, E. L., ELementos de Topologia Genal, Bditora da Universi

dade de Sao Paulo e Ao Livre Técnico S.A., Rio de Janeiro,

1970.

[4] Lima, E. L., Variedades Digferencidveis, Monografias de Matema-

tica, IMPA, Rio de Janeiro, 1973.



507,

[5] Matsushima, Y., Groupes de Lie, Université de Grenoble, Greno-

ble, 1966.

R | " , . .
[6]=Mello;§ﬂ. H./Barone Jr., M., Equagoes Diferenciais - Uma Intro
' - i' - . -

dugﬁo aos Si{sfemas Dinamicos, Publica¢des do fMEUSP, Sao

paulo;{1979.

R SN

! il

{7] Munkres, J. R., Efementary Differential Topology, Princeton
Univ%rsity Press, Princeton, 1966.

L8] Warner;'f. W., Foundations 0f Diggerentiable Manifofds and [ie

G&ohﬁz, Scott-Foresman and Company, Glenview, Illinois ,

London, ' 1971.

3

o Lo P SRk

[




