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INTRODUÇÃO 

O presente trabalho tem por objetivo estudar alguns exe~ 

plos de variedades diferenciáveis definidas como espaço quocien­

te G/H de grupos de Líe G por subgrupos fechados H, denominadas va 

riedades homogêneas. Dentre os exemplos estudados damos ênfase às 

variedades de Grassmann, comparando sua estrutura 

usual com a estrutura de variedade homogênea. 

diferenciável 

Assim, no Capitulo I definimos variedades diferenciáveis 

e apresentamos alguns exemplos. No en-tanto, características impor­

tantes concernentes aos nossos objetos de estudo não estão conti­

das nessa definição. Recorremos então ã estrutura de grupos de Lie 

que caracteriza certas variec'l..ac'Es, <:~.prescntanc'lD exemplos irnport.:mtes corro 

os grupos clássicos O {n) , E. c) (n) , U (n) e SU (n) utilj_zados no decor­

rer deste trabalho. 

Inj_cj_amos o Capítulo II garantindo a extstência de uma 

estrutura de variedade diferenciável nos espaços quocientes des-
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critos acima através do 

Teorema 2.1: "Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie 

G; G/H = { xH : x E G } e ·rr : G ~ G/H com 1r{x) = xH a aplicação 

quociente. Existe uma única estrutura de variedade diferenciável em 

G/H satisfazendo às condiçÕes; 

(a) n é diferenciável. 

(b) Para todo xH em G/H existe uma vizinhança W de xH em G/H 

e uma aplicação diferenciável '~ : W ---,- G tal que ·11o[, = 

-Definimos açao transitiva de um grupo de Lie numa varie-

dade e subgrupo de isotropia de um elemento p 0 de uma. variedade. O 

objetivo deste capítulo é identificar algumas variedades diferen-

ciáveis na forma vista no Capítulo I como sendo variedades homogê-

neas. Tal fato é possível através do 

Teorema 2.2: "Seja ll : G x M-,_ M uma açao transit.iva de um 

grupo de Lie G numa variedade M, p :~ M e G 
o Po 

o subgrupo de 

tropia de p
0

• A aplicação 

a G/G- + M 
Po 

e um difeomorfismo". 

-Os seguintes exemplos sao estudados: 

1)E•6•~a• - sn- 1 = O(n)/O(n-1) e X- U(n)/U(n-1) 

onde X é a esfera unitária em cn. 

2)E.ópaç_o.ó P!r.ojc.tivo-6 - Pn-l:: SO(n)/O(n-1) e 

CPn-l = SU(n)/U(n-1). 

iso-



3) VaJtiedade. de_ Slie.6e_L- s (Rn) ::. O(n)/O(n-m), 
m 

. v. 

Um estur1o anã log-o compÕe o Capitulo II I para a importan-

te variedade de Grassmann, denotada por G e constituída de to-
p,n 

dos os subespeços vetoriais de dimensão n do Rn+p. Primeiramente 

provamos o 

Teorema 3.1: "G é uma variedade diferenctãvel de classe é"". ------ p,n 

Posteriormente, aplicando o Teorema 2.2 considerando a ação 

O (n+p) x G -r G 
p,n p,n 

com a estrutura diferenciável dada pelo 'l'eorema 3 .1 concluimos: 

Teorema 3.2: "G e uma variedade homogênea". p,n 

Mais especificamente provamos que 

" G p,n 
O(n+p) / O(n) x O(p) " 

Em particular, tem-se G 
p,n 

G e Pn-l .: G 
n,p n-lrl 
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CAPÍTULO I 

VAR1EDADES DIFERENC IÃVEIS, GRUPOS DE LIE E A APLICAÇÃO EXPCNENCIAL 

Definição 1.1: Um par ordenado {M, U) se diz uma va!L)_e_dade_ di_ 

6Vt.e.nc.-t.ãvet de dimensão m e classe ck (k :;:; l) se: 

(a) M e um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável 

(b) 
m U e uma coleção de homeomorfismos x:U -~R , de .conjUntos 

abertos Uc M sobre abertos x(U).::::_ Rm. 

(c) Os dominios U dos homeomorfismos x <S U cobrem M. 

(d) Dados os homeomorfismos e 
m 

y : v ---+ R de U, 

com U n V f 0 , a mudança de coordenadas 

-1 
Y o X x (unv) ··• y (unv) 

e um homeomorfismo de classe ck. 

(e) Dado um homeomorfismo z w m 
' R de um aberto W c M 
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sobre z (WI c Rm tal que 'fzx e 'f xz sao de classe 

ck para cada X E: u então 2 <.C: u. 

Urna coleção de l1orneomorfismos U satisfazendo a (b) ,(c) 

e (d) recebe o nome de a:t.ta-6 d~éóvtenc.-i..á.ve_.t de dimensão m e clas­

Ck sobre o espaço topológico M. se adicionarmos todos os homeo se 

morfismos que satisfazem (e) U se diz a:tE a6 nrâxúno de dimen-

sao me classe Ck. Com isso, podemos definj_r variedade diferenciá­

vel de dimensão m e classe Ck como sendo o par ordenado (M,U) 

onde M e um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável e 

u um atlas máximo de dimensão m e classe Ck. Vejamos alguns exe~ 

plos: 

Exemplo 1 - 0~.;. E6paço6 Euc.t-i..d-tano4 

No Rm, consideremos o atlas U constituído somente do 

homeomorfismo X = id : Rm- Rm. Assim U é de classe Ck e di-

-mensao m, mas (Rm, U) nao é uma variedade diferenciável visto 

que y ' Rm--+ Rm, tal que y(xl' • o • , xml (2x
1

, 2x ml ' -~ ... , e 

homeomorfismo onde -l Rm- Rm t l um 'f xy 
~ y o X "' a q u e 

( I ( 2 -1 Rm ~ Rm 
~xy x 1 , ... , xm =- x 1 , ... 1 2xm) e f yx = x o y , 

( l l 1 - f· tal que ~ yx x 11 ... 1 xm) = ( 2 x 1 , ... , 2 xm sao homeomor l~ 

mos de classe Ck , sem contudo se ter y c U. Por outro lado, para 

cada k = O 1 1 1 2 1 ••• , ro seja uk o atlas máximo de classe 

em Rm contendo a identidade; agora (Rm, U k) é uma varieda-

de diferenciável de dimensão m e classe Ck. Te :mos aqui 

:J u • 
ro 
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Uma superfície Mm de dimensão m e classe k 
C no 

e uma variedade de dimensão m e classe Ck, considerando os 

homeomorfismos de LI como sendo os inversos das parametrizações 

1= U
0 

C Rm------+ U c Mm de classe Ck. De fato, sendo Mm subes­

paço de um espaço Hausdorff, então Mrn e Hausdorff. Temos ainda 

o seguinte resultado: 

e 'f ; 
ck do mesmo 

( = ~,-1 o 'f 

u~ 
o v, 

conjunto 

-e um 

"Sejam U0 e 

"' . 

v c 

v 
o 

Rn. Então 

v 

difeomorfismo de 

a 

V subconjuntos abertos do 
o 

parametrizações de classe 

mudança de coordenadas 

classe Ck". (ver [4] pa-

gina 4 3) • Com isso ficam verificados os itens (b) ' (c) e (d) da 

definição de variedades diferenciáveis.só nos resta provar que o 

atlas u é máximo. Seja z W -- ·+ R
111 um homeomorfismo de 

um aberto W C M sobre z (W) t-: Rm tal ··zx e ·-Pxz 
-

sao de 

classe ck para cada X c u . l?ela oróoria 
c " 

definição de homeo-

morfismo, temos que w = z -l : z {W) m 
J~ -+ 1V '~- N e um ho-

meomorfismo. Para cada p E::. W, existe uma parametrização 

a : m 
R -~ U C M com p c u M, 

--.. M 

\ // 
j 

de classe 

~> 

n 
.. R 
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Como r por hipótese I uJ l = 
I z a 

e
-1 

0 
z-1 -1 

= e o 1 z(unw)~ e- 1 (onw) 

é um difeomorfismo de classe Ck, então z- 1 = EJ"(e- 1o'-!'): z(U0W)-+ 

~u n W é uma parametrização de classe Ck, isto e, z ~ U, con-

cluindo que U é um atlas máximo. Logo (Mm, U ) é uma variedade 

diferenciável. 

Exemplo 3 - O E.ópaç.o Pnoje.:U_vo Re.at 

Definimos o espaço projetivo real Pn de dimensão n co-

mo sendo o espaço quociente da esfera unitária sn c:. Rn+l pela r e 

!ação de equivalência dada + por p q - p = q, para 

todo p e q em sn. Se p - q dizemos que p e C[ sao pontos 

antipodos ou diametralmente opostos. Denotando por [p] = { +p, -p} 

a classe de equivalência de p pod P n ( 1· I : p '·.. sn ). erros escrever = p < 

Seja 1r : Sn_...._ pn a aplicação canônica. Portanto 1r (+p) = 

rr(-p) = [ p J . Consideramos em Pn a topologia co-induzida p~ 

la aplicação canônica, isto é, 

n -l(A) é um aberto do S11
• 

e aberto 

Com esta consideração,. 

caçao continua. Além disso, se U é um aberto de 

se, e so se, 

'IT é uma apl!_ 

então 

TI -l I TI (O)) = U U 1-U), n - onde - U :::: { -p ,- S : p ,,. u } , e aberto 

por ser urna união de dois abertos. Por outro lado, 1r(U) e aberto 

de P11 se, e somente se, -1 
TI I TI (U) ) é aberto de Sn. Logo TT ( U) 

é aberto, ou seja, 1r : S 11 -~·--+ P11 é uma aplicação aberta. 

Vamos agora dar a p 11 a estrutura de var~_edade diferen­

ciável de dimensão n e classe d<.:. 

{a) Temos o seguinte resultado: "Se x é um E~spaço topológi 

co com base enumerável e f : X ---+ y e uma aplicac;:ão continua, 

aberta, de X sobre Y, então o espaço topológico Y também tem 
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base enumerável" {ver [ 3] , página 218). Como Sn tem base enu-

merável e TI : e uma aplicação contínua e aberta de 

sobre Pn, concluimos que Pn tem base enumerável. Por outro la-

do, se p e q são pontos de n -S , nao pertencentes a mesma classe 

de equivalência, existem vizinhanças V e W de p e q, respecti-

vamente, tais que V 11 w = 0 e V <l ( -W) ~ IÕ Logo 'I'(V) e 

TI(W) são vizinhanças disjuntas de [ p _j e l q _I , ou seja, Pn e 

Hausdorff. 

(b) Vamos encontrar agora uma coleção U de homeomorfismos 

de abertos do sn em abertos de Pn. Para cada i= l, ... , n +1, 

consideremos os semi-espaços abertos 

lo hiperplano 

Os conjuntos 

-sao abertos dos 

yi = O, ou seja, 

H+ ( 
i 

H. { ~ 

l 

u+ + H. 
l l 

- -
u. ~ H. 

l l 

e 

y E: 

y ~ 

" 

( \ 

n+l 

u 
i=l 

Rn+l 

Rn+l 

sn - { y 

sn = { y 

+ 
(U. U 

l 

e 

i 
y > o 

i 
y < o 

• sn 

sn 

u.) 
l 

-
H. 

l 

} 

} 

i 
y 

i 
y 

determinados p~ 

e 

> o } e 

< o } 

Sn . Cada uma das 

vizinhanças 
± 

U. 
l 

e dotada de uma parametrj. zação de classe 

po 

+ 
u. 

l 
i = 1, ... , n+ l 



1 
(X ' 

n 
••• , X )r--+ 

1 i-1 
(x , ... , x 

. 6. 

+ .. \ 1 -
]_ n 

X 1 • • • ,X ) 

oN.de B = {x cÇ_ Rn lx I < 1 } , ou seja, B é a bola aberta do n R de 

centro na origem e raio J.. Seja u o atlas " c em que con 

siste nos homeomorfismos 

+ + -1 + 
X I~ I u c sn + B I o, 1 I Rn 

i 
n 

i l 

1 i 1 i-1 i+l n+l lx ' ... , X ' ... ' n+l) 
X >--+ lx I •• • f X X 1 ••• , X 

+ + 
Portanto x projeta U sobre a bola B 10,11 

n 
do hiperplano 

i i 

~ u. 
~-

U. 

W.=x.o( 
l l 

7 

Para cada i= 1, ... , n+l 1 

+ 
li : sn~ pn aplicada homeomorficame_!2 

te os hemisférios U sobre o mesmo aberto w. c Pn. Os homeo-
l 

morfismos I lu+ -1 
TI I 

l 

: w. ----+ Rn sao sistemas de 
l 

coordenadas locais. Seja U a coleção desses homeo_morfismos. 

n+l 
(c) ~ fácil ver que u w. = Pn, ou seja, os domínios 

l 

i=l 

w i, i = 1, • • • I n+l, cobrem pn .• wi dos homeornorfismos 



(d) Mostremos agora que u "' e um atlas c . Se p c: 

existe E. sn' i tal Tr ( x) X com X > o que ~ p e 

~(x 
l i-1 i+l n forma, xj , ... , X X ... ' X I . Desta se > o 

E'. u: ( P I (x 1 j-1 j+1 xn+l) X e w. ~ 

X ' X ' se 
J J ' ... ' •• • r 

então - 1 j-1 j+l 
X " u. e Wj(p) ~ ( -x -x ' -x ' 

J ' • • • r • • • I 

A mudança de coordenadas ou e expressa rx:>r 

w. n 
l 

(p) w. 
l 

. 7. 

w. 
J 

~ 

então 

xj < o 

xn+l) 

ou por + x. o a o 
J 

+ -l 
(xi J , onde a (x) = -x, sempre com domínio ex-

pressa pela reunião de dois abertos 1 mas se apresentando como com-

posição de funções Logo u e um atlas 

(e) Para cada k=O,l, ... , oo seja o único atlas 

máximo de contém U 

Assim Pn fica munida da estrutura de variedade diferen 

ciável de dimensão n e classe Coo , isto é, para cada k=O,l, ... , oo, 

(Pn, [u]k) é uma variedade diferenciável de dimensão n e classe 

ck. 

Exemplo 4 - Eõpaç.o.ó de_ Matnize.-6 

Seja M(n,R) o conjunto das matrizes reais de ordem n x n. 

Podemos 
2 

identificá-lo com Rn
2 

e muni-lo da topologia usual do 

Rn . A aplicação 'f' M(n,R)--+R tal que f' (A) ~ det A -e con-

tínua porque o determinante de uma matriz é um polinômio em seus 

coeficientes. Seja GL(n,R) = {A..::: M(n,R): det A I- o} . !.ssim 
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GL(n,R) e a imagem inversa pela aplicação f do aberto R-{o}c R. 

Logo GL(n,R) é um aberto, e, munida da topologia induzida, e um 

espaço topológico. Como 

-mensao 2 
n e classe 

00 

c 

e uma va.riedade diferenciável de di-

M In, R) também o -e, e sendo 'GL (n, R) 

em aberto de M(n,R) considerando os homeomorfismo::> que compoem 

o atlas máximo u de M(n,R) restritos a GL(n,H) formamos 

um atlas máximo U1 tal que (GL(n,R), U 1 ) e uma variedade dife-

renciável de dimensão 

que o conjunto GL(n,C) 

2 
n 

00 

e classe c Do mesmo modo provamos 

das matrizes complexas de ordem n x n e 

determinante diferente de zero pode ser munido da estrutura dife­

renciável de dimensão 2n 2 e classe Coo 

No que se segue, as diferenciabilidades em estudo serao 

consideradas de classe c"' 

Definição l. 2 : Um g!Lupo de Lle é wna variedade diferenciá­

vel G com uma estrutura de grupo tal que as aplica~;ões 

f 

g 

sao diferenciáveis. 

G X G-+ G ~ definida por f (x,y) o= xy, 

G ---+ G ' definida por g(x) 
-1 

X 

e 

Para cada X '~ G, onde G e um grupo de L:~ e, a aplicação 

LX ' G~ G, onde Lx(y) ~ xy, e um difeomorfismo. De fato, a apl~ 

(x,y) LX (y) diferenciável 
-1 

-1 caçao 'f ~ xy e e (LX) ~ L x 

pelo mesmo motivo também o é. Tudo isso ocorre com 

R 
X 

G-+ G tal que Rx(y) yx. Os difeomorfismos 

cebem o nome de t!Lant,f.aç_ão ã e.-6 q urUtda por x, e 

a aplicação 

L e 
X 

R re­
x 
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11..e.Lta por x , respectivamente. 

Indicaremos por ~ o elemento neutro de G. Vejamos al 

guns exemplos de grupos de Lie. 

Exemplo 1 - (R, +) com a estrutura diferenciável usual e tri 

vialmente um grupo de Lie. 

Exemplo 2 - Sl = { z E. C I z I = 1} onde C e o conjunto dos 

números complexos, é uma variedade diferenciável pois: 

(a) s 1 é Hausdorff com base enumerável, com a topologia indu­

zida do R
2

; (b) podemos tomar U como a coleção dos homeomorfis­

mos inversos da parametrização de s1
; (c) os domínios U destes 

homeomorfismos cobrem 1 S ; (d) as mudanças de coordenadas são h o-

m 
rneornorfismos de classe C (e I U e um at:las mftximo de dimen-

são 1. Consideremos esta variedade com a estru·tura de grupo em re-

lação à multiplicação de complexos. Esta operação está bem defini~ 

da em s 1 visto que 1 se " e 
- 1 -estao em S , entao 

= lal I si = 1.1 = 1, ou seja, O! • (') Lembramos ainda 

que se 
1 

a E: S então a I o pois devemos ter I a I = l. I,ogo 

as aplicações 

1 1 
g:s~---s com 

f : s1 x s1
· 

-1 
g (a I = a 

e 

estão bem definidas e são diferen-

ciáveis. Acrescentando o fato de que o produto em s 1 é associati 

vo 1 tendo 1 por elemento neutro, conc1uimos que s 1 é um grupo 

de Lie. 

Dizemos que uma aplicação h : G-->- G' 1 onde (G,.) e (G 1
1 u} 

sao grupos de Lie, e ure h omomoh6-i-0mo dr_ ghupoh de. L {_c_ se e Coo 

e h(x.y) = h(x) o h(y) , para todo x e y em G, ou seja, um 

homomorfismo de grupos abstratos. 
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Se considerarmos os dois grupos de Lie estudados acima, 

podemos definir uma aplicação exp : R~ s
1 

por 
2 ·rr xi 

exp(x) =e. ·-
00 

(cos2nx, sen2nx). Assim definida exp e c e exp ( x + y) = 

= e21r(x+y)i = e2nxi e2rryi exp(x) exp (y) Portanto a apl! 

caçao exp é um homomorfismo de grupos de Li e. Além disso, ker (exp) ·-

= {xE R; exp(x) = (1,0)} = {x E R : (cos2·rrx, sen2Tix) = (1,0) }=Z, 

que é um subgrupo normal de R. 

Exeml?lo 3 - Os espaços euclidianos sao grupos de Lie. Tomemos 

inicialmente, o R
2 

com a estrutura de variedade diferenciável es-

tudada anteriormente e a estrutura de produto direto de grupos , 

isto é: 

As aplicações 

f e 

g g(x,y) = (-x, -y) 

sao diferenciáveis. Logo R2 e um grupo de Lie. Uti:_izando-se de 

procedimento análogo, prova-se que Rn =R x ... x R e um grupo 

de Lie. O produto de grupos de Lie também é um grupo de Lie. Com 

isso podemos afirmar que 1,n = 5 1 5 1 
X ••• X é um qrupo de Li e 

e a aplicação 
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e um homomorfismo entre os grupos Rn e e tem por núcleo 

o conjunto zn Zx . . . xZ. 

Exemnlo 4 ~ Consideremos a variedade GL(n,R) munida da multi 

plicação de matrizes. (GL(n,R) ,.) e um grupo e as aplicações 

f GL(n,R) x GL(n,R)--~ GL(n,R) definida por f {A,B) - A.B e 

g GL(n,R)~ GL(n,R) definida por g (A) --
-1 

A sao diferenciá-

veis. Provemos a diferenciabilidade de g num ponto genérico A, 

lembrando que deve existir uma transformação linear T, única, cha 

mada derivada da g em A, tal que 

g (A+H) g (A) + T.H + r (H) r onde lim 
H-rQ 

o. 

Afirmamos que a der:i.vada de g em A e a transformação linear que 

a cada H E M(n,R) associa a matriz -A-l_ H.A-l €:.. M(n,R) pois 

(A+H)-1 
ou 

então 

lim lr(H)l -::,; lim = o 
H+O I H I H-rO 

Sendo A ponto genérico, fica provada a diferenciabilidade de g 

em GL(n,R). Logo GL(n,R) e um grupo de Lie. De forma análoga 

prova-se que GL{n,C) admite a estrutura de grupo de Lie. Os gru-

pos GL(n,R) e GL(n,C) se dizem Grunos Lineares e contém os sub 
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grupos: 

U(nl = (A E. GL(n,C) , A-l ~- At (grupo unitário) 

SL(n,C) = (A é GL(n,C) : det A=ll (grupo linear especial) 

O(n 1 C) =(A E. GL(n,C) :A At= rJ (grupo ortogonal complexo) 

SU (n)= U(n) n SL(n,C) (grupo unitário especial) 

SL(n,R) = SL(n,C) (\ GL(n,R) (grupo linear especial real) 

O(n) =\A E. GL(n,R) 'A.At = rf (grupo ortogonal) 

SO(n) = O(n) n SL(n,R) (grupo ortogonal especial) 

Provemos que O(n) é um2 sub-variedade de GL(n,R). PaLa isso, seja 

Sn = [ A E M In, R) o conjunto das matrizes reais de ordem 

n simétricas. ~ fácil ver que as matrizes 

rl o \0 o 
- ro o o õl 1 o 1 o o 00 o OI 

!O O o o I O 1 00 o o o o! 11 o o o 
'. 
' . ' I • • • I r·•• I 
' . 
I 

' lo o 
o o 

lo o 
00 lo o o o lo o O O• 

00 o o 00 00 _o o o li o o o o_l 

formam uma base do subespaço S , e que,. por contagem, 
n 

:·o o 
! 
!O O 

o o 

,_o o 

n + (n-1 + l) (n-1) 
dim sn = 

n 
In + l) • 

2 2 

o ci'i 
! o oi 
' ' 

o l 

1 0_1 

Definimos f : M(n,R)- ---)o-S por 
n 

f(A) =A. At~ A aplicação 

está bem definida pois, dado A ~ M(n,R) 1 temos (i\ 

f 

= 

(At) t. At = A.At, - A At ~- S ou seJa, . ~-- . Alén disso, f é diferen--
n 
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ciável e f-l(I) ~ ( A Có H(n,R): A.At =I}= O(n). 'remos o se-

guinte 

se ck 
' 

resultado: 11 Sejam U C Rn aberto e 

-l.Se c e u~ valor regular da 

n-m 
f: U -l> R da elas-

f b f -l (c) , ou em e 

vazio ou bem é uma superfícte m - dimensional de classe ck em 

(ver 141 , uágina 58). 

No nosso caso podemos escrever 
- n2 

f : M(n, R) R ---+ 
~(n+l) 

S z R 
n 

bastando provar que I é valor regular da f. Se X e H C M{n,R 

então 

Se X t: o (n) 

dfx(Yl 

ou seja, dfx e 

e 

~ 

lim 
r-+o 

lim 
r+o 

lim 
r-t-o 

s c s 

X(SX)t 
2 

(X + rH) 

n' 

+ 

t 
HX . 

tomando 

sx 
2 

r 

r 

y 

xt 

sobrejetora para todo 

r 

sx ('_ M(n,R) ~ temos 
2 

st 
+ s s z z 

2 2 ' 

X 0- f-l (I) ~ O (n) . Logo 

I é valor regular da f e O (n) é uma variedade diferenciável de 

classe C
00 

e dimensão n
2 

- ~ {n+l) ~ -}-(n-1) As aplicações 
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f : O(n) x O(n)-+ O(n) onde f{A,B) = AB e g O(nl~ O(n) tal 

que g(A) ~ A 
-1 então bem definidas pois, se A e B Eô o (n) , temos 

(AB) (AB) t (A.B) (Bt A t) == A. (B. B ti At ~ A. I. At ~ I e 

(A - 1 1 (A-1)t (A - 1 1 (At)-1 (At. A)-1 -1 - também ~ ~ ~ I r. Como sao 

diferenciáveis concluímos que O(n) e um grupo de Lie. 

Definição 1.3- Um campo X de vetoJtC.h ,tangev,_t:e..ó a um gru-

po de Lie G é uma aplicação que a cada ponto p de G corres-

ponde em veto r X 
p 

de T G, 
p 

onde X 
p 

denota o valor do campo X 

no ponto p E G. Um campo X de vetores tangente;:> ao grupo de 

Li e G se diz invahian:te ã esquerda quando Xxy dL 
X 

onde 

dLx e a diferencial da translação Lx à esquerda de x. Indicare­

mos por G o conjunto dos cal'(lpos invariantes à esquE!rda de um gru-

po de Li e G. Conhecendo-se x, e fácil conhecer X pois X ~x ~ 

p p p.e 

.dL .X . Se o campo X está definido num aberto U, yj : u- ·-+ Rn e 
p e 

yj 
l n i 

um sistema de coordenadas em G com (x ' ... , X I ' X :U-+ 

e 

onde os 

p E: U, então o vetor 

~ ( 8 :i)? ( 
I i = 

n 

X 
p 

se expressa, em relação à base 

de T G, por 
p 

1, ... , n 

\ (i (p) (--'-r ) 
8 X 

i=l p 

Si sao as componentes do campo relativamente as coorde-

nadas x 1 , ... , xn. Assim dizemos que o campo de vetores X e 



di6e.ne.nc~ãve.i numa vizinhança de p se, nesta vizinhança, 

~n sao funções diferenciáveis. • • o I 
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l 
s ' 

PROPOSIÇÃQ_l.l : Seja G um grupo de Lie e G o conjunto 

dos campos invariantes à esquerda de G. 

(i) G é um espaço vetorial real 

(ii) A aplicação G --+ Te (G) tal a (X) xe -a ' que = e um 

isomorfismo entre espaços vetoriais. 

(iii) Se X<S G então X e diferenciável. 

Ve.mon.J.);tJt.aç_ão; G é um espaço vetorial real e a aplicação -a. e 

linear pois, se X e Y E:_ G então o(X + k Y) - (X+ k Y)e = 

X • + (kY) e + = a (X) + k o: (Y) . Por outro 

lado, se a (X) = a (Y) para todo x ~ G temos X = dL .X = 
X X C 

= y 
X 

portanto X:::: Y, ou seja, Cj_ é injetora. Se 

v 6:. Te (G) ' definimos um campo X por X = dL x.v, para to-
X 

do X em G. Com isso X = dL v = dL dL v - dL . X 
xy xy X y X y 

o que prova que o cu.mpo X, como foi definido, pertence a G, e 

a (X) = x. = dlr e.. V .. I v = v· portanto ,, e sobrejetora. Sendo 
' 

a uma aplicação bi:ietora, e um isomorfi.:HilO entre estes espaços , 

provando o item (ii). Consideremos agora u ., em sis-

tema de coordenadas locais em G, com c t_- U, ouseja,umho-

rneomorfismo de um aberto U é_:_ G num aberto 0 (U) l Hn, com 

l n 
~ ~ (x , ... , x), 

X 
X 

U· -~ R, e seja 

dL X 
X (! 

X c· U. Então 

i 
X 
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Aqui deveríamos ter L (U) c U, o que nem sempre acontece. 
X 

Para 

contornamos este problema, tomaremos V c:__ U contenco e tal que, 

para todo x, y E.: V se tenha x. y E. V. Isto é possível pela 

continuidade das operações no grupo. Restringimos o estudo da P 

a v e escrevemos X 
e como combinação linear dos elementos da 

base de T ( G I ; portanto xe 
- ')- 3 (e R C· c. E. e 

t J axJ J 
J 

então X (xi) (dL X ,J (xi) (__ a (x
1 . L ) ( e. I = . = c. ----~ 

X X 
j J :Jx i 

Definimos a aplicação diferenciável fi 
' v X v---~->- R por 

i i 
f (x,y) = x (x,y), que e a i-&sima coordenada do produto x y = 

~ L xY· Então ternos X (xi) L" c. 
3fi(x, e I 

que e uma --;-;;-j-- ' X j J 

função diferenciável de x, ou seJa, X e diferenciável em x.::: v. 

Para estendermos este resultado a todo x c G basta lembrarmos de 

que 

mos 

L _ 1 é um difeomorfismo 
X 

C
00 

é um difeomorfismo 

Definição 1.4 : Chama-se 

G munido do operador bilinear 

]: G X G~ G 

(a) [x,Y]= -[Y,xl 

e a composição de difeomorfis 

00 

c 

á.f.gebJta de_ Lie_ um ,:;:spaço vetorial 

satifazendo ~ 

(bJ [[x,Y!],z] + llz,xl, Yl+ IIY,ZI , x I o, 

para todo X, Y e z em G . 
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Vejamos dois exemplos importantes. 

1) M (n,R) com a operaçao [A,B.I ~ A B BA, onde AB 

representa o produto usual de matrizes, é uma álgebra de Lie, vis-

to que: 

(a) [A,B] = AB BA = -(BA- AB) = [s ,AI 

(bl [[A,s], c]+ llc,A !, Bl + IIB,c I, AI IAB - BA, Cl + 

+ [CA - AC, Bl + [BC - CB, A-.1 = (AB - BA) C - C(AB-BA) + 

+ CA- AC) B - B(CA- AC) + (BC - CB) A- A(BC - CB) = 

ABC - BAC - CAB + CBA + CAB - ACB - BCA + BAC + 

+ ECA - CBA - ABC + ACB o 

2} O conjunto G dos campos invariantes à esquerda de um gr~ 

po de Lie G é outro exemplo de álgebra de Lie denominada ál-

gebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Basta observar que o 

colchete de dois campos X e Y (ver 1-SJ , página 36), quando 

X e Y são campos de vetores invariantes à c:;squerda, é um campo 

de vetores invariantes à esquerda, e que as propriedades (a) e (b) 

da definição l. 4 Úto válidas (ver I. SI, página 85). O isomorfis-

mo " : 

que 1'e (G) 

G + T 
e 

(C) da proposição l.l 

e também uma álgebra de Lie, e 

nos leva 

dim G 

a afirmar 

dim T (G). 
e 
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Sejam agora, G um grupo de Lic, G a álgebra de Li e 

associada a G e X ~ G. Da teoria de equações diferenciais ar-

dinárias tem-se que 1 dado x <"- G, existem aber-tos Uc G, (-S, F,) C R 

contendo x e uma apl.icação diferenciável 'i : U x ( -(, U ..__.______;.. G tal 

que r para todo y €: u Q 

~J (y, o) = Y 

~ (y,tl 
dt 

= 

111 

X 'i' (y,t) ' 

f recebe o nome de biuxo do campo x. Adotaremos a seguinte no-

tação f (e,t) =ft que representa a única trajetória de X por 

~. Neste caso; sem nenhum problema escrevemos f (-(, UC R+G. 

PROPOSICÃO 1.2 : Num grupo de Lie G, f t é definido para 

todo t, e a aplicação f R ---? G e um homomor·fismo de gru-

pos de Lie. 

Ve.mon-6t!t.aç.ão: Fixemos t 06: 1 -cu e façamos f = z . 
t o 

Definimos ft 
-1 

~ L -1 1ft1 • 
Porta_nto 

ft 
z . = = 

t z o 

-1 
·'ft 

-1 
z = z • z e' e ainda 

o 

dft d 
c1. + t I 11 

(L lytl I = dL = dL .. -].· xft = 
dt dt -l -1 

z z ,, 
dt 



X -l. 
z lt 

Como 
d.p t 

X- e 
dt 'Pt 

çao do sistema·. 

J 
d X 

X ~ 

d t X 

l X ( t I 
o 

~ ~ 

l 
T to 

(*I 

X 

'h 

o 
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concluimos que ·j' 

lt 
e solu-

Para t > o, definimos a aplicação 
o 

~ : (t - ( t + o .. + 
o ' o 

G 

por ~(ti ~ 'ft-t . 
o 

Assim 

(*) pois 

d ~(ti 

clt 
~ 

d '-~· t-to 

dt 

(li 

r também e solução do 

X 
'(t-t 

o 

'1' (,,oi 

Pela unicidade a solução de uma equação diferencial temos 

t-t 
o 

( 21 

sistema 

com dominio podendo ser estendido para (-1:, t + cl o 
e, conseque!:!. 
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temente 'f't = 'Pt pode ser estendido para todo t c R. 
o 

Por outro lado, como ~e t = z 
o 

podemos escrever 

Considerando t 0 = t e t = o temos 

pelo fato de 'f o= 'f (c,o) =e 

= 

-1 
z . l+t 

( 3) 

(4) 

=f t-t 
o 

Além disso, para todo s, t te R temos I =cf" -cé = ','t+s s+t- i s-(-t) 

I 3) . -l 
=l'f_t) ·fs 

(4) 

= y_ t . f 
8 

, ou seja, t+s = '--{ t · '-\ · s · Lo-

go f e um homomorfismo de grupos de Lie. 

Definição 1. 5 Seja G a álgebra de Lie associada ao grupo 

de Lie G, e X~ G. Denotando por a tra:jetória de X 

pela origem e, ou seja, com '-P X (o, e ) "" e , chamamos de 

aplicação exponencial de G a aplicação 

que exp(X) = 'f'x (1, e) ='f xlll. 

7exp 
/xe I 

I 
o !G Te (G) _/ 

/ 

exp: G ~ 'J~ (G)-+ G 
e 

tal 

// 
/~· (1)7 / 

/ . > X ,, I 
/'íxi·c) / 
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TEOREMA 1.1 : Se X pertence à algebra de Lie G de um grupo 

de Lie G, então, para todo t, t 1 e t 2 r- R temos: 

(a) exp (t
1 

+ t
2

J X ~ (exp t
1 

X) • (exp t
2 

X). 

-1 
(b) exp (-t X) = (exp tX) 

(c) exp é diferenciável. 

(d) exp e um difeomorfismo numa vizinhança de e~. 

(a) Provemos primeiramente que ''fsx(t) ='-fi X(s,t), para qual-

quer se t em R. Para isso, fazendo IF'x(st) = o/(t) tere-

mos, 

J 
o/ (o) ~ "fx(o) ~ ' 

l d o/ ( t) 
d "f x(st) 

~ s ~ s.X ~ s.X 
~~ (st) v (t)" 

dt dt ' X 

f e solução do sistema 

) x(o) ~ c. 

1 
d X 

s. xx(t) ~ 

dt 
' 

que também tem .._o 
1 sX 

Provado este resultado podemos escrever exp + X 
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onde a 

última igualdade deve-se a uma propriedade de fluxos de sistemas 

autônomos (ver [6] , página 38). 

Por outro lado, (exp t
1
Xl. (exp t

2
x) = 'flt xll,e) . 'i't x ll,t) 

l 2 

'fx(t1 ,e.l . f X(t
2

, e.). Consideremos as curvas 

'l (t) ~ ixltl,e) . '-P xlt, e) e 

Para 't'l temos: 'Pl (o) 

dt dt 

temos: 

' 2 1o) ~ fxlo,'fxlt1 ,cll ~·+xit 1 ,ei ~'f't xll,e) ~ exp it1 X), 
1 

d 't'2 
I t) 

dt 

d'fxlt,·t xit1 ,eil 

dt X ~'X ( t' 'f' X ( tl 'e.),l 

Provamos então que ·;
1 

e 't'
2 

sao soluç6es do sistema 

\ x (o) ~ 

) ~(ti 
\ dt 

exp (t
1

, X) 

e 



Dai ~l = ~ 21 ou seja X ( t r (! ) - X (tI X ( tl I e) ) I 

ou ainda, exp (t
1 

X). E~xp (t X) --- cxp ' ( 1:
1 

t t
2

) X , concluin-

do (a) . 

(b) " = exp o = cxp (t-t) = (cxp t X). (exp 1-t X)) 

exp (-t X) 
-1 

= (exp t X) • 

I c) Consideremos o campo vetorial v : G X c; > R2n 

Vly, X) = (X ' o) • o fluxo ' de v por (e' X) (~ G X 
y 

dada por o/ ( t) = I 'I x ltl ' X) = (exp t X, X) po:i.s 

r 
o/ (o) -· li'xlo)' X) = I " ' X) e 

' 

\ 
I 

do/(t) 

dt 

d ---
dt 

, d·( xltl 

X)=(X j XltJ' (<f• (t) X)=(----
' 'X ' dt 

\ =(Xú! (l) ' X) 
ltX 

= (Xexp ltX)' X) 

Logo 

onde 

G e 

X) = 

Consideremos a aplicação diferenciável 'Ir : G x G --+ G tal que 

11 (x,X) = x, e Exp R X G ---+- G onde Exp (t,X) ::::; exp t X 

Assim Exp = n o o/ 1 conforme o diagrama 

R X G 
\j' 

(t,X) f---"* (exp tX 1 X) ~--* exp t X. 

sendo f também diferenciável por ser fluxo. Logo Exp é diferen-

ciável em t e X, o que nos faz concluir que exp e diferenciá-
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vel em G. 

(d) Para X E. G def:Lnimos a aplicação y tal 

que y(t) = t X. Então y(o) =o e __c!:c_(o)= X e (d exp)
0 

. X= 
dt 

= (d exp)
0 

. ~ (o) 
dt 

--= (d exp) . 
o 

d tX 

dt t:::::o 

<i_le xE_t:__!Q_ 
dt t::::o 

ou seja (d exp)
0 

e não singular. Pelo Teo-

rema da Função Inversa, exp e um difeomorfismo numa vizinhan--

ça de e.. • 



CAPITULO II 

VARIEDADES HOMOGENEAS 

Faremos, neste capítulo, um estudo dos espaços homogê-

neos, que são espaços quocientes de grupos de Lie por subgrupos fe 

chados. 

TEOREMA 2.1 : Seja H um subgrupo fechado de um grupo de I.ie 

G, G/H ~ ( xH : X E G } e 1r ; G ------r G/H com 11 (x) = xH a apl~ 

cação quociente. Existe uma única estrutura de variedade diferen-

ciável em G/H sat_isfazendo às condiçÕes: 

(a) n é diferE-nciável. 

( b) Para todo xH em G/H existe uma vizinhança w de xH em 

G/H e uma aplicação diferenciável ç : w --.-...;- G t.al que 

!: idw. aplicação recebe de 
~ 

lo-" o ç A 1 o nome secçao 
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cal da aplicação 'IT • 

Vemon&tna~ão :Seja dim G = n, dim H= k e (G/H) 1 o mesmo 

conjunto G/H munido de outra estrutura diferenciável satisfazen-

do também (a) e (b). Consideremos a aplicação id : G/H --+ (G/H) 1 , 

e, para xH E. G/H, seja (W,ç) dado pelo condição (b). Escrevendo 

i~= no ç , temos uma composição de aplicações diferenciáveis:poE 

G 

/ 
. . 

y 
id 

W C G/H __ \!_~ (G/H) l 

tanto irlw é diferenciável e então id é diferenciável em xH 

Da rresne forma, cansiderêi'ndo id:(G;'l-l)r-- G/H e, para (xH) 1 E:. (G/Hl'1 , to­

mando-se o par (w1 ,ç) da condição (b) 1 com o mesmo raciocínio con-

cl uímos que i~ 

1 
e diferenciável; então id é diferenciável em 

> G/H 

(xH) 1 . Os resultados acima nos levam a afirmar que id:G/H-+(G/Hl 1 

e um difeomorfismo. Como duas estruturas diferenciáveis são equi-
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valentes se a identidade for um difeomorfismo, fica provada a uni-

cidade da estrutura diferenciável (~ffi G/H que sa-tisfaz às condições 

(a) e (b) 

Provemos agora a existência. G é um espaço topológioo de 

Hausdorff com base enumerável. Consideremos (:!ntão em G/H a topo-

logia co-induzida pela aplicação ~~ , isto (2:, é aberto de G/H o 

conjunto cuja imagem inversa e um aberto de G. Pelo fato de TT ser 

continua e aberta, e tendo o Lema; "Se X e um espaço topológico 

com base enumerável e f : X-·-+ Y 6 uma aplicação con-tínua, abcr-

ta, de X sobre Y então o espaço topológico Y também tem ba 

se enumerável" (ver [31 , página 218), concluímos que G/H tem 

base enumerável. Além disso, a Proposição: "Seja G um grupo top~ 

lógico de Hausdorff e H um subgrupo de G. Para que o espaço to 

pológico G/H seja de Hausdorff é necessário e sufi.cien te que H 

seja fechado", (ver l-5], página I-13) , nos faz concluir que G/H 

é de Hausdorff pois H é fechado. Seja G '" f( J, f-1' onde H e G 

são as álgebras de Li e de l-l e G, respccti vamen te, e H' e o 

espaço complementar de H E.>m G Faremos uso do seguintes Le-

ma: 11 A aplicação : G -r G dada por 'i· (1-,:+X'} ""' ( cxp X) • (exp X') 

X c H , X' E H 1 é um difeomorfismo ern uma vizinhança de O (:--_ G 11 

(ver rl1, página 58). 
c -

Seja v - v + V' - 1 J. a ct ta. da vizinhança de 

, onde e V' l-· 
I 

H' ' '-' mais, u ~ .jJ I V) 
' 

e 

W = rr ( U) • Eis o di i'! grama: 

v= v + v• '--- N l+J H'---'-----.-.u c-l l . 
'J: w G/H 

Temos então I -1 ' lj)' 
'' \ x, ;XHv.. W 

u {uh h H l 
u -- [_] 



= {uh u E. U e h c;; H} = LJ Uh 

h<::: H 
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que é urna uniê.o de abertos ; 

portanto um aberto. Pela definição de topologia co-induzida, W e 

um aberto de G/H. Considerando dim t Gl= n e dim (H)= k, te 

mos dim {H')= (n- kl, pois dim H íl H' ) = o . Definimos 

W c G/H 

X H 

H' -

XI 

n-k 
R 

onde x = (exp X'). (exp X) ~ u com X c: H e 

(i} cr está bem definida. Para provarmos este resultado basta 

tomar x = (exp X'). (exp X) E: u e y = exp Y <õ- (H n exp V) e 

mostrar que o {x y H) a. (x H) • Temos entÊlo: X y = 

(exp X') (exp X) (exp Y) = (exp X') (exp Z} para algum z E- H n V , 

pois flv é um difeomorfismo. Logo o(xyH)=X' a {x H) 

confirmando a afirmação. 

(ii) o e Ll. De fato, sejam x = (exp X' I (exp X) e y = 

- (exp Y') (exp Y} tais que X' = Y', ou seja, a(x) = o(y). En­

tão y-l x = {exp Y-l) (exp Y
1
)-l. (exp X'). (exp X). Como X' = Y' 

-1 -1 -temos y x = (exp Y) (exp X) que pertence a H. Por definiçao 

xH = yH, ou seja, o é 1- 1. 

Provemos localmente os itens (a) e (b) do t.eorema. A 

aplicação p G = H "' H'-+ H' tal que p(X + X' I = X' é 'di'fe-

renciável, e a aplicação f 
-1 

' u-~ v também o e, pois 

f' v--;. u o difeomorfismo citado anteriormente. Daí o = 



-1 
~pocjl U--+ V 1 

1 du.da por 
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p{exp X . exp X') =X' onde 

X I G:. v ' 
1 é diferenciável por ser uma composição de aplicações 

diferenciáveis. Pelo mesmo motivo temos que . -1 I a o f) : u~ w 

é diferenciável quando consideramos em W a es·trutura diferenciá-

vel que torna a um difeomorfismo. -1 
I a o o ) I x) 

-1 
=(o o p) (exp x•. exp X) = 

que •I e diferenciável. Seja agora ç w ~--->- G dada por r, ~ 

u 
=exp o a Assim definida é 

00 

r, c e 'if o r, (xH) ~ Tr(exp X') ~ 

~ lexp X') H ~ (exp X') (exp X) • H ~ xH pois exp X~ H, e então 

n o ç = idw, provando localmente (b), ou melhor, provando(b) para 

uma vizinhança coordenada de H c G/H. Por translação à esquerda 

vamos obter vizinhanças coordenadas em torno dos demais pontos de 

G/H. Para isso, se x E. G definimos L como sendo o homeomor­x 

fismo de G/H, induzido pela translação à esquerda Lx em G, isto 

e, Lx(y H) = xy H, y c G. Definimos também a aplicação 

= a o L _
1 

X 

L IW) 
X 

vizinhança coordenada em torno de xH. Fazendo x percorrer G ternos 

{(a H' L (W)) : x ~ G} fornece uma estrutura diferenciável em 
X X 

que 

G/H . A mudança de coordenadas é diferenciável pois na intersecção 

das vizinhanças coordenadas de um ponto xH os homeomorfismos lo-

cais do atlas correspondente gozam de uma mesma estrutura diferen-

ciável, demonstrando assim o teorema. 

Definição 2.1 : Chamam-se vaniedadeó homogênea~, as varieda-­

des diferenciáve.is da forma G/H onde G é um grupo de Lie, H C G 

é um sUbgrupo fechado, e existe uma estrutura diferenciável dada 



.30. 

pelo teorema acima. 

Definição 2.2 : Dizemos que um grupo de Lie G a.ge. em uma va-

riedade M se existe uma aplicação diferenciável n : G x M~ M da-

da por n(x,p) = xp, tal que 

(a) e P = P 

(b) (xy) p = x (yp) 

Dizemos também que n é urna açao de G em M. o conjunto Gp = 

= {xp : x G.. G } é a ÓJtbLta do ponto p E:. M segundo a açao n 

que pode ser definida como a imagem da aplicação 

G X {p} ___,. M 

(x, p) n (x, p) 

A açao n e tha.n.&J .. tiva., ou G age. :tJta.n~.;itiva.men.te. em M através 

de n se Gp = M para todo p E: M 1 equivalendo dizer que, 

p e q em M, existe X E: G tal que x p = q. 

definimos gJtupo de. 1t.o.tJLopJ.a. de p
0

, o que se denot.a por 

como sendo o conjunto 

Provemos que 

G c G. Além disso, 
Po 

do, se x, y E: G 
Po 

= y Po' ou -1 
y X Po = 

G = (x E: G ' 
Po 

G e um subgrupo de 
Po 

e " G 
Po 

pois e .p
0 

então X Po = Po e y 

Por definição 
-1 

Po . y 

G. E: óbvio 

= Po· Por 

po = Po· Dai 

G X E: 
Po 

dados 

M 

que 

outro la 

X Po = 

Assim 

G 
Po 

e subgrupó de • G. Para provarmos que G e fechado 
Po 

con-

sideramos a translação à direita G -··--+ G tal que R (x) = 
Po 
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~xp • Corno 
o 

-e continua e G ~ \ p
0

j é um aberto, temos que 

Rp-1 (G- (Pof 
o 

é um aberto de G. Mas G e o complementar de 
Po 

R~~ (G- (P0 j ) ; logo -e fechado. 

PROPOSIÇÃO 2.1 : Se n : G x M 7 M e uma açao transitiva, en 

tão Gp é isomorfo a Gq, para todo p e q em M . 

Ve.mon..6.tftaç.ão: Pelo fato de n ser transitiva dado p e q em 

M, existe a E: G tal que -1 
ap = q, ou p = a q, e daí p = e. p = 

-1 
a) 

-1 
) ~ (a p ~ a (a p ~ 

-1 
a q. Definimos as aplicações f: Gp--+ 

Gq onde 'f' (x) 
-1 

+ ~ 

" X a • e ~: Gq --~ Gp onde ~ (y) 
-l = a ya. 

Elas estão bem definidas pois: se x c_ Gp então -l a x a q = axp= 

-l -l -l 
= ap = q, logo a x a E::~ Gq i se y c Gq então a yap= a yq= 

-l -l -1 
a q ~ p, logo " ya c GP. Temos aj_nda ('(Jo ~) (y) ~<f' (a ya)~ 

= a(a-1 ya) a-l = (a a-1 ) y (a a-1 ) = y, portanto f o 1fl=' idGq" Da 

mesma forma ('f o~) (x) = 'Y(axa-1 ) a- 1 (axa- 1 )a = (a-1a)x(a-1 a) = 

= x, portanto id 
GP 

Provamos assim que ·f 

versas. Podemos ainda escrever: 

RaoL -11 (y) 
a Gq 

e 

e IJI são funções 

L (x a-l 
a 

(x) ~ 

in-

-1 
a y a ~ • (y) , 

ou seja La o R _ 1 == ·.P e 
a 

Ra o L _ 1 = ~ nas órbitas Gp e Gq . 
a 

Por serem composiçÕes de funções continuas e diferenciáveis, adi-

cionando o fato de ~:;e rem inversas, conclui mos que Gp e Gq sao 

isomorfos para todo p e q em M . 
• 
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-TEOREMA 2.2: Seja n : G x M ---+ M uma açao transitiva de um 

grupo de Lie G na variedade M. 

de isotropia de p
0

• A aplicação 

a G/G --• M 
Po 

e um difeomorfismo. 

Seja p ~ o 

X p 
o 

M e o grupo 

V~monóZha~ão: Provemos primeiramente que a est:á bem defini-

da. Consideremos 

p , ou ainda 
o xp 

o 
~ y p . 

o 

yG 
Po 

Logo 

-1 
y X então 

a (x 

G 
-1 c ' ou y xp = 

Po o 

a(y G 
Po 

I . 

Temos também que -a e sobrejetora pois, dado q (:·::. M 

existe x ~ G tal que xp
0 

= q em virtude de n ser uma açao 

transitiva. Portanto a é sobrejetora. 

Suponhamos Então 
-1 

agora xpo ~ YP y xp ~ 

Po' ou o· o 

seja 
-1 

G y X E: Se 
Po 

isto acontece ternos G G que X ~ y ' o 
Po Po 

que nos faz concluir que a -e injetora. 

Mostremos que a e diferenciável. Utilizaremos para 

isso o seguinte resultado: é diferenciável se, 

e só se, a o 1r: G --+ M e diferenciável, onde 1! : G--+ G/G e 
Po 

a aplicação quociente. Demonstremos tal resultado. Como já prova-

mos que 'IT é diferenciável,. sendo a diferenciável, E~ntão a o 1r e 
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diferenciável. Suponhamos agora a o n diferenciável. Considere-

mos o par (W, T) dado pelo Teorema 2.1 

T 

.. 
w G/G o . o 

Em w temos o: = c( o idw 

·". 
G 

a ______ , M 

ao{·rroç) (aon)ol;: onde 

a o n é diferenciável por hipótese e e diferenciável como 

no teorema 1. 

, para 

vel em G/G 
Po 

Então a é diferenciável em cada vizinhança de 

X G. Pela unicidade da estrutura diferenciá-

concluímos que é diferenciável. 

Para provarmos que a e um difeornorfi~mo devemos provar 

que é nao singular para todo 

{o). 

·~-..._, o: = o:orr 

' 

a 
----~ 

X E: C, isto e, 

M I 
/ • 



Seja a == a o 'IT: G ----r M onde 

Consideremos as derivadas 

Temos que 

dn 
X 

d a 
X 

ker 

remos agora q.u~ 

e somente se, 

dn 
X 

ker 

YE: 

T (G) 
X 

T (G) 
X 

~ T (x G 
X Po 

da ~ T (x 
X X 

Tx{x G ) . 
Po 

) 

+ M por "x (m) ~ xm. Ternos 

~ (n 
X 

- -l 
o a) (x y) ~ 

a(x) ==(a on)(x) == 

T (M) 
xpo 

e 

T (M) 
xpo 

e que dn 
X 

e sobrejetora. 

G ) ' ou seja 1 que d;;:x(Y) 
Po 

Definimos então a aplicação 

~ 

agora 

-l 
X 

(nx o a o l 

~ 

-l) 
X 

y p ~ 

o 

Mostra-

~ o se, 

"x M+ 

y ~ 

a (y) PiO 

ra todo y em G. Como a = f1 
X 
o~oL_ 1 , 

X 

mostrar que ker d a == 
X 

~T (x G ) 
X p

0 

equivale mostrar que ker da = e 
T (G ) , isto 

e p
0 

mostrar que se G e H são as álgebras de Lie de 

respectivamente, então d~(X) =o se, e somente se, 

se x E:.. H temos dn (X) = o· então e ' d~e. (X) ::: d(a O TI) e. 

ér basta 

H 

X ~ 

da (dne(X)) =o . Por outro lado 1 se d~e(X) =o com X fF... G, de-

tinimos a aplicação R--+ M por 

Ternos que 

~~ 

dt 
~ ....1.. (ã o 'fx(tl) ~ d 

dt 
;; (~ 

dt 
(fx(t))) 
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= d a d a I Xexp tX! 

= d I a r" X I = \nexo o o tX' tx exp -tx exp 

= ( d nexp o d a o d L I X = tX exp -tX .• exp tX 

= d nexo 
ld o (X) o tX 

donde podemos concluir que À (t) = a (exp tX) = (exo tX) o e cons-- - o 

tante, e como À(O) = p
0

, então (exp tX) p
0 

= p
0 
~ara todo t € R, o 

que significa dizer que exp tX ~ G , ou seja, 
Po 

X <Z H. Está provado 

então que d ã (X) = O se, e somente se, X C 11, ou seja, ker d ax = 

= T {x G ) • Seja X ~ Tx 
X Po G 

{G/G ); entã.o X= d • {Y) para 
?o x -

gum Y em 'I'x 

!O o 

(G ) pois d Trx e sobrejetora. Daí 
"o 

= d lo o TI)x ( Y) = 

= d o (Y) 
X 

Logo, se d "x (X) - o 
G e porque d a (Y) = 

X 
?o 

o ' ou seja, y (;_ 

al-

H 

donde d Trx (Y) = O, o que significa dizer que X O • Conclui mos en 

tão que ker d ax G = ( O ) 
Po 

, equivalendo a d o:x c; não é singular, 

"o 
ou a e um difeomorfismo, demonstrando o teorema . 

• Vejamos alguns exemplos onde se apll.ca o teorema acima. 
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Exemplo l - As Esferas 

1) Seja n; SO(n) x sn-l ~ Sn-l dada oor n(A,v) = A v. Assim 

n-1 definida, n é uma ação de SO(n) em S . Vamos mostrar que 

açao n-1 é transitiva. Dado w1 E~ S , escolhemos w2 , ... , u
0 

em 

tais que B = {u 1 , u2 , ••• f p
0

} seja uma base ortonormal do R
0 

esta 

n-1 s 

com 

a mesma orientação da sua base canônica. Cada elemento desta nova 

n 
base o .. ode ser escrito da forma 11l. = ). -,_, wji e_j' com l-lji {:"_R, ou, 

i=l 

em função de suas coordenadas, f.Ji = (1Jli' ... , )Jni). •remando-se as 

coordenadas dos vetores de B, na ordem da base, construímos a ma-

triz 

("\Jll 

A~ I 

I. "nl 

JJ ln ··1 
; 
I 

Como B é formada a parti r da base canônica, a menos de uma 

t çao, temos que det A = J = det A , ou seja, A~ SO(n). 

Por exemplo, no S0(2) temos a matriz 

A ~ l cos e 

sen 0 

-sen G -! 

cos 8 

rota-

oor matriz associada ao operador linear rotação segundo um ângulo 
! 

0, onde det A = cos 2 0 + sen2 0 = 1. 

Um outro exemplo é , a com"9osição de duas rotaç,ões no 

• 

3 R : 

a primeira segundo um ângulo 0 tendo OX oor eixo de rotação, e a 



_, 
outra de um ângulo 0 em torno de OY. A com?osição acima 

transfonnação linear associada ã matriz 

rcos e 
I 

A = 1 sen 8 cos 0 

' lsen e sen Çl 

de determinante igual a L 

-s t_~n (~ 

cos o cos 0 

cos O scn 0 

o 

-sen 0 
' 

cos Çl J 

-e uma 

De um modo geral, A e a matriz de mudança da base B para 

a base canônicaiA ei = 

u1 ; portanto dados u e 

A '1 = u e B el = v ou 

ui, i= 1, 2, ... nj Em oarticular A e_ 1 == 

n-1 
v em S existem A e Bem SO(n) tais que 

-1 -1 -1 
v)= B v - e 1, Segue-se que (A.B ) v=A (B 

seja, existe 
-1 

A el = u, ou AB ,c SO(n) tal 
-1 

ainda que AB v, ou n e 

-urna açao transitiva. 

Seja 

SO (n-1) ACSO(n): A 

·o ,- '"[ 

o 

A 

o o 
L Ü •• , 0 1_, ~ l _j 

Logo SO (n-1) c SO(n)e 
' n 

(*),onde 

,o 

I:. 

' o 
o.,, o 1 

,- o 

o 
1 

I 
e A,~ SO(n-1) 

.r 

e o grm;)Q de isotropia 



do ponto on. '!'ornemos agora A ~ (aij) c SO(n) tal r:rue A c n 

Por exemJ?lO f se n ~ 3 c 

all a12 al3 

A ~ 

a21 a22 a2 3 

a 
- 31 a32 a33 ~ 

devemos ter 

•all a12 al3 l ,-o -, o ' al3 o ' 

1 

a2l a22 a23 I o ~ o ou a23 
~ o 

! ' ! 

I 
L a33 I a3l a32 a33 I o J o l 

c .. ! '- ! J 

Então a13 = a23 ~ o e a33 
~ l. 1l fácil ver que se A e ~ e n n 

mos ter, necessariamente f a in = o o ara i=l, ... , n-1 e a =1· nn ' 
n ,--­

tanto ) a. = l. Por outro lado, temos AAt = I. VeJ'amos ln · o 

i=l 

ocorre quando: 

19) n ~ 2 

all o I ía a21 
I 

! 1 o 
ll 

! 
! 

La2l l i o 1 I ' o l 
" 

,_ 

r 2 
,- l ! I 1 (all) all' a21 ' o I 

! 

all. a2l 1 o l j ,_ _, 

r 1 o 
Portanto all = l e a21 o 0\1 seja, A ~ i -

' i o l ,_ 

.3B. 

-- c n· 

deve 

por-

que 

l 
I 

J 



.39. 

29) n ~ 3 

r all al2 o all a21 a31 ! o ~, 

' 
I 

' a21 o 
I 

a22 a12 a22 a32 o 

I_ a31 
I 

a32 1 I o o 1 I_ 1 
~ 

2 2 
~, 

(all) + (al2) all a2l + a12 "22 all a31 + a12 a32 ' 

( ) 2 2 

I 
a2l all + "22 al2 "21 

+ ("22) a21 a31 + a22 a32 

2 2 
I~ a31 all + a32 al2 a31 "21 + a32 a22 (a31) + (a32) + 1 

~ 

l o o 

o 1 o 

o o 1 

Portanto o e ~ o 

Devemos ter 

lall a12 o 
I all al2 

A ~ 

a21 a22 o onde - 1 

L 
, a21 a22 

o o l 

Generalizando, vamos ter sempre a , 
lll 

='O para i=l, •.. , n-1 e a 
nn 

=1, ou melhor, 

r o l 
A • 

A 
! 

~ 

o 
o o 1 J 
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2n com det A = 1 pois det A = 1 = {-1) . det A1 , nela desenvolvimen 

to de Laplace segundo a Última coluna. Logo A f:. so (n-1), e então 

so In) e r: SO ln-1) I** l 
n 

De I •) e I**) concluímos que SOin) ~ SO ln-1) ' e assim, 
"n 

pelo Teorema 2. 2 , SOin)/SOin-1) difeomorfo 
n-1 

e a s . 

De modo idêntico ao estudado acima, porém sem a necessi-

dade de considerar a base B com a mesma orientação da canõnica,mos 

-trames que f1 e uma açao transitiva. O gruoo de isotropia O In) 
'n 

ponto ~n e o conjunto 

' I A 
' 

Dln-1) ~ 

\A~ o In) ' A ~ 

. o ... o 

onde det A + = -1. Observemos que det A -· 

o 
I 

e A (:: O(n-1) \ 

o ) 

l 

~1 ~ det A e que A ~ ~e n n 

do 

para todo A em O(n-1). Novamente pelo Teorema 2.2, temos que O(n)/ 

n-1 
/O(n-1) é difeomorfo a S . 

2) Seja Cn com a base complexa canônicu E"" {~ 1 , ... , e.n} on­

de cada ~i é uma n-upla constituída de zeros, exceto '?ara 1 na i­

-ésima posição. Cada matriz A= (aij) de GL(n,C) determina, de ma­

neira única, uma transformação linear de cn em cn tal que A º-j = 
n ,-

~ ) a. • >j 
n n 

~j. Desta forma a al?licação n: GL(n,C) x C ~C tal 

i=l 

que Tl (A,v) = A v é uma açao do gruoo de Lie GL (n ,c) :2n
2
-dimensio -

nal sobre a variedade Cn 2n-dimensional. Seja < ' a notação 
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do produto in terno em cn, onde 

n n n --· 
) a 'i bi e. ~ a. b. 

\ l ~ l l l 

i~l i=l i~l 

t 
se At;_GL(n,C) então< A(v), w >::::::<v, A (w) >. (ver j"i1 pági-

na 254). se A E: U(n), isto é, AtA=I, então segue-se que A oreser-

va os comprimentos dos \'etores em o ois < A(v), A(v) > 

= <v, At A(v) > ~ < v, I v > = < v, v>. Seja X a esfera unitária 

em Cn. Consideremos a ação n: U(n) x X~ X do grupo unitário 

U(n) sobre a esfera unitária X c Cn. Esta ação é transitiva. Seja 

v 1 ~X e B = {v
1

, v 2 ,_ ... , vn} uma base ortonormal de Cn contendo 

n 

v
1 

corno primeiro elemento. Se v1 = 

j~l 

a .. e., então a matriz a 
l] J 

dos coeficientes assim obtidos é unitária e o(e_ 1 J = v
1

. De um modo 

geral, como foi provado anteriormente, dados v e w'em X, existe a 

ortonormal tal que a(v) - -= w, o que mostra que a açao n e transiti-

va. O grupo de isotropia U(n)~ do ponto cn e o conjunto 
n 

U(n-1) ~ I a <C- U(n) 

a 
o -1 

I eocU(n-1) 

o ' 

a ~ 

i 
~ o . . . o l 

que é um subgrupo fechado de U (n) . Pc lo Teorema 2. 2 temos que X e 

difeornorfo a U(n)/U(n-1). 

Se tivéssemos considerado o sistema de coordenada canôni 
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.. n - 2n 
ter1amos C - R e X = s 2n-l, e então SU(n) /SU(n-1) = s 2n-l 

= U(n)/U(n-1). 

Exemplo 2 - Os Espaços Projetivos 

1) Inicialmente vamos identificar os pontos dE! uma mesma reta 

que passa t;~ela origem do Rn, excetuando a própria origem, através 

da relação: se a, b E R11 - {O}, então a- b se, e somente se, a= 

= Àb oara algum 

1r: R11-{0} -

ÀC:R-{0} 

Rn-(0}/-, 

Consideremos a aplicêtção quociente 

e em Rn-{0}/- a topologia oo-induzi-

da pela TI; desta forma, 1f é uma aplicação contínua. A restrição de 

1f à esfera Sn-l é um recobrimento de duas folhas de 

mo Sn-l é um subgrupo fechado de H11 - {O}, oelo Teorema 2.1, exis-

te urna única estrutura de variedade diferencial em 
n 

R -{0}/- tal 

que TI e um difeomorfismo local. Dai 90demos escrever Rn-{0 }/- co 

mo sendo o es~aço 

n-1 P - {i - {x,-x} X(-: 

n-1 n-1 
chamado espaço projetivo real. A aplicação n: SO (n) x P .......,... P 

dada J?Or f](A,X) = Ax = {Ax,-Ax} está bem definida l_?Ois, se (A,X) = 

= (A,Y), então Ax = Ay, ou seja Ax = Ay ou Ax = -Ay:~ mas se isto 

ocorre, ternos x = y ou x = -y, ou seja, X= Y- Além disso, n e urna 

ação transitiva, ou seja, dados - n-1 . x, y t;_ P , eXlSte A r.=_ SO(n), tal 

que AX. = y. Para provamos este resultado, tomemos X, Y L SO(n) 

tais que Xe1 = x 

-1 
X X = e. 1 

ou 

ou Xe. 1 = -x, 

x- 1 (-x) ~ 

e ou ;;;: -y. 

' 
Daí 

~ (YX- 1 )x ou y = Ye. = y 
• 1 

e
1 

e ent~o y = Ye
1 

= Y (X-l x) 

(X-1 (-x)) ~ (YX-l) (-x). Logo existe 

A= YX-lE SO(n) tal que Ax = y ou A(-x) = y, ou seja, AX =V 
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provando que a açao 

n-1 p 

é transitiva. É fácil ver que o grupo de iso -

e o conjunto 

IAt.SO(n): A 

r o 
A 

o (n-1) = = I e A <:O (n-1) 

o 
o . . . o det -I A~ 

- 2 pois det A= (det A) = 1, oortanto A~ SO(n); além disso, como 

- + 
det A= -1, temos A en = en ou A en = -en, ou seja, 

n-1 Pele Teorema 2.2 podemos afirmar que P 

SO (n) /O (n-1) • 

e di.feomorfo a 

2) como conjunto, o espaço projetivo CPn-l é o conjunto das 

classes de equivalência dos pontos de Cn - {O} com a seguinte rela 

ção de equivalência: (a 1 , ... , anl é equivalente a <s 1 , ••. , anl 

se existe um complexo À não nulo, tal que ÀO:i = B1 , i = 1, ... , n. 

Pelo mesmo motivo anterior podemos considerar 

CPn- 1 
= {w = {w,-w}: w € d" e lwl = 1}. 

Temos naturalmente definiãa a açao n: SU(n) x CPn-l ~ CPn-l, tal 

que n(A,W) = Aw = {Aw, -Aw}. A aplicação n está bem definida, pois 

IAwl = 1-Awl = 1, e ~ortanto Aw ~ CPn-l_ A transitividade é prova­

da corno no caso anterior. O grupo de isotropia de ""ê:n c CPn-l ê o 

subconjunto U(n-1) de SU(n), onde 
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o I 
A 

U (n-1) = [ A<:SU(n) A = I 

ÃJ 

e A tS u (n-1) i 
De fato, det A det A 

1 = 
det 

'1 I 
I 
I 

' A(-<n) logo A •n = en; -
det A 

' 

o ... 

= l, 
A 

= e 
n 

' o 
----.! 

O l/det 

e A º'-n = 1 

det A 

Provemos que a 

e 
n ou ' 

aplicação 

,f' SU (n) /U (n-1) --+ CPn-1 tal que ftA.U(n-1)) =A <n é uma bije-

Çao. Se A e . , n 
, I 

='B e 
, n 

então ou logo• 

ou -e n ' e então A-l B ~ 'J(n-1) ., signi-

ficando dizer que A e B determinam a mesma classe de equivalência. 

A sobrejeção deve-se ao I - I ' • 
fato de que a uniao das class~s de equlva-

I 

lência é o próprio CPn-l. A estrutura diferenciável .~ CPn-l -e a 

que torrna f um difeomormismo, como ~aran~e o Teorema 2.2. 

Exemolo 3 - A Variedade de stiefei ., 
Denotemos por Sm (R11 ) o conjunto dos m-referencia.is 

mais do Rn, isto é, 

-

ortonor-

po.r n (A,u) =Au=={Au1 ,. ·,.,.!)um) 
I 

Çjue está obviamente bem definida. Por outro lado, dados dois refe-
! I I 

existe 

kna única transformação linear dada oor uma matriz A E O (n) , tal 

que A ul = vl' • • • ' • A u = v 
m ' m ' ou seja ' A u = v. Logo n e uma 
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açao transitiva. Considerando a base canônica {e.
1

, ... " (!_ ~ do 
n 

e o referencial e= (e
1

, ... ,em) C Sm{R11 ), e fácil ver que o gru­

po de isotropia de e e o conjunto 

I O 
I 

H = lk O (n) ' A = ,I o,, mu.l~riz idc:nticlodc nxn e Br- O(n-m)t 

O D 

Pelo fato de distinguirmos os elementos de H somente nor B ryodemos 

identificar H com O(n-rn). Como temos fei.to até aquL arovamos que 

a at?licação ~~: O (n) /0 (n-m) --+ Sm {I:ln) dada uor ']'(A . O (n-~rn)} = 

n (A, e_) = A e_ está bem definida e é bijetora. Existe, então, 

estrutura de variedade diferenciável em s (En), que e a mesma 
m 

uma 

que 

faz de ~p o difeomorfismo 

que dim S (Rn) = dim 
m 

garantido ;Jelo Teorema 2 .. 2. Dai conclui -

mos n n-m O(n)/O(n-ml = 
2 

(n-11 - --
2
--- (n-m-1) 

~ {2n-m-l), e Sm(Rn) se diz Variedade de Stiefel. 
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CAPÍTULO III 

AS VARIEDADES DE GFASS"'ANN 

Neste capítulo vamos estudar o conjunto de todos os sub-

espaços n-dimensionais do Rn+p, ou seja, o conjunto de todos os n­

n+o -planos do R h passando :.Jela origem, primeiramente como uma varie-

dade na sua forma usual definida no Capítulo I, e depois como uma 

variedade homogDnea definida no Capítulo II. Em ambos os casos te-

remos a denominada uaJtA___e.dade_ de G-'1.a6.6mann, e o co11junto em estudo 

denotado por G Portanto p,n 

G ·- {n-planos do Rn+p passando pela origem} 
9ti1 

Por exemplo, G2 ,
1 

e o conjunto de tonos os subesoaços de dimensão 

l, ou seja, retas que passam ~ela origem, no R3 

Utilizaremos M (p, q) para denotar o conjunto das pxq 
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matrizes reais, e M (p, q; n) para denotar o subconjunto de 

M (p, q) composto das matrizes de posto n. As linhas de uma matriz 

A é: M (n, n+p; n) formam um conjunto de n vetores lineamente in­

n+n dependentes do R ~ e, portanto, geram um elemento de G denota-p,n 

do por \(A). Duas matrizes A e B podem determinar o mesmo elemento 

de G . Isto acontece se, e somente se, cada linha de uma delas p,n 

for combinação linear das linhas da outra, isto é, se existir uma 

nxn matriz não singular tal que A = C B. 

Podemos definir um isomorfismo T: M (n, n+p)-->- Rn(n+p) 

que a cada matriz da forma 

associa a n (n+p) -upla. 

a 
l(n+p) 

a 2(n+p) 

. 

a 
n(n+p) 

(all'"""'a , ... ,al a ,a2n•····a21n+~_)· , ... ,anl'""" ln .(n+p)' 21' · · · ·..-

ann' · · · ,an(n+p)) · 

O conjunto M (n, n+;::>; n) e um subconjunto aberto do Rn+p De fato: 

seja D: M (n, n+p)--+ R onde D (A) é a soma dos quadrados dos deter 

minantes das nxn subma_trizes. A aplicação D é contínua, R- {O} e 

um aberto de R e D-l (R - (O] = M (n, n+p; n) ;logo M (n, n+p; n) 

é um aberto. 

Defihimos agora a aplicação À: M (n, n+p; n)--+ G que 
p,n 
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a cada A~ M (n, n+p; n) associa o subespaço À (A) descrito acima. 

Podemos introduzir uma topologia em G , onde V é aberto de G 
p,n p,n 

se, -1 
e somente se, À (V) é um aberto de M (n, n+?; n). Mostremos 

que À é uma aplicação aberta. Seja U Uilt aberto de M (n, n+p; n) 

Para cada C em M (n, n; n) a a;:>licação 
. . ac: M (n, n+p: n) ---------+ 

M (n, n+p; n) tal que "c I!IJ "" C .A e u:n homco;norfismo de 

M (n, n+p; n) sobre si mesmo. De fato, da forma como foi df~finida 

ac e contínua e sua inversa é dada "ÇlOr 

modo é contínua, lembrando a existência de C-l pois C -tem Dosto n. 

Logo ac e uma aplicação aberta, isto P ~Jara U aberto em 

M (n, n+p i n) temos a C (U) aberto em M (n, n+p; n) . Se A C U, 

À-l (\A) oode ser qualquer matriz aC (A) = C A com C F M (n, n; n) 

que e um aberto. Pela topologia co-induzj_da ?Or À em G , 
p,n 

t.ernos 

que À (U) é aberto, ou seja, À é umu unlicação aberta. 

TEOREMA 3.1: C , com esta toT?o1ogia, -p,n 
-e uma variedade dife-

renciáve 1 de clasSf' C 
m 

Vemo n.ó thc: ç li o : 

(a) ProvE·mos que G é um espdr;o Hausdorff com base enu p,n -

merável. Sejam subesnaços distintos de G . Port.an-
p,n 

. r AJ to a ma trl z I_ B deve ter, no mínimo, uosto n+l. Escolhemos (>0 tal 

que qualquer 2n x (n+p) matriz à distânc.i.a menor do que E; de 

deve ter, no mínimo, posto n+L Seja U a E: -vizinhança de A e V a 

ç:-vizinhança de B. Sendo E; uma aplicação aberta, temos que À (U) e 

À (V) são vizinhanças de A e B, resT?ectivamente, e disjuntas t;mis, 

se existisse A'•E:" (U) n f. (V), existiria também X C U e Y (~ __ V 

com À (X) = À (Y) -· A' e y teria posto n, o que não -ç:Jode o cor-
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rer. Assim G e Ha'Ó.sdorff. A enumerabilidade da basE! de G de-p,n ~,n 

corre do fato de À: M (n, n+p; n) C Rn (n+p)_-+ G ser continua , 
p,n 

aberta, e da enumerabilidaóe de M (n, n+p~ rr) por ser subconjunto 

de Rn (n+p) (ver [3] , pãgina.s 217 e 218). 

(b) Vamos agora construir uma coleção de homeomorfismos 

de abertos do G sobre abertos do Rp 11
• p,n Provemos que G. p,n é lo-

calmente euclidiano. A idéia geométrica é a que segue. Seja y um 

n-plano contendo a origem de Rn+p. Então y reoresenta um espaço de 

dimensão nem Rn+p. Existe urna projeção n do Rn+p num n-plano cooE 

denado de tal forma que, restrito a y , n é um isomorfismo. Seja U 

o conjunto de todos os n-planos y que se projetam isomorficamente 

neste n-plano coordenado através da n. Para cada y E U temos uma 

n-upla de vetores (v
1

, ... , vn) projetando-se pela ação de 1T na ba 

se canônica do n-plano coordenado, ao mesmo tempo. em qu~ cada n-

··upla (v1 , ... , vn) determina um plano y de u. Podemos tomar um 

plano projetante para U com base canônica {e.}. ~l de tal for 
l l- , ... ,n 

ma que as n primeiras componentes de vi coincidam cpm as cornponen-· 

tes de e.i = 1T (vi). Os outros l? componentes de v 1 , na verdade, é 

que vao diferenciar cada y E"- U. Daí concluímos que U e homeomorfo 

a RP n Segundo esta idéia geométrica, seja À (A) um elemento gen~ 

:rico de G tal que as primeiras n colunas de A formem uma nxn ma p,n 

Lriz de posto n e seja U o conjunto das ma·trizes da forma [P,Q] on 

d - t · d t U - · t aberto de Rn (n+p) e P e uma nxn ma rlZ e oos o n. e um con]un o 

e, portanto, de M (n, n+n; n). Sendo À uma aolicação aberta ternos 

que V = À (U) e um aberto de G . Consideremos lf1 : p,n 
M (n, p)~ 

M (nf n+p; n) tal que 'f (Q) = [I ,Q], sendo I a identidade de 
• 

ordem 

n. A aplicação f é contínua oois é uma inclusão. Como G tem a p,n 
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urna 

aplicação contínua de M (n, o) em G . Podemos afirmar que ~ e 
~,n o 

injetora visto que, se \jl (Q l 
o 1 

tr,:,mos = 

r e se, e somen·te se, existe c -\c ... M (n' n; n) tal que r r ,Ql I -

c I~I,Q21' ou c = I n' J?or·tan to Q1 = Q2. Além disso, ~ 
o 

aplica 

M (n, p) sobre V=~ (U). De fato, dado À f:P,Q:_! em V temos À[P,Q_i= 

A primeira igualdade decorre do fa-

to de existir P EM (n, n; n) tal que I' 
(P-1 Q) ! 

_, 

= [P I, P (P-l Q) J = i_-P,Q _i. Sejalp: TJ---->-M (n, pl a função defini 

da t:=JOr lf [P,Q] = P--l Q. Esta <::rt;>licação e constante em cada À-l(y). 

. -1 i -
De fato, dado y = À ~ P 1 ,Q1j temos À (y) = l P 2 ,Q 2 _[ = C [P 1 ,Q 1 _,1 

para todo C E.. M (n, n; n), 

- P-1 (C-1 C) Q1 = o-1 n = -i! [.P ,Q -~ 
- 1 - 1 "1 I .. 1 1 .. 

contínua 'f 
0 

de v = ' (UI sobre M ( n' pl 

f o 
(~o(QI I = 'fo LI,Q = I 

-1 
Eis Q = Q. 

M(n,p) ------·------ ·-· -" -·------ ·----'1> 

"~ ~~CP 1 , CQl] e 

~ (P-l c- 1 1 
l 

então 

Logo , 1:, induz uma aplicação 

que e a inversa da ~ 
o 

o diagrama resultante. 

U C M(n,n+pi n) 

V C G 
p,n 

pois 

UN!CAMP 
~'>!11i \ ~!-rr·,- 1 , "''' ,_, .-
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Como 'f 
o é continua e tem in~ersa fo contínua, então ~ 1 é um homeo­

o 

morfismo de M (n; p) em G e, consequenternente, p,n fo é um homeomor 

fismo de V: c: G em M (n, p) . Distribuindo as . p ,n colunas de 

Q E: M (n, p) por entre as colunas da nxn matriz ident:idade 1 temos 

-
abertos U e V que definem novos homeomorfismos f 

0 
semelhantes a 

fo· Denotemos por U' a coleção dos homeomorfismos do ti9o ~o ~J 
0 

(c) ~ fácil ver que os domínios, dos homeornorfismos de U' 

cobrem G p,n 

(d) Consideremos (V, fo) e 

denadas da· forma estudada no' Item (b) 

(V, ·f
0

) duas vizinhanças coo_E 
' •. 

, tais que V h V = 0, e mos -

. -tremas que a mudança de coordenadas é um homeomorfismo C • A rnudan 

ça de coordenadas e dada por tfo o 'f 0: f (U n Ü)__,. ~ (U n li) I com 

f o o 111
0 

= f o o (À o ~) = (f
0 

o À) o qí ""~ o 'f onde o/ é ~ma aplica­

ção de ela~ se CrYJ e f também o é no aberto u c M (n, n+p; n). Logo 

" 
fo o 'ti 

0 
e de classe Coo 1 e obviamente um homeomorfismo. 

(e) vamos considerar o atlas máximo u, de classe ck pos-

suindo t~d?S os homeomorfismos ...0
0 

de :V 'c G I p,n em M (n, p) qescr,i -
; 

tos acima.~ claro que U'C: U. 

Pela definição 1.1 temos que (G n' U) e uma p, 
00 

diferenciável de dimensão on e classe C . 

TEOREMA 3.2: G e uma variedade homogênea. p,n 

Ve..mon.6t!Laçã.o: Lembremo-nos orimeiramente éle que uma 

transformação linear não singular leva base erri base 1 ou nielhor 1 1~ 

va subespaço n-dimensional em subespaço n-dimensional. Sabemos t~ 

bém que dados 2 Sube,spaços n-dimensionais existe uma Única trans -

formação linear não singular que leva um subespaço no outro. Por 
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isso a aplicação n: o (n+o) x G ---- G onde n (A, y) = A y = - p,n p,n 

{Ax ; x E y} está bem definida, e se provarmos que n é diferenciá-

vel, então será uma ação transitiva. Provemos orimeiramente que n 

é contínua. Seja Ti: O (n+p) x M (n, n+p; n)---------o»M (n, n+p; n} 

por~ (A,B) = BAt. O seguinte diagrama comuta: 

" O (n+p) x M (n, n+p; n} --·------------)> .M (n, n+p; n) 

O (n+p) X G p,n 

* 

n 
·~·----------- ---------+ G p,n 

dada 

Como G tem a topologia co-induzida oor À, e sendo n obviamente 
p,n 

contínua, então n é cont.ínua. Para provar que n é diferenciável no 

ponto (A, y) consideremos o levantamento local 

W C O (n+p) X G 
p,n 

11* W ~-----1>'- .M (n, n+p; n) 

n* de n sobre 

dadoporn* (B, O)= [I,L.f)oll (B,6l] (ver l"7j, página 50). Devido 

ã continuidade da n podemos escolher um sistema de coordenadas 

~! 0 : VC Gp,n__,.M (n, p) de tal modo que n (A, y) rÇ-_ V, e restringig 

do o aberto W tenhawos n (W) C V. Do modo como foram introduzidos 

os sistemas de coordenadas em G , o aberto V é a imagem por À do 
p,n 

aberto UC M (n, n+t); n), constituído tJelas matrizes [P,Q_l onde P 

é uma nxn matriz inversível. Seja À i P,Q i ==O rP,Q]E:. U. Mos-

traremos que 'fio n é difcrenci5vel;mato; l(' 0 l1 (B,,q '"' !À I i'.p ,Q-j' Bt))" 
l () " -

-- - t =fiLP,Qj B ) • e nxn, n 2 e nxp, B3 e pxn 
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E? B 4 e pxp, então [P,Q] Bt = [PB
1 

+ QB 3 , PB 2 + QB 4]o Fazendo C= 

= PB 1 + QB 3 e D = PB2 + QB 4 J?Odemos escrever ~o il (B,()) = ~ [c,nJ = 

= c-1 D, onde a inversibilidade. de c deve-se à escolha da vizinhan 

Ça U. Então f o n é diferenciável çorquE7 soma, produto e inversão 

Je matrizeS são aplicações coo·, e, J?ortanto, o ;1evant1:unento n* é d_! 

ferenciável .. Por outro lado, À também é diferenciável, consideran-

do que 'Po À[P,Q] =f [P,Q] = P- 1 Q. Logo, n =À n* e diferenciá-

vel. Fica assim provado que n é uma ~çao transitiva. seja agora y
0 

o n-plano que tem sua base formada pelos n primeiros elementos da 

base canônica { e. 1 , ••. , e.n' e.n+l' ... , 
n+p -' 1 do R - . En tao o gru-n+p 

po de isotropia de y 
0 

e o conjunto 

H = { M = [: I : J ~ o (n+p) A ,;: 'o (nl e B EC o (pl ~ 

pois os elementos de H deixam y fixo. Como as matrizes A e B sao 
o 

as que vão distinguir os elementos de H, podemos identificar H com 

O (n) x O (p), e a a?licação t.p: O (n+p) I O (n) x O (p)~Gp,n 

onde 'f (M (O (nl x O (pl I I -· n (M,y ) :::: M· y , pelo Teorema 2.2 
o o 

-e 

um difeomorfis~o, ou seja: 

G é difeomorfo a O{n+p) I O(n) x O(p) 
p,n 

Vamos provar agora que existe uma bijeção entre G e n,1 

Pn, o que corresponde a uma bijeção entre Gn-l,l e Pn-l. Partindo 

dos resultados: 

Gn-l, 1 - @(ni/0(11x O(n-11 e 
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P
0

-
1 = SO (nl I O (n-11 

provaremos que O(nll 0(11 uode ser identificado com SO(n), on-

de 0(1), pensado como subconjunto de O(n) através da inclusão, é 

o conjunto 

I -

1 o 
o 1 

o 

o 

1 

X c 

'-1 o 
o 1 

o o 

o 
o 

l 

Temos definida a seguinte relação de equivalência em O (n): se A = 

B = (b .. ) ~ o(n), então A N B se,e somente se, lJ nxn 

-A = B ou se A e B sao tais que 

~i 
b. se i " 1 
l] 

a. 
lj 

-b .. se i - 1 
l] 

Assim, cada classe de equivalência de O(nl I o I lI - de comçoe-se 

dois elementos somente, um com detenninante +1 e o 01rtro com deter 

minante -1. Definimos então a a-plicação ex: O(n) I 0(1) -~ SO(n) 

de forma que, se A ~ {A' B} está em O(nl I 0(11 então 

I 
A se det (AI ~ +1 ou 

a IÃI ~ 

B se det (B I ~ +1 

Esta aplicação é bijetora, permitindo identificar O(n)/ O(l) e 

SO (n) e, consequentemente, G
11

_
1 1 

e SO(n) . Com isso temos também 
' 

identificado G , 1 e P11
, o que mostra que os espaços :orojetivos são n, 

casos particulares das variedades de Grassmann. 

1 



Outro resultado: sendo 

e, portanto, 

que G p,n 

G difeomorfo a n,p 

G n,p 

.ss·. 

G difeomorfo a O(n+p)/O(n)xO(p) , 
p, n . 

O(n+p)/O(p}xO(n}, ~ f&cil ver 
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