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Resumo

Neste trabalho estudamos dois problemas distintos: agoes de semigrupos em érbitas
adjuntas e compactificagoes de semigrupos. Quanto ao estudo das agoes de semi-
grupos, consideramos um grupo de Lie semi-simples, nao compacto, conexo e com
centro finito G e a érbita adjunta de G através de elementos H pertencentes a uma
subalgebra abeliana maximal contida na parte nao-compacta de uma decomposi¢ao
de Cartan de G. Tomamos entao um semigrupo S C G com pontos interiores e
descrevemos os conjuntos de controle para a agao de S nestas érbitas. Mostramos
também que esses conjuntos nao sao comparaveis utilizando a relagao de ordem
usual para conjuntos de controle e descrevemos seus dominios de atragao. Conside-
ramos também o caso em que .S é um semigrupo maximal, obtendo uma descricao
melhor dos conjuntos de controle. Para compactificacoes de semigrupos, adotamos
as mesmas hipdteses sobre GG e tomamos S como o semigrupo de compressao de um
subconjunto fechado da variedade “flag’maximal de G. Obtemos uma compacti-
ficacdo do espago homogéneo G/H, onde H denota o grupo das unidades de S,
como um subconjunto dos conjuntos fechados de G e mostramos que quando G tem
posto 1 é possivel realizar a imagem de S/H por essa compactificagdo no conjunto

dos subconjuntos fechados da variedade flag maximal de G.
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Abstract

In this work we study two distinct problems: semigroup actions on adjoint orbits
and compactification of semigroups. For the study of the semigroup actions, we
consider a semi-simple connected noncompact Lie group GG and the adjoint orbit
through elements in a maximal abelian subalgebra contained in the complement
of a maximal compactly embedded subalgebra of the Lie algebra of G. We take
then a semigroup S C G with interior points and describe the control sets for the
S-action on these orbits. It is proved here that these control sets are no comparable
and we describe its domains of attraction. We also consider the case in that S is
a maximal semigroup and obtain a better description of the control sets. For the
compactification of semigroups, we use the same hypothesis about G and consider S
as the compression semigroup of a closed subset in the maximal flag manifold of G.
We obtain a compactification of the homogeneous space G/H, where H = SN S~
as a subset of the set of closed sets of G and we show that when G has rank one
is possible to realize the image of S/H under this compactification in the set of the

closed subsets of the maximal flag manifold.
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Introducao

Seja G um grupo de Lie semi-simples, conexo, nao compacto com centro finito e g sua
algebra de Lie, com uma decomposicao de Iwasawa g = €@ a®n™. Consideremos a
correspondente decomposicao global G = KAN™ e denotemos por M o centralizador
de A em K e por P o subgrupo parabélico minimal P = MAN*. Em [4] San Martin
e Tonelli caracterizam os conjuntos de controle para a acao de um semigrupo S C GG
com intS # ) agindo na variedade flag maximal G/ P essencialmente como conjuntos
de pontos fixos de elementos no interior de S. Dado um elemento hiperbdlico h €
intS os pontos fixos de h, quando visto como um difeomorfismo de G/P, estao em
bijecao com os elementos do grupo de Weyl W do par (g, a). Esses pontos fixos estao
no interior de conjuntos de controle e assim essa bijecao é utilizada para‘“rotular” os
conjuntos de controle para S em G/P. Desta forma, para cada w € W, D(w) sera
o conjunto de controle contendo pontos fixos do tipo w. Foi mostrado também que
os conjuntos de controle sobre as outras variedades flags sao dados pelas projecoes
dos conjuntos de controle na flag maximal, através da fibragao = : G/P — G/ Pe.
Além disso, quando © = O(.S) (o tipo parabdlico do semigrupo), foi mostrado que
o conjunto de controle invariante sobre G/P é exatamente a imagem inversa do
conjunto de controle invariante Cg sobre G/ Pg. Outra propriedade importante que
ocorre neste caso é que Cg esta contido na variedade estavel para qualquer elemento
hiperbdlico h € intS. Neste trabalho utilizamos esses resultados para estudar dois
problemas distintos: conjuntos de controle em érbitas adjuntas e compactificacoes
de semigrupos.

No estudo dos conjuntos de controle em érbitas adjuntas, o tratamento dado é

o seguinte: Consideremos a ac¢do adjunta de G em g, a qual é dada por (g, X) —
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Ad(g)X, onde g € Ge X € g. Se H € a é um elemento regular, entdo o subgrupo
fechado M A é o centralizador de H em G. Desta forma, o espago homogéneo G/M A
identifica-se com a érbita adjunta de G através de H. Por outro lado, consideremos
a agao diagonal de G em G/P x G/P, a qual é dada por (g, (x,y)) — (9, gy) e
denotemos por xg = P a origem em G/ P. Se wy é a involugao principal de W, entao
o subgrupo de isotropia no par (wyxg,xo) também é dado por MA. Assim, temos
uma identificagao natural entre a érbita de G através de H em g e a orbita de G
através de (wozo, ) em G/P x G/P (essa 6rbita é denominada drbita principal em
G/P x G/P). Utilizamos essa identificacao para obter uma descri¢ao dos conjuntos
de controle para a acao de S na érbita adjunta como conjunto de pontos fixos para
elementos hiperbdlicos no interior de S semelhante aquela descrita no paragrafo
anterior para variedades flag. No entanto, as semelhangas param nesta descrigao:
Diferentemente de G/ P, o espago homogéneo G/ M A nao é uma variedade compacta.
Assim, a existéncia de conjuntos de controle invariantes, que é sempre garantida
em variedades compactas, nao é esperada a priori em G/MA. Mostramos neste
trabalho que nenhum semigrupo S com pontos interiores possui conjuntos de controle
invariantes em G /M A.

Outro aspecto que diferencia os conjuntos de controle em G/MA e em G/P é o
fato, também mostrado aqui, que em G /M A os conjuntos de controle para S nao sao
comparaveis. Este fato tem uma conseqiiéncia imediata no estudo dos respectivos
dominios de atragao: como os conjuntos de controle nao sao comparaveis, o dominio
de atragdo de qualquer conjunto de controle em G/MA nao pode interceptar os
demais conjuntos de controle. Em particular, nao pode ocorrer, como ocorre em
variedades flag, que o dominio de atragao de um conjunto de controle seja toda a
variedade. Um estudo mais detalhado deste dominios ¢é feito na secao 3.2.

Tendo feito o estudo dos conjuntos de controle para um semigrupo S apenas
com a hipétese de que S tem interior nao vazio, passamos a estudar o caso em que S
¢ maximal. Neste caso, mostramos que o conjunto de controle contendo os h-pontos
fixos do tipo 1 é dado como um produto cartesiano de conjuntos de controle em
variedades flag. O passo seguinte neste trabalho é estudar os conjuntos de controle
em orbitas adjuntas de elementos nao necessariamente regulares. A descricao destes

conjuntos é obtida de forma idéntica a feita em orbitas de elementos regulares.
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O dltimo capitulo deste trabalho trata de compactificagoes de semigrupos. Para
isso, consideramos um subconjunto C' C G/P tal que C' = fe(intC') e S = S¢ 0 semi-
grupo de compressao de C. Denotemos por H = SN S~ o grupo das unidades de
S e tomemos o espago homogéneo G/H. Munindo o conjunto de todos os subcon-
juntos fechados de G, o qual denotaremos por F(G), da topologia de Vietoris (ver
segdo 1.3), obtemos um espago compacto. A aplicagao n : G — F(G) definida por
n(g) = gS~! fatora-se a uma aplicacao 77 : G/H — F(G), a partir da qual obtemos
uma compactificagdo de G/H, chamada compactificagao ordenada de G/H. Consi-
deremos ainda a aplicacao ¢ : G — F(G/P) definida por ¢(g) = gC. Neste trabalho,
mostramos que se G tem posto 1 entao fe(n(S)) é homeomorfo a fe(¢(S)). Este
resultado ¢ andlogo ao obtido por Hilgert e Neeb em [10] no caso em que S é um

semigrupo de Lie estendido, mas sem a hipotese adicional de que G tem posto 1.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo serao dadas as defini¢oes e os resultados basicos que serao usados
no decorrer do trabalho. Comecamos introduzindo alguns conceitos sobre a es-
trutura dos grupos de Lie semi-simples e suas variedades “flag”, que podem ser
encontrados com mais detalhes no livro [7]. Em seguida, enunciaremos alguns resul-
tados relacionados ao estudo de conjuntos de controle em variedades “flag”, cujas
demonstragoes podem ser encontrados em [2],[5],[3], [4] e [6]. A segdo seguinte
trata da topologia de Vietoris. Essa é uma topologia introduzida no conjunto dos
subconjuntos fechados de um espago metrizavel e o-compacto e sera utilizada na

compactificagao de semigrupos, a ser estudada no ultimo capitulo desta tese.

1.1 Subgrupos Parabdlicos e Variedades Flag

Seja G um grupo de Lie semi-simples, nao compacto, conexo, com centro finito e
denotemos por g sua algebra de Lie. Consideremos uma decomposicao de Cartan
g = Ps, com £ subdlgebra compacta. Escolhendo uma subélgebra abeliana maximal
a C s, denotaremos por Il o sistema de raizes do par (g,a). Fixando uma camara
positiva at temos, associado a essa escolha, um sistema de raizes positivas IIT e o

correspondente sistema de raizes simples X. Sejam

go ={X €g:ad(H)X = a(H)X,VH € a}
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o espaco de raizes associado a raiz « e

nt=>" ga

a€cll+

a subdlgebra nilpotente associada & escolha da camara positiva a*. Obtemos as-
sim uma decomposi¢ao de Iwasawa g = € @ a & nt, que origina a correspondente
decomposicao global G = KAN™, onde K = expt, A=expae N* =expnt.
Sejam
M ={ue K : Ad(u)H = H para todo H € a}

M*={ue K :Ad(u)a = a}

respectivamente o centralizador e o normalizador de a em K e denotemos por m o

centralizador de a em &:
m={X e€t:ad(X)H = H,VH € a}.

O grupo finito W = M*/M é o grupo de Weyl do par (g, a). De maneira
equivalente, W é o grupo de reflexdes gerado pelas raizes do par (g,a). O subgrupo
fechado P = MAN™ é um subgrupo parabdlico minimal de G, cuja algebra de Lie
é a subdlgebra parabdlica minimal p = m & a & n'. Qualquer subgrupo parabdlico
minimal de G é obtido a partir de P através de uma conjugacao por um elemento de
G, bem como as demais subalgebras parabdlicas minimais de g sdo da forma Ad(g)p,
com g € GG. Como P é o normalizador de p em G, a variedade flag mazimal F = G /P
de G identifica~se ao conjunto de subdlgebras parabdlicas minimais {Ad(g)p : g €
G}. Como P é também o normalizador do nilradical de p, que é dado por n™,

F pode também ser identificada com o conjunto das subdlgebras conjugadas a n*:
{Ad(g)n" : g € G}.

Exemplo 1.1 Seja G = Sl(n,R), o grupo das matrizes com determinante 1. Sua
dlgebra de Lie g € a dlgebra sl(n,R) das matrizes de trago 0. Uma decomposi¢io de
Cartan de g € dada por sl(n,R) = so(n)@s, onde so(n) é a dlgebra das matrizes anti-
simétricas e s € o espaco das matrizes simétricas. O conjunto das matrizes diagonais
a € uma subdlgebra abeliana mazimal contida em s. Sejam \; : a — R os funcionais

definidos por N\i(H) = a;, onde H = diag(ay,---,a,) € uma matriz diagonal com
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entradas diagonais a; = a;. Entdo as raizes do par (g,a) sdo os funcionais o j =
Ai = Aj. O grupo de Weyl W € o grupo das permutacoes em n elementos, e age em
a permutando as entradas diagonais de uma matriz H € a. Podemos tomar como
camara positiva o conjunto das matrizes at = {diag(ay,---,a,) : ay > ag > -+ >
an}. O conjunto de raizes positivas associado a esta escolha de at € o conjunto
Ot = {a;; : i > j} e o correspondente sistema simples de raizes é o conjunto

Y=A{w1:1=1,2,---,n—1}. Obtemos assim uma decomposicao de Iwasawa
sl(n,R) = so(n) ®adn™,

onde nt € o conjunto das matrizes triangulares superiores com entradas diagonais
sao todas iguais a zero. Fxrponenciando essas subdlgebras obtemos a decomposicao
global

Sl(n,R) = SO(n)ANT,

onde SO(n) € o grupo das matrizes ortogonais, A é o grupo das matrizes diagonais
com entradas positivas e determinante 1 e N o subgrupo nilpotente formado pelas
matrizes triangulares superiores com entradas diagonais todas iguais a 1. O cen-
tralizador de A em SO(n) é o subconjunto das matrizes ortogonais com entradas
diagonais iguais a 1 ou -1 e as demais entradas todas nulas. Como esse grupo é
finito, sua dlgebra de Lie € trivial. Desta forma, uma subdlgebra parabdlica minimal
¢ dada por p = a®nt enquanto que o subgrupo parabdlico correspondente € o con-
junto das matrizes triangulares superiores P = MAN™T. A variedade flag maximal
F = G/P de Sl(n,R) € realizada como o conjunto F" de flags de subespagos de R"
da forma
r=WViCcVoC-- C V),

onde dimV; = i. De fato, Sl(n,R) age transitivamente em F™ da sequinte maneira:

dados g € SI(n,R) e x = ((v1) C (v1,v2) C -+ C (v1,09, - -,0n-1)) € F", onde

(v1,v9, -+, k) denota o subespago de R™ gerado pelos vetores vy, ve, - -+, vk, definimos
g-x = ({gv1) C (gui,guva) C -+ C (gv1,9v2, -+, gUs_1)). Desta forma, se [ =
{e1,e2,++,e,} € abase canonica de R"™ entdo o subgrupo de isotropia na flag ((e1) C

- C (e, €9, -+, en_1)) € justamente P. Portanto, Sl(n,R)/P ~ F".

Dado um subconjunto © C ¥, denotemos por (©) o conjunto de raizes positivas

gerada por O, isto é, o conjunto de raizes positivas que sao combinacoes lineares de
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elementos de O e seja

A subalgebra
po=n"(0)®p
é a subdlgebra parabdlica correspondente a O, cujo normalizador em G é o subgrupo

parabdlico Pg. Obtemos assim a variedade flag Fg = G/ Pg, que é identificada com

o conjunto de subalgebras parabdlicas conjugadas a pg. O nilradical de pg ¢é a

nJ@r = Z Jas
)

acllt\(6

subalgebra

cujo normalizador em G também é Pg. Desta forma Fg pode também ser identifi-
cada com o conjunto das subalgebras conjugadas a nd. Se ©; C O, entao P, C Peo,
e assim existe uma fibra¢do canoénica G/Pgy, — G/Ps,, gPo, — gPo,. Alternati-
vamente, esta fibragao associa a subdlgebra parabdlica q € Fg, a tnica subéalgebra
parabdlica em Fg, contendo q. Quando © = (), temos que Fg = F. Portanto, F

fibra sobre todas as demais variedades flag.

Exemplo 1.2 Considere G = Sl(n,R) e a descrigao das raizes feita no exemplo
1.1. Um intervalo X(i,7), com i < j em ¥ é um subconjunto da forma {ay 41 :
i <r <j}. Qualquer subconjunto © C X pode ser escrito como uma uniao disjunta
© = X(i1,71) U+ UX(ig, jr). Com © dado desta forma obtemos que o subgrupo

parabolico Pg correspondente é o grupo de matrizes da forma

A;

k

*

onde A;, € uma matriz (j; — i + 2) X (i — 4 + 2) cujo termo de posi¢ao (1,1)

estd na posicao (iy,1;) da matriz A. Dada uma seqiiéncia de nimeros naturais r =
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(r1,--+,1s), com rs < n, denotaremos por F"(r) o conjunto de flags de subespagos
de R™ da forma
(V;"l - Cv7“s>>

onde dimV,, = r;. Sl(n,R) age em F"(r) da maneira definida no exemplo 1.1. Com
o subgrupo parabolico Pg descrito acima se vé que Sl(n,R)/Pg se realiza como a
variedade flag F"(1,--+ iy — 1L, j1 + 1,--+,ig — L, jx + 1,---,n — 1). Dito em ou-
tras palavras, Fg € a variedade obtida a partir de F™ omitindo-se os subespacgos
de dimensao i,1+ 1,---,j sempre que X(i,j) C ©. A fibragdo canénica 7 : F" —
F™(ry,---,rs) € também obtida desta forma: m(Vy, C Vo C -+- C V,,_1) € a flag obtida

omitindo-se 0s subespagos cujas dimensoes ndo aparecem na seqiéncia (11, - ,T9).

Seja
ao={H €a:a(H)=0Vac B}
o anulador de © em a e denotemos por Lg e Mg(K) os centralizadores de ag em
G e em K, respectivamente. A algebra de Lie g de Lg é redutivel e se decompoe
como lg = mg P ag, com mg semi-simples. Se Mg ¢ o subgrupo conexo cuja algebra
de Lie é mg e Mg = Mg(K)MJQ, segue que a componente conexa da identidade de
Mg é Mg e o teorema de Bruhat-Moore ([7], teorema 1.2.4.8) fornece as seguintes

decomposicoes de Pg.
1. Po = MoAeNg, onde Ag = expag e Ng = exp ng;
2. Po = Mg(K)ANT.

Sejam

n = Z [ I

a€ellt
a subdlgebra nilpotente oposta an™ e N~ = expn~. A decomposicao de Fg em N -
orbitas é a decomposi¢ao de Bruhat de Fg. Essas 6rbitas sao dadas por N~ wéy, onde
&y = Po denota a origem em Fg e @ é um representante de w € W em M*. Assim,
o nimero de N~ -6rbitas em Fg ¢é dado por |W/Wg|, onde Wg denota o subgrupo de
W gerado pelas reflexdes com respeito as raizes simples em ©. Existe exatamente
uma N~ - drbita aberta (e, consequentemente, densa) dada por N~§,. Por uma

célula aberta em Fg entenderemos qualquer subconjunto da forma g(N~&), g € G.
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Seja wy a nvolucao principal de W. Este elemento é caracterizado por uma
das duas propriedades equivalentes: wg € o elemento de comprimento maximo como
produto de reflexdes com relagao as raizes simples em X, ou ainda, o Unico elemento
de W tal que wy(X) = —% ([1], proposicao 9.18). Se denotarmos ¢ = —wyp, entao
1(3) = ¥ e assim ¢ é um automorfismo involutivo do diagrama de Dynkin associado
a X. Escreveremos ©* = ((0), para © C X. A variedade flag Fg- é dita ser dual a

Fo. Observamos que a variedade flag maximal é dual a si prépria.

Exemplo 1.3 A variedade flag dual a flag F"(rq,---,rs) € a variedade F"(n —
rs,-+,m —ry). De fato, o grupo de Weyl de Sl(n,R) € o grupo de permutagdao
em n elementos e a involucao principal € a permutacao que reverte a ordem de
todos os indices:

wo = (1,n)(2,n—1)---(jn—7+1)---.

Assim, o automorfismo ¢ permuta as raizes equidistantes do centro do diagrama de
Dynkin associado a ¥, ou seja, (0 it1) = Qp_jn—iv1. Logo, se © = 3(iy,71) U

-+« 2(ig, jr) entao
O =1(0)=%X(n—jg,n—ir) U---UX(n —J1,n —iy).

Com a descricao da variedade flag associada a © feita no exemplo anterior, seque
a afirmacdo. Em particular, a variedade dual ao espaco projetivo RP™™' € a gras-

smanniana de subespacos de dimensao n — 1 de R™.
Dada uma subélgebra parabdlica b € Fg denotaremos seu nil-radical por nil(b).

Definicao 1.4 Diremos que duas subdlgebras parabolicas by € Fg e by € Fo« sao

transversais se nil(by)Nnil(by) = {0} e usaremos a notagao by T by para indicar isso.

Dadas as subdlgebras by e by, a intersecgao nil(by)Nby esté contida no nilradical

de by. Isso implica que as seguintes condig¢oes sao equivalentes:
1. by e by sao transversais;

3. bl N ﬂZl(bg) = {0}
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Em [5], lema 2.1, foi mostrado que o conjunto das subalgebras parabdlicas
transversais a uma dada subalgebra parabdlica x € Fg é uma célula aberta em Fg-.
Denotaremos tal célula por o,. O préximo resultado, provado em [6], lema 1.3,

descreve o comportamento destas células sob projecoes.

Lema 1.5 Sejam g : F — Fg e mg+ : F — Fgo« as projecoes canonicas. Entao,

para todo x € F wvale a igualdade 0. (z) = Te(04).

Ainda em [5], o dual de um subconjunto C' C Fg foi definido como o subconjunto
C* C Feg+ dado por
O*:{,IGF@*CCUx}

Naturalmente, podemos também considerar o dual de um subconjunto D C Fg«, o

qual é um subconjunto de Fg.

Definicao 1.6 Dado um subconjunto C C Fg, definimos o fecho convexo de C' como
cog(C) = C™.

Diremos que C' € B- convezo se C' = cop(C')

Diremos que um subconjunto C' é admissivel se C* # (), isto é, se C' estd contido

em alguma célula aberta. Em [5], lema 3.1, foi mostrado o seguinte resultado.

Lema 1.7 Suponha que C C Fg € admissivel. Entao, cog(C) é dado pela inter-

seccao das células abertas o tais que C' C o.

Diremos que X € g é um elemento hiperbdlico regular (ou simplesmente hiperbélico)
se X = Ad(g)H para algum g € G e H € a’. Analogamente, x € G é dito
hiperbélico se z = ghg™', com g € Ge h € AT =expa™.

Usaremos frequentemente o seguinte lema, que é consequencia direta das definigoes:

Lema 1.8 Seh € AT en € N~ entdo h*nh™" — 1 quando k — +o00. Se tomarmos

ni em NT entdo h™*nh* — 1 quando k — +ooc.
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Demonstragao: Sejam X e n~ e H € at tais que n = exp X e h = exp H. Para

todo k > 0, temos que:

henh™" = (exp(kH))(exp X)(exp(kH))™"
— exp(Ad(exp(kH)X)
= exp(exp(kad(H))X)

Como X = X, +:--+X,,, onde X,, € g,, com o; uma raiz negativa, i = 1,2, .- -, n,

temos que
exp(kad(H))X = exp(kad(H))(Xo, + -+ Xo,) = 10X, 4 kot x,

com «;(H) <0 parai=1,2,---,n. Logo, exp(kad(H))X — 0 quando k — +o0 e,

consequentemente,
h*nh ™" = exp(exp(kad(H))X) — 1 quando k — 400,

como queriamos. O valor do outro limite é obtido de maneira anéloga. 0

Para h € A" temos, pelo lema anterior, que h*y — & quando k — 400 para
todo y € N7&j, onde & = Pg. Diremos neste caso que & € o atrator para h, tendo
1

como variedade estdvel a célula aberta N~&,. Analogamente, se x = ghog™" é um

elemento hiperbdlico, entao o atrator correspondente é g&p, com variedade estavel
(gN~g g€ = gN "~ &.

Vendo h como um difeomorfismo de [F, temos que seus pontos fixos sao dados
por wzy, w € W, onde xyg = P denota a origem em F. Usaremos essa bijecao entre
os elementos do grupo de Weyl e os h-pontos fixos para classifica-los: diremos que
wxg € o h-ponto fixo do tipo w. Com essa notacao temos a seguinte relagao entre
h-pontos fixos em F e as células de Bruhat: h*y converge para o h-ponto fixo do tipo
w para todo y € N™wzo. Em particular, o h-ponto fixo do tipo 1 é o atrator para
h, tendo como variedade estavel um subconjunto aberto e denso de F. No outro
extremo, o ponto fixo do tipo wy tem como variedade estavel o conjunto unitario
formado por ele proprio. Por essa razao, diremos que wyxg é um repulsor para h.

A descricao dos pontos fixos e correspondentes variedades estaveis para um ele-

mento hiperbdlico x € G nao necessariamente em A™ é feita de forma andloga. Se
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x = ghpg™!, com g € G e hyg € A", entao o ponto fixo do tipo w para x ¢ dado por

quxg.

Notagao: Denotaremos por fix(h, w) o ponto fixo do tipo w para h € G um elemento

hiperbdlico.

1.2 Conjuntos de controle em variedades flag

Nesta secao apresentamos alguns resultados da teoria dos conjuntos de controle em
variedades flag. Assumiremos sempre que S C G é um semigrupo com interior nao
vazio em G. Estes resultados podem ser encontrados em [3], [4], [5] e [6].

Usaremos a notacao feA e intA para denotar, respectivamente, o fecho e o

interior de um subconjunto A C M.

Definicao 1.9 Por um conjunto de controle para a ac¢do de S em uwma variedade

M entenderemos um subconjunto D C M satisfazendo:
1. intD # ()
2. D C fe(Sx) para todo x € D.

3. D é mazimal satisfazendo (1) e (2).

Se, além disso, feD = fe(Sx) para todo x € D entao D é chamado conjunto de
controle invariante. Seja Dy = {x € D : g € intS com gr = z}. O subconjunto
Dy C D é chamado o conjunto de transitividade de D. Se Dy # 0, entao Dy é denso
em D e diremos neste caso que D é um conjunto de controle efetivo. Estes serao os
unicos conjuntos de controle estudados aqui. Além disso, intS é transitivo em D,
(ver [4], proposigao 2.2).

Utilizando argumentos de maximalidade pode-se mostrar que qualquer subcon-
junto de M satisfazendo (1) e (2) da definigao anterior estd contido em um conjunto

de controle. Usando esse fato podemos mostrar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.10 Seja © € M tal que existe g € intS com gr = x. Entao existe

um conjunto de controle D sobre M com x € Dj.



Capitulo 1. Preliminares 13

Demonstragao: Seja F := (intS)xN(int.S) z. Como gz = x para algum g € intS,
temos que E é nao vazio. J& que E é aberto, entdo E satisfaz (1) da definigao
1.9. Além disso, dado y € E temos que existe g; € intS tal que y = g; 'x. Logo,
E = (intS)zN(intS) 'z C (intS) g1y C fe(Sy) e assim E satisfaz também a condigao
(2). Portanto, existe um conjunto de controle D contendo E e x € Dy pela defini¢ao
de Dy. O

Freqiientemente usaremos a proposigao anterior com g um elemento hiperbélico.

Sera conveniente utilizar a seguinte notagao:

Notagao: Denotaremos por R(S) o conjunto dos elementos hiperbdlicos h € G tais

que h € intS.

Foi mostrado em [2], teorema 3.4 e [4], teorema 3.5, que os conjuntos de controle
para a acao de S em [ sao descritos essencialmente como conjuntos de pontos fixos
para a acao de elementos hiperbdlicos no interior de S. Destacamos esse resultado

no seguinte teorema:

Teorema 1.11 Seja D C F um conjunto de controle efetivo para a ac¢ao de S.
Entao existew € W tal que Dy € o conjunto dos pontos fixos do tipo w para elementos
hiperbolicos no interior de S. Reciprocamente, dado w € W o conjunto dos h-pontos
fizos do tipo w para h € R(S) formam o conjunto de transitividade de um conjunto

de controle sobre .

Com esse resultado podemos usar W para rotular os conjuntos de controle sobre

Notagao: denotaremos por D(w) o conjunto de controle contendo os pontos fixos

do tipo w para h hiperbdlico no interior de S.

Em [2] também foi mostrado que existe um tnico conjunto de controle invari-
ante, dado por D(1). Este conjunto também serd denotado por C. Ele é caracte-

rizado pelo fato de que seu conjunto de transitividade é constituido pelos atratores
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para elementos em R(S). Temos ainda que D(wg) é constituido pelos repulsores
para h € R(S5).

Em qualquer variedade flag Fg também existe um tnico conjunto de controle
invariante, o qual denotaremos por Cg. Ele é dado por Cg = 7(D(1)), onde 7 : F —
Fg ¢é a projecao canonica. Os demais conjuntos de controle em Fg sao caracterizados

pela seguinte proposigao (ver [4], proposi¢ao 5.1):

Proposicao 1.12 Seja E C Fg um conjunto de controle para S. Entdo existe

w' € W tal que 7(D(w)o) = Ey para todo w € w'Weg.

Seja
W(S)={weW:Dw)=C}.

Observamos que W (S) depende da escolha de uma camara de Weyl A* para
sua definicao. Quando for necessario destacar essa dependéncia usaremos a notagao
W (S, AT) ao invés de W (S). Uma mudanca na escolha da camara bésica implica em
uma conjugacao em W (S) da seguinte maneira: se A} = gATg™!, entao W (S, A;) =
gW (S, AT)g™" (ver [4], pdg. 73).

Em [4] foi mostrado que W (.S) é um subgrupo de W. Além disso, W (S) permite

parametrizar os diferentes conjuntos de controle D(w) sobre F ([4], teorema 4.5):
Teorema 1.13 D(w;) = D(ws) se, e somente se, W(S)wy, = W (S)ws.

Outra propriedade de W (.S) é que este subgrupo é parabdlico, ou seja, é gerado
pelas reflexdes com respeito a raizes simples pertencentes a um certo subconjunto

O C X. Usamos essa propriedade para definir o tipo parabdlico de S:

Definicao 1.14 Diremos que o subconjunto ©(S) tal que W(S) = Wegs) € o tipo
parabolico de S. Alternativamente, denotaremos o tipo parabdlico de S pela varie-

dade flag correspondente F(S) := Fo(s).

O conjunto de controle invariante na variedade F(S) tem as seguintes propriedades

([4], teorema 4.3 e proposigao 4.8):

Teorema 1.15 Seja m : F — F(S) a proje¢io canonica e denote por C(S) o con-
Junto de controle invariante em F(S). Entao n=*(C(S)) = D(1). Além disso, se
h € intS € um elemento hiperbélico, entao C(S) estd contido na variedade estdvel

para h.
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Os conjuntos de controle sobre uma variedade qualquer podem ser ordenados
pela relagdo D; < Dy se, e somente se, existe x € D; tal que fe(Sxz) N Dy # 0.
Na variedade flag maximal FF, temos que D(1) é maximal enquanto que D(wy) é
minimal. E possivel descrever a ordem de todos os conjuntos de controle sobre F a

partir da ordem de Bruhat-Chevalley sobre W, a qual é definida da seguinte forma:

Definicao 1.16 Para cada w € W, seja w = sy ---s, uma expressao reduzida de
w como produto de reflexoes com relacdo a raizes simples. A ordem de Bruhat-
Chevalley sobre W ¢ definida da sequinte forma: wi < w se e s0 se existem inteiros

1 <4y <.+ <ij; <ntais que wy = S -+ 8;; € uma expressao reduzida para w.

Em [3], teorema 4.1, foi mostrado que a ordem entre os conjuntos de controle

D(w) é a reversa da ordem de Bruhat-Chevalley:

Teorema 1.17 Para wy,wy € W, sao equivalentes:

2. Existe w € W tal que wy > w e w € W(S)w,, isto €, D(w) = D(w,).

Uma consequencia deste teorema é o seguinte corolario, também mostrado em

3]:

Corolario 1.18 Seja wy a involugao principal de W e tome wy,wy € W. Entao,

w1 < we Se, e somente se, Wowi = Wols.
Exemplo 1.19 Se g =sl(3,R), entao W € o grupo de permutagoes em 3 elementos:
W =1{1,(1,2),(2,3),(1,2,3),(1,3,2),(1,3)}.

Com os dados do exemplo 1.1 temos que (1,2,3) = (1,2)(2,3), (1,3,2) = (2,3)(1,2)
e (1,3) = (1,2)(2,3)(1,2) = (2,3)(1,2)(2,3) sao expressoes reduzidas de (1,2,3),
(1,3,2) e (1,3) = wo como produto de reflexdes em relagdo as raizes simples. Assim,

o sequinte diagrama descreve a ordem de Bruhat-Chevalley entre os elementos de
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W:
(1 2) —(1,2,3)

/ AN /

(1,3,2)
Aqui as setas wy — wo indicam que wy; < wo. Se tomarmos um Semigrupo com
W(S) = {1} entdo, pelo teorema 1.13, existem 6 conjuntos de controle distintos
na variedade flag maximal F2 e, pelo teorema anterior, a ordem entre eles é obtida
wmvertendo a ordem mo diagrama anterior. Um semigrupo com essa propriedade
pode ser construido da sequinte maneira: Tome uma decomposi¢ao de lwasawa de

SI(3,R) e considere um conjunto C' # ) satisfazendo C' = fe(intC') e C C N~ zq. Se

S € o semigrupo de compressao de C, isto ¢,
S=Sc={geG:g9CCC},

entao W(S) =1 (ver proposi¢io 1.25 a sequir). Como outro ezemplo, considere um
semigrupo S C SI(3,R) com ©(S) = {ag3} (um semigrupo com essa propriedade
€ o semigrupo das matrizes em SI(3,R) com todas as entradas ndo negativas (ver
exemplo 4.5 em [2])). Entio, W(S) ={1,(2,3)}. Desta forma existem 3 conjuntos
de controle distintos em F. Eles sao dados por D(1) = D(2,3), D(1,2) = D(1,3,2)
e D(1,3) = D(1,2,3). Pelo teorema 1.17 obtemos, usando o diagrama anterior,
D(1,3) < D(1,2) < D(1).

Outro conceito que surge no estudo de conjuntos de controle é o de dominio de

atracao:

Definigao 1.20 O dominio de atragao A(D) de um conjunto de controle D para a

acao de um semigrupo S em uma variedade M é o subconjunto de M dado por
A(D)={x € M : existe g€ S com gr € D}.

Relacionando o dominio de atragao e a ordem dos conjuntos de controle temos

o seguinte resultado, provado em [3], proposi¢ao 2.1:
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Proposicao 1.21 O dominio de atra¢ao A(D) do conjunto de controle D € aberto
e se x € A(D) entao existe g € intS tal que gx € Dy. Além disso, para os conjuntos

de controle Dy e Do as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. Dy < Ds.
2. Ezistem x € (Dy)o e g € intS tais que gz € (Dsy)o.
3. Para quaisquer y € (Dy)g e z € (D3)g eziste g € intS tal que gy = z.

4. Dy C A(Dy).

Consideremos agora o semigrupo S~! = {g7! € G : g € S}. Denotaremos por
D~ os conjuntos de controle para S~'. Em particular, a notacaio D~ (w) indica o
conjunto de controle sobre F contendo os pontos fixos do tipo w para elementos
hiperbdlicos no interior de S~!. Temos o seguinte resultado, o qual relaciona os

conjuntos de controle para S e para S™! ([3], proposigao 3.1).
Proposicao 1.22 Para cada w € W wvale a igualdade D~ (w)g = D(wow)o.

Sobre o tipo parabélico de S™! temos os seguintes resultados ([5], proposi¢oes
6.1 e6.2).

Proposigao 1.23 Considere um elemento hiperbdlico h € intS e seja AT a camara
de Weyl contendo h. Entao

W(S™H A7) =W(S,A"),
onde A~ = wyAtw, = (AT)~L.
Proposigao 1.24 O tipo parabdlico do semigrupo S™' é ©(S™!) = ©*.

Pelo teorema 1.15 o conjunto de controle para a a¢ao de um semigrupo com
tipo parabdlico © na variedade flag Fg é um subconjunto admissivel que coincide
com o fecho de seu interior. O proximo resultado, cuja demonstracao pode ser
encontrada em [5], proposigao 4.2, fornece uma reciproca desse fato, mostrando que
todo subconjunto de Fg tendo essas propriedades é o conjunto de controle de algum

semigrupo de tipo ©.
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Proposicao 1.25 Suponha que C C Fg € admissivel e satisfaz C' = fe(intC'). Entdo

0 semigrupo de compressao
Sc={g9eG:9CCC}

tem interior nao vazio. Além disso, C' é o conjunto de controle invariante de Sc

em Fo, Cy = intC' e o tipo parabolico de S¢ é ©.

Em [5], teorema 5.4, os semigrupos maximais S C G com intS # () sao descritos
como semigrupos de compressao de subconjuntos B-convexos contidos em variedades

flag. Para dar essa descricao aqui, precisamos da seguinte definigao.

Definigao 1.26 Diremos que um semigrupo S C G com intS # ) é ©-maximal
ou maximal com respeito a Fg se seu tipo parabolico é © e S nao estd contido

propriamente em nenhum semigrupo de tipo parabdlico ©.

Teorema 1.27 Um semigrupo S é ©-maximal se, e somente se, existe um conjunto
B-convero C' C Fg com intC' # 0 tal que S = Sk, o semigrupo de compressio de

K = fe(intC'). Neste caso, K € o conjunto de controle invariante de S em Fg e
cog(K) C C.

O proéximo resultado relaciona o conjunto de controle invariante para a agao
de S7! em F*e(s) e o dual C* do conjunto de controle invariante S sobre Fg(g). A

demonstracao pode ser encontrada em [6], proposi¢ao 1.9.

Proposicao 1.28 Seja S um semigrupo de tipo ©(S) e denote por C' seu conjunto
de controle invariante em F(S). Seja D o conjunto de controle invariante de S—*
na variedade flag Fo(sy dual a F(S). Entdo, Dy C C*.

No caso em que S é ©-maximal, o resultado anterior pode se tornar mais preciso,

conforme foi mostrado em [5], proposigao 6.3.

Proposicao 1.29 Seja S um semigrupo ©-maximal e denote por C' seu conjunto
de controle invariante em Fg. Entdao o conjunto de controle invariante de S~ em

Fo« € dado por fe(C*). Além disso, S~ € o semigrupo de compressio de Ste(C*) -



Capitulo 1. Preliminares 19

1.3 A Topologia de Vietoris

Nesta secao apresentamos a topologia de Vietoris, a qual é uma topologia compacta
introduzida no conjunto dos subconjuntos fechados de um espago metrizavel e o-
compacto. Essa topologia sera 1util no ultimo capitulo deste trabalho, onde estamos
interessados em obter uma compactificacao de grupos de Lie semi-simples. Os resul-
tados e defini¢oes aqui enunciados podem ser encontrados em [9] e nas referéncias
14 fornecidas.

Seja (K, d) um espago métrico compacto. Denotaremos por C(K') o conjunto dos
subconjuntos compactos de K e por Co(K') o conjunto dos subconjuntos compactos

nao vazios de K.
Para A € Co(K) e b € K definimos

d(A,b) = d(b, A) := min{d(a,b) : a € A}
e para A, B € Cy(K) definimos a distancia de Hausdorff:
d(A, B) := max{max{d(a, B) : a € A}, max{d(b, A) : b € B}}.

Essa métrica define uma topologia compacta sobre Co(K), chamada topologia de

Vietoris. Definimos ainda
d(A,0) =d(0, A) := 0.
Para dois subconjuntos abertos U,V C K pomos
KWUV):={FeC(K): FCUFNV #(}.

Os conjuntos K (U, V) formam uma subbase para o topologia de Vietoris.

Seja X um espago localmente compacto, o qual é metrizavel e o-compacto.
Escrevemos F(X) para o conjunto de subconjuntos fechados de X e C(X) para o
conjunto dos subconjuntos compactos. Para obter uma topologia compacta sobre
F(X) consideramos a compactificacdo a um ponto X* := X U {w} e identificamos
X com o correspondente subconjunto de X“. Observe que nossa hipétese sobre X

implica que X*“ é metrizavel. Definimos a aplicacao

B: F(X) — Co(X¥)
F - FU{w}
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Entao ( é injetiva e identificamos F(X), via (3, com o subconjunto fechado Imf =
{K € Cy(X¥) : w e K}. Como um subespago fechado de Co(X*“), o espago F(X)
é um espago topoldgico compacto e metrizdvel. Para uma seqiiéncia (A, )nen em
F(X) definimos

1
liminfA,, := {x € X : Vm € N 3 n,, tal que Yn > n,, tem-se que d(z, 4,) < E}

1
limsupA, :={r € X :Vm e N,V ng € N,3In >ng tal que d(z, A4,) < —}.
m

Esses conjuntos sao sempre fechados.

Lema 1.30 As sequintes afirmacoes ocorrem:

1. Se U C X € aberto, entao {F € F(X): FNU # 0} € aberto; se A C X ¢
fechado entio {F € F(X): F C A} € fechado.

2. Seja (Ay) uma seqiiéncia em F(X). Entao A, converge para A € F(X) se e
50 se

A = limsupA,, = liminfA,,.
Neste caso, A consiste do conjunto dos pontos limites de seqiiéncias (a,) com
a, € A,.

3. Se A C X € fechado entao {F € F(X): A C F} é fechado.

4. Se (A,) é uma seqiiéncia de conjuntos conexos, A, — A # 0 e para todo n €

N o conjunto () Am ndo € relativamente compacto, entao toda componente
m>n
conexa de A nao € compacta.

5. A relagao “C7é um conjunto fechado de F(X) x F(X).

Lembramos que um espaco de Hausdorff Y munido com uma ordem parcial
fechada “<”é chamado um pds-espago. Assim, (F(X),C) é um pds-espago com-

pacto.
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Proposicao 1.31 Seja p: G x X — X uma acao continua de um grupo localmente

compacto G. Entao,
Fp): GxF(X) — F(X)
(9.F) +— gF

define uma agdo continua de G sobre F(X).

Proposicao 1.32 Suponha que o grupo localmente compacto G age continuamente

sobre X e seja O C X um subconjunto aberto. Entao:

1. O conjunto
S=80:={9geG:90CO}

é um subsemigrupo fechado de G.

2. Se X € um espago homogéneo de G entao o interior de S € dado por

intS ={geG:g- O C O}.

Proposicao 1.33 Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. Ponha
FG)Y :={F e F(G): Fh=F para todo h € H}.

Entao a aplicacao

™ F(G/H) — F(G)", F 77 Y(F)

¢ um homeomorfismo.



Capitulo 2
Orbitas adjuntas

Neste capitulo vamos destacar algumas propriedades e realizacoes geométricas das
érbitas adjuntas Ad(G)H, com H € g um elemento hiperbélico regular. O principal
resultado deste capitulo é a proposicao 2.8, a qual caracteriza a orbita adjunta
através de H com o conjunto dos pares de subdlgebras parabdlicas minimais de g
ou, equivalentemente, com a orbita aberta e densa da acao diagonal de G em F x F.
Assim, podemos ver a orbita como contida no produto cartesiano F x [F e utilizar a
descrigao dos conjuntos de controle em F feita em [4] para estudar os conjuntos de
controle em Ad(G)H.

2.1 Flag produto e acao diagonal

Nesta secao vamos descrever as érbitas da acao diagonal de G no produto F x
F de variedades flag maximais de G. Mostraremos que existe uma unica 6rbita
aberta e densa, a qual sera chamada de drbita principal e desempenhara um papel
fundamental neste trabalho.

Consideremos a ac¢ao diagonal de G em F x F, a qual é dada por

Gx(FxF) — FxF
(9. (z, )  — (92, 9y)

Vamos inicialmente determinar as G-6rbitas desta agao. Denotemos por xg = P

aorigem em F. Como G age transitivamente em F, segue que para todo (z,y) € FxF

22



Capitulo 2. Orbitas adjuntas 23

existe g € G tal que g - (z,y) = (9, 9y) = (z,x¢) para algum z € F. Logo, toda
érbita é da forma G - (z, o).

Agora, G- (y,x0) = G- (z,x0) se, e somente se, existe g € G tal que g- (y, xg) =
(z,20), 0 que implica em gzy = ¢ e, consequentemente, g € P. Portanto, as G-
érbitas através de (y,xg) e (z,x0) coincidem se, e somente se, y e z pertencem a
mesma P-érbita em F. Desta forma, mantendo z( fixo na segunda coordenada se
vé que as Orbitas da acao diagonal de G sao dadas pelas d6rbitas da agao de P em
F, as quais coincidem com as drbitas de N* em F.

De fato, é claro que se x € F entao N*tax C Pxz. Por outro lado, se g € P =

MAN*t ez € F = |J Ntwzg, escreva g = many e x = nywzg. Entdo, usando o
weWw
fato de que P é o normalizador de N* em G, M* é o normalizador de A em K e

que M é normal em M*, temos que

gr = mannyry = n'mawr, = n'wry = (n'ny Hngwxy = n"z,

onde n” = n'ny'.

Portanto, gr € Ntx, o que mostra que as P-6rbitas em F
coincidem com as Nt-érbitas.

Como as NT-érbitas em F sdo as células de Bruhat NTwzxg, segue que todo
ponto x € T pertence a P-érbita através de um elemento da forma wxq, com w € W.
Conforme mostramos acima, as G-6rbitas em F x F sao determinadas pelas P-érbitas
em [F. Portanto, todo ponto (z,y) € F x F estd numa 6rbita da forma G - (wzg, x),
com w € W. Além disso, se w; # wy, entao as células de Bruhat correspondentes

sao disjuntas, logo G - (01xg, xo) # G - (Wax, T9). Temos assim o seguinte resultado:

Proposicao 2.1 As drbitas da ac¢ao diagonal de G em F X F sao da forma G -

(U~]CL’0,I0), weW.

A descrigao da érbita G - (wx, xg), como espago homogéneo, é dada por G/M,,,
onde

M, ={g € G: gxy = wxg e grg = To}

¢ a interseccao dos subgrupos de isotropia em xy e em wx(, ou seja,

M,=PnNPF,,
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onde P, = wPw~!. Observamos que P, = MAN,, com N, = wNt®w!. Em
particular, se wy é a involugao principal de W temos que N,, = N~. Logo,
My, = MANTNMAN- = MA. Portanto, G - (Wyxo, zo) se identifica a G/M A.

Destacaremos essa fato na seguinte proposicao.

Proposicao 2.2 Seja wy a involugao principal e yo = worg. Entdo a orbita por
(Yo, o) € dada por
G - (y0,70) = G/MA.

A orbita G - (yo, xo) serd chamada de drbita principal em F x F. Ela terd um
papel fundamental no desenvolvimento deste trabalho, por isso vamos estuda-la com
mais detalhes. Uma propriedade importante da érbita G - (o, zo) é que ela é densa

em [F x F, conforme mostra a proxima proposicao.

Proposicao 2.3 A drbita G- (yo, zo) € aberta e densa em F X F (portanto, é a inica

orbita aberta da ac¢ao diagonal).

Demonstragao: A érbita é aberta pois seu espago tangente em (yo, xo) coincide com
o espaco tangente de F x F. De fato, n* @& n~ complementa a algebra de isotropia
em (yo, o) e portanto, se identifica ao espago tangente a drbita. A dimensdo de
nt @ n~ coincide com a dimensao de F x F (alids, n™ se identifica com T, F x {0}
enquanto que n~ se identifica com {0} x T, F).

Para ver que a orbita é densa, note que as dimensoes de todas as outras érbitas
sao menores que a dimensao de FxTF. De fato, a subalgebra de isotropia em (wxg, o)
é dada por m@® a @ (Ad(w)nt Nnt). Agora, Ad(w) permuta os espagos de raizes e
wy € o unico elemento do grupo de Weyl que leva todas as raizes positivas em raizes
negativas. Assim, se w # wg entao Ad(w)n™ Nnt #£ (). Logo, se w # wy entdo o
complemento da subdlgebra de isotropia em (wWzg, zo) tem dimensdo menor que a
dimensao de n~ @ n*, que é a dimensao de F x F. Portanto, nenhuma das outras
orbitas é aberta. Como existe apenas um nimero finito de orbitas, segue que a tnica

orbita aberta tem que ser densa. U

Como F identifica-se com o conjunto das subalgebras parabdlicas minimais de

g, o produto F x [F é o conjunto dos pares de subalgebras parabdlicas minimais.
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Com essa identificacao, o par (yo, zo) se identifica a (p~,p*), onde p" =mBadn~
ept =mdadnt. Aacao de G em F x F fica sendo entao a acdo adjunta nas
subdlgebras parabdlicas minimais: g - (p~,p") = (Ad(g)p~, Ad(g)p™).

Lembramos da secao 1.1 que duas subdlgebras parabdlicas by, by € T sao
transversais se nil(b;) N nil(by) = {0} e que estamos denotando essa condi¢ao de
transversalidade por b; Tby. Em [6], Proposicao 1.1, foi mostrado o seguinte resul-

tado:

Proposicao 2.4 Duas subdlgebras parabolicas minimais sao transversais se, e so-

mente se, pertencem a drbita principal G - (p~,p™).

Portanto, a érbita principal identifica-se ao conjunto dos pares de subalgebras
parabdlicas minimais (by, by) tais que by Tby. Diremos que o par (y,z) € F x F é
transversal se as correspondentes subalgebras parabdlicas sao transversais, o que é
equivalente a dizer que (x,y) € G - (Yo, xo).

Conforme dissemos na se¢ao 1.1, o conjunto dos elementos transversais a uma
dada subdlgebra parabdlica x € F (isto é, o conjunto dos y € F tais que (y,z) €
G - (Yo, %0)), ¢ uma célula aberta. Vamos agora descrever essa célula. Comegamos
tomando z = 5. Temos que um par da forma (y, xg) pertence a G - (yo, o) se, e
somente, se existe g € G tal que gyp = y e gry = x9. Como a segunda igualdade
implica que g € P, temos que os elementos em F que sao transversais a xy sao os
elementos da érbita Piwgrg = NTwoxy. Analogamente, o conjunto dos elementos
transversais a yg ¢ a Orbita aberta N~ xj. Passando-se a um elemento gx, qualquer
em [F, se vé que y € [F é transversal a gz, se, e somente se, y pertence a célula aberta

gNTwyxy. Lembramos ainda que estamos usando a notacao

o(x)={y €F: (y,2) € G- (yo, 70)}
para indicar esta célula.

Proposicao 2.5 Se h € G € um elemento hiperbolico e x,y € F entao valem as

sequintes propriedades:

1. Se (fix(h,wy), x) € G-(gxo, x0) entdo h*-(fix(h,wp), ) — (fix(h, wy), fix(h, 1))

quando k — 4o00.



Capitulo 2. Orbitas adjuntas 26

2. Se (y,fix(h, 1)) € G- (Woxo, o) entio h=*-(y,fix(h, 1)) — (fix(h, wy), fix(h, 1))

quando k — 400.

Demonstragao:

1. Suponha inicialmente que h € AT. Desta forma, fix(h,wg) = woze. Agora,
se (Woxo,z) € G - (Yo, o) entdao x € o(wWoxg) = N~ xo. Assim, x = nxy para

algum n € N~. Pelo lema 1.8, segue que

hE . (fix(h,wp),x) = hE . (Wozxg, nxo) = hE . (nwozg, nTo)
= (hFnh ™ Fwgxo, K nh ™ x0) — (Woxo, 20)

= (fix(h,wp), fix(h, 1))

quando k£ — +o00. Para um elemento hiperbélico h = ghgg™!, com g € G e
ho € AT, a demonstracao é andloga, bastando uma conjugagao por g em toda

parte.

2. A demonstracao é semelhante a do item anterior: supondo inicialmente que
h € A" temos que y € Nty e usando o fato de que h=*nh* — 1, quando
k — +4oo para qualquer n € NT, mostra-se o {tem para esse caso. O caso

geral é obtido por uma conjugacao.

Exemplo 2.6 Seja G = Sl(n,R). Considere uma base = {ey, ez, -+, e,} de R" e
seja

ro = ({e1) C (e1,e2) C---(e1,€2, ", €n1)).
Como a involucao principal wy € a permutacao que reverte a ordem de todos os

indices, temos que
Yo = Woo = ({€n) C (ensen—1) C -+ (€n,En_1,",€2)).

O conjunto das elementos transversais a yo € a célula aberta N~ xy. Aqui N~ € o

conjunto das matrizes que na base 3 se escrevem como triangulares inferiores com
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entradas diagonais todas igquais a 1. Usaremos a sequinte notacdo: denotaremos um
subespago vetorial V' de R™ por uma matriz A = (a;;) tal que os vetores-colunas de

A geram V. Com essa notagao, temos que os elementos de N~ xqy sao flags da forma

((2)e()eme(i))

onde I; é a matriz identidade de ordem j e a; € uma matriz (n — j) X j qualquer,
j=1,--n—1. Assim se vé que essa célula é o conjunto das flags (V1 C Vo C
coo C Vo) tais que Vi N (e, en1,-++,e2) = {0}, VaN{en, en1,--+,e3) = {0}, -+,
Vo1 N {en) = {0}. Desta forma concluimos que dada uma flag y = (Uy C Uy C

-+ C Uy_1) o conjunto dos elementos transversais a y é
o(y)={(ViCVaC - CVp1):V;NU,_; = {0}}.

Exemplo 2.7 Como um caso particular do exemplo anterior consideremos G =
SI(3,R). Temos que um par (Vi C V2),(Uy C Uy)) € F x F é um elemento da
orbita principal G - (yo, o) se € s6 se Vi ¢ Uy e Uy ¢ Vo. Um caso mais trivial
ocorre quando n = 2. Neste caso, a variedade flag mazimal € a reta projetiva RP' e
as células abertas sao os complementos de conjuntos unitarios. Portanto, todo par

(x,y) € F X com x #y € um elemento da érbita principal.

2.2 Orbitas adjuntas

Nesta secao consideraremos as érbitas adjuntas do grupo G. Apresentaremos al-
gumas realizagoes geométricas que serao lteis no estudo dos conjuntos de controle
nestas orbitas.

Denominaremos a acao

Gxg — g
(9.X) — g-X

onde g- X = Ad(g)X, de ag¢do adjunta de G em g, ou simplesmente de agao adjunta.
Para qualquer elemento hiperbdlico H € a, temos que g-H = H se, e somente se,
g € M A, ou seja, o subgrupo de isotropia em H é M A. Desta forma, identificamos

a drbita adjunta através de H, que denotaremos por Oy = {g- H : g € G}, com
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o espago homogéneo G/MA. Este fato, juntamente com os resultados da segao

anterior, fornece a seguinte caracterizacao de drbitas pela acao adjunta.

Proposicao 2.8 A orbita adjunta através de um elemento hiperbolico reqular H € g
identifica-se com a orbita aberta da acao diagonal de G em F X [F ou, equivalente-

mente, ao conjunto dos pares de subdlgebras parabdlicas minimais (by,by) tais que
blTbQ.

Essa identificacao se da da seguinte forma: dado H hiperbdlico, denote por g
o repulsor de h = exp H e por zy o seu atrator. Entao, a identificacao é dada pela
aplicacao
¢:G - (yo,20) —» G- H

tal que ¢(g - (yo,z0)) = g - H. Isso acontece pois tanto o subgrupo de isotropia em
(Yo, To) quanto em H coincidem com M A.

A inversa da aplicacao ¢ tem a seguinte interpretacao geométrica: seja X =
g-H € Oy. Como X é hiperbdlico, exp X tem um tunico repulsor y e um tunico
atrator z. Como X = g- H, é claro que y = g - yo e & = g - zo. Portanto, ¢~1(X) é
o par formado pelo repulsor de exp X e o seu atrator.

Para realizar geometricamente a aplica¢do ¢, identifique G - (yo, ) com o con-
junto dos pares de subalgebras parabdlicas minimais transversais. Sejam p; e po
dlgebras transversais. Entao existe g € G tal que py = g-p~ e pa = g-p*. Logo,
prNpy=m; Ha,ondem; =¢g-mea =g-a Além disso, se a* é a camara de
Weyl em a tal que as raizes negativas em a* fornecem p~ e as positivas determinam
p", entao aj = ¢g-at é a cAmara de Weyl em a; tal que as raizes negativas em a;
determinam p; e as positivas determinam ps. Como H é hiperbdlico, Oy intercepta
p1 Npo em gy e essa interseccao se dd em um numero finito de pontos (esses pontos
formam uma 6rbita do grupo de Weyl de a;) e intercetpa a em um tnico ponto.

Obtemos assim a seguinte interpretacao para ¢:

Proposicao 2.9 Mantenha as notagoes e identificacoes acima. FEntao,

o(p1,p2) = Hy, onde
Cq_ N OH = {Hl}
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Demonstragao: De fato, (p1,p2) identifica-se ao par (y,x) € F x F de tal forma

que y ¢ o repulsor de Hy e x é o atrator. ]

1 0 01
Exemplo 2.10 Seja g = sl(2,R). Consideremos Hy = ( 0 ), T = ( o )

1
de G = S1(2,R) em g sao os conjuntos {hHy+ tT + uU : h® +t* — u® = constante}

Vamos considerar a orbita através de Hy. Temos que

0 -1
elU = < 0 ) Em [8], proposicao I11.3.6 foi mostrado que as drbitas adjuntas

h t—u

Ad(G)Hon:{<t+u L,

) :h2+t2—u2:1},

a qual descreve um hiperboloide de uma folha. As subdlgebras parabdlicas mini-
mais sao planos passando pela origem. Dadas duas subdlgebras parabolicas mini-
mais P1 € Po sua interseccao € uma subdlgebra abeliana. As camaras de Weyl nestas
subdlgebras sao as semi-retas espaciais determinadas pela origem. A interseccao
da semi-reta at tal que as raizes positivas em at determinam po e as negativas

determinam py com o hiperboldide é a imagem ¢(p1, p2).

Além das realizagoes geométricas ja destacadas até aqui, G/M A também pode
ser identificado ao conjunto das camaras de Weyl de G (ou g) (conferir [4], pagina
66). A bijegao ¢ dada pela aplicacio gM A +— gATg™! <> g-a™, onde a™ ¢ a camara
positiva da decomposicao g = €@ a @ n'. Assim, podemos identificar também
o conjunto das camaras de Weyl em g com o conjunto dos pares de subalgebras
parabdlicas minimais transversais. (Geometricamente, essa identificacao é obtida
associando um par (py, p2) com a camara de Weyl a C g cujas raizes negativas sobre
a determinam p; e as positivas ps.

Tomando H € a* e denotando por T o conjunto das camaras de Weyl em G
conjugadas a AT, podemos resumir as identificacoes tratadas até aqui no seguinte

quadro:

G/MA — T — G-H < G'(yo,l’o) — G-(p’,p*)
gMA — gAtg' — ¢g-H < (gyo,g9%0) < (g-p,g9-p")
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Consideremos agora o espaco homogéneo G/M*A. Em [4], G/M*A é identifi-
cado com o conjunto dos subgrupos (subalgebras) split de G (g) e assim a projec¢ao
canonica G/MA — G/M*A é interpretada como a aplicagdo que associa uma dada
camara de Weyl o € G/M A ao subgrupo split contendo «. Identificando G/M A
com o conjunto dos pares de subédlgebras parabdlicas transversais, esta projecao fica
sendo a aplicagao que associa ao par (pj,p2) a unica subalgebra split a; contida em
p1 M po.

Como M A é um subgrupo normal de M* A, a projegao G/MA — G /M*A define
G /M A como um fibrado principal sobre G/M*A. O grupo estrutural deste fibrado
¢ M*A/MA/ ~ W e assim existe uma agao natural a direita de W em G/M A, dada
por (gMA)-w = gwMA. Através das identificagdes acima, a acao de W é dada em

cada caso da seguinte forma:

(gAtg™)-w — (¢9g-H)-w < (gyo,9%0) - w < (g-p,9-p") w
| | l l

guAT(gw)™t = gw-H  « (gWyo, gbzo) « (9w-p~,gw-p*)
Observacao 2.11 As agdes de G e de W em G/MA comutam entre si. De fato,
9 - ((1MA) -w) = g- (M A) = ggroMA = (9.1 MA) - w = (g (1M A)) - w.

Também em [4], a fibragdo G/MA — G/MAN™ é realizada como a aplicagao
que associa a uma camara de Weyl a em G o tnico subgrupo parabédlico em F que
contém « como camara positiva. Identificando G/M A com a 6rbita aberta da agao
diagonal, esta aplicagdo é a projegao na segunda coordenada, (gyo, gzo) — gxg, €

sera denotada daqui em diante por ms.



Capitulo 3

Conjuntos de controle em 6rbitas

adjuntas

Seja S C G um semigrupo com pontos interiores. O objetivo deste capitulo é
caracterizar os conjuntos de controle efetivos para a acao de S nas 6rbitas adjuntas
de elementos hiperbdlicos. A existéncia desses conjuntos é assegurada pelo fato de
que sempre é possivel tomar uma decomposicao de Iwasawa g = €@ a ® nt de tal
forma que exista um elemento hiperbdlico H € a com h = exp H € intS (lema 3.2
de [2]). Tomando uma tal decomposic¢ao, temos que h - H = H, com h € intS e,
pela proposicao 1.10, concluimos H pertence ao conjunto de transitividade de um

conjunto de controle.

3.1 Pontos fixos e conjuntos de controle

Nesta secao caracterizaremos os conjuntos de controle para a acao de um semigrupo
S C G com intS # () nas 6rbitas adjuntas de elementos hiperbdlicos. Esta cara-
cterizacao diz que os conjuntos de controle sao essencialmente conjuntos de pontos
fixos para elementos hiperbdlicos no interior de S. Por isso, comegamos estudando
tais pontos fixos. Isto serd feito utilizando as realizagoes geométricas do capitulo
anterior.

Seja H € a um elemento hiperbdlico e h = exp H. Identifiquemos a orbita

adjunta por H com a érbita principal G - (yo, zo) estudada no capitulo anterior. Os

31
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pontos fixos para a acao de h em I sao dados por wzxy, com w € W. Por isso os
pontos fixos de h em F x F, pela agao diagonal, sdo dados por (w;xg, Wexy) com
wy,wy € W. Existem, portanto, |VV|2 pontos fixos. A proposicao a seguir descreve

os h-pontos fixos na orbita principal.

Proposigao 3.1 Se h € A" entao os pontos fixos para a a¢ao de h em G - (yo, o)

sao dados por (WWoxg, Wxg), w € W.

Demonstragao: Sabemos que os h-pontos fixos em F x F devem ser da forma
(g, Wexg). Para que um par desta forma pertenca a érbita principal é necessério

que as correspondentes subdlgebras parabdlicas sejam transversais. Escreva
(w120, Wawo) = ((W1Wo)WoTo, WaTo) = (WoTo, Wao),

onde w = wywy. Temos que nil (W - p*) = Wi - nT =w - n~ e que nil(wy - p+) =
Wy - N7, Suponha primeiramente que w, = 1. Como w permuta os espacos de
raizes e n~ é a soma dos auto-espacos correspondentes as raizes negativas, para que
w-n~ Nnt seja trivial devemos ter w = 1, pois caso contrario ao menos uma raiz
negativa seria levada em uma raiz positiva pela acao de w e assim nao teriamos
w-n~ Nnt = {0}. Suponha agora que wy # 1. Como w -n~ Nws - nt = {0}
implica em @, '@ -n~ Nn* = {0}, concluimos que uma condicio necessaria para que
w-nT Ny -t seja trivial é que w;lw = 1, ou seja, w = wy. Portanto, os pontos
fixos de h em F x F que pertencem a 6rbita principal G - (gzg, ) sdo da forma

(Woxg, Wxg), cOMO queriamos. O

Pela proposi¢ao anterior, o niimero de pontos fixos na érbita principal é |W].
Passando a um elemento hiperbdlico g qualquer, temos que os pontos fixos de g sao
dados pelos pares formados pelo g-ponto fixo do tipo wwy em F junto com o g-ponto

fixo do tipo w em F.

Definicao 3.2 Se h € G € um elemento hiperbolico, diremos que o par

(fix(h, wwy), fix(h, w))
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¢ o ponto fixo do tipo w para a a¢do de h na érbita principal (ou, o que € a mesma
coisa, na orbita adjunta), onde fix(h,w) denota o ponto fizo para a ag¢do em F.

Usaremos a notacdo
fixo(h, w) = (fix(h, wwy), fix(h, w))
para indicar o h-ponto firo em Og.

Observamos que se h € gATg™!, entdo fixp(h,w) = (gwiworg, gzo). Pela

bijegao entre a 6rbita adjunta e a 6rbita principal, temos que fixp(h, w) = (gw) - H.

Observacao 3.3 Se tomarmos h hiperbolico em G, entdo h € gAT g~ para algum

g € G e assim

(fix(h,wp), fix(h, 1)) -w = (gwozo, gxo) - W = (gWWox, gWT()
= (fix(h, wwy), fix(h, w))

ou seja, fixp(h,w) = fixo(h,1) - w. Portanto, os pontos fizos do tipo w na drbita
adjunta sao obtidos através da acdo a direita de w nos pontos fixos do tipo 1 na

orbita.

Exemplo 3.4 Seja G = SI(3,R). Considere a drbita através de um elemento
hiperbélico H = diag(ay, as,a3) € at. Se h = exp H, os h-pontos fizos na drbita
sao os elementos H - w, que sao as matrizes obtidas a partir de H permutando a
ordem das entradas diagonais. Identificando a orbita adjunta com a orbita principal

em F x F, temos que H = fixp(h,1) € identificado ao par (yo,xo) com

xo = ({e1) C (e1,e2)) e yo = ({e3) C (€3, e2)).

Os demais pontos fixos sao obtidos pela a¢ao de W neste elemento. Por exemplo,

fixo(h, (1,2)) = (4o, %0) - (1,2) = (({es) C (e1,€3)), ((e2) C (1, €2)).

Como na secao 1.2, R(S) denota o conjunto dos elementos hiperbélicos que
pertencem ao interior de S. Se h € R(S) entao, pela proposicao 1.10, temos que
fixo(h,w) pertence ao interior de um conjunto de controle sobre G/MA, o qual
denotaremos provisoriamente por Dep(h,w). A proposi¢ao seguinte diz que todo

conjunto de controle efetivo em G/M A contém algum ponto da forma fixep(h, w).
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Proposicao 3.5 Todo conjunto de controle efetivo para a a¢ao de S sobre G /M A
¢ da forma D(h,w).

Demonstracao: Seja D um conjunto de controle efetivo para S e tome x € Dy. A
isotropia em z é da forma M’'A’ (pois todo ponto da 6rbita é hiperbdlico) e satisfaz
M'A'NintS # ). Seja

r={me M :3he A com mh € intS}.

Temos que 7 é um semigrupo com interior nao vazio em M’. Como M’ é com-
pacto tem-se que 1 € 7, ou seja, A’ NintS # (). Agora, o conjunto dos elementos
hiperbdlicos é denso em A’. Assim, existe h hiperbdlico tal que h € intS e hx = ,

ou seja, x é um ponto fixo do elemento hiperbédlico h e D = D(h,w) para algum

we W. O

Mostraremos agora que os h-pontos fixos de mesmo tipo w estao no mesmo

conjunto de controle. Comegamos mostrando a afirmagao para w = 1.

Proposicao 3.6 Se hy, hy € R(S5), entdo fixo(hy,1) e fixp(he, 1) pertencem a um

mesmo conjunto de controle.
Demonstragao: Sejam hy, hy € R(S). Temos que

fixo (h1, 1) = (fix(hy, wo), fix(hi, 1))

ﬁXO(hQ, 1) = (ﬁX(hQ, w0)7 ﬁX(hQ, 1))

Como fix(hy,1) e fix(hg, 1) pertencem a D(1)g, existe g € intS tal que gfix(hs, 1) =
fix(hy,1). Portanto, g 'fix(hy, 1) = fix(he, 1). Logo

g fixo(hy, 1) = (g7 - fix(h1, wp), g Hix(he, 1)) = (g7 ix(h1, wo), fix(ha, 1)).

Agora, g~! - fixp(hy,1) pertence a érbita aberta em F x F. Consequentemente,
g~ ix(hy, wy) pertence a célula aberta de Bruhat transversal a fix(hs, 1) (veja proposigao

2.4). Pela proposigao 2.5 temos que

hy*g™t - (fix(hy, wo), fix(hy, 1)) — (fix(he, wo), fix(hg, 1)) = fixp(he, 1).
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Como fixp(he,1) € Do(hg,1)g, concluimos que Do(ha, 1) < Do(hy,1). Analoga-

mente obtemos a desigualdade inversa e a proposicao fica demonstrada. ]

Podemos agora mostrar que dado w € W os pontos fixos do tipo w pertencem

a um mesmo conjunto de controle. Isto é feito no préximo resultado.

Teorema 3.7 Sejam hi,hy € R(S). Entio Do(hi,w) = Do(hs,w), para todo
weW.

Demonstracao: Conforme mostramos na observagao 3.3,

fixo(hy, w) = fixp(hy, 1) - w

ﬁXO(hQ,’U}) = ﬁXO(hQ, 1) Cw.

Pela proposi¢ao anterior, fixp(hy,1) e fixo(ho, 1) pertencem ao conjunto de tran-
sitividade de um mesmo conjunto de controle. Logo, existe g € intS tal que
g - fixo(h1,1) = fixp(hg, 1). Portanto,

g-fixo(hy,w) = g-(fixp(h1,1) - w)=(g-fixo(hi,1)) - w = fixp(hg, 1) - w
= fixp(h,w).

Analogamente mostramos a existéncia de ¢; € intS tal que g - fixp(ho,w) =
fixo(hi,w), o que mostra que fixp(hy,w) e fixp(he, w) pertencem ao mesmo con-

junto de controle e concluimos a demonstracao. O

Notacao: Em vista do teorema anterior, denotaremos o conjunto de controle con-
tendo os h-pontos fixos do tipo w por De(w).

Mostramos na proposi¢ao 3.5 que todo conjunto de controle para a acao de S
em G/M A contém pontos fixos do tipo w para algum w € W. O teorema anterior
mostra que todos os pontos fixos do mesmo tipo w estao no mesmo conjunto de
controle Dp(w). Para completar a descrigao destes conjuntos, resta mostrar que
todo ponto no conjunto de transitividade (Do (w))o de Do (w) é ponto fixo do tipo

w para algum h € R(S). Para mostrar esse fato precisaremos do seguinte lema:
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Lema 3.8 Sejam h € A" e hy,hy € A. Entdo existe k > 0 tal que hih*hy € AT,

Demonstragao: Sejam H;, H, € a e H € a™ tais que exp H; = hy, exp Hy = hy e

exp H = h. Entao, para todo inteiro positivo k
hih*hy = (exp Hy)(exp H)*(exp Hy) = exp(H, + kH + Hy).
Agora, para toda raiz o do par (g, a) temos que
a(Hy + kH + Hy) = o(Hy) + ka(H) + a(Hs).

Assim, se v é uma raiz positiva, entdo a(H) > 0 (pois H € a™) e, consequentemente,

para k suficientemente grande, temos que
CY(Hl + kH + HQ) > 0,

ou seja, Hy + kH + H, € at. Portanto, h1h*hs € expa®™ = A*. O

Para simplificar a notagado, no préximo resultado identificamos G/M A com a

érbita adjunta através de Hy € a* e assumimos que AT NintS # (.
Teorema 3.9 Para cada H € (Do(w))o existe h € R(S) tal que H = fixp(h, w).

Demonstracao: Seja H € (Do(w))o. Pela proposi¢do 3.5 temos que existem
h € R(S) e w; € W tais que H = fixo(h,w;). Para simplificar a notagao, assuma
que h € AT e assim H = w; - Hy. Seja ainda H' = w - Hy. Temos que H ¢ H’

pertencem a (Dp(w))o. Logo, existem ¢, ¢’ € intS tais que
g-H = H=uw - -Hy=uww 'H
g-H = H =w-Hy=uw;"-H
Desta forma, ww; 'g pertence ao subgrupo de isotropia em H' e w;w'¢' pertence
ao subgrupo de isotropia em H. Como H' = w - Hy e H = w; - Hy sao elementos
hiperbdlicos em a, seus subgrupos de isotropia coincidem com M A. Portanto,
g € Wmw'MA
g € ww'MA.
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Assim, podemos escrever

g = 0w 'mihy (3.1)
g = Wy 'mahs, (3.2)
onde mi,me € M. Lembramos agora a notacao utilizada aqui: dado w € W,
W denota um representante em M* da classe de equivaléncia de w em M*/M =
W. Portanto, se m € M entao w e wm sao representantes da mesma classe de
equivaléncia, ou seja, do mesmo elemento w € W. Desta forma, podemos reescrever
(3.1) e (3.2) como

g = o 'y

g = ww ' hy.
Temos ainda que para todo inteiro positivo k, gh*¢’ € intS. Agora,
gh*q' = @~ hah*iny  hy = ™ hah*haindy (3.3)

para algum h3 € A, pois M* normaliza A. Pelo lema anterior, tomando k suficiente-
mente grande podemos assumir que h1h*hs € AT e assim hy = tblzb_lhlhkhgwwfl €

WP Atww; ! . Por (3.3) temos que hs € int.S. Além disso,
ﬁXO(h5, 'lU) = 1])111)717]) . HO =H.

Portanto, H é um ponto fixo do tipo w para este elemento hs € R(S), como

queriamos. O

Com esse resultado completamos a caracterizacao dos conjuntos de controle em

G/MA. Juntamos os teoremas 3.7 e 3.9 para obter o seguinte teorema:

Teorema 3.10 Se D C G/MA é um conjunto de controle para a ag¢do de um
semigrupo S C G com intS # () entdo existe w € W tal que Dy € o conjunto dos
pontos fizos do tipo w para elementos hiperbolicos no interior de S. Reciprocamente,
dado w € W o conjunto dos h-pontos fizos do tipo w, h € R(S), € o conjunto de
transitividade de um conjunto de controle D C G /M A.
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Vamos agora estudar outras propriedades dos conjuntos Dp(w). A primeira
delas é a seguinte: como fixp(h, w) = (fix(h, wwy), fix(h, w)) segue imediatamente
que os conjuntos de transitividade dos conjuntos de controle na érbita principal
estao contidos no produto cartesiano de conjuntos de controle nas variedades flag.

Destacamos esse fato na seguinte proposicao.

Proposicao 3.11 Com a identificacao da orbita adjunta com a orbita aberta em

F x [F, temos que para cada w € W wvale a sequinte inclusao:
Do (w), C D (wwg), X D (w), - (3.4)

O resultado da proposicao anterior se estende aos conjuntos de controle, con-

forme estabelecemos no proximo resultado.
Proposigao 3.12 Dp(w) C D(wwp) X D(w).

Demonstracao: Dado (z,y) € Do(w), se mostrarmos que D(wwy) U{z} e D(w)U
{y} satisfazem a condigdo (2) da definicdo de conjuntos de controle entao, pela
maximalidade destes conjuntos, concluiremos que z € D(wwy) e y € D(w). Seja
(z,y) € Do(w) e tome (a,b) € Do(w)g. Como Dp(w) C fe(S(x,y)), entdo existe
uma seqiiéncia ((s,2, $,¥))nen, com s, € S para todo n tal que (s,z, s,y) — (a,b).
Logo, b € fe(Sy) e assim fe(Sb) C fe(Sy). Por outro lado, temos também que
Do(w) C fe(S(a,b)). Portanto, podemos encontrar uma seqiiéncia (($,a, $,0))nen,
onde s, € S para todo n com (s,a,s,b) — (z,y), o que implica em y € fe(Sb) e,
conseqiientemente, fe(Sy) C fe(Sb). Portanto, fe(Sy) = fe(Sb) e, como fe(Sbh) =
fe(Sz) para todo z € D(w), temos que fe(Sy) = fe(Sz) para qualquer z € D(w). J&

que y € fe(Sy), concluimos que
D(w) U {y} C fe(Sz) para todo z € D(w) U {y}.

Analogamente, mostramos que D(wwg)U{z} C fe(Sz) para todo z € D(wwy)U{z}

e a proposicao fica demonstrada. U

Mostraremos na préxima segao que para semigrupos maximais com W (S) = {1}

o resultado anterior pode ser melhorado quando w = 1, valendo a igualdade Dp(1) =



Capitulo 3. Conjuntos de controle em orbitas adjuntas 39

D(wy) x D(1). No restante desta segao continuamos estudando propriedades dos
conjuntos de controle para S C G com intS # () ndo necessariamente maximais.
Denotaremos por I' o conjunto das camaras de Weyl que interceptam o interior
de S:
I'={ae€G/MA: anintsS # 0}.

Vimos na secao 2.2 que O se identifica ao conjunto das camaras de Weyl em G.
Mostraremos a seguir que, com essa realizagao, (Dp(1))o ¢ identificado com I' e que
os demais conjuntos de controle em O sao obtidos pela acao a direita de W em TI'.

Comecamos observando o seguinte fato: Seja X € g um elemento hiperbdlico.
Entao X = ¢g- H para algum g € G, H € a™. Consideremos agora h = exp X =
exp(g-H) = glexp H)g~! € G. Temos que o h-ponto fixo do tipo 1 em O ¢ dado por
g-Hy € g-at. Como a camara de Weyl contendo X é justamente g - a™, obtemos o

seguinte resultado:

Lema 3.13 Se h = exp X ¢ um elemento hiperbélico em G entdo fixp(h,1) € a

intersec¢ao de O com a camara de Weyl contendo X .

Deste resultado segue o préximo lema, o qual por sua vez permitira identificar

(Do(1))o com o conjunto das camaras de Weyl em G que interceptam o interior de

S.

Lema 3.14 Seja H € O. Entao, H = fixo(h, 1) para algum h € R(S) se, e somente

se, expa’ NintS # (0, onde & € a camara de Weyl contendo H.

Demonstragao: Se H = fixp(h, 1) para algum h € G hiperbdlico, entao pelo lema
anterior H pertence a camara de Weyl contendo o elemento X tal que exp X = h.
Se além disso h pertence ao interior de S, entao exp a’ NintS # (). Reciprocamente,
se expa’ NintS # () entao tomando h € expa’ NintS temos, novamente pelo lema
anterior, que H = fixp(h,1) com h € R(S). O

Temos agora a seguinte realizagao do conjunto de transitividade de Dp(1):

Proposicao 3.15 Identifique O com o conjunto das camaras de Weyl em G. Entao,
(Do(1))o C O se identifica a T
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Demonstracao: Dado H € (Dp(1))o temos, pelo lema anterior, que a camara de
Weyl a' contendo H satisfaz expa’ NintS # (). Como H é identificado a camara
a =expd, segue que H fica identificado com um elemento o € I'. Reciprocamente,
se « = expa’ € I entdo o elemento H € O com o qual « ¢é identificada (que é
a intersec¢ao de O com a') é ponto fixo do tipo 1 para qualquer h € a NintS e,

consequentemente, pertence a (Do (1))o. O

Para os demais conjuntos de controle, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.16 Identifigue O com o conjunto das camaras de Weyl em G. Entao,

para cada w € W vale a igualdade
(Do(w))g =T w.

Demonstracao: Se a € I' e h € aNintS, entao fixp(h,1) - w = fixp(h,w) €
(Do(w))g, logo I' - w C (Dp(w))g. Por outro lado, se H € (Dp(w))o, entao
H = fixp(h,w) para algum h € R(S). Assim, H = fixp(h,1) -w € I' - w, provando

a inclusdo contréaria. O

Exemplo 3.17 Sejam g = sl(2,R) ¢ S = SIT(2,R) C SI(2,R) o semigrupo das
matrizes com todas as entradas nao-negativas. O interior de S é o conjunto das
matrizes em SI(2,R) com todas as entradas estritamente positivas. Para determinar

os conjuntos de controle para a agao de S em O, considere a descri¢ao de O dada no

r Y-z

exemplo 2.10. Dado H € O escreva H = ( ) = xHy+yT+z2U. Como

y+z —x
H ¢ o exp H-ponto fizo do tipo 1, temos que H € Dp(1)y se e s6 se a camara de

Weyl em G contendo exp H intercepta o interior de S. Como neste caso as camaras
de Weyl sao semi-retas espaciais determinadas pela origem, temos que H € Dp(1)g

se e somente se exptH € intS para algum t > 0. Temos também que

exptH 1 ( (et —e™) + (el +e7t) (y—2)(e! —e™) ) ‘

(y+ 2)(et —e™) zle™t —e') + (e +e7t)
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Para que todas as entradas de exptH sejam estritamente positivas, resolvemos as
inequagoes (exptH);; > 0, i,j = 1,2 para t > 0 e obtemos que 2 <1ley>0.

Portanto,

r  Y—=z

D@(1)0:{< )E(’):x2<1,y>0}.

y+z —x
Na base {Hy, T, U} adotada, Do(1)o corresponde a regido do hiperboldide x2 + y* —
22 =1 que estd entre os planos y = £z com y > 0. O conjunto de transitividade

s

de Do(wy) € dado por (Do(1)g) - wo. Neste caso, um representante de wy em M* é

0 1
dado por Wy = Lo ) Assim,

Ad(wo)H:<0 1)( T y—z)(O 1) :< —x —y—z).
-1 0 r+z —x -1 0 —y+z T

Portanto, a acao de wy em O € dada por tHy+ yT + 2U — —xHy — yT + 2U, ou

seja, € a reflexao em torno do eixo z. Assim,
Do(wo)o = (Do(1)o) - wo = {xHy +yT + 2U € O : 2* < 1,y < 0}.

Consideremos agora a projecao canoénica G/MA — G/MANT. Lembramos
que na secao 2.2 esta fibragao foi realizada como a projecao na segunda coordenada
m: O CFxXxF —F, (z,y) — y. Com isso fica ficil mostrar que os conjuntos de
transitividade dos conjuntos de controle sobre O projetam-se sobre os conjuntos de
transitividade dos conjuntos de controle do mesmo tipo w sobre [F, que é o contetido

do proximo teorema:

Teorema 3.18 Se 7y : O — F denota a fibracdo canonica entao, para cadaw € W,
vale a igualdade m5((Do(w))o) = (D(w))o.

Demonstracao: Se x € (D(w))o, entao x = fix(h, w) para algum h € R(S). Como
fix(h,w) = my(fix(h, wwy), fix(h,w)) = m(fixp(h,w)), concluimos que (D(w))y C
mo((Do(w))p). Por outro lado, se H € (Dp(w))y entao pelo teorema 3.9

H = fixp(h,w) = (fix(h, wwy), fix(h, w))
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para algum h € R(S). Portanto my(H) = fix(h,w) € (D(w)) mostrando a inclusao

contraria e concluindo a demonstracao. ]

Com esse teorema concluimos que se Dp(w;) = Do (wsy) entdo D(w;y) = D(w,).
Vamos agora mostrar a reciproca deste fato. Comecamos mostrando esse fato com
wy = 1. Lembramos que W (S) é o subgrupo dos elementos w € W tais que D(w) é

o conjunto de controle invariante sobre a variedade flag maximal F.
Proposicao 3.19 Se w € W(S) entdo Do(w) = Do(1).

Demonstragao: Tome uma decomposicao G = KAN™, com AT e T'esejah € AT,
Entao, (fix(h,wy),fix(h,1)) € Do(1). Por hipétese, o = fix(h,1) € D(w)y =
mo(Do(w)g). Logo, xg = ma(fix(hy, wwy), fix(hy, w)) para algum hy € R(S). Como
my e} = {(ngxo, 20) : m € Nt} entdo (fix(hy, wwy), fix(hy,w)) = (nexo, o)

para algum n € NT. Desta forma,
h=*(fix(hy, wwy), fix(hy, w)) = h™*(nigxg, x0) — (Do, T0),

quando k — +oo. Como (Wyxg, o) € Do(1l)g, concluimos que Dp(1) < Do(w).
Para mostrar a desigualdade inversa, notamos em primeiro lugar que w € W ()
¢ equivalente a D(wwg) = D(w). De fato, temos que D(wwy) = D(wp) se e s6
se W(S)wwy = W(S)wp, o que é equivalente a afirmar que W(S)w = W(S), ou
seja, que w € W(S). Desta forma, temos por hipétese que D(wwp) = D(wyp). Logo
wwoxy = fix(he, wy) para algum hy € R(S). Como wwyzy é transversal a wxg, temos
que (fix(hg, wp), Wxo) = (WWxo, Wxy) € G-(Yo, To). Assim, pela proposi¢ao 2.5 obte-
mos hf (woxg, wxo) — (fix(ha, wy), fix(he, 1)) € Do(1). Portanto, Do(w) < Dp(1)

e a proposicao fica demonstrada. O

Com os resultados mostrados até aqui obtemos a seguinte caracterizacao de
W(S):

Teorema 3.20 W(S) € o subgrupo do grupo de Weyl que deiza I invariante.
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Demonstragao: Pela proposi¢ao 3.16, temos que Do(w)y = I' - w. A proposic¢ao
anterior afirma que se w € W (S) entao I' - w = Dp(w)y = Do(1)y = I'. Recipro-
camente, se ' - w = I' para algum w € W entao Dp(1)g = Do(w)o. Logo, pelo
teorema 3.18 temos que D(1) = D(w), ou seja, w € W(.5). O

Podemos agora mostrar que os conjuntos de controle em G /M A estao em bijecao

com os conjuntos de controle em F.
Teorema 3.21 D(w;) = D(wy) se, e somente se, Do(wy) = Do(ws).

Demonstragao: Pelo teorema 3.18, mo(Do(w)o) = D(w)y para qualquer w € W.
Logo, se Do(w;) = Dp(ws) entdo D(w;) = D(w,). Para mostrar a reciproca, as-
suma que D(w;) = D(w;). Pelo teorema 1.13 temos que wyw, ' € W(S). Assim, a
proposicao 3.19 implica que Do (wiw; ') = Do(1). Usando o teorema anterior, obte-
mos que ' (wyw; ') = I'. Desta forma I'-w; = I'- ws, ou seja, Do (wy)o = Do(ws)o.
Portanto, Do (w;1) = Do (ws). O

Corolario 3.22 O numero de conjuntos de controle em G/MA e em F é o mesmo.

Mostraremos agora duas propriedades dos conjuntos de controle em G/M A que
contrastam com as dos conjuntos de controle em variedades flag: a primeira é que
em G/MA os conjuntos de controle nao sao compardaveis dois a dois e a segunda
propriedade é que nao existem conjuntos de controle invariantes para a agao de um
semigrupo de interior nao vazio S C G, a menos que S = G.

Lembramos que estamos denotando por D~ (w) o conjunto de controle para a
acao de S~! em F que contém os h-pontos fixos do tipo w para h € S~'. Temos o

seguinte lema:
Lema 3.23 Sejam wy,wy € W. Entao, D(w;) < D(ws) se, e somente se,
D_(wowg) S D~ (wowl).

Demonstragao: Se D(w;) < D(wy) entdo, pela proposigao 1.21 existem g € intS
e x € D(w)p tais que gr = y € D(wy)y. Assim, z = g~ 'y € D(w;)y, com
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gt € St ey € D(wy)g. Agora, pela proposigao 1.22, D(w)y = D~ (wowr)o
e D(ws)g = D™ (wows)y. Logo, existem g~' € S™' e y € D (wows) tais que
g 'y € D™ (wowy), ou seja, D™ (wows) < D~ (wow;). Revertendo o argumento

mostra-se a reciproca. U

Teorema 3.24 Se Do(w;) < Dp(ws) entdao Do(wy) = Do(ws).

Demonstragao: Por definigao, temos que Dp(w;) < Dp(ws) se e s6 se existe
x € Do(wy) tal que fe(Sz) N Do(ws) # 0. Neste caso, existe y € Do (ws) tal que y €
fe(Sz). Logo, fe(Sy) C fe(Sz) e como Dp(wy) C fe(Sy), entdo Do(ws) C fe(Sx).
J& que Do(wsy) tem interior nao vazio, concluimos que se Do(wq) < Dp(ws) entao
(S Do(wy)) N Do(ws) # 0. Portanto, para demonstrar o teorema basta provar que
(S Do(wr)) N Do(wz) = 0 sempre que Do(w1) # Do(w2).

Suponha que S - Dp(wy) N Do(ws) # (. Pela proposigao 3.12, temos que
Do(wr) C D(wiwy) x D(w1) e Do(ws) C D(wawo) x D(ws). Logo, S+ Do(w:) C
SD(wywg) x SD(wp), o que implica em

(SD(wywg) X SD(wp)) N (D(wawg) x D(wg)) # 0.
Consequentemente, devemos ter
D(wiwy) < D(wowy) e D(wy) < D(wy). (3.5)

Agora, pelo lema anterior, D(wjwy) < D(wewg) implica em D~ (wowowy) <

D~ (wowywy). Assim, pela proposigao 1.17 existe w € W tal que:
1. wowawg > w e
2. we W(S™ AT) (wowywp).

Pelo corolario 1.18, temos que (1) implica em wy > wowwy. Além disso, usando a

proposicao 1.23 obtemos
W(S_l, A+) = W(S_l, woA_wO) = U}OW(S_l, A_)U)O = w()W(S, A+)UJO.

Logo, (1) e (2) implicam na existéncia de w € W satisfazendo:



Capitulo 3. Conjuntos de controle em orbitas adjuntas 45

1. wy > wowwy €
ii. wowwy € (weW (S~ AT )wg)wo(wowiwe)we = W (S, AT )w;.

Usando novamente a proposigao 1.17 concluimos que D(ws) < D(wy). Assim, para
obtermos (3.5) devemos ter D(w;) = D(ws). Portanto, pelo teorema 3.21 temos que
Do(wl) = D@(wg).

U

Uma consequencia imediata deste teorema ¢é o seguinte resultado:

Coroléario 3.25 Seja S C G um semigrupo com intS # (). Se para algum h € R(S)
existe g € S tal que g - fixo(h,wy) = fixp(h, 1) entdio S = G.

Demonstracao: De fato, se g e h sao como nas hipoéteses do corolario entao
Do (wy) = Do(1) pelo teorema anterior. Logo, pelo teorema 3.21 temos que D(wg) =
D(1), o que implica em S = G. O

Proposicao 3.26 Suponha que S # G. Entao, qualquer que seja w € W, Do(w)

nao ¢ um conjunto de controle invariante.

Demonstracao: Todo ponto de Dp(w)y é da forma
(fix(h, wwy), fix(h,w)) € D(wwp)g X D(w).

Agora, D(wwy) e D(w) ndo podem ser ambos invariantes em IF, pois se w e wwy
pertencem a W (S) entao wtwwy = wy € W(S), ou seja, D(wg) = D(1). Mas isso
ocorre se e s6 se S = G. Portanto, existe g € S tal que gfix(wwo, h) ¢ D(wwp) ou
gfix(w, h) & D(w). Assim, S Do(w)y nao pode estar contido em D(wwg)o X D(w)g

e, em particular, em Do (w)o. O



Capitulo 3. Conjuntos de controle em orbitas adjuntas 46

3.2 Dominios de atracao

Nesta secao vamos descrever o dominio de atracao dos conjuntos de controle em
O. Estes dominios sao bem diferentes dos obtidos no caso de variedades flag. Por
exemplo, temos que A(D(1)) =F. Em O temos que A(Dp(w)) # O para todo w €
W. De fato, como os conjuntos de controle em O nao sao comparaveis, a proposicao
1.21 implica que o dominio de atragao de um conjunto Dy (w) nao intercepta nenhum

outro conjunto de controle. Assim, A(D(w;)) esta contido no complemento de
U Do(w).
Do(w)#Do(w1)

Comegamos a caracterizacao dos dominios de atracao com o seguinte resultado:

Proposicao 3.27 Identifigue O com o conjunto dos pares de subdlgebras parabdlicas
minimais transversais. Entao, A(Dp(w)) C A(D(wwy)) x A(D(w)).

Demonstracao: Se (z,y) € A(Dop(w)), entao existe g € S tal que g - (z,y) =
(9z,gy) € Do(w) C D(wwy) x D(w). Desta forma, gr € D(wwy) e gy € D(w).
Logo, (z,y) € A(D(wwp)) x A(D(w)), como haviamos afirmado. O

Em particular, como A(D(1)) = F e A(D(wy)) = D(wp) temos que A(Dp(1)) C

(D(wp) x F) N O. Mostraremos agora que neste caso vale a inclusao inversa.
Proposigao 3.28 A(Dp(1)) = (D(wy) x F) N O.

Demonstracgao: Assuma que ATNintS # 0 e seja (z,y) € (D(wo) xF)NO. Entao,
existe g € intS tal que gx = Woxg. Assim, g(z,y) = (Woxo, gy) € O, ou seja, gy é
transversal a wyzg. Como o conjunto dos elementos transversais a woxy é a célula
aberta N ™z, temos que gy = nxy para algum n € N~. Tomando h € AT N intS

temos, para qualquer k > 0,
hrg(x,y) = h* (oo, nao) = (Woxo, *nh ™ ),

de onde concluimos que h¥g(x,y) — (Woxo, o) quando k — co. Como (Wyxo, To) €
).

(Do(1))o e este conjunto é aberto, entdo existe kg > 0 tal que h*g(z,y) € Do(1
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Portanto, (z,y) € A(Do(1)), o que mostra que (D(wy) x F) N O C A(Don(1)). A

inclusao inversa foi mostrada na discussao que precede essa proposicao. ]

O préximo resultado mostra que o dominio de atracao de Dp(w) é dado pela
acao a direita de w em A(Dp(1)).

Proposicao 3.29 Para cada w € W wvale a igualdade
A(Do(w)) = (A(Do(1))) - w.

Demonstracao: Sejam w € W e (x,y) € A(Do(w)). Pela proposigao 1.21 existe
g € intS tal que g - (z,y) € (Do(w))o. Assim, g - (z,y) = fixo(h,w) = fixp(h,1) - w
para algum h € R(S) ou, equivalentemente, (x,y) = (¢7' - fixp(h, 1)) - w. Como
fixp(h,1) € Do(1) entao g~ 'fixp(h,1) € A(Do(1)). Logo, (z,y) = (¢ 'fixo(h,1)) -
w € (A(Dop(1))) - w, o que mostra que A(Dop(w)) C (A(Do(1))) - w. Para provar
a inclusdo contraria, tome (x,y) € (A(Do(1))) - w. Entao, (z,y) = (z1,y1) - w
para algum (x1,y1) € A(Do(1)). Pela proposigao 1.21 existe g € intS tal que
g+ (21,1) € (Do(1))o, ouseja, g-(z1,11) = fixo(hn, 1) para algum hy € R(S). Logo,
g9-(x,y) = g-((x1,0) - w) = (9 (21,0)) - w = fixo(hy, 1) - w = fixo(h, w) ou,
equivalentemente, (x,y) = g~ ! -fixp(hi,w). Como fixp(hi,w) € Do(w), concluimos

que (z,y) € A(Do(w)) e fica mostrada a proposicao. O

Vamos agora melhorar a caracterizacao dos dominios de atracao. Mostramos

na proposicao 3.28 que
A(Dop(1)) ={(z,y) € O : 2z € D(wy)}.

Agora, se x € D(wy) entdo x = fix(h, wp) para algum h € R(S). Considerando uma
decomposicao G = KANT, temos que h € gATg~! para algum g € G. Denotemos
por N, o subgrupo gN~¢g~'. Entao, o conjunto dos elementos em F transversais a
fix(h,wp) é a célula aberta N, fix(h,1). Portanto,

A(Do(1)) = {(x,y) € O:x € D(wo)}
= {(fix(h,wp), nfix(h,1)) : h € R(S), n € N, }
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= {N, - (fix(h,wo),fix(h,1)) : h € R(S)}
= {N, -fixo(h,1): h € R(S)}
= U Ny fixo(h,1).
heR(S)
Como A(Do(w)) = (A(Do(1))) - w, obtemos a seguinte caracterizagao dos dominios

de atracao dos conjuntos de controle Dp(w):

Teorema 3.30 Mantenha as notacoes acima. Entao, para cada w € W temos que

ADo(w)) = | J N -fixo(h,w).

heR(S)

3.3 Semigrupos maximais do tipo {1}

Nas secoOes anteriores a tunica hipdtese exigida sobre o semigrupo S C G era que
intS # (). Nesta secao usaremos a hipdtese adicional de que S é um semigrupo
maximal cujo tipo parabdlico é a variedade flag maximal. Com essa propriedade, é
possivel dar uma descricao mais precisa do conjunto de controle contendo os pontos
fixos do tipo 1 para elementos hiperbdlicos no interior de S: Dp(1) é dado como o
produto cartesiano D(wp) X D(1), conforme veremos na proposicao 3.32.

Lembramos da secao 1.1 que dado um subconjunto C' C FF, o seu dual C* C F
foi definido por

C*={beF: (Vo' €C),bTb'}.

Quando S é um semigrupo maximal com W(S) = {1}, temos, pela proposi¢ao
1.29 que o conjunto de controle invariante para S~! em F é dado por fe(C*), onde
C' denota o S-conjunto de controle invariante em F. Mostraremos aqui que uma
dualidade como essa também ocorre entre os conjuntos de controle Do (wg) e Do(1).

Comegamos com o seguinte resultado.

Teorema 3.31 Suponha que S seja o semigrupo de compressao de seu conjunto de

controle invariante D(1) em F. Entao,

Do(1)g = D(wg) x D(1)o.
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Demonstragao: Como S = Sp() entao a proposicao 1.25 implica que o tipo
parabdlico de S é a variedade flag maximal . Assim, pela proposi¢ao 1.28 temos
que D(wp) C (D(1))*. Portanto, se (y,z) € D(wp) x D(1)y entao as correspondentes
subélgebras parabdlicas minimais s@o transversais. Denotemos por (pi, p2) esse par
de subdlgebras e seja at a camara de Weyl em g tal que as raizes negativas sobre
a’ determinam p; e as rafzes positivas determinam py. Seja ainda AT = expa™ e
tomemos h € AT. Pela escolha de h, temos que (y,z) = (fix(h, wp), fix(h,1)). De-
notemos por N, o subgrupo nilpotente associado a subdlgebra dada pela soma
dos espagos de raizes negativas. Com essa notagao, temos que o conjunto dos
elementos de F que sao transversais a y é a célula aberta N, fix(h,1). Como
y € D(wy) C D(1)*, temos que D(1) C N, fix(h,1). Assim, para ko suficiente-
mente grande h*D(1) C D(1),. Como o semigrupo de compressio de D(1) é S,

concluimos que h* € intS. Além disso,
(y,7) = (fix(h,wo), fix(h, 1)) = (fix(h*, wp), fix(h*, 1)) = fixo(h*, 1),

pois h e h¥ pertencem & mesma caAmara de Weyl. Portanto, (y,z) € Do(1)e. O

O préximo resultado mostra que o proprio conjunto de controle se descreve como

um produto cartesiano sempre que isso ocorre com seu conjunto de transitividade.
Proposicao 3.32 Se Dp(1)y = D(wy) x D(1)y entdo Do(1) = D(wy) x D(1).

Demonstracao: Ja mostramos que a inclusdo Dp(1) C D(wy) x D(1) é vélida
em geral. Para mostrar a inclusdo contraria, tome (y,z) € D(wg) x D(1). Como
D(1) = fe(D(1)p), entao existe uma seqiiéncia x,, — = com xz,, € D(1)y para todo
n. Temos ainda que D(wy) = D(wp)o, assim (y,x,) € D(wp)o x D(1)g = Do(1)o
e (y,z,) — (y,z), o que garante que (y,z) € feDp(1)g C fe(S(z,w)) para todo
(z,w) € Do(1). Portanto (y,z) € fe(S(z,w)) e fe(S(z,y)) C fe(S(z,w)) para todo
(z,w) € Dp(1). Por outro lado, como Dp(wy) C (D(1))*, temos que y e = sao
transversais. Como y € D(wy), entdo existe hy € R(S) tal que y = fix(wo, hy)
e assim o par (y,z1) = (fix(wo, hy),fix(1,h1)) € Do(1)g. Uma vez que x e 1 s@o
transversais a y, ambos pertencem a uma mesma célula aberta o, cujo atrator para h;

é fix(1, hy) = 1. Logo, h}(y,x) — (y, 1) e consequentemente (y, x1) € fe(S(y,x)), o
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que implica que fe(S(z,y;) C fe(S(y,z)) e assim fe(S(z,w)) C fe(S(y,x)) para todo
(z,w) € Do(1). Desta forma fe(S(y,x)) = fe(S(z,w)) para todo (z,w) € Dp(1).
Portanto, Do(1) U{(y,z)} C fe(S(z,w)) para todo (z,w) € Do(1)U{(y,z)} e, pela
condi¢ao de maximalidade na definicdo de conjuntos de controle, (y,x) € Dp(1),

conforme o desejado. U

Quando S é um semigrupo (-maximal o teorema 1.27 garante que S satisfaz a

hipotese do teorema 3.31. Portanto, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.33 Seja S um semigrupo mazimal de tipo (). Entdo,
Do(1)g = D(wg) x D(1)o.
Consequentemente, vale também a igualdade
Do(1) = D(wg) x D(1).

Vamos agora introduzir nas érbitas adjuntas conceitos de dualidade andlogos
aos definidos em variedades flag. Dados H; = (by,by), Hy = (c1,¢2) € O, diremos
que H; é transversal a Hy se e s6 se by Tc¢y e by Ty, Lembrando que um elemento
H € O ¢ identificado ao par (repulsor (H), atrator(H)) os elementos Hy e Hy sao
transversais se e sO se o repulsor de H; for transversal ao repulsor de H; e o atrator de
H, for transversal ao atrator de Hy. Usaremos ainda a notacao H; T H, para indicar
esta transversalidade e denotaremos por H* o conjunto de todos os elementos da

orbita que sao transversais a H:
H*={H, € O: HTH}.

Se C' C O é um subconjunto qualquer, também usaremos a notacao C* para indicar

o conjunto dos elementos em O que sao transversais a todos os elementos de C.
C*={X € O: XTH para todo H € C}.

Vamos agora descrever o conjunto H*. Seja H = (p~,p"). Os elementos
(p1,p2) € O que sao transversais & H sdo os pares tais que p1 Tp~ e po TpT. Como

p1Tp seesdsep, € N -ph, temos que os pares tais que p; Tp~ sdo da forma
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(n-p*,p2) comn € N~ e py transversal a n-p*. Fixando n € N7, os elementos em
F que sao transversais & n - p* sdo os elementos da célula aberta (nN*n=)np~ =
nN*p~. Fazendo agora n variar em N, concluimos que o conjunto dos elementos

de O cuja primeira coordenada ¢ transversal a p~ é dado por
N™N*(p*,p7) = N N (dop~,dop™) = N"N"((p~,p") - wo) = N"N"(H - wy).

Analogamente, os pares (p1, po) tais que po Tp™ sao da forma (py,n-p~) comn € N*
e py transversal a n-p~, de onde concluimos que p; € nN~-p* e, consequentemente,
(p1,p2) E NTN=(pT,p7) = NTN~(H - wy).
Portanto
H* = NtN~(H -wo) N N"NT(H - wy)

Alternativamente, podemos caracterizar H* descrevendo seu complemento. Um
par (p1,p2) € O nao serd transversal a H se p; nao for transversal & p~ ou py nao
for transversal a p*. Os elementos de F que nao sao transversais a p~ sao dados

por |J N-wp'. Portanto, para que um par (p1,p2) € O nao tenha a primeira
w#1
componente transversal a p~ ele deve ser da forma (nwp™,ps) comn € N~ w # 1

e py transversal & nwp™. Logo, pr € (noNtw'n Hnwp~ = n(wN*TwoHwp™ =
nN,wp~. Assim, (p1,p2) € N™N (wp*,wp~) = N"NS((p~,p")wwy) = N"N/ (H-
wwy), com w # 1. Usando o mesmo argumento concluimos que para um par (pi, ps)
nao tem a segunda componente transversal a p* se e s6 se (p1,p2) € NTN,, (H -wwy)

com w # 1, onde N, = wN w~'. Portanto,

H* = (| (NN (H - wwy) UNTN, (H - wuwg))“.
w1
Conforme vimos no teorema 3.33, quando S é maximal com W (S) = {1} vale

a igualdade Dp(1) = D(wp) x D(1). Além disso, pelo teorema 1.29 temos D(1)* =

D(wy). Com isso, podemos mostrar o seguinte resultado.
Proposicao 3.34 Se S é mazimal com W (S) = {1} entao Do(1)* = Do(wy).

Demonstracao: De fato, (b1, by) € Do(1)* = (D(wy) x D(1))* se e s6 se b1 Tey
para todo ¢; € D(wy) e by Ty para todo ¢a € D(1), o que é equivalente a afirmar
que by € D(wy)* = D(1) e by € D(1)* = D(wy), ou seja, (by,bs) € D(1) x D(wy) =
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Do(wo). O

Considerando a descricao dos conjuntos H*, a proposicao anterior fornece a

seguinte descrigdo de Do (wy):

Do(wo) = [ ((NgNg(H - wo)) N (N Ny (H - w))),

HeDo(1)
onde N;; e Nj denotam os subgrupos nilpotentes associados as rafzes positivas
e negativas, respectivamente, obtidos em uma decomposicao de Iwasawa tomando
como camara positiva a camara contendo H. De forma equivalente, mantendo fixa
uma decomposigio G = KANT, temos que se H € g-a’ entdao N;; = gNTg~! e
Npg=gN—g~".

Exemplo 3.35 Vamos considerar o caso particular em que G = S1(2,R). Temos
que ' = RP! e que as células de Bruhat sio os complementares de conjuntos

unitdrios. Por isso, um ponto p € F € transversal a todo ponto p; # p. Tomando a

0 0
decomposicdo s1(2) = s0(2) G a®n’, onde a = {( g )} e {< 0 :([)j )}7
—a

1 0
temos que H = ( 0 1 ) ¢ identificado ao par (p~,p") e W = {1, wo}. Assim,

H* = (N~ (H - wowe) U NT(H -wowy))® = (N~ - HUNY - H)“.

Tomando como base de sl(2) o conjunto {H,T,U} onde

1 0 0 1 0 —1
H = , T = eU = ;
b0 )=() e (0 )

temos que a drbita através de H é descrita como o hiperboldide {(xz,y,2) : 2> +y* —

2% =1}. Além disso,
10 1 0 1 0
r 1 0 —1 —r 1

N™-H
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enquanto que

v =y ) (0 5 (07 vem
(

Denotaremos por B(-,-) a forma de Cartan-Killing. Observamos que se X =

h t—
" € O, entao
t+u —h

1 0 h t—u
B(H,X) = 4tr(HX) = 4tr = 8h
0 —1 t+u —h

e que

B(H,H) =8.
Assim,

B(H,X)zB(H,H)@Xz( ! t_“>.
t+u -1

1 0
Como X € O, devemos ter 1+t>—u? = 1, ou seja, t = fu. Assim, X = < )

z —1
Ly :
ou X = , 0u seja,
0 —1

B(H,X)=B(H,H) = X ¢ N*.H.

Portanto:

H*={X €O:B(H, X)=B(H, H))°

ou ainda, definindo fg : G — R por fy(g) = B(H,Ad(g)H), temos que

H* = {Ad(9)H : fu(g) = fu(1)}°.



Capitulo 4
Conjuntos de controle em G/MgAg

Neste capitulo vamos estudar os conjuntos de controle nas érbitas de elementos O-
hiperbdlicos. Os conjuntos de controle para a agao de S nestas variedades serao
descritos de maneira semelhante a descricao dada no capitulo anterior para orbitas
de elementos hiperbédlicos. Em particular, mostraremos que quando © é o tipo
parabdlico do semigrupo entao o conjunto de controle contendo os pontos fixos do
tipo 1 é descrito como um produto cartesiano e é o dual do conjunto de controle

contendo os pontos fixos do tipo wy.

4.1 A Orbita aberta

Seja H € a nao necessariamente hiperbolico. Assuma sem perda de generalidade

que H € fea™ e seja 3 o sistema simples de raizes associado a a*. Ponha
O={aeX:alH)=0}

e considere a acao diagonal de G em Fg+ X Fg. Analogamente ao caso de F x F,
as (GG-Orbitas, que sao determinadas pelas orbitas da acgao de Po em Fg«, sao da
forma G - (W, wnp), w € W/Weg, onde §; = Pg+ e n = Po denotam a origem
em Fg- e Fg, respectivamente. Uma primeira propriedade da érbita G - (oo, 1m0) é

estabelecida na seguinte proposigao.

Proposicao 4.1 A drbita G - (wo&o,m0) € aberta e densa em Fo« x Fg.

o4
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Demonstracao: Como wy(—0*) = O, temos que wy-n~ (0*) = n™(0). Além disso,
temos que 1wy - pT = p~. Portanto, a subdlgebra de isotropia da acao de G em Fg-

em woé&y ¢ dada por
Ad(wo)per = Ad(we)(n (") dm@dadn’)=nt(O)dmbdadn

enquanto que a subélgebra de isotropia em 19 é po = n7(0) Em @ a ® n'. Desta
forma, a subdlgebra de isotropia para a agao diagonal de G em (wo&p,m0) é nT(O) ®
m@adn (0). Como n &ng complementa tal subdlgebra, entao o espago tangente
a o6rbita ¢ identificado com nd @ ng, cuja dimensao coincide com a dimensao de
Fo+ x Fg. Portanto, G - (wo&p,n0) € aberta em Fg« x Fg. Como as dimensoes das
demais érbitas sao menores que a de Fg« X Fg e 0 niimero destas é finito, nenhuma

das outras Orbitas é aberta e a Orbita aberta é densa. O

Assim como no capitulo anterior, a érbita aberta da acao diagonal de G em
Fo« x Fg serd chamada de orbita principal e se identifica ao conjunto dos pares
de subdlgebras parabdlicas (q1,q2) € Fo+ x Fg tais que q; é transversal a qo (ver
defini¢ao 1.4).

Vamos agora identificar G - (0o, 70) com a 6rbita adjunta através de H. Para

isso, consideremos a acao adjunta de G em g:
Gxg — g

A subélgebra de isotropia em H é o centralizador 3(H) = {X € g : ad(X)H = 0}
de H em g, o qual ¢ dado por

3(H):m@a@zga7

com a soma se estendendo as raizes o € II tais que a(H) = 0. De fato, g se decompoe

como g=moad Y go Assim, se X € 3(H), escreva X = X + X; + - + Xp,

a€cll
com X emdae X, € g,,, todos nao-nulos. Entao,

0 = ad(H)X = ad(H)X +ad(H)X, +--- +ad(H)X,
= oq(H)X1+ -+ o(H)X,.
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Se a;(H) # 0 para algum i, digamos i = 1, entédo
_ e — ”
ai(H) a1 (H)

o0 que nao pode ocorrer pois a decomposicao de g ¢ dada como soma direta dos

X1:

auto-espagos, o que demonstra a afirmacao. Como © = {«a € ¥ : a(H) = 0}, temos

que a(H) = 0 se e 86 se +a € (O). Portanto,
3(H)=mdadn"(©)®n (0) = Ad(wo)pe- N Pe.

Desta forma, a subalgebra de isotropia em H para a agao adjunta de G em g coincide
com a subdlgebra de isotropia em (W&o, 170) para a acao diagonal de G em Fg« x Fg.
Consequentemente, os correspondentes subgrupos de isotropia também coincidem e

assim

G - (W&o, m0) =~ G - H.

Conforme vimos na secao 1.1, o centralizador de H em G é o subgrupo fechado

MgAe. Em resumo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.2 Mantenha as definicoes e notagoes acima. A orbita adjunta através
de H identifica-se ao espa¢o homogéneo G /MgAg, ou ainda ao conjunto dos pares de

subdlgebras parabdlicas transversais em Fg« X Fg, a qual € dada pela orbita principal

G - (Woper, pe) « G - (woo,Mo)-

Notacao: Denotaremos por Og a érbita adjunta através de H, onde, © é o sub-
conjunto das raizes simples que se anulam em H. Denotaremos por mg e mg« as
projecoes de F em Fg e Fg«, respectivamente. A projegdo G/MA — G/MgAg serd

denotada por 7.

4.2 Conjuntos de controle

Vamos agora descrever os conjuntos de controle para a agao de S em G/MgAg. De
acordo com [4], se E C Fg é um conjunto de controle entao existe um conjunto
de controle D(w) C F com me((D(w))s) = Ey. Usaremos a notagio £ = D®(w)
sempre que Ey = mo((D(w))o).

Comegamos a descricao dos conjuntos de controle sobre Og com a seguinte

proposicao.
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Proposicao 4.3 Se E C Og € um conjunto de controle, entdo existem wq,ws € W
tais que
E(] C De* (w1)0 X De(wg)o.

Demonstragao: Sejam (£1,11), (§2,12) € Ep. Por definigao, existem hq, hy € intS
tais que hi(&,m) = (&1,m1) e ha(&,m0) = (&2,m2). Desta forma, &1,& € Fox e
m,n2 € Fg sao pontos fixos para elementos no interior de S e, consequentemente,
pertencem ao conjunto de transitividade de conjuntos de controle sobre Fg:« e Fg
respectivamente. Como existem ¢; e g no interior de S tais que ¢1(&1,m1) = (€2,m2)
e g2(&,m2) = (&1, m), temos que g1&; = & e ga€e = &. Logo, existe um conjunto
de controle D®"(w;) contendo &; e & em seu conjunto de transitividade. Analoga-
mente mostramos que 7; e 7, pertencem a um mesmo conjunto de controle D®(w,).
Portanto, Fy C D® (w1)y x D®(ws)o. O

Para uma descricao dos conjuntos de controle em Og é necessario um estudo
dos pontos fixos para elementos no interior de S nas fibras (7°)~!({y}), onde y € Og
é ponto fixo para algum ¢ € intS. Essa descricao, bem como a notacao utilizada, é
semelhante a feita em [4] para pontos fixos em Fg.

Seja y € Og um ponto fixo para algum g € intS. Assuma sem perda de
generalidade que y = MgAg. Assim, MgAg N intS # (. Denotando por MY a
componente conexa da identidade de Mg, temos que Sg := MJAg NintS # 0, pois
o numero de componentes conexas de Mg é finito. Como Ag é um subgrupo normal
de M3Ag e Ag fixa M A, temos que a agao de Se em (7°)71({y}) = MegAo/MA
depende somente da acdo de I'g = Sg/Ag, 0 qual é um semigrupo com interior
nao vazio em MJAe/Ae. Denotemos por g(0) a subdlgebra gerada por n™(©) +
n(0) e por Z(g(0)) o centralizador de g(©) em MJ. Entdo, a dlgebra de Lie de
G(©) := M3/Z(g(0)) coincide com g(O), a qual é semi-simples. Como Z(g(O))
é um subgrupo normal de Mg contido em M, temos que Z(g(©)) - MA = MA e
assim sua acao sobre (79)71({y}) é trivial. Logo, a agao de I'e nesta fibra depende
somente da acao de S(0) =T'g/Z(g(0)), o qual é um semigrupo com interior nao
vazio em G(O).
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Seja agora H € g(©) um elemento hiperbélico. Pondo A(6©) = AN Mg, temos

Mg,
MoAe = Mo = MJ _ 7o) _ _G(O)
MA ~ MA(©) = MA(®) DAL Zie)(H)'

onde Zg(e)(H) denota o centralizador de H em G(©). Desta forma, a fibra (7€)~ ({y})
¢ uma Orbita adjunta de G(©). Assim, tomando h hiperbdlico em int(S(0)), garan-
timos a existéncia de pontos fixos para elementos hiperbdlicos no interior de S nesta
fibra. Portanto,

y = 7° (fixp (h, w)) = 7°(fix(h, ww), fix(h, w))

para algum w € W. Além disso, como o grupo de Weyl de G(0) é Wy, o nimero
de tais pontos fixos é |[Wg].

Com essa descricao podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4 Se E € um conjunto de controle para S sobre Og entdo existe w' € W

tal que 7 (Do (w)o) = Ey para todo w € w'We.

Demonstracao: Seja (£,n) € Ey. Do que vimos no paragrafo anterior, existe
h € intS tal que (&,n) = 7°(fix(h, wwy), fix(h,w)) para algum w € W. Além
disso, o ntimero de h-pontos fixos na fibra (7°)71(¢,n) é dado por |[We|. Por
outro lado, como 7 pertence ao conjunto de transitividade de um conjunto de con-
trole sobre Fg, a proposicao 1.12 afirma que os h-pontos fixos projetando-se em 7
sao da forma fix(h,w), com w € w' para algum w'Wg. Logo, os h-pontos fixos
projetando-se sobre (£,7) sao da forma (fix(h, wwy), fix(h,w)) com w € w'Wg. Se
(&1,m) é outro ponto de Ejy, entdo n e 1y pertencem ao mesmo conjunto de con-
trole sobre Fg. Desta forma, usando novamente a proposicao 1.12 e o fato de
que o nimero de pontos fixos para um elemento hiperbdlico hy € intS é |[Wgl,
temos que (&1,m1) = 7°(fix(hy, wwy), fix(hy,w)) para todo w € w'We. Como
(fix(h, wwy), fix(h, w)) € Do(w)y para todo h € R(S), temos que Ey = 7°(Dp(w)o)

para todo w € w'Wg, o que conclui a demonstracao. Il

Notagao: Denotaremos por D9 (w) o conjunto de controle sobre Og tal que

m((Do(w))o) = Dg(w)o.
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Observamos que pelo teorema anterior todo conjunto de controle em Qg é da forma
D (w) para algum w € W.

Do teorema anterior segue o seguinte resultado, que melhora a proposigao 4.3.
Coroldrio 4.5 Dg(w)y C D® (wwy)y x D®(w)y para todo w € W.

Demonstracao: De fato,

DE(w)y = 7°(Do(w)e) C 7°(D(wwy)y x D(w)g)
C mo-(D(wwp)o) x Te(D(w)y) = D (wwg)y x D®(w)g

para todo w € W. O

Usando a mesma demonstracao da proposi¢ao 3.6, mostramos que a inclusao
do corolério anterior vale também para o proprio conjunto de controle, e nao apenas

para seu conjunto de transitividade.
Corolério 4.6 Para todo w € W, Dg(w) C D® (wwy) x D®(w).

No caso particular em que © coincide com o tipo parabdlico ©(.S) do semigrupo
temos que o conjunto de controle Dp(1) é essencialmente dado pela imagem inversa

do conjunto de controle Dg(1), conforme mostra o seguinte teorema.
Teorema 4.7 Se © = O(9) entio (7°)"1(D§(1)o) = Do(1)o.

Demonstragao: Foi mostrado em [4], pg 75, que quando © = O(S) a igualdade
G(©) = S(O) ocorre. Portanto, S age transitivamente em toda fibra (7°)~1({y})
para y € D3(1). Sejam zy, 75 € (7°)71(D§(1)o). Como 7(z;) e m(xs) pertencem
a D@ (1), existe g € intS tal que 7°(gx1) = gn®(z;) = 7©(23). Consequentemente,
gry € ()7 1({x2}) e, como S age transitivamente nesta fibra, existe g; € int.S tal
que g1gx; = T2. Analogamente determinamos g, € intS tal que goxs = 1, 0 que
mostra que (7°)71(D§(1)o) C Do(1)o. Por outro lado, como 7 (Dp (1)) = DS(1)o,

segue que Dp(1)g C (7©)71(D§(1)s), o que conclui a demonstragao. O
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4.3 Semigrupos maximais

Nesta secao mostraremos que se S é o semigrupo de compressao de seu conjunto
de controle invariante Ce na variedade flag Fg(s), entao o conjunto de controle
Dg(1) sobre Og contendo os h-pontos fixos do tipo 1 para h € R(S) é descrito
como um produto cartesiano. Foi mostrado em [5] que quando Cg é B-convexo,
Sce € maximal. Assim, o resultado aqui demonstrado afirma que o conjunto de
controle D (1) para semigrupos maximais de tipo © se descreve como um produto
cartesiano. Outro resultado importante ¢ a reciproca deste fato: se D(1) é um
produto cartesiano, entao S é maximal.

Lembramos da se¢ao 1.1 que dado um conjunto C' C Fg seu dual C* C Fg- é
definido por

C* ={q € Fo-: paratodoq € C,qTq'}.

Assim como fizemos na se¢ao 3.3 vamos introduzir em Og conceitos de transver-
salidade andlogos aos dados em [5] para variedades flag. Primeiramente, defin-
imos a orbita dual a Og como o conjunto dos pares de subdlgebras parabdlicas
(q1,92) € Fg x Feo« tais que q1Tqs, a qual denotaremos por Og+. Diremos que
(p1,p2) € Og € (q1,92) € Qg+ sao transversais se p;Tq; e paTqe. Usaremos as
mesmas notacoes utilizadas no caso de variedade flag para indicar o conjunto de
elementos transversais a um dado par (p;,p2) € Og e o dual de um subconjunto
C C Og. A fibracdo O — Og- seré indicada por 7.

Se S é o semigrupo de compressao de seu conjunto de controle invariante sobre
a variedade flag Fg(g), entao o conjunto de transitividade do conjunto de controle
contendo os pontos fixos do tipo 1 em G /Mg Ag é dado como um produto cartesiano,

conforme mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 4.8 Suponha que S seja o semigrupo de compressao de seu conjunto

de controle invariante D®(1) em Fg. Entdo,
m((Do(1))o) = D®(wo) x D°(1),.

Demonstracao: Pela proposicao 1.25 temos que o tipo parabdlico de S é ©. Logo,
a proposicao 1.28 implica que se (£,7) € D®(wy) x D®(1)y entdo as subdlgebras

parabdlicas correspondentes sdo transversais. Assim, n € o(£). Seja x € mgt {¢}.
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Como e« () = & e o(me+)(x) = me(o(x)) (ver lema 1.5), entao existe y € o(x) tal
que n = me(y). Logo existe um par (z,y) € O com 7°(z,y) = (£,n). Tome h na
caAmara positiva definida por (z,y). Como & € (D®(1))o e € é ponto fixo do tipo 1
para h, temos que D®(1) estd contida na célula aberta determinada por h. Assim,
existe k& > 0 tal que h*D®(1) C (D®(1)),. Com a hipétese de que S = Spe(),
concluimos que h; = h* € intS. Como (z,y) = (fix(hy, wp), fix(hy, 1)), temos que

(z,y) € (Do(1))o, 0 que conclui a demonstragao. O

Observacgao 4.9 Com o mesmo argumento da demonstragcao acima mostra-se que

se D" (wy) C Qo= € a projecio de Do(wy) entdo D (wy) = Co x Cag..

Sejam ©; C Oy. Entao Mg, Ae, C Me,Ae, € podemos considerar a fibracao

79192 . Og, — Op,. Como DJ'(1)y projeta-se sobre DS'(2)y temos a seguinte

Proposigao 4.10 Se na drbita adjunta Og ocorre DZ(1)y = Cq. x (Co)o como na
conclusao da proposicdao 4.8, entdo para todo ©1 com © C Oy temos que Dgl(l)o =
Céf X (C@l)o.

Demonstracao: De fato, temos que
Dp'(1)g = 7®92(Dg(1)o) = 7%92(Cg. x (Co)o) = C; % (Co,)o,

o que demonstra a afirmacao. ]

Com a mesma demonstracao utilizada na proposicao 3.14, podemos estender o

resultado do teorema 4.8 para D§(1).
Proposicao 4.11 Com as mesmas hipoteses do teorema 4.8 vale a igualdade
Dg(1) = Cg. x (Co).
Temos o seguinte resultado para semigrupo maximais de tipo ©.

Proposicao 4.12 Seja Cg C Fg um conjunto admissivel com Cg = fe(intCg) e
S = Scy. Entio, Co é B- convezo se, e somente se, D§(1) = Cg. x Co, D (wy) =
Co x Cg. € (D(1))* = Dg (wy), onde Cq. € o conjunto de controle minimal para
S em Fe-.



Capitulo 4. Conjuntos de controle em G /Mg Ag 62

Demonstragao:

Assuma que Cg é B-convexo. Como S = S¢,, temos que o tipo parabdlico
de S é © e que Cg € o conjunto de controle invariante para S em Fg. Assim, a
proposicio 4.8 garante que D(1) = Cg. x Co e D3 (wy) = Co x Cg.. Além disso,
temos pela proposigao 1.27 S é ©-maximal e portanto (Cg)* = Cg. (ver proposicao
1.29) e (Cg.)" = (Co)** = Co. Como

(DE(1)* = {(&n) € Og- : ETEVE € Cg. e nTmVm € Co}
= {(&n) € Ve : £ € (Cg.)" en e (Co)},

temos que (Dg(1))* = ((Cg.)* x (Co)*)NOg+ = (Co x Cq.)NOg~. Mas Cg x Cg. C
Og+, pois Co x Cg. = D (wy) é um conjunto de controle sobre Og«. Assim,
(D(1))* = Co x Cq. = D" (wy).

Reciprocamente, assuma que D(1) = Cg. x Co, D& (wy) = Co x Cg. e
(DS (wo))* = DT (wp). A igualdade

(D5(1))" ={(&n) € Oe- : € € (Cg.)" en € (Co)'} = Co x Cg.

implica em (Cg.)* = Cg ¢ (Co)* = Cg.. Portanto, ((Ce)*)* = (Cg.)* = Ce, ou

seja, Cg é B-convexo. U



Capitulo 5

Compactificacao Ordenada de

Semigrupos

Sejam G um grupo de Lie semi-simples, conexo, nao-compacto e com centro finito,
C' C F um subconjunto fechado e com interior nao vazio e S = S¢ o semigrupo de
compressao de C'. Denotemos por F(X) o conjunto dos subconjuntos fechados de um
espago topolégico X, munido da topologia de Vietoris (ver se¢ao 1.3). Denotemos
por H := SN S~ o grupo das unidades de S e consideremos a aplicacdo n : G —
F(GQ), g — gS~'. Veremos neste capitulo que fe(n(G)) é uma compactificacao
de G/H e que se G tem posto 1 entdo o conjunto GF' := fe(n(S)) C F(G) é
homeomorfo a fe{gC : g € S} C F(F). Na tltima segao faremos uma realizacao
geométrica do conjunto fe{gC : g € S} no caso em que G = Sl(2,R) e S é o

semigrupo das matrizes com todas as entradas nao negativas.

5.1 A Compactificagcao Ordenada de G/H

Dado um subconjunto A C G, definimos
lA={geG:gSNA#0D}.
Temos o seguinte resultado:

Lema 5.1 1. O conjunto F|(G) :={F € F(G) :| F = F} ¢ fechado.

63
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2. O conjunto F|(G/H) ={F € F(G/H) :| F = F} ¢ fechado.
Demonstracgao:

1. Observamos primeiramente que gS N F # () se e s6 se existem s € Se f € F
tais que gs = f, ouseja, g = fs~ !, o que equivale a dizer que g € F'S™!. Assim
| F = F se, e somente se, F's C F para todo s € S~!. Para cada s € S71,

ponha:
Fs:={FeF(G): FsCF}.

Pelo lema 1.30, F, é fechado para todo s € S~!. Portanto,

FG) =) %

seS—1

é fechado.

2. Isso segue diretamente da proposicao 1.33 e do item 1.

Seja
n: G — F(Q)
g — g5

Pela proposicao 1.31, temos que n é uma aplicacao continua. Além disso, como 7 é
constante sobre as classes g(S N S™') de H := (SN S™!) em G, entao n se fatora
a uma aplicagdo 77 : G/H — F(G). Sejam agora a,b € G tais que n(a) = n(b).
Assim, aS™' = bS~!. Como 1 € S, entdo a € bS™'. Logo, a = bs;' para algum
s; € S e, consequentemente, b~'a = s;' € S7'. Analogamente, b = as,' para
algum sy € S, de onde concluimos que b~'a € S. Portanto, b~'a € (SN S™!), ou
seja, b(SNS™H = a(SNS™Y). Desta forma, 7 : G/H — F(G), aH — aS™' ¢é
injetiva.

Consideremos em G/H a relagdo <g definida por

gH <5 ¢H < g € gS.
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Notemos em primeiro lugar que a relacao “ <g 7 esta bem definida. De fato, se
acgH,bcgHeg €gS,entaoa =gs,b=g's'eg = gs;,ondes,s’ € H=5SNS!
e s; €S. Assim,

b=¢'s = gs1s =as 's15 € aS.

Portanto, a definicao de “<g”independe dos representantes de gH e ¢’H considera-

dos. Além disso, “<g"”¢é uma relacao de ordem parcial em G/H. De fato:

1. Reflexividade: Como S = Sg, entao 1 € S. Portanto, g € ¢S, ou seja,
gH =5 gH.

2. Transitividade: Se gH <g ¢H e ¢ H <g ¢"H entao ¢ € gS e ¢’ € ¢'S.
Logo, ¢' = gs1 e ¢ = ¢'so, onde s1,50 € S. Assim, ¢" = ¢'sy = gs152 € g8S.
Portanto, gH <5 ¢"H.

3. Anti-simetria: Se gH =g g <g gH entao ¢’ € gS e g € ¢'S. Desta forma,
temos que (¢’ 'g)"'g7'g’ € S e g7 'gS, ou seja, ¢7'g € SNST' = H.
Portanto, gH = ¢'H.

Portanto a relagao “<g”é uma relacao de ordem parcial em G/H. Agora, conside-

remos em F(G) a relagdo de ordem dada pela inclusao. A aplicacdo
n:(G/H,=s) — (F(G),C)

preserva a ordem. De fato, sejam gH,¢'H € G/H tais que ¢’ € ¢S. Entao, ¢’ = gs

1

para algum s € S o que é equivalente a ¢ = ¢’s™*. Este fato por sua vez implica

que gS™! = ¢'s71S7t C ¢’S7. Com isso mostramos que se gH =g ¢'H entdo

n(gH) C (g H).
Definimos agora

G = G7(S) = fe(7(G/H)) = fe(n(G))

GT' = GT(S) = fe(i(S - H)) = fe(n(S)).

Como 77 é uma aplicacao que preserva ordem, G é chamado compactificacao

ordenada de G/H.
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Observamos que para cada g € G, temos que n(g) = ¢gS~! =| n(g), ou seja,
n(g) € F|(G) para todo g € G. Como F|(G) é fechado, segue que F' =| F para
todo F € G,

Lema 5.2 Seja F' € GP'. As sequintes afirmagoes ocorrem:
1. FeG? seesdsel € F.
2. F={geG:g'FeqG?™
3. Se I # () entao existe g € G com gF € Gipt.
Demonstragao:

1. Se F € G?" entao F = limn(g,) = limg,S™!, com g, € S para todo n €
N. Agora, 1 € ¢,57! logo 1 € limn(g,) = F pelo item 2 do lema 1.30.
Reciprocamente, suponha que 1 € F. Como F = limg,S™!, g, € G, entdo
existe uma seqiiéncia (a,), com a, € ¢,S~! para todo n e a,, — 1. Agora,

an € ¢S~ implica em a;'g, € S. Como a,! — 1, entdo
F =limg,S™" =lima,'g,S5™"
com a;'g, € S, ou seja, F' = limh,S~! com h,, € S. Portanto, F € G".
2. Pelo item anterior temos que

g'FeG s1cyg'FegeF

3. Se F # (), tome g € F. Pelo item 2, temos que g 'F € fot.

Lema 5.3 Seja A C G um subconjunto fechado com | A = A. Entdo, A = fe(intA).

Demonstragao: Escolha uma seqiiéncia (s,,) com s,, € intS para todo n e lim s,, =

1. Dado a € A, temos que as,' € A, pois | A= A. Como s,! € int(S™!) para todo

1

n € N, entao para cada n € N existe um aberto U, C S~! contendo s,'. Como
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as;' C al, C AS7' = A e aU, é um aberto contendo as; !, temos que as,! € intA

para todo a € A, n € N. Portanto, As;' C int(A) para todo n € N. Agora,

-1
n o

lim As,! = A. Desta forma, todo elemento a € A é um limite a = lima,s,*, com

a, € A para todo n. Como a,s,' € intA entdo a = lima,s,* € fe(intA) e portanto

A C fe(intA), como queriamos. O

Consideremos agora o conjunto F(F) com a topologia de Vietoris e denotemos

por 2¢ o conjunto de todos os subconjuntos de G. Defina a aplicacio

r. rF) — F(G)
F — {geG:g'FcC}
O proximo lema fornece algumas propriedades da aplicacao I' que serao tuteis pos-
teriormente. Lembramos da secao 1.2 que com a hipdtese de que S = S¢ temos que
C' é o conjunto de controle invariante para a acao de S em F e que Cj denota o

conjunto de transitividade de C' (neste caso, temos que Cy = intC' pela proposi¢ao
1.25).

Lema 5.4 1. | T(F)=T(F) para todo F € F(F).
2. t(T(F)) ={ge€G:g'F C Cy}.
3. T(gF) = gU(F) para quaisquer g € G e F € F(F).
4. T(gC) = ¢S~ para todo g € G.

Demonstragao:

1. Sejam g € I'(F) e s € S. Assim, g7'F C C e consequentemente (gs™') ™' F =
sg”'F C sC C C. Portanto | T'(F) C T'(F). A inclusao oposta ocorre em

geral.

2. Seja g € int(I'(F)). Existe uma vizinhanca U de 1 em G tal que gU C T'(F).
Como S tem interior denso e 1 € S, entao UNintS # (). Assim, existe s € intS
com gs € I'(F'). Portanto,

g 'F =s(gs)'F C sC C Cp.
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Reciprocamente, suponha que ¢ 'F C Cy. Como F é compacto e C é aberto,
existe uma vizinhanga U de g em G tal que U'F C C. Assim, g € U C T'(F),
ou seja, ¢ € int(I'(F)).

3. Temos que

rel(gF) a2 (gF)cC& (g'a) ' FCCeglzel(F) e xegl(F).

[(gC) = {reG:27'gC CC}
= {zeG:(¢r)teS}
= {zeG:glzes™
— ¢S

Lema 5.5 A aplicacao I : F(F) — F(G) € continua com respeito a topologia de

Vietoris.

Demonstragao: Suponha que F,, — F em F(F). Dividimos a demonstragao em

duas partes:

1. int(I'(F)) C liminfI’(F,): Seja g € int(I'(F')). Pelo item 2 do lema anterior
temos que g 'F C Cj ou seja, I C gCy. Conseqentemente existe ng € N tal
que F, C gCy para todo n > ng. De fato, o conjunto

K(gCy):={H € F(F): H C gCyo}

¢ um aberto em F(F) na topologia de Vietoris (ver segdo 1.3). Como F €
K(gCy) e F,, — F, entao existe ny > 0 tal que F,, € K(gCy) para todo
n > ng, ou seja, I, C gCy para todo n > ng. Assim, ¢ 'F, C Cy C C para
todo n > ngy. Portanto, g € iminfl'(F},).
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2. limsupl'(F,) C I'(F): Seja g € limsupI'(F,,) e escolha uma subseqiiéncia F,,,
e g € I'(F,,) com gy — g. Temos que F' = lim F,,,. Tome f € F e scja
fx € Fp, com fr — f. Como g € I'(F,, ), entdo F,, C g,C. Daique fi € g;C
para todo k € N. Assim, f = lim f; € lim g,C = gC. Como f € F foi tomado
arbitrario, segue que g € I'(F').

Usando agora o fato que liminf(I'(F},)) é fechado, temos por (1) e (2) que
fe(int(I'(F))) C liminfT'(F,) C limisupl'(E,) € T(F).
Mas I'(F') é fechado e satisfaz I'(F) =| I'(F'). Logo, o lema 5.3 implica que I'(F') =
fe(int(I'(F))). Assim,
lminfl'(F,) = limsupl'(F,,) = I'(F).

Portanto, o lema 1.30 implica que I'(F},) — T'(F). O

Definimos agora
GY = fe{gC : g € G},
v G — G°¢
g — gC

G = fe(1(S)) = fe{gC : g € S}.
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.6 A aplicacio I' : G¢ — G ¢ uma aplicacio quociente de G-

espagos compactos, onde a agio de G sobre G¢ € dada por (g, F) — gF.

Demonstracao: Mostraremos primeiro que I' é sobrejetora. Para g € GG, temos:

I'(gC) = gS™" =nlg).

Como I' : G — F(Q) en : G — F(G) sao continuas e {gC : g € G} é denso em
G% e {gS™!: g€ G} é denso em G, segue que I' é sobrejetora. Agora, pelo ftem
(3) do lema 5.4, T é equivariante, isto é, I' é uma aplicagdo quociente de G-espagos

compactos. Ul
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Lema 5.7 Assuma que, além das hipoteses jd estabelecidas, G seja um grupo de
posto 1. Sejam C; = lim g,C, Cy = limg,,C € Gg com Cy # Cy. Entao I'(CY) #
['(Cy).

Demonstragao: Como g,, g, € S para todo n, segue que g,C' e ¢/,C estao contidos

em C' para todo n € N. Agora, dado um conjunto fechado F' C F temos que
{Ace F(F): AC F}

é fechado na topologia de Vietoris (ver lema 1.30). Desta forma, C; = limg,C
e Cy = limg/,C estao contidos em C. Portanto, pela proposigao 1.15 existem um
elemento hiperbdlico hy € G e ky um inteiro positivo tais que h’5001 C Cp. Como
G tem posto 1, segue que o conjunto dos elementos transversais a um dado y € F
é o complemento de {y}. Portanto, tomando y € Cy — C} temos que C; C o(y)
e, consequentemente, hi°C, C hi*o(y) = o(hy). Denotemos hi’y = y; e seja
T, € h’gocl. Para simplificar a notagao, assuma que y; = Woxy (To a origem em
G/P). Desta forma, o(y;) = N~ xy e daique 21 € N~ xy. Logo, podemos escrever
r, = nxy para algum n € N~. Para h; € nATn™! temos que y; = fix(hy, wp) e
xq = fix(h, 1). Consideremos agora a célula aberta o(z;). Como o(x;) é densa em
F, temos que existe z € C° N o(x;). Para um tal z, seja hy hiperbdlico tal que
x1 = fix(hg,wp) € z = fix(hy,1). Como y; € o(z1), entdo existe ky > 0 tal que
hb2y, € O (pois hkw — z € CC quando k — 0o para todo w € o(x;)). Pelo fato
de 1 ser um ho-ponto fixo, existe uma vizinhanca U de x; em [ tal que thU C Co.

Para uma tal vizinhanca U, tome k; inteiro positivo de tal forma que hlfl h’go C,cU.

Assim,
Rl oy = iy, € °
e
AR ROy C U < Oy C C.
Portanto, g = (hs2h¥1 hk0)=1 € T(C}) mas g € T(C,). O

Teorema 5.8 Com as hipdteses do lema anterior, I' : F(F) — F(G) induz um

C cpt
homeomorfismo G — G".
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Demonstragao: Note em primeiro lugar que I'(GY) = G?*. De fato, para g € G

temos que
L(9C) = ¢S~ =n(g).

Como I e n sdo continuas e {gC : g € S} ¢é denso em G e {gS™': g € S} ¢ denso
em G7' segue que I' : G¢ — G?* é sobrejetora. Pelo lema anterior, I' : G¢ — G ¢
também injetora. Além disso, mostramos na proposi¢ao 5.6 que I' é uma aplicagao

. t
quociente. Portanto, I': GE — G é um homeomorfismo. O

5.2 Um semigrupo de SI(2,R)

Nesta se¢ao consideramos G = SI(2,R) e tomamos S C G com sendo o semigrupo
das matrizes com todas as entradas nao negativas. Descreveremos o conjunto Gf
neste caso.

Consideremos a decomposi¢ao de Iwasawa G = KANT com K = SO(2,R),
A o conjunto das matrizes diagonais com entradas positivas e Nt o conjunto das
matrizes triangulares superiores com entradas diagonais todas iguais a 1. Dado

g € GG, g se decompoe de forma tnica como g = uhn com
cosf —senf
u= cK
sen 6 cosf

A
hn = “ € ANT.
0 X!

Defina uma acao de G em R? da seguinte forma:

0 —senf A
( COS@ sene ) ( 0 )\al >‘(x,y,z) = (xcosf—ysend,xsenf+ysend, z+a),
sen oS

isto é, a rotagao por 6 em (z,y) e uma translacao por a na coordenada z. A érbita
desta agao através de (1,0,0) é o cilindro {(x,y,2) € R : 2% + y* = 1}. Agora, o
subgrupo de isotropia em (1,0,0) é dado por A. Portanto,

G- (1,0,0) ~ G/A.
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Como N normaliza A, podemos ainda identificar G/A = KANT /A~ KN™.

Com essas identificagoes, o elemento

cos) —send 1 a cosf acosf — senf N
= e KN
sen 0 cosf 0 1 senf asenf + cosf
é identificado com o ponto (cosé, sen,a) do cilindro.
Seja agora S C G o semigrupo das matrizes com todas as entradas nao negati-

vas. Entao SN S~ = Aesen: G — G/A denota a projegao canonica entao (S)

é identificado com o subconjunto S’ do cilindro dado por
S"={(cosf, senf,a):0<60 <7m/2,a> (senf/cosh)}.
O conjunto de controle invariante para S sobre RP' é dado por

C={l(zy)]:z,y >0}

Consideremos agora o conjunto dos subconjuntos conexos e fechados de RP! contidos
em C, o qual denotaremos por Fo(F). Podemos identificar esse conjunto com o
conjunto dos pares ordenados (a,b) com 0 < a < b < 1, o qual serd denotado por

T, da seguinte maneira. Identifique RP' com a semi-circunferéncia
{(z,9) eR® 1 2” +y* = L,z > 0},

com os pontos (0,1) e (0,—1) identificados. Dado C; € F¢(F), temos que C; é
um ponto da forma [(1/1 — y2,y)], com 0 < y < 1 ou C} é o subconjunto de RP*
determinado pela regiao de R? que esté entre duas retas da forma [(v/1 — y2, y1)]
e [(v/1—93,42)], com 0 < y; < yo < 1. No primeiro caso, identificamos C; com o
par ordenado (y, ). No segundo caso, identificamos C} com o par ordenado (y,ys).
Conjuntos desta forma serdo chamados de intervalos em RP' (note que y; e gy sdo
os extremos do intervalo fechado determinado pela “proje¢ao”de C; no eixo y).
Reciprocamente, dado um par da forma (y;,¥2), com 0 < y; < yo < 1, iden-
tificamos este par com a regido de RP' que estd entre as retas [(/1 — %2, y1)] e
[(\/1 —y3,92)]. Naturalmente, pontos da forma (y;,%;) sao identificados com con-

juntos unitérios em RP'.
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Tome agora Cy, Cy € Fo(F). Sejam [(v/1 — 22, 21)] e [(\/1 — 4%, y1)] os “pontos
extemos’de C; e [(v/1 — 23, 22)], [(\/1—93,y2)] os “pontos extremos’de Cy. A
distancia de Hausdorff d(Cy, Cy) entre Cy e Cy é dada por

d(Cl, Cg) —

max{\/(\/l —x2— \/1 — 23?2 + (29 —x1)2,\/(\/1 —y? - \/1 —yi)? + (g2 — v1)?}

Agora, temos que C; é identificado ao par (z1,%;), enquanto que Cy é identificado

ao par (xg,ys). Assim, se considerarmos em 7' a métrica definida por

d((x1,41), (22, 92)) =

max{\/(\/l — 32— \/1 —122)2 4 (a9 —xl)Z,\/(\/l — Y2 — \/1 — 3?2+ (2 — 1)?},

teremos que a identificagdo de F(F) com T é uma isometria.

Para cada g € S, temos que gC' é um intervalo do espago projetivo contido
em C. Assim, {gC : g € S} é um subconjunto de F¢(F). O fecho deste conjunto
é exatamente F¢(IF). Para verificar esse fato observamos primeiramente que, pela

continuidade da acao, se uma seqiiéncia da forma g,C' com g, € S converge, entao
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ela converge para um subconjunto conexo de RP' e, como ¢,C C C para todo n
entdo esses limites estdo contidos em C (ver lema 1.30, item (1)). Logo, G§ =
fe{gC : g € S} C Fo(F). Para mostrar a inclusdo oposta, observamos inicialmente
que todo intervalo em F¢(IF) pode ser escrito da forma gC com g € S. De fato, se
C} é um intervalo com pontos extremos [(v/1 — y%,y1)], [(v/1 — y3,92)] entdo, como
{(1,0),(0,1)} e {(\/1 =42, 41), (\/1 — y2,y2)} sdo bases de R?, existe g € S tal que
g9(1,0) = (v/1—=vi,y1) e g(0,1) = (/1 —19y3,y2). Conseqiientemente, C; = ¢C'.
Além disso, se [(z,y)] € Co = {[(z,y)] € C : x,y > 0}, temos que existe h € intS
tal que [(x,y)] é o h-ponto fixo do tipo 1 e C esta contido na variedade estével para
h. Desta forma, h*C — [(z,y)] quando k — oo. Os pontos [(1,0)] e [(0,1)] (que
nao pertencem a Cy) podem ser escritos como limites de seqiiéncias de pontos em C'
(pois feCy = C). Portanto, temos que F¢(F) C GY e a igualdade fica demonstrada.
Desta forma, Gg ¢ identificado com T e essa identificacao é uma isometria.

Uma melhor descri¢ao da relagao entre S/A com T pode ser obtida da seguinte

g = ( cos acosf — senf ) € n(9).

senf asenf + cosd

maneira: dado

temos temos que gC' é o subconjunto de RP' determinado pela regido entre as retas
[(cos@, senf)| e [(acos® — senb,asend + cosf)]. Assim, gC é identificado ao par

(sené, %\/%Ose) € T. Quando a = senf/ cos 6 temos que

asenf +cos  (sen6/cosf)sen +cost

Vitar V/1+ (sen26/ cos? )

e assim (sen 0, %\/%Osg) = (send,1). Quando 6 = 0, obtemos

asen6+cosﬁ)_<0 1

Portanto, os “pontos de fronteira de S”sao identificados com pontos da forma

(sen 6, ).

(senf, 1) ou (0, ﬁ) em 7. Além disso, mantendo 6 fixo e fazendo a — oo

a sen O+cos 6
temos que (sen 6, v rv o

tificados com pontos sobre a diagonal em T e a compactificacao de S pode ser

) — (sen @, senf). Assim, “pontos no infinito”sao iden-

representada na figura abaixo:
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