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Resumo

Essa tese estabelece um procedimento intrinseco que generaliza a decomposi¢ao esférica/radial
classica de semifluros lineares para uma classe mais ampla de semifluxos de endomorfis-
mos de fibrados G-principais, cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie mais geral que
o grupo linear geral Gl(n,R). Nesse contexto mais geral essa tese estabelece uma relagdo
estreita entre os comportamentos assintoticos esférico e radial generalizados do semifluxo
de endomorfismos com respeito a recorréncia por cadeias por meio do conceito de expoentes

de Morse vetoriais.
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Abstract

This thesis establishes an intrinsic procedure which generalizes the classical spherical/radial
decomposition of linear semiflows to a broader class of semiflows of endomorphisms of G-
principal fiber bundles, whose structural group G is a Lie group that is more general than
the general linear group Gl(n,R). In this more general context this thesis establishes an
intimate relationship between the generalized spherical and radial asymptotic behavior of
the semiflow of endomorphisms with respect to chain recurrence through the concept of

vector valued Morse exponents.
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Capitulo O

Introducao

Um procedimento usual para se estudar o comportamento assintético de um semifluxo lin-
ear que evolui num fibrado vetorial é introduzir uma norma no fibrado vetorial e decompor
o semifluxo numa parte esférica e outra radial. Um semifluxo linear num fibrado vetorial
é um caso particular de um semifluxo num fibrado associado que é induzido por um semi-
fluxo de endomorfismos de um fibrado principal cujo grupo estrutural G é um grupo de Lie
redutivel mais geral que o grupo linear. Essa tese estabelece um procedimento intrinseco
que generaliza a decomposigao esférica/radial para o estudo dessa classe mais ampla de
semifluxos. Nesse contexto mais geral essa tese estabelece uma relagao estreita entre os
comportamentos assintoticos esférico e radial com respeito a recorréncia por cadeias.
Para tornar precisa a nocao classica de decomposigao esférica/radial no caso linear, seja
o; um semifluxo linear, ¢ € T, evoluindo num fibrado vetorial ¥V — X, onde T = Z" ou
RT. Seja | - | uma norma Riemanniana nas fibras de V e seja SV — X o fibrado de esferas
unitarias correspondente. A parte esférica de o; é o semifluxo o induzido em SV que é
dado por
0* :TxSY =8V, 0/(€) = a(§)/]0n(€)]- (1)

Esse semifluxo possui a informacao das direcoes de ;. A parte radial de o; é dada por
a:TxSY—=R,  a(t§) =loglo(S)], (2)

que é um cociclo escalar aditivo sobre o semifluxo induzido no fibrado das esferas unitarias
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(cf. Definigao 1.1), o assim chamado cociclo da norma. Esse cociclo possui a informagao do
crescimento das trajetérias de o; em cada direcao. Na verdade tanto o semifluxo induzido
(1) quanto o cociclo da norma (2) podem ser pensados como definidos no fibrado projetivo
PY de V uma vez que nao dependem do sentido de & € SV. O mesmo procedimento
pode ser usado para se induzir o semifluxo o; nos fibrados Grassmanianos Gri) de V e se
considerar os cociclos da norma correspondentes (cf. Exemplo 1.4).

Seja agora a situagao mais geral tratada nessa tese que é a de um semifluxo de endo-
morfismos oy, t € T, de um fibrado principal ) — X cujo grupo estrutural G' é um grupo
de Lie redutivel. A parte esférica de o; é o semifluxo induzido induzido no fibrado flag
maximal FQ de ). O primeiro intuito dessa tese é construir o que seria a parte radial
desse semifluxo, que sera dada por um cociclo aditivo vetorial sobre o semifluxo induzido
no fibrado flag maximal. Esse cociclo vetorial assume valores na dlgebra de Lie a de um
abeliano maximal de G. Uma vez construida essa parte radial de o, essa tese tem o intuito
de estabelecer relagoes entre os comportamentos assintoticos desse cociclo vetorial e do
semifluxo induzido em F(Q).

Para tornar mais precisa a nocao de comportamento assintotico deve-se especificar que
tipo de recorréncia se esta considerando. Nessa tese ¢ considerada a teoria topoldgica
de recorréncia por cadeias que teve origem nos trabalhos de Conley (cf. apéndice A.1).
Nessa teoria de recorréncia um papel central é ocupado pela nocao de decomposicdao de
Morse de um fluxo ou, mais geralmente, de um semifluxo. O ponto de partida dessa
parte da tese é a caracterizacao da recorréncia por cadeias da parte esférica: a descricao
algébrica da decomposicao de Morse mais fina dos semifluxos em fibrados flag, obtida
nos trabalhos do orientador da tese e colaboradores [17, 19, 20, 1, 25] (cf. apéndice B).
Nessa descricao algébrica um papel central é ocupado pela nocao de tipo parabolico de
um semifluro (Definigdo B.15). Ficava faltando descrever o comportamento assintético da
parte radial nesse contexto mais geral, o que sera feito aqui.

A descricao do comportamento assintético da parte radial é feita costumeiramente por
meio de expoentes de crescimento radial. No caso de um semifluxo linear ¢; num fibrado

vetorial normado V a nocgao classica de expoente de crescimento radial é dado pelo expoente



de Lyapunov de uma direcao £ € SV

.1 .1
NE) = lim Tlog|o(©)] = lim Ta(.) 3)
quando o limite existe, onde a(t, &) é o cociclo da norma dado em (2). A nogao de expoente

de crescimento radial introduzida aqui difere dessa nocao classica nos seguintes sentidos.

1) Em primeiro lugar adotam-se os assim chamados expoentes de Morse, que sao expoentes
de crescimento ao longo de cadeias do semifluxo. Os expoentes de Morse podem ser
vistos como um enfraquecimento dos expoentes de Lyapunov que podem ser estudados
por meio da teoria topoldgica de recorréncia por cadeias. Essa idéia foi introduzida
por Colonius e Kliemann nos anos 90 no contexto de fluxos lineares [4] e ja encontrou
aplicagoes diversas no estudo da estabilidade de sistemas dinamicos diferencidveis [16]

e de sistemas de controle [5].

2) Em segundo lugar os expoentes de crescimento sao considerados aqui nao ao longo de
uma direcao no fibrado projetivo, mas ao longo das “varias dire¢oes simultaneas” no
fibrado flag maximal adequado. Isso permite que se adotem expoentes de crescimento
vetoriais, ao contrario dos expoentes classicos que sao escalares. No caso de semifluxos
lineares esses expoentes vetoriais englobam ao mesmo tempo os varios expoentes es-

calares de crescimento dos fibrados Grassmanianos (cf. Exemplo 4.3).

3) Em terceiro lugar os expoentes considerados aqui sao intrinsecos no sentido em que na
sua construcao é usada a teoria de Lie do grupo estrutural semi-simples G e a topologia
do fibrado principal (), sem fazer recurso a nenhum mergulho do grupo G num grupo

linear ou do fibrado () num fibrado trivial.

Observa-se que um cociclo vetorial a valores num espago vetorial de dimensao finita V' é
determinado pelas suas coordenadas numa base de V' e que essas coordenadas determinam
cociclos escalares. O fato de que os expoentes vetoriais intrinsecos introduzidos aqui car-
regam mais informacoes que os expoentes escalares associados é o resultado central dessa
tese. De fato, o Teorema 4.27 mostra que o espectro de Morse vetorial da componente atra-

tora M no fibrado flag maximal caracteriza o tipo parabdlico do semifluxo (cf. Figura 4.4).
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Esse resultado vincula os comportamentos assintéticos esférico (componentes de Morse no
fibrado flag maximal) e radial (espectro de Morse vetorial) do semifluxo com respeito a
recorréncia por cadeias. Em particular esse resultado mostra que o tipo parabdlico do
semifluxo fornece a irregularidade maxima dos expoentes de Morse (e, em particular, dos
expoentes de Lyapunov) de M™. Esse resultado também pode ser visto como um método
indireto para se calcular o tipo parabdlico de um determinado semifluxo. Uma aplicagao
direta desse Teorema é a seguinte caracterizacao da recorréncia por cadeias de um fluxo o,
por meio do espectro de Morse vetorial: ¢; é transitivo por cadeias em F() se, e somente
se, o espectro de Morse vetorial da componente atratora M™ contém um expoente nulo

(Proposicao 4.28).

0.1 Contribuicoes da tese

As contribuicoes dessa tese sao listadas e comentadas brevemente no que segue. Nessa tese

introduziu-se uma teoria topoldgica geral de
e expoentes de Morse de um cociclo vetorial (capitulo 1),

e semigrupos de sombreamento por endomorfismos pequenos de um fibrado principal

@ (capitulo 2).

Para um fibrado principal ¢ com grupo estrutural redutivel G introduziu-se nessa tese

uma teoria geral de
e decomposicao de Iwasawa e polar de @) (capitulo 3),

e expoentes de Morse vetoriais intrinsecos de semifluxos de endomorfismos em @ (capitulo

4).

Esses conceitos ja estavam disponiveis em situagoes particulares e sao novos quando in-
troduzidos nessa generalidade. Esse trabalho de conceituagao é coroado no conceito de

expoente de Morse vetorial intrinseco de um semifluxo de endomorfismos, que é o conceito
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central dessa tese. Quanto a métodos e resultados novos introduzidos nessa tese pode-se

dizer o seguinte.

e Na secao 4.2 do capitulo 4 introduziu-se um método geral para o estudo desses ex-
poentes de Morse vetoriais por meio dos semigrupos de sombreamento: os assim
chamados expoentes de sombreamento. Por meio desse método obtém-se resultados
que relacionam a localizacao do espectro de Morse vetorial das componentes tran-
sitivas do semifluxo com seu tipo parabdlico (se¢ao 4.4), em particular obteve-se a

existéncia de um expoente quase-caracteristico da componente atratora (Teorema

4.19).

e Nasecao 4.5 do capitulo 4 usou-se de uma forma nova métodos anteriormente disponiveis
(apéndice B.4) da teoria do tipo parabdlico de semifluxos para se obter um re-
finamento da localizacao dos expoentes de Lyapunov da componente atratora no
caso de fluxo de automorfismos (Teorema 4.26). A partir da existéncia do expoente
quase-caracteristico obtido anteriormente, esse resultado permite caracterizar o tipo

parabdlico do fluxo por meio do espectro de Morse da componente atratora (Teorema

4.27).

Vale ressaltar que esses dois resultados centrais do capitulo 4 listados acima funcionam
apenas quando o grupo estrutural G de @) é semi-simples. Obtém-se também no Capitulo
4 um resultado colateral de teoria dos expoentes de sombreamento: um resultado de teoria
de semigrupos abertos em grupos de Lie semi-simples que fornece a localizagao da A-parte
de elementos “triangulares superiores” do semigrupo (Teorema 4.12).

No todo, acredita-se que a maior contribuicao dessa tese foi chamar atencao para o
espectro de Morse vetorial intrinseco de semifluxos de endomorfismos e a sua relagao com
o tipo parabdlico do semifluxo. Os resultados dessa tese serao publicados em [27].

Observa-se que nessa tese tomou-se bastante cuidado em mostrar como as construcoes
intermediarias dependem da escolha de camaras e decomposi¢oes do grupo estrutural semi-

simples GG e das respectivas reducoes do fibrado principal ). No final das contas muitas
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dessas construgoes acabam indepedendendo dessas escolhas, independéncia essa que é de-
vidamente enunciada e provada. No contexto da teoria de Lie essas escolhas podem ser

vistas como a escolha de uma base adequada que é adaptada a cada problema considerado.

0.2 Estrutura da tese

A interdependéncia dos capitulos da tese é ilustrada no seguinte diagrama.

O apéndice A contém notacao e terminologia béasica que é usada ao longo de todos os
capitulos da tese. No que segue se faz um comentario mais detalhado cada capitulo da

tese.

Capitulo 1: Espectro de Morse de cociclos vetoriais

Os objetivos desse capitulo sao: introduzir a linguagem de cociclos, cociclos vetoriais e
cociclos vetoriais sobre semifluxos. Para cociclos vetoriais sobre semifluxos introduz-se
a nocao de expoente de Lyapunov e de Morse do cociclo e obtém-se suas propriedades
analiticas e ergddicas basicas.

Como a teoria desenvolvida nesse capitulo é uma reformulacao e refinamento da teoria
descrita em [3] e na segao 5.3 de [5], este capitulo da tese difere dos outros pois aqui a
maioria das provas completas sao fornecidas apenas quando o resultados é novo (item (6) do
Teorema 1.9, Proposigao 1.25), quando a demonstragao do resultado foi significativamente
simplificada (Teorema 1.22) ou quando a demonstragao do resultado precisa ser esclarecida
no caso de cocilos vetoriais (Teorema 1.19 e Proposicao 1.21).

A teoria desenvolvida nesse capitulo ¢ um refinamento da teoria descrita em [3, 5] nos

seguintes aspectos: formula-se a teoria no contexto asbtrato de cociclos vetoriais sobre um
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semifluxo de tempo discreto ou continuo num espago topologico paracompacto Hausdorff
(em [3] estuda-se apenas certas fungoes vetoriais associadas a um fluxo linear de tempo
continuo sobre uma base métrica compacta e em [5] estuda-se apenas o cociclo da norma
de fluxos lineares de tempo continuo); reduz-se a teoria de expoentes de Morse ao caso de
expoentes tomados com cadeias de tempo discreto (isso permite usar diretamente teoria
ergddica em tempo discreto o que simplifica muitos argumentos em [3, 5]); fornece-se uma
prova simplificada e mais geral da caracterizacao ergddica do espectro de Morse vetorial
(cf. Observagao 1.23). Um dos interesses em se considerar essa teoria em espagos com-
pactos Hausdorff nao necessariamente metrizaveis vem da possibilidade de se considerar
compactificacoes de semifluxos.

Em [3, 5] para se estudar expoentes de crescimento da norma de um fluxo linear
mergulha-se o fluxo num fluxo linear trivial e faz-se uma cohomologia com um fluxo suave.
Nessa tese considera-se uma abordagem mais geométrica (descrita nos capitulos 3 e 4) que
nao envolve nenhum mergulho ou cohomologia pois reduz o problema para o estudo do

cociclo vetorial (4.2): o assim chamado cociclo radial do semifluxo.

Capitulo 2: Sombreamento com endomorfismos pequenos de ()

Como os objetivos deste capitulo sao puramente topoldgicos, fixa-se um fibrado principal
localmente trivial 7x : @ — X, com grupo estrutural topolégico G e base paracompacta
X. Fixa-se também um fibrado associado E := @ Xg F — X cuja fibra tipica F é
um espaco topoldégico compacto que é um espago homogeneo de G. Fixa-se também um
semifluxo continuo o; de endomorfismos de @), t € T, que é transitivo por cadeias na base
X. Uma das principais vantagens da abordagem de semigrupos de sombreamento para o
estudo da transitividade por cadeias num espaco E é que pode-se ter mais controle sob
os saltos dados em E por cadeias do semifluxo. Nesse capitulo deseja-se especializar a
teoria topoldgica de semigrupos de sombreamento em fibrados de [20] de modo a torna-la
aplicdvel ao estudo do espectro de Morse vetorial de semifluxos em fibrados flag (capitulo

4). A idéia é que para se aplicar os semigrupos de sombreamento ao estudo de expoentes de
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crescimento deve-se construir semigrupos de sombreamento em () cujos saltos sao realizados
por endomorfismos que sao pequenos em @ (cf. Equacdo 4.18 e Proposigao 4.7). Esses
saltos devem ser pequenos o suficiente para se induzir em E as mesmas orbitas que os
semigrupos de sombreamento de E definidos em (2.2) mas grandes o suficiente para se
obter érbitas abertas em ). O semigrupo de sombreamento original de [20] definido em
(2.6) nao é apropriado para essas aplicagoes pois nele os saltos do sombreamento sao dados
por endomorfismos que sao pequenos no fibrado associado E, mas nao necessariamente

pequenos em ().

Capitulo 3: Decomposicao de Iwasawa e polar de fibrados princi-
pais

Fixa-se nesse capitulo um fibrado principal localmente trivial 7x : ¢ — X com grupo
estrutural G redutivel e base X paracompacta. Os objetivos desse capitulo sao: introduzir
o conceitos de decomposicao de Iwasawa de (), decomposicao polar de @), introduzir o
cociclo radial associado a uma decomposicao de Iwasawa de () e obter expressoes explicitas
para esse cociclo. Esses conceitos sao bem conhecidos no caso particular em que Q = G
semi-simples e a base X é um ponto e aqui sao apropriadamente generalizados para o

contexto de fibrados principais com grupo estrutural redutivel.

Capitulo 4: Espectro de Morse vetorial

Esse é o capitulo central da tese. Fixam-se nesse capitulo um fibrado principal localmente
trivial mx : Q — X grupo estrutural redutivel G e base paracompacta X, um semifluxo
continuo o; de endomorfismos de @), t € T, que é transitivo por cadeias na base X. Os
objetivos desse capitulo s@o: a partir do cociclo radial em FQ (capitulo 3) introduzir o
cociclo radial (4.2) de o, em FQ, a partir da teoria abstrata de expoentes vetoriais (capitulo
1) introduzir o espectro de Morse de o; que surge desse cociclo: o chamado espectro de
Morse vetorial intrinseco de o; e, finalmente, relacionar esse espectro de Morse vetorial

intrinseco de o, com o tipo parabdlico de oy (aqui usa-se o capitulo 2 de modo decisivo).
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Esse capitulo culmina nos Teoremas 4.19 e 4.27, que sao os resultados centrais dessa tese.

Mais comentérios sobre o capitulo 4 encontram-se na secao 0.1.



Capitulo 1

Espectro de Morse de cociclos

vetorials

Os objetivos desse capitulo sao: introduzir a linguagem de cociclos, cociclos vetoriais, no
caso de cociclos vetoriais sobre semifluxos introduzir a nocao de expoente de Lyapunov e
de Morse e obter suas propriedades analiticas e ergddicas basicas.

Como a teoria desenvolvida nesse capitulo é uma reformulacao e refinamento da teoria
descrita em [3] e na segdo 5.3 de [5], este capitulo da tese difere dos outros pois aqui a
maioria das provas completas sao fornecidas apenas quando o resultados é novo (item (6) do
Teorema 1.9 e Proposicao 1.25), quando a demonstragao do resultado foi significativamente
simplificada (Teorema 1.22) ou quando a demonstragao do resultado precisa ser esclarecida

no caso de cocilos vetoriais (Teorema 1.19 e Proposicao 1.21).

1.1 Cociclos

Seja T' um semigrupo local que age num espago E (Defini¢ao B.1) e seja S um semigrupo
abstrato, denota-se a agdo det € T em = € E por ¢t - x = t(x) e os produtos em T e em S
por justaposicao.

Definicao 1.1 Um S-cociclo sobre a acao de 1" em E é uma aplicacao parcialmente

11
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definida a : T x E — S satisfazendo a assim chamada propriedade de cociclo
a(taty, ) = a(ta, t1 - x)a(ty, x), (1.1)

sempre que os dois lados dessa expressao fizerem sentido. O espa¢o E € chamado a base
do cociclo. Caso a acdo de T em E esteja subentendida chama-se a de um S-cociclo em
E, caso o semigrupo S esteja subentendido chama-se a de cociclo em E. Seja K C T um

subsemigrupo. O cociclo a é denominado K-invariante a esquerda se para k € K se tem
a(kt,x) = a(t, ), para todost € T, v € E. (1.2)
O cociclo a € denominado K-equivariante a direita se para k € K se tem
a(tk,x) = a(t, kx), para todost € T, x € E. (1.3)

Caso subentenda-se que T e S sao semigrupos topoldgicos e que a agaol' X E — E de T
em E € continua, também subentende-se que a aplicacdo a € continua com respeito a essas
topologias. Se S =V € um espaco vetorial, diz-se que a € um cociclo vetorial, nesse caso

a propriedade de cociclo (1.1) se torna
a(taty, ) = a(ta, t1 - ) + a(ty, ). (1.4)

No caso particular em que S = R diz-se que a € um cociclo escalar.

Definicao 1.2 Sejam a, b dois S-cociclos sobre a a¢ao de T em E, uma cohomologia entre

esses cociclos € uma aplicagao h : E— S tal que
a(t,x)h(z) = h(t- 2)b(t, x), (1.5)

nesse caso os cociclos a e b sao ditos cohomédlogos. Se a e b sao cociclos continuos,

subentende-se que a cohomologia h também € uma aplicacao continua.

Em seguida descrevem-se maneiras cldssicas de se obter cociclos e cohomologias.
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Exemplo 1.3 Seja 7w : P — X um fibrado A-principal trivial e seja T um semigrupo de
endomorfismos locais de P. A cada secao global continua x : X — P corresponde uma
aplicagao continua AX : P — A que € univocamente determinada pela equagdo (cf. apéndice

A.2.2)
p=x(m(p)A*(p), peP. (1.6)

A partir dela define-se um A-cociclo sobre a agao de T em X que é dado por a, : T'x X —

A

Y

ay(t,z) == AX(t - x(x)), (1.7)

de modo que a, € univocamente determinado pela equagao

tx(w) = x(tw)ay(t, 7). (18)

Se T' é um semigrupo topolégico que age continuamente em P, entdo da continuidade da
aplicagao AX segue que o cociclo a, € continuo. Quaisquer dois cociclos que surjam desse
processo sao cohomdlogos. De fato, sejan : X — P uma outra secao de P. FExiste entao
uma aplicacao continua h : X — A satisfazendo x(x) = n(x)h(z) (cf. apéndice A.2.2) de

modo que

tx(z) = tn(x)h(x) = n(tx)a,(t,x)h(x) = x(tz)a,(t, z) = n(tz)h(tz)a,(t, x), (1.9)

o que tmplica que

ay(t,z)h(z) = h(tz)a,(t, z), (1.10)

isto €, a aplicagao h fornece uma cohomologia entre os cociclos a, € a,.

Se A é um grupo de Lie abeliano com dlgebra de Lie a entdo a aplicagdo exp : (a,+) —
(A,-) € um homomorfismo de grupos que tem como inversa log : (A,-) — (a,+), onde + é
a soma do espago vetorial a. Tomando-se o log do cociclo a,, acima se obtém um cociclo

a-vetorial sobre a acao de T’ em P.

Exemplo 1.4 Seja R" com a norma euclidiana | - | usual, seja G := Gl(n,R) agindo da

maneira natural na Grassmaniana Gr*(R™) dos subespagos k-dimensionais do R". A sequir
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define-se o cociclo escalar

a® . G x Gr*(R") — R, (1.11)

chamado cociclo da norma em Gr*(R"). Considera-se a acdo natural de G no produto

alternado A¥(R™) que é dada por
glug Ao Awvg) = (gur) A=+ A (gug). (1.12)

Considera-se a projecio 7 : (AF(R") — 0) — P(A*(R"™)) que leva cada vetor nao-nulo
de A*(R™) a sua dire¢io correspondente no espago projetivo P(A*(R™)). Os elementos
idecomponiveis de A*(R™) sdo os vetores da forma v :=vy A+ Avy, v; € R", onde v # 0
se, se somente, os vetores v; sao Li. Além disso, dois conjuntos de vetores Li. {vy,..., vy}
e {vl,...,v,} geram o mesmo subespaco V € Gr¥(R") se, e somente se vy A -+ A vy =
AWV A---AVL), A # 0. Dai seque que se pode considerar Gr*(R™) como a subvariedade de

P(A*(R™)) dada pela projecio dos elementos simples nao-nulos de A*(R™). Tem-se que
sem(vy A Awvg) =V € Gr*(R™) entio n(g (v A---Awg)) =gV, g€G. (1.13)
Em A*(R™) considera-se a norma usual
lup A - A vg| = det( (v, ;)2 (1.14)

Para g € G eV € Gr*(R") define-se

a*(g,V) :=loglg (vi A~ Awg)l, (1.15)

onde
(i A Avg) =V com |y A+ Aug| = 1. (1.16)
Para se mostrar que a® é um cociclo sejam V e vy, ..., vx como acima e sejam gy, gs € G.

Seja w = givy A -+ A € (AF(R™) —0). Tem-se que m(w/|w|) = g1V e que
a* (9291, V) = log |gaw| = log |gaw/|w]| + log [w| = a*(g2, 9: V) + a* (g1, V). (1.17)

Para se mostrar que a* estd bem definido seja w(vi A+ Av}) =V com |v) A+ Avy| = 1.

Entao existe A # 0 tal que vi \--- Av;, = AMvy A--- Avg) e a condi¢io de que estes vetores
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tenham norma 1 implica que A\ = £1. Isso que fornece que gvy A---Av;, = £guvr A+ Ay

* estd bem definido em (1.15). Observa-se que uma vez que O(n)

0 que mostre que a
preserva a norma | - | seque que se | € O(n) entdo a*(I,V) = 0 e também seque que
a®(gl,V) = a*(g,1V). Desse modo a* é um cociclo escalar O(n)-invariante a esquerda e
O(n)-equivariante a direita. Observa-se também que a,(g) = a,(g,R™) = log|ge; A -+ A
en| = log | det(g)|.

Seja YV — X um fibrado vetorial com uma métrica Riemanniana. Consideram-se o
seu fibrado de bases BY que é um fibrado Gl(n,R)-principal. Considera-se o semigrupo
de endomorfismos lineares locais End,(BYV). As construgoes acima podem ser repetidas
fibra-a-fibra nos fibrados associados Gr*V, A¥V e P(A*V) para se obter uma projecio T -
(A*Y —0) — P(A*V) D Gr*V, uma métrica Riemanniana no fibrado vetorial A¥V dada

por (1.14) e, por fim, um cociclo escalar
a* : End,(BY) x Gr*V — R, (1.18)

dado por

a*(p, V) := log|ovi A~ A Uklp@), (1.19)

com ¢ € Endy(BV), V € Gr*V, e vi A --- A, € AFV,. A métrica Riemanniana em V
fornece uma O(n)-redugao OV do fibrado das bases BV que é dada pelo conjunto das bases
ortonormais. Seja o subsemigrupo End,(OV) dos endomorfismos lineares locais BY que

sao isometrias da métrica de V. Tem-se que que a* é End,(OV)-invariante.

Seja o flag maximal do R"™ dado por
F={(V1,---,Vn): V; C Viyq subespagos de R" com dimV; = i}. (1.20)

Seja FV o fibrado de flag mazimal de V. No Ezemplo 3.15 serd mostrado como todos os

k

cociclos escalares da norma a® em Gr*V podem ser obtidos de um mesmo cociclo vetorial

em YV, o chamado cociclo radial em FV.
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1.2 Expoentes de crescimento de cociclos vetoriais

Fixa-se, num espaco topolégico paracompacto Hausdorff £, um semifluxo continuo o :
Tx E — E, onde T =R ou Z", e denota-se o(t,x) = oy(x) = t - x. Dessa maneira o
semigrupo topolégico T age continuamente em F por meio do semifluxo. Nesse caso um
cociclo sobre a acao de T em E chama-se também de cociclo sobre o semifluro. Fixa-se um
espago vetorial normado de dimensao finita V' e fixa-se a : T x £ — V', um V-cociclo sobre
o semifluxo. Se T' = Zé\;oTja com T, T; € T, entao colocando-se xy := x, x;41 =T} - x;

tem-se da propriedade de cociclo (1.4) que

N-1
a(T,z) = a(Ty, x;). (1.21)
=0
Em particular, se T'= N € Z™, entao
N-1
a(N,z) = a(l,j - x). (1.22)
=0

Definicao 1.5 Dados x € E, T € T, o expoente de Lyapunov em tempo finito de a em
(xz,T) € dado por
1

Ar(z) == TG<T’ x), (1.23)

e o expoente de Lyapunov de a em x € o limite
AMz) =limAp(x), T — +oo emT, (1.24)
se esse limite existe. Dado M C E define-se o espectro de Lyapunov de M por
Apy,(M) ={Xy): y e M e \y) eziste}. (1.25)

A existéncia do limite do exponente de Lyapunov é uma questao delicada. Por conta
disso considera-se uma noc¢ao mais grosseira de exponentes de crescimento do cociclo a
ao longo de cadeias de o, em E. Essa nocao foi introduzida por Colonius e Kliemann no
caso especial do cociclo da norma de um fluxo linear no fibrado projetivo ([5], capitulo 5.3

p.159). A idéia é que o estudo desses expoentes mais grosseiros de a seja factivel por meio
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da teoria topoldgica de recorréncoa por cadeias em F e que, a partir desses expoentes mais
grosseiros, possa concluir-se algo a respeito dos expoentes de Lyapunov de a.

Serd usada aqui a teoria topoldgica de recorréncia por cadeias introduzida em [19] (cf.
apéndice A.1). Para se controlar o tamanho dos saltos das cadeias fixa-se de antemao uma
familia O de coberturas abertas de E que satifaz a condicao de ser admissivel (Defini¢ao
A.1). Se U é uma cobertura de E, diz-se que dois pontos de E sdo U-prézimos se eles
estao simultaneamente contidos num mesmo aberto de . Dados uma cobertura U € O,
um tempo 7" € T e pontos z,y € E, uma (U,T)-cadeia ( de = a y é dada por pontos
{r =9, 21, ..., zxy =y} C E, e tempos {1y, T1, ..., Ty_1} C T, T; > T, tais que

T; - x;, wiyq sao U-préximos (t=0,...,N—1). (1.26)

Diz-se que ¢ é uma cadeia de M se seu ponto inicial x e final y (mas nao necessariamente

seus pontos intermedidrios) estao em M. Diz-se que ¢ é uma cadeia periddica se © = y.

Definicao 1.6 O exponente Morse em tempo finito A(¢) da (U, T)-cadeia ¢ por

=

)‘(C) = ﬁ ' a(ijxj>7 (1-27)

J

Il
o

onde T'(C) := ZjV;OIT] ¢ o tempo total da cadeia. Caso se deseje enfatizar o cociclo que
estd sendo considerado escreve-se também A((, a). O espectro de Morse em tempo finito

de todas as (U,T)-cadeias de M ¢é dado pelo conjunto
AG (MU T) = {NC) : ¢ é uma (U, T)-cadeia de M?}. (1.28)
SeT'>T,U <U, entao € imediato que
A (MU', T € A, (MU, T). (1.29)
Define-se entao o O-espectro de Morse de M pela intersecao encaizante
A (M) o= (A (MU, T) : U € O, T > 0}, (1.30)

Cada \ € A, (M) é chamado de O-expoente de Morse de M.
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Caso se deseje enfatizar o cociclo a que estd sendo considerado escreve-se também
A§ (M, a) :== AF;,(M). (1.31)
Se M = {z} entdo denota-se
Afro() = Ay, (M), (1.32)

que é o chamado espectro de Morse periddico em x. Observa-se que da Equagao (1.27)

segue imediatamente que

=

1 |
T(C))\Tj(x])7 (133)

de modo que cada expoente de Morse em tempo finito é uma combinacao convexa de

A(¢) =

J

i
=)

expoentes de Lyapunov em tempo finito. Mais adiante sera mostrado que, sob certas
hipéteses naturais, um resultado anédlogo vale para os expoentes limite (Teorema 1.22).
Por 1ltimo observa-se que, como na teoria de O-cadeias, o espectro de Morse depende a

priori da familia admissivel de coberturas O que se considera em E.

Exemplo 1.7 Seja V — X um fibrado vetorial com base X paracompacta e seja o) um

semifluro linear em V de tempo continuo ou discreto. Considera-se o fibrado das bases

BY que € um fibrado Gl(n,R)-principal de modo que V € o fibrado associado de BY com

fibra tipica R™ e de modo que o semifluzo o} € o induzido em V de um semifluzo o; de

endomorfismos lineares de BY. Considera-se agora o fibrado associado Gr*V e o semifluzo
induzido of nesse fibrado por oy, 1 < k < n. Escolhendo-se uma métrica Riemanniana em
V considera-se o cociclo escalar da norma ¥ : Endy(BV) x Gr*V — R dado no Ezemplo

1.4, e define-se com ele o cociclo escalar dado por

a® . T x Gr*y — R, ak(t, &) = a"(py, €). (1.34)

k

Tem-se que a;,

¢ um cociclo escalar sobre a agdo do semifluzo induzido of em Gr*V e, da

definicao de a*, da continuidade de o, e da continuidade da métrica Riemanniana de V
k

o

seque que ay € continuo. Em palavras esse cociclo mede a taxa de expansao/contragao de

subespagos de dimensdio k pelo semifluzo linear o). Seja M C Gr*V uma componente
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transitiva por cadeias do semifluzo induzido oF em Gr*V, denota-se o espectro de Morse
k k
de a; em M" por

AR (MPY = Apo(ME,ab). (1.35)

» o

Esse espectro de Morse em Grassmanianas de V € considerado em [6], que os obtém por
meio de uma construcdao diferente mas que resulta no mesmo espectro definido acima. Ao
longo da tese serd elaborada uma teoria mais geral que a de [6] que recupera seus resultados

principais (cf. Exemplo 4.3).

1.3 Expoentes de Morse — aspectos analiticos

A seguir, para se relacionar os espectros de Morse e de Lyapunov, supoe-se que o espaco base
E é compacto Hausdorff. O proximo resultado estabelece algumas propriedades bésicas

dos expoentes de Lyapunov de um cociclo vetorial a.

Proposicao 1.8 1) Se o cociclo a é cohomdélogo ao cociclo b entio eles tém os mesmos

expoentes de Lyapunov.

2) Para T € T suficientemente grande os expoentes de Lyapunov em tempo finito Ag(x),

S > T, sao uniformemente limitados.
3) Se o expoente \(x) existe entao \(x) = A(t - ), para todo t € T.

4) O expoente de Lyapunov \(x) dado em (1.24) existe se, e s se, aquele limite eziste

quando se toma T € Z™.

Demonstragao: Para o item (1) segue de (1.5) que a(t,x) = b(t,z) + h(t-x) — h(z), com
h: E — V continuo. Como E é compacto entao h é uniformemente limitada de modo que
se o limite (1.24) existe para a ele também existe para b e esses limites coincidem.

Para o item (2) considera-se a restricao do cociclo a ao compacto [0,1] x E, entdo a
norma de a é uniformemente limitada por um M > 0. Seja S > 2, escreve-se S = N + ¢

com N € ZT e e € [0,1), por (1.22) tem-se entdao que a(S,z) = a(N,e - z) + ale,z) =
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ij:—[)l a(l,(j +¢) - x) + a(e,z) de onde segue que |Ag(z)| < M(N + 1)/N < 2M, o que
prova o item.
Para o item (3) tem-se que

M) = lim [1/(T+t)]a(T +t,x) = %EI;O(I/T)CL(T +t,x). (1.36)

T—o0

Uma vez que a(T+t,x) = a(T,t-x)+a(t, z), esse ultimo limite é igual a limy_.o(1/7)a(T, t-
x) = At x).

Para o item (4) supoe-se que T = RT e que o limite (1.24) existe para T — oo em
Z*t. Seja S, — oo em Rt poese S, = T, +¢e, onde T,, € Z" e g, € [0,1), entao
a(Sy,x) = a(T,,, x)+a(en, T, - ) e como a é uniformemente limitado no compacto [0, 1] x E
tem-se que

A(x) = lim Tia(Tn, z) = lim Tia(Sn, x) = lim Sia(Sn, ). (1.37)

n n n n n n

Como a sequéncia S, — oo em RT é arbitraria, segue que o limite (1.24) existe e é igual &

A(x) para T — oo € R™. |

No caso de E compacto os conjuntos transitivos por cadeia sao os mesmos para qualquer
familia de coberturas O (Teorema 3.7 de [19]). Para o resto dessa se¢ao supoe-se que M
é um componente transitiva por cadeias de o, em FE, tem-se entao que M é compacta
e invariante (Teorema 3.13 de [19]). Sera estabelecido mais adiante que os expoentes de
Morse de M também independem da familia de coberturas O no caso de FE compacto
(Corolario 1.24 mais adiante). Assim, para se simplificar os enunciados desde ja, suprime-
se da notacao a familia O.

Os proximos resultados estabelecem algumas propriedades béasicas do espectro de Morse

em M de um cociclo vetorial a.

Teorema 1.9 1) Se o cociclo a é cohomdlogo ao cociclo b entdo eles tém o mesmo espectro

de Morse em M.

2) Para T suficientemente grande os (U, T)-expoentes de Morse em tempo finito sao uni-

formemente limitados.
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3) Se M contém o omega-limite w(zx), x € E, entdo todos os valores de aderéncia da
sequéncia Ar(x), T — +oo, estao contidos em Apo(M). Em particular se existe o

expoente de Lyapunov A(z) entao A(x) € Apro(M).

4) Fizando x,y € M, na definicao do espectro de Morse Apo(M) basta se considerar

cadeias de x a y. Em particular tem-se que Apro(z) = Apro(M).
5) O espectro de Morse Apo(M) € um conjunto convezo, compacto e nao-vazio de V.

Demonstracao: Apenas o item (1) serd feito com detalhes. De (1.5) segue que a(t, x) =
b(t,x) + h(t - ) — h(z), com h : E — V continuo. Como E é compacto entdo h é
uniformemente limitada por um M > 0. Seja ¢ uma (U, T')-cadeia em M dada por pontos
xg, ..., TNy1 COM To, Tyi1 € M e tempos Tp, ..., Ty. Sejam A((,a), A\((,b) os expoentes

de Morse em tempo finito dessa cadeia segundo os cociclos a e b respectivamente. Entao,

ACa) = NGB+ 7 2 (hit ) = ). (133)
Como T'(¢) > TN tem-se que
A @) = A B)| < %zM <2 (1.39)

Isso mostra que quando 7' — +o0 os expoentes de Morse dos cociclos a e b coincidem.
O item (2) segue diretamente da Equacao (1.33) e do item (2) da Proposigao anterior.
Os itens de (3) a (5) sao provados como na segao 2 de [3], com as £/2-bolas substituidas
pelos < 2-refinamentos de coberturas dados na Defini¢ao 3.1 de [19] e com a continuidade

uniforme substituida pelo Lema 3.5 de [19].

Teorema 1.10 Na defini¢ao do espectro de Morse Apo(M) basta se considerar cadeias

em M com tempos inteiros 7" .

Demonstragao: Supoe-se que T = R, pois no caso T = Z" nao hd nada a se provar.

Para t > s, tem-se da propriedade do semifluxo que

01— 0 05(1) = (), (1.40)
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e da propriedade do cociclo aplicada a a(t,x) = a((t — s) + s, z), tem-se também que
a(t —s,s-x) =a(t,z) — a(s,x). (1.41)

Por compacidade, a restrigao de a ao compacto [0, 1] x E é uniformemente limitada por um
M > 0. Escolhendo um M maior se necessario pode-se supor que M também ¢ o limitante
uniforme dos expoentes de Morse de tempo finito que é dado pelo item (2). Considera-se
a restrigao de o a [0, 1] x E, entao pelo Lema 3.5 de [19] dado U € O existe V € O tal que

se x, y sdo V-proximos entao t - z, t - y sao U-préximos para todo ¢t € [0,1]. Agora sejam

T > 1e ¢ uma (V,27T)-cadeia em M dada por pontos xg,...,Ty41 com xg, Ty € M e
tempos T, ..., Ty. Afirma-se que existem g, ...,ex € [0,1) tais que a cadeia n dada por
Yo ‘= X, Y; = &1y, 1 S 1 S N + 1, (142)

So = To+€o, Sl 32Ti+5i_5i—1a 1 SZSN, (1'43)

é uma (U, T)-cadeia em M com tempos inteiros S; € Z1 e tempo total T'(n) = T(¢) + en-.
De fato escolhe-se ¢y € [0,1) tal que Sy = Ty + €9 € ZT, entao escolhe-se ; € [0, 1) tal
que Ny = (t; —eg) + €1 € Z" e assim em diante até ey. Tem-se que S; =T; +¢; — ;-1 >

2T —1>T equeT; > 2> ¢g;_1. Por (1.40) tem-se que
Siyi = (Ti + &) — €i-1) - iz = € - (Ti - m3). (1.44)

Como T; - z; e x4 sdo V-proximos e como ¢; € [0,1], pela escolha de V tem-se que
Siyi = € - (T; - x;) e yir1 = &; - i1 sao U-préximos, 1 < i < N. Como M é invariante,
segue que yni1 = EnTny1 € M. Isso prova a afirmacao sobre a cadeia 7. Para relacionar

os expoentes das cadeias ¢ e 7, usa-se (1.41) e obtém-se que

a(Si,yi) = a((T; + &) — €1, €1 - i) = a(Ti + €4, 1) — aleimr, ;) =

= a(T},x;) + ale;, T; - ;) — alei1, @),

de modo que

|a(Si, vi) — a(Ty, z;)| < 2M. (1.45)
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Tem-se que

AQ) = Aln) = = <€N)\(C) + Y (a(Ty, z;) — a(S, yﬁ)) : (1.46)

i=0
Uma vez que T'(n) > TN, pela escolha de M e por (1.45), tem-se entdo que

3M

Q) =] < =, (1.47)

onde M nao depende de T, U, V.

Dado um expoente A € Ay;,(M) usam-se as consideragoes anteriores para se provar
que ele pode ser arbitrariamente aproximado por um expoente de tempo finito de uma
cadeia em M com tempos inteiros. De fato sejam dados 6 > 0, T > 0 e U € O. Pode-se
tomar 7' grande o suficiente para que 3M /T < §/2. Seja V € O dado pelas consideragoes

anteriores e tome uma (V, 27")-cadeia ¢ tal que
IA(C) — Al < §/2. (1.48)

As consideragoes anteriores fornecem entao uma (U, T')-cadeia n em M com tempos inteiros

tal que 7 satisfaz (1.47). Pela escolha de ( e pela escolha de T, tem-se entdo que
(A=A < [Am) = MO+ [AC) = Al <4, (1.49)
o que prova o resultado. |

Observagao 1.11 Serdo feitas algumas consideragoes sobre o Teorema 1.9. O item (8)
mosta que o espectro de Morse em M contém o espectro de Lyapunov em M. O item (4)
mostra que para obter o espectro de Morse em M € suficiente considerar cadeias periodicas
num ponto inicial x € M fixzado. Grosso modo isso ocorre porque M € transitivo por
cadeias de modo que as cadeias de x a x percorrem todo M. O item (5) mostra que,
apesar de ser grosseiro, o espectro de Morse mantém certa estrutura.

O Teorema 1.10 é o unico dentre esses resultados que ndo tem andlogo em [3]. Ele
mostra que, como no caso do expoente de Lyapunov, um expoente de Morse so depende

do semifluzo com tempos inteiros. No caso em que T = R* o resultado desse teorema
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deve ser usado com cuidado: como as cadeias com tempos inteiros que se obtém em sua
demonstracdao nao tém os pontos finais fivados esse resultado nao se pode usado ao mesmo
tempo que item (5), além disso M deve ser a componente transitiva por cadeia do semifluzo
de tempo continuo.

De qualquer modo € o Teorema 1.10 que possibilita que, nas proximas Se¢oes, a teoria
ergodica de tempo discreto possa ser aplicada ao estudo dos expoentes de Morse de cociclos
vetoriais obtendo-se resultados que incluem os de [3]. O método usado em [3] para aplicar
teoria ergodica de tempo continuo ao estudo de expoentes de crescimento da norma de um
fluxo linear € bem particular para fluxos lineares e bastante mais envolvido: mergulha-se o

fluxo num fluzo linear trivial e faz-se uma cohomologia com um fluxo suave.

O préximo resultado mostra o que ocorre com o espectro de Morse de um fluxo quando

se reverte seu tempo.

Proposicao 1.12 Supoe-se que o, ¢ um fluxo e considera-se o fluro de tempo inver-
tido o = o_y. Tem-se que M € uma componente transitiva por cadeias de o} em E

e, denotando-se o espectro de Morse de of em M por Ny, (M), tem-se que
Mo(M) = =Ap1o(M). (1.50)

Demonstracao: Usando-se a compacidade de E, substituindo-se as £/2-bolas pelos < %—
refinamentos de coberturas dados na Definigao 3.1 de [19] e substituindo-se a continuidade
uniforme pelo Lema 3.5 de [19] pode-se provar facilmente que M também é uma compo-
nente transitiva de o} em E.

Pela compacidade de E tem-se do item (4) do Teorema 1.9 que Apo(M) = Upe mArro()
de modo que na definigao (1.30) de Apz(M) pode-se considerar na definigao dos conjuntos
de expoentes de Morse de tempo finito (1.28) apenas cadeias em M que s@o periédicas
(aqui o ponto final e inicial de cada cadeia pode ser qualquer ponto de M e nao é fixado
de antemao). A mesma observacao vale para A}, (M). Seja entdo ¢ uma (U,T')-cadeia

xo-periddica de 0 em E dada por pontos zg,...,zyy1 = X9 € tempos Tp,..., Ty € T.
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Considera-se a cadeia (* de ¢* dada por pontos y; := Tny_; - Tn_i, Yn+1 ‘= Yo € tempos

S;i=Tn_;, 1 =0,...,N. Tem-se entao que

U*(Sz‘,yz‘) =TN_i, Yit+1 = IN_i—1 TN_i-1, (Z =0,...,N — 1) (1-51)

além disso 0*(Sn,yn) = o = Tn11 € Ynt1 = Yo = Ty - xn. Desse modo o*(S;,v:) € yiy1
sao U-préximos para i = 0,..., N, o que mostra que ¢* é uma (U, T')-cadeia yy-periddica

de 0* em E. Tem-se que

0=a,(—t+t,z)=a,(t,x)+ a,(—t,t-x), (1.52)

de onde segue que

Ao (Si, Yi) = ao(—TN—i, Tn—i - *N—i) = —o(TN—is Tn—i). (1.53)

Como T'(¢) = T(C*) segue entao que

N(C) = e 2o (Sew) = g SarTum) = MO, (154

0 que mostra que

_AMO(M7Z/15T) - A?WO(M7M7T) (155)

Trocando os papéis de o e o* obtém-se a inclusdo reciproca na Equagao (1.55) o que esta-
belece a igualdade nessa Equacao. Como U, T sao arbitrarios isso implica imediatamente

a conclusao da Proposigao. |

A seguir, a convexidade do espectro de Morse dada no item (5) do Teorema 1.9 serd
elucidada por meio de duas caracterizagoes do espectro de Morse (Teorema 1.22), em
particular essas caracterizagdes fornecerao que cada ponto extremo do convexo Ajpz,(M)
¢ um expoente de Lyapunov em M. Para tal estabelecem-se na préxima secao alguns

resultados auxiliares.
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1.4 Alguns resultados de Teoria Convexa e de Teoria
Ergdédica

Nessa se¢ao estabelecem-se notacoes e resultados auxiliares que serao necessarios na proxima
secao. Os resultados de Andlise Funcional e Teoria de Medida usados aqui sao encontrados
em [23]. Os resutados de medidas invariantes e ergddicas usados aqui sao encontrados
em [21, 14], sao resultados sao cldssicos que, no entanto, devem ser usados com cuidado,
uma vez que na maioria das referéncias eles sao provados no contexto de espagos métricos
compactos e o contexto desse capitulo da tese é o de espagos Hausdorff compactos.

Seja W um espago vetorial localmente convexo, K C W um conjunto convexo. Um
ponto z € K é um ponto extremo de K se nao pode ser escrito como combinacao convexa
nao-trivial de pontos de K, o conjunto de pontos extremos de K é denotado por ex K.
O fecho convezo fechado de um conjunto X C W, denotado por co X, é a intersecao de
todos convexos fechados de W que contém X. O seguinte resultado fundamental de teoria

convexa fornece a existéncia e uma propriedade importante de pontos extremos (Teorema

26, segao 10.7 p.207 de [23]).

Teorema 1.13 (Krein-Milman) Seja K um convexo compacto de W entdo tem-se que
K =¢o(ex K). (1.56)

Seja V' um outro espaco vetorial localmente convexo. Uma aplicacao T : K — V se diz
afim se T(ax + (1 — a)y) = aT'(x) + (1 — «)T(y), para z,y € K, o € [0,1]. O préximo

resultado relaciona pontos extremos do dominio e da imagem de uma aplicacao afim 7.

Proposicao 1.14 Seja K um convexo compacto de W e seja T : K — V uma aplicacdao

afim continua, entao valem os sequinte items.
1) Sey é um ponto extremo de T(K) entdo ex (T (y)) C ex K.

2) exT(K) C T(ex K).
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3) T(K)=coT(ex K).

4) Seja V=R, supoe-se que K C {x: T(x) > 0} e que K NT~0) # @, entio K tem

um ponto extremo em T~1(0).

Demonstragao: Para o item (1) seja y € exT(K), toma-se x € ex(T"!(y)). Para se
mostrar que x € ex K escreve-se x = tx1+ (1 —t)xy, t € (0,1), 21, x9 € K, entaoy = Tz =
tT(xq1) + (1 —t)T(x2), mas como y é extremo em T'(K) entdao T'(z1) = T(x2) = y de modo
que x1, o € T7Y(y), mas como z é extremo nesse ultimo convexo entdo r; = x9 = ¥, O
que mostra que z é extremo em K.

Para o item (2) seja y € exT(K). Como V é Hausdorff, {y} é fechado e, como T é
continua, segue que T~!(y) é um compacto convexo de modo que pelo Teorema de Krein-
Milmam ele possui um ponto extremo z. Pelo item (1) esse ponto também é extremo em
K e, como T(z) =y, isso prova a inclusdo dada no item (2).

Para o item (3) usa-se o Teorema de Krein-Milmam em 7'(K) e o item (2) para se obter
que que T(K) =coexT(K) CcoT(exK) CcoT(K) =T(K).

Para o item (4) observa-se que as hip6teses implicam que T'(K) = [0,a] C R, a > 0, de
modo que 0 é um ponto extremo de T(K) e pelo item (2) 0 € T'(ex K), o que prova este
item. |

Seja I/ um espaco compacto Hausdorff, fixa-se em £ um semifluxo continuo de tempo
discreto o, cuja aplicagao de tempo um o7 : E — FE serd denotada por o. Consideram-se

os seguintes espacos de medida de E (cf. capitulo 11 de [23])
M(E) := {medidas finitas com sinal nos borelianos de £}, (1.57)

P(E) := {medidas de probabilidade em M(E)}. (1.58)

Uma medida de probabilidade P € P(FE) é dita invariante se para todo boreliano B de E
tem-se que (0*P)(B) = P(c7'B) = P(B), considera-se entao

Py (E) := {medidas de probabilidade invariantes em P(E)} . (1.59)
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Um conjunto B C E é dito P-invariante se ¢ um boreliano tal que P(¢~'(B)AB) = 0,
onde A é a diferenga simétrica de conjuntos. A medida de probabilidade P € Py, (F) é

dita ergddica se cada conjunto P-invariante tem P-medida 0 ou 1, considera-se entao
Perg(E) := {medidas de probabilidade ergédicas em Py, (E)} . (1.60)

A variagao total de uma medida pu € M(FE) é denotada por |u|, que define uma norma em
M(E). E imediato que P(E) D Py (E) D Peg(E) sio convexos de M(E) que sdo fechados
e limitados na topologia da norma de M(FE), a seguir sera considerada em M(E) uma
topologia localmente convexa mais fraca que a topologia da norma na qual esses conjuntos
sao compactos.

Consideram-se o espago de Banach C'(F) das fungoes reais continuas de £ munido da
norma do sup dada por || f|l« = sup,cg|f(z)|. Se W é um espaco vetorial normado,
denota-se por W* o espago vetorial normado dos funcionais lineares continuos ¢ : W — R,

a norma de W* é ||| := sup,_; [¢(v)]. Dado u € M(FE) considera-se o funcional

L) = [ fan. e (1.61)

é imediato que ||L,|| = |u| de onde segue que L, € C(E)*. Tem-se o seguinte resultado
fundamental de teoria da medida (Teorema 8, se¢ao 14.3 p.310 de [23]) que serd usado

mais adiante para se contruir medidas invariantes.

Teorema 1.15 (Riesz) A correspondéncia p € M(E) — L, € C(E)* € uma isometria

sobrejetiva.

A topologia da convergéncia pontual em M(E) é definida da seguinte maneira: seja [
um conjunto dirigido de indices, a rede pu, € M(E), o € I, converge a u € M(FE) se
L,.(f)— L,(f) para todo f € C(E). O suporte de uma medida s, denotado por supp p é
o menor fechado K de E tal que L,(f) =0 se f se anula em K, f € C(£). Um funcional
L € C(E)* é dito positivo se Lf > 0 sempre que f > 0, f € C'(FE). Denota-se também por

1 a fungao de C'(E) que é constante e igual a 1. Tem-se ent@o os seguintes resultados.
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Corolario 1.16 Sob a correspondéncia entre M(E) e C(E)* dada no Teorema de Riesz

tem-se que
i) a topologia da convergéncia pontual de MI(E) corresponde a topologia fraca-+ de C'(E)*.
ii) P(E) corresponde aos funcionais positivos L € C(E)* tais que L(1) = 1.

iii) Py (E) corresponde aos funcionais positivos L € C(E)* tais que L(1) =1 e L(foo) =
L(f) para todos f € C(E).

Demonstracao: Os itens (i) e (ii) sdo imediatos. Para o item (iii) observa-se que pelo
item (ii) tem-se L = L, p € P(E), além disso L(f oo) = L,(f 0 0) = Lg+,(f). Assim
L(foo)=L(f) Vf € C(E) se, e somente se, L,-,(f) = L,(f) Vf € C(E) o que ocorre,
pela correspondéncia de Riesz, se, e somente se 0" = 1 logo se, e somente se p é invariante.

Teorema 1.17 Considerando-se M(E) com a topologia da convergéncia pontual entao
1) M(E) € um espago vetorial localmente convexo.
2) P(E) D Piw(E) D Pog(E) sao compactos convezos de M(E).

3) exPipy(E) = Pere(E).

Demonstracao: O item (1) segue do item (i) da Proposicao anterior, uma vez que a
topologia fraca-* de C'(E)* é localmente convexa. J& se observou que cada conjunto dado no
item (2) é um convexo fechado e limitado na topologia da norma de M(E), logo corresponde
a um conjunto com as mesmas propriedades em C(E)* que, pelo Teorema de Banach-
Alaouglu (Teorema 17, segao 10.7 p.202 de [23]), é um conjunto compacto na topologia
fraca-x de C'(E)*, de volta a M(FE) obtém-se pelo item (i) da Proposigao anterior que cada
um desses conjuntos é compacto na topologia da convergéncia pontual em M(E). O item
(3) é provado na secao 10 de [21] (para a inclusd@o “C que é a tnica que serd usada mais

adiante cf. o Lema 4.1.20 p.139 de [14]). |
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Consideram-se agora resultados que envolvem integracao vetorial. Seja V um espaco
vetorial dimensao finita com norma | - |, considera-se o espago de Banach C(FE,V) das
fungoes continuas de £ em V' munido da norma do sup dada por ||f|e = sup,eg |f(2)].
Em particular C(F) = C(E,R). Sejam dados f € C(E,V) e u € M(FE), a integral de f

com respeito a p é o vetor [, fdu € V univocamente determinado por

@ (/Efdu) =[E(900f)du, Vo e V7, (1.62)

em outras palavras integra-se f coordenada-a-coordenada. Enuncia-se a seguir uma versao
fraca do Teorema Ergddico de Birkhoff que é adequada para o uso da préxima segao. Seja

q: E — V continua e x € E, a média temporal de q ao longo da trajetoria de x é o limite
q(z) == lim—Zq(j~x), N — 400 em Z*, (1.63)
caso esse limite exista.

Teorema 1.18 (Birkhoff) Para toda probabilidade ergédica P € Pey(E) tem-se que as

médias temporais e espaciais coincidem

q(z) = /E qdP, (1.64)

para P-quase todos x € supp P.

Demonstracao: Para V' = R isso segue diretamente do Teorema Ergddico de Birkhoff
classico (Teorema 4.1.2 p.136 de [14]). Como V é de dimensao finita escolhe-se uma base
{¢1,...,n} de V*. Para cada ¢ aplica-se o resultado para V = R a funcao real p; 0q e

obtem-se que

N-1 N-1
1 1
lim <N ; q(j - 1’)) = lim ;(% °q)(j-x) = /E(% og)dP, N — +o0em Z",

(1.65)
para x um conjunto U; de P-probabilidade 1, U C suppP. Tomando-se a intersecao

U dos U; obtém-se U C suppP com P-probabilidade 1 e tal que para cada z € U a
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Equagao (1.65) vale para todos i = 1,...,n. Como ¢; é uma base de V* segue que o vetor

(1/N) Z;.V:Bl q(j - ) converge em V', assim da equac@o anterior segue que

N—1
1
© lim—Zq(j-a;) :/(gpoq)dIP’, N — +ooem Z*, peV* (1.66)
N .
Pela definigdo de integral vetorial (1.62) obtém-se entao a conclusao do Teorema. |

Uma espécie de reciproca do Teorema de Birkhoff é dada no resultado a seguir que
é uma versao fraca do Teorema de Krylov-Bogolyubov adequada para o uso da préxima

segao (cf. Teorema 4.1.1 p.135 de [14]).

Teorema 1.19 (Krylov-Bogolyubov) Seja = € E tal que a média temporal q(x) dada
em (1.63) existe. Entao existe uma medida invariante P, € Py (E) tal que essa média

temporal € dada por uma média espacial

q(z) = /EquP’x. (1.67)

Demonstragao: Para N € Z" define-se a sequéncia

| V-l
on = > ali ), (1.65)
j=0
e o funcional linear Nt
1 « .
Lnalf) =5 S fG2), feC(B) (1.69)

I
=)

J

¢ imediato entao que para ¢ € V* tem-se

p(vn) = Lna(p o q). (1.70)

Seja Ly := Ly, é imediato que Ly ¢é positivo, que Ly(1) = 1 e que ||[Ly|| = 1, em
particular Ly € C(E)*. Pelo Teorema de Banach-Alaouglu (Teorema 17, segao 10.7 p.202
de [23]) a sequéncia de funcionais Ly possui entdo uma subrede que converge na topologia
fraca-x a L € C(E)*. E imediato que, como os Ly, o funcional limite L é positivo e tal que

L(1) =1, assim pelo item (ii) do Corolario 1.16 segue que L = Lp, onde P, € P(E). Uma
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vez que por hiptese existe a média temporal g(x) entao qualquer subrede da sequéncia vy

converge a g(x), assim para cada ¢ € V* toma-se o limite em (1.70) obtendo-se que

2(3(x)) = L oq) = /E (poq)dPs, Vi€ V" (L.71)

Para estabelecer o resultado em (1.67) s6 falta mostrar que P, é invariante. Para tal

observa-se que de (1.69) segue que para toda f € C(E) vale

1

Ly(foo) = Ln(f) + 5 (f(N-2) = f(2)), (1.72)

de modo que

Ln(f o0) — In(] < ol Flle (1.73)

como L é o limite pontual de uma subrede da sequéncia Ly, N — 00, segue que L satisfaz
L(foo)= L(f) para todo f € C(E), como L = Lp, segue entao do item (iii) do Corolério

1.16 que Lp, é uma probabilidade invariante. |

1.5 Expoentes de Morse — aspectos ergdédicos

Nessa secao supde-se que o espaco base E é compacto Hausdorff. A partir do cociclo a

define-se a funcao continua
q: E—=V, q(x):=a(l,x), (x € E). (1.74)

Tem-se por (1.22) que para tempos discretos N € ZT o cociclo vetorial a é determinado

pela funcao ¢ por meio de

i

a(N,x) = q(j - ). (1.75)

<.
Il
o

Pela Equagao anterior e pelo item (4) da Proposigao 1.8 tem-se que o expoente de Lyapunov

vetorial A(z) é dado pelo limite

Az) = limﬁ q(j-z), N — +ooem Z", (1.76)
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que é a média temporal de g ao longo da trajetoria de x em tempo discreto. Quando o
espaco base F é compacto, isso indica a conexao entre a teoria dos expoentes de Lyapunov e
teoria ergddica em tempo discreto. A Equagao (1.33) entao indica a conexao entre a teoria
dos expoentes de Morse e teoria ergédica em tempo discreto. Os préximos resultados dessa

secao estabelecem essa conexao.

Proposicao 1.20 Se Py € Py, (M) € ergddica entio existe z € M tal que o expoente de

Lyapunov \(x) existe e é dado por

Mz) = /M g dPy € Apy(M). (1.77)

Demonstracao: Esse resultado é uma consequéncia direta da expressao (1.76) do ex-
poente de Lyapunov A(zx) como uma média temporal de ¢ e do Teorema Ergddico de

Birkhoff (Teorema 1.18). |

O préximo resultado mostra que cada expoente de Morse (logo, pelo item (3) do Teo-
rema 1.9, cada expoente de Lyapunov) do cociclo vetorial ¢ admite uma representagao
integral por uma probabilidade invariante. Ele é uma generalizacao da construcao dada

em [5], apéndice B.3 p.552.

Proposicao 1.21 Para cada expoente de Morse X € Apo(M) existe uma probabilidade
invariante Py € Py, (M) tal que

A:/ q dPy. (1.78)
M

Demonstracgao: A idéia é modificar a demonstracao do Teorema de Krylov-Bogolyubov
(Teorema 1.19) para se aplicar também a cadeias. Primeiro usa-se o Teorema 1.10 para se
obter A = lim, A((,) onde (, ¢ a uma rede de cadeias em M com tempos inteiros.

Seja ¢ uma (U, T)-cadeia com tempos inteiros e com T° > 1, pode-se usar entao as
Equagoes (1.33) e (1.75) para se escrever seu expoente de Morse de tempo finito como uma
combinagao convexa de médias temporais de ¢ dada por

N ijl

NO=2 725 | 7 D ati-=) |- (1.79)

=0
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Para T € Z' toma-se os funcionais lineares L, r definidos em (1.69) e considera-se o

funcional linear dado pela seguinte combinacao convexa

L) = Y s bnlf). S € CLE) (1.80)

Segue entao de (1.79) que
p(AQ) = Le(poq), weV™ (1.81)

E imediato que L¢ é positivo, que L¢(1) = 1 e que ||L¢|| = 1, , em particular L € C(E)*.
Além disso segue de (1.73) e de T'(¢) > NT que

[Lc(foo) = Le(f)l < XN: i (iQIIfHoo) < EHfHoo. (1.82)
=2 7\7; =7
Voltando a rede ¢, seja L, := L, entdo de (1.81) segue que
P(AC)) = Lalpoq), ¢eV™ (1.83)

Usando-se que A((,) — A e a estimativa (1.82) pode-se argumentar exatamente como
no ultimo paragrafo da demonstracao do Teorema 1.19 para se obter uma probabilidade

invariante P, satisfazendo (1.78). |
Teorema 1.22 O espectro de Morse satisfaz

Apro(M) = {/M qdP: onde P € Pinv(/vl)} : (1.84)

Em particular tem-se que

Ario(M) =0 (Ary(M)), (1.85)

além disso, cada ponto extremo do espectro de Morse Apro(M) € um expoente de Lyapunov

de M.
Demonstragao: Considera-se a aplicagao afim

Q:Ppy(M) =V, P / q dP, (1.86)
M
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que é claramente continua quando se mune P;,, (M) da topologia da convergéncia pontual,
de modo que pelo Teorema 1.17 pode-se aplicar os resultados da Proposicao 1.14. Observa-

se que da Proposicao 1.21 segue que
Apro(M) C Q(Pyy (M)). (1.87)

Agora pelo item (3) da Proposigao 1.14 tem-se que Q(Pi, (M)) = €0 Q(ex Py (M)). Como
pelo item (3) do Teorema 1.17 os pontos extremos de Py,, (M) sdo probabilidades ergddicas,

tem-se entao da Proposi¢ao 1.20 e do item (3) do Teorema 1.9 que
Q(ex Py (M)) C Apy(M) C Apro(M). (1.88)
Pelo item (5) do Teorema 1.9 tem-se que Az,(M) é fechado e convexo de modo que
Q(Piny(M)) = €0 Q(ex Py (M)) C €0 Apso(M) = Apro(M). (1.89)

As equagoes (1.87) e (1.89) fornecem entao que Apso(M) = Q(Piyy(M)) 0 que prova (1.84).
O item (2) da Proposigao 1.14 fornece que ex A pr,(M) = ex Q(Piny (M)) = Q(ex Pipy (M)
de modo que a Equagao (1.85) e a afirmacao logo apds ela seguem da primeira inclusdo em

(1.88). |

Observagao 1.23 Em [3] prova-se que pontos extremos do espectro de Morse sao ex-
poentes de Lyapunov (item (ii) do Teorema 2.8) usando-se um argumento analitico de [13]
que envolve a aplicacao do Teorema de Choquet na base E, para tal € necessdrio que E seja
metrizdvel [21]. Por outro lado o argumento usado na demonstra¢ao acima para se provar
esse resultado vale para E compacto Hausdorff, € mais geométrico, € direto e € mais sim-
ples uma vez que depende apenas do Teorema de Krein-Milman, que pode ser visto como

uma versao mais fraca do Teorema de Choquet [21].

Enquanto a Equacao (1.84) fornece uma caracterizagao ergddica do espectro de Morse,
a Equagao (1.85) fornece uma caracterizagao geométrica. Duas aplicagoes imediatas dessa

caracterizagao geométrica sao dadas a seguir.
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Corolario 1.24 Se a base E do cociclo é compacta entao o O-espectro de Morse de uma

componente transitiva por cadeias nao depende da familia de coberturas O.

Demonstracao: Como o lado direito da Equacao (1.85) nao depende de O o resultado

segue imediatamente. |

Proposigao 1.25 Sejam E' um espago compacto Hausdorff com um semifluzo continuo
op, t € T, V' um espaco vetorial de dimensdo finita e b um V'-cociclo continuo sobre E'.
Supoe-se que 7 : E — E' é uma aplicacao e que L : V. — V' é uma aplicagdo linear que
sao tais que

b(t,w(x)) = L(a(t,x)), teT, x€E, (1.90)

e que m(M) € uma componente transitiva por cadeias em E'. Entdo,
Apro(m(M),b) = L(Apro(M, a)). (1.91)

Demonstragao: Denota-se A%, := Apo(M,a) C V, A, = Apro(m(M),b) C V', pelo
item (5) do Teorema 1.9 ambos A%,,, A%, sdao convexos compactos. Seja A um expoente
de Lyapunov de A%,,. Entao existe x € M com A = lima(7,z)/T quando T — +o0,
desse modo L(\) = lim b(T, w(z))/T é um expoente de Lyapunov de A%, . Isso mostra que
L(Ag,) C AbLy o que implica, pela Equagao (1.85) e pelo item (3) da Proposi¢ao 1.14, que
L(Afy,) € Al

Por outro lado seja M um expoente de Lyapunov de A4, , entao existe w(z) € m(M),

x € M, tal que
N =1limd(T,7(z))/T = lim L(a(T,z)/T), quando T — +o0. (1.92)

Pelo item (2) da Proposi¢ao 1.8 tem-se que a(7,z)/T é uniformemente limitada em V'
de modo que possui uma subsequéncia convergente a(7),,x)/T, — A, assim X = L(A).
Como M ¢ invariante ela contém w(x) de modo que pelo item (3) do Teorema 1.9 tem-
se que A € A},,. Segue dai que A%y C L(A%,,) o que, pela Equagao (1.85) implica que
Ao C L(AS,). |
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Observacgao 1.26 Seria interesante obter uma prova puramente topologica da caracter-
izag¢do geométrica da Equacao (1.85) e do fato que pontos extremos do espectro de Morse
sao expoentes de Lyapunov. Isso implicaria, por exemplo, numa prova topoldgica dos dois
resultados anteriores.

Na Proposicao 1.25 a inica relacdo que a aplicacao w tem com os semifluros em E e E’
¢ que m(M) é uma componente transitiva por cadeias em E'. Ndo fosse a caracteriza¢do
(1.85) do espectro de Morse, uma maneira direta de se provar um resultado nessa linha
seria ter suficientes hipoteses sobre ™ para que se possa relacionar as cadetas dos semifluros
em E e em E' mostrando, grosso modo, que se podem projetar cadeias em M para cadeias

em m(M) e que se podem levantar cadeias em w(M) para cadeias em M.



Capitulo 2

Sombreamento com endomorfismos

pequenos de ()

Como os objetivos deste capitulo sao puramente topoldgicos, fixa-se um fibrado principal
localmente trivial 7x : Q — X, com grupo estrutural topolégico GG e base paracompacta X .
Fixa-se também um fibrado associado F := Q) X F' — X cuja fibra tipica F' é um espaco
topoldgico compacto que é um espaco homogéneo de G. Fixa-se também um semifluxo

continuo o; de endomorfismos de @), t € T, que é transitivo por cadeias na base X.

2.1 Semigrupos de sombreamento de semifluxos em

fibrados topolégicos

O objetivo da teoria de semigrupos de sombreamento de um semifluxo num fibrado topolégico
de [20] é obter uma descrigao fibra-a-fibra dos conjuntos transitivos por cadeias de um semi-
fluxo num fibrado E. Nessa secao serao revisados os resultados desta teoria e sera usada
notagao e nomenclatura de [20, 19], fazendo-se referéncia direta apenas as definigoes e
resultados principais.

Primeiramente descreve-se o caso menos estruturado de [19] em que E é visto apenas

como um espago topoldgico e o, um semifluxo continuo em F. Toda vez que se falar de

39
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cadeias ou de conjunto transitivo por cadeias esta se referindo implicitamente ao semifluxo
o, em E. A idéia da abordagem de semigrupos de sombreamento para o estudo da tran-
sitividade por cadeias é fazer com que perturbacoes adequadas do semifluxo déem origem
a um semigrupo local Sy 7(E) cujas érbitas em F sao precisamente as érbitas de (U, T)-
cadeias do semifluxo. Desse modo os conjuntos de controle do semigrupo local Sy r(E)
fornecem os conjuntos transitivos por (U, T')-cadeias e interceptando todos esses conjuntos
de controle obtém-se as componentes transitivas por cadeias em F.

Os dois ingredientes necesséarios para se definir os semigrupos de sombreamento de oy
em E sdo: um semigrupo local S de aplicagoes continuas de £ (cujos elementos realizarao
os pulos das cadeias de ;) e uma familia O de coberturas abertas de E (que controlarao
o tamanho desses pulos). Dada uma cobertura & € O diz-se que dois pontos de E sao
U-proximos se eles estao simultaneamente contidos num mesmo aberto de U. Define-se

entao a U-vizinhanga da identidade em S relativa a E por
Nsy(E) :={p € S5: £ e p(&) estao U-proximos V¢ € domgp}, (2.1)
DadosU € O, T € T define-se entao o (U, T)-semigrupo de sombreamento de o, em E por
Sy r(E) = semigrupo gerado por {p oo, : ¢ € Ney(E), t > T}. (2.2)

Claramente cada elemento ¢ € Sy (FE) realiza uma (U, T)-cadeia em E. Introduz-se o
conceito de uma familia de coberturas O admissivel e também de uma familia O que é
localmente transitiva com respeito ao semigrupo S (Defini¢oes 3.1 e 5.1 de [19]). Quando
essas duas condicoes de compatibilidade sao satisfeitas por O prova-se que, reciprocamente,
cada (U, T)-cadeia em E é realizada por um elemento de Sy r(E) (Proposicao 5.5 de [19])
e caracteriza-se cada conjunto O-transitivo por cadeias M de o; com o seguinte resultado

(que é o Teorema 5.7 de [19]).

Teorema 2.1 Sejam O uma familia admissivel de coberturas abertas de E e S um semi-

grupo local O-localmente transitivo agindo em X, entdo valem os sequintes itens.

1) Dados U € O, T € T, para cada x € E tem-se que a orbita progressiva Syr(E)x é

dada precisamente pelos pontos finais das (U, T)-cadeias que partem de x, e a orbita
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regressiva Sy r(E)*x € dada precisamente pelos pontos iniciais das (U, T)-cadeias que

chegam a x.

2) Cada componente O-transitiva por cadeias M de o, em E € dada por

M = (Dumur)o = [ ) MDpar). (2.3)

urTr urT

onde para cada U € O, T € T, tem-se que Dapyr € um conjunto de controle do

semigrupo de sombreamento Sy r(E) tal que M C Dy

Na situagdo mais estruturada de [20] considera-se um semifluxo ¢F num fibrado asso-

ciado E' — X que é o induzido de um semifluxo o; de endomorfismos do fibrado principal
(). Nesta situacao deseja-se aplicar a teoria geral da acao de semigrupos em fibrados E de
[20] que, sob certas condigdes, fornece uma descrigao fibra-a-fibra dos conjuntos de cont-
role em E (cf. capitulo 4 de [17] cujos resultados principais estao enunciados no apéndice
B.3 para o caso em que E é um fibrado flag). Uma hipétese essencial dessa teoria geral
é que o semigrupo agindo em E seja um semigrupo de endomorfismos locais de F. Para
que os semigrupos de sombreamento (2.2) sejam semigrupos de endomorfismos locais de
E basta tomar os saltos do sombreamento em S := End,(E), uma vez que cada aplicacao
o do semifluxo é, por defini¢cao, um endomorfismo de Q. Em palavras, as perturbacoes
do semigrupo de sombreamento devem respeitar a estrutura de fibrado de E. Pelo visto
no paragrafo anterior para que os semigrupos de sombreamento assim construidos tenham

relagao com as cadeias do semifluxo o; em E deve-se cumprir a seguinte hipdtese

C) Cobertura de E: deve-se construir uma familia de coberturas O(E) do fibrado E que

seja admissivel e localmente transitiva com respeito ao semigrupo End(FE).

Uma outra hipdtese essencial da teoria geral é que as érbitas do semigrupo agindo em F
venham de um semigrupo de endomorfismos locais de () cujas orbitas em () sao abertas,
desse modo no caso dos semigrupos de sombreamento de o, deve-se cumprir a seguinte

hipotese
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A) Acessibilidade em @: deve-se construir uma familia de semigrupos S(Q;U,T) de
endomorfismos locais de @, onde Y € O e T' € T, tal que cada semigrupo S(Q;U,T)
tem orbitas progressivas e regressivas abertas quando agindo em () e tem as mesmas

érbitas que Sy 7(E) quando agindo em E.

Cada semigrupo S(Q;U,T) C End,(Q) da familia dada na condi¢do (A) é chamado de
(U, T)-semigrupo de sombreamento de o, em (). Ressalta-se aqui a liberdade que se tem
de escolher os semigrupos de sombreamento em (): a Unica relacao que eles devem ter com
os semigrupos de sombreamento em E dados em (2.2) é que ambos tenham as mesmas
6rbitas em E. Serd precisamente nessa escolha de semigrupos de sombreamento em () que
a teoria de [20] serd modificada na préxima segao.

Com a condigao (C) satisfeita tem-se no fibrado E a descricdo dos conjuntos O(E)-
transitivo por cadeias como intersecao de conjuntos de controle dos semigrupos de som-
breamento Sy r(E) C End/(E) que é dada pelo Teorema 2.1. Com a condigao (A) satisfeita
tem-se uma descrigao fibra-a-fibra dos conjuntos de controle da Sy r(E) que é dada pela
teoria geral em [20]. Juntando-se esses dois resultados obtém-se uma descrigao fibra-a-fibra
dos conjuntos O(E)-transitivos por cadeias de de oF em E (cf. Capitulos 5 e 6 de [17] cujos
resultados principais estao enunciados no apéndice B.4 para o caso em que E é um fibrado
flag). A seguir descreve-se sob que condigbes as hipdteses (C) e (A) sado verificadas em
20, 17].

Fazem-se as seguintes hipéteses sob Q e £ = Q x¢ F.

Q1) G tem um subgrupo compacto metrizavel K, fixa-se uma métrica biinvariante dx em

K.
Q2) @ admite uma reducao R C @) de G para K, fixa-se uma tal redugao.
El) K age transitivamente e abertamente na fibra tipica F'.

E2) F com a métrica de Hausdorff d¥ induzida da métrica biinvariante dx de K é um

espago métrico convexo, fixa-se essa métrica em F.
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Mostra-se em [20, 17] que essas hipiteses valem em situagoes bastante gerais, em particular

no caso de fibrados flag (cf. também a se¢ao 2.3).

Para a construgao das cartas exigidas em (C) fixa-se a familia cartas U = {t; };c; de @
adaptadas a reducao R dadas na Proposicao A.6. Como X é paracompacto pode-se supor
que {dom1); };c; é uma cobertura localmente finita de X. Pela escolha em (E2) tem-se que
K age a esquerda em F por isometrias. Denota-se por O(X) a familia de todas coberturas
abertas de X. Dados U € O(X) e ¢ > 0, considera-se a cobertura adaptada U. de E

definida por
U. = {(WE) N ((U;NU)x B.(v)): i€, UeclU,v e F}, (2.4)

e denota-se por Oy (FE) a familia de todas essas coberturas adaptadas F. Mostra-se na
Proposicao 3.5 e no Teorema 3.7 de [20] que sob as hipdteses (Q1), (Q2), (E1), (E2) a
familia de coberturas Oy (FE) é admissivel e localmente transitiva com respeito a End,(E),

o que estabelece a condicao (C).

Para a construgao dos semigrupos de sombreamento em @ exigidos em (A) abrevia-se

a vizinhanga dada em (2.1) por
.7\71,{E (E) = NEHdz(E)Ms (E) C Endg(E) (25)
e define-se

S(Q, E; U.,T) := semigrupo gerado por {¢oa; : ¢ € Endy(Q) com ¢ € Ny (E), t > T},

(2.6)
em palavras, os saltos desse sombreamento em () sao realizados por endomorfismos que sao
pequenos em E. E imediato que S(Q, E; U, T) induz em E o semigrupo Sy, 7(E) em (2.2)
logo possui em F as mesmas Orbitas que esse semigrupo. Mostra-se no Corolario 5.13 de
[17] que sob as hipdteses (Q1), (Q2), (E1), (E2) a o semigrupo (2.6) possui 6rbitas abertas

em (), o que estabelece a condi¢ao (A).
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2.2 Sombreamento com endomorfismos pequenos

Nessa secao deseja-se especializar a teoria topologica de semigrupos de sombreamento em
fibrados descrita na se¢ao anterior modificando-a de modo a torna-la aplicavel ao estudo
do espectro de Morse de semifluxos em fibrados flag (capitulo 4).

Para se aplicar os semigrupos de sombreamento ao estudo de expoentes de crescimento
deve-se construir semigrupos de sombreamento em ) cujos saltos sao realizados por en-
domorfismos que sado pequenos em ) (cf. Equagdo 4.18 e Proposigao 4.7). Esses saltos
devem ser pequenos o suficiente para se induzir em E as mesmas drbitas que Sy r(E) mas
grandes o suficiente para se obter d6rbitas abertas em ) de modo que a hipétese (A) seja
satisfeita. O semigrupo dado em (2.6) nao é util para essas aplicagdes pois nele os saltos
do sombreamento sao dados por endomorfismos que sao pequenos no fibrado associado F,
mas nao necessariamente pequenos em Q).

Primeiramente faz-se duas hipoteses adicionais sob o grupo estrutural G e sua agao na

fibra tipica F.

Q3) G é metrizavel e sua métrica dg é tal que sua restricao a K coincide com dy (veja
(Q1)).
E3) Para cadau € F, g € G existe k € K tal que d (gu,u) < dg(gk, k).

Mais adiante, mostra-se que essas hipdteses valem em situacoes bastante gerais, em par-
ticular, no caso de fibrados flag (cf. se¢ao 2.3).

Dado ¢ > 0 fixa-se a seguinte vizinhanca da identidade em G
Ve.i={g € G: dg(gk,k) < 2e para todo k € K} C Ba.(1). (2.7)

O fato que V. é uma vizinhan¢a da identidade segue da compacidade de K. De (Q3) e da

K-invariancia a direita de dg segue que
KnV.={ke K: dg(k,1) < 2e}. (2.8)

(Pode-se questionar aqui porque nao se simplificam as coisas desde o comego impondo-se

que a métrica dg de GG seja K-invariante a direita, a resposta a isso serd dada na proxima
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segao, Observacao 2.12). Usam-se as cartas ¥ = {9, };,c; de Q adaptadas a redugao R que
foram fixadas na secao anterior e usa-se a notacao do apéndice A.2.2 para a expressao local
de endomorfismos de () com respeito a essas cartas.

Diz-se que o endomorfismo local ¢ € End,(Q) é (U,e)-pequeno se para cada x €

mx(domy) existe ¢ € I e U € U tais que
z, ox(x) €U;NU e ¢%x)ecV, (2.9)

onde ; o p 0 Y (z,a) = (px (), ¥ (x)a), para € U;, a € G. Define-se entdo a (U, ¢)-
vizinhan¢a da identidade em FEnd,(Q) por

Ve (Q) = {¢ € Endy(Q) : ¢ é (U, 2)-pequeno}. (2.10)

DadosU € O, T € T, € > 0 define-se o (U, e, T)-semigrupo de sombreamento de o, em

por
S(Q; U,e,T) := semigrupo gerado por {p oo, : v € Vy(Q), t >T}. (2.11)

Observa-se que o fibrado associado £ nao tem nenhum papel na definicao desses semigru-
pos de sombreamento, diferentemente do que ocorre em (2.6). Prova-se mais adiante o
Teorema 2.9 que mostra que os semigrupos de sombreamento de () em (2.11) satisfazem a
condigao de acessibilidade (A) de modo que a descricao fibra-a-fibra dos conjuntos Oy (E)-
transitivos por cadeias de of em E da secdo anterior vale com essa escolha de semigrupo
de sombreamento de ). O Teorema 2.9 serd obtido a partir dos resultados auxiliares dados
a seguir (Lema 2.2, Proposigoes 2.3 e 2.6 sdo adaptadas de resultados em [17], Segdes 5.1.2,
5.1.3).

A seguir consideram-se endomorfismos locais de ) construidos da seguinte maneira.
Dadas a carta local ¥; : 7' (U;) — U; x G de Q, i € I, um aberto U € U, um ponto
y € U;NU, e um elemento g € G define-se ¢} € End,(Q) por

P; 0 I o ;7 (x,a) = (y, ga), (xeU;NU, a€q). (2.12)

Esse endomorfismo local é constante em X e age em () como um elemento constante de

G. E imediato das definicoes que se g € V. entao goz’g € Vu(Q) e que se g € K entao
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gofjj € Endy(R), uma vez que as cartas locais v; sdo adaptadas a K-redugao R. Também

segue imediatamente que o endomorfismo induzido (@’;})E no fibrado associado satisfaz
(Wi7) o (eff)" o () H(z,v) = (y,9v),  (€U;NU, v EF). (2.13)

Lema 2.2 Dados p,q € Q e ¢ € Vyu(Q) tais que ¢(p) = q entdo existei € I, U € U,

9,7x(q)

g € Vz tais que o (p) = q.

Demonstracao: Como ¢ € V(@) e x(p) € mx(domep), tem-se que existei € I eU € U
tais que mx(p),7x(q) € U;NU e g := ¢¥(mx(p)) € V.. Como 1; o ¢ o1 H(mx(p),a) =

g,mx (p)

(mx(q), ga) tem-se imediatamente de (2.12) que ;" (p) = ¢. |
Proposicao 2.3 As drbitas progressivas e regressivas de S(Q;U,e,T) em Q sao abertas.

Demonstragao: Para se mostrar que a orbita progressiva de p € ) é aberta define-se

Op :={(poag)(p): ¢ € Vu:(Q), t > T}, entao define-se recursivamente (Op); := Op,

(Op)n == J{Oq: q € (Op)u-r}, (2.14)

de onde segue imediatamente que

S(QU,e,T)p = |J(Op)a, (2.15)

n>1

de modo que (2.14) e (2.15) reduzem o problem a mostrar que o conjunto Oq é aberto em @
para ¢ € @ arbitrério. Seja p € Og, entao p = ¢(04(q)), ¢ € Vyu(Q), t > T. Pelo Lema 2.2
existei € I, U € U, g € V. tais que mx(p) e U;NU e p = goi’g)‘(p)(at(q)). Como para todo
heV.,yeUnNU vale ¢fg € Vu(Q) pela definicao de Op segue que gaﬁ’g(at(q)) € Oq.
Seja ¥;(04(q)) = (z,b), x € X, b € G, entado por (2.12) tem-se que @Zﬁ(ot(q)) = (y, hb)

de modo que

p €Y ((UNU;) x Veb) C Og, (2.16)

o que mostra que Oq é aberto em (). Para a orbita regressiva procede-se de forma andaloga.
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Proposigao 2.4 Dado ¢ € Vy;.(Q) tem-se que p¥ € Ny (E).

Demonstragao: Dado ¢ € domg” arbitrdrio deve-se mostrar que & e ¢¥(§) sao U.-
préximos. Seja £ =q-u, comu € F, ¢ € Q, entdo p¥(&) = p(q) - u. Como ¢ € Vy(Q) e
z:=7x(q) € mx(domy) existe i € [ e U € U tais que z, p(z) € U;NU e g := ¢F(x) € V..
Se ¥;(q) = (z,b), entdao 1;(p(q)) = (¢(x), gb), de modo que

Vi(q) - u=(x,bu),  Yi(e(q)) - u= (¢(x),gbu). (2.17)

Por (E3) existe k tal que d” (bu, gbu) < dg(k, gk) < 2, uma vez que g € V.. Agora por
(E2) F é convexo de modo que existe v € F tal que bu, gbu € B.(v). Essas consideracoes

mostram que ambos YE () = 4(q)-u e UE(PF(E)) = i(p(a)) -u estiio em (UT) x Bu(o),
de modo que £ e p¥(€) sdo U.-préximos. |

Usando-se as defini¢oes dos semigrupos de sombreamento em E (2.2) e em @ (2.11)

tem-se o seguinte corolario imediato desse resultado.
Corolério 2.5 S(Q;U,e, T)* C Sy.r(E).

A reciproca do resultado anterior nao vale em geral, mas em seguida mostra-se que

um salto em FE feito por um elemento de Ny (F) pode ser realizado por um elemento de

VU,E(Q) N EndZ(R)
Proposigao 2.6 Dados u,v € F existe k € K tal que ku =v e dg(k,1) = d% (u,v).

Demonstracao: Primeiro recorda-se como se define a distancia d em F. Fixa-se um
ponto base w € F' e toma-se sua isotropia M em K, como K age em F' transitivamente e
abertamente tem-se o homeomorfismo canénico ¢, : K/M — F dado por kM +— kw. Em

K /M tem-se a distancia de Hausdorff dada por

dyw(aM,bM) := min min dg(am,bm’), (2.18)

meM m'eM
entao dy,(aM,bM) = min,,c s di (am, b) pela invariancia a direita de dg, logo d,,(aM,bM) =
di (amg, b) para algum mg € M, pela compacidade de K. Define-se entdo em F' a distancia
de Hausdorft

d? (u,v) = dy (o (u), o' (v)), (u,v € F). (2.19)
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Usando-se a invariancia a direita de dg, mostra-se facilmente que essa métrica nao depende
da escolha do ponto base w.

Para se provar a Proposicao, fixa-se por conveniéncia o ponto base u em F' e considera-
se M sua isotropia. Tem-se que v = lu, para algum [ € K, assim pelas observagoes
acima tem-se que d* (u,v) = d (M, IM) = dg(1,lmg) para algum my € M. Colocando-se

k := lmyg, tem-se que dg(1,k) = d(u,v) e que ku = Imou = lu = v, como desejado. |

Proposigao 2.7 Sejam p,q € Q, u € F e ¢ € End,(Q) tais que ¥ € Ny (E) e oF(q -
u) = p-u. Entao existem k € K, U € U, i € I tais que (goz)é(p)’k)E(q ‘u) =p-ue
i ™" € Vuo(Q) N Endy(R).

Demonstragao: De ¢¥(q-u) = p - u conclui-se que ¢(q) = pa, onde a € G é tal que

au = u. Seja ¥i(q) = (mx(q),b) entao ¥;(p(q)) = vi(pa) = (7x(p),gb), g € G, e pela

equivariancia de v; segue que 1;(p) = (7x(p),gba!). Tem-se entao que

Ui (- w) = vilg) - u = (mx(q), bu), (2.20)

Ui (p ) = vip) - u = (rx(p), gba™'u) = (mx(p), gbu). (2.21)

De p¥ € Ny (E) tem-se que existem i € I, U € U ev € F tais que 7 (q-u), vF(p-u) € (UN
U) x B.(v), de modo que pelas consideragdes acima conclui-se que 7x(q), 7x(p) € U;NU

e d(bu, gbu) < 2¢. Pela Proposicio 2.6 existe k € K tal que

kbu = gbu, dg(k,1) = d (bu, gbu) < 2e, (2.22)

logo por (2.8) tem-se que k € V., o que implica que p := @Zﬁ(p)’k € Vi (Q), além disso de

k € K tem-se que p € Endy(R). Por (2.12) tem-se que ¥;(p(q)) = (rx(p), kb) de modo que
por (2.22) tem-se 1 (p"(q - u)) = i(p(q)) - u = (wx(p), kbu) = (mx(p), gbu) = ¥ (p - u) o

que implica que p¥(gq-u) = p - u, como desejado. |

Um corolario imediato do resultado acima é o préximo resultado que mostra que os
pulos dados numa érbita de sombreamento em E podem ser realizados por endomorfismos

pequenos de @ que fixam R.
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Corolario 2.8 Seja &y,& € E be tais que & € Sy, v(F)& de modo que

& = (pnooy, 0 prooy,) (&), (2.23)

onde p; € Ny (E), t; > T,i=1,...,n. Entdo existem endomorfismos locais rk; € Vi .(Q)N
Endy(R) tais que

& = (kn ooy, 0 k1 00,)" (&), (2.24)

de modo que & € S(Q;U, e, T)FE.

Colecionando-se os resultados anteriores obtém-se o resultado desejado.

Teorema 2.9 Satisfeitas as hipdteses (Q1) a (Q3) e (E1) a (E3) o semigrupo de sombrea-

mento S(Q;U,e,T) em Q por endomorfismos pequenos satisfaz a condi¢ao de acessibilidade

(A)-

Demonstracao: A Proposicao 2.3 fornece a abertura das drbitas progressivas e regressivas
de S(Q;U,e,T) em (). Tomando-se £ € E, o Corolario 2.8 implica que Sy r(E) C

S(Q;U,e, T)EE, e o Corolério 2.5 implica a inclusao reciproca. Assim,
Su.r(E)§ = S(Q;U,&T)Ef (2.25)

de onde segue que (Sy._r(E))*¢ = (S(Q;U,e, T)P)*¢. |

Observagao 2.10 Observa-se que o mesmo semigrupo de sombreamento S(Q;U,e,T) em
Q@ pode ser usado simultaneamente para realizar as (U, T')-cadeias em mais de um fibrado
associado E, desde que cada fibrado E satisfaca as hipdteses (E1)-(E3). Em particular se
7 Ey — Ey € uma proje¢ao Endy(Q)-equivariante entre dois tais fibrados entao seque que
cada (U, T)-cadeia de Fy se projeta numa (U, T)-cadeia de Ey e cada (U, T)-cadeia de

Es se levanta a uma (U, T)-cadeia de E;.
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2.3 Sobre as hipéteses

Nessa se¢ao mostra-se que as hipoteses (Q1)-(Q3), (E1)-(E3) dadas nas duas dltimas Segdes
sdo satisfeitas em situagoes bastante gerais, em particular no caso de fibrados flag (cf.
Teorema 2.13).

Diz-se que G se decompoe topologicamente como o produto de seus subgrupos K e U

se K NU = {1} e a restrigao do produto de G dada por
KxU—G, (k h)w~ kh, (2.26)

define um homeomorfismo de K x U sobre G, nesse caso por um leve abuso de notagao

escreve-se

G=KxU. (2.27)

A seguir sao dadas algumas hipdteses sob o grupo estrutural G e sob a fibra tipica F' que

serao consideradas no proximo resultado.

A1) G satisfaz (Q1) e tem um subgrupo U tal que G = K x U.
A2) Em (A1) o subgrupo U é homeomorfo a algum R".

A3) Em (A1) o subgrupo U fixa um ponto de F.

A4) G satisfaz (Q3) e (A1), além disso a métrica dg em (Q3) é tal que da(g,9’) > di(k, k)
onde g = ku € KU, ¢’ = kK'u' € KU na decomposicao de (Al).

Proposicao 2.11 Supondo-se (Q1) e (A1) tem-se que
i) (A2) implica (Q2), (Q3) e (A4),
ii) (A3) implica (E1),

iwi) (A4) e (A3) implica (ES3).
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Demonstracao: Para o item (i), de (A1) segue que G/K ~ U e de (A2), U ~ R". Entao
da Proposicao A.4 segue (Q2). Sem perda de generalidade pode-se assumir que U = R”

onde 1 € U vai para 0 € R". Fixa-se uma norma |- | em R", usando-se a decomposi¢ao

G = K x U de (Al) define-se
da(g,q') = dg(k, k') + |u—1'|, onde g=khe KU, ¢ =kh'e KU. (2.28)

E imediato entdo que dg é uma métrica em G cuja restrigao a K é dg, o que fornece (Q3),
e é também imediato que d¢ satisfaz (A4).

Para o item (ii), de (A3) toma-se u € F' fixado por U. Como G = KU tem-se que
F = Gu = Ku o que mostra que K age transtivamente em F. Pela transitividade de K,
para mostrar que K age abertamente em F', basta mostrar que K age abertamente em wu.
Seja V um aberto de K, tem-se que Vu = VUu, de (Al) G = K x U segue que VU é
aberto em G, como G age abertamente em F' segue entao que Vu = VUu é aberto em F.

Para o item (iii), de (A3), toma-se u € F fixado por U. Além disso, pelo item anterior,
tem-se (E1). Para se verificar (E3) tomam-se g € G e v € F arbitrarios. Por (E1) tem-
se k € K tal que v = ku, de modo que kUk™! fixa v. Considera-se a decomposicao
G = K x (kUk™") sob a qual g se decompoe como g = [(khk™") € K(kUk™'), desse modo
gk se decompoe como gk = (lk)h € KU. Tem-se entdo que

d(gv,v) = d"(lv,v) < dg(l,1) = dg(lk, k) < dg(gk, k), (2.29)

onde usou-se a K-invariancia a direita de d e a desigualdade em (A4), o que estabelece

(E3). |

Observagao 2.12 Como serd visto no prdzimo exemplo, a decomposi¢ao em (A1) imita
a decomposi¢ao de lwasawa, assim nao se deve esperar que K normalize U.

Para se provar (E3) na Equacdo (2.29) usa-se a hipdtese (A4). Para satisfazer (A4)
a métrica dg (2.28) construida na demonstragcio tem que respeitar a decomposi¢ao em
(A1) mas como nessa decomposi¢ao fator K aparece a esquerda de U e como K nao

necessariamente normaliza U, nao se deve esperar que se possa definir dg K -invariante a
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direita satisfazendo (A4). A métrica dg (2.28) € claramente K -invariante a esquerda, no
entanto se a hipdtese de K -invariancia a esquerda fosse feita em (Q3) isso nao simplificaria

nenhuma das construcoes da secao anterior.

O caso concreto mais significativo onde todas as hipéteses deste capitulo sao verificadas

¢ dado a seguir.

Teorema 2.13 Se o grupo estrutural G de Q) é semi-simples e a fibra tipica F' de 2 € um
flag Fo de G, © C X, entao sao satisfeitas todas as hipdteses (Qi), (Fi), (Aj), i =1,2,3,
j=1,...,4. Em particular a condi¢cao de acessibilidade (A) € satisfeita para os semigrupos

de sombreamento em (2.11).

Demonstracao: Seja G = K x AN()\¢) uma decomposigao de Iwasawa de GG, definindo-se
U := AN()\y) tem-se das propriedades da decomposigao de Iwasawa que (Q1), (A1), (A2)
sao satisfeitas. Que (A3) é satisfeita segue de U estar contido na isotropia de pg(Ag) € Fo.
Segue entdao da Proposigao 2.11 que sao satisfeitas (Q2), (Q3), (A4), (E1) e (E3). Por
tltimo (E2) é satisfeita uma vez que a métrica de Hausdorff d em Fg é uma métrica
Riemanniana completa, logo uma métrica convexa. A ultima afirmagao é entao imediata

do Teorema 2.9. |

Assim no caso de grupo estrutural semi-simples G e semifluxo de endomorfismos o; em
Q) os resultados das tltimas duas Segoes podem ser aplicados para se fazer o sombreamento
simultaneo dos semifluxos induzidos em todos fibrados flag Fg@ de ) usando-se o mesmo

semigrupo de sombreamento de ) por endomorfismos pequenos (cf. Observagao 2.10).



Capitulo 3

Decomposicao de Iwasawa e polar de

fibrados principais

Fixa-se nesse capitulo um fibrado principal localmente trivial 7x : @ — X com grupo
estrutural G semi-simples e base X paracompacta.

Os objetivos desse capitulo sao introduzir o conceitos de decomposicao de Iwasawa de
(), decomposicao polar de @), introduzir o cociclo radial associado a uma decomposicao de
Iwasawa de () e obter expressoes explicitas para esse cociclo.

A partir desse capitulo sao usados livremente as notacoes e resultados de Teoria de Lie

semi-simples do Apéndice A.3.

3.1 Decomposicao de Iwasawa do fibrado ()

O objetivo desta segao é mostrar como uma decomposigao de Iwasawa do grupo estrutural
G da origem a uma decomposicao andloga do fibrado ). Fixa-se uma decomposicao de

Iwasawa de G dada por

G = K(AN(\)), (3.1)
onde )y é uma camara de G. Se g € G tem decomposi¢ao de Iwasawa
g =kh(Xo)n € KA(X)N(\g), onde h € A, (3.2)

23
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entao denota-se por K(g) := k a K-parte de g e denota-se por A(g) := h a A-parte canonica
de g com respeito a essa decomposicao de Iwasawa.

Como a base X de @) é paracompacta e como na decomposic¢ao de Iwasawa (3.1) de G
o subgrupo AN ()g) é difeomorfo a um R™ segue da Proposi¢ao A.4 que essa decomposigao
de Iwasawa fornece uma K-reducao R C (). Uma K-reducao R de () juntamente com a
decomposicao de Iwasawa G = K (AN (X)) fornece uma certa decomposicao de @ que é

analoga a decomposigao de Iwasawa de GG, como mostram os seguintes resultados.

Proposicao 3.1 Dado q € Q) existe um tnico r € R e um tnico elemento hn € AN(\g)
tais que

q=r(hn). (3.3)

Demonstracao: Seja 7 € R na mesma fibra que ¢ em (@, entao existe ¢ € G tal que
q =Ty, seja g = khn € KAN()\) a decomposigao de Iwasawa de g e ponha r := 7k € R,
entdo ¢ = (Tk)hn = r hn, o que prova a existéncia. Seja h'n’ € AN()\g), ' € R tais que
g = ' h'n’, entao existe k' € K tal que ' = rk’ de modo que ¢ = rk’h'n’ = r hn, logo
k'h'n’ = hn, assim pela unicidade na decomposicao de Iwasawa de G tem-se que k' = 1 e

hn = h'n’, logo que " = r, 0 que prova a unicidade. |

Chama-se a decomposicao na Equagao (3.3) da decomposi¢ao de Twasawa de Q) deter-
minada pela escolha da K-redugdo R C @) e da decomposigao de Iwasawa G = K (AN ()\y)),

ela serd denotada por

Q = R(AN(\o))- (3.4)

Por um abuso de notacgao, daqui em diante usa-se o sobrescrito R para as construcoes em
(@, ou em seus fibrados associados, que dependem desta decomposicao de Iwasawa de Q).

Por meio da Proposicao 3.1 podem-se definir as aplicagoes
R:Q—R, ANP:Q — AN()\), ARF:Q— A (3.5)
que estao univocamente definidas pela equacao

q=R(q)AN"(q), (¢€Q), (3.6)
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e por

A (q) .= A(AN"(q)), (¢ € Q). (3.7)

Proposicao 3.2 As aplicacoes R, AN® e AT sio continuas e satisfazem as sequintes pro-

priedades
i) R(r) =r, ANR(T’) =1, Af(rg) = A(g) parar € R, g € G,
ii) R(qv) = R(q), AN"(qv) = AN"(g)v, para v € AN (o), ¢ € Q,
iii) R(gm) = R(q)m, AN"(gm) = m™'AN"(q)m, para m € M(Xo), q € Q.

i) Se ¥;(q) = (z,9) entdo R(q) = ¥; '(x,K(g)), Af(q) = A(g), onde 1; é uma carta de
Q adaptada a R, q € Q, x € X, g € G.

Demonstragao: Primeiro provam-se as propriedades de (i) a (iii). As primeiras duas
equagoes da propriedade (i) seguem imediatamente da unicidade, para a terceira toma-se
a decomposicao de Iwasawa g = kh(Ao)n € KA(N)N(N\og) entdo rg = (rk)h(Ag)n onde
rk € R de modo que AN®(rg) = h(\o)n, logo Af(rg) = h = A(g). Para a segunda

propriedade tem-se que

qu = (R(g)AN"(q))v = R(q)(AN"(q)v) = R(qu)AN"(qu). (3.8)

Disso e da unicidade segue (ii). Para a terceira propriedade tem-se que
gm = (R(¢)AN"(g))m = (R(q)m)(m~'AN"(g)m) = R(gm)AN"(qm). (3.9)

Como m € K normaliza AN ()\y), entdo (iii) segue da unicidade.

Para se provar a continuidade usa-se a Proposicao A.6 para se obter cartas locais
V; 1w (U;) — U; x G do fibrado @ adaptadas a reducdo R. Seja i € I tal que 7x(q) € Uj,
entdo ¢ = ¥; *(7x(q), 9:(q)), onde g; : 75 (U;) — G é continua. Faz-se uma decomposicio
de Twasawa ¢;(¢) = K(g:(q))AN(gi(q)), onde AN(g) denota a AN(\g)-parte de g € G.

Usa-se agora a propriedade de equivariancia das cartas para se obter que

q =1 (mx(q), 9:(q)) = ¥; (mx(q), K(gi(q))) AN (g:(q)). (3.10)
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Como as cartas 1); sao adaptadas a R tem-se do item (ii) da Proposicao A.6 que

i (mx (), K(gi(9)) € R, (3.11)

assim da unicidade da decomposicao de Iwasawa de () segue que

R(q) = ¥; H(mx(0), K(gi(a))), AN (q) = AN (gi(q)), (3.12)

de onde segue que
Af(q) = Algi(q)). (3.13)
Da continuidade de decomposicao de Iwasawa, segue entdo a continuidade de R, AN e AT

O item (iv) segue imediatamente das duas equagoes anteriores. |

Como K age transitivamente em F, o fibrado K-principal R também tem seu fibrado
flag associado

FR:= R xxF. (3.14)

Proposicao 3.3 A inclusdo i® : R x F C Q x F induz um homemorfismo i¥ : FR — FQ

cuja inversa j® : FQ — FR é dada por
7%(a-p(M)) =R(@) - p(N), (¢ € Q). (3.15)

Demonstragao: A aplicacio induzida é dada por if(r-p(A\g)) = r-p()g) é claramente bem
definida, logo continua, e claramante injetiva. Para se provar que também é sobrejetiva
usa-se a decomposigao de Iwasawa (3.6) de ) observando que para q - p(A\g) € FQ, ¢ € @,

tem-se que

¢-p(Xo) = R(@)AN"(g) - p(Xo) = R(q) - p(No) = i"(R(q) - p(No)). (3.16)

Definindo-se a aplicagao j% por (3.15) segue de (3.16) que i*(5%(g-p(Xo))) = q-p(Ao). Por

outro lado, usando-se a primeira propriedade da Proposicao 3.2, tem-se que

G (- p(Xo))) = R(r) - p(Xo) = 7 p( o). (3.17)
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O que mostra que ;% e i¥ sdao inversas uma da outra. Falta apenas provar que a inversa
5% é bem definida, logo continua, uma vez que a aplicacdo R é continua pela Proposicao
3.2. Sejam entdao ¢',q € @, tais que ¢ - p(Ag) = q - p(Xo). Segue que ¢ = gg com
g € P(\). Pela decomposigao de Iwasawa de P()\g) tem-se que g = mhn € MAN()\o).
Logo, pelas propriedades (ii) e (iii) da Proposicao 3.2 tem-se R(¢") = R(¢)m de modo que

R(¢') - p(Xo) = R(@)m - p(No) = R(q) - p(No), 0 que prova que jf é bem definida. |

Exemplo 3.4 No caso em que (Q = G com base X igual a um ponto entdo é imediato
que: o semigrupo Endy(Q) = G agindo a direita em G, a K-redugdao de Q) € a escolha do
subgrupo compacto marimal R = K C G, o subsemigrupo End,(R) = K, a decomposi¢ao
de Iwasawa (3.4) de Q € a decomposi¢ao de lwasawa (3.1) de G, as aplica¢oes R : G — K,
AN® . G — AN (No), AR : G — A de (3.5) sdo os respectivos fatores da decomposicao
de Iwasawa de G e, finalmente, o homeomorfismo i'* da Proposicao 3.3 € o andlogo do

difeomorfismo entre K/M(X\y) e G/P(X\o) induzido pela inclusao K C G.

3.2 Decomposicao polar do grupo GG

Observa-se que em [24] o conceito de decomposi¢ao polar do grupo semi-simples G sobre
seu flag maximal F é introduzido de maneira nao intrinseca. Aqui sao feitas construgoes
intrinsecas que serao depois utilizadas no contexto de fibrados.

Para se introduzir o fibrado que da origem a decomposicao polar de GG escolhe-se uma
camara arbitraria A; de G e considera-se o subgrupo parabdlico associado P()\;) com a
decomposicao de Iwasawa associada P(A\;) = (MAN)(A1) = (AMN)(A1). Uma vez que
o N(A1) é subgrupo fechado e M(\;) subgrupo compacto, segue que M N(A;) é subgrupo

fechado de G. Define-se entao o seguinte espaco homogéneo com ponto base
U:=G/MN(A\), n(A):= MN(\), (3.18)
e define-se a seguinte fibragao G-equivariante de U sobre o flag maximal F de G

U —F, w(gn(h)) = gp(h). (3.19)
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O espago homogeéneo U é chamado o espaco total da decomposigao polar de G e a fibracao 7y
é chamada a fibracao da decomposi¢ao polar de G. Uma vez que P(A;) = A(A)(MN(A\y))
e que A(A1) normaliza M N()\;) segue que M N()\;) é subgrupo normal de P(\;). Uma
vez que P(\)/MN (A1) = A(\;) segue que a fibragao acima é A(\;)-principal. Para que
a escolha da camara A; seja inessencial nas construcoes acima considera-se A o abeliano

canonico maximal de G. Define-se a acao a direita de A em U via

gn(A) - h:=(gh(M))n(A), (b € A). (3.20)

Segue de A(A;) N MN(\) = 1 que essa agao é livre. Da decomposicao de Iwasawa de
P(\1), tem-se que

(m5) "' (p(M)) = P(A)n(A) = (AMN)(A)n(\) = AQn)n(h) = n(h) - A (3.21)

Logo 7 : U — F é um fibrado A-principal. E necessario saber como muda a acao a direita
de A e como muda o estabilizador em G quando se muda o ponto base em U. Esse é o

conteido do proximo resultado.

Proposicao 3.5 Dado uma camara arbitrdria Ao de G fiza-se um outro ponto base n(Ag) €
U na fibra sobre p(Xo) € F. Entdo o estabilizador de n(\g) em G é M N (o) e, com respeito

a esse ponto base, a acao do A canonico em U € dada por

gn(Ao) - b= (gh(Xo))n(Xo), (h € A). (3.22)

Demonstracao: Como G age transitivamente nas suas camaras existe b € G tais que \g =
bA1b~1. Assim p(Ng) = bp(A1) logo bn();) estd na fibra sobre p(A\g) e, como n()\g) também
estd na fibra sobre p(\g), existe a € A(A1) tal que n(N\g) = ban(A;). Como A(A;) normaliza
A1 e estabiliza p(\1), tomando V' := ba tem-se que \g = H'A\10'"L. Assim n(Ng) = Vn(A;).
Dai segue que o estabilizador de n(\g) em G é ' MN M)Vt = MN (B Y1) = MN (),
0 que prova a primeira afirmagao. Usando-se que 0'h(\)b'™! = h(VA\ 0 1) = h(\g) tem-se

que

gn(Xo)-h = g(b'n(A1))-h = (gb'h(A1))n(A1) = g(U'h(A)V " )b'n(A1) = gh(Xo)n(Xo), (3.23)

o que prova a segunda afirmacao. |
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Como A é um subgrupo vetorial segue que o fibrado A-principal (3.19) é trivial, uma
secao global explicita desse fibrado sera construida na proxima secao no contexto mais

geral de decomposicao polar de fibrados.

3.3 Decomposicao polar do fibrado ()

Os objetivos dessa se¢ao sao estender a decomposi¢ao polar de G da secao anterior para
uma decomposicao polar de um fibrado G-principal @) e, a partir de uma escolha de decom-
posicao de Iwasawa do fibrado @ (se¢@o 3.1), obter uma secao global explicita da fibragao
da decomposigao polar de Q.

O fibrado A-principal (3.19) da decomposigao polar de G descreve a decomposigao polar
de @) fibra-a-fibra. Para juntd-las num fibrado e obter a decomposicao polar global de @,

consideram-se naturalmente os seguintes fibrados associados de @)

UQ = Q Xa U, ]FQ = Q Xa F, (324)

e a fibracao A-principal entre eles

mr : UQ — FQ, 7r(q-n(Ao)) == q-mr(n(Xo)), (3.25)

onde n(Ag) € F é arbitrario. O fibrado A-principal UQ se chama fibrado espago total da
decomposicao polar de (), sua base F(Q) é o fibrado flag maximal de @) e a fibracao np é
chamada a fibracao da decomposicao polar de ). Um ponto de U@ serd costumeiramente
denotado por 7 e um ponto de FQ por £&. Como A é um subgrupo vetorial segue que o
fibrado A-principal (3.25) é trivial. A seguir deseja-se construir uma se¢ao global explicita

desse fibrado. Uma idéia imediata para se fazer isso seria considerar a seguinte aplicagao

X FQ —T0Q, x(g-p(N)) :=¢q-n(N), qeQ, (3.26)

mas como o estabilizador de p(Ag) em G é P()\) que nao estabiliza 1n()g) é imediato que
essa aplicacao nao estd bem definida em FQ). A idéia para definir uma tal aplicacao é entao

considerar uma K-redugao R de G e definir y no flag FR de R. Como o estabilizador de
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p(Ao) em K é M(Ng), que estabiliza n()g) (Proposigao 3.5), segue que esta aplicacao estara

bem definida em FR. Mais precisamente tem-se o seguinte resultado.

Teorema 3.6 A partir da escolha de uma decomposicio de Twasawa Q = R(AN(Xo)) (3.4)
do fibrado Q fizam-se nas fibras tipicas o ponto base p(Ag) € F e um ponto base n(\g) € U

na fibra sobre p(Xg). Com essas escolhas, a aplicag¢do
X FR—UQ, X'(r-p(ho))=r-nk),  (reR), (3.27)
¢ bem definida e continua e a composi¢ao
X FQ - UQ, x":=x"oj", (3.28)

define uma se¢ao global continua do fibrado A-principal da decomposi¢ao polar (3.25). Para

q € Q, a secio x® satisfaz

X" (q-p(No)) = R(q) - n(Xo) = q-n(Xo) - A¥(q) 7" (3.29)

Para v € Endy(R) a segdo X satisfaz

X(W(E) = v (x(€), € eFQ. (3.30)

Demonstracao: Da Proposicao 3.5 segue que MN()\g) estabiliza n()g). Para mostrar
que X estd bem definida, logo é continua, sejam 7/,r € Q, tais que 1" - p(Ao) = r - p(No),
segue entao que ' = rk com k € P(\g) N K = M()g), pela decomposigao de Iwasawa de
P(Xo) = M(XAo)AN (Xo). Assim X*(r" - p(Ao)) = 7" n(Xo) = 7 - 1n(Xo) = X" (r" - p(N)), 0
que prova que x* estd bem definida. Da Proposicio 3.3 segue que ;7. logo ¥, é continua.

Que x* é uma secao segue de

(X (r - p(X0))) = me(r - n(Xo)) = 7 me(n(Xo)) = 7 - p(Xo). (3.31)

A primeira equacao de (3.29) segue das Equacoes (3.15) e (3.27). Para a segunda
equacio seja ¢ = R(q)ANT(g) com ANF(q) = h(Xo)n € A(X)N(No), de modo que A%(q) =
h. Como A()\g) normaliza N(\g) que estabiliza n()g) tem-se que

R(g) - n(Ao) = R(q) - (A(Xo)nh™ " (Xa))n(Ae) = R(@)h(Xo)n - n(Ao) - h~" = g - n(Xo) - A(g) ™,
(3.32)
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o que prova a segunda equacgao de (3.29).

Para a equacdo (3.30) pela Proposicao 3.3 escreve-se & =1 - p(Ag) e usa-se (3.27).

Exemplo 3.7 No caso em que Q = G com base X igual a um ponto entdo o fibrado A-
principal (3.25) € o fibrado de espag¢os homogéneos (3.19), além disso seque do Exemplo
3.4 e de (3.27) que nesse caso a se¢ao global x : F — U dada no Teorema 3.6 é

X(kp(ho)) = kn(Xo), (k€ K), (3.33)

que € a se¢ao de U considerada em [24], primeira parte da se¢ao 3.

3.4 Cociclo radial em FQ

O objetivo dessa secao é introduzir o cociclo radial associado a uma decomposi¢ao de
Iwasawa de () e obter expressoes explicitas para esse cociclo. Serao aplicados a seguir os
resultados do Exemplo 1.3 do capitulo 1.

Fazendo-se a escolha de uma decomposigao de Iwasawa @@ = R(AN()g)) de @ e dos
pontos base dados no enunuciado do Teorema 3.6 obtém-se uma secao global continua y %
do fibrado A-principal trivial 7 : UQ — FQ. A secao x® d4 origem a uma aplicacdo
continua A® : U — A, a chamada aplicacdo radial em UQ com respeito a decomposicio de

Iwasawa (3.4) de @, que é determinada por (1.6) que, neste caso, toma a forma

n=x"(me(n)A%(n), (neUQ). (3.34)

A Equacao (3.34) é chamada de decomposi¢ao polar de ) (mais precisamente, de UQ),
onde A%(n) é chamada a parte radial de n e x®(mr(n)) é chamada de parte projetiva de n,
todas elas com respeito a decomposigao de Iwasawa (3.4) de ). Como a segao global xt é
um mergulho topolégico de FQ em UQ, também chama-se mr(n) de parte projetiva de 7.

Tem-se a seguinte expressao explicita para a aplicacao radial A%

Proposicao 3.8
Afg-n(Xo)) =A%q), (€ Q). (3.35)
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Demonstragao: Da tltima equacio em (3.29) segue que q-n(Xo) = x(q-p(No)) - Af(q).
Uma vez que mr(q - 17(Xo)) = ¢ - p(Ao) o resultado segue de (3.34). |

Agora da agao de End,(Q)) em UQ tem-se o A-cociclo em FQ determinado por (1.7)

que é dado por

AR Endy(Q) x FQ — A, Af(p, &) = A%(p(xF(€))), (3.36)

esse é o chamado cociclo radial em FQ com respeito a decomposicao de Iwasawa (3.4) de @
que, claramente, s6 estd definido para pares (p, §) tais que mx(§) € mx(domgp). A Equacao

(1.8) neste caso toma a forma

e(x™(€)) = x"((€)A%(p, ), (3.37)

de modo que Af(yp,€&) mede o “deslocamento radial” em UQ que ¢ efetua em ¢ com
respeito a secao x%t, como ilustrado na Figura 3.1. Fica claro do argumento se A® denota
a aplicagdo dada em (3.5), (3.34) ou (3.36). Tem-se a seguinte expressao explicita para o

cociclo radial Af(p, ).

Proposicao 3.9
A, p(o)) = A¥(p(r)),  (re€R). (3.38)

Demonstragao: De (3.29) tem-se que xYZ(r - p(X\g)) = r - n(\o) uma vez que r € R, logo
(B (r-p(No))) = @(r) - n(No) e o resultado segue de (3.36) e de (3.35). |

Proposigao 3.10 O cociclo radial A%(p,€) é End,(R)-invariante a esquerda e Endy(R)-
equivariante a direita. Sejam ¢ € Endy(Q), r € R e g € G tais que § = r-p(Ng) e (r) =rg

entao
Al (p,€) = A(g). (3.39)

Mais geralmente se & =r - kp(Xg) com k € K entao

A(p,6) = Alkgk™). (3.40)
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uQ
QOU
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Figura 3.1: Interpretacdo geométrica da Equacao (3.37), na figura FQ) estd mergulhado em

UQ por meio da secao y%.

Demonstracao: As trés primeiras afirmagoes seguem imediatamente da expressao explicita
(3.38), da equagdo (3.30) e do item (i) da Proposicao 3.2. Para a quarta afirmacao observa-
se que pondo 1’ :=rk € R tem-se £ =1 - p(\g) e p(r') = o(rk) = p(r)k = rgk = r'k~ gk,
desse modo a segunda afirmacao se aplica com r e ¢ substituidos por 7’ e k~!gk respecti-

vamente. I

Em palavras o resultado anterior implica que se o endomorfismo local ¢ fixa a fibra de
E=r-p(N) € FQ, r € R, agindo na fibra de () em r como multiplicacao a direita por
g € G, entao ¢ age em x*(£) € UQ como multiplicacdo a direita por A(g).

Para se obter expressoes explicitas em termos de cartas locais consideram-se ; cartas

locais de () adaptadas a reducao R dadas na Proposicao A.6.
Proposicao 3.11 Seja g € Q tal que x = x(q) € U; e ¥i(q) = (v,9), g € G, entdo
A%(q-n(Xo)) = Alg). (3.41)

Sejam ¢ € Endy(Q) e r € R tais que v = nx(r) € U, ¥i(r) = (x,k), k € K e p(x) € U,
entao

Ao, 1 - (M) = Algf(2)k). (3.42)
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Demonstracao: A primeira afirmacdo segue diretamente de (3.35) e do item (iv) da
Proposicao 3.2. Para a segunda afirmagdo tem-se das escolhas feitas que v;(¢(r)) =

(p(x), ¢C(x)k) logo o resultado segue diretamente de (3.38) e da afirmacao anterior. [

Observagao 3.12 Trivializando-se o fibrado da decomposi¢ao polar UQ — FQ (3.25) por
meio de uma outra secdo global X' : FQ — UQ (por exemplo, se X' € a se¢do correspon-
dente a uma outra decomposicio de Twasawa Q = R'(AN()\y)) de Q), pelo Exemplo 1.3,
obtém-se um outro A-cociclo AX (@, €) que é cohomélogo ao cociclo radial A% (p, &) por uma

cohomologia continua h : FQ) — A.

Exemplo 3.13 No caso em que (Q = G com base X igual a um ponto entdo seque do

Ezemplo 3.4 e de (3.38) que o cociclo radial é
ARG xF— A, A%(g,k-p(N)) = A(gk), (g€ G, ke K), (3.43)

que € o A-cociclo K-invariante em F considerado em [10)].

3.5 Flags parciais

A decomposigao polar de () sobre o seu fibrado flag maximal F() feita nas ltimas sec¢oes
pode ser generalizada para seus flags parciais. Como a decomposi¢ao polar mais importante
para as aplicagoes dessa tese é a decomposicao polar sobre o fibrado flag maximal, as outras
decomposicgoes polares de () serao apenas comentadas na presente secao. Primeiro retorna-
se ao caso fibra-a-fibra.

Seja G um grupo semi-simples e seja G = K(AN(A;)) uma decomposicao de Iwasawa
de GG. Suprime-se da notacgao da camara A; dos objetos que dependem de camaras, a menos
que se queira enfatizar a dependéncia na camara. Seja © C 3. Seja g(0) a subélgebra

semi-simples de tipo © de g (cf. [26]) e seja ng a subalgebra nilpotente dada por

ne := Z{ga caellt —(0)}. (3.44)



3.5. FLAGS PARCIAIS 65

Tem-se que g(0) normaliza ng. Sejam G(©) e Ng os respectivos subgrupos conexos de G,

segue que G(©) normaliza Ng. Define-se o subgrupo

que é de fato um subgrupo uma vez que M normaliza G(0) e Ng. Uma vez que K¢ =

MK (©) e que N = N(O)Ng segue que a decomposicao de Iwasawa de Lg é dada por
Lo = Ko A(O)N. (3.46)

Como A(O)N é subgrupo fechado de G' e Kg é subgrupo compacto, segue que Lg é sub-
grupo fechado de GG, logo um subgrupo de Lie. Da decomposicao de Iwasawa do parabdlico
Po segue que

P@ = L@A@, (347)

onde Ag normaliza Lg e Ag N Lo = 1. Segue dai que Lg € subgrupo fechado e normal de
Po e que

Po/Le = Ae. (3.48)

Define-se entao o seguinte espaco homogéneo com ponto base
U@ = G/L@, 77()\1)@ = L@, (349)
e define-se a seguinte fibragao G-equivariante de U sobre o flag Fg de tipo © de G

Tre - Ue — Fo, 7(gn(M)e) = gp(M)e- (3.50)

O espaco homogeéneo Ug é chamado o espaco total da decomposicao polar de G sobre o flag
Feo. Segue das consideragoes anteriores que que a fibra¢ao acima é A(\;)e-principal. Nova-
mente, para que a escolha da camara \; seja inessencial nas construgoes acima, considera-se
A como subalgebra do abeliano canonico maximal A de G. Define-se a acao a direita de
Ag em U via

gn(M)e - b= (gh(M))n(M)e, (h € Ao). (3.51)

Dessa maneira 1y, : Ug — Fg é um fibrado Ae-principal. No caso particular em que

© = @ tem-se Ly = M N()\;) e o que fornece a decomposicao polar sobre o flag maximal.



66 CAPITULO 3. DECOMPOSICAO DE IWASAWA E POLAR DE FIBRADOS PRINCIPAIS

Considera-se o fibrado Ag principal UgQ — Fe@Q. A construcio de uma se¢io Y& :
Fo@Q — UgQ dada por uma K-redugiao R de @ e do Ag-cociclo radial AE correspondente
sao inteiremante analogas. Seja mg : F — Fg a projecao natural entre esses flags e seja
Po : @ — ag a projecdo ortogonal & a(O). A relacdo entre o A-cociclo radial A" em F e o

Ag-cociclo radial AE em Fg ¢ dada por

Ag(p,mo(8)) = pe(A%(9,€)), (v € Endy(Q), € € FQ). (3.52)

3.6 Um caso de grupo redutivel: Gl(n,R)

Tudo o que foi feito nas tultimas seg¢oes para um fibrado principal () com grupo estrutural
semi-simples G pode ser feito, mais geralmente, se o grupo estrutural de ) é um grupo de
Lie redutivel G bem comportado. A estrutura de componentes conexas de GG deve ser tal
que os flags de G sejam os mesmos que os flags de sua componente semi-simples (cf. Se¢ao
5.3 de [1]). Além disso, G deve ter uma teoria de estrutura suficientemente boa para que
se possa falar de decomposicao de Cartan de G, abelianos maximais de GG, decomposicao
de Twasawa de G, etc. (cf. Capitulo VII.2, p.446, de [22].)

Ainda que a teoria possa ser desenvolvida na generalidade dada acima, o interesse
dessa sec¢ao é desenvolvé-la quando G é o grupo linear redutivel G = Gl(n, R) que ocorre
no grupo estrutural do fibrado das bases de fibrados vetoriais. Desse modo, nessa se¢ao
desenvolve-se a teoria das secoes anteriores nesse caso particular.

Os exemplos a seguir identificam no caso linear G = Gl(n,R) quem sdo o espaco total
UQ da decomposicao polar, a secio x® : FQ — UQ, a aplicacao radial A® : UQ — A e o
cociclo radial A% : Endy(Q) x FQ — A, objetos que foram definidos no presente capitulo da
tese. Em particular esse exemplos mostram como recuperar os cociclos classicos da norma

nos Grassmanianos (Exemplo 1.4) a partir do cociclo radial definido no presente capitulo.

Exemplo 3.14 FEscolhe-se a decomposicao de Iwasawa usual de G = KAN com K =
O(n,R) = isometrias lineares de R™ com a métrica euclidiana ||, A = matrizes diagonais

positivas, N = matrizes triangulares superiores com 1 na diagonal. Tem-se que M =
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matrizes diagonais com entradas £1, a = matrizes diagonais. Consideram-se os funcionais
A, de a dados por A\, (diag(Hy, ..., H,)) := Hy e definem-se os funcionais py, := A+ - -+,
k=1,...,n.

Considera-se o espago vetorial V := A(R") = R" & A*(R") @ --- & A"(R") e a agado

usual de G em V. Seja eq,...,e, a base canonica de R™. Fixa-se o vetor
vop:=€er+e Neg+---+egAN---Ne, €V, (3.53)
é imediato que sua isotropia é N e que sua G-orbita em V é dada por
U:= {vi+viAvg+ -4+ A~ Av, €V :vg, ... 0, € uma base de R"}. (3.54)

Considerando-se o quociente f[VJ/M, por um abuso de notagao denota-se por £v a imagem

de v € U nesse quociente. Seja 1y = vy, seque que a isotropia de ng € M N de modo que
U=U/M. (3.55)

Seja F o flag mazimal do R™ dado em (1.20). A fibragio m : U — F € dada por
m(£(vi+viAvg+- 41 A= Avy)) = Vi, -+, Vi), Vi = gerado por {v,...,v;}. (3.56)

De fato, seja & = m(ny) entdo é imediato da defini¢ao que m(gno) = 9o, g € G, o que
mostra que a fibra¢ao definida acima coincide com a fibrag¢ao definida em (3.19).
Seja uma base vy,...,v, € R™ Ortogonaliza-se essa base pelo processo de Gram-

Schmidt tomando-se
wi=vi = pr, (v), i=1,...,n, (3.57)
j<i

onde pr,(v) = (u,v)/{u,u)u (aqui os u; ainda nao foram normalizados). Seque entdo que

vl/\---/\vk:ul/\---/\uk, (358)
logo de (1.14) seque que

log A - ANvg| = Jug| - - Jugl, (3.59)
para k = 1,...,n. Escreve-se g = (v;) para se denotar a matriz n X n cujas colunas

sGo os vetores vy, ..., U,, nessa ordem, escritos na base ey,...,e,. Seja g = (v;) € G.
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Ortogonalizando-se os vetores v; como anteriormente tem-se que g = (u;)n para umn € N.
Dai seque que

9 = (ui/|ui|)diag(lui|)n (3.60)

¢ a decomposicao lwasawa de g de modo que

A(g) = diag(|ui), (3.61)
logo
Me(A(g)) = log fug. (3.62)
Dai e de (3.59) seque que
pux(log A(g)) = log(fua| - - - Jux]) = log oy A~~~ Awy. (3.63)

Seja A : U — A a aplicacao radial com respeito a decomposicao de Iwasawa escolhida
e seja

ni=xw+viAvg+---F+v A Awy,) €U. (3.64)

Desse modo g = (v;) € G € tal que n = gno e de (3.41) seque que A(n) = A(g), seque

entao do pardgrafo anterior que
pr(log A(n)) = log|vy A -+ A vyl (3.65)

Seja x : F — U a secao do Teorema 3.6 com respeito a decomposi¢ao de Iwasawa
escolhida. Seja & = w(ny) € F entao de (3.27) seque que x(§) = no. Seja £ € F,
¢E=MW,..., Vo). Uma base vy, ... ,v, de R" € dita adaptada a §& € F se V; = gerado por
{v1,...,v;}. Seja uq,. .., u, uma base ortonormal de R™ adaptada a §. Pondo k := (u;) €

K tem-se que & = k& logo de (3.30) seque que
X(€) = x(k&o) = kno = £(ur +ur Aug + -+ ur Ao Ag). (3.66)

Por dltimo, seja A : G x F — A o cociclo radial com respeito a decomposi¢do de

Iwasawa escolhida que é dado em (3.36) e seja a* : G x Gr*(R™) — R o cociclo da norma
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em Gr*(R") dado no Exemplo 1.4. Seja 7, : F — Gr*(R") a projecio natural. Das duas

equacoes anteriores tem-se que
Ar(log A(g,&)) = log|gex|, (3.67)

a*(g, mp(&)) = loglger A+ Aex| = ui(log A(g. &))- (3.68)

Da O(n)-equivariancia a direita dos cociclos a® e A seque que

Me(log A(g,€)) = log |guxl, (3.69)
a*(g,m(€)) = px(log A(g, €)), (3.70)
onde g € G, & €F euy,...,u, € uma base ortonormal de R™ adaptada a &. Fsta ultima

equagdo ¢ a relagdo desejada entre o cociclo da norma em Gr¥(R™) e o cociclo radial em

F.

O exemplo anterior apresenta a situacao fibra-a-fibra, o préoximo exemplo mostra como

se passa dessa situacao a situagao geral.

Exemplo 3.15 Seja V — X um fibrado vetorial com uma métrica Riemanniana e seja
BV seu fibrado das bases. A métrica riemmaniana de V fornece uma K = O(n, R)-redugao
OB de BV dada pelas bases ortonormais de BY. A redu¢cao OB € a K-redu¢do dada pela
escolha da decomposicao de ITwasawa usual de G dada no inicio do Exemplo 3.14.
Fizam-se aqui os outros objetos de G, a e a identificacao do espagco homogéneo U dados

no Exemplo 3.14. Seja
n:==x(vi+vi Ave+---Fuv A Avy,) € (UBV),, (3.71)

onde v; € uma base de V., x € X. Como no final do Fxemplo 3.1} ortogonaliza-se essa
base de V, pelo processo de Gram-Schmidt obtendo-se u; € V, ortogonais (aqui 0s u; ainda

nao foram normalizados) tais que

VA AU =up A A g, (3.72)
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para k =1,...,n. Define-ser € OB, r : R" — V, linear ortogonal pondo r(e;) = u;/|u;|z-
Sejang = £(ey + ey Neg+---+e A--- ANep) na fibra tipica U dada em (3.55), tem-se

entao que
n=r-E(uilzer + (Ju]se1) A (Juzloe2) + -+ (Ja]ee1) A A(Junle€n)) = 1 hno, (3.73)
onde
h = diag(|u;l|.) € A. (3.74)

Seja A : UBY — A a aplicagdo radial. Segque de n = r - noh que A(n) = h de modo que,
como em (3.62) e (3.63), tem-se

Ar(log A(n)) = log |uy|.. (3.75)

pr(log A(n)) = log vy A« A vkl (3.76)

Seja x : FV — UBYV a se¢ao do Teorema 3.6 com respeito a redugcao OV. Uma base
U1, ..., 0, de V), € dita adaptada a & € FV, se V; = gerado por {vy,...,v;}. Sejauy,... uy,
uma base ortonormal de V, adaptada a &. Argumentando-se como no Exemplo 3.14 tem-se
que

X(E) =+ (us +ug Aug + -+ ug A Auy). (3.77)

Por 4ltimo, seja a* : End,(BY) x Gr*V — R o cociclo da norma em Gr*V dado ao
final do Exemplo 1.4 e seja m, : FV — Gr*V a projecio natural. Da equacdio anterior e

argumentando-se como no final do Exemplo 3.1} tem-se que

Ar(log A(p, €)) = log [0 (ur)| o), (3.78)

a* (0, m(€)) = mr(log A, £)), (3.79)

onde ¢ € Endy(BV), £ € FV, e uy,...,u, € uma base ortonormal de V, adaptada a §.

Esta tltima equacdo é a relacio desejada entre o cociclo da norma em Gr*V e o cociclo

radial em FV.



Capitulo 4

Espectro de Morse de semifluxos de

endomorfismos

Fixam-se nesse capitulo um fibrado principal localmente trivial 7x : Q — X grupo estru-
tural semi-simples G e base paracompacta X, um semifluxo continuo o; de endomorfismos
de @, t € T, que é transitivo por cadeias na base X. Seja O(c) ou equivalentemente W (o)

o tipo parabdlico desse semifluxo (cf. Defini¢ao B.15).

Os objetivos desse capitulo sao: introduzir o espectro de Morse vetorial de o; e rela-
cionar esse espectro com o tipo parabdlico de oy.
Nesse capitulo sao usados livremente as notagoes e resultados de Teoria de Lie semi-

simples do Apéndice A.3.

4.1 Espectro de Morse

Fixa-se uma decomposigao de Iwasawa () = R(AN (X)) de Q onde R C ) é uma K-reducao
(cf. Equagao (3.4)) e, por um abuso de notagao, daqui em diante usa-se o sobrescrito R
para as construgoes que dependem desta decomposicao de Iwasawa de (). Considera-se o

logaritmo do cociclo radial em F@Q com respeito a essa decomposicao (cf. Equagao (3.36))

71
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denotado por
af :Endy(Q) x FQ — a, a(p, &) = log A% (p, &), (4.1)

o que fornece um a-cociclo vetorial em FQ). Compondo-se o semifluxo de endomorfismos o,
com esse logaritmo do cociclo radial em F(@) obtém-se o seguinte cociclo a-vetorial continuo

sobre o semifluxo o; induzido em FQ
0 TXFQ —a, af(t,€) = log A%(0,,€), (4.2)

que é o chamado cociclo radial do semifluxo com respeito a R. A base desse cociclo é o
fibrado flag maximal FQ). A continuidade desse cociclo segue diretamente da continuidade
do semifluxo e da Equagao (3.36). Fixa-se uma norma | - | arbitraria em a. Como a é
um espaco vetorial de dimensao finita, a escolha da norma nao sera relevante para as
consideragoes topoldgicas que serao feitas aqui. Observa-se que se a base X é compacta
entao o fibrado flag F(Q) é compacto, uma vez que a fibra tipica F é compacta e @) é
localmente trivial.

A seguir se obtém uma expressao local desse cociclo. Sejam dados £ € FQ et € T,
toma-se z := mx(§) € X. Consideram-se x; : Uy — R e x2 : Uy — R segbes locais da
K-redugao R ao redor de x e t - x respectivamente, elas determinam o cociclo local p(s, z)

com valores em G dado por (cf. Exemplo 1.3)

os(x1(2)) = xa(s - 2)p(s, 2), (4.3)

que esta definido se z € Uy, sz € Uy. Da Proposicao 3.3 tem-se que & = x1(z) - kp(No),
k € K, de modo que

01(§) = o:(x1(x)) - kp(ho) = xa(t - 2)p(t, )k - p(No). (4.4)
Assim das Equagoes (3.38) e (3.11) segue que
ag (t,€) = log A(p(t, x)k). (4.5)

Definigao 4.1 Para & € FQ define-se o espectro de Morse vetorial de o, em £ com respeito

a R. Como o espectro de Morse periddico (1.32) em & do cociclo vetorial a® definido acima,
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esse espectro serd denotado por

ATo(€) = AT (€) (4.6)
onde a familia de coberturas Oy (FQ) adaptadas a R € definida em (2.4).

Em palavras, o espectro de Morse vetorial com respeito a R fornece o crescimento
assintético radial em UQ) de cadeias &-periddicas de oy em FQ que sao levantadas pela

secao x! dada em (3.28).

Proposicao 4.2 Se a base X de Q) é compacta e M C FQ é uma componente transitiva
por cadeias de o; em FQ, entdo o espectro de Morse A¥, (&) nao depende nem da escolha
do ponto & € M, nem da escolha da decomposicao de lwasawa de ), nem da escolha da
familia de coberturas adaptadas a R, nesse caso denota-se o espectro de Morse vetorial de
oy por

Anro(M) = Af, (€) (4.7)

Demonstracao: A independéncia da escolha de & € M segue da compacidade de FQ e do
item (4) do Teorema 1.9. A independéncia da escolha da familia de coberturas adaptadas
Oy (FQ) segue do Corolério 1.24. Se Q' = R'(AN (X)) é outra decomposicao de Iwasawa

de ) que da origem a outro cociclo radial, logo a outro cociclo a-vetorial af/ sobre FQ),

segue da Observacio 3.12 que af e ¥ sdo cohomdélogos por uma cohomologia continua,
assim o resultado segue do item (1) do Teorema 1.9. |

Daqui em diante nesse capitulo usam-se resultados e notacoes do apéndice B.4, em
particular usa-se a rotulagdo das componentes transitivas M(w) de o, em FQ dada no
Teorema B.14. Se a base X de () é compacta o resultado anterior fornece que, dado

Ew € M(w), w € W, tem-se que
Aro(€w) = Arso(M(w)). (4.8)

Assim no caso em que a base X é compacta pode-se falar do espectro de Morse vetorial de

cada componente M(w), w € W.
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No Exemplo a seguir retoma-se o Exemplo 1.7 para se fornecer uma relacao entre o

expoente de Morse vetorial intrinseco e os expoentes de Morse escalares de [4, 5, 6].

Exemplo 4.3 Seja V — X um fibrado vetorial com base X compacta e seja o} um semi-

fluxzo linear em V de tempo continuo ou discreto que € transitivo por cadeias na base X.
Considera-se o fibrado das bases BY que é um fibrado Gl(n,R)-principal de modo que V
é o fibrado associado de BV com fibra tipica R™ e de modo que o semifluzo o} € o in-

duzido em V de um semifluxo o, de endomorfismos lineares de BY. Fixa-se uma métrica

riemmaniana em V. Do Exemplo 1.7 tem-se o cociclo da norma cldssico
af T x Gr*V - R (4.9)

sobre a agdo do semifluzo induzido oF em Gr*V. A métrica Riemanniana em V fornece

uma K := O(n)-reducdo R := OV do fibrado das bases BV dada pelas bases ortonormais

de BY. Do Ezemplo 3.15 tem-se que as construgoes do cociclo radial (4.2) e do espectro

de Morse vetorial intrinseco (4.8) feitas acima valem para BY com grupo estrutural G =

Gl(n,R) e K-redu¢io R = OV. Seja 7y, : FY — Gr*V a projecio natural. Consideram-se

0s funcionais Ay de a dados por \i(diag(Hy, ..., H,)) := Hy e definem-se os funcionais
k

e =M+ -+ X, k=1,...,n. A Equagao (5.79) relaciona o cociclo da norma a* em

Gr*V e o cociclo radial a® em FV por meio de

a*(t, m(€)) = mu(a™(,€)), (t€T, E€FV). (4.10)

Uma vez que Gr*V ¢é um fibrado flag parcial de V o item (5) do Teorema B.14 fornece
que se M é uma componente transitiva em FV entdo (M) € uma componente transitiva
em Gr*V e que, além disso, todas as componentes transitivas em Gr*V sio dadas dessa

maneira. Da Proposicao 1.25 tem-se entao que
Airo = Aaso(me(M), a*) = i (Arro(M)). (4.11)

Seque do item (5) do Teorema 1.9 que A%, é um intervalo compacto. Do item (2) da
Proposicio 1.14 cada extremidade do intervalo A%, ¢ imagem por w;, de um ponto ex-

tremo A do espectro vetorial Apo(M). Pelo Teorema 1.22 X\ € um expoente de Lyapunov
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vetorial de M. Da Equagio (3.78) seque que cada coordenada Ap(\) do vetor \ é um
expoente de Lyapunov escalar cldssico (cf. Equagdo (3)) do semifluxo linear o). Segue
dessa argumentacio que A%, (m(M)) é um intervalo compacto cujos extremos sao somas
de expoentes de Lyapunov cldssicos. Isso recupera os resultados principais de [6]. No caso
particular em que k = 1 os extremos dos intervalos de expoentes de Morse do cociclo da

norma sao expoentes de Lyapunov cldssicos, o que recupera os resultados principais sobre

expoentes de Morse do cociclo da norma de [5].

O objetivo dos préximos resultados desse capitulo é relacionar o espectro de Morse

vetorial intrinseco do semifluxo g, com seu tipo parabdlico.

4.2 Espectro de Sombreamento

Para se relacionar o espectro de Morse vetorial do semifluxo o; com seu tipo parabdlico,
introduz-se uma nocao auxiliar de espectro que vem diretamente dos semigrupos de som-
breamento (2.11) de oy em Q.

Usam-se as notagoes e os resultados do capitulo 2, em particular faz-se mencao das
hipdteses (A) e (C) 14 definidas. Pelo Teorema 2.13 todos os resultados daquele capitulo
valem para () com grupo estrutural G semi-simples e fibrado associado E := F(Q.

Sejam dados U € O(X), e >0, T > 0e ¢ € FQ. Como a condigao (C) é satisfeita,
toda (U., T)-cadeia em FQ é dada pela érbita de um elemento do semigrupo Sy, r(FQ)
e toda drbita de um elemento desse semigrupo fornece uma (U, T)-cadeia em FQ (item
(1) do Teorema 2.1). Como a condicdo (A) é satisfeita, as érbitas de Sy 7(FQ) coincidem
com as do semigrupo S(Q; U,e,T) em FQ (Teorema 2.9). Assim cada endomorfismo local
v € S(Q; U,e,T) que fixa £ em FQ realiza uma (U, T')-cadeia {-periddica (ndo tnica) ¢ em
FQ e, reciprocamente, cada (U., T')-cadeia &-periddica ¢ em FQ) é realizada dessa maneira.
Mais precisamente, a cada endomorfismo ¢ € S(Q; U,e,T) apresentado (ndo unicamente)

COo1mo
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corresponde a (U., T')-cadeia &-periddica ¢ em F(Q) dada pelos pontos e tempos

=& &Gpi=(piooy)(&); =T, (i=1,...,n), (4.13)

e, reciprocamente, toda (U, T')-cadeia &-periddica ¢ em FQ pode ser assim apresentada.
Considera-se o cociclo a-vetorial sobre a a¢ao de End,(Q) em FQ definido em (4.1) e
define-se entao o expoente de sombreamento em tempo finito de ¢ com respeito a cadeia

¢ como

a"(p, ), (4.14)

1
Mg, ¢) =
=1
e coleciona-se todos esses expoentes em tempo finito no conjunto
AR (& U e T) = {\p,¢): ¢ € S(Q; U,e,T) realiza uma cadeia ¢-periédica ¢ em FQ}.
(4.15)

Definicao 4.4 O espectro de sombreamento em & é definido por
AG(©) = WclAso(& U, e, T): U € O(X), e >0, T €T} (4.16)

Em palavras, o espectro de sombreamento com respeito a R fornece o crescimento assintotico
radial dos endomorfismos de sombreamento de o, em () que realizam cadeias &-periddicas
de 0; quando induzidas em FQ).

Que o espectro de sombreamento em (4.16) coincide com o espectro de Morse vetorial
em (4.6) é o conteido do Teorema 4.10, que serd demonstrado abaixo. Para prové-lo
precisa-se primeiro de alguns resultados auxiliares. Para se comparar os expoentes de
sombreamento e de Morse seja ¢ € S(Q; U,e,T) apresentado como na Equacdo (4.12)
de modo que ele realiza a (U, T)-cadeia &-periddica ¢ em FQ dada na Equagao (4.13).

Usando-se essas equacoes e a propriedade de cociclo de a®, tem-se que
a’(p, &) = ZGR(%‘ o0y, &) = Z (o, &) + Z (i, &), (4.17)
i=1 i=1 i=1
onde & := oy,(§;), daf segue que

N0 = MO+ 7 D, €0, (1.13)
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Lema 4.5 Af, (& U, T) C A (& U, e, T).

Demonstragao: Seja A\(¢) € ALY, (&; U, T), escolhe-se uma apresentacio da (U, T')-cadeia
&-periddica ¢ como em (4.12) e (4.13). Pelo Corolério 2.8 a (U, T)-cadeia &-periddica

pode ser realizada por

K:i=Kp,00y 0---Kioay € S(Q;U,e,T), (4.19)
com saltos k; € End,(R). Por (4.18) e pela End,(R)-invariancia do cociclo af* (Proposigao
3.10) tem-se que

Ak, ¢) = A(Q), (4.20)
como £ fixa & tem-se entao que A\(¢) € A% (& U, e, T) como desejado. |
Corolario 4.6 AY, (&) C AR (9).

Os préximos dois resultados estabelecem a inclusao reciproca.
Proposigao 4.7 Dado § > 0, existe ¢ > 0 tal que
la®(p,€)| < 6/2, para todo ¢ € Vi (Q) e todos & € domy". (4.21)

Demonstracao: Sejam ¢ € Endy(Q), r € R e i € I tais que r € domy e ambos z =
mx(r), p(x) € U;. Entao ¢;(r) = (z, g:(r)) e de (3.42) segue que

Ao, 1 (M) = A(¢f ()gi(r)). (4.22)

Uma vez que log A(k) = 0 para todo k € K, da compacidade de K segue que dado 6 > 0

existe € > 0 tais que
|log A(gk)| < 0/2, paratodo g € By.(1) e todo k € K. (4.23)

Tomando-se ¢ € Vy.(Q) e £ € domy", pela Proposicao 3.3 tem-se £ = r-p()g), com r € R,
de modo que r € domgp. Tem-se de (2.9) e da discuss@o acima que existe i € [ tal que vale
(4.22) onde ¥ (z) € V. C Ba.(1). Como as cartas v; sdo adaptadas a R tem-se do item

(ii) da Proposi¢ao A.6 que g;(r) € K, de (4.23) segue entao o resultado desejado. |
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Para uso futuro obtém-se para o espectro de sombreamento o andlogo do item (2) do

Teorema 1.9.

Proposicao 4.8 Se a base X de (Q € compacta entao, para € > 0 suficientemente pequeno
e T suficientemente grande, os expoentes de sombreamento de tempo finito sao uniforme-

mente limitados.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 4.7 tomando-se § = 2 existe ¢ > 0 satisfazendo (4.21).
Pode-se tomar esse ¢ tao pequeno quanto se queira. Seja " > 1, como X é compacto entao
FQ é compacto. Logo pelo item (2) do Teorema 1.9 o conjunto de expoentes de Morse de
tempo finito AY,, (& U, T) é limitado em a por um M > 0. Seja A(p, () € AL (& U e, T),
sejam ¢ apresentado como em (4.12) e a (U, T)-cadeia ¢ dada como em (4.13). Pela
escolha de T' tem-se que T'(¢) > n, por (4.18) e a escolha de ¢ satisfazendo (4.21) tem-se

que
7(¢)

o que mostra que os ((U, ), T)-expoentes de sombreamento de tempo finito sdo uniforme-

[Alp, O < IMOT + < M+1, (4.24)

mente limitados por M + 1, o que estabelece o resultado. |

Lema 4.9 AY, (£) D A ().

Demonstragao: Fixa-se A\ € AZ (£). Para se obter a inclusio desejada deve-se mostrar
que dados 0 > 0, U € O(X), ¢ > 0, T € T, pode-se encontrar uma (U.,T)-cadeia
&-periddica ¢ tal que |A — A(Q)| < 0.

Dados ¢’ < e, T" > T tem-se que a (U, T")-cadeia é também uma (U.,T')-cadeia de
modo que pode-se supor que T > 1 e, pela Proposicao 4.7, pode-se tomar € > 0 pequeno
o suficiente de modo a satisfazer (4.21). Como A € AE (¢), existe ¢ € S(Q; U,&,T) que

realiza a (U., T)-cadeia &-periddica ( e é tal que

A=A, Q)| < 6/2. (4.25)
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Seja ¢ be apresentado como em (4.12). Considera-se a (U.,T')-cadeia ¢ dada em (4.13).
Entéao por (4.18) tem-se que

n

1 *
A, ¢) = MQ)| < ) Z o (s, €. (4.26)

Como T > 1 entao T(¢) > n. Como ¢ > 0 foi escolhido para satisfazer (4.21) e como cada

i € Viu(Q) tem-se que |a®(p;, £)| < 6/2, de modo que por (4.26) tem-se

[Alp, €) = AQ)] < 0/2. (4.27)

Agora por (4.25) e (4.27) tem-se que |A — A(¢)] < d, de modo que ¢ é a cadeia procurada,

o que provas esse resultado. |

Juntando-se o Corolario 4.6 e o Lema 4.9 tem-se entao resultado almejado.
Teorema 4.10 AF, (¢) = AR (9).

Com essa igualdade em maos é possivel se provar resultados sobre o espectro de Morse
vetorial periédico do semifluxo o, analisando-se a parte radial de endomorfismos de semi-
grupos de sombreamento em () que fixam um ponto de F(Q. Isso é feito nas préximas

Segoes.

Observacao 4.11 Observa-se que o espectro de sombreamento depende apenas da ag¢ao
dos elementos do semigrupos de sombreamento que fitam & € FQ e dos tempos das cadeias
na base X. Desse modo a igualdade acima fornece que o espectro de Morse vetorial no
fibrado FQQ — X depende apenas do que ocorre na fibra de @) sobre & e na base transitiva
por cadeias X. FEsse fenomeno de um problema no fibrado se decompor em um problema
numa fibra fixa e na base ocorre também na teoria de conjuntos de controle de semigrupos

em fibrados flag (cf. apéndice B.3).
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4.3 Localizacao da A-parte de elementos de semigru-
pos

Nessa secao prova-se um resultado de teoria de semigrupos e resultados auxiliares de teoria
de Lie que serao aplicados mais adiante a teoria de espectro de Morse vetorial. Usam-se
resultados e notagoes do apéndice B.2, em particular usa-se o tipo parabdlico W (S) =
We(sy de um semigrupo aberto S C G e a relacao desse tipo parabdlico com os conjuntos

de controle A(w) de S, w € W, em F.

Teorema 4.12 Seja S um semigrupo aberto de G, seja w € W e seja A\g uma camara de

Weyl em G tal que p,,(Xo) € A(w). Dado g € SN P™Y(N\y) com decomposi¢io de Iwasawa
g=mh(X)n, me M(N), he A, ne N“(N\), (4.28)

tem-se que

logh € W(S)cla™. (4.29)

Demonstracao: Como g € S pela Proposicao B.10, existe um inteiro positivo k e ny €
N¥()g) tais que h(X\g)*n; € S. Usando-se que elementos regulares sdo densos em A e
que S é aberto, pode-se tomar h' € A, regular, arbitrariamente proximo a h tal que
g = W (X)*n; € S. Como K é regular, aplicando-se o Lema 1.5, capitulo IX p.403 de
[12] tem-se que h'(Ao)fny = noh!(Ao)fny ! para algum ny, € N¥(Xo). Seja s € W tal que

h' € sATs™! de modo que
h/()\o) c S()\())/\()S(/\())_l = /\08, IOg h/ € sa+. (430)

Segue que

g = nah'(No)Fngt € moo®ngt =: Ay, (4.31)

de modo que a camara \; intercepta S. Por (B.13), tem-se entao que py-1,(A1) € A(s™ w).

Mas por outro lado usando-se (A.38) tem-se que

psflw(/\l) = psflw(n2)‘08n2_1) = nstflw()‘()S) = nQp(AOw) = p(/\Ow) = pw<)‘0)7 (432)
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onde usou-se que ny € N*()\g). Como por hipétese p,,(Ag) € A(w)o e como conjuntos de
controle distintos sao disjuntos segue que A(s™'w) = A(w) o que, pelo item (3) do Teorema
B.8 implica que W (S)s™'w = W (S)w de onde segue que s € W(S). De (4.30) segue entao
que logh’ € W(S)at. Agora fazendo h' tender a h tem-se que logh € cl(W(S)a™) =

W(S)clat o que fornece a conclusao do resultado. |

Observa-se aqui que é importante para as aplicagoes da préxima secao que a camara
Ao do enunciado do Teorema nao é necessariamente uma camera do semigrupo S. A seguir
apresenta-se o conjunto W (S)cla™ = Wggycla® como um cone convexo e fechado descrito

pelas raizes em ©(S) (cf. Figura 4.1).
Proposigao 4.13 Se w € Wy entao w*(II™ — (©)) = 11T — (O).

Demonstracao: Para a demonstracao serao utilizados resultados de sistemas de raizes e
grupos de Weyl (cf. Capitulo 9 de [26]). Para o € (©), denotando-se por r, a reflexdo em

torno da raiz «, tem-se que

Pt (ITF — (0)) = II* — (6). (4.33)

«

De fato, tem-se que r(II" — () = II" — () C II" (Proposigao 9.12, p.241 de [26]), o que
implica que

ri (I —(O)) C ri(IT" — (o)) C IO, (4.34)

o o

Agora se 3 € II é tal que r’(3) € (O) entao

(a, )
* =03-2 € (0), 4.35
20 = - 2> e e (0) (4.35)
como da férmula de Killing (Proposi¢ao 9.8, p.234 de [26]) tem-se que 2% € 7Z segue da
equacgao (4.35) que 8 € (O), o que mostra que
ri(IIT — (@) C I — (O). (4.36)

A equagao (4.33) segue entao das equagdes (4.34) e (4.36). Escrevendo-se w € Wg como
produto de reflexées em torno de raizes de (©) e usando-se sucessivamente a equagao (4.33)

prova-se o desejado. |
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Proposicao 4.14 Para A C X definem-se

(A= (AYNTIH, (A" :=(A)nTI". (4.37)
Seja wx a involugdo principal de Wa com respeito a A, entao (wx)*(A)T = (A)~.

Demonstragao: Fixa-se uma camara \y de GG. Nessa demonstragao, suprime-se a camara
dos objetos de G que dependem de camaras, e.g. a = a(A\g), A = A(Ng) C a(Ag)* = a¥,
OG/=) =1IH/-) (Ao), ete. Serdo usados resultados e notagao sobre subdlgebras semi-simples
de g de tipo A (cf. secao A.2.2, p.128 de [17], e resultados 14 contidos). Considera-se a
subdlgebra semi-simples g(A) de g de tipo A com abeliano maximal a(A) C a, raizes
simples ¥(A), raizes [/ 7)(A), grupo de Weyl W(A). Uma vez que os funcionais em
A anulam aa e que Wa centraliza an segue que a restrigdo de a para a(A) fornece uma
bijecao entre A e X(A), (A)*/~ e TIH/7)(A) e um isomorfismo entre Wa e W(A). Esse
isomorfismo entre grupos de Weyl claramente leva a involucao principal de W com respeito
a A a involugao principal de W(A) com respeito a X(A). Tomando-se o € (A)* segue

dessa discussao que aqa) € IIT(A) de modo que
(wa) a@)|aa)y = (Walaa)) (@laa)) = = (Blaa)) € I (A), (4.38)
onde f|qa) € ITT(A). Segue dai que
(wa)a=—f e (), (4.39)
como desejado. |
Proposicao 4.15 Dado © C X tem-se que
Woclat ={H €a: a(H) >0, a e II" — (O)}. (4.40)

Demonstragao: Toma-se wH € Wegcla™ no lado esquerdo de (4.40), com w € W,
H € cla™. Dada uma raiz a € I — (©) da Proposigao 4.13 tem-se que (w™!)*a € II*, de
modo que a(wH) = (w™!)*a(H) > 0, uma vez que H € cla®. Isso prova a inclusao “C”

em (4.40).
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a+p3=0

Figura 4.1: Tlustragao da Proposi¢ao 4.15 com © = {a}.

Para a inclusdo reciproca toma-se H € a no lado direito de (4.40), logo a(H) > 0 para
todo v € IT" — (O). Seja A :={a € ¥ : a(H) < 0}. Da escolha de H segue imediatamente
que A C ©. Uma vez que as raizes (resp. negativas) positivas sdo combinagoes lineares de
raizes simples com coeficientes todos positivos (resp. negativos), usando-se a notagao da

Proposicao 4.14 é imediato que

AV ={aell*: a(H) <0}, (A ={acll":a(H)>0}.  (4.41)

! = wy. Afirma-se que wy H € cla™. De

Seja w, a involugao principal de Wa, entao (wy )~
fato, seja o € II". Se a € (A)™ segue da Proposicao 4.14 que (w,)*a € (A)~. Segue entao
de (4.41) que a(wyH) = (wx)*a(H) > 0. Se por outro lado o € II™ — (A)™, uma vez que
It — (A)T =TI — (A) segue da Proposigao 4.13 que (wyx)*a € II" — (A)T. Segue entéo
de (4.41) que a(wx H) = (wx)*a(H) > 0. Em qualquer caso a(wyH) > 0 e, como « € ITT

é arbitrario, isso mostra que wyH € clat, como desejado. Segue disso que H € wxcla™,

logo de A C © segue que H € Wa clat C Wgcla®t, o que prova a inclusao “2” em (4.40).
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A préxima Proposicao fornece duas propriedades dos cones wWgclat, w € W, que

serao usadas mais adiante.
Proposicao 4.16 i) Seja w € W, entao

wWeclat ={H €a: a(H) >0, a € w* (Il — (O)) }. (4.42)

i) Sejam wy, wy € W tais que a interse¢io (wyWe cla®™) N (weWe cla™) tem interior nao
vazio em a ou contém um elemento reqular, entao wWeo = woWg. Em particular, se
0s cones wiWeg clat e wyWe cla™ ndo coincidem entdo eles sé podem se interceptar

em hiperplanos de raizes.

Demonstragao: A primeira propriedade segue diretamente de (4.40). Para a segunda
propriedade, se aquela intersecao tem interior nao vazio em a entao ela contém um elemento
regular de modo que, pelo modo que cada cone é definido, existem s1, so € Wg, Hy, Hy €
a™ tais que wis; Hy = wyseHy. Mas entao (w252)_1w151H1 = Hy e como W age de maneira
simplesmente transitiva nas camaras de Weyl tem-se entao que (wss;) 'w;s; = 1 de modo
que wiS] = WySy, O que prova a primeira afirmagao do item (2). Para a segunda afirmagcao
do item (2) se os cones nao coincidem entao, do que ja foi provado do item (2), eles s6
podem interceptar-se em suas fronteiras. O item (1) mostra que a fronteira desses cones

estd contida na uniao de hiperplanos de raizes, o que estabelece a afirmacao. |

Pode-se usar a Proposicao 4.15 para tornar a conclusao do Teorema 4.12 mais precisa
no caso em que w = 1. Uma vez que o proximo resultado nao serda usado em nenhuma
demonstracao da teoria de expoentes de crescimento, sera dado aqui apenas um esboco da

demonstragao.

Teorema 4.17 Considerando-se as mesmas hipoteses e notacoes do Teorema 4.12 com

w =1 toma-se g € SN P(\y). Tem-se que

logh € int (W (S)cla™) . (4.43)
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Demonstragao: Seja H := logh. Pelo Teorema 4.12 H esta no fecho do cone em (4.43)
e pela Proposicao 4.15, a fronteira desse cone esta contida na uniao de hiperplanos de
raizes fora de ©(5). Basta entdao mostrar que nenhuma raiz fora de ©(S) anula H. Isso é
feito modificando-se apropriadamente argumentos do Corolario 5.7 de [9], substituindo-se
a decomposi¢ao de Jordan de g pela decomposicao de Iwasawa de g dada em (4.28) e a
comutacao dos fatores da decomposicao de Jordan de g pela Proposi¢ao B.10. Desse modo
obtém-se que O(H) C O(S), como desejado. A idéia é que, uma vez que o interesse estéd
na a-parte de elementos parabdlicos g € S N P(\g) do semigrupo S, a Proposigao B.10

permite que se desconsidere a parte compacta de g em M (o). |

4.4 Localizacao do espectro de Morse

O objetivo dessa se¢ao é mostrar como o tipo parabdlico de o; pode ser usado para localizar

o espectro de Morse de o, dentro das camaras de a.

Teorema 4.18 Seja W (o) o tipo parabdlico do semifluzo oy. Fizando-se um ponto &, €
M(w), w € W, tem-se que
A (€,) Cw W (o)claT. (4.44)

Em particular, dados &1, & € FQ) em componentes transitivas distintas tem-se que os dois
conjuntos de espectro de Morse A, (£1), Al (&) s podem se interceptar em hiperplanos

de raizes.

Demonstracgao: Pela Proposigao 3.3 existe r € R tal que

Ew =7 Puw(Xo). (4.45)

Para cada terno j := (U,e,T), onde U € O(X), e > 0, T € T, tem-se o semigrupo de
sombreamento S7(Q) := S(Q;U,e,T) C End,(Q) de o; em Q dado em (2.11). Fixadoor €
Q dado acima tem-se o semigrupo dado em (B.16) e denotado por S7 := S™(Q;U,e,T) C G.

Os conjuntos de controle de S; na fibra tipica FQ sao denotados por Aj(w) := Ay, _ p(w),
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w € W. Uma vez que 7x (&) = mx(r), de (B.20) e de (B.13) segue que

bw € M(W))rpry =1+ (ﬂ A;(w)()) =7r- (ﬂ ﬁxw(Sj)> ) (4.46)

Daf segue que para cada j existe uma camara N que intercepta S7 tal que

gw =r- pw(/\]) =T pw()\0>7 (447)
de onde se conclui que

pu(Xo) = pu(N) € Al(w)o. (4.48)
Pelo item (3) do Teorema B.14 tomando j suficientemente grande tem-se que

W(S?) = W(o). (4.49)

Seja agora ¢ € S(Q) tal que ¢(&,) = &, entao tem-se que ¢(r) = r-g com g €

ST N PY()\). Seja g com decomposicao de Iwasawa
g=mh(X)n, me M(\), he A, ne NY(\). (4.50)

Como &, = 7 - pu(No), tomando-se k € M*()\g) um representante de w tem-se pela
Proposicao 3.10 que af(p, &,) = log A(k~tgk). Como M*()\g) normaliza M ()\y), conjugando-

se os fatores da decomposi¢ao de Iwasawa de g em (4.50) tem-se que
Etgk = m/(w T hw)(M\o)n', m' € M(X\g), n' € N(\o), (4.51)
de modo que AR(k~gk) = w™lhw, o que mostra que
a’(p,€,) = w tlogh. (4.52)

De (4.48), (4.49) e (4.50) pode-se aplicar o Teorema 4.12 para se obter que log h € W (o )cla™

de modo que de (4.52) segue que
af(p, &) € w W (o)cla™. (4.53)

Usando-se (4.53), a definigdo (4.14) do expoente de sombreamento em tempo finito e a

definigao (4.16) do espectro de sombreamento tem-se que A% (¢,) C w™'W(S)cla™, uma
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vez que esse tltimo conjunto é um cone fechado. A Equagao (4.44) segue entao do Teorema
4.10 que fornece que A% (&,) = ALY, ().

Para a segunda afirmacdo do Teorema usa-se o item (3) do Teorema B.14 para se
obter que & € M(w;), w; € W, i = 1,2, onde W(o)w, # W(o)ws uma vez que esses
duas componentes transitivas sao distintas. Denota-se por AY,, o espectro de Morse em
& com respeito a R e supde-se por contradigdo que os espectros A%, se interceptam num
elemento regular de a. Segue entao de (4.44) que os cones (w;) W (o)cla™ se encontram
num elemento regular. Logo pela Proposigao 4.16 tem-se que (w;) W (o) = (wq) W (o),

o que fornece que W(o)w; = W(o)wsy, uma contradigao. |

O préximo resultado mostra, em particular, que o espectro de Morse vetorial da com-
ponente de Morse atratora M™ de o; encontra todos os hiperplanos de raizes que intercep-
tam o interior de W (o )cla™. Isso é feito obtendo-se um expoente vetorial A\, de M™ que
é “quase-caracteristico” para o; no sentido em que O(o) C O()\,). Desse modo, sob essa
hipétese de compacidade, a localizagao do espectro de Morse vetorial dada no Teorema
4.18 é a mais precisa possivel no sentido em que O(o) nao poderia ser menor, logo o cone

fechado da forma W (o)cla™ nao poderia ser menor.

Teorema 4.19 Se a base X de Q) é compacta entao para cada w € W o espectro de Morse

vetorial Apro(M(w)) satisfaz
Apro(M(w)) C w™ W (o)clat, (4.54)

e dois conjuntos de espectro de Morse distintos so podem se interceptar em hiperplanos
de raizes. Além disso, para o espectro da componente atratora M™ existe um expoente
de Morse vetorial Ay € Apro(MT) tal que O(N,) D O(0). Em outras palavras Apro(M™T)

encontra todos os hiperplanos de raizes que interceptam o interior do cone W(o)cla™.

Demonstragao: A primeira afirmagao segue de (4.8) e (4.44). Para a segunda afirmagao
fixa-se uma decomposi¢ao de Iwasawa @@ = R(AN (X)) do fibrado @ e fixa-se & € M™.
Por (4.8) e pelo Teorema 4.10, tem-se que

aro(MP) = ARy (61) = AL (€0). (4.55)
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Como M™* = M(1) seguindo-se a notagao e as escolhas do primeiro pardgrafo da prova
do Teorema 4.18 com w = 1 obtém-se o seguinte: & = r - p(N\g), r € R, para cada indice
j = (U,e,T) obtém-se o semigrupo de sombreamento S?(Q) C End,(Q) e semigrupo
induzido S C G, tomando-se j suficientemente grande tem-se que ©(S57) = O(c). Esses

objetos sdo tais que para cada j existe uma camara N que intercepta S7 tal que
Go=r-pN)=7r-p(Ao). (4.56)

Dai segue que p(N) = p(\), logo de (A.40) segue que N(N) = N(X\g) e que existe
nj € N()\o) tal que
)\j = TZj)\()TLj_l. (457)

Como cada camara N’ intercepta S7, para cada j toma-se H; € a caracteristico para S

com respeito a essa camara (Proposigao B.11) de modo que
i) ©(H;) = 6(57) = O6(0),
i) Hj(M) e An(N).

Pelo item (ii) acima, pela definigao do cone Ay(N) em (B.15) e usando-se que N(\) =

N()\o), segue que para cada H; caracteistico existe T; € T e u; € N(\g) tais que
g5 = exp(T3H;(N))u; € §. (4.58)
Usando-se que H;(N) = Ad(n;)H;(A\o) e que A(\g) normaliza N()\g) tem-se que
g5 = ny exp(T Hy o))ny 'y = exp(TH; M)ty € ADGN(A),  (459)
para algum u; € N()g), de onde segue que
log Alg;) = T3 H;. (1.60)

Como g; € S7 segue que existe p; € S7(Q) tal que p;(r) =1 - g; e p; realiza uma (U, T)-
cadeia {;-periddica ¢; em FQ), assim da ultima equagao e da Proposicao 3.10 segue que

af'(¢;,&) = TjH; de modo que

Vi o= M, ) = (T;/T(¢))Hy € NG, (&;U e, T) (4.61)
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expoente
na fronteira

AMO(M

Figura 4.2: Tlustragdo do Teorema 4.19 com O(o) = {a}. Para um resultado mais preciso

com hipdteses mais restritivas cf. a Figura 4.4 do Teorema 4.27.

assim pelo item (i) acima esse expoente de sombreamento de tempo finito satisfaz
6(x) = 6(0). (4.62)

Denota-se agora AJSO = AB (¢;U,e,T) e considera-se a rede V5 € A{%. Para jg suficien-
temente grande tem-se pela Proposicao 4.8 que o conjunto Ag?o ¢ limitado. Como v; € Agoo
para j > jo, a rede 7, possui uma subrede convergente no compacto CIA?O, tomando-se
subredes tem-se entdo que v; — 7. Como AL (&) = ﬂj clAgo tem-se que v € A% (&) e
tomando-se limites em (4.62) segue que O(y) D O(0), por (4.55) colocando-se A, := 7y isso
prova a primeira afirmacao do Teorema.

A segunda afirmacgao segue entao da Proposicao 4.15 que fornece que os hiperplanos
de raizes que interceptam o interior de W(o)clat = Wg(sycla® sao precisamente aqueles

dados pelas raizes em ©(o). |

O exemplo a seguir ilustra o Teorema 4.19 no caso particular de um fluxo gerado por

um elemento diagonalizavel de G.
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Exemplo 4.20 Um elemento fizo h € G determina um fluxo de automorfismos de () :== G
de tempo discreto o; que é dado pela agdo de h' a esquerda de G, i € Z. O fluwo induzido
em F € dado pela acdo & esquerda de h' em F. Supde-se nesse exemplo que h é um elemento
diagonalizdvel de G, isto €, que existe uma camara Ao de G tal que h € A(\g). Nesse caso
[8] fornece uma descri¢io completa da dinamica da agdo de h em I (para mais detalhes veja
a Se¢io 5.1 de [1]). Seja h = exp(H), H € a()\), seja G = K(AN (X)) uma decomposi¢ao
de Iwasawa de G que é compativel com N e seja Ky o centralizador de H em K. Seque

de [8] que as componentes da decomposi¢cao de Morse mais fina sao dadas por

Para se calcular o espectro de cada uma dessas componentes escolhe-se a reducao R =

K C G. Nesse caso para © = lp(N\g), | € K ei € Z seque de (4.5) que
all(i,z) = log A(R'). (4.64)

Assim para © € M(w), tem-se de (4.63) que x = Ip,(No) = lw*p(Ng) onde | € Ky e
w* € M*(\) € um representante de w € W. Como | comuta com h e como A(g) €

K -invariante a esquerda de (4.64) seque que para i € Z tem-se

al(i,z) = log A(R'lw*) = log A(Ih'w*) = log A((w*) " 'h'w*) = wlog A(h') = i(w ' H),
(4.65)
de modo que

1
—al(i,r) =w ' H. (4.66)
7

Dai seque que o tinico expoente de Lyapunov de M(w) é w™H logo do Teorema 1.22 seque
que

Anto(M(w)) = {w ™ H)}. (4.67)

A localizagao do espectro de semifluxos dada nos Teoremas 4.18 e 4.19 nao é tao precisa
como poderia se esperar por analogia ao Teorema 4.17 de semigrupos. De fato, o espectro

de Morse da componente atratora Aj;,(M™) de um semifluxo poderia, & priori, tocar a
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fronteira do cone W (o)cla®™ (cf. Figura 4.2, para fluxos serd mostrado que isso nao pode
ocorrer, cf. Teorema 4.27). Uma vez que essa fronteira estd contida em hiperplanos de
raizes que nao estao em (O(c)) (cf. Proposigao 4.15) podem entao existir expoentes de
Morse vetoriais do semifluxo o; que sao mais irregulares que o tipo parabdlico de g;. De
qualquer modo, sempre que isso ocorre, mostra-se que existe um expoente de Lyapunov
de o, em M™ que estd contido em tais hiperplanos de raizes. De fato tem-se o seguinte

resultado um pouco mais geral.

Teorema 4.21 Se a base X de Q) é compacta entao sempre que Ayo(M(w)) intercepta um
hiperplano de uma raiz que ndo estd em (w*O(c)) entdo o, tem um expoente de Lyapunov

em M(w) que estd contido nesse hiperplano.

Demonstragao: Supoe-se que AY,, := Apo(M(w)) intercepta o hiperplano da raiz o ¢
w*©(0). De X compacto segue que FQ é compacto de modo que o item (5) do Teorema
1.9 fornece que A}, é convexo e compacto. Pelo Teorema 4.18, AY;, estd contido no
cone w W (o)cla® e pelo item (i) da Proposigao 4.16, o hiperplano da raiz « intercepta a
fronteira desse cone. Dai segue que o convexo compacto Al esta contido num semi-espaco
de « e intercepta o hiperplano da raiz «. Usa-se entao o item (4) da Proposi¢ao 1.14 para
se concluir que A}, tem um ponto extremo A contido nesse hiperplano. Finalmente pelo
Teorema 1.22 segue que esse ponto extremo A é o expoente de Lyapunov de um ponto em

M(w), o que fornece o resultado. |

No caso em que o; é um fluxo esse tipo de fendomeno nao pode ocorrer com o espectro

de Morse da componente atratora Ay, (M™), como serd visto na préxima segao.

4.5 Localizacao do espectro de Morse da componente
atratora

Supode-se ao longo dessa secao que oy é um fluxo, com T = Z ou R, e que a base X de Q) é

compacta. Esta secao é dedicada a demonstragao do teorema 4.27 que mostra que para um



92CAPITULO 4. ESPECTRO DE MORSE DE SEMIFLUXOS DE ENDOMORFISMOS

fluxo o; de automorfismos de () com base X compacta o expoente de Morse da componente
atratora M™ esta no interior do cone Weg(cla®™ e, além disso, contém um expoente de
Morse A, tal que O(),) = O(0). Todos os resultados dessa segdo valem mais geralmente
para um semifluxo o; desde que a componente atratora M™ seja regressivamente invariante,
hipétese que é automaticamente satisfeita no caso de um fluxo.

A prova do Teorema 4.27 dada aqui depende da construgao de dois outros fibrados,
a saber, um fibrado vetorial sobre Fg@ (secao 4.5.1) e uma redugado o-invariante de @
que esta relacionada com o tipo parabdlico O(o) (segao 4.5.2). A idéia é mostrar que,
do mesmo modo que o fluxo “contrai” uma vizinhanca do atrator, no fibrado flag de tipo
parabélico Fg(,) @, o fluxo “contrai” vetores tangentes as fibras desse atrator (segao 4.5.3).
Essa propriedade de contracao de vetores tangentes permite que se faca uma estimativa do
crescimento de a(a’i(t,€)), onde o é uma raiz positiva fora do tipo parabdlico (O(a)), £ é
um ponto no atrator M1 do flag maximal e ¢ > 0 (secao 4.5.4). Essa estimativa fornece
o resultado principal dessa se¢ao (Teorema 4.26) que, juntamente com os resultados das
secoes anteriores, fornecem o Teorema 4.27.

Todos os resultados dessa secao valem para um semifluxo o; desde que a componente
maximal Mg(a) seja regressiwamente invariante, hipotese essa que é automaticamente sat-

isfeita quando o; é um fluxo.

4.5.1 O fibrado vetorial sobre Fg(Q)

Para as construgoes dessa segao, © pode ser arbitrario. A seguir constroi-se o fibrado veto-
rial TV (FeQ) — Fo@ cujas fibras sdao os espacos tangentes as fibras de Fg@ — X, que sao
variedades diferencidveis (o sobrescrito v denota que se esté considerando os espagos tan-
gentes verticais, i.e. tangentes as fibras). Esse fibrado vetorial é construido considerando-se
a acdo a esquerda de G no fibrado tangente p : T(Fg) — Fg, onde g € G age pela difer-
encial dg : T(Fe) — T'(Fe), onde para cada b € Fg tem-se o isomorfismo entre espagos

tangentes dg, : T'(Fe), — T'(Fg)gp. Define-se entdo o fibrado associado

T°(FeQ) :==Q xc T(Fo) —> X (4.68)
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cuja projecao w¥ para X se fatora por

T“(Te@) p'(q-w) == q-plw), (4.69)
m <FT/Q m(q-&(No)) == 7mx(q),
X

onde () € Fg e w € T(Fo)¢(ny) sao arbitrarios. Para { € FQ denota-se por T%(FgQ)¢ =
(p*)~(€) o espago tangente da fibra sobre . Para x € X denota-se por T"(FgQ), =
()~ !(z) o fibrado tangente da fibra sobre z. Cada ¢ € Q) pode ser visto tanto como uma
aplicagao ¢q : Fg — (FeQ), do fibrado associado FQ) — X, quanto como uma aplicac¢ao
q:T(Fg) — T"(Fo@), do fibrado associado T(Fe@) — X, onde x = mx(¢q) € X. Ficara
claro do contexto qual das duas interpretacoes se esta usando.

A partir de uma decomposicao de Iwasawa Q = R(AN()\g)) do fibrado @ (cf. se¢ao 3.1),
onde R C @ é uma K-redugao e Ao uma camara de GG, mune-se o fibrado vetorial T"(FgQ)
com uma métrica Riemanniana especial (-, -)¢, & € Fo@Q, dada da seguinte maneira. Na

fibra tipica fixa-se o ponto base

bg = ]J()\Q)@, (470)

e considera-se a métrica K-invariante dada em (A.46). Entao (-, -) ¢ definida declarando-se
que cada r € R é uma isometria quando vista como aplicagao r : T(Fg), — T (FoQ),.p-

Mais precisamente define-se
(r-w, r-w., = Bg(w,w)y, (4.71)

onde w, w' € T(Fg), sao arbitrarios. Essa métrica estd bem definida pela K-invariancia
de By e dé origem a uma norma | - |¢ no fibrado vetorial T%(FeQ) — FoQ, £ € FoQ.
Para cada t € T a restricao do fluxo a uma fibra o; : @, — @, é uma aplicacao
diferenciavel, desse modo o fluxo o, se levanta para um fluxo linear Do, no fibrado vetorial
T"(Fo@Q) — Fo@ que é dado pela diferencial de o; nas fibras. Esse fluxo linear DV é

chamado de fluxo linearizado fibra-a-fibra, e é dado localmente da seguinte maneira. Seja



94CAPITULO 4. ESPECTRO DE MORSE DE SEMIFLUXOS DE ENDOMORFISMOS

¢ € FQ sobre x. Entao 04(€) estd sobre 2/ := t-x. Ao redor de x e 2’ tomam-se
respectivamente secoes locais x; : Uy — R e x2 : Uy — R da K-redugao R de Q), elas

determinam o cociclo local p(t, z) com valores em G dado por (cf. Exemplo 1.3)
oi(x1(2)) = x2(t - 2)p(t, 2), (4.72)
que esta definido se z € Uy, t - z € Uy. Tomando-se
gt :=p(t,z) € G, £=xi(x)-b, combeFg, (4.73)

tem-se que
01(§) = or(x1(2)) - b= xa(t - 2) - gib. (4.74)

Seja v € T(Fe Q)¢ sobre £. Entao,
v=x1(x) - w, comw e T(Fg), (4.75)

de modo que
D0y(v) = or(x1(2)) - w = xa(t - 2) - (dgeJyw. (4.76)

Como as secoes X1 e x2 tomam valores em R de (4.71) segue que

1D 0llre = [I(dge)slle, (4.77)

onde || - ||« denota a norma de operador linear da respectiva métrica.

4.5.2 A reducao dinamica de @)

Seja uma decomposicao de Iwasawa G = K(AN()\g)) do grupo estrutural G de Q. Seja
H, € a caracteristico para oy, i.e. ©(H,) = O(c). Uma vez que oy é um fluxo e a base
X é compacta, o Teorema B.16 fornece as sec¢oes globais (T, (~ e ( de seus respectivos

fibrados, e suas respectivas aplicacoes equivariantes [+, f~ e f.

Proposicao 4.22 Tem-se que a secao ¢ € oi-equivariante e a aplicagao equivariante as-
sociada [ : Q — Fo(g) X Fer(o) € op-invariante. Isto é, ((t-x) =t-((x) e f(t-q) = f(q),
ondex € X,qge eteT.
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Demonstragao: A segunda afirmacao decorre da primeira. De fato, uma vez que {(7(q)) =

q- f(q), parat € T e ¢ € Q tem-se que

(t-q) - f(t-q) =0t q)=t-C(n(q) =(tq) - fla) (4.78)

Como f toma valores na fibra tipica Qg € como ¢ - ¢ € () determina um homemorfismo
entre essa fibra tipica e a fibra (Qg(,)@)r, segue de (4.78) que f(t-q) = f(g), como
desejado.

Para a primeira afirmacao tem-se da Equagao (B.27) que a secdo ( é o,-equivariante
se, e somente se, ambas as se¢oes (T, ( sdo o-equivariantes. Pela Equagao (B.23) e pela
invariancia de Mg tem-se que - (z) estd na fibra de M, sobre ¢ -z, mas novamente pela
Equagao (B.23) esta fibra se reduz ao ponto (*(¢-x), o que prova que (*(t-z) =t-(*(z).

A equivariancia de (T~ segue por argumentos inteiramente andlogos. |

Considera-se do Teorema B.16 o espaco G-homogéneo Qg(,) com ponto base o()g) cuja
isotropia em G' é Z(H,(\o)). Fixa-se o ponto base by := p(Ag)e(r) de Fo(y). Pelo item (ii)
da Proposicao A.3 a aplicacdo equivariante f : Q — Qg() define uma Z(H,()o))-reducao

localmente trivial de ) dada por

Qo) = 1 (0(Mo)); (4.79)
que é a chamada reducdao dinamica de () com respeito ao fluxo oy.

Proposicao 4.23 O subfibrado Qe(,) € oi-invariante, isto €, se ¢ € Qo) entdo o4(q) €
Qo(s), t € T. O atrator Mg(g) no fibrado flag de tipo parabdlico FesQ) pode ser descrito
da sequinte maneira

Mg(g) ={q-by:qe Q@(a)}' (4.80)

Demonstragao: Pela os-invariancia de f dada na Proposicao 4.22 ¢ imediato que Qg(s)
é op-invariante. Para a segunda afirmagao seja ¢ € Qg(s). Da definicao (4.79) de Qe(r) €

do item (iii) do Teorema B.16 segue que

(¢t (7 (q)), ¢ (n(q))) = C(m(q) = q- f(q) = q-0(Xo) = (¢ Pe(N), ¢ Pe-(No)). (4.81)
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Assim de (B.23) segue que

¢H(m(@) = - p(Ro)e =g by = (Mg(o)) . (4.82)

7x(q)

Como ¢ € @ é arbitrario isso prova (4.80). |

Obtém-se agora uma Kg(,-redugao localmente trivial Rg(,) de Qo(,). De fato, considera-
se a decomposicao de Iwasawa (A.32) do centralizador Z(H,()g)). Uma vez que a parte
(AN(©(0)))(Ao) ¢ vetorial, segue da Proposicao A.4 que existe uma tal Kg(y)-reducao.
Uma vez que Reg(,) ¢ uma Kg(,-reducao de Qo) C @ com Kgy C K, segue da

Proposicao A.5 que existe uma K-reducao R de () tal que
Res) C R. (4.83)

Assim pode-se obter uma decomposigao de Iwasawa @ = R(AN(\g)) de @ (cf. segao 3.1)

que ¢ adaptada a redugao dinamica Qg(,) no sentido em que Rg(,) C R.

4.5.3 Contracao dos vetores tangentes as fibras do atrator

Nessa secao fixa-se a reducao dinamica (Qg(») da secao anterior e fixa-se uma decomposicao
de Iwasawa Q = R(AN (X)) de @ (cf. secao 3.1) que é adaptada a reducao Qe() no sentido
em que Rg(,) C R. Com essas escolhas de decomposi¢ao de Iwasawa de () fixa-se no fibrado
vetorial T"(Fe () Q) — Fo()@ a métrica (4.71) que vem da reducao R.

A seguir estuda-se o comportamento da norma de D"g; sobre o atrator Mg( para se

o)
obter que, no fibrado flag de tipo parabdlico, o fluxo linearizado D"o; contrai os vetores

tangentes as fibras do atrator.

Lema 4.24 Para £ € ./\/lg(a) tem-se

lim || DY0yl|s.e = 0. (4.84)
t—o0
Demonstracao: Seja © := O(0). Seja t; € T uma sequéncia arbitrdria com t; — oo.

Uma vez que M¢ é compacto e invariante tomando subsequéncias pode-se assumir que
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ty - & — & € M{. Sejam z e 2/ as projecoes em X de £ e ¢ respectivamente. Repete-
se a obtengao do cociclo local em (4.72), considerando-se no entanto segoes locais y; :
U — Reo e x2 : Uy — Rg da Kg-redugdo Rg em (4.83). Uma vez que a Z(H,(\o))-
redugdo Qe ¢ op-invariante, segue que o cociclo local p(t,z) em (4.72) toma valores no
subgrupo Z(H,(\g)). Para k suficientemente grande, tem-se que t; - © € Uy de modo que
gk = p(tr,2) € Z(H,(N\o)) estd bem definido. Uma vez que x1(z) € Qo € £ € (MG)a,
segue de (4.80) que £ = x1(z) - bp. De Rg C R e de (4.77) segue entdo que

HDUO-tkHtk'f - H(dgk)boH@? (485)

para k suficientemente grande.
Prova-se agora que a sequéncia g, acima construida tem a seguinte propriedade: existe

uma vizinhanga U de by na fibra tipica tal que
gxb — by para todo b € U. (4.86)

Uma vez que M é componente atratora existe uma vizinhanga W de MJ em FoQ tal
que w(W) = M. Seja U := xi(x) ' (W,) vizinhanca de by. Para cada b € U seja
n = x1(x)b € W,. De (4.74) segue que

o4 (n) = x2(te - ) - gib. (4.87)

Toma-se uma subsequéncia de gib. Existe subsequéncia dos correspondentes ¢, tal que
oy, (n) — n'. Comon € W, ety-z — 2’ segue que i € (M§).r. De (4.80) segue entao que
n' =& = xa(z)bo, logo de (4.87) tem-se que

geb = xa(te - 2) "o, () = x2(a')7'E" = bo. (4.88)

Isso mostra que toda subsequéncia de g,b possui subsequéncia que converge para by, o que
fornece que a sequéncia gib converge para by. Como b € U é arbitrario isso prova (4.86).

Seja pe : ng — Fo a carta dada em (A.44). Toma-se U’ := pg'(U) vizinhanga da
origem de ng. Uma vez que g, € Z(H,(\o)) fixa by, de (4.86) tem-se, para cada Y € U’,
que

grexp(Y )by = exp(Ad(gr)Y )by = vo(Ad(gr)Y) — by = pe(0). (4.89)
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Como pg é uma carta local, Ad(gx) é linear e U’ é uma vizinhanca da origem isso implica
que

Ad(gx)Y — 0 paratodo Y € ng. (4.90)

Como ng ¢ de dimensao finita isso implica facilmente (ou usando o principio da limitagao

uniforme de operadores lineares) que
[Ad(g)lle — O, (4.91)

na norma de operadores.
Usando-se (4.85), (A.47) e (4.91), segue que || D0y, ||z, — 0. Como t;, — oo é ar-
bitraria, isso prova (4.84). |

Pelo Lema de uniformidade de Fenichel (veja [5], Lema 5.2.7, p. 154) aplicado ao fibrado
vetorial obtido pela restricao de T%(Fg(5)Q) — Feo(n@ sobre M&U) tem-se a seguinte

consequencia do lema anterior.
Corolario 4.25 FExistem p >0 e C € R tais que para toda £ € Mg(a) tem-se
log [|D0¢||te < —tpu+C  parat> 0. (4.92)

Observa-se que esse resultado vale qualquer que seja a norma | - | tomada no fibrado
vetorial T"(Fg()@) — Fo(0)@. De fato, uma vez que base X de @) é compacta tem-se que
a base Fg(5) () desse fibrado vetorial é compacta, logo quaisquer duas normas nesse fibrado
vetorial sao equivalentes. E imediato que o enunciado do resultado acima é o mesmo para
uma norma equivalente: a constante C' muda e a constante positiva i é a mesma. A métrica
(4.71), no entanto, é especialmente adaptada ao problema e por isso ela é a métrica usada

nas demonstragoes.

4.5.4 A localizacao

Teorema 4.26 Fiza-se i > 0 a constante do Coroldrio 4.25. Para todo expoente de

Lyapunov vetorial A € a do atrator M™ tem-se que

a(N) > p, para a € IT — (6(0)), (4.93)
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a=0

AMO@ 6=0

a+p=0

Figura 4.3: Tlustragao do Teorema 4.26 com O(0) = {a}.

Demonstragao: Seja © := O(c0). Fixam-se os objetos dados no primeiro pardgrafo da
secao 4.5.3: aredugao dinamica Qg(r), uma decomposicao de Iwasawa Q = R(AN (X)) de @
que é adaptada a reducao Qe no sentido em que Rg(,) C R, o fibrado T"(Fg (@) — Fe ()@
com a métrica (4.71) que vem da K-reducao R.

De (4.7) segue que Ap, (MT) = Af (M*,a"). Seja £ € M+ tal que

1 ~
A= lim ZaR(t,g). (4.94)
Afirma-se que existe 1y € Rg tal que
g: 7o - p(Ao)- (4.95)

-~

De fato, seja z := mx(§) esejar’ € Rg acima de x. Como K age transitivamente em [F existe
k € K tal que E: " kp(Xo). A projecao de gem Fo@ é dada por & :=1"-kpe(Ag) = 1’ kby.
Uma vez que E € M* doitem (5) do Teorema B.14 segue que sua projecao satisfaz & € M.
Assim de (4.80) segue que

E=1"kby = 1", (4.96)

de onde se conclui que k € Kg. Pondo 7y = r'k € Rg obtém-se entao (4.95).
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Seja t;, — 400 uma sequéncia em T, uma vez que M™ é compacto e invariante tomando
subsequéncias pode-se assumir que oy, (2) — E' € Mt entao t;, - — 2’ € X. Repete-se
a obtengao do cociclo local p(t, z) € Z(H,(\)) do primeiro pardgrafo da prova do Lema

4.24, considerando-se agora secoes locais x1 : Uy — Rg e x2 : Uj — Re tais que
x1(x) = ro. (4.97)

Para k suficientemente grande, tem-se que t; - x € Uy de modo que gy := p(ty,2) €
Z(H,()\o)) estd bem definido. Usa-se a decomposigao de Iwasawa de Z(H,(\g)) em (A.32)

para se deCOmpor
gr = ukhknk, U € K@, hy € A()\()), ng € (N(@)()\o)) (498)

Seja Hy € a canodnico tal que Hg(\g) := log hg. Da escolha de rp em (4.95) e da Equagao
(4.5), segue que

a®(ty, €) = log A(gi) = Hy. (4.99)
Assim de (4.94) segue que
1
A= lim = Hj. (4.100)

Considera-se agora o fibrado T"(FeQ) — Fe@Q. De (4.77) e do Corolario 4.25 segue

que existe uma constante C' € R tal que
log [[(dgk)uolle = log [[ Dot [|t,.c < —tup+C. (4.101)
Usa-se a Proposicao A.7 para se obter que

(dgr)b, = (dur)s, © (dhi )by, (4.102)

onde (dug)y, ¢ isometria de Bg e (dhy)p, = Ad(hk)|né ¢é simétrica em relacao a Bg. Segue
dai que

1(dgr)uollo = |Ad(Rr) s llo- (4.103)

Uma vez que Ad(hk)n(g ¢ simétrica em relagdo a Bg sua norma ||(dhg)p, |l ¢ 0 seu maior

autovalor. Como os autovalores de Ad(hy) em ng sao da forma exp(—a(Hy)), com a €
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expoente
caracteristico

a+p3=0

Figura 4.4: Tlustragao do Teorema 4.27 com O(0) = {a}.
IIT — (©), segue de (4.101) que
a(Hy) > —log||(dhe)w,lle = —log ||(dgr)e, |l = tip — C,  para a € IIT — (O).  (4.104)
Usando (4.100) e tomando o limite segue (4.93), o que prova o resultado. |

O resultado anterior estd ilustrado na figura 4.3. Juntando esse resultado com resultados
de outras secoes do presente capitulo, obtém-se finalmente o seguinte resultado, que esta

ilustrado na figura 4.4.

Teorema 4.27 Se o, ¢ um fluxo de automorfismos de () e a base X de () € compacta

entao
Apro(MT) Cint (W (o)cla™) . (4.105)

Assim todo expoente de Morse A € Ayo(M™T), em particular todo expoente de Lyapunov
de M, satisfaz ©(X) C ©O(0). Além disso existe um expoente de Morse N\, de M™ que é

caracteristico, i.e., satisfaz O(A\,) = O(0).

Demonstragao: Para a primeira afirmagio, suponha por contradigao que Ays,(M™) toca

a fronteira do cone (W (co)cla™). Do Teorema 4.21 segue que existe um expoente de Lya-
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punov de M™ num hiperplano de uma raiz fora de (©(c)). O Teorema anterior fornece
entao a contradicao.

A segunda afirmacao é imediata da primeira afirmacao e da caracterizagao do cone
dada na Proposicao 4.15.

Para a ultima afirmacao, o Teorema 4.19 fornece um expoente de Morse A\, de M™ que
satisfaz ©(\,) D ©(0). Da segunda afirmagao tem-se que O(\,) C O(o) de onde segue
que O(A\,) = (o). |

Observa-se que o Teorema 4.27 é um melhoramento do Teorema 4.19, este tltimo é um
resultado mais geral que funciona para semifluxos, fornece uma localizagao mais grosseira
dos espectros de todas as componentes M(w), w € W, e fornece um expoente quase-
caracterfstico em M™. O Teorema 4.27 melhora a localizacao do espectro de M™ excluindo
a fronteira do cone, o que fornece de imediato que o expoente quase-caracteristico dado
pelo Teorema 4.19 é de fato caracteristico (cf. Figura 4.4).

O Teorema 4.27 pode ser visto como uma maneira indireta de se calcular o tipo
parabdlico de um semifluxo por meio do calculo dos expoentes de Morse (cf. Figura 4.5).

O préximo resultado é uma instancia disso.

Proposicao 4.28 Seja o, um fluxo de automorfismos de () — X com base X compacta.

Entao o, € transitivo por cadeias em FQ se, e somente se, 0 € Apo(MT).

Demonstracao: Do Teorema B.14 segue que o; ¢ transitivo por cadeias em F(Q se, e
somente se, para todo w € W, M(w) = M, logo se, e somente se, O(o) =X

Seja entao o; transitivo por cadeias em F() e seja um expoente caracteristico A\, €
Apro(M™T) cuja existéncia é dada pelo Teorema 4.27. Como O(\,) = ©(0) = X segue que
Ao = 0.

Reciprocamente supoe-se que 0 € Ay(M™). Entdo do Teorema 4.27 e da Proposi¢ao

4.15 segue que
0 € int (W(o)cla®) ={H €a: a(H) >0, a € II* — (0(0))}, (4.106)

o que, claramente, s6 pode ocorrer se IIT — (O(0)) = @. Isso fornece que O(c) =%. |}
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a=>0 a=0
Apro(MT
/ M( )ﬁ:() /"/AMo(M+) B_O

a+p3=0 a+ =0

(a) (b)

a=20 a=20
B=0 B=0

AN[O(M+)

a+3=0 ApoMT)™S 0+ 3=0

() (d)

Figura 4.5: Todas as possibilidades para o tipo parabdlico de um fluxo ¢ quando g =
sl(3,R). No item (a) O(c) = @, no item (b) O(0) = {a}, no item (c) O(c) = {F} e no

item (d) ©(0) = {«, 8}. Nesse tltimo caso o fluxo é recorrente por cadeias em FQ).
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4.6 Desenvolvimentos futuros

A seguir listam-se brevemente possiveis desenvolvimentos futuros dos resultados da tese e

possiveis aplicacoes.

1)

5)

Agora que se tem um quadro satisfatorio do comportamento assintético radial e esférico

de um semifluxo de endomorfismos tentar descrever formas canonicas para o semifluxo.

Procurar resultados que relacionem o espectro de Morse vetorial intrinseco, logo o tipo
parabdlico, com a estabilidade do semifluxo. Resultados de [4, 5] fornecem que o es-
pectro de Morse escalar de fluxos lineares é semi-continuo superiormente com respeito
a perturbagoes adequadas, em outras palavras ele pode diminuir abruptamente, mas
nao pode crescer abruptamente. Se um resultado desse tipo for provado para o espec-
tro de Morse vetorial intrinseco isso forneceria que o tipo parabdlico do semifluxo é
semi-continuo superiormente com respeito a perturbagoes adequadas, isto é: ©(o) pode
diminuir, mas nao pode aumentar quando ¢ é adequadamente perturbado. Resultados
de [16] relacionam o espectro de Morse escalar de um difeomorfismo de uma variedade
compacta com a estabilidade estrutural desse difeomorfismo. Que informagoes novas o

espectro de Morse vetorial intrinseco pode trazer a essa situagao?

Relacionar o espectro de Morse vetorial intrinseco com outros espectros cldssicos como

o espectro de Floquet, espectro topoldgico, espectro de dicotomia exponencial (cf. [5]).

Estender para as outras componentes M(w) de Morse os resultados obtidos para M™
ao final do Capitulo 4. Isso esclareceria se o espectro das outras componentes contém
informagoes que nao estao contidas no espectro da componente atratora (cf. Exemplo
4.20). Além disso, a extensao da Proposigao 4.23 para outras componentes permitiria
descrever todas as componentes de Morse M (w) como espécies de subfibrados flag do
fibrado flag maximal F(Q). Isso permitiria lidar melhor com essas outras componentes

de Morse e possivelmente obter resultados mais precisos sobre seu espectro.

Usar os resultados dessa tese em situagoes concretas onde se pode calcular o espectro
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de Morse vetorial intrinseco. Uma situacao adequada ¢ de uma equagao linear de
coeficientes periddicos, pois nesse caso se dispoe da teoria dos expoentes Floquet (cf.
[2]). Uma outra situacao adequada é a de sistemas de controle (cf. [5]). Uma situagao
adequada bem simples, mas que ainda nao foi inteiramente explorada, é a iteracao de
uma matriz invertivel ¢ € G no flag maximal de G (no Exemplo 4.20 trata-se o caso
particular em que g é um elemento diagonalizavel de GG). Nesse caso o tipo parabdlico
do fluxo de tempo discreto gerado por g é dado pela matriz diagonal cujas entradas sao

as partes reais dos autovalores de g [27].



Apeéendice A

Preliminares

A.1 Teoria de Conley

Aqui sao lembradas as definicoes e resultados de recorréncia e transitividade por cadeias
introduzidos em [19]. Eles se aplicam a semifluxos em espagos topolégicos e estao baseados
na escolha de uma familia pré-fixada de coberturas abertas do espaco. Esta secao é uma
adaptagao da se¢ao 2 de [20], que generaliza pars semifluxos em espagos topoldgicos a teoria

de recorréncia por cadeias desenvolvida em [7].

Um semifluxo num espaco topologico X é uma aplicagao continua o : T x X — X,
onde T = Z* ou R*, tal que (i) o9 = idx e (ii) 0415 = 0y 0 04, para todos s,t € T. As
aplicagoes oy, t € T, sao continuas, mas nao se supoe que elas sao invertiveis.

Dado um subconjunto Y C X et € T escreve-se ;" =J o, 05(Y) e Y, = U, 05, (V).
Escreve-se também Y = (oo, 05(Y) e Y! = [Jycocp 051 (Y). Em particular, a drbita
progressiva de Y sob o semifluxo é dada por Y;", e a drbita regressiva é dada por Y; .

O conjunto w-limite do subconjunto Y C X é definido da maneira usual como w(Y') =
Niercl (Y;), e o conjunto w*-limite de ¥ como w*(Y) = (,cpcl (V).

Se x € X escreve-se por simplicidade z;” = {z}], z; = {z};, 2!, = {z}} e 2’ = {z}..

Uma sequéncia A = (z;) em X é x-regressiva se ro = = e 01(zx) = o)1, para todo k € N.

107
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Define-se a A-orbita regressiva de x como

Aaz)=J U oulan).

k=1 s€[0,1]

Um subconjunto A C X é invariante se o, (A) = A e é regressivamente invariante se
0,1 (A) = A, para todo t € T. (Observa-se que em ambos os casos exige-se a igualdade
entre os conjuntos.) Um conjunto invariante A é chamado de atrator se existe uma viz-
inhanca U de A tal que w(U) = A. Reciprocamente, um conjunto invariante R C X é
chamado de repulsor se existe uma vizinhanga V' de R tal que w*(V) = R. Um repulsor é
também regressivamente invariante (cf. Proposicao 3.4 de [17]).

Seja X um espago topoldgico e O uma familia de coerturas abertas de X. Parald,V € O
escreve-se V < U se para cada aberto V € V), existe um aberto U € U tal que V C U.
Escreve-se V < %L{ se para cada par V, V' € V tais que VNV’ #£ @, existe U € U tal
que VUV’ C U. Por exemplo se X é um espaco métrico e para ¢ > 0 define-se . como
a cobertura de X por todas as bolas abertas de raio e, tem-se que V < %L{s sempre que
V<U 1.

Dada uma cobertura aberta & de X e um subconjunto compacto K C X escreve-se
UK|={Uel: KNU # o}.

Se N C X é um aberto com K C N diz-se que U é K-subordinado a N se, para cada
U’ € U, K] tem-se que U’ C N.

Definicao A.1 A familia O de coberturas abertas de X ¢é dita admissivel se

(i) para cada U € O existe V € O tal que V < 5U.

1
2
(i) Seja N C X um aberto e K C N um compacto. Entdo existe U € O que é K-

subordinado a N .

Exemplos de familias admissiveis sao: (i) A familia O,(X) de coberturas de X por

bolas de raio €, ¢ > 0, quando X é um espaco métrico; (ii) a familia O (X) de todas as
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coberturas abertas de X quando X é um espaco paracompacto; (iii) a familia Of(X) de
todas as coberturas finitas de X quando X é um espaco compacto Hausdorff.

Sejam z,y € X, U € O e T € T. Uma (U,T)-cadeia de x & y é uma sequéncia de

pontos {x = 1,..., 7,11 = y} C X, uma sequéncia de tempos {7},...,7,} C T e uma
sequéncia de abertos {Uy,...,U,} C U tais que T; > T e op(x;), 241 € U;, para todos
1=1,...,n.

Seja um subconjunto Y C X. Denota-se por Q(Y,U,T') o conjunto dos pontos finais de
todas as (U, T')-cadeias que tém ponto inicial em Y. Denota-se por Q*(z,U,T) o conjunto
de todos os pontos iniciais de (U, T')-cadeias que tém z como ponto final. Tem-se entao
que

P UT)={ye X :xzeQyU,T)}.

Se O é uma familia de coberturas abertas de X e Y C X escreve-se
Qo(Y) = {QY.U.T): U € O,T €T}.

Para © € X escreve-se Qo(z) = Qo({z}) e define-se a relagdo x <o y se y € Qo(z).
Se a familia O é admissivel entao <p é uma relacao transitiva, fechada e os-invariante
(Proposi¢ao 3.3 de [19]), i.e., <o é fechado como subconjunto de X x X, além disso
() 2o os(x) se 2o y, para todos s,t € T. Para cada Y C X o conjunto Qn(Y)
também ¢é invariante.

Define-se a relagao x ~p y se ¢ 2o y e y 2o x. Entao x € X ¢é dito O-recorrente
por cadeias se x ~p z. Denota-se por Rp o conjunto de todos os pontos O-recorrentes
por cadeias. E imediato que a restricao de ~p a Rp é uma relacao de equivaléncia.
Uma classe de equivaléncia de ~¢ é chamada de componente O-transitiva por cadeias, ou
abreviadamente por componente transitiva.

Supoe-se agora que X é um espago compacto Hausdorff. Nesse caso os conjuntos
recorrentes por cadeias e também os conjuntos Qp(Y), Y C X, independem da familia
admissivel O (cf. [19], Teorema 3.4). Uma colegao finita de subconjuntos { M, ..., M,} de

X define uma decomposicao de Morse se, e somente se existe uma sequéncia estritamente
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crescente de atratores

d=ACcAAC---CA, =X

tais que M; = A;N A}, parat=1,...,n, onde A* denota o repulsor complementar a um
atrator A. No caso em que X é compacto Hausdorff a existéncia de uma decomposicao
de Morse mais fina para o semifluxo é equivalente a finitude do niimero de componentes

transitivas (cf. Teorema 3.15 de [19]).

A.2 Fibrados principais e associados

Esta se¢ao é uma adaptagao da segao 3.1 de [20]. Com respeito a fibrados segue-se a notagao
e terminologia de Kobayashi-Nomizu [15]. Todos os fibrados considerados e construidos
nessa tese sao localmente triviais com grupo estrutural G topolédgico e base paracompacta
X.

Seja um fibrado principal localmente trivial mx : @ — X com grupo estrutural G.
A base X é um espago topolégico e G é um grupo topoldgico agindo em () pela direita.
Essa acao é denotada por (¢,a) € Q X G — qa € Q). Denota-se a fibra sobre x € X por
Q) e a fibra por ¢ € @ por @,. A trivialidade local de () implica que a projecao mx ¢é
uma aplicacao aberta. Nas construcoes feitas aqui, as cartas locais de um fibrado principal
Vi 1w (U;) — U; x G serdo sempre equivariantes: 1;(qa) = 1;(q)a, a € G. Frequentemente
uma trivializacao local é realizada por uma secao local x : U — ), U C X. Neste caso um
atlas de @) é dado por uma cobertura aberta {U; }ic; de X e segoes locais x; : U; — Q. Se
UiNU; # @ entao

Xi (2) = x5 (%) aij (v)

onde a;; : U; N U; — G sao as assim chamadas funcoes de transi¢cao. Quando é possivel
reduzir o fibrado principal 7x : ) — X para um subfibrado P — X, P C (), com grupo
estrutural H C G, entao é possivel escolher as trivilizagoes de () de modo que as funcoes
de transigao a;; tomem valores em H (cf. Proposi¢ao A.6 mais adiante.)

Um espaco topolégico F' é um espaco homogeéneo de G se G age continuamente, tran-
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sitivamente e abertamente em F'| i.e., para cada v € F' a aplicacao G — F, g — gu é
uma sobrejecao continua e aberta. Constréi-se um fibrado associado a ) com fibra tipica
F' denotado por

E=FQ :=Q xgF — X,
da seguinte maneira. O espago total £ é o quociente Q x F// ~ onde ~ é a rela¢ao de
equivaléncia (p,v) ~ (q,w) se, e s6 se ¢ = pa e w = a”'v, a € G. Denota-se a classe de
equivaléncia de (¢,v) por ¢-v € E. Se ¥ = (Uj, xi),c; ¢ um atlas de Q@ — X entao as

aplicacoes v; : 75 (U;) — U; x F dadas por

Vi (xi () a-v) = (z,av)

sao trivializagoes locais de &/ — X. A familia (U;,v;),.4 ¢ entdao um atlas de £ — X. Os
dois casos extremos de fibrados associados sao @) = ) xg G, com G agindo a esquerda em
G por multiplicacao, e X = @ X¢g {*}, com G agindo trivialmente no conjunto unitario
{x}. Seja mg : E — X a projecao do fibrado associado. Seja A C E e x € X, denota-se
por
A, = ANn7g ()
a fibra de A sobre z, em particular F, := 7@1(1‘). Fixado g € () a aplicacao
UEFHQ-UEEWX((])
¢ um homemorfismo. Uma vez que F' é um espaco G-homogéneo, fixado v € F' a aplicagao

geQ —q-veFE

¢ uma sobrejecao continua aberta.

A.2.1 Reducoes de fibrados principais

Definicao A.2 Seja F' um espago G-homogéneo com ponto base ug € F. Uma segao local
da acao de G em ug € F € uma aplicacao continua ¢ : U — G, onde U é uma vizinhanga

de ug em F, que satisfaz

o(wug =u, logo p(u) " u = ug, (A.1)
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para todo uw € U. Diz-se que um subgrupo H de G possui se¢ao local se a acao de G no

espaco G-homogéneo G/H possui se¢ao local em uy:= H € G/H.

Assume-se que todos os espacos GG-homogeéneos F' e todos os subgrupos H de G considerados
nessa tese possuem secao local.

No caso em que G é um grupo de Lie todo espago homogéneo F' de GG e todo subgrupo
fechado H de GG possui uma tal secao local: ela é construida no processo de demonstracao
do Teorema do Subgrupo Fechado de Cartan (cf. Cap.1, §7.5 p.33 de [28]).

Se () é G-principal e F' G-homogéneo uma aplicacao f : Q) — F é dita equivariante se

flag) =97 @), q€Q,g€eG. (A2)

Proposicao A.3 Sejam QQ — X um fibrado G-principal, F' um espa¢o G-homogéneo com

ponto base ug € F e H a isotropia de ug em G. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.
i) Q possui uma H-redu¢io R C Q.
ii) Existe uma aplicagdo continua e equivariante f : Q — F tal que a imagem inversa
R:= f(up) (A.3)
fornece a H-reducao de Q do item (i).

iii) Existe uma sec¢ao global continua x : X — Q Xg F' do fibrado associado a ) com fibra

tipica F' tal que
R:={qe@: x(mx(q)) = q-uwo} (A.4)

fornece a H-reducao de Q do item (i).

Demonstragao: A equivaléncia entre (i) e (iii) é dada pelo Teorema 5.6, Cap.1, p.57 de
[15]. A demonstragao desse Teorema 14 contida estabelece também a equivaléncia entre (i)
e (ii), a menos da continuidade da aplicagao f e da trivialidade local da H-reducao dada
por f~H(up). Estas dltimas condigoes podem ser facilmente estabelecidas usando-se uma

secao local da acao de G em uy € F, que existe por hipotese.
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Proposicao A.4 Seja (Q — X um fibrado G-principal, e K C G um subgrupo fechado tal
que o quociente G/K ¢é homemorfo a um R™. Entdo Q) admite uma K-redu¢io R C Q.

Em particular, se G € homemorfo a um R™ entao Q) € um fibrado G-principal trivial.

Demonstragao: Consideram-se o espa¢o G-homogéneo F' := G /K com ponto base ug :=
K € G/K e o fibrado associado F := @ X¢ F. Como por hipétese a fibra tipica F' = G/K é
homemorfa a um R™ o Teorema 5.7, Cap.1, p.58 de [15], fornece uma segao global continua
X : X — E. Como a isotropia de ug em G é K, pelo item (iii) da Proposicao A.3 essa
secao dé origem a uma K-reducao R de G.

No caso em que G é homemorfo a um R" toma-se K := {1} compacto em G. Da
argumentacao anterior se obtém F = Q) X G = () e uma se¢ao global continua y : X — @),

o que mostra que @ é trivial. |

Proposigao A.5 Seja Q — X um fibrado G-principal, Q' C Q uma G'-redugdio de Q,
G C G'. Sejam H C G', H C G subgrupos fechados em seus respectivos grupos tais que
H' C H. Se existe uma H'-reducio R de Q' entdo existe uma H-reducio R de @) que

contém R' e, como conjunto, € dada por R = R'H.

Demonstragao: Consideram-se o espago G’-homogéneo F' = G’/ H' com ponto base uy, :=
H' € G'/H' e o espago G-homogéneo F' = G/H com ponto base ug := H € G/H.
Consideram-se em seguida os respectivos fibrados associados E' := Q' xg F' e E := QXgF.
Se existe uma H'-redugdo R’ de @' entao pelo item (iii) Proposi¢ao A.3 existe se¢ao global

continua Y’ : X — E’ tal que
R={¢ e X(nx(d) =dup} (A.5)
As inclusoes dadas no enunciado induzem a aplicagao i : £ — E dada por
i(q - up) =¢q -uo, ¢ €Q, (A.6)

que esta bem definida, logo é continua, uma vez que a isotropia H' de uj estd contida na

isotropia H de ug. Tem-se que

mx(i(q - up)) = 7x(¢ - wo) = 7x(¢) = 7x(¢' - wp), ¢ €Q. (A7)
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A aplicacao continua y : X — FE dada por x := ¢ o}’ fornece entdao uma secao global

continua do fibrado E’. De fato, de (A.7) segue que

mx(x(2)) = 7x(i(X'(x))) = 7x (X (2)) = (A.8)
uma vez que X' é secdao. Pelo item (iii) Proposigao A.3 segue que o subconjunto R C @
dado em (A.4) fornece uma H-reducao de ). Afirma-se que R'H = R. De fato, seja ¢’ € R’
com 7x(¢') =z, h € H. Entao nx(¢’h) = z. De (A.5) segue que x'(x) = ¢’ - uf,. Agora

pela definicao de x e i tem-se que
x() =i(x'(z)) =i(¢ - up) = " - uo = ¢ - hug = (¢'h) - uo. (A.9)

De (A.4) isso mostra que ¢'h € R. Como ¢ € @' é arbitrério isso prova que R'H C R
e, em particular " C R. Reciprocamente seja r € R, como R’ C R existe ' € R’ com
7x(r') = wx(r) de sorte que r = 1'h, h € H, uma vez que R é H-principal. Como r € R é

arbitrario isso prova que R C R'H, o que estabelece que R = R'H. |

A proxima Proposicao define o conceito de cartas de um fibrado adaptadas a uma

reducdo (esse resultado segue das Proposigoes 5.2 e 5.3, p.52 de [15]).

Proposicao A.6 Se () admite uma K-reducao R C Q) entao Q) admite cartas locais 1; :

7T)_<1(Ui) — U; X G, onde os abertos U; cobrem X, tais que

i) as fungoes de transigao das cartas {1;} tomam valores em K,

i) cada v; é um homeomorfismo de 7' (U;) N R em U; x K de modo que, restringindo-se
adequadamente o dominio e contra-dominio, essas cartas fornecem cartas locais para

a reducao R.

Tal colecao de cartas se chama cartas de () adaptadas a reducao R.

A.2.2 Endomorfismos locais de fibrados

Denota-se por End,(Q) o conjunto de aplicagdes locais continuas ¢ de Q) para @ que
comutam a acdo a direita de G, desse modo tem-se que domyp = 7' (U), U aberto em X.

Segue imediatamente que End,(Q) é um semigrupo local agindo em @ (cf. Definigao B.1).
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Para se obter expressoes locais de endomorfismos de ) procede-se da seguinte maneira.
Seja {1, }ic; um atlas de Q. Cada carta local ¥; : 7' (U;) — U; x G de Q é tal que 1;(q) =
(7x(q),9i(q)), onde g; : 75 (U;) — G é uma aplicagdo continua que satisfaz g;(qa) = g;(¢)a,
a € G. Essa carta local define a se¢ao local x; : U; — @, x;(z) := (¢;)"'(z,1) de modo que
(Vi) Hx,a) = xi(2)a, a € G. Seja ¢ € End,(Q) tal que z € U; N wx(domy), e ¢(z) € Uj,
1,7 € I. Entao

p(xi(2)) = x;(p(2)) o5 (2),

de modo que
i 0o (i) (z,a) = ¢(p(xi(e))a = (o), ¢fj(2)a).
Isso mostra que
w5 (2) = g;(p(xi(@)),

define gog : U; — G continua. Se i = j denota-se ¢{ 1= ¢f.

Seja P C Q uma H-reducao de @ e seja p € End,(P). Entao p se estende unicamente
a um endomorfismo local de ) da seguinte maneira. Para ¢ € @) existe a € G tal que
qa € P, define-se entao p(q) = p(qa)a™t. Se qa,qa’ € P entdo existe h € H tal que
ga’ = qah de modo que @' = ah. Mas como p comuta com a agao a direita de H em
P segue que p(qa’)a’™' = p(qa)ha’~' = p(qa)a, o que mostra que a extensao estd bem
definida. Usando-se cartas locais de () adaptadas a reducao P é facil ver que essa extensao
é continua. Segue dessas consideragoes que se pode considerar Endy(P) C End,(Q) como

um subsemigrupo do semigrupo local End,(Q). De fato, nao é dificil mostrar que
End,(P) = {¢ € End/(Q) : ¢(P Ndom(y)) C P}. (A.10)

Seja F = () Xg F um fibrado associado de () com projecao ng : £ — X. Um

endomorfismo local ¢ € End,(Q) define um endomorfismo local de E da seguinte maneira

op(q-v):=p(q) v, ¢€EQ,vEF

E imediato que dompyp = 75 (U), onde U = mx(domy). A aplicacdo ¢ é chamado de

endomorfismo local de E induzido por ¢. Denota-se por End,(E) o conjunto de todos
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os endomorfismos locais de E que sao induzidos por endomorfismos locais de ). Em
particular tem-se que End,(X) é o conjunto de todas aplicacoes locais continuas de X em
X. A aplicacao pg de F também sera denotada por ¢, fica claro do argumento se ¢ esta

agindo em () ou em F.

A.3 Teoria de Lie semi-simples

O objetivo dessa segao é fixar a notacao e os resultados basicos de grupos e a algebras
de Lie semi-simples e suas variedades flag que sao usados nessa tese. As referéncias aqui
sao [26], dos Apéndices A, B e Secoes 3.1 e 3.2 de P1 e de [12]. Os resultados dessas
referéncias sao usados livremente: na maioria das vezes nao se faz mencao explicita ao
resultado utilizado.

Seja g uma &lgebra de Lie semi-simples real e nao-compacta. A representacao adjunta
da dlgebra de Lie é dada por ad : g — gl(g), ad(X) = [X, -] e sua forma de Cartan-Killing é
dada pela forma bilinear de g definida por (X,Y") = tr(ad(X)ad(Y)), que é ndo-degenerada.
Denota-se por Aut(g) o grupo de automorfismos de g e por Int(g) o grupo de automorfismos
internos de g, tem-se que Int(g) = Aut(g)o, a componente conexa da identidade de Aut(g).
Seja b C g uma subélgebra de g. Denota-se por Int(h) C Int(g) o grupo dos automorfismos
internos de g gerado por exponenciais de adjuntas de elementos de h. Denota-se por 3(h)
o centralizador de h em g. Tem-se que Aut(g) age em g* pela agdo adjunta que, para
¢ € Aut(g), a € g*, é denotada por p*a(X) = a(p 1 X).

Seja GG um grupo de Lie semi-simples, isto é, G é um grupo de Lie conexo com centro
finito e com &algebra de Lie g semi-simples. A representagao adjunta do grupo de Lie é
dada por Ad : G — Gl(g), Ad(g) = d(Cy)1, onde C, é o automorfismo de G dado pela
conjugacao r € G +— grg~!. Sejam exp : g — G a aplicacao exponencial do grupo de Lie
G, e : gl(g) — Gl(g) a aplicacao exponencial do grupo de Lie linear Gl(g). Para X € g e

para g € G tem-se que

Ad(exp(X)) = (X)), gexp(X)g ™ = exp(Ad(g)X). (A.11)
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Tem-se que Ad(G) = Int(g). Tem-se que G age em g pela acdo adjunta, que, para g € G,
X € g, é denotada por gX = Ad(g)X.

A.3.1 Decomposicoes de Cartan e de Iwasawa

Uma involucao de Cartan de g é dada por um automorfismo 6 de g que satisfaz 6> = 1 e

tal que a forma bilinear de g dada por
By(X,Y) = (X,0Y) (A.12)

é positiva-definida em g. Tem-se que existe uma unica involucao de Cartan em g a menos
de conjugacao por Int(g). Fixada uma involugao de Cartan € tem-se que g se decompoe
como g = €@ s, onde £ é o autoespaco de 6 do autovalor +1 e s é o autoespaco de 6 do
autovalor —1, essa é a decomposicao de Cartan da algebra g com respeito a . Tem-se que
t é uma subélgebra de g e que o subespaco s satisfaz [€,s] C s e [s,s] C €. Além disso, para
X € t tem-se que ad(X) é By-antisimétrica e para Y € s tem-se que ad(Y') é By-simétrica.
Seja K o subgrupo conexo de GG com algebra de Lie €. Tem-se que K é subgrupo compacto

maximal de GG. Além disso tem-se que a aplicacao
Kxs—G, (kX)— kexp(X), (A.13)

¢ um difeomorfismo de K X s com G, essa é a chamada decomposicao de Cartan do grupo
(. Sempre que se falar em conceitos métricos em g ou em subespacos de g deve-se ter em
mente o produto interno By.

Um abeliano maximal de g com respeito a involugao de Cartan 6 é dado por uma
subdlgebra abeliana a C s. Tem-se que existe um tnico abeliano maximal em g a menos de
conjugacao por Int(g). Uma vez que a é abeliano segue que as adjuntas de H € a podem

ser simultaneamente diagonalizadas. Para cada funcional o € a* define-se
g ={X €g: ad(H)X =«a(H)X, VH € a}. (A.14)

Segue que go = 3(a) que se decompde como 3(a) = m @ a, onde m é o centralizador de a

em £. Um funcional ndo-nulo a € a* tal que g, # 0 é chamado de raiz de (a, #), nesse caso
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go # 0 é chamado do espago de raizes de a correspondente a a. Seja Il = 11(0,a) C a* o

conjunto dessas raizes. Tem-se que

g:m@a@Z{ga: a € 11}, (A.15)

essa é decomposicao de g em espagos de raizes com respeito a (6, a). Essa decomposicao
diagonaliza simultaneamente as adjuntas de a. Tem-se que existe uma tnica decomposi¢ao
em espagos de raizes de g a menos de conjugagao por Int(g). Segue em particular dessa
decomposi¢ao que o conjunto de raizes II é finito. Dada uma raiz « € 1II o hiperplano da

raiz a é o subespacgo de codimensao 1 de a dado por a = 0, isto é, dado por
{H€a: a(H)=(H,H,) =0}. (A.16)
Uma camara de Weyl de (6, a) é uma componente conexa at do conjunto
{H € a: a(H) # 0 para todos a € 11(6, a)}. (A.17)

As raizes positivas com respeito a a* sao dadas por 1Tt := {a € II : a4+ > 0} e as raizes
negativas dadas por II™ := —II". Existe um subconjunto 1.i. ¥ C It tais que todas as
rafzes em IIT (resp. II7) sdo combinagoes de raizes em Y com coeficientes inteiros positivos
(resp. negativos). ¥ é o conjunto de raizes simples determinadas por a*. Em particular
tem-se que IT = IIT U IT~ unido disjunta. Dado um subconjunto de raizes simples © C X
denota-se por (O) as raizes Il que sdo combinagoes lineares de raizes em © e denota-se por
(©)" := (0) NII*. Para H € a denota-se por O(H) o conjunto das raizes simples que
anulam H.

O grupo de Weyl das raizes II = II(f,a) é um grupo finito de reflexdes de a que é
dado da seguinte maneira. A cada raiz o € II corresponde uma coraiz H, € a tal que
a(H) = By(H, H,), para todo H € a, e a correspondente reflexdao ortogonal r, : a — a
em relagdo a H,. O grupo de Weyl W = W (6, a) é o grupo gerado pelas reflexdes 7,
a € II. Tem-se que W age transitivamente e livrcemente no conjunto das camaras de Weyl
de (0,a). Segue dai que W é um grupo finito. Segue dai também que dada uma camara

de Weyl a™ e o conjunto de raizes simples correspondentes ¥ tem-se que existe um tinico
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elemento w™ € W que satisfaz (w™)*YX = —X, esse elemento é chamado involugao principal
de W com respeito a . Uma maneira de se obter o grupo de Weyl a partir do grupo G
¢ considerar M* o normalizador em K da subdlgebra a e M o centralizador em K de a.

Tem-se entao que

W= {Ad(k)|q: k € M*}, (A.18)

e que W é isomorfo ao quociente M* /M. Tem-se que existe um tnico grupo de Weyl de
(0,a) a menos de conjugacao por Int(g).

A uma escolha de camara de Weyl at corresponde a subdlgebra nilpotente
nti=> {g.:acll}. (A.19)
Tem-se que a normaliza nt e que g se decompoe como
g=tdadnt, (A.20)

essa é a decomposigao de Iwasawa da &lgebra g com respeito a (6, a,a™). Tem-se que existe
uma unica decomposigao de Iwasawa de g a menos de conjugagao por Int(g). Sejam A e
N os subgrupos conexos de G com &dlgebra de Lie a e nt respectivamente. Tem-se que A
normaliza N, que A, N e AN sao subgrupos fechados de G e que exp: a®n — AN é um

difeomorfismo. Além disso
KxAxN—G, (khmn)— khn, (A.21)

¢ um difeomorfismo de K x A x N com G, essa é a chamada decomposi¢ao de Iwasawa
do grupo G. Tem-se que existe uma tnica decomposicao de Iwasawa de G a menos de

conjugacao.

A.3.2 Subgrupos parabdlicos, flags e centralizadores

Fixa-se (0, a,a%) e ¥ o conjunto de raizes simples correspondente & a™. A um subconjunto

© C X correspondem as subalgebras nilpotentes dadas por

nt(0) =) {ga: a € (O)}, (A.22)
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n(0) =) {g_a:ac(®)} (A.23)

A subélgebra parabdlica minimal é dada por

p=m@adn’, (A.24)
e subalgebra parabdlica de tipo © é dada por

po=pdn (O). (A.25)

Em particular tem-se py = p. Para cada © C ¥ existe uma tunica subdlgebra parabdlica
de tipo © a menos de conjugagao por Int(g). Seja a(©) o abeliano gerado pelas coraizes
H,, o € ©. Seja ag o complemento ortogonal de a(©) em a. Seja g o centralizador de ag
em £. Tem-se que

po =to @ adn, (A.26)

essa ¢ a decomposicao de Iwasawa da subalgebra parabdlica pg. O subgrupo parabdlico
de G de tipo ©, denotado por Pg, é o normalizador em G da subdlgebra pg. Seja Kg o

centralizador de ag em K. Tem-se que a decomposicao de Iwasawa de Pg é dada por
Po = KgAN. (A.27)

Além disso, Pg é seu préprio normalizador em G e algebra de Lie de Pg é po. Denota-se
P, =: P, esse é o subgrupo parabdlico minimal de G. Tem-se que K4y = M, o normalizador

de a em K. Segue dai que a decomposicao de Iwasawa do parabdlico minimal é dada por
P=DMAN. (A.28)

Por 1ltimo vale observar que Kg, logo Pg, pode ser desconexo e que a estrutura de com-

ponentes conexas de Kg é dada por
Ko = (Keo)oM. (A.29)
A variedade flag de g de tipo © C X é dada pela érbita

Feo = Int(g)p@ (A30)
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Uma vez que Ad(G) = Int(g) e que o normalizador de pg em G é Pg segue que a aplicacao
g € G — gpe fornece um difeomorfismo G-equivariante entre o espago homogéneo G/ Pg e
Fo. Em particular isso mostra que o espago G-homogéneo G/ Pg depende apenas da dlgebra
de Lie g. Denota-se Fgy =: F, esse é o chamado flag maximal de g. O flag Fg também ¢é
chamado de flag parcial de g de tipo ©. Tem-se a seguinte fibracao G-equivariante entre o

flag maximal [F e o flag parcial Fg de tipo ©

To - F— ]F97 W@(gp) = gbe, (g € Il’lt(g)) (A31)

Para X € g denota-se por Z(X) o centralizador de X em G. Seja N(O) o subgrupo
conexo de G com algebra de Lie n*(0). Tem-se que para H € a o centralizador Z(H) tem

decomposicao de Iwasawa

Z(H) = Ko AN(O(H)). (A.32)

A.3.3 Rotulacao por camaras e objetos canonicos

Nessa se¢ao sao usados resultados da Se¢ao 3.1 de [17]. Uma camara de G é dada por
A :=exp(a’) onde a camara de Weyl a® vem de uma escolha de involugao de cartan 6, de
um abeliano maximal a C s e de uma camara a™ C a. Denota-se por C(G) o conjunto das
camaras de G. Tem-se entao que G age transitivamente em suas camaras.

Os objetos de g e de G construidos nas segoes anteriores dependem da escolha de
(0,a,a™). Mas ocorre que, a posteriori, a maioria desses objetos depende apenas da escolha
de camara at ou, equivalentemente, da camara A € C(G) (cf. Lema 3.1 p.46 de [17]). A
dependéncia desses objetos na camara A aparece na notacao por meio da justaposicao do
simbolo (\) & sua notagao usual. Desse modo os objetos que dependem apenas de camaras
sdo: as raizes II(\), as raizes positivas II7(\) e negativas I1~(\), as raizes simples X()),
o subgrupo parabdlico P(\) e os fatores de sua decomposigao de Iwasawa M (A), A(N),
N(A), a subélgebra parabdlica p(\) e os fatores de sua decomposicao de Iwasawa m(\),
a(A), n(A), o produto interno (-,-)(A\) de a(A), o grupo de Weyl W(A) de a(A). O grupo

G age nas camaras C(G) por conjugacao de modo que esses objetos se comportam da
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seguinte maneira na conjugagao: P(gAg~1) = gP(\)g™', p(ghg™t) = gp(N), I(ghg™!) =
Ad(g)TI(A), W(gAg™!) = Ad(g)W (M) Ad(g) ™", etc.

Usando-se essa dependéncia nas camaras pode-se introduzir uma subalgebra abeliana
abstrata a tal que, para cada camara A € C(G) tem-se um isomorfismo a — a(\) denotado

por (Proposicao 3.3 p.48 de [17])
Hea— H(\) €a()). (A.33)

Essa subalgebra a é chamada de subdlgebra abeliana maximal canonica de g. Procedendo
da mesma maneira introduzem-se os seguintes objetos canonicos de g e GG: um produto in-
terno canonico (-, -) em a, um sistema de raizes canonico II, raizes positivas II* e negativas
I~ canonicas, raizes simples canonicas Y, o grupo de Weyl canonico W e um subgrupo
abeliano maximal canonico A (Proposicoes 3.2, 3.3 e Teorema 3.4 de [17]). A caracteristica
comum desses objetos canonicos O é que para cada camara A € C(G) tem-se um isomor-

fismo O — O(\) denotado por
0€ O~ o(A)eON). (A.34)

A importancia desses objetos canonicos é que eles podem ser usados para rotular objetos
de g sem que se precise fixar de antemao uma escolha (6, a,at). O grupo de Weyl canoénico

W age nas camaras C(G) a direita da seguinte maneira. Cada w € W, A € C(G) define-se
A= w(M)Aw(\) (A.35)

uma vez que w(\) age por conjugacao em A(X) e A C A()) segue que isso estd bem definido.

Para w, s € W tem-se que

oy =
= s(A)(A")s(A) 7
= {s(wN)AdwX) ) HwN)AdwA) T Hs(w(d)Aw(d) =)~}
= wA)s(A\)As(A)tw(N) 7!
= ws(A\)Aws(\)~!
=
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Isso que mostra que a agao (A.35) de W em C(G) é uma agao a direita. Além disso para

we W ege G tem-se que

(grg™h)" =
= w(ghg Ngrgtw(ghg™!) ! =
= [gw(\)g~gAg~ gw(N) g7 =
= gwNAwA) g =
= g(\")g7".
Isso que mostra que a agao a esquerda de G e a agao a direita de W em C(G) comutam.

Seja uma camara A € C(G). Se © C X, denota-se por ©O(\) C X(\) a imagem de O pelo
isomorfismo ¥ — ¥(\) dado em (A.34). Define-se

p(Ne = p(Newn- (A.36)
Para w € W define-se
pw()\)@ = p()\w)@ (A37)
Tem-se entao do visto acima que
Pu(9rg™ e = p(gA"g e = gp(\")e = gpu(Ne. (A.38)
Sejam Ag, A1 € C(G) tais que
p(Xo) = p(A1). (A.39)

Uma vez que G age transitivamente em suas camaras segue que \g = g\;g~ ! para algum
g € G. Assim p(XNg) = gp(A1) = gp(No), de onde segue que g € P()\g). Seja g = mhn €
MAN (\o) a decomposicao de Iwasawa (A.28) de g. Uma vez que M A(\y) normaliza \g
segue que

/\1 = g_leg = n_l)\on, N()\l) = TL_IN(/\(])TZ = N(/\Q), (A40)

onde n € N ().
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A.3.4 A carta local de Fg

Nessa secao introduz-se uma carta local do flag Fg de G, © C 3, que possui certas
propriedades especiais. Fixa-se uma decomposigao de Iwasawa G = K(AN()\g)) de G,

onde Ay é uma camara de (G. Fixa-se o ponto base
bo = p()\())@ € F@. (A41)

A partir de agora, a camara Ay esta subentendida quando se faga referéncia a algum objeto

de G que depende de camaras. Define-se a subalgebra nilpotente

ng = {g-a:acIl’ —(O)} (A.42)

Desse modo g = pe @ ng. A carta canonica de G/ Pg em Py é dada por (cf. Teorema 11.4.3,
Cap. II p.123 de [12])
Y € g/po —exp(Y)Ps, Y €g, (A.43)

onde Y denota a imagem de Y € g no quociente g/pe, e onde exp(-) é a aplicacao expo-
nencial de G. O difeomorfismo canoénico entre G/Pg e Fg é dado por gPg — gby, g € G.
Pelas consideragoes anteriores pode-se identificar o espaco vetorial quociente g/pe com ng.

Define-se entao a carta candnica de Fg em by = p(Ao)e por
vo g — Fg, Y — exp(Y)bo. (A.44)

Pelas consideracoes anteriores isso de fato define uma carta local de Fg. Usando-se o
difeomorfismo pg, identifica-se o espago tangente de Fg no ponto base by com ng, de modo
que

T(F)bo = né, (ng@)() : né — né, (dg@g)o =id. (A45)

No espago tangente em by, fixa-se o produto interno Ad(Kg)-invariante dado pela restri¢ao
da métrica By de g dada em (A.12). Como K age transitivamente em Fg essa métrica em

T(Fg)p, da origem a uma métrica K-invariante em T'(Fg) que serd denotada por

By(-, )y, b€ Fo. (A.46)
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Fixa-se Hg € a tal que O(Hg) = ©O. Considera-se o centralizador Z(Hg()g)) de
Ho(M\o) € a(Xo) em G, que possui decomposigao de Iwasawa dada em (A.32). Tem-se que

Z(Ho(Mo)) normaliza ng e que N(©) centraliza ng.
Proposicao A.7 Seja g € Z(Hg(N)) agindo como difeomorfismo em Fg. Tem-se que
(dg)s, = Ad(g) : ng — ng. (A.47)
Se g tem decomposi¢cio de Iwasawa g = uhn com u € Ko, h € A(X\), n € N(O)(X\g) entao
(dg )y = (du)sy o (dR)yy o (dn)y, (A18)

onde (du)y, = Ad(u)\né ¢ Bo-isometria, (dh)p, = Ad(h)]né ¢ Bo-simétrica e (dn),, = id,, .

Demonstragao: Para a primeira equagao tem-se que g € Z(Hg(\)) C Po(\o) fixa by de

modo que para Y € ng vale

gpe(Y) = gexp(Y)g by = exp(Ad(g)Y )by = pe(Ad(g)Y). (A.49)

Derivando em Y = 0 e usando-se a identificacao (A.45), obtém-se a primeira equagao.
Para a segunda equacao, usa-se que cada um dos fatores u, h e n fixam by. As afirmacoes

logo apds a segunda equacao sao imediatas das propriedades da decomposicao de Iwasawa

de Z(Heg(M\o)) em (A.32). |

A carta local pg possui mais propriedades especiais que nao sao enunciadas pois nao

serao usadas nessa tese (cf. Propos 3.6, p.326 de [8]).



Apéndice B

Tipo parabdlico de semigrupos e

semifluxos

Neste apéndice recapitulam-se algumas defini¢oes e resultados da teoria do tipo parabdlico
de semigrupos e semifluxos com a preocupacao de dar apenas um panorama geral da
teoria e enunciar com precisao os resultados que sao usados nessa tese. Muito dessa teoria
encontra-se espalhada na literatura ([17, 19, 20, 1, 25] e referéncias ai contidas) mas estd

sistematizada na tese [17] a qual usamos para referéncias.

Nesse apéndice sao usados livremente as notagoes e resultados de Teoria de Lie semi-
simples do Apéndice A.3. Seja S um semigrupo local agindo num espago E (Definigao
B.1), para se estudar a dindmica dessa agao é interessante saber em que partes de F
o semigrupo S age transitivamente e como S vai de uma parte transitiva a outra. Os
conjuntos de controle de S em E (Definigao B.3) capturam a transitividade topologicamente
interessante da acao de S em E. No caso em que S é um semigrupo aberto de um grupo
de Lie semi-simples G existe uma descri¢ao algébrica completa dos conjuntos de controle
de S em Fg que fornece a nocao de tipo parabélico do semigrupo S (Teorema B.8). Essa
descrigao algébrica se estende ao caso em que S é um semigrupo local de endomorfismos de
um fibrado principal localmente trivial () com grupo estrutural semi-simples G agindo em

seus fibrados flag associados E = Fg@ (Teorema B.12). Por meio da teoria de semigrupos
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de sombreamento esses resultados de teoria de semigrupos podem ser aplicados para se
obter uma descrigao algébrica completa das componentes transitivas por cadeia de um
semifluxo de endomorfismos de um fibrado flag, o que fornece a nocao de tipo parabdlico

desse semifluro (Teorema B.14).

B.1 Conjuntos de controle em espacos topoldgicos

Aqui coletam-se definigoes e resultados da segao 2.1 de [17].

Definicao B.1 Um semigrupo local S agindo num espago topolégico E é uma familia de
aplicagoes continuas ¢ : domp — X, com domp C X aberto, tal que se p,p € S e

Y~ (domy) # @ entio a composicio
0ot (domyp) — X (B.1)

também pertence a S. O semigrupo local S age em X por avalia¢ao de aplicagoes.

Seja S um semigrupo local agindo num espago E. A drbita (progressiva) de x € E por

S é definida por

Sx = U o(x), (B.2)

p€eS

a orbita regressiva de x € E por S é definida por
St = U o '(z)={y € FE:xe Sy} (B.3)
peS

Segue dai que se T' é outro semigrupo local de E tal que Sz = Tz para todo x € E entao
automaticamente tem-se que S*x = T*x para todo = € F.
Deseja-se estudar nogoes de transitividade da acao de S em E. Para tal define-se para

x,y € E a relacao de ordem dada por

x <y sey € Sx ou, equivalentemente se z € S™y, (B.4)



B.1. CONJUNTOS DE CONTROLE EM ESPACOS TOPOLOGICOS 129

¢ imediato que essa relacao é transitiva uma vez que S é um semigrupo. Com ela define-se

a relacao de transitividade (estrita) dada por
r~ysexr<yey<ux, (B.5)

¢ imediato que essa tultima relacao é simétrica e transitiva mas nao é necessariamente

reflexiva. Denota-se a classe de transitividade (estrita) de x € E por
[zl ={ye E: y~uz} (B.6)

é imediato que [z] # & se, e somente se  ~ x e que [z] = Sz N S*z.
Para se levar em conta a topologia de E nas nogoes de transitividade de S em F usa-se

a topologia das 6rbitas de S em E. Define-se a relacao de ordem fraca por
r <, ysey € cl(Sx), (B.7)

em outras palavras, se toda vizinhanga U de y contém ¢y’ € U tal que z < /. Analogamente
ao paragrafo anterior essa relacao da origem a relacao de transitividade fraca ~.,, e a classes

de transitividade fraca [x],,. Define-se também a relagao de ordem forte por
r <;ysex € int(S*y), (B.8)

em outras palavras, se x tem uma vizinhanca V tal que todo 2/ € V satisfaz ©' < .
Mais uma vez, essa relacao da origem a relacao de transitividade forte ~4 e a classes de

transitividade forte [z],. E imediato que
[2]s C [2] C [2]w, (B.9)
onde a inclusao pode ser estrita e algumas ou todas classes podem ser vazias.
Proposicao B.2 As relagoes <,, e <, sao transitivas.
Dentre essas classes de transitividade se da atencao especial ao seguinte tipo.

Definigao B.3 Diz-se que © € E ¢é auto-acessivel se [z]; # &. Um conjunto de controle
de S em E € uma classe fraca D = [z}, de um ponto x auto-acessivel. O conjunto de

transitividade Dy do conjunto de controle D é a classe forte Dy = [x]s.
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Assim cada dois pontos de D sao fracamente transitivos e além disso tem-se o seguinte.

Proposicao B.4 Seja D um conjunto de controle.

i) sex € Dy ey € D entio v <y y.

i) para todo y € D auto-acessivel tem-se que D = [y,,.
iii) se x € Dy entdo Dy = [x].

iv) Dy € denso em D.

Define-se uma ordem parcial entre os conjuntos de controle de S em E da seguinte

maneira

D < D' se existem = € Dy, 2’ € Dy tais que x < a2/, (B.10)

do item (iii) da ultima Proposi¢do é imediato que isso ocorre se, e somente se y < y' para

todos y € Dy, y' € Dj,.

Definicao B.5 Um conjunto de controle D € invariante se SD C D, ¢é regressivamente

invariante se S*D C D.

Pelo item (ii) da ultima Proposicao segue que, sob a ordem dos conjuntos de controle
definida acima, os conjuntos invariantes sao os elementos maximais e os conjuntos regressi-
vamente invariantes sao os elementos minimais, por isso um conjunto de controle invariante
também ¢é chamado de conjunto de controle maximal e um regressivamente invariante de
manimal.

Merecem atencao especial acoes de semigrupos cujas orbitas sao abertas.

Definigao B.6 O semigrupo S é progressivamente acessivel em E se int(Sx) # & para
todos x € E, € regressivamente acessivel em E se int(S*z) # & para todos v € E. S € dito

acessivel em E se ele ¢ ambos progressivamente e regressivamente acessivel em E.
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A idéia geral é que os conjuntos de controle de S em E contém a transitividade topo-
logicamente interessante da acao de S, que essa acao morre nos conjuntos de controle
invariantes e nasce nos conjuntos de controle regressivamente invariantes. (Vale notar
que na literatura os conjuntos de controle definidos acima também sao conhecidos como

conjuntos de controle efetivo.)

B.2 Conjuntos de controle em flags

Seja S um semigrupo aberto de um grupo de Lie redutivel G agindo nos flags Fg de G,
© C X. Nesse caso existe uma descricao algébrica completa dos conjuntos de controle
de S em Fg que fornece a nogao de tipo parabolico do semigrupo S. FEssa descricao foi
reproduzida ao longo do capitulo 3 de [17] e seus resultados principais sao coletados no

Teorema a seguir, para enuncia-lo consideram-se os os seguintes objetos de G.
Definicao B.7 As chamadas camaras de S sdo denotadas por
C(S):={A: X é uma camara de G tal que \NS # & }. (B.11)
Seja w € W, o chamado conjunto dos pontos fixos de tipo w de S em F € o conjunto
fix,, (S) := {pu(A) : A € C(5)}. (B.12)

Teorema B.8 Os conjuntos de controle de S no flag mazimal F sao dados por conjuntos

A(w), w € W, cujos conjuntos de transitividade sao dados por
Ao (w)o = fix,(9). (B.13)
Tem-se que
1. O dnico conjunto de controle mazimal é A(1) e o dnico minimal é A(w™).

2. Definindo-se
W(S) ={weW: Alw) =A(1)}, (B.14)

tem-se que W(S) € subgrupo parabdlico de W de tipo ©(S) C X.
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3. A rotulagdo dos conguntos de controle é tal que A(w) = A(w') se, e somente se
W(S)w = W(S)w', além disso a ordem dinamica dos conjuntos de controle A(w) é

a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley nas classes laterais W (S)\W.

4. No flag parcial Fg 0s conjuntos de controle sao dados por conjuntos Ag(w), w € W,
cujos conguntos de transitividade sao tais que Ag(w)o = me(A(w)y), o Unico maximal
¢ Af = Ag(1) e o dnico minimal é Ag := Me(w™), além disso a rotulagio desses
conjuntos de controle € tal que Ag(w) = Ag(w') se, e somente se W(S)wW (©) =
W(S)w'W(O).

Vé-se do Teorema acima que as raizes ©(S) codificam toda a informacdo dinamica dos

conjuntos de controle de S nos flags de G.

Definigao B.9 O tipo parabdlico do semigrupo S C G € o conjunto de raizes ©(S) dado
no item (ii) do Teorema anterior. Por um abuso de notagdo também se chama de tipo
parabélico de S o subgrupo parabélico W (S) = Wes)y dado nesse mesmo item do Teorema

anterior.

Na obtencao desse Teorema em [17] obtém-se vdrios resultados intermedidrios que
também sao de uso independente, a seguir enuncia-se desses resultados intermediarios os
que sao usados na presente tese (os resultados originais sao de [25], mas aqui sdo dadas as

referéncias de onde encontra-los em [17])

Proposicao B.10 (Lema 3.19 p.59 de [17]) Seja g € S N P(\) com decomposi¢cio de
Twasawa g = mhn € MAN(X), onde X é uma camara de G. Entdo existe k € N e
n € N(\) tais que h*n € S.

Proposicao B.11 (Lema 3.31 p.67 de [17]) Dada uma camara \ de G define-se o cone
Anv(A) :={H € a: existemt >0 en e N(\) tais que exp(tH(\)n) € S}. (B.15)

Se X é uma camara de S entdo existe H € a tal que H € An(X) e O(H) = O(S), tal H €

dito caracteristico para S com respeito a .
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B.3 Conjuntos de controle em fibrados flag

Seja Sg C End,(Q) um semigrupo local de endomorfismos de um fibrado principal local-
mente trivial 7 : () — X com grupo estrutural semi-simples G e base paracompacta Haus-
dorff X. Supoe-se que Sq ¢é acessivel em () e que sua acao induzida na base X ¢ transitiva.
Seja FQ) o fibrado flag de @) de tipo ©, entao Sg induz em Fg(@) um semigrupo de endo-
morfismos locais, serao considerados os conjuntos de controle desse semigrupo induzido.
A condicao de transitividade de Sg na base permite reduzir o estudo desses conjuntos de
controle ao estudo do que ocorre na fibra tipica Fg, na qual os conjuntos de controle foram
completamente caracterizados na secao anterior. Desse modo se obtém novamente uma
descri¢ao algébrica completa dos conjuntos de controle de Sg em Fg( que fornece a nocao
de tipo parabolico do semigrupo Sg de endomorfismos locais de (). Essa descri¢ao é repro-
duzida ao longo capitulo 4 de [17] e seus resultados principais sao coletados no Teorema a
seguir.

Fixado ¢ € @ os elementos do semigrupo Sg que fixam a fibra de ¢ agem nessa fibra

do mesmo modo que o seguinte semigrupo do grupo estutural
ST:={aeG:p(q) =qa, ¢ € Sy} (B.16)

Da acessibilidade de Sg em @ segue que S? é um semigrupo aberto de G, denota-se por

A‘(w) o conjunto de controle A(w) de S? em F.

Teorema B.12 Os conjuntos de controle do semigrupo local que Sg induz no fibrado flag
mazimal FQ sdo dados por conjuntos D(w), w € W, que se projetam sobre X e cujos

conjuntos de transitividade sdo determinados fibra-a-fibra por
(D(w)o)rig) = ¢+ A'(w)o, ¢ € Q. (B.17)
Tem-se que
1. O dnico conjunto de controle mazimal € D(1) e o unico minimal € D(w™).

2. Definindo-se
W(Sg) :={w e W : D(w) =D(1)}, (B.18)
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tem-se que W (Sq) € subgrupo parabdlico de W de tipo ©(Sg) C 2.

3. Para todo q € Q tem-se que ©(Sg) = ©O(S7), onde ST é o semigrupo do grupo
estrutural dado em (B.16).

4. A rotulagao dos conjuntos de controle € tal que D(w) = D(w') se, e somente se
W (Sg)w = W (Sg)w', além disso a ordem dinamica dos conjuntos de controle A(w)

¢ a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley nas classes laterais W(Sg)\W.

5. No fibrado flag parcial FeQ os conjuntos de controle sao dados por conjuntos De(w),
w € W, cujos conjuntos de transitividade sdo tais que Dg(w)y = mo(D(w)y), o
tinico mazimal € D = Dg(1) e o dnico minimal € Dg := Meg(w™), além disso a
rotulag¢ao desses conjuntos de controle é tal que Dg(w) = Dg(w') se, e somente se

W (So)wW (0) = W (So)w'W(©).

Vé-se da Equacao (B.17) do Teorema acima como a situacao é reduzida a situagao da
ac@o do semigrupo S? de G na fibra tipica de modo que as raizes O(Sg) = O(S5?) codificam

toda a informacao dinamica dos conjuntos de controle de S nos fibrados flag de Q.

Definicao B.13 O tipo parabdlico do semigrupo de endomorfismos locais Sg C End,(Q)
€ o conjunto de raizes ©(Sg) dado no item (i) do Teorema anterior. Por um abuso de
notagdo também se chama de tipo parabdlico de Sg o subgrupo parabdlico W (Sq) = We(s,)

dado nesse mesmo item do Teorema anterior.

B.4 Conjuntos de transitividade de semifluxos em fi-
brados flag

Seja o, um semifluxo de endomorfismos de um fibrado principal localmente trivial 7 : () —
X com grupo estrutural semi-simples G' e base paracompacta Hausdorff X. Supoe-se que
o € transitivo por cadeias em X. Tem-se que o; induz um semifluxo no fibrado flag Fe(@,

serao considerados as componentes transitivas por cadeia desse semifluxo induzido.
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No apéndice A.1 sao introduzidas as nogoes de teoria de Conley para semifluxos em
espagos topoldgicos. Na secao 2.1 do capitulo 2 a teoria de semigrupos de sombreamento
¢ descrita com detalhes para o caso semifluxos em fibrados topolégicos. No Teorema 2.13
daquele capitulo é mostrada que todas as hipdteses gerais dessa teoria, logo todos os resul-
tados, valem no caso de fibrados flag. A condigao (A) da segao 2.1 e a transitividade por
cadeias do semifluxo na base X fornece a acessibilidade e a transitividade dos semigrupos
de sombreamento de g; em (). Com isso se esta em condigoes de aplicar os Teoremas 2.1 e
B.12 obtendo-se assim uma uma descricao algébrica completa das componentes transitivas
por cadeias de o; em Fg(@). Essa descricao fornece a nocao de tipo parabolico do semifluzo
o, (conceito introduzido em [1]), ela é obtida com detalhes ao longo capitulo 6 de [17] e seus
resultados principais sao coletados nos dois Teoremas a seguir . Para cada (U,e,T'), onde
UeOX), e>0,TeT, tem-se o semigrupo de sombreamento S(Q;U,e,T) C End,(Q)
de oy em @) dado em (2.11). Seus conjuntos de controle em F() sao denotados por Dy, . r(w),
w € W. Para q € @ o semigrupo dado em (B.16) é denotado por S4(Q;U,e,T) C G e seus

conjuntos de controle na fibra tipica FQ sao denotados por A}, _ ,(w), w € W.

Teorema B.14 ([1, 20]) As componentes transtivas por cadeia do semifluzo oy induzido
no fibrado flag mazimal FQ sao dados por conjuntos M(w), w € W, onde cada M(w) €
dada por

= [ Duer(w)o, (B.19)

U, T

cada M(w) se projeta sobrejetivamente sobre X e é determinado fibra-a-fibra por

(M(W))r(g) = q - (ﬂ Ay r(w 0), g€ Q. (B.20)

U, T

Tem-se que
1. A dnica componente mazimal é MT := M(1) e a inica minimal é M~ = M(w™).

2. Definindo-se
Wi(o) :={weW: Mw)=M(1)}, (B.21)

tem-se que W (o) € subgrupo parabdlico de W de tipo ©(c) C X.
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3. Tem-se que

O(c) = ) O(5(Q:U..T)) = (] O(SUQ;U, e, T)). (B.22)

U, T U,e,T

4. A rotulagdo das componentes transitivas € tal que M(w) = M(w') se, e somente se
W(o)w = W(o)w', além disso a ordem dinamica das componentes transitivas A(w)

¢ a ordem reversa da ordem de Bruhat-Chevalley nas classes laterais W (o)\W.

5. No fibrado flag parcial Fe@Q as componentes transitivas sao dadas por Meg(w) =
To(M(w)), w € W, a tnica componente mazimal é ME = Mg(1) e a tinica mini-
mal € Mg = Meg(w™), além disso a rotulagao dessas componentes transitivas é tal

que Mg(w) = Mg (w') se, e somente se W(o)wW () = W (o)w'W(O).

6. Se a base X € compacta os conjuntos Me(w), w € W, fornecem a decomposicio de

Morse mais fina do semifluzo oy induzido em Fo(Q).

Vé-se do Teorema anterior que as raizes O(o) codificam toda a informagao dindmica

dos conjuntos de transitividade por cadeias de o; nos fibrados flag de Q.

Definicao B.15 O tipo parabdlico do semifluxo de endomorfismos o; € o conjunto de
raizes ©(o) dado no item (ii) do Teorema anterior. Por um abuso de nota¢ao também se
chama de tipo parabdlico de o, o subgrupo parabélico W (o) = We(ey dado nesse mesmo

item do Teorema anterior.

Seja um conjunto de raizes © C X. O dual ©* C ¥ de © é dado por ©* ;= —(w™)0O,
onde w~ ¢ a involugao principal de W com respeito ao sistema simples de raizes X. Um
elemento H, € a é dito caracteristico para o semifluxo oy se O(H,) = O(c). Os fibrado
flags Fo@ de tipo parabdlico © = ©(0) e de tipo parabdlico dual © = ©*(o) possuem as
seguintes importantes propriedades dinamicas (cf. Teorema 6.11 de [17] e observagoes que

o sucedem).

Teorema B.16 Supde-se que a base X de Q) é compacta. Seja o tipo parabdlico O(o) e
tipo parabolico dual ©*(o) de oy.
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i) Se a componente mazximal /\/lg(g) € regressivamente invariante, entao /\/lg(a) intercepta
cada fibra de Foo)Q em um tinico ponto. Desse modo existe uma se¢ao global continua

(" X = Fon)@ tal que
{¢H(2)} = (Mg(g))m, (z € X). (B.23)

ii) O mesmo vale para a componente minimal Mé*(g) no flag de tipo parabdlico dual
Fo+(0)Q, trocando-se no enunciado do item (i) o tipo parabdlico pelo seu dual e trocando-

se 0s sobrescritos + por —. Aqui ndo se necessita a hipdtese de invariancia regressiva.

i) Sejam fT:Q — Feey e f7 1 Q — Feo-(n) as funcoes equivariantes correspondentes
respectivamente as secoes globais continuas x™ e x~ dos dois itens anteriores. Seja G

agindo pela agao diagonal em Fgy) X Fo«(), seja o ponto base
0(Xo) = (Pe(0)(Ao); Po+() (M), (B.24)
onde Ao € uma camara de G e seja a G-orbita
Oo(0) := G - 0(MNo) C Fo(o) X For(o). (B.25)

Entao o normalizador de o(X\g) em G é o centralizador Z(H,(\o)) de H, € a carac-

teristico para o. Além disso, a funcdo equivariante continua

f@) = (f"(9), [ (q) € For) X Fos(s), (B.26)

toma valores em Qg(y) € tem secao global correspondente dada por
x(@) = (X" (z),x" (2)) € (Qe(0)@)s- (B.27)

Observa-se que a hipétese do item (i) que pede que Mg(o)t seja regressivamente

invariante é satisfeita automaticamente quando o; é um fluxo de automorfismos de Q).
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