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Resumo

Este trabalho está dividido em duas partes. Na primeira, apresentamos as funções

simétricas: o espaço vetorial das funções simétricas sobre os números racionais,

algumas bases, um produto escalar e as chamadas funções (simétricas) de Schur.

Na segunda parte, exibimos algumas das muitas aplicações desta teoria: no estudo

dos caracteres das representações do grupo simétrico; nas partições planas; na

enumeração de permutações; na enumeração sob a ação de grupos.

Abstract

This work is divided in two parts. In the first one, we present the symmetric

functions: the symmetric functions vector space over the field of the rational

numbers, some bases, an inner product and the so called Schur (symmetric)

functions. In the second part, we present some of the many aplications of this

theory: in the study of the characters of the symmetric group’s representations;

in the plane partitions; in permutation enumeration; in the enumeration under

group action.
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Introdução

Um polinômio simétrico, algo visto em qualquer curso de Teoria Algébrica dos

Números, é, como bem sabemos, um polinômio com a seguinte propriedade: qual-

quer permutações de suas variáveis não altera o mesmo. Essa é a idéia intu-

itiva que usamos ao longo do presente trabalho. No entanto, ela é limitada,

pois freqüentemente estamos interessados em problemas que envolvem infinitas

variáveis. Faz-se necessária, pois, uma definição mais ampla. Por isso, iniciamos

apresentando tal definição ao final da Seção 1.2, após justificar por que podemos

trabalhar com infinitas variáveis e não nos preocupar se os resultados valem ou

não para o caso finito.

Dada a definição do que entendemos por uma função simétrica, passamos ao

estudo de alguns conjuntos de tais funções. Ao longo da Seção 1.3 verificamos

que esses conjuntos, na verdade, formam bases para o espaço vetorial das funções

simétricas sobre o corpo Q. Ao final desta seção apresentamos matrizes de mu-

dança entre estas bases.

Para fazer todo o estudo do parágrafo anterior, precisamos de algumas in-

formações sobre partições de um inteiro positivo. Na Seção 1.1, fazemos uma

abordagem sobre o tema que é superficial porém suficiente aos nossos propósitos.

Ainda na Seção 1.3, apresentamos um produto escalar definido no espaço

vetorial das funções simétricas. Veremos também as chamadas Funções de Schur

que serão de grande utilidade ao longo do Caṕıtulo 2.
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Ao final de 1.3, temos uma coleção de funções que não são simétricas (as

chanadas funções quase-simétricas), embora tenham a aparência de tais funções.

Como veremos, essas funções podem tornar-se simétricas se impusermos algumas

restrições.

Essencialmente é disto que se ocupa a primeira parte deste trabalho, que

chamamos de Caṕıtulo 1. Na segunda parte, Caṕıtulo 2, apresentamos algumas

das aplicações das funções simétricas que conseguimos reunir.

Antes de apresentar essas aplicações, definimos o algoŕıtmo RSK (Seção 2.2)

usando a teoria desenvolvida na primeira parte (Caṕıtulo 1). A Seção 2.3 traz

nossa primeira aplicação, qual seja, o estudo dos caracteres das representações do

grupo simétrico Sn.

Em seguida, outras três aplicações são apresentadas, respectivamente, nas

Seções 2.4, 2.5 e 2.6. A primeira trata do estudo das partições planas (das quais as

partições definidas em 1.1 são um caso particular) via funções simétricas. Depois,

aplicamos a teoria estudada para enumerarmos certos tipos de permutações. Por

fim, abordamos a Enumeração Sob a Ação de Grupos, ou Teoria de Pólya, por

meio das funções simétricas.

É importante observar que a escassez de material sobre as funções simétricas

foi um fator limitante na elaboração deste trabalho. A não existência de um texto

sobre o assunto no Brasil foi uma motivação a mais para a escolha desse tópico.
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Caṕıtulo 1

Funções Simétricas

Antes de introduzir as funções simétricas, suas propriedades e alguns resultados,

relembremos um pouco sobre partições. A seção seguinte é uma breve recordação

sobre o tema, porém suficiente aos nossos objetivos.

Na Seção 1.2, estudaremos a álgebra das funções simétricas a partir da idéia

intuitiva de um polinômio simétrico em finitas variáveis e com coeficientes em Q.

Vamos também justificar por que podemos trabalhar com infinitas variáveis e,

depois, apresentar nossa definição de uma função simétrica.

Na última seção deste caṕıtulo, estaremos interessados em encontrar bases

para o espaço vetorial das funções simétricas sobre Q. Ao final, em 1.3.7, temos

uma tabela que mostra as matrizes de transição entre algumas destas bases, bem

como algumas propriedades das mesmas.

Em 1.3.9, apresentamos um conjunto de funções (que denominamos quase-

simétricas) que não são necessariamente simétricas, embora guardem semelhança

com aquelas que chamamos simétricas. Veremos que, sob certas condições, algu-

mas podem tornar-se simétricas.
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1.1 Partição de um Inteiro Não-negativo

Uma partição λ de um inteiro não-negativo n é uma seqüência (λ1, ..., λk) ∈

(N ∪ {0})k tal que λ1 ≥ ... ≥ λk e
k∑

i=1

λi = n. Vamos assumir que as seqüências

(λ1, ..., λk) e (λ1, ..., λk, 0, 0, ...) representam uma mesma partição λ. Denotaremos

por Par(n) o conjunto de todas as partições de n, com Par(0) = {(0, 0, ...)}.
Além disso, definimos o conjunto Par de todas as partições por Par =

⋃

n≥0

Par(n).

Para simplificar a notação, muitos autores utilizam a representação

(λ1 · · ·λk), ou simplesmente λ1 · · ·λk, para a partição (λ1, ..., λk) ∈ Nk de um

inteiro não negativo n. Vejamos alguns exemplos:

Par(1) = {1}
Par(2) = {2, 11}

...

Par(5) = {5, 41, 32, 311, 221, 2111, 11111}

Se λ ∈ Par(n), denota-se λ ⊢ n ou |λ| = n. Utilizaremos a notação λ ⊢ n,

embora nem todas as referências que consultamos estejam de acordo com nossa

escolha. Denotamos l(λ) o tamanho (comprimento) de λ, isto é, o número de

λi não-nulos em λ. Escrevemos mi = mi(λ) = |{j : λj = i}| para o número de

partes de λ iguais a i e, assim, denotamos λ = (1m12m2 · · · rmr) para dizer que

exatamente mi partes de λ são iguais a i.

Por exemplo, l(41) = 2, m1(41) = 1,m2(41) = 0,m3(41) = 0,m4(41) = 1.

Assim, 41 = (11203041).

O Diagrama de Ferrers de uma partição λ é formalmente definido como o

conjunto de todos os pontos (i, j) ∈ Z2 tais que 1 ≤ j ≤ λi. Traçamos tal

diagrama de forma análoga à construção de uma matriz: a coordenada i para as

linhas e j para as colunas. Por exemplo, o diagrama da partição 5441 do número

14 é:

2



• • • • •
• • • •
• • • •
•

Usaremos quadrados no lugar dos pontos nos diagramas, essa escolha ficará

evidente ao longo do texto. Chamaremos o diagrama assim obtido de Diagrama

de Young da Partição; sendo assim, para a partição 5441 obtemos o seguinte

diagrama:

A partição conjugada λ
′

= (λ
′

1, λ
′

2, ...) de λ é definida pela condição de que

seu diagrama é o transposto do diagrama de λ(1), isto é, o diagrama de λ
′

é

obtido pela reflexão do diagrama de λ em torno de sua diagonal principal, como

a transposta de matrizes. Ou, equivalentemente, mi(λ
′
) = λi−λi+1. Notemos que

λ1
′

= l(λ) e λ1 = l(λ
′
). É claro que λ

′′
= λ. Por exemplo, a partição conjugada

de (5441) é (43331), pois seus respectivos diagramas são:

Três relações de ordem parciais no conjunto das partições serão importantes

na abordagem sobre funções simétricas que desenvolvemos ao longo desse texto.

1notemos que a cada partição podemos associar um único diagrama e vice-versa.
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Primeiramente definimos a relação de ordem parcial µ ⊆ λ para quaisquer µ, λ ∈
Par se µi ≤ λi,∀i. Se identificamos as partições com seus diagramas, esta relação

de ordem parcial ⊆ é simplesmente verificar se o diagrama de µ está contido no

diagrama de λ.

Por exemplo, se µ = (1, 1) e λ = (2), então µ 6⊆ λ, pois µ2 = 1 > 0 = λ2.

Também λ 6⊆ µ, pois λ1 = 2 > 1 = µ1. Se µ = (1, 1) e λ = (2, 1), então µ ⊆ λ,

basta observar os diagramas de µ e λ.

O conjunto Par com a ordem parcial ⊆ é chamado Reticulado de Young. A

figura abaixo mostra os primeiros seis ńıveis do Reticulado de Young.

11111 2111 221 311 32 41 5
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211
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22
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31

CCCCCCCC

||||||||
4
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xxxxxxxx
21
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{{{{{{{{
3

BBBBBBBB

~~~~~~~~

11

FFFFFFFF

yyyyyyyy
2

CCCCCCCC

||||||||

1

EEEEEEEE

{{{{{{{{{

0

Nossa segunda relação de ordem parcial é definida apenas em Par(n) para

cada n ∈ N e é chamada ordem de dominância ou ordem natural e é denotada

por ≤. Se µ, λ ∈ Par(n), definimos µ ≤ λ se
i∑

j=1

µj ≤
i∑

j=1

λj, para cada i ≥ 1.

Por exemplo, (111) ≤ (21). Essa relação de ordem não é total. De fato, (3111) e

(222) não são comparáveis.

Nossa terceira relação de ordem parcial, também em Par(n), é chamada ordem

lexicográfica reversa e denotada ≥R. Dadas µ, λ ∈ Par(n), definimos λ ≥R µ se
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µ = λ ou se, para algum i, µ1 = λ1, ..., µi−1 = λi−1 e λi > µi. Essa relação de

ordem é total. Se n = 6, por exemplo, temos 6 ≥R 51 ≥R 42 ≥R 411 ≥R 33 ≥R

321 ≥R 3111 ≥R 222 ≥R 2211 ≥R 21111 ≥R 111111. Na ordem de dominância,

as partições 33 e 411 bem como 3111 e 222 não poderiam ser comparadas.

Para finalizar esta seção, lembremos que o posto de uma partição λ = (λ1, λ2, ...)

denotado por posto(λ) é definido como o maior inteiro i para o qual λi ≥ i. Por

exemplo: posto(33) = 2, posto(411) = 1 e posto(3211) = 2.

1.2 A Álgebra das Funções Simétricas

Consideremos o anel Q[x1, ..., xk] dos polinômios em k variáveis e coeficientes no

anel comutativo com unidade Q. O grupo simétrico Sk age neste anel permutando

as variáveis. Um polinômio é dito simétrico se é invariante sobre esta ação, ou

seja, se é invariante sob qualquer permutação de suas k variáveis. O anel dos

polinômios simétricos em k variáveis é representado por Λk =
⊕

n≥0

Λn
k , onde Λn

k

é o conjunto dos polinômios simétricos homogêneos de grau n com o polinômio

nulo; a palavra homogêneo significa que cada termo xα1
1 · · ·xαk

k tem o mesmo grau

α1 + · · ·+ αk = n.

Se f, g ∈ Λn
k e a, b ∈ Q, claramente af + bg ∈ Λn

k . Logo, Λn
k é um Q-módulo,

ou lembrando que Q é um corpo, Λn
k é um espaço vetorial sobre Q, bem como Λk.

Para cada α = (α1, ..., αk) ∈ (N ∪ {0})k, denotamos por xα o monômio

xα1
1 · · ·xαk

k . Seja λ ∈ Par uma partição tal que l(λ) ≤ k. O polinômiomλ(x1, ..., xk) =∑

α

xα cuja soma é feita sobre todas as permutações α (das entradas) de λ =

(λ1, ..., λk), nem todos λj 6= 0, é claramente simétrico. Por exemplo: se λ = 41 e

k = 2, então m41(x1, x2) = x4
1x

1
2 + x1

1x
4
2. Isso nos dá o seguinte resutado.

Proposição 1.2.1. {mλ : λ ∈ Par(n), l(λ) ≤ k} é uma base para Λn
k .
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Demonstração. Seja f =
∑

α

cαx
α ∈ Λn

k um polinômio simétrico homogêneo de

grau n. Seja λ a única partição de n associada a α (como α = (α1, ..., αk) é tal

que α1 + ... + αk = n, podemos formar uma partição de n colocando em ordem

não-crescente os αi). É claro que o termo cλx
λ aparece no somatório

∑

α

cαx
α.

Como f é um polinômio simétrico, cβ = cλ para qualquer permutação β de

λ = (λ1, ..., λk) e, além disso, cλx
β aparece em

∑

α

cαx
α para toda permutação β

de λ.

Agora, agrupando os monômios cujos coeficientes ĺıderes são cλ, obtemos f =∑

λ⊢n

cλmλ. Dáı, {mλ : λ ⊢ n, l(λ) ≤ k} gera Λn
k .

Se Par(n) = {λ1, ..., λl}, e a1mλ1 + · · · + almλl
= 0, então a1 = · · · = al = 0,

pois cada monômio aix
αi , onde αi é uma permutação de λi, aparece em apenas

um termo da soma a1mλ1 + · · ·+almλl
e, quando fazemos a igualdade polinomial

a1mλ1+· · ·+almλl
= 0, devemos ter ai = 0,∀i. Logo, {mλ : λ ∈ Par(n), l(λ) ≤ k}

é linearmente independente.

Portanto, {mλ : λ ∈ Par(n), l(λ) ≤ k} é uma base para Λn
k .

Se k < n, o monômio xλ não está definido para λ = (1, 1, ..., 1) de n. Pode-

mos remover esta restrição tornando infinito o número de variáveis, conforme

detalhado abaixo.

Seja m ≥ k e consideremos o homomorfismo ρ : Q[x1, ..., xm] −→ Q[x1, ..., xk]

tal que

ρ(xi) =

{
xi, se 1 ≤ i ≤ k

0, se k + 1 ≤ i ≤ m
.

Restringindo ρ a Λm ganhamos o homomorfismo ρm,k : Λm −→ Λk, cujo efeito na

base {mλ} é:

ρm,k(mλ(x1, ..., xm)) =

{
mλ(x1, ..., xk), se l(λ) ≤ k

0, se l(λ) > k
.

6



Logo, ρm,k é sobrejetivo. Restringindo ρm,k a Λn
m temos o homomorfismo ρn

m,k :

Λn
m −→ Λn

k , ∀n ≥ 0 e m ≥ k, os quais são sempre sobrejetivos e são bijetivos se

m ≥ k ≥ n. De fato: sendo f uma combinação linear dos mλ(x1, ..., xk), então

f = 0, pois ρn
m,k(mλ(x1, ..., xk)) = 0 se l(λ) > k, o que não é posśıvel porque

l(λ) ≤ n ≤ k, então ρn
m,k(f) = 0 implica f = 0.

Seja Λn o espaço de todas as seqüências f = (fk)k≥0, onde fk = fk(x1, ..., xk)

é um polinômio simétrico homogêneo de grau n nas variáveis x1, ..., xk e

fm(x1, ..., xk, 0, ..., 0) = fk(x1, ..., xk)

se m ≥ k. Como ρn
m,k é um isomorfismo para m ≥ k ≥ n, então a projeção

definida por ρn
k : Λn −→ Λn

k tal que ρn
k(f) = fk, é um isomorfismo para ∀k ≥ n (a

idéia é fazer m→∞ e identificar Λn com Λn
m) e, portanto, Λn tem uma base que

consiste dos polinômios simétricos mλ, ∀λ ⊢ n, tais que ρn
k(mλ) = mλ(x1, ..., xk),

para k ≥ n. Logo, Λn é um espaço vetorial sobre Q cuja dimensão é p(n), o

número de partições de n.

Seja Λ =
⊕

n≥0

Λn. Logo, Λ é um espaço vetorial sobre Q com base {mλ : λ ∈

Par}. Para cada k ≥ 0, ρk = ⊕n≥0ρ
n
k : Λ −→ Λk é um homomorfismo sobrejetivo

e ρk é um isomorfismo se n ≤ k. Assim, ao invés de trabalharmos com k variáveis,

o homomorfismo sobrejetor ρk nos garante que podemos trabalhar com infinitas

variáveis.(2)

Daqui em diante trabalharemos com infinitas variáveis identificando λ =

(λ1, ..., λn) com (λ1, ..., λn, 0, 0, ...).

Feitas estas considerações, finalizaremos esta seção com as duas definições a

seguir.

Definição 1.2.1. Sejam x = {x1, x2, ...} um conjunto de variáveis e n ∈ N. Uma

2e assim, funções simétricas em finitas variáveis tornam-se um caso particular do estudo que

apresentamos neste texto.
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função simétrica homogênea de grau n sobre Q é uma série de potências

f(x) =
∑

α

cαx
α

sendo: (a) α ∈ {(α1, α2, ...) : αi ∈ N,

∞∑

i=1

αi = n}(3); (b) cα ∈ Q; (c) xα repre-

senta o monômio xα1
1 x

α2
2 · · · ; (d) f(xω(1), xω(2), ...) = f(x1, x2, ...), para qualquer

permutação ω dos inteiros positivos.

Por exemplo, a função f(x1, x2, ...) =
∑

α∈Comp(2)

xα1
1 x

α2
2 · · · =

∞∑

k=1

x2
k +

∑

i<j

xixj

é claramente simétrica segundo a definição acima.

Definição 1.2.2. Λ =
∞⊕

n=1

Λn é dita a álgebras das funções simétricas sobre Q,

onde Λn é o espaço vetorial, sobre Q, de todas as funções simétricas de grau n.

A partir dessas definições, o que antes chamávamos polinômios simétricos re-

cebem o nome de funções simétricas (embora na verdade sejam séries de potências),

pois historicamente é essa a denominação que recebem.

1.3 Algumas Bases para Λ

Nesta seção exibiremos algumas bases para o espaço vetorial Λ das funções

simétricas sobre o corpo Q e procuraremos matrizes de transição entre estas.

Iniciamos redefinindo a base de Λ da seção anterior, agora em infinitas variáveis.

1.3.1 Função Simétrica Monomial

Definição 1.3.1. Seja λ = (λ1, λ2, ...) ⊢ n. Uma função simétrica monomial

mλ(x) ∈ Λn é definida por

mλ(x) =
∑

α

xα

3este conjunto é chamado de conjunto das composições de n e representado por Comp(n).
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onde α percorre o conjunto de todas as pemutações α = (α1, α2, ...) das entradas

de λ = (λ1, λ2, ...) e xα = xα1
1 x

α2
2 · · · .

Exemplos:

m0 = 1

m1 =
∑

i

xi

m2 =
∑

i

x2
i

m11 =
∑

i<j

xixj

A Proposição 1.2.1 da seção anterior estabelece que {mλ : λ ⊢ n, l(λ) ≤ k} é

uma base para Λn
k . Agora, pelas considerações que fizemos sobre trabalhar com

infinitas variáveis, temos que {mλ : λ ⊢ n} é uma base para Λn e dim(Λn) = p(n);

conseqüentemente, {mλ : λ ∈ Par} é uma base para Λ =
⊕

n≥0

Λn. Esta é nossa

primeira base para Λ. Na seção seguinte apresentamos outras.

1.3.2 Função Simétrica Elementar

Definição 1.3.2. Seja λ ∈ Par. A função simétrica elementar eλ é definida

pelas fórmulas:

e0 = 1

en =
∑

i1<...<in

xi1 ...xin , n ≥ 1

eλ = eλ1eλ2 ..., λ = (λ1, λ2, ...) ∈ Par

Exemplo: se λ = (2, 1, 0, 0, ...) então e21 = e2e1 =
∑

i<j

xixj

∑

k

xk = 3m111 +

m21

As funções simétricas elementares possuem uma função geradora bastante

conhecida, a saber

E(t) =
∑

n≥0

ent
n =

∏

i≥1

(1 + xit).
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O teorema a seguir estabelece que a Q-álgebra Λ é gerada por {e1, e2, ...}. De

fato, este conjunto é uma base para Λ.

Teorema 1.3.1. Λ = Q[e1, e2, ...] e e1, e2, ... são algebricamente independentes.

Demonstração. Como Λ =
⊕

n≥0

Λn, cada elemento de Λ pode ser escrita como uma

soma de funções simétricas homogêneas de diferentes graus. Então, para mostrar

que Λ = Q[e1, e2, ...] é suficiente provar que qualquer função simétrica homogênea

pode ser expressada como um polinômio nas funções simétricas elementares com

coeficientes em Q.

Seja f(x1, x2, ...) ∈ Λm uma função simétrica homogênea de grau m. Uti-

lizando a ordem lexicográfica no conjunto das partições de m, dizemos que o

monômio xk1
1 x

k2
2 · · · é maior do que xl1

1 x
l2
2 · · · se existir s ≥ 1 tal que k1 =

l1, ..., ks = ls e ks+1 > ls+1. Seja xk1
1 x

k2
2 · · · o maior monômio em f com coe-

ficiente não-nulo. Como f é simétrica, essa função contém todos os monômios

obtidos de xk1
1 x

k2
2 · · · pela permutação de k1, k2, ...

Consideremos agora o maior monômio na função simétrica ed1
1 e

d2
2 · · · , di ≥ 0,

com apenas uma quantidade finita de di não-nulos. Observemos que se M1 e M2

são monômios ambos de grau n e N é um monômio de grau r, se M1 > M2, então

NM1 > NM2. Logo, se N1 > N2 então M1N1 > M2N2. É claro que o maior

monômio em en é x1x2...xn. Dáı, segue que o maior monômio em ed1
1 e

d2
2 · · · é

xd1+d2+...
1 xd2+d3+...

2 · · · .
Assim, o maior monômio em ek1−k2

1 ek2−k3
2 · · · é xk1

1 x
k2
2 · · · que é o mesmo que

em f . Então, se a é o coeficiente de xk1
1 x

k2
2 · · · em f , o maior monômio em

f1 = f − aek1−k2
1 ek2−k3

2 ... é menor do que aquele de f . Podemos repetir esse

processo com f1. Como existe um número finito de monômios de grau m (os

posśıveis α1, α2, ..., com αi ∈ N, tais que
∞∑

i=1

αi = m), então um número finito

de aplicações desse processo produz uma representação de f como um polinômio

em e1, e2, ...
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Verifiquemos que e1, e2, ... são algebricamente independentes. Suponhamos

que
∑

d

ad1d2···e
d1
1 e

d2
2 · · · = 0, onde a soma é feita sobre um conjunto finito de

distintos d = (d1, d2, ...), di ∈ {0, 1, 2, ...}, com apenas uma quantidade finita

de di não-nulos. Se esta relação não é trivial, temos ad1d2... 6= 0 para algum

d. Para qualquer d definimos k = (k1, k2, ...) por ki = di + di+1 + ... Então,

o grau de ed1
1 e

d2
2 · · · nas variáveis x1, x2, ... é m =

∞∑

i=1

ki =
∞∑

i=1

idi e o maior

monômio deste grau que ocorre em ed1
1 e

d2
2 · · · é xk1

1 x
k2
2 · · · Se d

′
= (d

′

1, d
′

2, ...) e

k
′

i = d
′

i + d
′

i+1 + · · · = ki, então d
′

i = di. Logo, monômios disitintos ed1
1 e

d2
2 · · · nas

variáveis e1, e2, ... têm maiores monômios distintos nas variáveis xi que ocorrem

neles.

Escolhemos entre os d tais que ad1d2··· 6= 0 algum tal que m =
∞∑

i=1

ki é maximal

e o maior monômio xk1
1 x

k2
2 · · · é maximal. Então, expressando nossa relação nos

ei em termos de xi, temos o termo xk1
1 x

k2
2 · · · apenas uma vez e com coeficiente

não-nulo ad1d2..., o que contraria a independência algébrica de x1, x2, ... Portanto,

e1, e2, ... são algebricamente independentes.

Dado α = (α1, α2, ...) uma composição de n, isto é, αi ≥ 0 e
∞∑

i=1

αi = n,

estamos interessados em encontrar o coeficiente de xα em eλ, onde λ ⊢ n. A

proposição seguinte nos dá esse coeficiente. Antes, no entanto, uma definição.

Definição 1.3.3. Seja A = (aij)i,j≥1 uma matriz com aij ∈ Z,∀i, j. Definimos

ri =
∑

j

aij e cj =
∑

i

aij e também os seguintes vetores:

r(A) = (r1, r2, ...)

c(A) = (c1, c2, ...)

Definimos também uma (0,1)-matriz como sendo uma matriz cujas entradas

são 0 ou 1.
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Proposição 1.3.1. Sejam λ ⊢ n e α = (α1, α2, ...), αi ≥ 0, com
∞∑

i=1

αi = n.

O coeficiente Mλα de xα em eλ, isto é, eλ =
∑

µ⊢n

Mλµmµ, é igual ao número de

(0, 1)-matrizes A = (aij)i,j≥1 satisfazendo r(A) = λ e c(A) = α.

Demonstração. Consideremos a matriz

X =





x1 x2 x3 · · ·
x1 x2 x3 · · ·
...

...
...

. . .





Para obter um termo de eλ, da primeira linha escolhemos λ1 entradas, da

segunda, λ2 e assim por diante, de modo que o produto das entradas escolhidas

seja xα = xα1
1 x

α2
2 · · · Se trocamos as entradas escolhidas por 1 e as demais por

0, obtemos uma matriz A com r(A) = λ = (λ1, λ2, ...) e c(A) = (α1, α2, ...). O

número de possibilidades de escolher as entradas é Mλα, que é a quantidade de

vezes que o monômio xα aparece em eλ. Inversamente, qualquer tal matriz A

corresponde a um termo de eλ.

Para ilustrar o que fizemos, vejamos alguns exemplos. Tomemos n = 5, λ =

(1, 1, 1, 1, 1) e α = (4, 1). Nesse caso, uma possiblidade para A é:

A =





1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0
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Consideremos agora o caso n = 5, λ = (2, 2, 1) e α = (4, 1). Nesse caso,

xα = x4
1x2, porém, escolhendo as entradas de X de acordo com λ = (2, 2, 1) não

vamos obter x4
1, donde M(2,2,1)(4,1) = 0.

A tabela a seguir nos dá alguns Mλα. Como eλ é uma função simétrica, basta

considerarmos α como partição de n também, pois se xα = xα1
1 x

α2
2 · · · é um

termo de eλ, então xγ também o é, onde γ é a partição de n obtida a partir de

α colocando α1, α2, ... em ordem não-crescente e, além disso, xα e xγ devem ter o

mesmo coeficiente Mλα.

e1 = m1

e11 = m2 + 2m11

e2 = m11

e111 = m3 + 3m21 + 6m111

e21 = m21 + 3m111

e3 = m111

e1111 = m4 + 4m31 + 6m22 + 12m211 + 24m1111

e211 = m31 + 2m22 + 5m211 + 12m1111

e22 = m22 + 2m211 + 6m1111

e31 = m211 + 4m1111

e4 = m1111

e11111 = m5 + 5m41 + 10m32 + 20m311 + 30m221 + 60m2111 + 120m11111

e2111 = m41 + 3m32 + 7m311 + 12m221 + 27m2111 + 60m11111

e221 = m32 + 2m311 + 5m221 + 12m2111 + 30m11111

e311 = m311 + 2m221 + 7m2111 + 20m11111

e32 = m221 + 3m2111 + 10m11111

e41 = m2111 + 5m11111

e5 = m11111

O coeficiente Mλα tem a seguinte interpretação combinatória. Temos n bolas

ao todo, com λi destas marcadas com i e também caixas numeradas 1, 2, 3, ...
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Então Mλα é o número de possiblidades de se colocar as bolas nas caixas obser-

vando: (a) nenhuma caixa contém mais do que uma bola marcada com i e (b) a

caixa i contém exatamente αi bolas.

Essa simples interpretação combinatória de Mλα é um exemplo de como pode-

mos aplicar funções simétricas para resolver problemas em combinatória. Ao

longo do texto teremos outras aplicações. Agora apresentamos um corolário da

Proposição 1.3.1.

Corolário 1.3.1. Sejam λ, µ ⊢ n, então Mλµ = Mµλ, isto é, a matriz de transição

entre as bases {mλ : λ ⊢ n} e {eλ : λ ⊢ n} é simétrica.

Demonstração. Seja A uma (0, 1)-matriz associada a Mλµ. Então, r(A) = λ e

c(A) = µ se, e somente se, At satisfaz r(At) = µ e c(At) = λ. Logo, o número

de (0, 1)-matrizes associadas a Mλµ é igual ao obtido a partir de Mµλ, donde

Mλµ = Mµλ.

A Proposição 1.3.1 tem uma formulação equivalente em termos de funções

geradoras, que ao longo desse trabalho serão da forma z =
∑

λ∈Par

cλµλ onde {µλ} é

alguma base para Λ e cλ ∈ R, sendo λ ∈ Par e R um anel comutativo com unidade

(em nosso caso R = Q). Uma classe de funções geradoras que freqüentemente

ocorre tem R = Λ(y) como o anel dos coeficientes, isto é, funções simétricas em

um novo conjunto de variáveis y = (y1, y2, ...). Por exemplo, a função geradora

da próxima proposição, z =
∑

λ∈Par

mλ(x)eλ(y), é da forma
∑

λ∈Par

cλµλ, com µλ =

mλ(x) ∈ Λ(x) e cλ = eλ(y) ∈ Λ(y) = R.

Proposição 1.3.2. Temos

∏

i,j

(1 + xiyj) =
∑

λ,µ∈Par

Mλµmλ(x)mµ(y) =
∑

λ∈Par

mλ(x)eλ(y).

Demonstração. É suficente considerar λ e µ partições de um mesmo inteiro não-

negativo, caso contrário Mλµ = 0, pois se λ ⊢ m e µ ⊢ n, com m 6= n, então como
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a caixa i deve conter exatamente µi bolas, o total de bolas nestas caixas será n,

mas faltarão bolas quando m < n e sobrarão bolas quando m > n.

Um monômio xα1
1 x

α2
2 · · · yβ1

1 y
β
2 · · · = xαyβ que aparece em

∏

i,j

(1+xiyj) é obtido

pela escolha de uma (0, 1)-matriz A = (aij) com finitas entradas iguais a 1 satis-

fazendo

∏

i,j

(xiyj)
aij =

∏

j

x
a1j

1 y
a1j

j x
a2j

2 y
a2j

j · · ·

= xa11+a12+···
1 ya11+a21+···

1 xa21+a22+···
2 ya12+a22+···

2 · · · = xαyβ.

Por exemplo: para obter o termo x1x2 · · ·xny1y2 · · · yn, tomamos a11 = a22 =

· · · = ann = 1 e aij = 0 nos demais casos. Já para obter x2
1x

2
2 · · ·xny1y

3
2y3 · · · yn

podemos tomar a11 = a12 = a22 = a32 = a23 = 1, aii = 1, 4 ≤ i ≤ n e aij = 0 nos

outros casos.

Mas,
∏

i,j

(xiyj)
aij = xr(A)yc(A), donde o coeficiente de xαyβ no produto

∏
(1 +

xiyj) é o número de (0, 1)-matrizes A que satisfazem r(A) = α e c(A) = β. Logo,

∏

i,j

(1 + xiyj) =
∑

λ,µ∈Par

Mλµmλ(x)mµ(y) =

=
∑

λ∈Par

mλ(x)
∑

λ∈Par

Mλµmµ(y) =
∑

λ∈Par

mλ(x)eλ(y).

Notemos que o Corolário 1.3.1 é imediato da Proposição 1.3.2: o produto
∏

(1 + xiyj) é invariante quando trocamos xi por yj.

O teorema seguinte é conhecido como o Teorema Fundamental das Funções

Simétricas. Esse teorema é, na verdade, equivalente ao Teorema 1.3.1 e sua

demonstração mais curta.
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Teorema 1.3.2. Sejam λ, µ ∈ Par(n). Então, Mλµ = 0 a menos que µ ≤ λ
′
,

enquanto que Mλλ
′ = 1 e o conjunto {eλ : λ ⊢ n} é uma base para Λn(donde

{eλ : λ ∈ Par} é uma base para Λ).

Demonstração. Suponhamos que Mλµ 6= 0, então pela Proposição 1.3.1, existe

uma (0, 1)-matriz A = (aij) com r(A) = λ e c(A) = µ. Seja A
′
= (a

′

ij) a matriz

tal que r(A
′
) = λ e com a

′

ij = 1 apenas para 1 ≤ j ≤ λi.

Um exemplo para ilustrar A
′
: se λ = 211 e µ = 22, então uma possibilidade

para A é

A =





1 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0





donde A
′

=





1 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0





Voltemos à demonstração. Para cada i, o número de entradas iguais a 1 nas

primeiras i colunas de A
′
não é menor do que o número de entradas iguais a 1 nas

primeiras i colunas de A. Logo, pela definição de ordem de dominância da Seção

1.1, temos c(A
′
) ≥ c(A) = µ. Mas c(A

′
) = λ

′
, donde λ

′ ≥ µ como queŕıamos.

Pela construção de A
′
, temos que as entradas que recebem 1 situam-se “a

esquerda”, ou seja, em cada linha iniciam a partir da primeira coluna e a soma

das entradas das linhas i tem que ser λi. Decorre disso que há somente uma

possibilidade para A
′
, donde Mλλ

′ = 1.

Seja λ1, λ2, ..., λp(n) uma ordenação de Par(n), compat́ıvel com a ordem de

dominância. Então, a matriz (Mλµ) cujas linhas satisfazem a ordem λ1, λ2, ... e

as colunas a ordem λ1
′

, λ2
′

, ..., isto é, (Mλµ) = (Mλi(λj)
′ )ij, é triangular superior

com 1 em todas as entradas da diagonal principal.

Vejamos um exemplo de matriz (Mλµ) para o caso n = 4: ordenamos Par(4)
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fazendo λ1 = 1111, λ2 = 211, λ3 = 22, λ4 = 31, λ5 = 4, pois 4 ≥ 31 ≥ 22 ≥ 211 ≥
1111, então λ

′

1 = 4, λ
′

2 = 31, λ
′

3 = 22, λ
′

4 = 211, λ
′

5 = 1111 e

(Mλµ) =





M1111,4 M1111,31 M1111,22 M1111,211 M1111,1111

M211,4 M211,31 M211,22 M211,211 M211,1111

...
...

...
...

...

M4,4 M4,31 M4,22 M4,211 M4,1111





=





1 4 6 12 24

0 1 2 5 12
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1





Então, (Mλµ) é invert́ıvel e, pela Proposição 1.3.1, {eλ : λ ⊢ n} é uma base

para Λn.

Notemos que este teorema nos dá um meio muito mais prático que auxilia na

construção da tabela anterior com os coeficientes Mλµ.

Passamos agora a um outro conjunto de funções simétricas que, como veremos,

resulta numa outra base para Λ. Iniciamos com uma definição.

1.3.3 Função Simétrica (Homogênea) Completa

Definição 1.3.4. As Funções Simétricas Homogêneas Completas(4) hλ, λ ∈ Par,
são definidas pelas fórmulas:

h0 = 1

hn =
∑

i1≤···≤in

xii · · ·xin , n ≥ 1

hλ = hλ1hλ2 · · · , λ = (λ1, λ2, ...) ∈ Par
4ou simplesmente, como preferem alguns autores, a exemplo da referência [4], Funções

Simétricas Completas.
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Exemplo: se λ = (2, 1, 0, 0, ...) então h21 = h2h1 =
∑

i≤j

xixj

∑

k

xk = 3m111 +

2m21 +m3

Obersevemos que hn é uma soma de monômios de mesmo grau n, dáı o termo

homogêneo. As funções simétricas hλ são, em certo sentido, duais às funções

simétricas elementares eµ. Isso ficará evidente mais adiante. A seguir temos o

análogo à Proposição 1.3.1 para hλ.

Proposição 1.3.3. Sejam λ ⊢ n e α = (α1, α2, ...), αi ≥ 0, com
∞∑

i=1

αi =

n. Então, o coeficiente Nλα de xα em hλ, ou seja, hλ =
∑

µ⊢n

Nλµmµ, é igual

ao número de N-matrizes (matrizes cujas entradas são números naturais) A =

(aij)i,j≥1 que satisfazem r(A) = λ e c(A) = α.

Demonstração. Um termo xα de hλ = hλ1hλ2 · · · é obtido escolhendo um monômio

xai1
1 xai2

2 ... de cada hλi
tal que

∏

i

(xai1
1 xai2

2 ...) = xα.

Um exemplo para ilustrar: n = 3, λ = (21) e α = (12); neste caso, xα = x1x
2
2

e há 2 possibilidades de escolha, lembrando que h21 = h2h1: (a) x1x2 em h2 e x2

em h1 ou (b) x2
2 em h2 e x1 em h1. Logo, N(21)(12) = 2. Voltemos à demonstração.

Isso é o mesmo que escolher A = (aij) como uma N-matriz satisfazendo r(A) =

λ e c(A) = α, analogamente à demonstração da Proposição 1.3.1.

Um exemplo para clarificar o último parágrafo da demonstração acima: n =

3, λ = (21) e α = (12); aqui as possibilidades para A são

(
1 1

0 1

)
ou

(
0 2

1 0

)
,

donde N(21)(12) = 2.

Assim como Mλµ, Nλµ tem uma interpretação combinatória. Suponhamos que

temos n bolas no total, sendo λi destas marcadas com i. Também dispomos de

caixas numeradas 1, 2, 3, ... Então, Nλµ é o número de possibilidades de se colocar

18



as bolas nas caixas de modo que a caixa i tenha exatamente µi bolas.(5)

No exemplo acima, n = 3, λ = (21) e α = (12), temos duas caixas e três

bolas (duas com número 2 e uma com número 1). Temos duas possibilidades de

configuração: (a) uma bola 2 na caixa 1 e, na caixa 2, uma bola 1 e uma bola 2;

(b) uma bola 1 na caixa 1 e duas bolas 2 na caixa 2.

A tabela abaixo mostra alguns Nλµ.

h1 = m1

h11 = 2m11 + m2

h2 = m11 + m2

h111 = 6m111 + 3m21 + m3

h21 = 3m111 + 2m21 + m3

h3 = m111 + m21 + m3

h1111 = 24m1111 + 12m211 + 6m22 + 4m31 + m4

h211 = 12m1111 + 7m211 + 4m22 + 3m31 + m4

h22 = 6m1111 + 4m211 + 3m22 + 2m31 + m4

h31 = 4m1111 + 3m211 + 2m22 + 2m31 + m4

h4 = m1111 + m211 + m22 + m31 + m4

h11111 = 120m11111 + 60m2111 + 30m221 + 20m311 + 10m32 + 5m41 + m5

h2111 = 60m11111 + 33m2111 + 18m221 + 13m311 + 7m32 + 4m41 + m5

h221 = 30m11111 + 18m2111 + 11m221 + 8m311 + 5m32 + 3m41 + m5

h311 = 20m11111 + 13m2111 + 8m221 + 7m311 + 4m32 + 3m41 + m5

h32 = 10m11111 + 7m2111 + 5m221 + 4m311 + 3m32 + 2m41 + m5

h41 = 5m11111 + 4m2111 + 3m221 + 3m311 + 2m32 + 2m41 + m5

h5 = m11111 + m2111 + m221 + m311 + m32 + m41 + m5

5Notemos que na interpretação combinatória de Mλµ não permit́ıamos repetições de bolas

com mesmo número numa caixa, restrição esta ausente na interpretação de Nλµ. Do ponto de

vista combinatório isso já representa uma certa dualidade entre eλ e hλ.
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Na demonstração do Teorema 1.3.2 afirmamos que {eλ : λ ⊢ n} é uma base

de Λn partindo do fato de que a matriz (Mλµ) é triangular superior e, portanto,

invert́ıvel. Agora, não podemos afirmar o mesmo sobre {hλ : λ ⊢ n}, pois a

matriz (Nλµ) (6) é invert́ıvel, mas esta propriedade não é facilmente verificada.

No entanto, a independência linear de {hλ : λ ⊢ n} é uma conseqüência imediata

do próximo teorema.

Antes de enunciar o teorema seguinte, é importante observar o que segue.

Como Λ = Q[e1, e2, ...], analogamente aos operadores lineares da álgebra linear,

um endomorfismo f : Λ −→ Λ é unicamente determinado pelos seus valores

f(en), n ≥ 1 e, inversamente, qualquer escolha de f(en) ∈ Λ, n ≥ 1, determina

um endomorfismo. Definimos o endomorfismo ω : Λ −→ Λ por ω(en) = hn, n ≥ 1.

É claro que ω(eλ) = hλ, pois todo homomorfismo preserva a multiplicação.(7)

Teorema 1.3.3. O endomorfismo ω é uma involução, isto é, ω2 = id (o endomor-

fismo identidade), ou, equivalentemente, ω(hn) = en (donde ω(hλ) = eλ,∀λ ⊢ n).

Demonstração. Consideremos as séries de potências H(t) =
∑

n≥0

hnt
n e E(t) =

∑

n≥0

ent
n. Desenvolvendo o produto

∏

n≥1

(1 + xnt) obtemos E(t) =
∑

n≥0

ent
n =

∏

n≥1

(1 + xnt) e, como (1 − xnt)
−1 =

∑

i≥0

xi
nt

i, então
∏

n≥1

(1 − xnt)
−1 =

∑

n≥0

hnt
n =

H(t).

Dáı, H(t)E(−t) = 1. Igualando os coeficientes de tn nesta igualdade obtemos

0 =
n∑

i=0

(−1)ieihn−i =
n∑

i=0

(−1)n−ihien−i = (−1)n

n∑

i=0

(−1)ihien−i, n ≥ 1. Inversa-

6essa matriz é constrúıda da mesma forma que (Mλµ).
7Podeŕıamos ter neste parágrafo trabalhado diretamente com operadores lineares sobre o

espaço vetorial Λ, consideram-se, no entanto, endomorfismos porque, em geral, ao invés de

escolher o anel Q, escolhe-se um anel qualquer R comutativo, com unidade que não necessari-

amente é corpo e, nesse caso, teŕıamos o R-módulo Λ.
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mente, se
n∑

i=0

(−1)iuihn−i = 0,∀n ≥ 1, para certos ui ∈ Λ, com u0 = 1, então

ui = ei, pois 0 =
n∑

i=0

(−1)i(ui − ei)hn−i.

Agora, aplicando ω à igualdade 0 =
n∑

i=0

(−1)ieihn−i = (−1)n

n∑

i=0

(−1)ihien−i

obtemos 0 =
n∑

i=0

(−1)ihiω(hn−i) = (−1n)
n∑

i=0

(−1)iω(hi)hn−i e, portanto, ω(hi) =

ei.

Como conseqüência deste teorema temos nos próximos corolários o que esta-

mos procurando.

Corolário 1.3.2. O conjunto {hλ : λ ⊢ n} é uma base para Λn (dáı {hλ :

λ ∈ Par} é uma base para Λ). Equivalentemente, h1, h2, ... são algebricamente

independentes e geram Λ como Q-álgebra, isto é, Λ = Q[h1, h2, ...].

Demonstração. O Teorema 1.3.3 mostrou que o endomorfismo ω : Λ −→ Λ

definido por ω(en) = hn e, portanto, ω(eλ) = hλ, é invert́ıvel, pois ω−1 = ω.

Logo, é um automorfismo de Λ e, como {eλ : λ ⊢ n} é uma base de Λn, segue que

{hλ : λ ⊢ n} é, também, uma base para Λn.

Corolário 1.3.3. Seja Nλµ como definido na Proposição 1.3.3. Então, Nµλ =

Nλµ, ou seja, a matriz de mudança da base {mλ : λ ⊢ n} para {hλ : λ ⊢ n} é

simétrica.

Demonstração. A demonstração é análoga àquela do Corolário 1.3.1

Antes de partir para o estudo de um outro conjunto de funções simétricas,

apresentaremos um resultado que será útil mais adiante e cuja demonstração

também omitimos por ser análoga àquela da Proposição 1.3.2.
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Proposição 1.3.4. Valem as igualdades:

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ,µ

Nλµmλ(x)mµ(y) =
∑

λ

mλ(x)hλ(y), λ, µ ∈ Par.

1.3.4 Função Simétrica Soma de Potências

Definição 1.3.5. As funções simétricas soma de potências são definidas por:

p0 = 1

pn =
∑

i

xn
i , n ≥ 1

pλ = pλ1pλ2 · · · , λ = (λ1, λ2, ...) ∈ Par.

Exemplo: se λ = (2, 1, 0, 0, ...) então p21 = p2p1 =
∑

i

x2
i

∑

j

xj = m3 +m21

Proposição 1.3.5. Sejam λ = (λ1, ..., λl) ⊢ n, onde l = l(λ), e pλ =
∑

µ⊢n

Rλµmµ.

Sejam µ ⊢ n e k = l(µ). Então Rλµ é igual ao número de partições ordenadas

π = (B1, ..., Bk) do conjunto [l] = {1, 2, ..., l} tais que µj =
∑

i∈Bj

λi, 1 ≤ j ≤ k.

Demonstração. O coeficiente Rλµ é o número de xµ = xµ1

1 x
µ2

2 · · · em pλ =(
∑

i

xλ1
i

)(
∑

i

xλ2
i

)
· · · . Para obter o monômio xµ na expressão deste pro-

duto, escolhemos um termo x
λj

ij
em cada fator

∑

i

x
λj

i tal que
∏

j

x
λj

ij
= xµ. Seja

Br = {j : ij = r}. Então, (B1, ..., Bk) é um partição ordenada de [l] que satisfaz

µj =
∑

i∈Bj

λi. De fato, como
∏

j

x
λj

ij
= xµ1

1 x
µ2

2 · · · , para obter xµl

l tomamos os j tais

que ij = l e µl =
∑

j

λj. Além disso, Bm

⋂
Bn = ∅ se m 6= n, pois se tivéssemos

j ∈ Bm

⋂
Bn, então ij = m = n, contradição.

Portanto, B1, ..., Bk é uma partição ordenada de [l] e, inversamente, qualquer

tal partição nos dá um termo de xµ.
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O corolário a seguir, análogo ao Teorema 1.3.2, mostra que {pλ : λ ⊢ n} é

uma base para Λn.

Corolário 1.3.4. Rλµ = 0 a menos que λ ≤ µ, enquanto Rλλ =
∏

i

mi(λ)!, onde

mi(λ) = |{j : λj = i}| e λ = (1m1(λ)2m2(λ) · · · ). O conjunto {pλ : λ ⊢ n} é

uma base para Λn (logo, {pλ : λ ∈ Par} é uma base para Λ). Equivalentemente,

p1, p2, ... são algebricamente independentes e geram Λ como Q-álgebra, isto é,

Λ = Q[p1, p2, ...].

Demonstração. Se Rλµ 6= 0, pela proposição anterior, existe partição ordenada

π = (B1, ..., Bk) do conjunto [l] = [l(λ)] que satisfaz µj =
∑

i∈Bj

λi, 1 ≤ j ≤ k.

Dado 1 ≤ r ≤ l, sejam Bi1 , ..., Bis blocos distintos de π contendo ao menos um

dos números 1, 2, ..., r cada. De µj =
∑

i∈Bj

λi, 1 ≤ j ≤ k, temos µi1 + · · · + µis ≥

λ1 + · · · + λr. Mas µ1 + · · · + µr ≥ µi1 + · · · + µis , pois r ≥ s e µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ,
donde µ ≥ λ, como queŕıamos.

Se λ = µ, cada bloco Bi contém um único elemento {j}, ou simplesmente, j.

Então, B1, ..., Bm1 pode ser qualquer ordenação de 1, ...,m1. Logo, Bm1+1, ..., Bm1+m2

pode ser qualquer ordenação de m1 + 1, ...,m1 +m2 e assim por diante. Isso nos

dá um total de Rλλ = m1(λ)!m2(λ)! · · · possibilidades para π.

O fato de {pλ : λ ⊢ n} ser uma base para Λn (Λ = Q[p1, p2, ...]) segue pelas

mesmas razões da demonstração do Teorema 1.3.2.

A seguir vamos investigar o efeito de aplicar a involução ω : Λ −→ Λ em pλ.

Para tanto, uma abordagem por meio de função geradora é apresentada.

Para qualquer partição λ = (1m12m2 · · · ) ⊢ n, definimos zλ = 1m1m1!2
m2m2! · · · .

Por exemplo, z442111 = 133!211!422! = 384.

Se w ∈ Sn, seu tipo ćıclico é a partição (ρ1, ρ2, ...) ⊢ n tal que os comprimentos

dos ciclos de w em sua decomposição em ciclos disjuntos são ρ1, ρ2, ... A seguir
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temos um lema que nos dá o número de permutações ω ∈ Sn de um tipo fixo

ρ = (1m12m2 ...).

Lema 1.3.1. O número de permutações w ∈ Sn do tipo (c1, ..., cn) é igual a

n!

1c1c1!2c2c2!...ncncn!
.

Demonstração. Seja π ∈ Sn. Podemos obter a partir de π uma representação em

ciclos disjuntos tal que os primeiros c1 ciclos tenham comprimento 1, os c2 ciclos

seguintes tenham comprimento 2, e assim por diante, colocando, da esquerda para

a direita, parênteses nas entradas de π de modo a obter ci ciclos de comprimento

i. Isso produz a decomposição em ciclos disjuntos de uma permutação π
′
de tipo

(c1, ..., cn) e define uma aplicação Φ : Sn −→ Sc
n, onde Sc

n é o conjunto de todas

σ ∈ Sn de tipo c = (c1, ..., cn). Dado, σ ∈ Sc
n, existem 1c1c1!2

c2c2!...n
cncn! possi-

bilidades de escrever σ na notação de ciclos disjuntos tais que os comprimentos

dos ciclos são não-decrescentes da esquerda para a direita. De fato, ordenamos

os ciclos de comprimento i em ci! maneiras e escolhemos o primeiro elemento de

cada um destes ciclos de i maneiras. Estas escolhas são todas independentes, o

que estabelece nossa afirmação.

Logo, para cada σ ∈ Sc
n temos |Φ−1(σ)| = 1c1c1!2

c2c2!...n
cncn! e, como |Sn| =

n!, o número de π ∈ Sn do tipo (c1, ..., cn) é igual a

n!

1c1c1!2c2c2!...ncncn!
.

Pelo lema acima, se ρ = (1m12m2 · · · ), então

|{w ∈ Sn : ρ(w) = ρ}| = n!

1m1m1!2m2m2! · · ·
=
n!

zρ

= n!z−1
ρ . (1.1)

O conjunto {υ ∈ Sn : ρ(υ) = ρ} é a classe de conjugação Kw que contém w.

Para qualquer grupo finito G, a ordem |Kw| é igual a [G : C(w)], o ı́ndice do

centralizador C(w) em G. Assim, temos estabelecido a proposição seguinte.
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Proposição 1.3.6. Seja λ ⊢ n. Então zλ é igual ao número de permutações

υ ∈ Sn que comutam com wλ de tipo ćıclico λ.

Para uma partição λ = (1m12m2 · · · ) ⊢ n, observemos o que segue. Se n é

um inteiro ı́mpar, então λ tem uma quantidade ı́mpar de partes ı́mpares, donde

m1 +m3 + · · · é ı́mpar. Então:

(i) se m2 +m4 + · · · for par, segue que l(λ) = m1 +m2 +m3 + · · · é ı́mpar.

Logo, n− l(λ) é par.

(ii) se m2 +m4 + · · · for ı́mpar, então l(λ) = m1 +m2 +m3 + · · · é par, donde

n− l(λ) é ı́mpar.

Analogamente, se n é par, m1 +m3 + · · · é par. Logo,

(iii) se m2 +m4 + · · · for par, segue que l(λ) = m1 +m2 +m3 + · · · é par e,

então, n− l(λ) é par.

(iv) se m2 +m4 + · · · for ı́mpar, então l(λ) = m1 +m2 +m3 + · · · é ı́mpar,

donde n− l(λ) é ı́mpar.

Logo, (−1)m2+m4+··· = (−1)n−l(λ). Definimos

ǫλ = (−1)m2+m4+··· = (−1)n−l(λ).

Assim, para w ∈ Sn, ǫρ(w) é +1 se w for uma permutação par, isto é, se w

for o produto de um número par de transposições, e −1 caso contrário. Então, a

aplicação Ψ : Sn −→ {±1} tal que Ψ(w) = ǫρ(w) é o homomorfismo “sinal”.

Depois dessas considerações, temos a proposição seguinte que expressa
∏

i,j

(1−

xiyj)
−1 e

∏

i,j

(1 + xiyj) em função de pλ(x) e pλ(y).

Proposição 1.3.7. Valem as igualdades:

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 = exp

(
∑

n≥1

1

n
pn(x)pn(y)

)
=
∑

λ

z−1
λ pλ(x)pλ(y).
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∏

i,j

(1 + xiyj) = exp

(
∑

n≥1

1

n
(−1)n−1pn(x)pn(y)

)
=
∑

λ

z−1
λ ǫλpλ(x)pλ(y).

Demonstração. Lembrando que a integração de
1

1− x =
∞∑

n=1

xn−1 resulta em

log((1−x)−1) =
∞∑

n=1

1

n
xn, segue que log

(
∏

i,j

(1− xiyj)
−1

)
=
∑

i,j

log((1−xiyj)
−1) =

∑

i,j

∑

n≥1

1

n
xn

i y
n
j =

∑

n≥1

1

n

(
∑

i

xn
i

)
(
∑

j

yn
j ) =

∑

n≥1

1

n
pn(x)pn(y). Isso estabelece

nossa primeira igualdade. A segunda igualdade da primeira linha decorre dos re-

sultados que constam na Seção 5.1 da referência [8], tomando f(n) = pn(x)pn(y)

e x = 1, donde h(n) =
∑

w∈Sn

pρ(w)(x)pρ(w)(y) =
∑

λ⊢n

cλpρ(w)(x)pρ(w)(y), sendo

cλ = |{w ∈ Sn : ρ(w) = λ}|, e lembrando do que foi feito anteriormente que

cλ = n!z−1
λ .

A demonstração das demais igualdades é análoga.

Agora é imediata a verificação do efeito de aplicar ω em pλ e é disso que trata

a proposição seguinte.

Proposição 1.3.8. Seja λ ⊢ n. Então

ωpλ = ǫλpλ.

Em outras palavras, pλ é um autovetor associado ao autovalor ǫλ.

Demonstração. Vamos olhar para ω agindo nas funções simétricas nas variáveis

y = (y1, y2, ...), enquanto x = (x1, x2, ...) serão consideradas escalares. Então:

ω

(
∑

λ

z−1
λ pλ(x)pλ(y)

)
= ω

(
∏

i,j

(1− xiyj)
−1

)
=a
∑

ν

mν(x)ω(hν(y)) =b

∑

ν

mν(x)eν(y) =c
∏

i,j

(1 + xiyj) =d
∑

λ

z−1
λ ǫλpλ(x)pλ(y),
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onde as igualdades decorrem de: (a) Proposição 1.3.4; (b) Teorema 1.3.3; (c)

Proposição 1.3.2; (d) Proposição 1.3.7.

Como {pλ(x)} é linearmente independente, os coeficientes de pλ(x) na primeira

e na última somas são iguais, isto é, ω(pλ(y)) = ǫλpλ(y).

Notemos em particular que ωpn = (−1)n−1pn, ou ωpn(x) = −pn(−x). Além

disso, restringindo ω ao espaço vetorial Λn cuja dimensão é p(n), como {pλ : λ ⊢
n} é um conjunto linearmente independente, pela proposição acima, o polinômio

caracteŕıstico (normalizado para ser mônico) da transformação linear ω : Λn −→
Λn é dado por (x − 1)α(n)(x + 1)β(n), onde α(n) e β(n) são, respectivamente, os

números de partições de n em um número par e ı́mpar de partes pares.

Conclúımos esta seção apresentando um resultado que expressa hn e en em

termos de pλ.

Proposição 1.3.9. Temos que

hn =
∑

λ⊢n

z−1
λ pλ

en =
∑

λ⊢n

ǫλz
−1
λ pλ

Demonstração. Substituindo y = (t, 0, 0, ...) em

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

z−1
λ pλ(x)pλ(y),
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e observando que

∑

r≥1

prt
r−1 =

∑

i≥1

∑

r≥1

xr
i t

r−1

=
∑

i≥1

xi

1− xit

=
∑

i≥1

d

dt
log

(
1

1− xit

)

=
d

dt
log

(
∏

i≥1

(1− xit)
−1

)

=
d

dt
log(H(t))

= H ′(t)/H(t),

donde

H(t) = exp

(
∑

r≥1

pr
tr

r

)

=
∏

r≥1

exp

(
pr
tr

r

)

=
∏

r≥1

∞∑

mr=0

(prt
r)mr

rmrmr!

=
∑

λ⊢n
n≥1

z−1
λ pλt

n,

segue que
∏

i

(1−xit)
−1 =

∑

λ⊢n
n≥1

z−1
λ pλ(x)t

n,mas
∏

i

(1−xit)
−1 =

∑

k≥0

hkt
k, conforme

demonstração do Teorema 1.3.3. Logo, hn =
∑

λ⊢n

z−1
λ pλ.

Aplicando ω em hn, temos en = ω(hn) = ω(
∑

λ⊢n

z−1
λ pλ) =

∑

λ⊢n

z−1
λ ω(pλ) =

∑

λ⊢n

z−1
λ ǫλpλ.

28



1.3.5 Produto escalar e ortogonalidade

Nesta seção, vamos introduzir um produto escalar em Λ, ou seja, uma forma

bilinear Λ × Λ → Q, que denotaremos 〈, 〉. Lembremos que se {ui} e {vj} são

bases de um espaço vetorial V , um produto escalar em V fica completamente

determinado pelos valores 〈ui, vj〉. Dizemos que as bases {ui} e {vj} são duais se

〈ui, vj〉 = δij (o delta de Kronecker).

Definimos um produto escalar em Λ exigindo que {mλ} e {hµ} sejam bases

duais, ou seja,

〈mλ, hµ〉 = δλµ,∀λ, µ ∈ Par.

Essa exigência em relação às bases {mλ} e {hµ} na definição do produto escalar

ficará clara ao longo desta seção nos resultados que apresentamos a seguir.

Proposição 1.3.10. O produto escalar 〈, 〉 : Λ× Λ→ Q é simétrico.

Demonstração. Pela bilinearidade, é suficiente provar que 〈f, g〉 = 〈g, f〉 para

bases {f} e {g} de Λ.

Tomemos {f} = {g} = {hλ}, então 〈hλ, hµ〉 =

〈
∑

υ

Nλυmυ, hµ

〉
= Nλµ =

Nµλ = 〈hµ, hλ〉.

O lema seguinte é uma ferramenta importante para a verificação de ortogo-

nalidade em certas classes de funções simétricas.

Lema 1.3.2. Sejam {uλ} e {vλ} bases de Λ tais que uλ, vλ ∈ Λn,∀λ ⊢ n. Então,

{uλ} e {vλ} são bases duais se, e somente se,

∑

λ

uλ(x)vλ(x) =
∏

i,j

(1− xiyj)
−1.

Demonstração. Sejam mλ =
∑

ρ

ζλρuρ e hµ =
∑

υ

ηµυvυ. Então, δλµ = 〈mλ, hµ〉 =

∑

ρ,υ

ζλρηµυ 〈uρ, vυ〉.
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Para cada n ≥ 0 fixo, pensamos em ζ = (ζλρ) e η = (ηµυ) como matrizes

indexadas por Par(n) e seja A a matriz dada por Aρυ = 〈uρ, vυ〉. Então a

igualdade anterior resulta em I = ζAηt. Logo,

{uλ} e {vλ} são bases duais ⇐⇒ A = I

⇐⇒ I = ζηt

⇐⇒ I = ζ tη

⇐⇒ δρυ =
∑

λ

ζλρηλυ.

Pela Proposição 1.3.4, temos

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

mλ(x)hλ(y) =

=
∑

λ

(
∑

ρ

ζλρuρ(x)

)(
∑

υ

ηλυvυ(y)

)
=

∑

ρ,υ

(
∑

λ

ζλρηλυ

)
uρ(x)vυ(y).

Se
∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

uλ(x)vλ(y), então
∑

λ

uλ(x)vλ(y) =

=
∑

ρ,υ

(
∑

λ

ζλρηλυ

)
uρ(x)vυ(y), donde δρυ =

∑

λ

ζλρηλυ e, então, {uλ} e {vλ} são

bases duais de Λ.

Se {uλ} e {vλ} são bases duais, então δρυ =
∑

λ

ζλρηλυ. Logo,
∏

i,j

(1−xiyj)
−1 =

∑

ρ,υ

(
∑

λ

ζλρηλυ

)
uρ(x)vυ(y) =

∑

λ

uλ(x)vλ(y).

A proposição seguinte estabelece que {pλ} é uma base ortogonal de Λ.

Proposição 1.3.11. Temos 〈pλ, pµ〉 = zλδλµ (e, portanto, {pλ} é uma base or-

togonal de Λ).

Demonstração. Pelo lema anterior e pela Proposição 1.3.7, temos que {pλ} e{
pµ

zµ

}
são bases duais de Λ. Logo, 〈pλ, pµ〉 = zλδλµ.
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Observamos que 〈pλ, pλ〉 = zλ 6= 1. Logo, a base {pλ} não é ortonormal. A

norma ‖pλ‖ = 〈pλ, pλ〉 =
√
zλ não é, em geral, um número racional. Dáı,

{
pλ

‖pλ‖

}

forma uma base ortonormal de ΛR (o espaço vetorial das funções simétricas sobre

R).

Na próxima seção veremos uma base de Λ que é ortonormal e, mais do que

isso, cada elemento desta base expresso como combinação linear dos elementos

de {mλ} tem coeficientes inteiros.

Para finalizar esta seção, temos um corolário da última proposição e mais uma

proposição.

Corolário 1.3.5. 〈f, f〉 ≥ 0,∀f ∈ Λ e 〈f, f〉 = 0 se, e somente se, f = 0.

Demonstração. Escrevendo f =
∑

λ

cλpλ, então

〈f, f〉 =
∑

λ

c2λzλ.

Como zλ > 0, o resultado segue.

Proposição 1.3.12. A involução ω : Λ −→ Λ é uma isometria, isto é,

〈ωf, ωg〉 = 〈f, g〉 ,∀f, g ∈ λ.

Demonstração. Como o produto escalar é bilinear, basta considerar f = pλ e

g = pλ. Então, pela Proposição anterior, 〈pλ, pλ〉 = zλδλλ = zλ e, pela Proposição

1.3.8, 〈ωpλ, ωpλ〉 = 〈ǫλpλ, ǫλpλ〉 = ǫλǫλ 〈pλ, pλ〉 = ǫλǫλzλδλλ = ǫ2λzλ = zλ, pois

ǫλ = ±1.

A seção seguinte define a função simétrica chamada Função de Schur. Faremos

duas abordagens dessas funções: uma combinatória e outra clássica.
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1.3.6 Função de Schur

A Função de Schur, denotada por sλ, para uma partição λ, não tem uma definição

tão simples quanto mλ, eλ, hλ ou pλ. Encontra-se sλ definida de muitas maneiras

(equivalentes). Primeiramente apresentamos sλ em termos de mλ (definição com-

binatória) e, depois, via sua definição clássica, isto é, aquela que envolve o quo-

ciente de determinantes e que esta última implica na primeira.

A seguir, apresentamos alguns fatos sobre Tabela de Young Semi-Simples,

pois estes são os principais objetos combinatórios associados às funções de Schur

e serão bastante utilizadas ao longo deste texto.

Seja λ ⊢ n. Uma Tabela de Young Semi-Simples (TYSS) de forma λ é uma

matriz T = (Tij) de inteiros positivos de forma λ, isto é, 1 ≤ i ≤ l(λ) e 1 ≤
j ≤ λi, cujas entradas em cada linha são não-decrescentes e em cada coluna são

estritamente crescentes. O comprimento de uma TYSS é seu número de entradas.

Um exemplo de uma TYSS de forma (6, 5, 3, 3) é:

1 1 1 3 4 4

2 4 4 5 5

5 5 7

6 9 9

Denotaremos sh(T ) = λ para indicar que T é uma TYSS de forma λ. Logo,

o comprimento de T é igual a |sh(T )|.
Podemos pensar numa TYSS de forma λ como sendo um diagrama de Young

de λ no qual os quadrados são preenchidos com os inteiros positivos. Por exemplo,

nossa TYSS acima resulta em

1 1 1 3 4 4

2 4 4 5 5

5 5 7

6 9 9
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Dizemos que T tem tipo α = (α1, α2, ...), denotando α = tipo(T ), se T tem

αi = αi(T ) entradas (ou partes) iguais a i. A nossa TYSS acima tem tipo

(3, 1, 1, 4, 4, 1, 1, 0, 2). Para cada TYSS T de tipo α escrevemos xT = x
α1(T )
1 x

α2(T )
2 · · · .

A TYSS do nosso exemplo resulta em xT = x3
1x2x3x

4
4x

4
5x6x7x

2
9.

Se λ e µ são partições tais que µ ⊆ λ (ou seja, µi ≤ λi,∀i), definimos uma

Tabela de Young Semi-Simples de forma diagonal λ/µ (ou simplesmente forma

diagonal λ/µ) como um diagrama diagonal T = (Tij) de inteiros positivos tais que

1 ≤ i ≤ l(λ) e µi < j ≤ λi, que é não-decrescente em cada linha e estritamente

crescente em cada coluna. Um exemplo de uma TYSS de forma (6, 5, 3, 3)/(3, 1)

é:

3 4 4

1 4 7 7

2 2 6

3 8 8

O peso de uma TYSS é a seqüência π = (θ1, ..., θr), onde θi = λi − µi.

Definimos um Diagrama de Young de forma λ/µ, µ ⊂ λ, retirando-se do di-

agrama de λ os quadrados referentes ao diagrama de µ. Então uma TYSS de

forma λ/µ pode ser vista como um Diagrama de Young de forma λ/µ cujos

quadrados são preenchidos com os inteiros positivos de modo que cada linha seja

não-decrescente e cada coluna seja crescente. No nosso exemplo, a TYSS de forma

(6, 5, 3, 3)/(3, 1) pode ser representada por:

3 4 4

1 4 7 7

2 2 6

3 8 8

As definições de tipo(T ) e xT são idênticas àquelas de uma TYSS dadas an-

teriormente. A seguir temos a definição de sλ/µ e sλ ( Função de Schur).
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Definição 1.3.6. Sejam λ, µ ∈ Par tais que µ ⊂ λ. A Função de Schur diagonal

sλ/µ = sλ/µ(x) de forma λ/µ nas variáveis x = (x1, x2, ...) é a série de potências

sλ/µ(x) =
∑

T

xT

onde T percorre todos as TYSS de forma λ/µ. Se µ = ∅, chamamos sλ(x) de

Função de Schur de forma λ.

Por exemplo, as TYSS de forma (2, 1) com maior entrada no máximo 3 são:

1 1 1 2 1 1 1 3 2 2 2 3 1 2 1 3

2 2 3 3 3 3 3 2

Então, s21(x1, x2, x3) = x2
1x2 + x1x

2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3 + 2x1x2x3 =

m21(x1, x2, x3) + 2m111(x1, x2, x3). Logo, como o maior número de variáveis dis-

tintas que aparece em s21 é 3, temos s21 = m21 + 2m111.

Ainda não sabemos se, em geral, sλ/µ é de fato uma função simétrica. É disto

que se ocupa o teorema seguinte.

Teorema 1.3.4. Sejam λ, µ ∈ Par tais que µ ⊂ λ. Então, a Função de Schur

diagonal sλ/µ é simétrica.

Demonstração. É suficiente mostrar que sλ/µ é invariante sob a mudança de xi

por xi+1, pois toda permutação se escreve como o produto de transposições e se

queremos trocar i por j, basta fazer as transposições i e i + 1, depois i e i + 2,

..., i e j − 1 e, por fim, i por j.

Sejam |λ/µ| = n e α = (α1, α2, ...) uma composição de n, neste caso,
∞∑

i=1

αi =

n. Seja α̃ = (α1, α2, ..., αi−1, αi+1, αi, αi+2, ...). Se Iλ/µ,α é o conjunto de todas as

TYSS de forma λ/µ e tipo α, então procuremos uma bijeção ϕ : Iλ/µ,α → Iλ/µ,α̃.

Seja T ∈ Iλ/µ,α. Consideremos as partes de T iguas a i ou i+ 1. Estas partes

podem não ocorrer em algumas colunas de T , enquanto outras colunas poderão
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conter ambas. Estas colunas vamos ignorar, pois a troca de i por i+1 não altera

a função neste caso. As demais partes iguais a i ou i + 1 ocorrem sozinhas em

cada coluna e consistem de linhas com certo número r de i’s seguido de s i+ 1’s.

Por exemplo, em T pode aparecer:

i

i i i i︸︷︷︸
r=2

i+ 1 i+ 1 i+ 1 i+ 1︸ ︷︷ ︸
s=4

i+ 1

i+ 1 i+ 1

Neste exemplo, r = 2 e s = 4. Em cada tal linha trocamos os r i’s e s i+ 1’s

por s i’s e r i+ 1’s para obter:

i

i i i i i i︸ ︷︷ ︸
s=4

i+ 1 i+ 1︸ ︷︷ ︸
r=2

i+ 1

i+ 1 i+ 1

Logo, o resultado desta troca, que denotamos ϕ(T ), está em Iλ/µ,α̃ e, portanto,

ϕ estabelece a bijeção desejada.

Definição 1.3.7. Se λ ⊢ n e α é uma composição de n, então Kλα denota o

número de TYSS de forma λ e tipo α. Kλα é chamado de Número de Kostka.

Mais geralmente, definimos o Número de Kostka diagonal Kλ/υ,α como o número

de TYSS de forma diagonal λ/υ e tipo α.

Por exemplo, K21/1,(1,1) = 2, pois nos quadrados da primeira e segunda linhas

podemos ter 1 ou 2 e K21/1,(1,2) = 0 porque o diagrama de 21/1 possui apenas 2

quadrados e, então, não comporta um 1 e dois 2.
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O número Kλα tem um papel importante na teoria das funções simétricas. C.

Kostka foi quem primeiro considerou a expansão de sλ em termos de mµ e por

isso Kλα recebe seu nome. Pela Definição 1.3.6, temos

sλ =
∑

α

Kλαx
α,

soma feita sobre todas as composições α de n. Além disso, pela definição de mµ,

segue que:

sλ =
∑

µ⊢n

Kλµmµ e

sλ/υ =
∑

µ⊢n

Kλ/υ,µmµ.

Não se conhece uma fórmula para Kλ/υ,µ ou Kλµ em geral. Para certos λ, υ e

µ, uma fórmula pode ser dada. No próximo caṕıtulo, vamos dar uma fórmula para

Kλ(1n). Agora, vamos considerar o significado combinatório do número Kλ(1n),

também denotado por fλ.

Por definição, fλ é o número de maneiras de inserir os inteiros 1, 2, ..., n na

forma λ ⊢ n, cada número aparecendo sozinho, tal que cada linha e coluna são

crescentes. Tal diagrama assim obtido é chamada de Tabela de Young Simples

(TYS). Por exemplo, os TYS de forma (3, 2), para n = 5, são:

1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 3 4 1 3 5

4 5 3 5 3 4 2 5 2 4

então f (3,2) = 5. A proposição seguinte nos dá uma outra interpretação combi-

natória de fλ.

Proposição 1.3.13. Seja λ ∈ Par. Então o número f λ conta a quantidade de

seqüências ∅ = λ0, λ1, ..., λn = λ de partições (identificadas com seus respectivos
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diagramas) tais que λi é obtida de λi−1 pela adição de um quadrado no diagrama

de λi−1.

Demonstração. Inserimos i no quadrado adicionado ao diagrama de λi−1 para

obter λi e, assim, um TYS de forma λ.

Para ilustrar esse resultado e sua demonstração, vejamos o caso λ = (3, 2):

∅ ⊂ 1 ⊂ 2 ⊂ 3 ⊂ 31 ⊂ 32

∅ ⊂ 1 ⊂ 2 ⊂ 21 ⊂ 31 ⊂ 32

∅ ⊂ 1 ⊂ 2 ⊂ 21 ⊂ 22 ⊂ 32

∅ ⊂ 1 ⊂ 11 ⊂ 21 ⊂ 31 ⊂ 32

∅ ⊂ 1 ⊂ 11 ⊂ 21 ⊂ 22 ⊂ 32

Em alguns casos, quando trabalhamos com Funções de Schur e números de

Kostka Kλα, é conveniente utilizar uma TYSS reversa de forma diagonal λ/µ

que é um diagrama de inteiros positivos da forma λ/µ que é não-crescente em

cada linha e decrescente em cada coluna. O tipo de uma TYSS reversa é definido

exatamente como aquele de uma TYSS regular.

Por exemplo: o diagrama abaixo é uma TYSS reversa de forma

(6, 5, 3, 3)/(3, 1) e tipo (2, 2, 1, 0, 3, 2, 2, 1).

6 5 5

8 5 2 2

7 7 3

6 1 1

Definimos K̂λ/µ,α como o número de TYSS reversas de forma λ/µ e tipo α. A

proposição seguinte mostra que em alguns casos não há diferença em considerar

TYSS ou TYSS reversa.
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Proposição 1.3.14. Sejam |λ/µ| = n e α uma composição de n. Então, K̂λ/µ,α =

Kλ/µ,α.

Demonstração. Seja T uma TYSS reversa de forma λ/µ e tipo α = (α1, α2, ...).

Seja k a maior parte (entrada) de T . Consideremos a transformação Tij
σ7→

k + 1 − Tij. Então K̂λ/µ,α = Kλ/µ,ᾱ, onde ᾱ = (αk, αk−1, ..., α1, 0, 0, ...). De

fato, como T tem tipo (α1, α2, ..., αk−1, αk, 0, 0, ...), o inteiro j aparece αj vezes

em T , donde o número de vezes que j aparece em σ(T ) é igual ao número de

vezes que k + 1 − j aparece em T . Pela demonstração do Teorema 1.3.4, temos

Kλ/µ,ᾱ = Kλ/µ,α.

Vamos agora estabelecer, como conseqüência da proposição a seguir, que {sλ}
forma uma Q-base para Λ.

Proposição 1.3.15. Suponhamos λ, µ ∈ Par(n) tais que Kλµ 6= 0. Então µ ≤ λ

(ordem de dominância) e Kλλ = 1.

Demonstração. Como Kλµ 6= 0, por definição, existe alguma TYSS T de forma

λ e tipo µ. Suponhamos que uma entrada Tij = k apareça abaixo da k-ésima

linha (ou seja, i > k). Então, 1 ≤ T1j < T2j < · · · < Tij = k para i > k,

o que é imposśıvel porque i = |{T1j, T2j, ..., Tij}| ≤ k, isto é, i ≤ k, o que

seria uma contradição. Logo, 1, 2, ..., k aparecem nas primeiras k linhas, donde

µ1 + µ2 + · · ·+ µk ≤ λ1 + λ2 + · · ·+ λk, como queŕıamos. Além disso, se µ = λ,

então Tij = i,∀(i, j). Logo, Kλλ = 1.

Corolário 1.3.6. {sλ : λ ∈ Par(n)} é uma base para Λn (conseqüentemente

{sλ : λ ∈ Par} é uma base para Λ).
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Demonstração. Pela proposição anterior, (Kλµ) (que é a matriz que expressa sλ’s

em termos de mµ’s) é uma matriz triangular inferior cujas entradas na diagonal

principal são todas iguais a 1. Logo, (Kλµ) é invert́ıvel. Portanto, pela Proposição

1.2.1, {sλ : λ ∈ Par(n)} é uma base para Λn.

Temos a seguir uma tabela que contém alguns coeficientes Kλµ.

s1 = m1

s11 = m11

s2 = m11 + m2

s111 = m111

s21 = 2m111 + m21

s3 = m111 + m21 + m3

s1111 = m1111

s211 = 3m1111 + m211

s22 = 2m1111 + m211 + m22

s31 = 3m1111 + 2m211 + m22 + m31

s4 = m1111 + m211 + m22 + m31 + m4

s11111 = m11111

s2111 = 4m11111 + m2111

s221 = 5m11111 + 2m2111 + m221

s311 = 6m11111 + 3m2111 + m221 + m311

s32 = 5m11111 + 3m2111 + 2m221 + m311 + m32

s41 = 4m11111 + 3m2111 + 2m221 + 2m311 + m32 + m41

s5 = m11111 + m2111 + m221 + m311 + m32 + m41 + m5

A seguir, apresentamos a definição clássica da Função de Schur sλ e algumas

conseqüências. Veremos, por exemplo, que a partir dessa definição pode-se obter

a definição combinatória de sλ/µ já mencionada.

Sejam x = (x1, ..., xn) um conjunto finito de variáveis e xα = xα1
1 · · ·xαn

n um
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monômio e consideremos o polinômio aα dado por:

aα = aα(x1, ..., xn) =
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(xα), onde w(xα) = x
αw(1)

1 · · ·xαw(n)
n

e ǫ(w) = ±1, dependendo do sinal da permutação w (é 1 se w for uma permutação

par e −1 se for ı́mpar). Este polinômio satisfaz w(aα) = ǫ(w)aα,∀w ∈ Sn.

Além disso, aα = 0 se αi = αj para algum i 6= j. Logo, vamos assumir que

α1 > α2 > · · · > αn ≥ 0 e vamos escrever α = λ + δ, sendo λ ∈ Par tal que

l(λ) ≤ n e δ = (n− 1, n− 2, ..., 1, 0). Então:

aα = aλ+δ =
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(xλ+δ),

que podemos escrever como

aλ+δ = det(x
λj+n−j
i )1≤i,j≤n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1+n−1
1 xλ2+n−2

1 · · · xλn
1

xλ1+n−1
2 xλ2+n−2

2 · · · xλn
2

...
...

...

xλ1+n−1
n xλ2+n−2

n · · · xλn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Podemos mostrar por indução, ou cálculo direto, que xi − xj, 1 ≤ i < j ≤ n,

divide aλ+δ em Z[x1, ..., xn] e, portanto,
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) = det(xn−j
i )1≤i,j≤n = aδ

também divide aλ+δ. Além disso, aλ+δ/aδ é simétrico. De fato, seja w ∈ Sn, então

w = w1 · · ·wk, onde wi são transposições e quando aplicamos wi no determinante

aλ+δ, trocamos duas linhas e ganhamos um sinal negativo, mas wi(aδ) = −aδ,

donde w(aλ+δ/aδ) = aλ+δ/aδ ∈ Λn.

Definição 1.3.8. A Função de Schur sλ nas variáveis x1, ..., xn correspondente

à partição λ, l(λ) ≤ n, é dada por

sλ = aλ+δ/aδ
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Os polinômios aλ+δ tais que λ ∈ Par e l(λ) ≤ n, formam uma base do espaço

vetorial An dos polinômios anti-simétricos nas variáveis x1, ..., xn sobre Q. A

multiplicação por aδ é um isomorfismo de Λn para An. Segue que {sλ : l(λ) ≤ n}
forma uma Q-base para Λn.

Verifiquemos o efeito de aumentar o número de variáveis. Se m ≥ n, então

aα(x1, ..., xn, 0, ..., 0) = aα(x1, ..., xn).(8) Então, ρm,n(sλ(x1, ..., xm)) = sλ(x1, ..., xn).(9)

Logo, para cada partição λ, os polinômios sλ(x1, ..., xn) com n→∞, definem um

único elemento sλ ∈ Λ|λ|. Dáı, {sλ : λ ∈ Par} forma uma base para Λ.

O corolário da proposição a seguir expressa sλ como polinômio em er e hr.

Para 1 ≤ k ≤ n, seja e
(k)
n a função simétrica elementar nas variáveis

x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xn e M a matriz n× n dada por

M =
(
(−1)n−ie

(k)
n−i

)

1≤i,k≤n
.

Proposição 1.3.16. Sejam α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, Aα = (xαi
j ) e Hα = (hαi−n+j) n×

n matrizes. Então Aα = HαM .

Demonstração. Seja E(k)(t) =
n−1∑

r=0

e(k)
r tr =

∏

i6=k

(1 + xit). Logo, H(t)E(k)(−t) =

(1− xkt)
−1.

Extraindo o coeficiente de tαi obtemos
n∑

j=1

hαi−n+j(−1)n−je
(k)
n−j = xαi

k . Por-

tanto, HαM = Aα.

Corolário 1.3.7. Valem as igualdades

sλ = det(hλi−i+j)1≤i,j≤n, n ≥ l(λ) e

sλ = det(eλ
′
i−i+j)1≤i,j≤m,m ≥ l(λ

′

).

8identificamos α = (α1, ..., αn) com (α1, ..., αn, 0, ..., 0)
9ρm,n foi definido em 1.2
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Demonstração. Da proposição anterior, aα = det(Aα) = det(Hα)det(M),

∀α ∈ Nn. Em particular, det(M) = aδ, pois det(Hδ) = 1. Logo, aα = aδdet(Hα)

ou, equivalentemente, aα = aδ

∑

w∈Sn

ǫ(w)hα−w(δ),∀α ∈ Nn. Tomando α = λ + δ

obtemos aα/aδ = aλ+δ/aδ = sλ = det(Hα) = det(hλi−i+j)1≤i,j≤n.

Por um resultado devido a Aitken [1], temos que det(hλi−µi−i+j)1≤i,j≤n =

det(eλ
′
i−µ

′
i−i+j)1≤i,j≤m, onde l(λ), l(µ) ≤ n e l(λ

′
), l(µ

′
) ≤ m. Então, tomando

µ = ∅, det(eλ
′
i−i+j)1≤i,j≤m = det(hλi−i+j)1≤i,j≤n = sλ.

Como conseqüência deste corolário, obtemos ω(sλ) = sλ
′ ,∀λ ∈ Par e s(n) =

hn, donde s(1n) = ω(s(n)) = ω(hn) = en.

Já temos duas expansões do produto
∏

i,j

(1− xiyj)
−1, a saber:

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

z−1
λ pλ(x)pλ(y) e

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

hλ(x)mλ(y) =
∑

λ

hλ(y)mλ(x).

A seguir temos uma terceira expansão, desta vez em termos de sλ.

Proposição 1.3.17. Temos

n∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ∈Par

sλ(x)sλ(y).

Demonstração. Sejam x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) e δ = (n− 1, n− 2, ..., 1, 0).

Como
n∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

hλ(x)mλ(y) =
∑

α

hα(x)yα (admitindo hr = 0 se r <

0), onde α = (α1, α2, ...) com αi inteiro positivo e
∑

αi < ∞, então, multipli-

cando por aδ(y) =
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(yδ), temos

aδ(y)
n∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

w,α

ǫ(w)hα(x)yα+w(δ),
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Agora, multiplicando por aδ(x) e usando o fato aδ(x)
∑

w∈Sn

ǫ(w)hβ−w(δ)(x) = aβ(x)

(demonstração do corolário anterior), obtemos

aδ(x)aδ(y)
n∏

i,j

(1− xiyj)
−1 = aδ(x)

∑

w,α

ǫ(w)hα(x)yα+w(δ)

= aδ(x)
∑

w,β

ǫ(w)hβ−w(δ)(x)y
β =

∑

β

aβ(x)yβ,

onde β percorre todas as n-uplas de inteiros positivos.

Como aw(β) = ǫ(w)aβ, podemos reescrever esta última soma como
∑

β

aβ(x)yβ =

∑

γ

∑

w

aγ(x)ǫ(w)w(yγ) =
∑

γ

aγ(x)
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(yγ) =
∑

γ

aγ(x)aγ(y), onde γ =

(γ1, γ2, ..., γn), γ1 > γ2 > · · · > γn ≥ 0.

Logo, aδ(x)aδ(y)
n∏

i,j

(1−xiyj)
−1 =

∑

γ

aγ(x)aγ(y) =
∑

λ

aλ+δ(x)aλ+δ(y). Agora,

como aδ 6= 0 e aδ(y) 6= 0, segue que

n∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

sλ(x)sλ(y).

Fazendo n→∞ temos o resultado:

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ

sλ(x)sλ(y).

Observações:

1. Na seção anterior, estabelecemos que duas bases {uλ} e {vλ} de Λ são duais

(ortonormais) se
∑

λ

uλ(x)vλ(x) =
∏

i,j

(1− xiyj)
−1. Então, pela proposição

que acabamos de demonstrar, 〈sλ, sµ〉 = δλµ, ou seja, {sλ : λ ∈ Par} é uma

base ortonormal para Λ.
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2. Da demonstração da Proposição 1.3.8, sabemos que ω

(
∏

i,j

(1− xiyj)
−1

)
=

∏

i,j

(1+xiyj). Então,
∏

i,j

(1+xiyj) = ω

(
∑

λ

sλ(x)sλ(y)

)
=
∑

λ

sλ(x)sλ
′ (y),

onde ω age apenas sobre y = (y1, y2, ...).

Tomando o coeficiente de xµyυ em ambos os lados de
∏

i,j

(1 − xiyj)
−1 =

∑

λ∈Par

sλ(x)sλ(y), temos o seguinte resultado.

Corolário 1.3.8. Sejam µ, υ ⊢ n. Então,

∑

λ⊢n

KλµKλυ = Nµυ = 〈hµ, hυ〉 ,

onde Kλµ e Kλυ denotam Números de Kotska e Nµυ é o número de N-matrizes

A tais que r(A) = µ e c(A) = υ.

A seguir apresentamos a definição clássica da Função de Schur diagonal sλ/µ.

Essa definição é conseqüência natural de algo bem conhecido em álgebra linear:

f ∈ Λ é unicamente determinada pelo produto escalar com sλ, ou seja,

f =
∑

λ

〈f, sλ〉 sλ,

pois {sλ : λ ∈ Par} é uma base ortonormal de Λ.

Definição 1.3.9. Sejam λ, µ ∈ Par. Definimos a função simétrica sλ/µ por

〈
sλ/µ, sυ

〉
= 〈sλ, sµsυ〉 ,∀υ ∈ Par.

sλ/µ é chamada de Função de Schur Diagonal.

Uma definição equivalente de sλ/µ é a seguinte. Se cλµυ são inteiros que satis-

fazem

sµsυ =
∑

λ

cλµυsλ,
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então definimos

sλ/µ =
∑

υ

cλµυsυ.

Os inteiros cλµυ são chamados Coeficientes de Littlewood-Richardson.(10)

A proposição a seguir generaliza o Corolário 1.3.7.

Proposição 1.3.18. Valem as igualdades:

sλ/µ = det(hλi−µj−i+j)1≤i,j≤n, n ≥ l(λ), (11)

sλ/µ = det(eλ
′
i−µ

′
j−i+j)1≤i,j≤m,m ≥ l(λ

′

).

Demonstração. Vamos mostrar a primeira igualdade, pois a segunda se obtém da

primeira analogamente ao que fizemos na demonstração do Corolário 1.3.7.

Sejam x = (x1, x2, ...) e y = (y1, y2, ...). Logo, se cλµυ = 〈sλ, sµsυ〉, então

sµsυ =
∑

λ

cλµυsλ, sλ/µ =
∑

υ

cλµυsυ e

∑

λ

sλ/µ(x)sλ(y) =
∑

λ,υ

cλµυsυ(x)sλ(y) =
∑

υ

sυ(x)sµ(y)sυ(y)

e, então, ∑

λ

sλ/µ(x)sλ(y) = sµ(y)
∑

υ

hυ(x)mυ(y),

pois
∑

υ

hυ(x)mυ(y) =
∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

υ

sυ(x)sυ(y).

Suponhamos agora y = (y1, ..., yn). Então, restringimos as somas acima às

partições λ e υ tais que l(λ), l(υ) ≤ n. Então,

∑

λ

sλ/µ(x)aλ+δ(y) =
∑

υ

hυ(x)mυ(y)aµ+δ(y) =
∑

α∈Nn

hα(x)yαaµ+δ(y)

=
∑

α∈Nn

hα(x)
∑

w∈Sn

yα+w(µ+δ) (sendo hα(x) = 0 se α possui algum αi < 0).

10A referência [8] em seu apêndice traz uma abordagem mais profunda de cλ
µυ e da regra de

Littlewood-Richardson para determiná-los.
11Esta igualdade é conhecida como a Identidade de Jacobi-Trudi
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Extraindo o coeficiente de yλ+δ, nesta última soma obtemos:

sλ/µ =
∑

w∈Sn

ǫ(w)hλ+δ−w(λ+δ) = det
(
hλi−µj−i+j

)
1≤i,j≤n

, n ≥ l(λ).

Corolário 1.3.9. ω(sλ/µ) = sλ
′
/µ

′ .

Muito do que foi abordado até aqui pode ser obtido a partir do Algoritmo

RSK (que veremos no caṕıtulo seguinte) a exemplo do que é feito na Seção

7.12 da referência [8]. Para finalizar esta Seção, vamos mostrar que a definição

clássica das Funções de Schur implica na definição combinatória como hav́ıamos

prometido.

Sejam x = (x1, x2, ...), y = (y1, y2, ...) e z = (z1, z2, ...) três conjuntos de

variáveis independentes. Como sµsυ =
∑

λ

cλµυsλ e sλ/µ =
∑

υ

cλµυsυ, temos

∑

µ

∑

λ

sλ/µ(x)sλ(z)sµ(y) =
∑

µ

∑

λ,υ

cλµυsυ(x)sλ(z)sµ(y) =

=
∑

µ

∑

υ

sυ(x)sµ(z)sυ(z)sµ(y) =
∑

µ

sµ(y)sµ(z)
∑

υ

sυ(x)sυ(z) =

=
∏

j,k

(1− yjzk)
−1
∏

i,k

(1− xizk)
−1 =

∑

λ

sλ(x, y)sλ(z),

onde (x, y) = (x1, y1, x2, y2, ...). Segue que

sλ(x, y) =
∑

µ

sλ/µ(x)sµ(y) =
∑

µ,υ

cλµυsµ(y)sυ(x).

De forma mais geral temos a seguinte proposição.

Proposição 1.3.19. Temos

sλ/µ(x, y) =
∑

υ

sλ/υ(x)sυ/µ(y),

onde a soma é feita sob todas as partições υ tais que λ ⊃ υ ⊃ µ.
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Demonstração. Temos

∑

µ

sλ/µ(x, y)sµ(z) = sλ(x, y, z) =
∑

υ

sλ/υ(x)sυ(y, z) =
∑

µ

∑

υ

sλ/υ(x)sυ/µ(y)sµ(z).

Logo, comparando o coeficiente de sµ(z) na igualdade, temos

sλ/µ(x, y) =
∑

υ

sλ/υ(x)sυ/µ(y).

A fórmula da proposição anterior pode ser generalizada: sejam x(1), ..., x(n) n

conjuntos de variáveis independentes e λ, µ partições, então

sλ/µ(x(1), ..., x(n)) =
∑

(υ)

n∏

i=1

sυ(i)/υ(i−1)(x(i)), (1.2)

cuja soma é feita sob todas as seqüências (υ) = (υ(0), υ(1), ..., υ(n)) de partições

tais que υ(0) = µ, υ(n) = λ e υ(0) ⊂ υ(1) ⊂ · · · ⊂ υ(n).

A Proposição 1.3.18 nos diz que sλ/µ(x) = 0 a menos que λi ≥ µi, isto é, a

menos que λ ⊃ µ, pois se λr < µr, para algum r, temos λi ≤ λr < µr ≤ µj, 1 ≤
j ≤ r ≤ i ≤ n e λi−µj− i+j < 0 e, conseqüentemente, a matriz (hλi−µj−i+j) tem

um bloco (n− r+1)× r cujas entradas são todas 0 e, portanto, seu determinante

é nulo.

Vejamos o resulta igualdade (1.2) quando cada x(i) consiste de uma única

variável xi. Pela discussão do parágrafo acima, para uma única variável x,

sλ/µ(x) = 0 a menos que o diagrama de λ/µ seja uma linha horizontal e, neste

caso, sλ/µ(x) = x|λ/µ|. Assim, cada produto no somatório de (1.2) é um monômio

xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n , onde αi = |υ(i)/υ(i−1)| e, portanto, temos sλ/µ(x1, ..., xn) expresso

como uma soma de monômios xα, um monômio para cada TYSS T de forma λ/µ.

Dáı, obtemos

sλ/µ =
∑

T

xT ,
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como queŕıamos.

1.3.7 Matrizes de Transição

Nesta seção, vamos obter as matrizes de transição entre as bases m = {mλ}, e =

{eλ}, h = {hλ} e s = {sλ} a partir de duas matrizes que veremos a seguir, a

saber, a matriz de transição entre as bases m e s e a matriz J que descrevemos

mais a frente.

As matrizes aqui são indexadas nas linhas e colunas por partições de um inteiro

positivo n. Para tanto, vamos usar a ordem lexicográfica reversa no conjunto

Par(n). Por exemplo, para n = 4, Par(4) = {4, 31, 22, 211, 1111} e uma matriz

(Mλµ) indexada por λ, µ ∈ Par(4), é da forma:




M1111,1111 M1111,211 M1111,22 M1111,31 M1111,4

M211,1111 M211,211 M211,22 M211,31 M211,4

...
...

...
...

...

M4,1111 M4,211 M4,22 M4,31 M4,4




,

pois 4 ≥R 31 ≥R 22 ≥R 211 ≥R 1111.

Lembremos que uma matriz (Mλµ) ∈Mp(n)(Z) indexada por partições de n é

dita triangular superior se Mλµ = 0 a menos que λ ≤R µ, e estritamente unitri-

angular se, além disso, Mλλ = 1. Da mesma forma, define-se matriz estritamente

triangular inferior e estritamente unitriangular inferior.

Seja Un o conjunto das matrizes triangulares (superiores e inferiores) e U
′

n o

das estritamente unitriangulares (superiores e inferiores).

Proposição 1.3.20. Un e U
′

n são grupos com respeito a multiplicação matricial.

Demonstração. Suponhamos M,N ∈ Un. Então (MN)λµ =
∑

υ

MλυNυµ é zero

a menos que exista uma partição υ tal que µ ≥R υ ≥R λ, isto é, a menos que

µ ≥R λ. Pela mesma razão, (MN)λλ = MλλNλλ = 1. Logo, MN ∈ Un.
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Seja M ∈ Un. A igualdade
∑

µ

Mλµxµ = yλ é equivalente a
∑

µ

(M−1)λµyµ =

xλ. Para um λ fixo, a primeira igualdade para yυ, onde υ ≥ λ, envolve apenas xµ

para υ ≤ µ, logo, para µ ≥ λ. Então, o mesmo é válido para a segunda igualdade,

donde (M−1)λµ = 0 a menos que µ ≤ λ. Dáı, M−1 ∈ Un.

A demonstração para U
′

n é análoga.

Vamos denotar por J a matriz transposição dada por

Jλµ =

{
1, se λ

′
= µ

0, caso contrário.

Por exemplo, se n = 3, então Par(3) = {3, 21, 111}, 3 >R 21 >R 111 e

J =





0 0 1

0 1 0

1 0 0



 .

Notemos que a matriz J é sempre simétrica, pois λ
′
= µ se, e somente se, λ = µ

′
.

Proposição 1.3.21. M é triangular superior (respectivamente unitriangular su-

perior) se, e somente se, JMJ é triangular inferior (respectivamente unitriangu-

lar inferior).

Demonstração. Se N = JMJ , então Nλµ = Mλ
′
µ
′ . Como µ

′ ≥R λ
′
se, e somente

se, λ ≥R µ, então o resultado segue.

Se u = {uλ} e v = {vλ} são bases de Λn, cada qual indexada por partições de

n, denotamos por M(u, v) a matriz (Mλµ) dos coeficientes de:

uλ =
∑

µ

Mλµvµ;

Essa é uma matriz não-singular com entradas inteiras.
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Definição 1.3.10. M(u, v) é chamada de matriz de transição da base u para a

base v.

A seguir, temos quatro propriedades de M(u, v) que nos serão úteis. Sejam

u = {uλ}, v = {vλ} e w = {wλ} bases de Λn. Então:

(a) M(u, v)M(v, w) = M(u,w);

(b) M(u, v) = M(v, u)−1.

Se u
′
= {uλ} e v

′
= {vλ} são bases duais a u e v, respectivamente, então:

(c) M(u
′
, v

′
) = M(v, u)t = M(u, v)∗, onde * denota a transposta inversa.;

(d) M(ωu, ωv) = M(u, v), ω : Λ −→ Λ é a involução definida em 1.3.3.

As igualdades (a) e (b) e em (c) decorrem da álgebra linear enquanto que (d)

é uma conseqüência de: ω (uλ) = ω(
∑

µ

Mλµvµ) =
∑

µ

Mλµω(vµ).

Seja K = M(s,m). Consideremos as bases de Λ: m = {mλ}, e = {eλ},
h = {hλ} e s = {sλ}. Vamos mostrar que todas as matrizes de transição entre

qualquer par destas bases é obtida a partir de J e K.

Como 〈mλ, hλ〉 = δλµ e 〈sλ, sµ〉 = δλµ, m e h são duais e s é auto-dual. Logo,

M(s, h) = K∗, pela parte (c) da observação.

Em vista da propriedade (d) da observação acima, temos

M(s, e) = M(ω(s), ω(e)) = M(ω(s), h) = M(ω(s), s)M(s, h) = JK∗,

pois em vista do Corolário 1.3.9 temos que J = M(ω(s), s).

Observemos que
∑

υ

JλµJυµ = 1 se, e somente se, λ
′
= µ.

Utilizando (a) e (b) da observação obtemos as demais matrizes. A tabela a

seguir nos dá as respectivas matrizes de transição:
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e h m s

e I KtJK∗ KtJK KtJ

h KtJK∗ I KtK Kt

m K−1JK∗ K−1K∗ I K−1

s JK∗ K∗ K I

Lembremos que K = (Kλµ) é uma matriz triangular superior, onde Kλµ é

o Número de Kostka, conforme Definição 1.3.7. Assim, considerando a tabela

acima, finalizamos esta seção com as seguintes observações:

1. M(s, h) e M(h, s) são do tipo unitriangular inferior;

2. M(s,m) e M(m, s) são do tipo unitriangular superior;

3. M(e,m) é simétrica;

4. M(h,m) é simétrica;

5. M(e, h) = M(h, e);

6. M(h, s) = M(s,m)t.

1.3.8 A Regra de Murnaghan-Nakayama

Até agora, temos expressado as Funções de Schur em termos de mλ, hλ e eλ.

Nesta seção, vamos considerar pλ. Começamos com algumas definições.

Definição 1.3.11. Sejam λ, µ ∈ Par com µ ⊂ λ. Dizemos que o diagrama de

Young de λ/µ é conexo se seu interior, visto como a união dos quadrados sólidos

que o constituem, for conexo.

Exemplo: λ/µ = 21/1 não é conexo, pois seu diagrama é:
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Definição 1.3.12. Uma faixa com fronteira é um diagrama de Young conexo no

qual não aparecem quatro quadrados com um vértice em comum.

Exemplo: λ/µ = 86554/5443 é uma faixa com fronteira, pois:

Notemos que dados inteiros a1, ..., ak, existe uma única faixa com fronteira λ/µ

(a menos de transformações) com ai quadrados na linha i, isto é, ai = λi − µi.

Logo, o número de faixas com fronteira de tamanho n (a menos de transformações)

é 2n−1, que é o número de composições de n. De fato: se k inteiros aparecem na

composição de α, chamamos α uma k-composição. Se a1 + a2 + · · · + ak é uma

k-composição α de n definimos um subconjunto θ(α) de [n− 1] = {1, 2, ..., n− 1}
com k− 1 elementos por θ(α) = {a1, a1 + a2, ..., a1 + a2 + · · ·+ ak−1}. Isso nos dá

uma bijeção entre todas as k-composições de n e os subconjuntos de [n− 1] com

k − 1 elementos. Logo, existem
(

n−1
k−1

)
k-composições de n. Dáı,

|Comp(n)| =
n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
=

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
= (1 + 1)n−1 = 2n−1.

Dada uma faixa com fronteira B, chamamos o número de linhas de B menos

1 de altura de B e denotamos por alt(B).

De posse dessas definições e observações, temos um teorema que relaciona

faixas com fronteira e funções simétricas.
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Teorema 1.3.5. Para qualquer µ ∈ Par e r ∈ N temos

sµpr =
∑

λ

(−1)alt(λ/µ)sλ, (1.3)

onde λ percorre o conjunto de todas as partições λ ⊃ µ para as quais λ/µ é uma

faixa com fronteira de tamanho r.

Demonstração. Sejam n ≥ l(µ) e δ = (n − 1, n − 2, ..., 0) e consideremos to-

das as funções desta demonstração nas variáveis x1, ..., xn. Na igualdade aα =

aα(x1, ..., xn) =
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(xα) coloquemos α = µ + δ e multiplicamos por

pr =
n∑

j=1

xr
j . Obtemos com isso,

aµ+δpr =
∑

w∈Sn

ǫ(w)w(xµ+δ)
n∑

j=1

xr
j =

n∑

j=1

∑

w∈Sn

ǫ(w)w(xµ+δ)xr
j =

n∑

j=1

aµ+δ+rγj
,(1.4)

onde γj é a seqüência com 1 na j-ésima posição e 0 nas demais.

Colocamos a seqüência µ + δ + rγj em ordem não-crescente. Se a seqüência

resultante tem dois termos iguais, então estes termos contribuirão com 0 para

a igualdade (1.4). Caso não possua dois termos iguais, existirão p ≤ q para os

quais:

µp−1 + n− p+ 1 > µq + n− q + r > µp + n− p,

e neste caso, aµ+δ+rγj
= (−1)q−paλ+δ, onde λ é a partição λ = (µ1, ..., µp−1, µq +

p− q + r, µp + 1, ..., µq−1 + 1, µq+1, ..., µn).

Tal partição é exatamente aquela para a qual λ/µ é uma faixa com fronteira

B de tamanho r e alt(B) = q − p. Logo,

aµ+δpr =
∑

r

(−1)alt(λ/µ)aλ+δ.

Agora, dividindo por aδ e fazendo n→∞ obtemos (1.3).
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A seguir, temos dois exemplos de como adicionar faixas com fronteira a alguma

partição dada.

Exemplos:

(a) Seja µ = 63321. Uma faixa com fronteira de tamanho 3 pode ser adi-

cionada a µ das seguintes maneiras:

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

∗ ∗

∗

∗

∗

Logo, s63321p3 = s93321 + s66321 − s65421 − s63333 − s633222 + s63321111.

(b) Seja δ = (n− 1, n− 2, ..., 0). Existem apenas duas faixas com fronteira de

tamanho 2 que podem ser adicionadas a δ e, então:

sδp2 = s(n+1,n−2,n−3,...,1) − s(n−1,n−2,...,2,1,1,1).

A seguir, temos uma definição que relacionando tabelas (TYSS) e faixas com

fronteira.

Definição 1.3.13. Seja α = (α1, α2, ...) uma composição de n. Definimos uma

TYSS faixa com fronteira de forma λ/µ (sendo |λ/µ| = n) e tipo α como o

resultado da inserção de inteiros positivos no diagrama de λ/µ de modo que:
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(a) cada linha e coluna é não-decrescente;

(b) o inteiro i aparece αi vezes;

(c) o conjunto dos quadrados ocupados por i forma uma faixa com fronteira.

Exemplo: O diagrama abaixo é uma tabela faixa com fronteira de forma 7555

e tipo (5, 2, 3, 0, 5, 7).

1 1 1 1 6 6 6

1 2 2 5 6

3 3 5 5 6

3 5 5 6 6

Definimos também a altura da TYSS faixa com fronteira T como

alt(T ) = alt(B1) + · · ·+ alt(Bk),

onde B1, ..., Bk são as faixas com fronteira que aparecem em T .

No exemplo acima, alt(T ) = 1 + 0 + 1 + 2 + 3 = 7.

Se, no Teorema 1.3.5, multiplicarmos sµ por pα1 , pα2 , ..., então vamos obter o

seguinte resultado.

Teorema 1.3.6. Temos

sµpα =
∑

λ

X λ/µ(α)sλ,

onde X λ/µ(α) =
∑

T

(−1)alt(T ), soma feita sobre todas as TYSS faixa com fronteira

de forma λ/µ e tipo α.

Agora, podemos expressar sλ/µ em termos das funções simétricas soma de

potências. É disso que se ocupa o corolário abaixo cujo resultado é conhecido

como a Regra de Murnaghan-Nakayama.

Corolário 1.3.10. Temos

sλ/µ =
∑

υ

z−1
υ X λ/µ(υ)pυ.
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Demonstração. Do Teorema 1.3.6, temos que X λ/µ(υ) = 〈sµpυ, sλ〉 =
〈
pυ, sλ/µ

〉
e,

pela Proposição 1.3.11, 〈pυ, pµ〉 = zυδυµ. Logo, como

〈
∑

γ

z−1
γ X λ/µ(γ)pγ, pυ

〉
=

∑

γ

z−1
γ X λ/µ(γ) 〈pγ, pυ〉 = X λ/µ(υ) =

〈
sλ/µ, pυ

〉
, o resultado segue.

A seguir temos um outro corolário do Teorema 1.3.6 obtido tomando µ = ∅
no Teorema 1.3.5.

Corolário 1.3.11. Temos:

pα =
∑

λ

X λ(α)sλ.

A proposição seguinte nos mostra que as propriedades de ortogonalidade das

bases {sλ} e {pλ} implicam em relações de ortogonalidade para os coeficientes

X λ(µ).

Proposição 1.3.22. Para µ e λ fixos, temos:

(a)
∑

λ

X λ(µ)X λ(υ) = zµδµυ

(b)
∑

υ

z−1
υ X λ(υ)X µ(υ) = δλµ

Demonstração. (a) Pelo Corolário 1.3.11, pµ =
∑

λ

X λ(µ)sλ e pυ =
∑

γ

X γ(υ)sγ.

Logo,

zµδµυ = 〈pµ, pυ〉 =

〈
∑

λ

X λ(µ)sλ,
∑

γ

X γ(υ)sγ

〉
=

∑

λ,γ

X λ(µ)X γ(υ) 〈sλ, sγ〉 =
∑

λ

X λ(µ)X λ(υ).

(b) Pelo Colorário 1.3.10, sλ =
∑

υ

z−1
υ X λ(υ)pυ e sµ =

∑

γ

z−1
γ X µ(γ)pγ. Logo,

δλµ = 〈sµ, sλ〉 =
∑

υ,γ

z−1
υ z−1

γ X λ(υ)X µ(γ) 〈pγ, pυ〉 =

∑

υ,γ

z−1
υ z−1

γ X λ(υ)X µ(γ)zγδγυ =
∑

υ

z−1
υ X λ(υ)X λ(υ).
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Finalizamos esta seção com uma consideração sobre o coeficiente X λ(υ) que

será melhor estudado no próximo caṕıtulo.

Os coeficientes X λ(υ) para λ, υ ⊢ n tem uma interpretação algébrica impor-

tante. Eles são os caracteres irredut́ıveis do grupo simétrico Sn, ou seja, os carac-

teres irredut́ıveis X λ de Sn são indexados de uma maneira natural por partições

λ ⊢ n e X λ(υ) é o valor de X λ num elemento w ∈ Sn de tipo ćıclico υ.(12)

Assim, a Proposição 1.3.22 estabelece as relações de ortogonalidade satisfeitas

pelos caracteres irredut́ıveis de Sn.

1.3.9 Funções Quase-simétricas

Nesta seção estamos interessados em expandir sλ em termos não de uma base de

Λ, mas de uma base do espaço Q das funções quase-simétricas que vamos definir

abaixo. Esta expansão tem muitas aplicações em combinatória.

Definição 1.3.14. Uma função quase-simétrica nas variáveis x1, x2, ... com co-

eficientes em Q, é uma série de potências f = f(x) ∈ Q[[x1, x2, ...]] de grau

limitado tal que para quaisquer a1, ..., ak inteiros positivos temos

[xa1
i1
· · ·xak

ik
]f = [xa1

j1
· · ·xak

jk
]f,

sempre que i1 < · · · < ik e j1 < · · · < jk, onde [xα]f é o coeficiente de xα em f .

Por exemplo, a função f(x1, x2, ...) =
∑

i<j<k

xixjxk é quase-simétrica. Observe-

mos que toda função simétrica é quase-simétrica, mas o contrário não é verdade:∑

i<j

x2
ixj é quase-simétrica mas não é simétrica.

12isto será verificado mais adiante.
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Denotamos porQn o conjunto de todas as funções quase-simétricas homogêneas

de grau n.(13) É claro que Qn é um espaço vetorial sobre Q.

Seja Comp(n) o conjunto das composições de n. Para α = (α1, ..., αk) ∈
Comp(n) definimos a função quase-simétrica monomial Mα por:

Mα =
∑

i1<···<ik

xα1
i1
· · ·xαk

ik
.

Se f ∈ Qn, então f =
∑

α∈Comp(n)

([xα1
1 · · ·xαk

k ]f)Mα, pois cada monômio xα em

f tem o mesmo coeficiente [xα1
1 · · ·xαk

k ]f . Logo, {Mα : α ∈ Comp(n)} é uma base

para Qn e dimQn = |Comp(n)| = 2n−1.

Sejam f ∈ Qm e g ∈ Qn. Se α = (α1, ..., αk) ∈ Comp(n) e β = (β1, ..., βl) ∈
Comp(m), então α+β = (α1, ..., αk, β1, ..., βl) ∈ Comp(m+n) e [xα1

i1
· · ·xαk

ik
xβ1

j1
· · ·xβl

jl
]fg =

[xα1
r1
· · ·xαk

rk
xβ1

s1
· · ·xβl

sl
]fg, pois [xα1

i1
· · ·xαk

ik
]f = [xα1

r1
· · ·xαk

rk
]f e [xβ1

j1
· · ·xβl

jl
]g = [xβ1

s1
· · ·xβl

sl
]g.

Dáı resulta que fg ∈ Qm+n e, então, Q = Q0 ⊕ Q1 ⊕ · · · é chamada de álgebra

(ou anel) das funções quase-simétricas sobre Q.

Antes de prosseguir, façamos algumas considerações sobre as composições α =

(α1, ..., αk) de n. Vimos anteriormente que podemos estabelecer uma bijeção

entre as composições α de n e subconjuntos de [n − 1]. Associamos o conjunto

Sα = {α1, α1 + α2, ..., α1 + · · · + αk−1} com a composição α e a composição

co(S) = (s1, s2 − s1, s3 − s2, ..., n − sk−1) com o conjunto S = {s1, s2, ..., sk−1},
sendo si < sj se i < j e si ∈ [n − 1]. Logo, co(Sα) = (α1, α2, ..., αk−1, αk) = α e

Sco(S) = (s1, s2, ..., sk−1) = S.

A partir dessas considerações, podemos definir um outro conjunto de funções

quase-simétricas: para α ∈ Comp(n), definimos a função quase-simétrica funda-

mental por

Lα =
∑

i1≤···≤in
ij<ij+1 se j∈Sα

xi1xi2 · · ·xin .

13o termo homogênea refere-se novamente aos monômios
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A proposição a seguir mostra que {Lα : α ∈ Comp(n)} também é uma base

para Qn.

Proposição 1.3.23. Para α ∈ Comp(n) temos

Lα =
∑

Sα⊆T⊆[n−1]

Mco(T );

Mα =
∑

Sα⊆T⊆[n−1]

(−1)|T−Sα|Lco(T ).

Conseqüentemente, {Lα : α ∈ Comp(n)} é uma base para Qn.

Demonstração. Notemos que xα1
i1
xα2

i2
· · ·xαk−1

ik−1
x

n−(α1+···+αk−1)
ik

,∀i1 < · · · < ik aparece

em Lα: basta tomar xi1 = xi2 = · · · = xiα1
, xiα1+1 = · · · = xiα1+α2

, ..., xiα1+···αk−2+1 =

· · · = xiα1+···+αk−1
e xiα1+···+αk−1+1 = · · · = xin−(α1+···+αk−1)

. Logo, agrupando estes

monômios obtemos Mα. Por outro lado, Mα = Mco(Sα).

Observemos que os monômios acima são aqueles que possuem a menor quan-

tidade de variáveis em Lα. Olhemos agora para os monômios que possuem k + 1

variáveis cujo grau da “nova” variável é t. Há três possibilidades para t:

• t < α1

• α1 + · · ·+ αi < t < α1 + · · ·+ αi+1 para algum i

• t > α1 + · · ·+ αk−1

Por exemplo, supondo t < α1 em Lα e agrupando o monômios do forma

xt
i1
xα1−t

i2
xα2

i3
· · ·xαk−1

ik
x

n−(α1+···+αk−1)
ik+1

, i1 < · · · < ik−1. A soma de todos estes

monômios resulta em M(t,α1−t,α2,...,αk−1,n−(α1+···+αk−1)).

Por outro lado, tomando T = {t, α1, α1 + α2, ..., αk−1, n− (α1 + · · ·+ αk−1)}.
A igualdade Mα =

∑

Sα⊆T⊆[n−1]

(−1)|T−Sα|Lco(T ), decorre do Teorema 2.1.1 da

referência [1].
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A proposição a seguir estabelece as condições sob as quais uma função quase-

simétrica é uma função simétrica.

Proposição 1.3.24. Seja f =
∑

α∈Comp(n)

cαMα ∈ Qn. Então, f ∈ Λn se, e

somente se, para quaisquer α, β ∈ Comp(n) com as mesmas entradas (ou seja, α

e β são formadas pelos mesmos números), tivermos cα = cβ.

Demonstração. Seja Rn o subespaço de Qn que consiste de todas

f =
∑

α∈Comp(n)

cαMα que satisfazem as condições do enunciado, ou seja, tais que

cα = cβ se α e β são composições de n com entradas iguais.

Seja λ ⊢ n. Definimos Rλ =
∑

α

Mα, onde α percorre todas as permutações

distintas das entradas de λ. Logo, {Rλ : λ ⊢ n} é uma base para Rn. Dáı,

dimRn = p(n) que é o número de partições de n. Por outro lado, Rλ = mλ ∈ Λn,

donde Rn ⊆ Λn. Como dimΛn = p(n) = dimRn, então Rn = Λn.

De agora em diante até o final desta seção, vamos considerar a conexão en-

tre funções quase-simétricas e a teoria das P -partições.(14) Como conseqüência,

apresentamos sλ/µ em termos de funções quase-simétricas.

Se X é um conjunto finito e f : X −→ N ∪ {0}, vamos denotar xf por:

xf =
∏

t∈X

xf(t) =
∏

i≥1

x|f
−1(i)|.

Definição 1.3.15. Sejam π = π1 · · ·πn ∈ Sn, C uma cadeia (um conjunto total-

mente ordenado) e f : [n] −→ C. Dizemos que f é π-inversamente-compat́ıvel

se:

f(π1) ≤ f(π2) ≤ · · · ≤ f(πn)

f(πi) < f(πi+1) se πi > πi+1.

14Para uma melhor compreensão sobre P -partições sugerimos a referência [7].
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Lema 1.3.3. Sejam π ∈ Sn e Sr
π o conjunto de todas as funções π-inversamente-

compat́ıveis f : [n] −→ N. Então,

∑

f∈Sr
π

xf = Lco(π)(x).

Demonstração. Conseqüência imediata da comparação entre as definições de Lα

e π-inversamente-compat́ıvel.

Seja P um conjunto parcialmente ordenado com n elementos. Uma aplicação

σ : P −→ N preserva ordem se, para i ≤ j, σ(i) ≤ σ(j) e inverte ordem se

σ(i) ≥ σ(j). Com isso, lembremos a seguinte definição.

Definição 1.3.16. (a) Uma P -partição de n é uma aplicação σ : P −→ N que

inverte a ordem tal que
∑

i∈P

σ(i) = n.

(b)Uma P -partição inversa de n é uma aplicação σ : P −→ N que preserva

ordem tal que
∑

i∈P

σ(i) = n.

Se Ar(P ) denota o conjunto das P -partições inversas, definimos uma outra

função quase-simétrica por:

KP (x) =
∑

σ∈Ar(P )

xσ.

Essa função de fato é quase-simétrica, pois se xi1 · · ·xik e xj1 · · ·xjk
são monômios

que aparecem em KP (x), então tomando σ : P −→ N tal que σ(iα) = jα, temos

xj1 · · ·xjk
= xσ(i1) · · ·xσ(ik), donde xi1 · · ·xik e xj1 · · ·xjk

têm o mesmo coeficiente

em KP (x).

Notemos que para cada α = (α1, α2, ...) ∈ Comp(n), KP (x) nos dá o número

de P -partições inversas com αi partes iguais a i (contando as σ ∈ Ar(P ) tais que

xσ = xα).

Até aqui, consideramos P munido com a relação de ordem parcial natural (se

i ≤ j em P , então i ≤ j em Z). De uma manira mais geral, definimos uma bijeção
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θ : P −→ [n] e, assim, podemos pensar em P com a ordem parcial de [n] pela

identificação de t ∈ P com θ(t) ∈ [n]. Isto é conveniente ao que vamos fazer de

agora em diante porque evitamos trabalhar em [n] com duas ordens deferentes.

Com isso temos a seguinte definição.

Definição 1.3.17. Uma (P, θ)-partição inversa é uma aplicação σ : P −→ N tal

que:

(i) se s ≤ t em P , então σ(s) ≤ σ(t) (σ preserva ordem);

(ii) se s < t em P e θ(s) > θ(t), então σ(s) < σ(t).

Notemos que se θ preserva ordem, então uma (P, θ)-partição inversa é uma P -

partição inversa. Por outro lado, se θ inverte a ordem, então uma (P, θ)-partição

inversa σ : P −→ N é uma P -partição inversa estrita (ou seja, se i < j em P

então σ(i) < σ(j) em N).

A seguir apresentamos um teorema do qual decorre um corolário que vai aju-

dar a expressar sλ/µ em termos de funções quase-simétricas. Antes de enunciá-lo,

vamos definir um conjunto importante: seja L(P, θ) o conjunto de todas as per-

mutações π = π1 · · ·πn ∈ Sn tais que ω : P −→ [n] definida por ω(θ−1(πi)) = i é

uma extensão linear de P .(15)

Exemplo: se (P, θ) é dada por

3

1 4

5 2

>>>>>>>

então, θ−1(3) > θ−1(1) > θ−1(5), θ−1(2) < θ−1(4), θ−1(2) < θ−1(1) < θ−1(3).

15Lembremos: se |P | = n, uma extensão linear de P é uma bijeção σ : P −→ n que preserva

ordem, onde n é o conjunto [n] munido com a relação de ordem usual em N (que é uma relação

de ordem total).
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Logo, L(P, θ) = {52143, 52413, 25143, 25413, 24513, 52134, 25134}, o que pode ser

conferido na tabela seguinte:

52143 52413 25143 25413 24513 52134 25134

ω(θ−1(5)) 1 1 2 2 3 1 2

ω(θ−1(2)) 2 2 1 1 1 2 1

ω(θ−1(1)) 3 4 3 4 4 3 3

ω(θ−1(4)) 4 3 4 3 2 5 5

ω(θ−1(3)) 5 5 5 5 5 4 4

Teorema 1.3.7. Seja Ar(P, θ) o conjunto de todas as (P, θ)-partições inversas.

Então:

Ar(P, θ) =
⋃̇

π∈L(P,θ)

Sr
π.(

16)

Demonstração. Se π ∈ L(P, θ), então qualquer função π-inversamente compat́ıvel

σ : P −→ N é uma (P, θ)-partição inversa, pois σ(π1) ≤ σ(π2) ≤ · · · ≤ σ(πn)

e σ(πi) < σ(πi+1) se πi > πi+1, donde olhando para πi como imagem por θ de

algum elemento de P , temos

(i) se πi ≤ πi+1, então σ(πi) ≤ σ(πi+1);

(ii) se πi > πi+1, então σ(πi) < σ(πi+1).

Resulta, pois, que
⋃̇

π∈L(P,θ)

Sr
π ⊆ Ar(P, θ). Por outro lado, se π /∈ L(P, θ),

então existem i < j tais que θ−1(πi) > θ−1(πj). Então, para algum i ≤ k < j

temos θ−1(πk) > θ−1(πk+1), donde fazendo a identificação de t ∈ P com θ(t),

temos πk > πk+1. Se σ : P −→ N é uma função π-inversamente compat́ıvel,

então σ(πi) ≤ · · · ≤ σ(πk) < σ(πk+1) ≤ · · · ≤ σ(πj). Logo, σ /∈ Ar(P, θ), pois

θ−1(πk+1) < θ−1(πk) em P , θ (θ−1(πk+1)) > θ (θ−1(πk)), mas σ(πk+1) > σ(πk).

Isso nos mostra que Ar(P, θ) ⊆
⋃̇

π∈L(P,θ)

Sr
π.

16 ˙⋃ representa união disjunta.

63



De maneira análoga à definição de Kρ(x), definimos Kρ,θ(x) =
∑

σ∈Ar(P,θ)

xσ e

verifica-se que Kρ,θ(x) é uma função quase-simétrica.

Corolário 1.3.12. Temos

Kρ,θ =
∑

π∈Lr(P,θ)

Lco(π).

Demonstração. Pelo Lema 1.3.3, Lco(π)(x) =
∑

f∈Sr
π

xf . Logo, fazendo B =
⋃̇

π∈L(P,θ)

Sr
π,

segue que

Kρ,θ(x) =
∑

σ∈Ar(P,θ)

xσ =
∑

σ∈B

xσ =
∑

π∈L(P,θ)

∑

σ∈Sr
π

xσ =
∑

π∈L(P,θ)

Lco(π)(x).

Definimos agora Pλ/µ como sendo o conjunto cujos elementos são os quadrados

(i, j) do diagrama de λ/µ, com |λ/µ| = n, parcialmente ordenados componente

a componente. Definimos também θλ/µ : Pλ/µ −→ [n] da seguinte maneira:

considerando o diagrama de λ/µ e supondo que suas entradas em cada coluna

j são αij, ..., αkjj, identificamos essas entradas com os números 1, ..., n fazendo

α11 = 1, α21 = 2, ..., αk11 = k1, α12 = k1 + 1, α22 = k1 + 2, ..., αk22 = k1 + k2, α13 =

k1 + k2 + 1, ..., αkll = k1 + · · · + kl, sendo l o número de colunas; em seguida

ordenamos o conjunto {α11, ..., αkll} de modo a preservar a ordem parcial de

Pλ/µ.

Por exemplo: λ/µ = 5331/2. Abaixo temos o diagrama de λ/µ e o diagrama

que mostra a ordem parcial obtida para {α11, ..., αkll} = [n]:

8 9 10

3 5 7

2 4 6

1
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10 6

9
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7
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4
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1

8

>>>>>>>
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5
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>>>>>>>

2

�������

>>>>>>>

3

�������

>>>>>>>

Notemos que a partir da definição de θλ/µ temos estabelecido uma bijeção

entre as (Pλ/µ, θλ/µ)-partições inversas e as TYSS. Logo,

sλ/µ = KPλ/µ,θλ/µ
=

∑

π∈L(Pλ/µ,θλ/µ)

Lco(π).

Assim, obtemos a expressão de sλ/µ em termos das funções quase-simétricas

fundamentais. Vamos procurar agora expressar sλ/µ não em termos de L(Pλ/µ, θλ/µ),

mas de TYS de forma λ/µ.

É claro que uma extensão linear ω : Pλ/µ −→ [n] corresponde a um TYS Tω

de forma λ/µ. Por outro lado, já sabemos que ω corresponde a uma permutação

πω ∈ L(Pλ/µ, θλ/µ).

Definição 1.3.18. Um descendente de uma TYS T é um conjunto formado por

inteiros i (que aparecem em T ) tais que i + 1 aparece em T numa linha infe-

rior à aquela na qual i aparece. Denotamos por D(T ) o conjunto de todos os

descendentes de T .

Exemplo: para o TYS T

2 8

1 4 5 10

3 6 9

7
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temos D(T ) = {2, 5, 6, 8}. A seguir apresentamos um lema do qual decorre o

resultado que estamos esperando: sλ/µ em termos de TYS da forma λ/µ.

Lema 1.3.4. Seja ω : Pλ/µ −→ [n] uma extensão linear. Então D(Tω) =

D(πω).(17)

Demonstração. Sejam 1 ≤ i ≤ n − 1 e s = (a, b) o quadrado de Tω que contém

i. O quadrado de Tω, s
′
= (a

′
, b

′
), que contém i + 1 satisfaz uma das seguintes

possibilidades:

(a) a
′ ≤ a e b

′
> b;

(b) a
′
> a e b

′ ≤ b;

No caso (a), i /∈ D(Tω) e θλ/µ(s
′
) > θλ/µ(s), donde i /∈ D(πω), pois se

πω = a1 · · · an e se tivéssemos i ∈ D(πω), então ai > ai+1 e i = ω
(
θ−1

λ/µ(ai)
)
>

ω
(
θ−1

λ/µ(ai+1)
)

= i+ 1, absurdo.

No caso (b), i ∈ D(Tω) e θλ/µ(s
′
) < θλ/µ(s), donde i /∈ D(πω), pois se

tivéssemos i /∈ D(πω), então ai+1 > ai e, portanto, i + 1 = ω
(
θ−1

λ/µ(ai+1)
)
<

ω
(
θ−1

λ/µ(ai)
)

= i, um absurdo.

Combinando esse lema com o Corolário 1.3.12, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.8. Temos

sλ/µ =
∑

T

Lco(T ),

onde T percorre todos as TYS de forma λ/µ.

Exemplo: os cinco TYS de forma λ/µ = 32/1, com os descendentes em negrito

são:

1 4 1 2 2 4 2 3 1 3

2 3 3 4 1 3 1 4 2 4

então s32/1 = L13 + 2L22 + L31 + L121.

17D(πω) = {i : ai > ai+1}, sendo πω = (a1, ..., an) ∈ Sn.
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Caṕıtulo 2

Funções Simétricas em

Combinatória

Neste caṕıtulo, como sugere seu t́ıtulo, vamos abordar algumas das aplicações

de funções simétricas em combinatória (enumerativa). Apresentamos, na seção

seguinte, o conceito de especialização e alguns exemplos. São ferramentas que

nos serão úteis mais adiante.

Na seção 2.2, apresentamos o algoritmo RSK que será empregado em quase

tudo o que vamos fazer nas demais seções (exceto na Seção 2.3). Também nesta

seção, vamos reapresentar alguns resultados, já estabelecidos no caṕıtulo anterior,

por meio do referido algoritmo.

Podemos aplicar as funções simétricas no estudo dos caracteres do grupo

simétrico Sn e é disto que se ocupa a Seção 2.3. Vamos apresentar alguns re-

sultados bastante conhecidos da representação de grupos, ou melhor, do estudo

dos caracteres destas representações, via funções simétricas.

Na Seção 2.4, abordamos as partições planas a partir do que fizemos até o

momento; enquanto que na Seção 2.5, estamos interessados em enumerar, via

funções simétricas, certos tipos de permutações.
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A última seção deste caṕıtulo traz uma reformulação de alguns resultados

básicos da, assim chamada, Teoria de Pólya (enumeração sob a ação de grupos)

via funções simétricas.

2.1 Especializações

Em algumas aplicações, precisamos apenas de informações parciais sobre uma

função simétrica f , como um coeficiente ou valor num ponto. Conseguimos isso

via especializações que definimos a seguir.

Definição 2.1.1. Seja R uma Q-álgebra comutativa com unidade. Uma espe-

cialização do anel Λ é um homomorfismo ϕ : Λ −→ R.

Talvez o exemplo mais comum de um tal homomorfismo seja aquele que faz

a substituição de xi por ai ∈ R, quando essa substituição estiver bem-definida, é

claro.

Seja Λn o conjunto das f ∈ Q[x1, ..., xn] tal que f é simétrica. Definimos

rn : Λ −→ Λn por rn(f) = f(x1, ..., xn, 0, 0, ...). Esta especialização é chamada

redução do número de variáveis. A proposição a seguir estuda o comportamento

das bases {mλ}, {pλ}, {eλ}, {hλ} e da involução ω sob rn.

Proposição 2.1.1. Seja Parn = {λ ∈ Par : l(λ) ≤ n}. Então:

(a) os conjuntos {rn(mλ) : λ ∈ Parn}, {rn(pλ) : λ
′ ∈ Parn}, {rn(hλ) : λ

′ ∈
Parn} e {rn(eλ) : λ

′ ∈ Parn} são bases de Λn sobre Q. Além disso, se λ /∈ Parn,

então rn(mλ) = rn(eλ
′ ) = 0.

(b) em Λn, fazendo a identificação de f ∈ Λ com rn(f) e definindo ωn : Λn −→
Λn por ωn(eλ) = hλ para λ

′ ∈ Parn, então ωn é um automorfismo, uma involução

e ωn(pλ) = ǫλpλ, para λ
′ ∈ Parn.

Demonstração. (a) Já sabemos que {mλ : λ ⊢ n} é linearmente independente.

Por outro lado, se f ∈ Λn, então para cada monômio xα1
1 · · ·xαn

n de f , temos
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que
∑

σ∈Sn

x
σ(α1)
1 · · ·xσ(αn)

n também aparece em f . Mas rn(mλ) = rn

(
∑

β

xβ

)
=

∑

(β1,...,βn)

xβ1

1 · · ·xβn
n , onde β = (β1, ..., βn) percorre as permutações de λ, pois l(λ) ≤

n. Logo, f =
∑

λ∈Parn

aλrn(mλ), onde aλ ∈ Q. Segue que {rn(mλ) : λ ∈ Parn} é

uma base para Λn sobre Q.

Sejam λ
′ ∈ Parn e m ∈ N tais que λ ⊢ m. Pela Proposição 1.3.1, temos

eλ =
∑

µ⊢m

Mλµmµ, donde rn(eλ) =
∑

µ⊢m

Mλµrn(mµ) =
∑

λ
′
≥µ⊢m

Mλµrn(mµ), pois

Mλµ = 0, exceto quando λ
′ ≥ µ e, neste caso, rn(mµ) 6= 0, pois l(µ) ≤ l(λ

′
) ≤

n. Logo, a matriz (Mλµ) tal que λ
′ ∈ Parn continua com a propriedade de

ser triangular superior com 1 nas entradas da diagonal principal(1) e, portanto,

{rn(eλ) : λ
′ ∈ Parn} é uma base de Λn.

Como vimos anteriormente, pλ =
∑

µ⊢n

Rλµmµ, sendo Rλµ = 0 a menos que

λ ≤ µ, enquanto Rλλ =
∏

i

mi(λ)!. Assim, por considerações análogas àquelas

feitas no parágrafo anterior, podemos mostrar que {rn(pλ) : λ
′ ∈ Parn} é uma

base de Λn sobre Q.

Lembremos que em =
∑

i1<···<im

xi1 · · ·xim e que ω(em) = hm. Logo,

rn(em) =






∑

1≤i1<···<im≤n

xi1 · · ·xim , se m ≤ n

0, se m > n

ω(rn(em)) =






∑

1≤i1≤···≤im≤n

xi1 · · ·xim , se m ≤ n

0, se m > n

1ver demonstração do Teorema 1.3.2
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Além disso,

rn(ω(em)) = rn(hm) =






∑

1≤i1≤···≤im≤n

xi1 · · ·xim , se m ≤ n

0, se m > n

Temos, pois, rn(hm) = rn(ω(em)) = ω(rn(em)). Logo, rn(hλ) = rn(ω(eλ)) =

ω(rn(eλ)) e, portanto, {rn(hλ) : λ
′ ∈ Parn} é uma base de Λn, pois ω : Λ −→ Λ

é automorfismo.

(b) Basta considerar a restrição de ω : Λ −→ Λ a Λn, ou seja, ωn = ω|Λn .

Fazemos isto escrevendo

ωn(rn(em)) = ω(em(x1, ..., xn, 0, 0...)) = hm(x1, ..., xn, 0, 0...) = rn(hm).

Assim, os resultados seguem pelo Teorema 1.3.3 e pela Proposição 1.3.8.

Uma outra importante substituição psn : Λ −→ Q[q] é definida por:

psn(f) = f(1, q, q2, ..., qn−1, 0, 0, ...)

e é chamada especialização principal de ordem n de f . Fazendo n→∞, obtemos

a chamada especialização estável de f :

ps(f) = f(1, q, q2, ...).

Uma outra especialização ps1
n : Λ −→ Q é obtida de psn colocando q = 1, ou

seja,

ps1
n(f) = f(1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n vezes

, 0, 0, ...).

A proposição a seguir nos mostra o resultado de aplicar psn, ps e ps1
n em mλ,

pλ, hλ e eλ.
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Proposição 2.1.2. Seja λ ∈ Par. Então,

psn ps ps1
n

mλ ? ?

(

n

l(λ)

)(

l(λ)

m1(λ), m2(λ), ...

)

pλ

l
∏

i=1

1 − qnλi

1 − qλi

l
∏

i=1

1

1 − qλi
nl(λ)

eλ

∏

i

q(
λi
2 )

(

n

λi

)

∏

i

q(
λi
2 )

(1 − q)(1 − q2) · · · (1 − qλi)

∏

i

(

n

λi

)

hλ

∏

i

(

n + λi − 1

λi

)

∏

i

1

(1 − q)(1 − q2) · · · (1 − qλi)

∏

i

((

n

λi

))

As interrogações nesta tabela indicam que não temos uma fórmula simples

para psn(mλ) e ps(mλ). O coeficiente multimonomial
(

n
a1,a2,...

)
representa o número

de possibilidades de se dispor n bolas em m caixas de modo que a caixa i contenha

exatamente ai bolas.

Demonstração. Todas as entradas desta tabela são obtidas por operações algébricas

ou por considerações combinatoriais. Façamos o caso ps1
n para ilustrar.

Suponhamos λ = (λ1, λ2, ...). Como ps1
n é homomorfismo, então ps1

n(eλ) =∏

i

ps1
n(eλi

). Calculemos ps1
n(eλi

):

ps1
n(eλi

) = ps1
n




∑

j1<···<jλi

xj1 · · ·xjλi



 =
∑

1≤j1<···<jλi
≤n

1 =

(
n

λi

)
,

pois
∑

1≤j1<···<jλi
≤n

1 nos dá exatamente o número de possibilidades de se escolher

λi números entre n posśıveis.

Agora, apresentamos uma outra especialização que não é obtida simplesmente

pela substituição das variáveis xi. Esta recebe o nome de especialização exponen-
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cial ex : Λ −→ Q[t] e é definida por:

ex(pn) = tδ1n, δ1n =

{
1 se n = 1

0 se n > 1
.

Notemos que, sendo {pn} algebricamente independente e Λ = Q[p1, p2, ...],

então qualquer homomorfismo ϕ : Λ −→ R é determinado pelos valores ϕ(pn);

A proposição a seguir, mostra o efeito de ex aplicada a mλ, pλ, hλ e eλ.

Proposição 2.1.3. Temos

(a) Se f =
∑

λ

cλmλ, então ex(f) =
∑

n≥0

[x1 · · ·xn]f
tn

n!
=
∑

n≥0

c(1n)
tn

n!
, onde

[x1 · · ·xn]f é o coeficiente de x1 · · ·xn em f ;

(b)

ex(mλ) =






tn

n!
, se λ = (1n)

0, caso contrário

ex(pλ) =

{
tn, se λ = (1n)

0, caso contrário

ex(hλ) = ex(eλ) =
t|λ|

λ1!λ2! · · ·
.

Demonstração. (a) Como [x1 · · ·xn]f é linear em f , basta mostrar a igualdade

para f = pλ, pois {pλ : λ ∈ Par} é uma base de Λ.

Seja, pois, pλ = pλ1pλ2 · · · =
∑

i

xλ1
i

∑

i

xλ2
i · · · . Logo, [x1 · · ·xn]Pλ 6= 0 se, e

somente se, λi = 1,∀i. É claro que se λ 6= (1n), então ex(pλ) = 0 e [x1 · · ·xn]Pλ =

0,∀n. Vamos analisar o caso λ = (1n). Neste caso, ex(pλ) = ex(pλ1pλ2 · · · ) =∏

i

ex(pλi
) =

∏

i

tδ1λi
= tn. Por outro lado,

∑

m≥0

[x1 · · ·xm]pλ
tm

m!
=
∑

m≥0

[x1 · · ·xm]

(
∑

i

xi

)n
tm

m!
= [x1 · · ·xn]

(
∑

i

xi

)n
tn

n!
,
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mas como p1n =

(
∑

i

xi

)n

, [x1 · · ·xn]

(
∑

i

xi

)n

= n!, pois x1 · · ·xn aparece em

(
∑

i

xi

)n

n! vezes porque x1 · · ·xn = xσ(1) · · ·xσ(n),∀σ ∈ Sn. Logo,

∑

m≥0

[x1 · · ·xm]pλ
tm

m!
= tn. Isso prova (a).

(b) Conseqüência imediata de (a) combinado com a Proposição 1.3.9. Para

provar a igualdade ex(eλ) =
t|λ|

λ1!λ2! · · ·
, por exemplo, lembremos que eλ = eλ1eλ2 · · ·

e que eλi
=

∑

µ⊢λi

ǫµz
−1
µ pµ, donde ex(pλ) =

∏

i

ex(eλi
) e

ex(eλi
) =

∑

µ⊢λi

ǫµz
−1
µ ex(pµ) = ǫ(1n)z

−1
(1λi )

tλi =
tλi

λi!
, pois ǫ(1λi ) = 1ez−1

(1λi )
=

1

1λiλi!
.

Vamos aplicar esta proposição para encontrar uma expressão para f λ/µ (o

número de TYS da forma λ/µ). Pela proposição acima, se f ∈ Λ, então

ex(f) =
∑

n≥0

[x1 · · ·xn]f
tn

n!
.

Seja ex1(f) = ex(f)t=1. Se |λ/µ| = N , é claro que ex1(sλ/µ) =
fλ/µ

N !
, pois

fλ/µ = [x1 · · ·xN ]sλ/µ.

Corolário 2.1.1. Seja |λ/µ| = N e l(λ) ≤ n. Então,

fλ/µ = N ! det

[(
1

(λi − µj − i+ j)!

)n

i,j=1

]
.

Demonstração. Aplicando ex1 à Identidade de Jacobi-Trudi(2), obtemos
fλ/µ

N !
=

ex1

(
sλ/µ

)
= ex1

(
det
[(
hλi−µj−i+j

)n
i,j=1

])
e, como ex1 é homomorfismo e ex1(hm) =

2sλ/µ = det
[

(

hλi−µj−i+j

)n

i,j=1

]

.

73



1

m!
, então

fλ/µ

N !
= det

[(
1

(λi − µj − i+ j)!

)n

i,j=1

]
.

Com este resultado encerramos esta seção. Estudaremos agora o algoritmo

RSK que, mais adiante, possibilitará algumas aplicações de funções simétricas

em combinatória.

2.2 O Algoritmo RSK

Nesta seção, vamos desenvolver apenas as propriedades mais importantes do al-

goritmo RSK que nos permitam apresentar provas combinatoriais de alguns re-

sultados fundamentais das Funções de Schur.

A operação básica do algoritmo RSK consiste em inserir um inteiro positivo

k numa linha de uma TYSS não-diagonal P = (Pij) da seguinte maneira: seja

r o maior inteiro tal que P1,r−1 ≤ k (se P11 > k, tomamos r = 1). Se P1r não

existe, (ou seja, se P tem r − 1 colunas), então simplesmente inserimos k ao

final de primeira linha. O algoritmo pára e a TYSS resultante é denotado por

P ← k. Se P tem ao menos r colunas, P1r existe, então trocamos P1r por k. O

elemeto k
′
= P1r deverá ser inserido na segunda linha usando o mesmo processo.

Continuamos até que um elemento seja inserido ao final de uma linha (talvez o

primeiro elemento de uma nova linha). O resultado denotamos por P ← k.

Vejamos um exemplo para clarificar. Seja

P =

1 1 2 4 5 5 6

2 3 3 6 6 8

4 4 6 8

6 7

8 9

O diagrama abaixo é P ← 4. Os elementos inseridos estão em negrito. O con-

junto das posições desses elementos inseridos é chamado caminho de inserção e de-
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notado por I(P ← 4). No nosso exemplo, I(P ← 4) = {(1, 5), (2, 4), (3, 4), (4, 3)}:

P ← 4 =

1 1 2 4 4 5 6

2 3 3 5 6 8

4 4 6 6

6 7 8

8 9

O lema a seguir apresenta duas propriedades dos caminhos de inserção que

são úteis na demonstração de algumas propriedades do algoritmo RSK.

Lema 2.2.1. Temos

(a) quando inserimos k em uma TYSS P , se (r, s), (r + 1, t) ∈ I(P ← k),

então t ≤ s;

(b) sejam P uma TYSS e j ≤ k. Se (r, s) ∈ I(P ← j) e

(r, t) ∈ I((P ← j) ← k), então s < t. Além disso, |I((P ← j) ← k)| ≤
|I(P ← j)|.

Demonstração. ( a) Seja (r, s) ∈ I(P ← k). Temos duas possibilidades: Pr+1,s >

Prs (pois P é estritamente crescente nas colunas) ou não existe a entrada (r+1, s)

de P . No primeiro caso, Prs não pode ser inserido na linha r + 1 à direita da

coluna s sem violar o fato de que as linhas de P ← k são não-decrescentes, pois

Prs estaria à direita de Pr+1,s na mesma linha. O segundo caso é trivial: se

(r + 1, t) ∈ I(P ← k), então t ≤ s.

(b) Como uma TYSS tem suas linhas não-decrescentes, então k deve ser

inserido à direita de onde j foi inserido. Além disso, o elemento que j tira do

lugar na primeira linha deve ser menor do que ou igual a aquele que k retira do

lugar nesta linha. Agora, indutivamente, verifica-se que I(P ← j) está à esquerda

de I((P ← j)← k).

O número b correspondente ao elemento de I(P ← j) de maior coordenada

nas linhas, é inserido ao final de sua linha. Pelo que acabamos de provar, se
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I((P ← j) ← k) tem um elemento c nesta linha, então ele está à direita de b

em (P ← j)← k. Então c é inserido no final da linha, o que termina o processo

de inserção. Dáı, I((P ← j) ← k) não tem elemento abaixo dos elementos de

I(P ← j). Logo, |I((P ← j)← k)| ≤ |I(P ← j)|.

Corolário 2.2.1. Se P é uma TYSS e k ≥ 0, então P ← k é uma TYSS.

Demonstração. É claro que as linhas de P ← k são não-decrescentes. Um inteiro

a pode tirar do lugar apenas um b tal que a < b. Pelo lema anterior, b não se

move para a direita da coluna na qual estava quando inserido na linha de baixo.

Logo, b é inserido abaixo de um inteiro estritamente menor do que b. Portanto,

P ← k é uma TYSS.

Antes de enunciar o próximo resultado, vamos estabelecer algumas definições

que nos serão úteis.

Seja A = (aij)i,j≥1 uma matriz com aij ∈ N
⋃{0} e tal que apenas uma

quantidade finita de suas entradas são não-nulas. Essa matriz A é chamada uma

N-matriz de suporte finito. Podemos pensar em A como uma (m × n)-matriz

finita ou uma matriz infinita fazendo aij = 0 para i > m e j > n.

Associamos com A uma matriz de duas linhas WA, denominada permutação

generalizada, definida por:

WA =

(
i1 i2 i3 · · · im

j1 j2 j3 · · · jm

)
,

onde:

(a) i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im;

(b) se ir = is e r ≤ s, então jr ≤ js;

(c) para cada par (i, j), existem exatamente aij inteiros r para os quais

(ir, jr) = (i, j).

Notemos que A determina uma única matriz WA e, inversamente, cada tal

matriz WA corresponde a uma única matriz A.
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Exemplo:

A =





1 0 2

0 2 0

1 1 0



 corresponde a WA =

(
1 1 1 2 2 3 3

1 3 3 2 2 1 2

)
.

Associamos com A (ou WA) um par de TYSS de mesma forma da seguinte

maneira. Seja WA a matriz permutação generalizada associada a A. Começamos

com (P (0), Q(0)) = (∅, ∅). Se t < m e (P (t), Q(t)) estão definidos, fazemos

(a) P (t+ 1) = P (t)← jt+1;

(b) Q(t + 1) obtido de Q(t) pela inserção de it+1 (deixando todas as partes de

Q(t) inalteradas) tal que P (t+ 1) e Q(t+ 1) tenham a mesma forma.

O processo acaba em (P (m), Q(m)) e definimos (P,Q) = (P (m), Q(m))(3).

Denotamos esta correspondência por A
RSK−→ (P,Q) e denominamos Algoritmo

RSK.

Um exemplo para ilustrar: sejam A e WA dadas pelo exemplo anterior. As

TYSS (P (1), Q(1)), ..., (P (7), Q(7)) = (P,Q) são:

i P(i) Q(i)

1 1 1

2 1 3 1 1

3 1 3 3 1 1 1

4 1 2 3

3

1 1 1

2

5 1 2 2

3 3

1 1 1

2 2

6
1 1 2

2 3

3

1 1 1

2 2

3

7 1 1 2 2

2 3

3

1 1 1 3

2 2

3

3Pelo Corolário 2.2.1, P é uma TYSS e, como veremos na demonstração do teorema a seguir,

Q também o é.
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O teorema a seguir estabelece o pricipal resultado sobre o algoritmo RSK.

Teorema 2.2.1. O algoritmo RSK é uma bijeção entre as N-matrizes A =

(aij)i,j≥1 de suporte finito e o conjunto dos pares ordenados (P,Q) de TYSS da

mesma forma. Nesta correspondência:

j ocorre em P exatamente
∑

i

aij vezes (2.1)

i ocorre em Q exatamente
∑

j

aij vezes (2.2)

Demonstração. Seja A
RSK−→ (P,Q). Pelo Corolário 2.2.1, P é uma TYSS. Pela

definição do algoritmo RSK, P e Q têm a mesma forma e (2.1) e (2.2) valem.

Então, precisamos provar que (a) Q é uma TYSS e que (b) o algoritmo RSK é

uma bijeção, isto é, dado (P,Q) podemos recuperar A.

(a) Primeiramente notemos que como os elementos de Q são inseridos em

ordem não-decrescente, segue que as linhas e colunas de Q são não-decrescentes.

Resta verificar que as colunas de Q são estritamente crescentes, ou seja, dois

elementos iguais da primeira linha de WA não podem estar numa mesma coluna

de Q. Se ik = ik+1 na primeira linha de WA, sabemos que jk ≤ jk+1. Logo,

pelo Lema 2.2.1 (b), o caminho de inserção de jk+1 está estritamente à direita do

caminho de jk e nunca estará abaixo do maior elemento do caminho de inserção

de jk. Assim, os maiores elementos de dois caminhos de inserção estão em colunas

diferentes. Portanto, as colunas de Q são estritamente crescentes.(4)

(b) Sejam (P,Q) = (P (m), Q(m)) e Qrs a ocorrência mais à direita da maior

entrada de Q (onde Qrs é um elemento da linha r e coluna s). Como elementos

iguais de Q são inseridos da esquerda para a direita, temos Qrs = im, Q(m−1) =

Q(m)\Qrs (Q(m) sem o elemento Qrs), e que Prs foi o último elemento de P a ser

4Esta argumentação estabelece uma importante propriedade do algoritmo RSK: elementos

iguais de Q são inseridos da esquerda para a direita.
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colocado no lugar após a inserção de jm em P (m−1). Assim, podemos facilmente

inverter o processo de inserção P (m − 1) ← jm. O elemento Prs foi substitúıdo

pelo elemento Pr−1,t mais à direita da linha r − 1 de P que é menor do que Prs.

Logo, removemos Prs de P , trocamos Pr−1,t com Prs e continuamos trocando o

elemento mais à direita da linha r− 2 de P que é menor do que Pr−1,t com Pr−1,t

e assim por diante. Eventualmente algum elemento jm é removido da primeira

linha de P .

Temos, com este processo, reencontrado (im, jm) e (P (m− 1), Q(m− 1)) uni-

camente. Agora, iterando esse processo, podemos redescobrir WA. Logo, o algo-

ritmo RSK é injetivo.

Para provar a sobrejetividade, precisamos mostrar que aplicando o processo

descrito acima a um par arbitrário (P,Q) de TYSS de mesma forma, sempre

resulta numa matriz WA válida (permutação generalizada)

WA =

(
i1 · · · im

j1 · · · jm

)
.

É claro que i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im. Resta mostrar que se ik = ik+1, então

jk ≤ jk+1. Sejam ik = Qrs e ik+1 = Quv, donde r ≥ u e s < v. Quando aplicamos o

processo descrito acima a Puv, este ocupa o final da linha u. Logo, seu caminho de

inserção inverso passa pela linha u estritamente à esquerda da coluna v. Assim,

na linha u o caminho de inserção inverso de Prs está estritamente à esquerda

daquele de Puv. Indutivamente, argumentanto inversamente ao Lema 2.2.1 (b),

mostra-se que todo o caminho de inserção inverso de Prs está estritamente à

esquerda daquele de Puv. Em particular, antes de remover ik+1, os dois elementos

jk e jk+1 aparecem na primeira linha com jk à esquerda de jk+1. Logo, jk ≤ jk+1

como queŕıamos.

Notemos que quando A é uma matriz permutação, isto é, uma n × n (0, 1)-

matriz com exatamente uma entrada 1 em cada linha e coluna, então WA tem
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em sua primeira linha as entradas 1, 2, ..., n e na segunda linha uma permutação

w dos números 1, 2, ..., n; permutação esta que identificamos com A. Logo, apli-

cando o algoritmo RSK em A obtemos um par (P,Q) de TYS de mesma forma.

Inversamente, se P e Q são TYS de mesma forma, então a matriz A que satisfaz

A
RSK−→ (P,Q) é uma permutação.

Temos estabelecido, pois, que o algoritmo RSK é uma bijeção entre o grupo

simétrico Sn e {(P,Q) : P,Q são TYS de mesma forma λ ⊢ n}. Em particular,

temos ∑

λ⊢n

(fλ)2 = n!

Dada a matriz WA, cujas linhas têm comprimento n, podemos obter uma

permutação W̃A como segue. Trocamos a primeira linha i1, ..., in de WA por

1, 2, ..., n. Suponhamos que a segunda linha de WA tem ci i’s, da esquerda para

a direita. Então trocamos os 1’s na segunda linha, da esquerda para a direita,

por 1, 2, ..., c1; os 2’s, da esquerda para a direita, por c1 + 1, c1 + 2, ..., c1 + c2

e assim por diante até a segunda linha tornar-se uma permutação de 1, 2, ..., n.

Denotamos o resultado por W̃A.

Exemplo:

A =




2 0 1

0 1 1

1 3 0



 =⇒ WA =

(
1 1 1 2 2 3 3 3 3

1 1 3 2 3 1 2 2 2

)

=⇒ W̃A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 8 4 9 3 5 6 7

)
.

Lema 2.2.2. Sejam

WA =

(
i1 i2 · · · in

j1 j2 · · · jn

)
e W̃A =

(
1 2 · · · n

j̃1 j̃2 · · · j̃n

)
.

Suponhamos que W̃A
RSK−→ (P̃ , Q̃). Seja (P,Q) o par de TYSS obtidas de P̃ e
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Q̃ pela substituição de k por ik em Q̃ e j̃k por jk em P̃ . Então WA
RSK−→ (P,Q).(5)

Demonstração. Suponhamos que j é inserido em algum estágio do algoritmo RSK

na posição k de uma linha. Se j foi substitúıdo por um número maior j + ǫ,

menor do que qualquer elemento da linha que é maior do que j, então j + ǫ

deve ter sido inserido também na k-ésima posição. Dáı, temos que o processo de

inserção dos elementos j1, j2, ..., jn imita aquele de j̃1, j̃2, ..., j̃n, o que conclui a

demonstração.

Vamos reapresentar o resultado da Proposição 1.3.17, mas como conseqüência

do algoritmo RSK. Esse resultado é conhecido como Identidade de Cauchy.

Proposição 2.2.1. Temos

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∑

λ∈Par

sλ(x)sλ(y). (2.3)

Demonstração. Escrevemos

∏

i,j

(1− xiyj)
−1 =

∏

i,j




∑

aij≥0

(xiyj)
aij



 . (2.4)

Um termo xαyβ nesta expressão é obtido escolhendo uma N-matriz At = (aij)
t

de suporte finito com r(A) = α e c(A) = β. Logo, o coeficiente de xαyβ em (2.3)

é o número Nαβ de N-matriz A com r(A) = α e c(A) = β.

Por outro lado, o coeficiente de xαyβ em
∑

λ∈Par

sλ(x)sλ(y) é o número de pares

(P,Q) de TYSS de mesma forma tal que tipo(P ) = α e tipo(Q) = β.

Portanto, como o algoritmo RSK estabelece uma bijeção entre as matrizes A

e os pares de tabelas (P,Q), o resultado segue.

Corolário 2.2.2. Temos

hn
1 =

∑

λ⊢n

fλsλ.

5isto é, a operação WA 7→ W̃A “comuta” com o algoritmo RSK
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Demonstração. Basta tomar o coeficiente de x1x2 · · ·xn em ambos os lados de

(2.3).

Adiante, veremos a propriedade mais importante de simetria do algoritmo

RSK. Antes, apresentamos um conjunto parcialmente ordenado e dois lemas que

serão de grande utilidade mais a frente.

Dada WA =

(
u1 · · · un

v1 · · · vn

)
=

(
u

v

)
, associada com A, onde os ui e os vi

são distintos, definimos o conjunto parcialmente ordenado I = I(A) = I
(

u
v

)
como

segue. Os vértices de I são as colunas de
(

u
v

)
. Por conveniência denotaremos uma

coluna
a

b
por ab. Definimos ab < cd em I se a < c e b < d.

Exemplo: seja

(
u

v

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7

3 7 6 1 4 2 5

)
. Então I é representado por:

75

62

||||||||
54

BBBBBBBB

27 36

41

BBBBBBBB

||||||||
13

BBBBBBBB

||||||||

O lema a seguir é uma conseqüência imediata da definição de I.

Lema 2.2.3. A aplicação ϕ : I(A) −→ I(At) definida por ϕ(ab) = ba é um

isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados.

Dado I = I(A), definimos I1 como o conjunto dos elementos minimais de I,

I2 como o conjunto doos elementos minimais de I − I1, I3 como o conjuntos dos

elementos minimais de I−(I1∪I2) e assim por diante. No exemplo anterior, temos

I1 = {13, 41}, I2 = {27, 36, 54, 62}, I3 = {75}. Notemos que como Ii é uma anti-

cadeia em I, isto é, quaisquer dois elementos distintos de Ii são incomparáveis,

podemos identificar (discriminar) seus elementos por:
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(ui1, vi1), (ui2, vi2), ..., (uini
, vini

), (2.5)

onde ni = |Ii|, de modo que

ui1 < ui2 < · · · < uini

vi1 > vi2 > · · · > vini
.

(2.6)

De posse desses conjuntos Ii ⊂ I temos o segundo lema que anunciamos

anteriormente.

Lema 2.2.4. Sejam I1, ..., Id as anti-cadeias não-vazias definidas acima com a

identificação Ii = {(ui1, vi1), (ui2, vi2), ..., (uini
, vini

)}, i = 1, 2, ..., d. Seja A
RSK−→

(P,Q). Então a primeira linha de P é v1n1v2n2 · · · vdnd
, enquanto a primeira linha

de Q é u11u21 · · ·ud1. Além disso, se (uk, vk) ∈ Ii, então vk é inserido na i-ésima

coluna da primeira linha de P (k − 1) no algoritmo RSK.

Demonstração. A demonstração é por indução em n. O caso n = 1 é trivial.

Suponhamos que o resultado vale para n− 1 e sejam

(
u

v

)
=

(
u1 u2 · · · un

v1 v2 · · · vn

)
,

(
ũ

ṽ

)
=

(
u1 u2 · · · un−1

v1 v2 · · · vn−1

)
.

Seja (P (n−1), Q(n−1)) o par de TYSS obtidas após a inserção de v1, ..., vn−1 e

seja I
′

i = Ii
(

ũ
ṽ

)
, 1 ≤ i ≤ e (sendo e = d−1 ou e = d), dada por (ũi1, ṽi1), ..., (ũimi

, ṽimi
),

onde ũi1 < · · · < ũimi
e ṽi1 > · · · > ṽimi

. Pela hipótese indutiva, a primeira linha

de P (n − 1) é ṽ1m1 ṽ2m2 · · · ṽeme , enquanto a primeira linha de Q é ũ11ũ21 · · · ũe1.

Agora, inserimos vn em P (n − 1). Se ṽimi
> vn, então I

′

i ∪ (un, vn) é uma anti-

cadeia de I
(

u
v

)
. Logo, (un, vn) ∈ Ii

(
u
v

)
se i é o último ı́ndice para o qual ṽimi

> vn.
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Se não existe um tal i, então (un, vn) é o único elemento da anti-cadeia Id

(
u
v

)

de I
(

u
v

)
. Dáı, vn é inserido na i-ésima coluna de P (n − 1), como desejávamos.

Inserimos uma nova i-ésima coluna exatamente quando vn = vd1 e, neste caso,

un = ud1 , então un é inserido na i-ésima coluna da primeira linha de Q(n−1).

A seguir temos o teorema que estabelece a propriedade simétrica mais impor-

tante do algoritmo RSK.

Teorema 2.2.2. Seja A uma N-matriz de suporte finito e suponhamos que A
RSK−→

(P,Q). Então At RSK−→ (Q,P ).

Demonstração. Se Ii

(
u
v

)
é a anti-cadeia dada por (2.5) tal que (2.6) é satisfeita,

então pelo Lema 2.2.3, Ii

(
u
v

)
é:

(vimi
, uimi

), ..., (vi2, ui2), (vi1, ui1),

onde
vimi

< · · · < vi2 < vi1

uimi
> · · · > ui2 > ui1.

Então, pelo Lema 2.2.4, se At RSK−→ (P
′
, Q

′
), a primeira linha de P

′
é u11u21 · · ·ud1

e a primeira linha de Q
′

é v1m1v2m2 · · · vdmd
. Logo, o Lema 2.2.4, assegura que

as primeiras linhas de P
′

e Q
′

coincidem com as primeiras linhas de Q e P ,

respectivamente.

Aplicando o algoritmo RSK a
(

u
v

)
, o elemento vij, 1 ≤ j < mi, é deslocado

para a segunda linha de P “antes”do elemento vrs, 1 ≤ s < mr se, e somente se,

ui,j+1 < ur,s+1. Denotemos por P̄ e Q̄, respectivamente, P e Q sem suas primeiras

linhas. Logo,

(

a

b

)

:=

(

u12 · · · u1m1
u22 · · · u2m2

· · · ud2 · · · udmd

v11 · · · v1,m1−1 v21 · · · v2,m2−1 · · · vd1 · · · vd,md−1

)

o

RSK
−→ (P̄ , Q̄),
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onde

(
u

v

)

o

indica que colocamos as colunas de

(
v

v

)
em ordem estritamente

crescente pela ordem lexicográfica.
Similarmente, seja (P̄

′
, Q̄

′
) a representação de P

′
e Q

′
, respectivamente, com

suas primeiras linhas removidas. Argumentando em

(
v

u

)
como fizemos para

(
u

v

)
, obtemos

(

a
′

b
′

)

:=

(

v1m1−1 · · · v11 v2,m2−1 · · · v21 · · · vd,md−1 · · · vd1

u1m1
· · · u12 u2m2

· · · u22 · · · udmd
· · · ud2

)

RSK
−→ (P̄

′

, Q̄
′

).

Mas,

(
a

b

)
=

(
b
′

a
′

)
, donde por indução em n (número de linhas) temos

(P̄
′
, Q̄

′
) = (Q̄

′
, P̄

′
).

A seguir apresentamos algumas conseqüências deste último teorema.

Corolário 2.2.3. Sejam A uma N-matriz de suporte finito e A
RSK−→ (P,Q).

Então, A é simétrica (A = At) se, e somente se, P = Q.

Demonstração. Imediato, pois At RSK−→ (Q,P ).

Corolário 2.2.4. Sejam A = At, A
RSK−→ (P, P ) e α = (α1, α2, ...), onde αi ∈ N

e
∞∑

i=1

αi < ∞. Então, a aplicação A 7−→ P estabelece uma bijeção entre as

N-matrizes simétricas com r(A) = α e as TYSS de tipo α.

Demonstração. Segue diretamente pelo Teorema 2.2.1 e o corolário anterior.

Corolário 2.2.5. Temos

1∏

i

(1− xi)
∏

i<j

(1− xixj)
=
∑

λ∈Par

sλ(x).
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Corolário 2.2.6. Temos

∑

λ⊢n

fλ = |{w ∈ Sn : w2 = 1}|. (o número de involuções de Sn)

Demonstração. Sejam w ∈ Sn e w
RSK−→ (P,Q), onde P e Q são TYS de mesma

forma λ ⊢ n. A matriz permutação correspondente a w é simétrica se, e somente

se, w2 = 1. Agora, aplicando o Teorema 2.2.2, w2 = 1 se, e somente se, P = Q e

o resultado segue.

Finalizamos esta seção apresentando o algoritmo RSK dual, representado por

A
RSK∗

−→ (P,Q), que trabalha exatamente como o algoritmo RSK, exceto por ser

A uma (0, 1)-matriz de suporte finito e que um elemento i desloca um elemento

mais à esquerda que é maior do que ou igual a i e não o elemento mais à esquerda

que é maior do que i (como acontece no algoritmo RSK).

Vejamos um exemplo:

A =





1 0 1

0 1 0

1 0 1

0 0 1

0 1 0





=⇒WA =

(
1 1 2 3 3 4 5

1 3 2 1 3 3 2

)
.

Então (P (1), Q(1)), ..., (P (7), Q(7)), com (P,Q) = (P (7), Q(7)), obtidos pelo al-

goritmo RSK* são:
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P(i) Q(i)

1 1

1 3 1 1

1 2
3

1 1
2

1 2
1
3

1 1
2
3

1 2 3
1
3

1 1 3
2
3

1 2 3
1 3
3

1 1 3
2 4
3

1 2 3
1 2
3
3

1 1 3
2 4
3
5

O teorema a seguir tem demonstração análoga à aquela do Teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.3. O algoritmo RSK* é uma bijeção entre as (0, 1)-matrizes de

suporte finito e os pares (P,Q) tais que P t (o transposto de P ) e Q são TYSS

com a mesma forma. Além disso, c(A) = tipo(P ) e r(A) = tipo(Q).

Do mesmo modo que obtivemos a Identidade de Cauchy (Proposição 2.2.1) a

partir do Teorema 2.2.1, a proposição seguinte estabelece a Identidade de Cauchy

dual como conseqüência do Teorema 2.2.3.

Proposição 2.2.2. Temos
∏

i,j

(1 + xiyj) =
∑

λ∈Par

sλ(x)sλ
′ (y).

Devido às Proposições 2.2.1 e 2.2.2, temos que o algoritmo RSK está rela-

cionado com
∏

i,j

(1 − xiyj)
−1 bem como o algoritmo RSK* está relacionado com

∏

i,j

(1+xiyj). Dáı, o motivo de se dizer que os algoritmos RSK e RSK* são duais.
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Na seção seguinte estaremos interessados no estudo da aplicação de funções

simétricas no grupo simétrico Sn para analisar seus caracteres.

2.3 Os Caracteres do Grupo Simétrico

Nesta seção vamos usar um pouco do que vimos sobre funções simétricas com

o objetivo de mostrar que as funções X λ, apresentadas na Seção 1.3.8, são os

caracteres irredut́ıveis do grupo simétrico Sn (onde X λ(µ) é interpretado como

X λ(w) quando w ∈ Sn tem tipo ćıclico µ).

Denotamos por CF n o conjunto de todas as funções de classe (isto é, funções

f : Sn −→ Q (6) que são constantes nas classes de conjugação de Sn). Lembremos

que CF n é um espaço vetorial sobre Q com um produto escalar definido por:

〈f, g〉 =
1

n!

∑

w∈Sn

f(w)g(w).

Vamos denotar por 〈φ, γ〉 o produto escalar 〈f, g〉 quando φ e γ forem repre-

sentações de Sn com caracteres f e g, respectivamente. Esse abuso de notação

vai simplificar nossas expressões.

Antes de enunciar os primeiros resultados, vamos relembrar alguns fatos sobre

representação permutacional. Se X é um conjunto finito e G um grupo finito,

a ação de G em X é um homomorfismo ϕ : G −→ SX e se s ∈ X e w ∈ G

escrevemos w ·s para representar ϕ(w)(s). Este homomorfismo pode ser estendido

por linearidade a uma ação sobre CX (o espaço vetorial complexo com base X).

Logo, ϕ pode ser visto como uma representação (linear) ϕ : G −→ GL(CX). O

caracter desta representação é dado por

X ϕ(w) = tr(ϕ(w)) = |Fix(w)| = |{s ∈ X : w · s = s}|.
6De maneira mais geral podeŕıamos trabalhar com C no lugar de Q, mas escolhemos o corpo

Q por ser suficiente aos nossos propósitos e por simplicidade também.
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A ação ϕ : G −→ SX é dita transitiva se para quaisquer s, t ∈ X, existe

w ∈ G tal que w · s = t. Se H é um subgrupo de G, então G age no conjunto

G/H das classes laterais à esquerda por w · vH = wvH. Toda ação transitiva de

G é equivalente a uma ação nas classes à esquerda de algum subgrupo H. Além

disso, tal ação é equivalente a indG
H1H (a indução da representação trivial 1H de

H para G). Vamos denotar indG
H1H por 1G

H . Assim, o Lema de Burside (que

veremos mais a diante), é equivalente a

〈
1G

H , 1G

〉
= |{órbitas de G agindo em G/H}|.

Lembremos que
〈
1G

H , 1G

〉
é a multiplicidade da representação trivial 1G de G

em 1G
H , ou seja,

〈
1G

H , 1G

〉
=

1

|G|
∑

w∈G

|Fix(w)|,

sendo Fix(w) referente a ação de G em G/H.

Vamos agora procurar por subgrupos H de Sn que nos permitam obter todos

os caracteres irredut́ıveis de Sn como combinação linear dos caracteres das repre-

sentações 1Sn
H . Se α = (α1, ..., αl) ∈ Nl e α1 + · · ·+ αl = n, definimos o subgrupo

Sα ⊂ Sn por

Sα = Sα1 × Sα2 × · · · × Sαl
,

onde Sα1 permuta 1, 2, ..., α1, Sα2 permuta α1 + 1, α1 + 2, ..., α1 + α2 e assim por

diante. Logo, se α e β diferem apenas por uma permutação de suas coordenadas,

então Sα e Sβ são conjugados e as representações 1Sn
Sα

e 1Sn
Sβ

são equivalentes,

donde seus caracteres são iguais. Em particular, existe uma única λ ⊢ n tal que

Sα e Sλ são conjugadas.

Nossa principal ferramenta para demonstrar os resultados que virão é a trans-

formação linear ch : CF n −→ Λn chamada Aplicação Caracteŕıstica de Frobenius:

se f ∈ CF n, definimos

ch(f) =
1

n!

∑

w∈Sn

f(w)pρ(w) =
∑

µ

z−1
µ f(µ)pµ,
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onde f(µ) denota f(w) para qualquer w de tipo ρ(w) = µ. Equivalentemente,

definindo Ψ(w) = pρ(w) temos

ch(f) = 〈f,Ψ〉Λ (sendo este produto escalar definido em Λ).

Por exemplo, se fµ é a função de classe definida por

fµ(w) =

{
1, se ρ(w) = µ

0, caso contrário

então ch(fµ) = z−1
µ pµ.

Se ϕ : Sn −→ GL(V ) é uma representação de Sn com caracter X , em alguns

momentos vamos abusar da notação e escrever ch(ϕ) ou ch(V ) no lugar de ch(X ).

Proposição 2.3.1. A transformação linear ch é uma isometria, isto é,

〈f, g〉CF n = 〈ch(f), ch(g)〉Λn .

Demonstração. Pela Proposição 1.3.11, temos

〈ch(f), ch(g)〉 =

〈
∑

λ

z−1
λ f(λ)pλ,

∑

µ

z−1
µ g(µ)pµ

〉

=
∑

λ

z−1
λ f(λ)g(λ)

=
∑

λ

|{w ∈ Sn : ρ(w) = λ}|
n!

f(λ)g(λ)

=
∑

w∈Sn

f(w)g(w)

n!

= 〈f, g〉

Vamos definir agora um produto de funções de classe. Seja f ∈ CFm e

g ∈ CF n. Definimos o produto (ponto-a-ponto) f × g ∈ CF (Sm × Sn) por:

(f × g)(u, v) = f(u)g(v).
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Lembremos, em particular, que se f e g são os caracteres das representações

ϕ e ψ, então f × g é o caracter da representação ϕ⊗ ψ de Sm × Sn.

Definimos também o produto induzido f ◦ g de f e g como sendo a indução de

f×g para Sm+n, onde Sm permuta 1, 2, ...,m e Sn permuta m+1,m+2, ...,m+n

como anteriormente. Representamos este produto por:

f ◦ g = ind
Sm+n

Sm×Sn
(f × g).

Seja CF = CF 0 ⊕ CF 1 ⊕ · · · . Estendemos o produto escalar de CF n para

CF fazendo 〈f, g〉 = 0 se f ∈ CFm e g ∈ CF n com m 6= n. Assim, o produto

induzido nos caracteres estende-se para CF por bilinearidade.

Como CF = CF 0 ⊕ CF 1 ⊕ · · · , podemos estender a aplicação caracteŕıstica

ch para uma transformação linear ch : CF −→ Λ. Assim, temos o seguinte

importante resultado.

Proposição 2.3.2. A aplicação caracteŕıstica ch : CF −→ Λ é um homomor-

fismo de anéis que é bijetivo, ou seja, ch é bijetivo e ch(f ◦ g) = ch(f)ch(g).

Demonstração. Vamos denotar por resG
Hf a restrição da função de classe f em

G ao subgrupo H de G. Logo, pela Reciprocidade de Frobenius(7)

ch(f ◦ g) = ch(ind
Sm+n

Sm×Sn
(f × g))

=
〈
ind

Sm+n

Sm×Sn
(f × g),Ψ

〉

=
〈
f × g, resSm+n

Sm×Sn
Ψ
〉

Sm×Sn

=
1

m!n!

∑

u∈Sm

∑

v∈Sn

f(u)g(v)Ψ(uv)

=
1

m!n!

∑

u∈Sm

∑

v∈Sn

f(u)g(v)Ψ(u)Ψ(v)

= 〈f,Ψ〉Sm
〈g,Ψ〉Sn

= ch(f)ch(g)

7Reciprocidade de Frobenius: suponhamos Xρ e Xθ, respectivamente, os caracteres de G e H,

com H subgrupo de G e f uma função de classe de G e fH = f |H , então: 〈fH ,Xθ〉H = 〈f,Xρ〉G
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Além disso, pela definição de ch e pelo fato de ser {pµ : µ ∈ Par} uma Q-base

de Λ, segue que ch é bijetivo.

Como hn =
∑

λ⊢n

z−1
λ pλ, pela definição de ch, temos ch(1Sn) =

∑

λ⊢n

z−1
λ pλ = hn.

O corolário a seguir apresenta o resultado da aplicação de ch no caracter ηα

da representação 1Sn
Sα

.

Corolário 2.3.1. Temos

ch(1Sn
Sα

) = hα.

Demonstração. Como 1Sn
Sα

= 1Sn
Sα1
◦1Sn

Sα2
◦· · ·◦1Sn

Sαl
, pelo teorema anterior, ch(1Sn

Sα
) =

l∏

i=1

ch(1Sn
Sαi

) =
l∏

i=1

hαi
= hα.

Seja Rn o conjunto de todas as funções em Sn que são diferença de dois

caracteres. Logo, Rn tem ordem p(n)(8), o número de partições de n, e uma base

que consiste dos caracteres irredut́ıveis de Sn. Esta é a única base ortonormal de

Rn, a menos de sinal e ordem, pois a matriz de transição entre duas tais bases

deve ser ortogonal com entradas inteiras e, portanto, uma matriz de permutação

(ou seja, uma (0, 1)-matriz n× n com exatamente um 1 em cada linha e coluna).

Seja R = R0 ⊕R1 ⊕ · · · . Com isso, temos a seguinte proposição.

Proposição 2.3.3. A imagem de R pela aplicação caracteŕıstica ch é ΛZ. Con-

seqüentemente, ch : R −→ ΛZ é um isomorfismo de anéis.

Demonstração. É suficiente mostrar o resultado para combinações lineares com

coeficientes inteiros dos caracteres ηα da representação 1Sn
Sα

que são os caracteres

8Lembremos que num grupo finito G o número de caracteres irredut́ıveis linearmente inde-

pendentes é igual ao número de classes de conjugação. Em particular, para Sn esse número é

p(n).
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irredut́ıveis de Sn. Seja ψλ = det
(
ηλi−i+j

)
, sendo que o produto usado para calcu-

lar o determinante é o produto de Jacobi-Trudi (Corolário 1.3.9). Pela Proposição

2.3.2, temos

ch(ψλ) = sλ.

Como ch é uma isometria, temos
〈
ψλ, ψµ

〉
= δλµ. Pelas observações acima,

isto significa que as funções de classe ψλ são, a menos de sinal, os caracteres

irredut́ıveis de Sn. Logo,
{
ψλ : λ ⊢ n

}
forma uma Z-base de Rn e a imagem de

Rn é o Z-espaço gerado pelas sλ’s, o qual é exatamente Λn, como queŕıamos, pois

a imagem de R = ⊕n≥0Rn será ΛZ.

Agora, de posse de tudo isso, podemos apresentar o resultado mais importante

desta seção.

Teorema 2.3.1. Consideremos as X λ, onde λ ⊢ n, definidas em 1.3.8, como

funções em Sn dadas por X λ(w) = X λ(µ), onde w e µ têm o mesmo tipo ćıclico.

Então, as funções X λ’s são os caracteres irredut́ıveis do grupo simétrico Sn.

Demonstração. Pela Regra de Murnaghan-Nakayama (Corolário 1.3.10), temos

que

ch(X λ) =
∑

µ

z−1
µ X λ(µ)pµ = sλ.

Como ch(ψλ) = sλ, segue que X λ = ψλ. Como os ψλ’s são, a menos de

sinal, os caracteres irredut́ıveis de Sn, resta determinar quando X λ ou −X λ é um

caracter. Mas, X λ(1n) = fλ > 0, donde X λ é um caracter irredut́ıvel.

Notemos que temos descrito uma maneira natural de indexar os caracteres

irredut́ıveis de Sn por partições de n, enquanto os tipos ćıclicos das permutações

definem um indexador natural das classes de conjugação de Sn por partições de n.

Logo, temos uma bijeção entre classes de conjugação e os caracteres irredut́ıveis

de Sn.
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O corolário a seguir mostra que os Coeficientes de Littlewood-Richardson cλ
µν

são não-negativos.

Corolário 2.3.2. Sejam µ ⊢ m, ν ⊢ n e λ ⊢ m + n. Então o Coeficiente de

Littlewood-Richardson cλµν é não-negativo.

Demonstração. Pelas Proposições 2.3.1 e 2.3.2, temos que

cλµν = 〈sλ, sµsν〉 =
〈
X λ,X µ ◦ X ν

〉
.

Como, pelo teorema anterior, X µ e X υ são caracteres irredut́ıveis de Sm e Sn,

respectivamente, segue pelas propriedades de caracteres irredut́ıveis que X µ ◦X υ

é um caracter de Sm+n. Logo,
〈
X λ,X µ ◦ X υ

〉
≥ 0.

O corolário a seguir apresenta o caracter ηα da representação 1Sn
Sα

em termos

dos caracteres irredut́ıveis. Este resultado é conhecido como Regra de Young.

Corolário 2.3.3. Sejam α uma composição de n e λ ⊢ n. Então, a multiplicidade

do caracter irredut́ıvel X λ no caracter ηα é Kλα, ou seja,

〈
ηα,X λ

〉
= Kλα.

Demonstração. Pelo Corolário 2.3.1, temos ch(ηα) = hα. Como hα =
∑

λ

Kλαsλ

(Seção 1.3) o resultado segue pelo último teorema:

〈
ηα,X λ

〉
=

〈
∑

λ

Kλαsλ, sλ

〉
= Kλα.

Finalizamos esta seção com um exemplo. A representação regular de Sn é

definida como a ação de Sn nele mesmo pela multiplicação à esquerda. Logo, esta

representação é dada por 1Sn
S1×···×S1

, cuja imagem pelo Caracter de Frobenius é
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(h1)
n (Corolário 2.3.1). Pelo Corolário 2.2.2, temos (h1)

n =
∑

λ⊢n

fλsλ. Então, a

multiplicidade na representação regular da representação irredut́ıvel de Sn cujo

caracter é X λ é fλ = X λ(1n).(9)

2.4 Partições Planas e Funções Simétricas

Esta seção apresenta algumas aplicações enumerativas das funções simétricas.

Iniciamos pela generalização das partições de um inteiro positivo, conhecida como

partições planas.

Uma partição plana é uma matriz π = (πij)i,j≥1 de inteiros não-negativos tal

que π tem suporte finito (apenas uma quantidade finita de entradas são não-

nulas) e é não-crescente em cada linha e cada coluna. Se
∑

i,j

πij = n, escrevemos

|π| = n e chamamos π de partição plana de n.

A seguir apresentamos exemplos de partições planas, onde omitimos as en-

tradas iguais a 0.

n = 0 : ∅
n = 1 : 1

n = 2 : 2 1 1

n = 3 : 3 2 1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1

1

Uma partição λ ⊢ n pode ser vista como uma matriz unidimensional (λ1 λ2 · · · )
de inteiros não-negativos com suporte finito e não-crescente, isto é, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · .

9Portanto, o Corolário 2.2.2 estabelece para Sn, via funções simétricas, o fato de que a

multiplicidade de uma representação irredut́ıvel de um grupo finito na representação regular é

igual ao seu grau.
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Segue, pois, que as partições planas generalizam para duas dimensões as

partições ordinárias. Além disso, as partições planas têm similaridades que saltam

aos olhos com as Tabelas de Young Semi-Simples, pois uma TYSS reversa é um

tipo particular de partição plana. Devido a essa similaridade é de se esperar que

as funções simétricas tenham um papel importante na enumeração das partições

planas.

Uma entrada πij > 0 de π é chamada de parte da partição plana π. A forma

de π é a partição ordinária λ para a qual π tem λi partes não-nulas na i-ésima

linha (ou seja, πiλi
> 0 e πi,λi+1 = 0). Logo, π tem r linhas se r = l(λ) e,

similarmente, π tem s colunas se s = l(λ
′
) = λ1. Vamos escrever l1(π) e l2(π)

para os números de linhas e colunas de π, respectivamente. Definimos o traço de

π de maneira usual: tr(π) =
∑

i

πii.

Por exemplo, a partição plana

π =

7 5 5 3 2 1 1 1

6 5 5 2 1 1

6 3 2 2

tem forma (8, 6, 4), 18 partes, 3 linhas, 8 colunas e traço 14.

Seja P(r, c) o conjunto de todas as partições planas com, no máximo, r

linhas e, no máximo, c colunas. Por exemplo, P(1, c) é o conjunto das partições

ordinárias e se π ∈ P(1, c), então tr(π) é a maior parte de π.

De posse dessas considerações preliminares, apresentamos o primeiro resul-

tado, e dos principais, desta seção cuja demonstração faz uso do algoritmo RSK.

Teorema 2.4.1. Sejam r, s ∈ N. Então

∑

π∈P(r,c)

qtr(π)x|π| =
r∏

i=1

c∏

j=1

(1− qxi+j−1)−1.

Demonstração. Vamos, primeiramente, descrever como juntar duas partições λ e

µ com partes distintas e com o mesmo número de partes de modo a obter uma
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partição ρ = ρ(λ, µ). Traçamos o Diagrama de Ferrers de λ, mas com cada linha

deslocada um espaço para a direita do ińıcio da linha anterior, chamamos este

novo diagrama de Diagrama de Ferrers Modificado de λ.

Por exemplo, se λ = (5, 3, 2), o Diagrama de Ferrers Modificado de λ é:

• • • • •
• • •
• •

Obtemos também o Diagrama de Ferrers Modificado de µ transposto.

Por exemplo, se µ = (6, 3, 1), temos

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•

Agora juntamos estes dois diagramas identificando suas diagonais principais.

Para λ e µ acima, por exemplo, temos
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Definimos ρ(λ, µ) como a partição cujo Diagrama de Ferrers é o diagrama

juntado. Do nosso exemplo,

ρ(532, 631) = 544211.

A aplicação (λ, µ) 7−→ ρ(λ, µ) é claramente uma bijeção entre os pares de

partições (λ, µ) com k partes distintas e as partições ρ de posto k (definido na

Seção 1 do primeiro caṕıtulo). Notemos que |ρ| = |λ|+ |µ| − l(λ).

Agora, vamos estender a bijeção acima aos pares (P,Q) de TYSS reversas de

mesma forma. Se λi denota a i-ésima coluna de P e µi a i-ésima coluna de Q,

então, seja π(P,Q) a matriz cuja i-ésima coluna é ρ(λi, µi).

Por exemplo, se

P =

4 4 2 1

3 1 1

2

e Q =

5 3 2 2

4 2 1

1

,

então

π(P,Q) =

4 4 2 1

4 2 2 1

4 2

2

2

.

Assim, π(P,Q) é uma partição plana. Trocando cada linha de π(P,Q) por

sua conjugada, obtemos uma outra partição plana π
′
(P,Q).
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Por exemplo, com π(P,Q) acima, obtemos

π
′

(P,Q) =

4 3 2 2

4 3 1 1

2 2 1 1

1 1

1 1

.

Segue que a aplicação (P,Q) 7−→ π
′
(P,Q) é uma bijeção entre pares (P,Q)

de TYSS reversas de mesma forma e partições planas π
′
.

Vamos denotar por diag(π
′
) a diagonal principal (π

′

11, π
′

22, ...) de π
′
, max(P )

a maior parte P11 da TYSS reversa P . Lembremos que sh(P ) denota a forma de

P , sh(P ) = sh(Q) e

|π′| = |P |+ |Q| − |sh(P )|, (2.7)

diag(π
′
) = sh(P ) = sh(Q), donde tr(π

′
) = |sh(P )|,

l1(π
′
) = max(Q),

l2(π
′
) = max(P ).

Seja A = (aij) uma N-matriz de suporte finito. Queremos associar com A

um par de TYSS reversas de mesma forma. Fazemos isso com uma variação do

algoritmo RSK, onde invertem-se as regras ≤ e ≥ na definição da inserção na

linha. Ou, equivalentemente, se

WA =

(
u1 · · · un

v1 · · · vn

)

é a matriz permutação generalizada associada a A, então aplicamos o algoritmo

RSK na matriz (
−un · · · −u1

−vn · · · −v1

)
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e, depois, mudando o sinal para positivo de todas as entradas do par de TYSS.

Assim, obtemos um par (P,Q) de TYSS reversas satisfazendo

|P | =
∑

i,j

jaij (2.8)

|Q| =
∑

i,j

iaij

max(P ) = max({j : aij 6= 0})
max(Q) = max({i : aij 6= 0})
|sh(P )| = |sh(Q)| =

∑

i,j

aij.

Segue das Equações (2.7) e (2.8) que se Mrc é o conjunto de todas as N-

matrizes r × c, então

∑

π∈P(r,c)

qtr(π)x|π| =
∑

A=(aij)∈Mrc

q






∑

i,j

aij






x






∑

i,j

(i+ j)aij −
∑

i,j

aij






=
r∏

i=1

c∏

j=1




∑

aij≥0

qaijx(i+j−1)aij



 =
r∏

i=1

c∏

j=1

(1− qxi+j−1)−1.

Como caso particular deste teorema temos que:

∑

π∈P(1,c)

qtr(π)x|π| =
1

(1− qx)(1− qx2) · · · (1− qxc)
.

A seguir temos duas conseqüências deste teorema. Seja P(r) o conjunto de

todas as partições planas com, no máximo, r linhas. Se q = 1 e c→∞ no teorema

anterior, então temos o seguinte resultado sobre a enumeração dos elementos de

P(r).
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Corolário 2.4.1. Seja r ∈ N. Então

∑

π∈P(r)

x|π| =
∏

i≥1

(1− xi)−min{i,r}.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4.1, temos

∑

π∈P(r)

x|π| =
r∏

i=1

∏

j≥1

(1 − xi+j−1)−1

= (1 − x)−1(1 − x2)−1(1 − x3)−1 · · ·
︸ ︷︷ ︸

i=1

(1 − x2)−1(1 − x3)−1 · · ·
︸ ︷︷ ︸

i=2

(1 − x3)−1(1 − x4)−1 · · ·
︸ ︷︷ ︸

i=3

· · · (1 − xr−1)−1(1 − xr)−1 · · ·
︸ ︷︷ ︸

i=r

= (1 − x)−1(1 − x2)−2(1 − x3)−3 · · · (1 − xr)−r(1 − xr+1)−r(1 − xr+2)−r · · ·

=
∏

i≥1

(1 − xi)−min({i,r}).

Seja P o conjunto de todas as partições planas e seja r → ∞ no corolário

anterior. Temos a seguir um resultado importante na teoria das partições planas.

Corolário 2.4.2. Temos

∑

π∈P

x|π| =
∏

i≥1

(1− xi)−i.

O teorema a seguir é visto como uma variação do Teorema 2.4.1 e sua

demonstração faz uso do Teorema 2.2.2.(10) Dizemos que uma partição plana

σ = (σij) é simétrica se σij = σji,∀i, j, Seja S(r) o conjunto de todas as partições

planas simétricas com, no máximo, r linhas e, portanto, r colunas no máximo.

Teorema 2.4.2. Seja r ∈ N. Então

∑

σ∈S(r)

qtr(σ)x|σ| =
r∏

i=1

(1− qx2i−1)−1
∏

1≤i<j≤r

(1− q2x2(i+j−1))−1.

10Para uma demonstração alternativa sem o uso do Teorema 2.2.2, veja Seção 7.20 na re-

ferência [8].

101



Demonstração. Seja π
′
(P,Q) a partição plana descrita na demonstração do Teo-

rema 2.4.1. Logo, π
′

é simétrica se, e somente se, P = Q. Além disso, supon-

hamos que A
RSK

′

−→ (P,Q), onde RSK
′
é o algoritmo RSK “reverso” descrito na

demonstração do Teorema 2.4.1 (sendo P e Q TYSS reversas). Temos que RSK
′

satisfaz o Teorema 2.2.2 também, isto é, A
RSK

′

−→ (P, P ) se, e somente se, A = At.

Seja M
′

r o conjunto de todas as N−matrizes r× r simétricas. Logo, procedendo

como na demonstração do Teorema 2.4.1, obtemos

∑

σ∈S(r)

qtr(σ)x|σ| =
∑

A=(aij)∈M
′

r

q
∑

aij x
∑

(i+j−1)aij

=
∑

A

q







∑

i≥1

aii + 2
∑

1≤i<j≤r

aij







x







∑

i≥1

(2i − 1)aii + 2
∑

1≤i<j≤r

(i + j − 1)aij







=
r∏

i=1




∑

aii≥0

qaiix(2i−1)aii




∏

1≤i<j≤r




∑

aij≥0

q2aij x2(i+j−1)aij





=

r∏

i=1

(1 − qx2i−1)−1
∏

1≤<j≤r

(

1 − q2x2(i+j−1)
)−1

.

Veremos agora alguns resultados que decorrem da restrição do tamanho da

maior parte da partição plana π ∈ P(r, c). Para compreender melhor os sig-

nificados das restrições do número de linhas, do número de colunas e da maior

parte, vamos apresentar o diagrama de uma partição plana, que deve generalizar

a noção de Diagrama de Ferrers de uma partição.

O diagrama D(π) de uma partição plana π = (πij) é o subconjunto de N3

definido por

D(π) = {(i, j, k) ∈ N3 : 1 ≤ k ≤ πij}.

Exemplo: Se

π =

4 2 1

3 1

1

1
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então D(π) é dado por

Observemos que se w é uma permutação dos três eixos coordenados, então w

transforma o diagrama D(π) de uma partição plana de n no diagrama w(D(π))

de uma outra partição plana de n. Assim, temos que cada partição plana tem

seis partições planas associadas (indexadas por elementos de S3), obtidas pelos

diagramas decorrentes de:

• deixar D(π) inalterado;

• conjugar cada linha de D(π);

• conjugar cada coluna de D(π);

• transpor D(π);

• conjugar cada linha de D(π) e depois transpor;

• conjugar cada coluna de D(π) e depois transpor.

No que segue, vamos identificar π com seu diagrama D(π). Notemos que

l1(π), l2(π) e max(π) permutam entre eles quando aplicamos w em π. Assim,

por exemplo, temos que o número de partições planas de n com, no máximo, r

linhas e, no máximo, c colunas é igual ao número de partições planas de n com,

no máximo, c linhas e maior parte, no máximo, r.

Sejam r, c, t ∈ N e definimos a caixa

B(r, c, t) = {(i, j, k) ∈ N3 : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ c, 1 ≤ k ≤ t}.
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Assim, uma partição plana π satisfaz l1(π) ≤ r, l2(π) ≤ c e max(π) ≤ t se, e

somente se, o diagrama de π está contido em B(r, c, t), π ⊂ B(r, c, t). Antes de

apresentar o próximo resultado, façamos mais algumas definições que nos serão

úteis mais adiante.

Dado um Diagrama de Young (Ferrers) λ e um quadrado u = (i, j) ∈ λ,

definimos h(u) = λi + λ
′

j − i− j + 1. Ou seja, h(u) conta o número de quadrados

à direita ou abaixo de u em sua coluna e u inclusive. Vamos escrever h(u) dentro

do quadrado u. Por exemplo, a partição 4421 tem h(u) dado por

7 5 3 2

6 4 2 1

3 1

1

Definimos, também, c(u) de λ em u = (i, j) por

c(u) = j − i.

Exemplo, λ = 4421, c(u) é dado por

0 1 2 3

−1 0 1 2

−2 −1

−3

De posse dessas observações podemos apresentar o seguinte lema.

Lema 2.4.1. Sejam λ = (λ1, ..., λn) ∈ Par e µi = λi + n− i. Então,

∏

u∈λ

[h(u)] =

∏

i≥1

[µi]!

∏

1≤i<j≤n

[µi − µj]
(2.9)

∏

u∈λ

[n+ c(u)] =
n∏

i=1

[µi]!

[n− i]! , (2.10)

onde [k] = 1− qk e [k]! = [1][2] · · · [k] = (1− q)(1− q2) · · · (1− qk).
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Demonstração. Adicionamos n− i quadrados à i-ésima linha do diagrama de λ,

obtendo o diagrama de µ. No quadrado (i, j) inserimos o número µi−j+1. Logo, o

conjunto dos números inseridos é
⋃

i≥1{1, 2, ..., µi} = {{1, 2, ..., µ1}, {1, 2, ..., µ2}, ...},
ou seja, os expoentes no numerador de (2.9). Para cada 1 ≤ i < j ≤ n, escrevemos

o número µi − µj no quadrado (i, µj + 1).

Por exemplo, λ = 4421, então o diagrama de µ (com µi − µj em negrito) é:

7 6 5 4 3 2 1

6 5 4 3 2 1

3 2 1

1

Agora, removendo as colunas µj +1 obtemos novamente o diagrama de λ com

h(u) no quadrado u, o que demonstra (2.9).

A demonstração de (2.10) é feita de modo análogo.

Dado λ ⊢ n, definimos

b(λ) =
∑

i

(i− 1)λi =
∑

i

(
λ

′

i

2

)
. (2.11)

Notemos que b(λ) é a menor soma posśıvel das entradas de uma TYSS (po-

dendo ter 0 como parte) de forma λ obtido unicamente colocando i− 1 em todos

os quadrados da i-ésima linha de λ. Em particular, para n ≥ l(λ), temos que

sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) = qb(λ)v(q), sendo v(q) um polinômio em q tal que v(0) = 1 e,

se n < l(λ), sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) = 0. Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4.3. Para quaisquer λ ∈ Par e n ∈ N, temos

sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) = qb(λ)

∏

u∈λ

[n+ c(u)]

[h(u)]
.

Demonstração. Se n < l(λ) ambos os lados da igualdade são nulos, pois existe

u = (i, , j) tal que n + c(u) = n + j − i = 0 porque 1 ≤ i ≤ l(λ). Seja, pois,
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n ≥ l(λ). Como vimos no Caṕıtulo 1, sλ(x1, ..., xn) = aλ+δ/aδ, onde aλ+δ =

det(x
λj+n−j
i )n

i,j=1 e aδ = det(xn−j
i )n

i,j=1, donde

sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) =

det
(
q(i−1)(λj+n−j)

)n
i,j=1

det (q(i−1)(n−j))
n
i,j=1

. (2.12)

O denominador é igual a
∏

1≤i<j≤n

(q(i−1) − q(j−1)). Seja

a∗δ = det(xi−1
j )n

i,j=1.

Então a∗δ = (−1)(
n
2)aδ, pois a matriz (xi−1

j )n
i,j=1 é obtida transpondo (xn−j

i )n
i,j=1

e depois invertendo a ordem das linhas. Logo, o numerador em (2.12) é

a∗δ(q
µ1 , qµ2 , ..., qµn), sendo µj = λj + n− j. Então

sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) = (−1)(

n
2)

∏

1≤i<j≤n

qµi − qµj

qi−1 − qj−1
=

∏

1≤i<j≤n

qµj(qµi−µj − 1)

q(i−1)(1− qj−i)
.(2.13)

Pelo lema anterior, usando
∏

1≤i<j≤n

[j − i] =
n∏

i=1

[n− i]!, temos

sλ(1, q, q
2, ..., qn−1) =

q
∑

i<j µj

∏

i<j

[µi − µj]
∏

i≥1

[µi]!

q
∑

i<j(i−1)
∏

i<j

[j − i]
∏

i≥1

[µi]!
= qb(λ)

∏

u∈λ

[n+ c(u)]

[h(u)]
.

Apresentamos a seguir algumas conseqüências deste teorema.

Corolário 2.4.3. Para qualquer λ ∈ Par temos

sλ(1, q, q
2, ...) =

qb(λ)

∏

u∈λ

[h(u)]
.
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Demonstração. Basta tomar n → ∞ no teorema anterior, pois
∏

u∈λ

(1 − qn+c(u))

vai para 1 (por (2.10)).

Corolário 2.4.4. Para quaisquer λ ∈ Par e n ∈ N temos

sλ(1
n) =

∏

u∈λ

n+ c(u)

h(u)
. (2.14)

Demonstração. Fazendo q = 1 no teorema anterior e usando o fato 1 − qk =

(1−q)(1+q+· · ·+qk−1) e cancelando o fator 1−q no numerador e no denominador,

o resultado segue.

O Teorema 2.4.3 estabelece uma função geradora para as partições planas cu-

jas colunas são estritamente decrescentes. Na demonstração do próximo teorema

veremos que, se λ = (cr), podemos associar uma função geradora com partições

planas de forma (cr).

Teorema 2.4.4. Sejam r, c, t fixos, com r ≤ c. Então

∑

π⊂B(r,c,t)

q|π| =
[t + 1][t + 2]2 · · · [t + r]r[t + r + 1]r · · · [t + c]r[t + c + 1]r−1 · · · [t + r + c − 1]

[1][2] · · · [r]r[r + 1]r · · · [c]r[c + 1]r · · · [c + r − 1]
, (2.15)

onde [i] = 1 − qi.

Demonstração. Seja λ = (cr), retangular com r linhas e c colunas. Notemos que

assumindo r ≤ c não perdemos generalidade, pois podeŕıamos trocar λ por λ
′
.

Seja π = (πij) uma partição plana de forma λ cujas colunas são estritamente

decrescentes, possivelmente com entradas iguais a 0. Definimos π∗ = (π∗
ij) por

π∗
ij = πij − r + i. Com isso, cada coluna estritamente decrescente de π torna-se

uma coluna não-crescente de π∗.

Por exemplo:

π =

6 6 4 4 4 3

4 3 3 2 2 1

2 2 1 1 0 0

=⇒ π∗ =

4 4 2 2 2 1

3 2 2 1 1 0

2 2 1 1 0 0
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Assim, π∗ é uma partição plana satisfazendo

l1(π
∗) ≤ r, l2(π

∗) ≤ c

max(π∗) = max(π)− r + 1,

|π∗| = |π| −
r∑

i,j=1

(r − i) = |π| − c
r∑

i=1

(r − i) = |π| − c
(
r

2

)
.

Inversamente, dada tal partição plana π∗, fazendo πij = π∗
ij + r − i, podemos

obter π. Logo, pelo Teorema 2.4.3,

∑

π⊂B(r,c,t)

q|π| = q
−

(

r
2

)

c
s(cr)(1, q, ..., qt+r−1) = q

b((cr))−
(

r
2

)

c ∏

u∈(cr)

[t + r + c(u)]

[h(u)]
. (2.16)

Por (2.11), temos b((cr)) =
(

r
2

)
c. Além disso, o conjunto formado pelos h(u) de

(cr) é {1, 22, 33, ..., rr, (r+1)r, ..., cr, (c+1)r−1, (c+2)r−2, ..., c+r−1} e o conjunto

formado pelos c(u) é obtido do anterior pela subtração de r. Substituindo os

valores de c(u) e h(u) em (2.16) o resultado segue.

Com este teorema finalizamos esta seção. A seguir, na próxima seção, vamos

aplicar as funções simétricas em enumeração de permutações.

2.5 Enumeração de Permutações via Funções

Simétricas

Nesta seção, vamos aplicar alguns resultados sobre funções simétricas para enu-

merar determinados tipos de permutações. Iniciamos estabelecendo um lema

sobre o algoritmo RSK que nos será útil.

Lema 2.5.1. Sejam w ∈ Sn e w
RSK−→ (P,Q). Então D(P ) = D(w−1) e D(Q) =

D(w).(11)

11D é o conjunto descendente: D(π) = {i : πi > πi+1}, π = π1π2 · · ·πn ∈ Sn.
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Demonstração. Sejam (P0, Q0), ..., (Pn, Qn) = (P,Q) os pares sucessivos de Tabelas

de Young Semi-Simples obtidas pela aplicação do algoritmo RSK em w. Seja

w = w1 · · ·wn e suponhamos que para algum i, wi > wi+1. Como observado na

demonstração do Teorema 2.2.1, o caminho de inserção de wi+1 está à direita

daquele de wi.

Suponhamos que a forma de Pi é obtida daquela de Pi−1 colocando-se um

quadrado na posição (a, b), donde a entrada (a, b) de Q é igual a i. Quando

inserimos wi+1 em Pi, se um elemento m é movido para a linha a, então ele deve

ocupar a posição (a, b+1) sem mover um outro elemento. Logo, i+1, não aparece

em Q numa linha menor do que i, então i ∈ D(Q).

Similarmente, se wi > wi+1 então o caminho de inserção de wi+1 não está à

direita daquele de wi. Então um elemento deve ser movido para a linha a, mas

não no final e, então, deve mover um elemento para a linha a+1. Dáı, i ∈ D(Q),

donde D(w) = D(Q).

Pela propriedade de simetria do algoritmo RSK, w−1 RSK−→ (Q,P ). Logo, pelo

que acabamos de provar, D(w−1) = D(P ).

Recordemos da Seção 1.3.9 a definição de co(S) de um conjunto S ⊆ [n−1] =

{1, 2, ..., n − 1}. Podemos estender a definição de co às permutações w ∈ Sn

colocando co(w) = co(D(w)). Similarmente, definimos co
′
(w) = co([n − 1] −

D(w)). Notemos que [n− 1]−D(w) é o conjunto ascendente A(w) de w.

O teorema a seguir é uma conseqüência do lema anterior e estabelece uma

expressão de
∏

(1 − xiyj)

(
=
∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y)

)
em termos de funções quase-

simétricas.
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Teorema 2.5.1. Seja n ∈ N. Então

∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y) =
∑

w∈Sn

Lco(w−1)(x)Lco(w)(y) (2.17)

∑

λ⊢n

sλ(x)sλ
′ (y) =

∑

w∈Sn

Lco(w−1)(x)Lco
′
(w)(y). (2.18)

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.8, temos

∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y) =
∑

λ⊢n




∑

sh(T )=λ

Lco(T )(x)








∑

sh(T
′
)=λ

Lco(T
′
)(y)





=
∑

λ⊢n

∑

sh(T )=λ

sh(T ′)=λ

Lco(T )(x)Lco(T ′)(y),

onde sh(T ) = λ significa que a soma é feita sobre todos os TYS de forma λ. Se

w ∈ Sn satisfaz w
RSK−→ (T, T

′
), então pelo Lema 2.4.1, D(w) = T

′
e D(w−1) = T .

Logo, ∑

λ⊢n

∑

sh(T )=λ

sh(T ′)=λ

Lco(T )(x)Lco(T
′
)(y) =

∑

w∈Sn

Lco(w−1)(x)Lco(w)(y),

o que mostra (2.17).

A prova de (2.18) é análoga usando o algoritmo RSK dual.

Este teorema “determina” o número de permutações w ∈ Sn com D(w−1) = S

e D(w) = T , pois este número é o coeficiente de Lα(x)Lβ(y) na expressão (2.17),

sendo α = αS e β = βT (onde αS e βT são as composições correspondentes a S e

T ). Vamos procurar, no entanto, uma expressão mais explicita (e útil) para este

número. Se α = (α1, ..., αl) ∈ Comp(n), seja Bα a faixa com fronteira com αi

quadrados na linha l − i+ 1. Pensando em Bα como uma forma diagonal, então

sBα é uma Função de Schur Diagonal.

Lema 2.5.2. O conjunto L(PBα , ωBα)(12) consiste de todas as permutações w ∈
Sn tais que co(w−1) = α.

12definido na Seção 1.3.9.

110



Demonstração. Uma permutação w ∈ Sn está em L(PBα , ωBα) se, e somente se,

i+1 sucede i em w (onde w = w1 · · ·wn) sempre que i e i+1 estiverem na mesma

linha e i + 1 precede i em w quando i e i + 1 estão numa mesma coluna. Logo,

i ∈ D(w−1) se, e somente se, i e i+1 estão na mesma coluna, o que é equivalente

a i ∈ Sα.

Exemplo: seja α = (3, 1, 2, 3) ∈ Comp(9). A faixa com fronteira correspon-

dente é
7 8 9

5 6

4

1 2 3

Um elemento de L(P,Q) é w = 578124963. Então, w−1 = 459618237, donde

D(w−1) = {3, 4, 6} e co(w−1) = (3, 1, 2, 3) = α.

Apresentamos a seguir uma série de resultados que decorrem deste lema que

resultarão na expressão para o número de permutações w ∈ Sn tais que D(w−1) =

S e D(W ) = T que estamos procurando.

Corolário 2.5.1. Seja α ∈ Comp(n). Então

sBα =
∑

w∈Sn
α=co(w−1)

Lco(w).

Demonstração. É imediato pelo Teorema 1.3.8.

Corolário 2.5.2. Seja n ∈ N. Segue que

∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y) =
∑

α∈Comp(n)

Lα(x)sBα(y). (2.19)
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Demonstração. Pelo corolário anterior e pelo Teorema 2.5.1, temos

∑

α∈Comp(n)

Lα(x)sBα(y) =
∑

α∈Comp(n)

Lα(x)
∑

w∈Sn
co(w−1)=α

Lco(w)(y)

=
∑

w∈Sn

Lco(w−1)(x)Lco(w)(y)

=
∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y).

O próximo corolário apresenta uma fórmula para a expressão de qualquer

função simétrica um termos das funções quase-simétricas fundamentais.

Corolário 2.5.3. Seja f ∈ Λn, então

f =
∑

α∈Comp(n)

〈f, sBα〉Lα.

Demonstração. Para o caso f = sλ, tomamos o produto escalar em ambos os

lados de (2.19) com sλ(y) para obter

f = sλ =
∑

µ⊢n

sµ(x) 〈sλ(y), sµ(y)〉 =
∑

α∈Comp(n)

Lα(x) 〈sλ(y), sBα(y)〉

=
∑

α∈Comp(n)

〈f, sBα〉Lα.

Os demais casos seguem por linearidade.

O corolário a seguir apresenta uma expansão alternativa de
∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y) em

termos de funções quase-simétricas.

Corolário 2.5.4. Seja n ∈ N. Então

∑

λ⊢n

sλ(x)sλ(y) =
∑

α,β∈Comp(n)

〈
sBα , sBβ

〉
Lα(x)Lβ(y).
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Demonstração. Pelo corolário anterior,

sBβ
(y) =

∑

α∈Comp(n)

〈
sBα , sBβ

〉
Lα.

O resultado segue pela substituição dessa expressão para SBβ
(y) em (2.19).

Agora, escrevendo BS e BT no lugar das faixas com fronteira BαS
e BαT

(onde

αS e αT são as composições correspondentes a S e T ) e, comparando o Teorema

2.5.1 com o corolário anterior, temos o resultado desejado a seguir.

Corolário 2.5.5. Sejam S, T ⊆ [n−1]. Então, o número de permutações w ∈ Sn

tais que D(w−1) = S e D(w) = T é igual ao produto escalar 〈sBS
, sBT
〉.

De agora até o fim desta seção, vamos discutir uma segunda conexão entre

as funções simétricas e a enumeração de permutações. Se w = w1 · · ·wn ∈ Sn,

seja v = wi1 · · ·wik uma subseqüência de w, ou seja, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.

Dizemos que v é crescente se wi1 < wi2 < · · · < wik e decrescente se wi1 > wi2 >

· · · > wik . Vamos denotar por is(w) o comprimento (ou número de termos) da

maior subseqüência crescente de w e por ri(w) o inteiro j mais à direita em w tal

que a maior subseqüência crescente de w, cujo último termo é j, tem comprimento

i.

Por exemplo: se w = 725481963, então is(w) = 4, r1(w) = 1, r2(w) = 3,

r3(w) = 6 e r4(w) = 9, sendo ri(w) indefinido para i > 4. Em geral, 1 = r1(w) <

r2(w) < · · · < ris(w)(w).

Proposição 2.5.1. Sejam w ∈ Sn,m = is(w) e w
RSK−→ (P,Q). Então, a primeira

linha de P é igual a r1(w), r2(w), ..., rm(w).

Demonstração. Uma subseqüência crescente wi1 , ..., wik de w é equivalente a uma

cadeia (i1, wi1) < · · · < (ik, wik) no conjunto parcialmente ordenado I(w) (definido

antes do Lema 2.2.4). Então, a anti-cadeia Ij(w) consiste dos pares (i, wi) para os
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quais a maior subseqüência crescente de w terminando em wi tem comprimento

j.

O máximo valor de i para um tal par é, por definição, ujnj
, e o valor

correspondente de wi é vjnj
. Logo, vjnj

= rj(w) e a demonstração segue pelo

Lema 2.2.4.

O corolário a seguir, imediato do corolário anterior, estabelece uma inter-

pretação combinatória do comprimento da primeira linha de P quando w
RSK−→

(P,Q).

Corolário 2.5.6. Sejam w ∈ Sn, w
RSK−→ (P,Q) e sh(P ) = sh(Q) = λ. Então,

λ1 = is(w).

Corolário 2.5.7. Seja gp(n) o número de permutações w ∈ Sn para as quais

is(w) = p. Então

gp(n) =
∑

λ⊢n
λ1=p

(fλ)2.

Demonstração. Existem (fλ)2 pares de TYS de forma λ. Logo, o resultado segue

do corolário anterior.

Vamos procurar agora uma forma de enumerar as permutações não só com

is(w) = p, mas, também, com exigência quanto ao comprimento da maior sub-

seqüência decrescente.

Se w ∈ Sn, definimos a forma sh(w) de w como a forma do TYS P (ou Q)

quando w
RSK−→ (P,Q). A seguir, apresentamos um teorema cuja demonstração

está num dos apêndices da referência [8] e é longa, razão pela qual não a colocamos

neste trabalho.

Teorema 2.5.2. Sejam w ∈ Sn e sh(w) = (λ1, λ2, ...). Então, para todo i ≥
1, λ1 + · · ·+ λi é igual ao comprimento da maior subseqüência de w que pode ser

escrita como uma união de i subseqüências crescentes.
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Por exemplo: se w = 247951368, então a subseqüência 24791368 á a união

das subseqüências crescentes 2479 e 1368. Logo, λ1 + λ2 ≥ 8. Como w não pode

ser escrita como uma união de duas subseqüências crescentes, então λ1 + λ2 = 8.

Temos denotado por T ← k a inserção, nas linhas, de um inteiro k numa

TYSS T . Assumindo que todas as entradas de T são distintas e diferentes de k,

vamos denotar por k → T a inserção de k nas colunas de T . Esta inserção

é definida exatamente como a inserção em linha trocando linha por coluna.

Equivalentemente, se t denota transposição, então (k → T ) = (T t ← k)t, igual-

dade que decorre do análise de casos do seguinte lema fundamental.

Lema 2.5.3. Se i 6= j, então

j → (T ← i) = (j → T )← i.

Ou seja, inserção em linha e em coluna comutam.

Lema 2.5.4. Sejam

P (i1, i2, ..., in) = ((i1 ← i2)← i3)← · · · ← in

P̃ (i1, i2, ..., in) = i1 → · · · → (in−2 → (in−1 → in)).

Então,

P (i1, i2, ..., in) = P̃ (i1, i2, ..., in).

Demonstração. A prova é por indução em n. O resultado é claro para n = 1, pois

P (i1) = P̃ (i1) = i1. Seja n ≥ 2 e suponhamos que o resultado vale para ∀m ≤ n.
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Temos

P (i1, ..., in+1) = P (i1, ..., in)← in+1

= P̃ (i1, ..., in)← in+1

= [i1 → P̃ (i2, ..., in)]← in+1 (definição de P̃ )

= i1 → [P̃ (i2, ..., in)← in+1] (lema anterior)

= i1 → [P (i2, ..., in)← in+1]

= i1 → P (i2, ..., in, in+1) (definição de ←)

= i1 → P̃ (i2, ..., in, in+1)

= P̃ (i1, ..., in, in+1) (definição de →)

De posse desse lema, apresentamos o teorema a seguir que estabelece um nova

propriedade de simetria do algoritmo RSK.

Teorema 2.5.3. Sejam w = w1w2 · · ·wn ∈ Sn, w
RSK−→ (P,Q) e wr = wn · · ·w2w1.

Suponhamos que wr RSK−→ (P ∗, Q∗). Então, P ∗ = P t. Em particular, sh(w) =

sh(wr)
′
.(13)

Demonstração. Usando a notação do lema anterior, temos que P (w1, ..., wn) = P

e P̃ (w1, ..., wn)t = P ∗. Pelo lema anterior, P ∗ = P t.

Como uma subseqüência decrescente de w torna-se uma subseqüência cres-

cente (na ordem inversa) de wr e vice-versa, o resultado a seguir é uma con-

seqüência imediata dos Teoremas 2.5.2 e 2.5.3.

Teorema 2.5.4. Sejam w ∈ Sn e sh(w) = λ. Então, para ∀i ≥ 1, λ
′

1 + · · · + λ
′

i

é igual ao comprimento da maior subseqüência de w que pode ser escrita como

uma união de i subseqüências decrescentes. Em particular, λ
′

1 é o comprimento

da maior subseqüência decrescente de w.

13a descrição de Q∗ é mais complexa e é apresentada no apêndice da referência [8]. Para os

propósitos deste trabalho, não necessitamos de Q∗ e, por isso, vamos omiti-lo.
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Estamos agora em condições de estabelecer a segunda conexão entre as funções

simétricas e a enumeração de permutações. Este resultado está no corolário a

seguir que é uma conseqüência imediata do teorema anterior e da Proposição

2.5.1. Escrevemos ds(w) para o comprimento da maior subseqüência decrescente

de w.

Corolário 2.5.8. Seja gp,q(n) o número de permutações w ∈ Sn tais que is(w) =

p e ds(w) = q. Então

gp,q(n) =
∑

λ⊢n

λ1=p,λ
′
1=q

(fλ)2.

Finalizamos esta seção com dois exemplos.

(a) Se w ∈ Spq+1, então is(w) > p ou ds(w) > q, pois nenhuma partição

λ ⊢ pq + 1 satisfaz λ1 ≤ p e λ
′

1 ≤ q (se assim o fosse, |λ| < pq + 1). Logo,

gp,q(pq + 1) = 0.

(b) Sejam p, q > n. Então, existem exatamente p(n) partições λ ⊢ (p + q +

n− 1) tais que λ1 = p e λ
′

1 = q, quais sejam, λ = (p, 1 + µ1, 1 + µ2, ..., 1 + µq−1),

onde µ ⊢ n, ou seja, λ = (p, 1 = µ). Então

gp,q(p+ q + n− 1) =
∑

µ⊢n

(f (p,1+µ))2.

2.6 Funções Simétricas e a Enumeração Sob a

Ação de Grupos

A teoria de enumeração sob a ação de grupos (ou Teoria de Pólya) é um tópico

importante em combinatória enumerativa, que normalmente é apresentada sem

fazer uso das funções simétricas. Nesta seção, no entanto, vamos abordar esta

teoria a partir do que vimos até agora.
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Lembremos que a Teoria de Pólya apóia-se numa função geradora ZG(x) dos

tipos ćıclicos dos elementos de um subgrupo G de SR (o grupo simétrico de todas

as permutações de um conjunto finito R).

Definição 2.6.1. Seja K um subgrupo do grupo simétrico SR. Definimos o in-

dicador ćıclico argumentado Z̃K de K como sendo a função simétrica

Z̃K =
∑

w∈K

pρ(w),

onde ρ(w) denota o tipo ćıclico de w (definido na Seção 1.3). O indicador ćıclico

ZK de K é difinido por

ZK =
1

|K|
∑

w∈K

pρ(w).

Notemos que ZK (ou Z̃K) é uma função geradora para os elementos de K

de acordo com seu tipo ćıclico. Além disso, se n = |R|, então ZK e Z̃K são

homogêneas de grau n, ou seja, ZK , Z̃K ∈ Λn.

Na exposição tradicional da Teoria de Pólya, a função simétrica soma de

potências pi é substitúıda por uma variável ti. Isto representa apenas uma mu-

dança de ponto de vista, pois as pi’s são algebricamente independentes (Corolário

1.3.4).

Vejamos agora dois exemplos para ilustrar a definição anterior.

Exemplos:

(a) Sejam R o conjunto de vértices de um quadrado e G o grupo de todas

as transformações espaciais do quadrado agindo em R. O elemento identidade

tem indicador ćıclico p4
1. As rotações de 90◦ ou 270◦ têm indicador ćıclico p4.

A rotação de 180◦ tem indicador ćıclico p2
2. As duas reflexões diagonais têm

indicador ćıclico p2
1p2. Logo,

ZG =
1

8
(p4

1 + 2p4 + 3p2
2 + 2p2

1p2).
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Se considerarmosG como o grupo das simetrias rotacionais planas do quadrado,

teŕıamos

ZG =
1

4
(p4

1 + 2p4 + p2
2).

(b) Seja G o grupo SR de todas as permutações do conjunto de n elementos

R, então G ∼= Sn. Seja λ ⊢ n. Lembremos (igualdade (1.1)) que n!z−1
λ é o número

de permutações w ∈ Sn de tipo ćıclico λ. Logo, pela Proposição 1.3.9, ZG = hn.

Sejam X = {c1, c2, ...} um conjunto de cores, S um conjunto não-vazio e XS o

conjunto de todas as funções f : S −→ X. Pensamos em f como uma coloração

do conjunto S, com o elemento s ∈ S recebendo a cor f(s) ∈ X. O peso xf de

f ∈ XS é definido por

xf =
∏

i≥1

x
|f−1(ci)|
i .

(c) Sejam X = {preta, branca} e S o conjunto dos vértices de um quadrado,

S = {a, b, c, d}. Tomemos f : S −→ X tal que f(a) = f(b) = preta e f(c) =

f(d) = branca. Logo, xf = x2
1x

2
2.

Assim, xf é um monômio de grau n = |S| nas variáveis x1, x2, ..., que, para

cada i, diz quantos elementos de S são coloridos com ci.

Existe uma ação natural de G = SS em XS: se w ∈ G, f ∈ XS e s ∈ S, então

(w · f)(s) = f(w · s).

Denotamos por XS/G o conjunto das órbitas desta ação, ou seja, os elementos

de XS/G são as classes de equivalência com respeito à relação ∼ : f ∼ g se existe

w ∈ G tal que g = w · f . Notemos que se f ∼ g, então xf = xg. Assim,

se F ∈ XS/G, definimos xF como xf , para qualquer f ∈ F . As classes de

equivalência F são chamadas padrões. O inventário padrão de G é a função

geradora

FG(x) =
∑

F∈XS/G

xF .
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Assim, o coeficiente de um monômio xα em FG(x) é o número de órbitas

F ∈ XS/G de peso xα. Como os elementos de X são tratados igualmente, (são

cores), segue que FG(x) é uma função simétrica; mais ainda FG(x) ∈ Λn.

Para ilustrar tudo isso, vejamos alguns exemplos:

(d) Sejam S o conjunto dos vértices de um quadrado e G o grupo de suas

simetrias espaciais, como no exemplo (a). Duas colorações dos vértices são

equivalentes se existir uma simetria do quadrado levando uma coloração na outra.

Seja λ ⊢ 4. O coeficiente de mλ em FG é o número de colorações não-equivalentes

dos vértices usando λi i’s, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Utilizando a notação
a b

c d
para um

quadrado cujos vértices têm cores a, b, c e d, apresentamos abaixo representantes

de cada uma destas colorações não-equivalentes (usando as cores 1, 2, 3, 4):

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3

1 1 1 2 2 2 1 2 2 3 3 1 3 4 4 3 4 2

Então, FG = m4 +m31 + 2m22 + 2m211 + 3m1111.

SeG fosse o grupo de simetrias rotacionais do quadrado, teŕıamos, além daque-

las acima, as seguintes colorações não-equivalentes:

1 1 1 3 1 4 1 4

3 2 2 4 2 3 3 2

e FG = m4 +m31 + 2m22 + 3m211 + 6m1111.

(e) Sejam G o grupo SR de todas as permutações do conjunto R de n ele-

mentos, como no exemplo (b). Para simplificar vamos assumir R = [n], donde

SR = Sn. Duas colorações f, g ∈ XR são equivalentes se, e somente se, {|f−1(c)| :
c ∈ X} = {|g−1(c)| : c ∈ X}. Logo, o coeficiente de qualquer monômio xα de

grau n em FSn é igual a 1, donde

FSn =
∑

λ⊢n

mλ = hn.
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Até aqui, temos definido duas funções simétricas ZG e FG associadas com o

grupo de permutaçõesG. O indicador de ciclo ZG é difinido em termos das funções

simétricas soma de potências, enquanto a função simétrica inventário padrão FG

é definida em termos das funçõs simétricas monomiais mλ.

O lema a seguir, chamado Lema de Burnside, é um resultado simples porém

fundamental. Ele vai permitir demonstrar o resultado mais importante desta

seção, qual seja, ZG = FG.

Lema 2.6.1. Sejam Y um conjunto finito e G um subgrupo de SY . Para cada

w ∈ G seja

Fix(w) = {y ∈ Y : w(y) = y},

onde |Fix(w)| é o número de ciclos de tamanho 1 na permutação w. Seja Y/G

o conjunto das órbitas de G. Então,

|Y/G| = 1

|G|
∑

w∈G

|Fix(w)|.

Demonstração. Para y ∈ Y , seja Gy = {w ∈ G : w(y) = y}, o estabilizador de y.

Então
1

|G|
∑

w∈G

|Fix(w)| =
1

|G|
∑

w∈G

∑

y∈Y
w(y)=y

1

=
1

|G|
∑

y∈Y

∑

w∈G
w(y)=y

1

=
1

|G|
∑

y∈Y

|Gy|.

Seja Gy = {w(y) : w ∈ G} a órbita de G contendo y. Como duas órbitas são

disjuntas ou coincidem, o conjunto formado pelos elementos w(y), w ∈ G, contém

cada elemento da órbita Gy o mesmo número de vezes, qual seja, |G|/|Gy| vezes.

Logo, y ocorre |G|/|Gy| vezes entre os elementos w(y), donde

|G|
|Gy| = |Gy|.
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Assim,
1

|G|
∑

w∈G

|Fix(w)| = 1

|G|
∑

y∈Y

|G|
|Gy| =

∑

y∈Y

1

|Gy|
.

Para uma órbita fixa O ∈ Y/G, temos Gy = O se, e somente se, y ∈ O. Logo,

o termo
1

|O| aparece |O| vezes na última soma acima. Portanto, esta soma nos

dá o número de órbitas |Y/G|.

Finalizamos esta seção com o resultado prometido anteriormente.

Teorema 2.6.1. Seja R um conjunto finito. Para qualquer subgrupo G de SR

temos que ZG = FG.

Demonstração. Sejam α = (α1, α2, ...) ∈ Comp(n) e Cα o conjunto de todas as

colorações f ∈ XR com a cor cj sendo usada αi vezes. O conjunto Cα é invariante

sob a ação de G em XR. Denotamos por wα a ação de w em Cα. Vamos aplicar o

lema anterior para encontrar o número de órbitas. Para isso, precisamos encontrar

|Fix(wα)|.
Para que f ∈ Fix(wα), f deve “colorir” R de modo que: (a) em qualquer

ciclo de w, todos os elementos ganham a mesma cor; (b) a cor cj aparece αj vezes.

Logo,

|Fix(wα)| = [xα]
∏

j

p
mj(w)
j = [xα]pρ(w), (

14)

onde mj(w) é o número de ciclos de w de comprimento j. Então,

pρ(w)(x) =
∑

α

|Fix(wα)|xα.

Agora, somamos sobre todas as w ∈ G e dividimos por |G|. O lado esquerdo

torna-se ZG, enquanto o lado direito, pelo Lema de Burside (lema anterior),

torna-se FG.

14lembremos que [xα] é o coeficiente de xα em f .
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