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Resumo

Este trabalho esta dividido em duas partes. Na primeira, apresentamos as funcoes
simétricas: o espago vetorial das fungoes simétricas sobre os nimeros racionais,
algumas bases, um produto escalar e as chamadas fungoes (simétricas) de Schur.
Na segunda parte, exibimos algumas das muitas aplicacoes desta teoria: no estudo
dos caracteres das representacoes do grupo simétrico; nas particoes planas; na

enumeracao de permutagoes; na enumeracao sob a acao de grupos.

Abstract

This work is divided in two parts. In the first one, we present the symmetric
functions: the symmetric functions vector space over the field of the rational
numbers, some bases, an inner product and the so called Schur (symmetric)
functions. In the second part, we present some of the many aplications of this
theory: in the study of the characters of the symmetric group’s representations;
in the plane partitions; in permutation enumeration; in the enumeration under

group action.
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Introducao

Um polinémio simétrico, algo visto em qualquer curso de Teoria Algébrica dos
Ntumeros, €, como bem sabemos, um polindbmio com a seguinte propriedade: qual-
quer permutacoes de suas variaveis nao altera o mesmo. Essa é a idéia intu-
itiva que usamos ao longo do presente trabalho. No entanto, ela é limitada,
pois freqiientemente estamos interessados em problemas que envolvem infinitas
variaveis. Faz-se necessdria, pois, uma definicao mais ampla. Por isso, iniciamos
apresentando tal definicao ao final da Secao 1.2, apds justificar por que podemos
trabalhar com infinitas varidaveis e nao nos preocupar se os resultados valem ou
nao para o caso finito.

Dada a definicao do que entendemos por uma funcao simétrica, passamos ao
estudo de alguns conjuntos de tais fungoes. Ao longo da Secao 1.3 verificamos
que esses conjuntos, na verdade, formam bases para o espago vetorial das funcoes
simétricas sobre o corpo Q. Ao final desta secao apresentamos matrizes de mu-
danca entre estas bases.

Para fazer todo o estudo do paragrafo anterior, precisamos de algumas in-
formagoes sobre particoes de um inteiro positivo. Na Secao 1.1, fazemos uma
abordagem sobre o tema que é superficial porém suficiente aos nossos propositos.

Ainda na Secao 1.3, apresentamos um produto escalar definido no espaco
vetorial das fungoes simétricas. Veremos também as chamadas Funcgoes de Schur

que serao de grande utilidade ao longo do Capitulo 2.

x1



Ao final de 1.3, temos uma colegdo de fungbes que nao sdo simétricas (as
chanadas fungdes quase-simétricas), embora tenham a aparéncia de tais fungoes.
Como veremos, essas fungoes podem tornar-se simétricas se impusermos algumas
restricoes.

Essencialmente é disto que se ocupa a primeira parte deste trabalho, que
chamamos de Capitulo 1. Na segunda parte, Capitulo 2, apresentamos algumas
das aplicacoes das fungoes simétricas que conseguimos reunir.

Antes de apresentar essas aplicagoes, definimos o algoritmo RSK (Secao 2.2)
usando a teoria desenvolvida na primeira parte (Capitulo 1). A Segao 2.3 traz
nossa primeira aplicagao, qual seja, o estudo dos caracteres das representagoes do
grupo simétrico S,,.

Em seguida, outras trés aplicagoes sao apresentadas, respectivamente, nas
Segoes 2.4, 2.5 e 2.6. A primeira trata do estudo das parti¢oes planas (das quais as
partigdes definidas em 1.1 sdo um caso particular) via fungoes simétricas. Depois,
aplicamos a teoria estudada para enumerarmos certos tipos de permutagoes. Por
fim, abordamos a Enumeragao Sob a Ag¢ao de Grupos, ou Teoria de Pélya, por
meio das fungoes simétricas.

E importante observar que a escassez de material sobre as funcoes simétricas
foi um fator limitante na elaboracgao deste trabalho. A nao existéncia de um texto

sobre o assunto no Brasil foi uma motivagao a mais para a escolha desse tépico.
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Capitulo 1
Funcoes Simétricas

Antes de introduzir as fungoes simétricas, suas propriedades e alguns resultados,
relembremos um pouco sobre partigoes. A se¢ao seguinte é uma breve recordagao
sobre o tema, porém suficiente aos nossos objetivos.

Na Secgao 1.2, estudaremos a algebra das funcoes simétricas a partir da idéia
intuitiva de um polinémio simétrico em finitas variaveis e com coeficientes em Q.
Vamos também justificar por que podemos trabalhar com infinitas varidveis e,
depois, apresentar nossa definicao de uma funcao simétrica.

Na tultima secao deste capitulo, estaremos interessados em encontrar bases
para o espaco vetorial das fungoes simétricas sobre Q. Ao final, em 1.3.7, temos
uma tabela que mostra as matrizes de transigao entre algumas destas bases, bem
como algumas propriedades das mesmas.

Em 1.3.9, apresentamos um conjunto de fungdes (que denominamos quase-
simétricas) que nao sao necessariamente simétricas, embora guardem semelhanca
com aquelas que chamamos simétricas. Veremos que, sob certas condigoes, algu-

mas podem tornar-se simétricas.



1.1 Particao de um Inteiro Nao-negativo

Uma partigdo A de um inteiro nao-negativo n é uma seqiiéncia (A, ..., \x) €
k

(NU{0})* tal que \; > ... > M\ e Z Ai = n. Vamos assumir que as seqiiéncias
i=1

(A1, oo, Ak) € (A1, ooy AR, 0,0, ...) representam uma mesma particao A. Denotaremos
por Par(n) o conjunto de todas as parti¢oes de n, com Par(0) = {(0,0,...)}.

Além disso, definimos o conjunto Par de todas as particoes por Par = U Par(n).
n>0
Para simplificar a notacdo, muitos autores utilizam a representagao

(A1 M), ou simplesmente A ---\g, para a particao (Aq,...,\r) € N¥ de um

inteiro nao negativo n. Vejamos alguns exemplos:

Par(1) = {1}
Par(2) = {2,11}

Par(5) = {5,41,32,311,221,2111, 11111}

Se A € Par(n), denota-se A = n ou |A| = n. Utilizaremos a notacdo A - n,
embora nem todas as referéncias que consultamos estejam de acordo com nossa
escolha. Denotamos [(A) o tamanho (comprimento) de A, isto é, o nimero de
A; ndo-nulos em A. Escrevemos m; = m;(\) = |{j : \; = i}| para o nimero de
partes de A iguais a i e, assim, denotamos A = (1"2™2...r™) para dizer que
exatamente m; partes de A sao iguais a .

Por exemplo, [(41) = 2, my(41) = 1,mq(41) = 0,m3(41) = 0,my(41) = 1.
Assim, 41 = (11203%41),

O Diagrama de Ferrers de uma particao A é formalmente definido como o
conjunto de todos os pontos (i,j) € Z?* tais que 1 < j < );. Tragamos tal
diagrama de forma andloga a construcao de uma matriz: a coordenada i para as
linhas e j para as colunas. Por exemplo, o diagrama da particao 5441 do ntimero

14 é:



Usaremos quadrados no lugar dos pontos nos diagramas, essa escolha ficara
evidente ao longo do texto. Chamaremos o diagrama assim obtido de Diagrama
de Young da Particao; sendo assim, para a particao 5441 obtemos o seguinte

diagrama:

A particdo conjugada X" = (A}, \,,...) de A é definida pela condicio de que
seu diagrama é o transposto do diagrama de A(1), isto é, o diagrama de X" §é
obtido pela reflexao do diagrama de A em torno de sua diagonal principal, como
a transposta de matrizes. Ou, equivalentemente, m;(\) = \;—\41. Notemos que
A\ = I(A) e Ay = 1(\). E claro que A = \. Por exemplo, a particio conjugada
de (5441) é (43331), pois seus respectivos diagramas sao:

|

Trés relagoes de ordem parciais no conjunto das particoes serao importantes

na abordagem sobre fungoes simétricas que desenvolvemos ao longo desse texto.

'notemos que a cada particdo podemos associar um tnico diagrama e vice-versa.



Primeiramente definimos a relagao de ordem parcial ;¢ C A para quaisquer p, A €
Par se p; < \;,Vi. Se identificamos as parti¢oes com seus diagramas, esta relagao
de ordem parcial C é simplesmente verificar se o diagrama de p estda contido no
diagrama de \.

Por exemplo, se p = (1,1) e A = (2), entdao u € A, pois s = 1 > 0 = Ao.
Também A\ & p, pois \y =2 > 1= py. Se p=(1,1) e A = (2,1), entdo p C A,
basta observar os diagramas de p e .

O conjunto Par com a ordem parcial C é chamado Reticulado de Young. A

figura abaixo mostra os primeiros seis niveis do Reticulado de Young.

/!
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Nossa segunda relagdo de ordem parcial é definida apenas em Par(n) para
cada n € N e é chamada ordem de dominancia ou ordem natural e ¢ denotada
por <. Se u, A € Par(n), definimos u < A se Zuj < Z)\j, para cada i > 1.

j=1 j=1
Por exemplo, (111) < (21). Essa relagao de ordem nao é total. De fato, (3111) e

(222) nao sdo comparaveis.
Nossa terceira relagao de ordem parcial, também em Par(n), é chamada ordem

lexicogrdfica reversa e denotada >f. Dadas u, A € Par(n), definimos A >B i se



[ = A ou se, para algum %, j1; = Ay, ..., i1 = Ni—1 € A\; > ;. Essa relagao de
ordem é total. Se n = 6, por exemplo, temos 6 >% 51 >f 42 >f 411 >F 33 >F
321 >f 3111 >% 222 >R 2211 >% 21111 > 111111. Na ordem de dominéancia,
as particoes 33 e 411 bem como 3111 e 222 nao poderiam ser comparadas.

Para finalizar esta se¢ao, lembremos que o posto de uma particao A = (A1, Ao, ...)
denotado por posto(A) é definido como o maior inteiro i para o qual \; > i. Por

exemplo: posto(33) = 2, posto(411) = 1 e posto(3211) = 2.

1.2 A Algebra das Funcoes Simétricas

Consideremos o anel Q[z1, ..., x| dos polindmios em k varidveis e coeficientes no
anel comutativo com unidade Q. O grupo simétrico S age neste anel permutando
as variaveis. Um polinomio ¢é dito simétrico se é invariante sobre esta acao, ou
seja, se é invariante sob qualquer permutacao de suas k variaveis. O anel dos

polinémios simétricos em k varidveis é representado por A, = @AZ, onde A}
n>0
é o conjunto dos polinomios simétricos homogéneos de grau n com o polindomio

nulo; a palavra homogéneo significa que cada termo z{* - - - * tem o mesmo grau
o+t o =n.
Se f,g € A} ea,be Q, claramente af 4+ bg € A}. Logo, A} é um Q-moddulo,
ou lembrando que Q é um corpo, A} é um espago vetorial sobre Q, bem como Ay.
Para cada o = (ai,...,a) € (N U {0})*, denotamos por % o mondmio
it - xlk. Seja A € Par uma particdo tal que I(A\) < k. O polinomio my(xyq, ..., zx) =

Zxa cuja soma é feita sobre todas as permutagoes « (das entradas) de A =

«
(A1, ..., Ag), nem todos A; # 0, é claramente simétrico. Por exemplo: se A =41 e

_ = SV RS P . -
k = 2, entao myy(x1, x2) = x7xy + x125. Isso nos dd o seguinte resutado.

Proposigao 1.2.1. {m, : A € Par(n),l(\) <k} € uma base para A}.



Demonstragao. Seja f = E cor® € A um polinémio simétrico homogéneo de

«
grau n. Seja A a Unica partigdo de n associada a a (como a = (ay, ..., ) é tal
que aq + ... + a; = n, podemos formar uma particao de n colocando em ordem

nao-crescente os «;). E claro que o termo c\x? aparece no somatorio g Cal®.

6%
Como f ¢ um polinomio simétrico, cg = ¢\ para qualquer permutacao [ de

A= (A1, ..., \x) e, além disso, cyz” aparece em Z cqr® para toda permutacgao 3

o

de \.
Agora, agrupando os monomios cujos coeficientes lideres sao ¢y, obtemos f =

> " cxmy. Dai, {my : Abn,I(\) < k} gera Af.
AFn
Se Par(n) = {1, ..., i}, e aymy, + -+ +aymy, =0, entdo a; = -+ = a; = 0,

pois cada monomio a;x*, onde «; é uma permutacao de \;, aparece em apenas
um termo da soma a;my, +- - -+ a;my, e, quando fazemos a igualdade polinomial
aymy,+- - -+amy, = 0, devemos ter a; = 0, Vi. Logo, {m, : A € Par(n),l(\) < k}
¢ linearmente independente.

Portanto, {my : A € Par(n),l(\) < k} é uma base para A}. O

Se k < n, o monomio z* nao estd definido para A = (1,1,...,1) de n. Pode-
mos remover esta restricao tornando infinito o nimero de varidveis, conforme
detalhado abaixo.

Seja m > k e consideremos o homomorfismo p : Q[z1, ..., x| — Q[z1, ..., k]

ry, se 1<i<k
p(r;) = .
0, se k+1<i:<m

tal que

Restringindo p a A,, ganhamos o homomorfismo p,,  : Ay, — Ay, cujo efeito na

base {m,} é:

mx(z1, ..., zx), se ((N) <k
Pk (MA(T1, .0y T)) =

0, se I(\) >k



Logo, pm i ¢ sobrejetivo. Restringindo py,x a A}, temos o homomorfismo py, , :
A — A}, Vn > 0 e m > k, os quais sao sempre sobrejetivos e sao bijetivos se
m > k > n. De fato: sendo f uma combinagao linear dos my(xy, ..., zx), entao
f =0, pois pf ,(ma(w1,...,2x)) = 0 se [(\) > k, o que ndo é possivel porque
I(A) <n <k, entao p, (f) = 0 implica f = 0.

Seja A" o espago de todas as seqiiéncias f = (fx)r>0, onde fr = fe(z1, ..., k)

¢ um polinémio simétrico homogéneo de grau n nas variaveis xq, ..., Ty €

fm(xlu "'7xk707 70> - fk(xh Jxk)

se m > k. Como py,, € um isomorfismo para m > k > n, entao a projecao
definida por p} : A — A} tal que p(f) = fx, é um isomorfismo para Vk > n (a
idéia é fazer m — oo e identificar A” com A”)) e, portanto, A" tem uma base que
consiste dos polinémios simétricos my, VA - n, tais que pi(my) = my(z1, ..., Tx),
para k > n. Logo, A" é um espaco vetorial sobre Q cuja dimensao é p(n), o
nimero de particoes de n.

Seja A = @A”. Logo, A é um espago vetorial sobre Q com base {m) : A €
n>0
Par}. Para cada k > 0, pr, = Gp>0pf : A — Ay é um homomorfismo sobrejetivo

e p € um isomorfismo se n < k. Assim, ao invés de trabalharmos com k variaveis,
o homomorfismo sobrejetor p;, nos garante que podemos trabalhar com infinitas
varidveis.(?)

Daqui em diante trabalharemos com infinitas varidaveis identificando A =
(A1, ooy Ap) com (Aq, ..., Ay, 0,0, ...).

Feitas estas consideragoes, finalizaremos esta secao com as duas definicoes a

seguir.

Definigao 1.2.1. Sejam x = {x1,xs, ...} um conjunto de varidveis e n € N. Uma

2e assim, funcdes simétricas em finitas varidveis tornam-se um caso particular do estudo que

apresentamos neste texto.



fungao simétrica homogénea de grau n sobre Q € uma série de poténcias

flx) = Z CoT®

o

o0
sendo: (a) o € {(a1,qe,...) : a; € N,Zozi =n}®); (b) ca € Q; (c) z repre-
i=1
senta o monomio x7'xy* - (d) f(Tuq), Tw),-..) = f(@1,22,...), para qualquer
permutacao w dos inteiros positivos.

o
Por exemplo, a funcao f(z1,2s,...) = E T2 ... = E Ty + E T,
k=1 ‘

aeComp(2)
é claramente simétrica segundo a definicao acima.

Definicao 1.2.2. A = @A” ¢ dita a dlgebras das funcgoes simétricas sobre Q,

n=1
onde A" € o espaco vetorial, sobre Q, de todas as funcoes simétricas de grau n.

A partir dessas defini¢oes, o que antes chamavamos polinomios simétricos re-
cebem o nome de fungées simétricas (embora na verdade sejam séries de poténcias),

pois historicamente é essa a denominagao que recebem.

1.3 Algumas Bases para A

Nesta secao exibiremos algumas bases para o espaco vetorial A das funcoes
simétricas sobre o corpo Q e procuraremos matrizes de transicao entre estas.

Iniciamos redefinindo a base de A da se¢ao anterior, agora em infinitas varidveis.

1.3.1 Funcgao Simétrica Monomial

Definigao 1.3.1. Seja A = (A1, Ao, ...) b n. Uma fungdo simétrica monomial

my(z) = Z x

3este conjunto é chamado de conjunto das composicoes de n e representado por Comp(n).

my(x) € A™ € definida por




onde a percorre o conjunto de todas as pemutagoes o = (aq, g, ...) das entradas

de A = ()‘17)\27 ) ex® = m‘flng —

Exemplos:

1
mp = Z €T;
i
mo = Z .T?
i
mi1 = Z.TZ'.CE]'
i<j
A Proposigao 1.2.1 da segao anterior estabelece que {my : A F n,l(A) < k} é
uma base para A}. Agora, pelas consideracoes que fizemos sobre trabalhar com
infinitas varidveis, temos que {my : A F n} é uma base para A" e dim(A"™) = p(n);

conseqiientemente, {my : A\ € Par} é uma base para A = GBA". Esta ¢é nossa
n>0
primeira base para A. Na secao seguinte apresentamos outras.

1.3.2 Funcao Simétrica Elementar

Definicao 1.3.2. Seja A € Par. A funcdo simétrica elementar ey € definida
pelas formulas:

€y — 1
e, = E iy Ty, ,m > 1

11 <. <,
ex = €x,Expy A = (A1, Ag, ...) € Par

Exemplo: se A = (2,1,0,0,...) entdo ey = ege; = in:vj Zm = 3min +
i<j k
may

As fungoes simétricas elementares possuem uma fungdo geradora bastante

E(t) =) ent" =[] +xit).

n>0 1>1

conhecida, a saber



O teorema a seguir estabelece que a Q-dlgebra A é gerada por {eq, es,...}. De

fato, este conjunto é uma base para A.
Teorema 1.3.1. A = Q[ey, e9,...] e ey, e,... sdo algebricamente independentes.

Demonstracao. Como A = EB A", cada elemento de A pode ser escrita como uma
n>0
soma de fungoes simétricas homogeéneas de diferentes graus. Entao, para mostrar

que A = Qleq, ey, ...] é suficiente provar que qualquer fungao simétrica homogénea
pode ser expressada como um polinomio nas fungoes simétricas elementares com
coeficientes em Q.

Seja f(x1,x2,...) € A™ uma fungao simétrica homogénea de grau m. Uti-

lizando a ordem lexicografica no conjunto das particoes de m, dizemos que o

monémio 8z ... é maior do que z'z ... se existir s > 1 tal que ky =
lyy..nks = ls e ksyq > ls11. Seja x’flx§2 -+ 0 maior monoémio em f com coe-

ficiente nao-nulo. Como f é simétrica, essa funcao contém todos os monomios
obtidos de x’flxgz -+ pela permutacao de kq, ko, ...

Consideremos agora o maior monémio na funcio simétrica ef'e -- -, d; > 0,
com apenas uma quantidade finita de d; nao-nulos. Observemos que se M; e M,
sao monomios ambos de grau n e N é um monomio de grau r, se M; > My, entao

NM, > NMs. Logo, se Ny > Ny entao M1N; > M;Ns. E claro que o maior

monémio em e, é x1Zy...2,. Dai, segue que o maior mondmio em ef'ef? - é
$ill+d2+'"$g2+d3+'" .
. . A k1—ko ko—ks o k1, .ko A
Assim, o maior monomio em e}’ e, <o éay'wy’ -+ que é o mesmo que
em f. Entdo, se a é o coeficiente de z¥z% ... em f, o maior monoémio em

fh=1f-—- aelfl_k2e§2_k3... ¢ menor do que aquele de f. Podemos repetir esse

processo com f;. Como existe um nimero finito de mondémios de grau m (os
[e.e]

possiveis aq, s, ..., com «; € N, tais que g a; = m), entdo um numero finito
i=1

de aplicacoes desse processo produz uma representacao de f como um polinomio

em eq, es, ...
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Verifiquemos que eq, e, ... sao algebricamente independentes. Suponhamos

que E Adydy--€] egz -+« = 0, onde a soma é feita sobre um conjunto finito de

dlstlntos d = (dy,ds,...),d; € {0,1,2,...}, com apenas uma quantidade finita
de d; nao-nulos. Se esta relagdo nao é trivial, temos adids... # 0 para algum

d. Para qualquer d definimos k = (ki, ks, ...) por k’i = d; + di+1 + ... Entao,

o grau de eMe® ... nas varidveis xy,zs,... é m = E k; E td; e o maior
2—1
A . /
monomio deste grau que ocorre em ef'eP ... é xlflxz - Sed = (d),dy,..) e
’ / /
ki =d;+d;,y + - =k, entdo d; = d;. Logo, monomios disitintos e{'e3? - - - nas

variaveis ep, es, ... tém maiores monomios distintos nas variaveis x; que ocorrem

neles.
o
Escolhemos entre os d tais que ag,4,... # 0 algum tal que m = E k; é maximal
i=1
e 0 maior monémio z8'z? ... é maximal. Entdo, expressando nossa relacio nos

k2--.

e; em termos de x;, temos o termo a:]f apenas uma vez e com coeficiente

nao-nulo a4, 4,..., 0 que contraria a independéncia algébrica de z1, z9, ... Portanto,

€1, es, ... sao algebricamente independentes. O
o0

Dado o = (a1, an,...) uma composicao de n, isto é, a; > 0 e E o; = n,
i=1

estamos interessados em encontrar o coeficiente de x®* em ey, onde A - n. A

proposicao seguinte nos dé esse coeficiente. Antes, no entanto, uma definicao.

Definigao 1.3.3. Seja A = (aij), ;», uma malriz com a;; € Z,Yi, j. Definimos

r; = g a;j € cj = E a;j e também os sequintes vetores:

J 7

r(A) = (r1,72,...)

c(A) = (¢, ¢, ...)

Definimos também uma (0,1)-matriz como sendo uma matriz cujas entradas

sao 0 ou 1.
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oo
Proposicao 1.3.1. Sejam A F n e a = (ay,a9,...),a; > 0, com 5 o = n.
i=1
O coeficiente My, de x* em ey, isto €, ey = E My, m,,, € igual ao nimero de

ukEn
(0,1)-matrizes A = (a;;)ij>1 satisfazendo r(A) = X e c(4) = a.

Demonstracao. Consideremos a matriz

Ty T2 T3

X = Tr1 T2 T3

Para obter um termo de e, da primeira linha escolhemos \; entradas, da
segunda, Ay e assim por diante, de modo que o produto das entradas escolhidas
seja ¢ = x'x3* .-+ Se trocamos as entradas escolhidas por 1 e as demais por
0, obtemos uma matriz A com 7(A) = XA = (A1, A, ...) € ¢(4A) = (a1,0a9,...). O
nimero de possibilidades de escolher as entradas é M), que é a quantidade de
vezes que o monomio x® aparece em ey. Inversamente, qualquer tal matriz A

corresponde a um termo de e,. O

Para ilustrar o que fizemos, vejamos alguns exemplos. Tomemos n = 5, A =
(1,1,1,1,1) e « = (4,1). Nesse caso, uma possiblidade para A é:

S O = =
o = O O O o
o O o o o o
o O o o o o
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Consideremos agora o caso n = 5, A = (2,2,1) e a = (4,1). Nesse caso,
1% = zlxy, porém, escolhendo as entradas de X de acordo com A = (2,2,1) nio
vamos obter z}, donde M2 14,1 = 0.

A tabela a seguir nos da alguns M,,. Como e, é uma fungao simétrica, basta
considerarmos « como particao de n também, pois se x® = z'25?--- é um
termo de ey, entao z7 também o é, onde v é a particao de n obtida a partir de
a colocando aq, ao, ... em ordem nao-crescente e, além disso, 2% e 7 devem ter o

mesmo coeficiente My,

€1 = ma

e11 = mg+2my

€2 = mn

e111 = mg~+3mar + 6min

€91 = ma1 + 3mi11

€3 = mi11

e1111 = myq +4msy + 6mag + 12mor1 + 24mai11

€211 = ma1+ 2mag + Smarg + 12ma11

€22 = ma2 + 2mg11 + 6mi111

e31 = mai1 +4miin

€4 = min

er1r = ms + dmay + 10m3zo + 20msz11 + 30maogy + 60mar11 + 120my1111
€111 = M41 + 3m3z2 + Tmai1 + 12moo1 + 27moq11 + 60my1111
€221 = mgzg + 2mg11 + Smaz1 + 12ma111 + 30mi1111

€311 = ma11 + 2maooy + Tmoyy + 20my1111

€32 = ma21 + 3ma111 + 10my1111

€41 = ma111 + dmi1111

€5 = miii11

O coeficiente M,, tem a seguinte interpretacao combinatéria. Temos n bolas

ao todo, com )\; destas marcadas com ¢ e também caixas numeradas 1,2, 3, ...
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Entao M), é o numero de possiblidades de se colocar as bolas nas caixas obser-
vando: (a) nenhuma caixa contém mais do que uma bola marcada com i e (b) a
caixa ¢ contém exatamente «; bolas.

Essa simples interpretacao combinatéria de My, é um exemplo de como pode-
mos aplicar fungoes simétricas para resolver problemas em combinatéria. Ao
longo do texto teremos outras aplicagoes. Agora apresentamos um corolario da

Proposicao 1.3.1.

Corolario 1.3.1. Sejam A, u = n, entao My, = M,, isto é, a matriz de transicao

entre as bases {my : A\ n} e {ey: A\ n} é simétrica.

Demonstragao. Seja A uma (0, 1)-matriz associada a M),. Entdo, r(A) = X e
c(A) = u se, e somente se, A’ satisfaz r(A") = u e ¢(A") = A. Logo, o nimero
de (0,1)-matrizes associadas a M), ¢é igual ao obtido a partir de M, donde

My, = My, 0

A Proposicao 1.3.1 tem uma formulacao equivalente em termos de funcoes

geradoras, que ao longo desse trabalho serao da forma z = Z capn onde {py} é

AePar
alguma base para A e ¢y € R, sendo A € Par e R um anel comutativo com unidade

(em nosso caso R = Q). Uma classe de fungdes geradoras que freqlientemente
ocorre tem R = A(y) como o anel dos coeficientes, isto é, fungdes simétricas em

um novo conjunto de variaveis y = (y1, ¥y, ...). Por exemplo, a fungao geradora

da préxima proposicao, z = g my(z)ex(y), é da forma E Caflx, COM f1\ =
AePar A€Par

my(x) € A(z) e cx = exr(y) € A(y) = R.

Proposicao 1.3.2. Temos

H(1+$iyj) = Z My ma(z)myu(y) = Z ma(z)ex(y).-

%, A\ u€Par AePar

Demonstracao. E suficente considerar A\ e p parti¢oes de um mesmo inteiro nao-

negativo, caso contrario My, = 0, poisse A m e u F n, com m # n, entdo como
3 o ) 3 9
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a caixa ¢ deve conter exatamente p; bolas, o total de bolas nestas caixas sera n,
mas faltarao bolas quando m < n e sobrarao bolas quando m > n.

Um monomio z8125? - -y g ... = 27yF que aparece em H(1+Iiyj> é obtido

Y]
pela escolha de uma (0, 1)-matriz A = (a;;) com finitas entradas iguais a 1 satis-

fazendo

agj; __ aij G1j 02j 02j
| |<$zyj) Y= | |371 Y Ty
Y] J

aiitaiz+-- ) aiitagi+-c azitagate ) argtagate a,

=T Y1 Lo Yo =Ty .
Por exemplo: para obter o termo x1xs - T y1Y2 - - - Yn, tOMamMos a1 = agy =
- = ap, = 1 e a;; = 0 nos demais casos. J& para obter x323 - T Y1Ysys - Yn
podemos tomar aj; = @12 = ag2 = a3y = ag3 = l,a; = 1,4 <1 < n e a;; =0 nos
outros casos.

Mas, H(xiyj)“ij = 2”@y donde o coeficiente de z°y? no produto [](1 +
1]
x;y;) € o numero de (0, 1)-matrizes A que satisfazem r(A) = a e ¢(A) = . Logo,

H(l + xiyj) = Z M)\Hm)\(.x)m#(y) =

(2] A\ u€Par
=S @ Y M) = 3 ma@eal).
AePar AePar AePar

]

Notemos que o Corolario 1.3.1 é imediato da Proposicao 1.3.2: o produto
[1(1 + z,;y;) é invariante quando trocamos z; por y;.

O teorema seguinte é conhecido como o Teorema Fundamental das Fungoes
Simétricas. Esse teorema é, na verdade, equivalente ao Teorema 1.3.1 e sua

demonstracao mais curta.
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Teorema 1.3.2. Sejam \,u € Par(n). Entdo, My, = 0 a menos que p < N,
enquanto que M,,» = 1 e o conjunto {e) : A\ = n} € uma base para A" (donde

{ex: A € Par} € uma base para A).

Demonstragao. Suponhamos que M), # 0, entdao pela Proposigao 1.3.1, existe
uma (0, 1)-matriz A = (a;;) com r(A) = X e c¢(A) = p. Seja A = (a'

;;) & matriz
tal que r(A) = X e com a;j = 1 apenas para 1 < j < \;.

Um exemplo para ilustrar A': se A = 211 e p = 22, entdo uma possibilidade

para A é
(110 -+~ 0] (11 0 0
1 0 0 - 0 1 00 0
010 - 0 , 1 00 0
A= donde A =
000 - 0 0 00 0
|00 0 - 0] 00 0 -+ 0]

Voltemos a demonstragao. Para cada i, o nimero de entradas iguais a 1 nas
primeiras i colunas de A" nao é menor do que o nimero de entradas iguais a 1 nas
primeiras ¢ colunas de A. Logo, pela definicao de ordem de dominancia da Secao
1.1, temos ¢(A") > ¢(A) = p. Mas ¢(A") = X', donde X" > y como querfamos.

Pela construcao de A, temos que as entradas que recebem 1 situam-se “a
esquerda’, ou seja, em cada linha iniciam a partir da primeira coluna e a soma
das entradas das linhas ¢ tem que ser \;. Decorre disso que ha somente uma
possibilidade para A’, donde M o= 1.

Seja AL, A%,..., A uma ordenacdo de Par(n), compativel com a ordem de
dominancia. Entdo, a matriz (M),) cujas linhas satisfazem a ordem A, \?, ... e
as colunas a ordem A, A2, ..., isto &, (M) = (Myi(ry )ij, € triangular superior
com 1 em todas as entradas da diagonal principal.

Vejamos um exemplo de matriz (My,) para o caso n = 4: ordenamos Par(4)
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fazendo Ay = 1111, Ao = 211, A3 =22, \y = 31, A5 = 4, pois 4 > 31 > 22 > 211 >
1111, entdo A} =4, Ay = 31, Ay = 22\, = 211, \; = 1111 e

M11114 M1111,31 M1111,22 M1111,211 Mllll,llll
M2114 M211 31 M211,22 M211,211 M211,1111

My, My 31 M, 29 My 211 My

1 4 6 12 24
012 5 12
000 0 1

Entao, (M,,) ¢ invertivel e, pela Proposicao 1.3.1, {e) : A = n} é uma base

para A™. ]

Notemos que este teorema nos dd um meio muito mais pratico que auxilia na
construgao da tabela anterior com os coeficientes My,.
Passamos agora a um outro conjunto de fungoes simétricas que, como veremos,

resulta numa outra base para A. Iniciamos com uma defini¢ao.

1.3.3 Funcao Simétrica (Homogénea) Completa

Definigao 1.3.4. As Fungoes Simétricas Homogéneas Completas(*) hy, A € Par,

sao definidas pelas formulas:

ho =1
h, = Z T, T,,n > 1

hy = h)qh)\z o ,)\ = ()\1,)\2, ) € Par

4ou simplesmente, como preferem alguns autores, a exemplo da referéncia [4], Funcdes

Simétricas Completas.

17



Exemplo: se A = (2,1,0,0,...) entdao hgy = hohy = Zazixj Zxk =3mi1 +
i<j k
2m21 + ms

Obersevemos que h,, é uma soma de monomios de mesmo grau n, dai o termo
homogéneo. As fungoes simétricas hy sao, em certo sentido, duais as funcoes
simétricas elementares e,. Isso ficara evidente mais adiante. A seguir temos o

analogo a Proposicao 1.3.1 para h.

Proposicao 1.3.3. Sejam A\ F n e a = (a1,a9,...), oy > 0, com Zai =
i=1

n. FEntao, o coeficiente Ny, de x* em hy, ou seja, hy = E Nyymy,, € igual
uEn
ao numero de N-matrizes (matrizes cujas entradas sio numeros naturais) A =

(aij)ij>1 que satisfazem r(A) = X e ¢(A) = a.

Demonstracao. Um termo x® de hy = hy hy, - -+ é obtido escolhendo um monomio

xitag?... de cada hy, tal que H(:B‘flxg?) =z
i

Um exemplo para ilustrar: n = 3, = (21) e a = (12); neste caso, % = 173
e hé 2 possibilidades de escolha, lembrando que ho; = hohy: (a) x129 em hy € x5
em hy ou (b) 22 em hy e z; em hy. Logo, N1)12) = 2. Voltemos a demonstragao.
Isso é o mesmo que escolher A = (a;;) como uma N-matriz satisfazendo r(A) =

A e ¢(A) = a, analogamente & demonstra¢ao da Proposigao 1.3.1. O]

Um exemplo para clarificar o iltimo paragrafo da demonstragao acima: n =

) . ~ 11 0 2
3,A = (21) e a = (12); aqui as possibilidades para A sao ( ) ou ( ) ,
01 10

donde N(21)(12) = 2.
Assim como M), N, tem uma interpretacao combinatéria. Suponhamos que

temos n bolas no total, sendo \; destas marcadas com i. Também dispomos de

caixas numeradas 1,2, 3, ... Entao, N,, ¢ o nimero de possibilidades de se colocar
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as bolas nas caixas de modo que a caixa i tenha exatamente y; bolas.(®)

No exemplo acima, n = 3, A = (21) e o = (12), temos duas caixas e trés
bolas (duas com nimero 2 e uma com nimero 1). Temos duas possibilidades de
configuragao: (a) uma bola 2 na caixa 1 e, na caixa 2, uma bola 1 e uma bola 2;
(b) uma bola 1 na caixa 1 e duas bolas 2 na caixa 2.

A tabela abaixo mostra alguns NV,,.

ha = m

h1 = 2mi1 +ma

ha = mi +my

hi11 = 6mair + 3ma1 + mg

ha1 = 3mi11 + 2ma1 +m3

hs = mi11 +ma21 +m3

hi111 = 24maii1 + 12mag + 6mag + 4mgy + my

hoi1 = 12ma111 + Tma11 + 4mag + 3may + my

haa = 6mi111 + 4mo11 + 3mag + 2m31 + my

h31 = 4dmii1 + 3mair + 2mag + 2mz + my

ha = miin + mo11 + maz + m31 +my

hi1111 = 120mq1111 + 60mai11 + 30ma21 + 20msq1 + 10mse + bmyy + ms
ho111 = 60mi1111 + 33ma111 + 18maoy + 13m311 + Tmaa + 4ma1 + ms
hao1 = 30mii111 + 18ma111 + 11magr + 8m311 + Smgz + 3mar + ms
hzin = 20mi1111 + 13mai11 + 8maa1 + Tmsi1 + 4maz + 3mar + ms
hs2 = 10mi1111 + 7ma111 + Smaoy + 4mai1 + 3mge + 2may + ms
hay = Smi11 +4mai11 + 3maz1 + 3msi1 + 2ms2 + 2myy + ms

hs = mii111 + Ma111 + Ma21 + m311 + m32 + ma1 +ms

5Notemos que na interpretacdo combinatéria de M Ap Nao permitiamos repeticoes de bolas
com mesmo nimero numa caixa, restricdo esta ausente na interpretacao de Ny,. Do ponto de

vista combinatério isso ja representa uma certa dualidade entre ey e hjy.
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Na demonstragdo do Teorema 1.3.2 afirmamos que {e) : A F n} é uma base
de A™ partindo do fato de que a matriz (M,,) é triangular superior e, portanto,
invertivel. Agora, ndo podemos afirmar o mesmo sobre {hy : A F n}, pois a
matriz (Ny,) (%) é invertivel, mas esta propriedade nao é facilmente verificada.
No entanto, a independéncia linear de {hy : A F n} é uma conseqiiéncia imediata
do proximo teorema.

Antes de enunciar o teorema seguinte, é importante observar o que segue.
Como A = Q[ey, e, ...], analogamente aos operadores lineares da dlgebra linear,
um endomorfismo f : A — A é unicamente determinado pelos seus valores
f(en),n > 1 e, inversamente, qualquer escolha de f(e,) € A,n > 1, determina
um endomorfismo. Definimos o endomorfismo w : A — A por w(e,) = h,,n > 1.

E claro que w(ey) = hy, pois todo homomorfismo preserva a multiplicagio. (")

Teorema 1.3.3. O endomorfismo w € uma involucao, isto é, w* = id (o endomor-

fismo identidade), ou, equivalentemente, w(h,) = e, (donde w(hy) = ex, VA n).

Demonstragao. Consideremos as séries de poténcias H(t) = Zhnt” e E(t) =

n>0
Zent”. Desenvolvendo o produto H(l + x,t) obtemos E(t) = Zent” =
n>0 n>1 n>0
H(l + xnt) e, como (1 — z,t)~' = Zx;ti, entao H(l — )t = Zhnt" =
n>1 i>0 n>1 n>0

H(t).
Dai, H(t)E(—t) = 1. Igualando os coeficientes de t" nesta igualdade obtemos

n

0= Z(—l)ieihn_i = Z(—l)”_ihien_i = (—1)”2(—1)ihien_i,n > 1. Inversa-

i=0 i=0 =0

Sessa matriz é construida da mesma forma que (M),,).

"Poderiamos ter neste pardgrafo trabalhado diretamente com operadores lineares sobre o
espaco vetorial A, consideram-se, no entanto, endomorfismos porque, em geral, ao invés de
escolher o anel Q, escolhe-se um anel qualquer R comutativo, com unidade que nao necessari-

amente é corpo e, nesse caso, terfamos o R-médulo A.
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n
mente, se Z(—l)iuihn_i = 0,Vn > 1, para certos u; € A, com uy = 1, entao
i=0

n

u; = e;, pois 0 = Z:(—l)z(uZ —ei)hn_;.

=0

Agora, aplicando w a igualdade 0 = Z(—l)ieihn,i = (=D (=1)'hien_;
i=0 =0
obtemos 0 = Z(—l)ihiw(hn_i) = (—1") Z(—l)iw(hi)hn_i e, portanto, w(h;) =
i=0 i=0
€;. ]

Como conseqiiéncia deste teorema temos nos proximos corolarios o que esta-

mos procurando.

Corolario 1.3.2. O conjunto {hy : A F n} € uma base para A" (dai {h) :
A € Par} é uma base para A). FEquivalentemente, hy, hy, ... sao algebricamente

independentes e geram A como Q-dlgebra, isto é, A = Q[hy, ha, ...].

Demonstracao. O Teorema 1.3.3 mostrou que o endomorfismo w : A — A
definido por w(e,) = h, e, portanto, w(ey) = hy, é invertivel, pois w™! = w.
Logo, é um automorfismo de A e, como {e) : A\ - n} é uma base de A", segue que

{hy : A n} é, também, uma base para A". ]

Corolario 1.3.3. Seja Ny, como definido na Proposicio 1.5.3. Entao, N,\ =

Ny, ou seja, a matriz de mudanca da base {my : A = n} para {hy : A\ - n} é

simétrica.
Demonstracao. A demonstracao é andloga aquela do Corolario 1.3.1 n

Antes de partir para o estudo de um outro conjunto de fungoes simétricas,
apresentaremos um resultado que serd 1til mais adiante e cuja demonstracao

também omitimos por ser andloga aquela da Proposicao 1.3.2.
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Proposicao 1.3.4. Valem as igualdades:

H(l Tiyj)” Z Ny (z)my,(y me ha(y), A, u € Par.

1,7 AL
1.3.4 Funcao Simétrica Soma de Poténcias

Definicao 1.3.5. As funcoes simétricas soma de poténcias sao definidas por:

po=1
=2
P :p)\lpkg e ;)\ - ()\1,/\2, ) - P(M’.

Exemplo: se A =(2,1,0,0,...) entao ps; = pap1 = fo Zazj = mg3 + Mo

i J

Proposicao 1.3.5. Sejam A = (A,..., \)) Fn, onde l =1(N), e py = Z Ry,my,.
pukn
Sejam ptn ek = 1(p). Entao Ry, € igual ao nimero de partigoes ordenadas

m = (By,..., By) do conjunto [l] = {1,2,....1} tais que p1; = Z i, 1 <<k
iEBj

Demonstracdo. O coeficiente Ry, é o nimero de z# = z{'z4*.-- em p), =

<E x;\1> (E xf‘2> ---. Para obter o monomio z* na expressao deste pro-
i i

Aj Aj A .
duto, escolhemos um termo z;’ em cada fator E x;” tal que sz‘j] = 2. Seja

i J
B, = {j :i; = r}. Entao, (B, ..., By) é um partigdo ordenada de [l] que satisfaz
Z Ai. De fato, como H x;’ = aah? -+, para obter 2} tomamos os j tais
1€B;

que i; =1le = Z Aj. Alem disso, B, [ Bn = 0 se m # n, pois se tivéssemos
J
J € By, By, entao i; = m = n, contradicao.
Portanto, By, ..., B, é uma parti¢ao ordenada de [I] e, inversamente, qualquer

tal particao nos da um termo de x*. H
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O corolédrio a seguir, andlogo ao Teorema 1.3.2, mostra que {p) : A F n} é

uma base para A".

Corolario 1.3.4. R, =0 a menos que A < i, enquanto Ryy = Hmi()\)!, onde

mi(A) = [{j : Nj = i} e A = (1mN2mN o) O conjunto {px 1 A F n} é
uma base para A" (logo, {px : X € Par} é uma base para A). Equivalentemente,

D1, P2, .. SGo algebricamente independentes e geram A como Q-dlgebra, isto ¢,
A =Qlp1,p2, .-.]-

Demonstracao. Se Ry, # 0, pela proposicao anterior, existe particao ordenada
m = (B, ..., By) do conjunto [I] = [I(\)] que satisfaz pu; = 2/\“1 < j <k

1€B;
Dado 1 < r <, sejam B;,, ..., B;, blocos distintos de m contendo ao menos um

dos numeros 1,2, ...,7 cada. De p; = Z Ai, 1 <5 <k, temos p;, + -+ i, >
A+ A Mas g -y 2> ufi---ers, pois > se g > fg > -,
donde p > A, como queriamos.

Se A = p, cada bloco B; contém um tnico elemento {j}, ou simplesmente, j.
Entao, By, ..., B,,, pode ser qualquer ordenacao de 1, ...,my. Logo, By, 41, ..., By +ms
pode ser qualquer ordenagao de my + 1, ..., my + mso e assim por diante. Isso nos
dd um total de Ry = my(A)!ma(A)!--- possibilidades para .

O fato de {py : A F n} ser uma base para A" (A = Q[p1, po, ...]) segue pelas

mesmas razoes da demonstracao do Teorema 1.3.2. [

A seguir vamos investigar o efeito de aplicar a involucao w : A — A em p,.
Para tanto, uma abordagem por meio de funcao geradora é apresentada.

Para qualquer particao A = (1"12™2 ... )  n, definimos z), = 1"'m12™my! - - -.
Por exemplo, za0111 = 13312111422 = 384.

Se w € S, seu tipo ciclico é a parti¢ao (p1, pa, ...) F n tal que os comprimentos

dos ciclos de w em sua decomposicao em ciclos disjuntos sao pi, p,... A seguir
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temos um lema que nos da o niimero de permutacoes w € S, de um tipo fixo
p=(1m2m2 ).

Lema 1.3.1. O ndmero de permutagoes w € S, do tipo (c1,...,c,) € igual a

n!

lercy12¢e2¢,). mene, !

Demonstracdao. Seja m € S,,. Podemos obter a partir de 7 uma representacao em
ciclos disjuntos tal que os primeiros ¢; ciclos tenham comprimento 1, os cs ciclos
seguintes tenham comprimento 2, e assim por diante, colocando, da esquerda para
a direita, parénteses nas entradas de 7 de modo a obter ¢; ciclos de comprimento
i. Isso produz a decomposicao em ciclos disjuntos de uma permutacio 7« de tipo
(€1, ..., cn) € define uma aplicagdo ® : S,, — S<, onde S¢ é o conjunto de todas
o €S, de tipo ¢ = (c1,...,¢,). Dado, 0 € S¢, existem 17¢12%¢,!..n¢,! possi-
bilidades de escrever o na notacao de ciclos disjuntos tais que os comprimentos
dos ciclos sao nao-decrescentes da esquerda para a direita. De fato, ordenamos
os ciclos de comprimento 7 em ¢;! maneiras e escolhemos o primeiro elemento de
cada um destes ciclos de 7 maneiras. Estas escolhas sao todas independentes, o
que estabelece nossa afirmacao.

Logo, para cada o € S¢ temos |®7!(0)| = 17¢112%2¢,!..n"¢, ! e, como |S,| =
n!, o nimero de w € S,, do tipo (cy,...,¢,) é igual a

n!

lerey12¢e2¢,) . mene, !

[
Pelo lema acima, se p = (1™12™2...) entao
n! n! 4
H{w € S, : p(w) = p}| = Tzl z_p =nlz, . (1.1)

O conjunto {v € S,, : p(v) = p} é a classe de conjugagao K, que contém w.
Para qualquer grupo finito G, a ordem |K,| ¢ igual a [G : C'(w)], o indice do

centralizador C'(w) em G. Assim, temos estabelecido a proposigao seguinte.
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Proposicao 1.3.6. Seja A = n. Entdo z\ € igual ao nimero de permutacoes

v € S, que comutam com wy de tipo ciclico .

Para uma particao A = (1™12™2...)  n, observemos o que segue. Se n é
um inteiro impar, entao A tem uma quantidade impar de partes impares, donde
myi + mg + --- é impar. Entao:

(i) se mg + my + - -+ for par, segue que I(\) = my + my + ms + --- é impar.
Logo, n — [(\) é par.

(7i) se ma+my+- -+ for impar, entdo I(\) = m; +mg+m3+--- é par, donde
n —[(A\) é impar.

Analogamente, se n é par, m; + mg + --- é par. Logo,

(7i) se mg + my + - - - for par, segue que I(\) = my +mg + m3+--- é par e,
entao, n — [(\) é par.

(iv) se mg + my + - -+ for impar, entao [(\) = m; + my + mg + --- é impar,
donde n — [(\) é impar.

Logo, (—1)mz+mat = (—1)"~'N) Definimos

€\ = (_1>m2+m4+~-~ — (_1)"—1()‘)'

Assim, para w € Sy, €, ¢ +1 se w for uma permutagao par, isto é, se w
for o produto de um nimero par de transposigoes, e —1 caso contrario. Entao, a
aplicacao ¥ : S, — {£1} tal que ¥ (w) = €, é 0 homomorfismo “sinal”.

Depois dessas consideragoes, temos a proposicao seguinte que expressa H( 1—
2%
zy;) e H(l + x;9;) em funcao de py(x) e pA(y).
2%

Proposicao 1.3.7. Valem as igualdades:

[T —ziy;) ™" = eap (Z %pn(fv)pn(y)) = ' pa(@)pay).
A

i n>1

25



[T +@iy;) = eap (Z %(—1)“%(%)%(3/)) =Y = lan(@)ny).

i, n>1

o0
= E 2" 1 resulta em

n=1

=1
log((l—x)*l)zg —z", segue que log (H(l T:Y;) 1) E log((1—zy;) ") =

n

n=1

'7]’

ZZ_‘T y; = Z% (Zﬁ) Zy] = Z—pn( )pn(y). Isso estabelece

ij n>1 n>1 n>1
nossa primeira igualdade. A segunda 1gualdade da primeira linha decorre dos re-

Demonstracao. Lembrando que a integracao de ]
—

sultados que constam na Secao 5.1 da referéncia [8], tomando f(n) = p,(z)p,(y)

e r = 1, donde h(n Z Po(w) (X)Pp) (Y) = ZC,\pp(w)(x)pp(w)(y), sendo
weSy AFn
cx = {w € S, : p(w) = A}/, e lembrando do que foi feito anteriormente que
C\ = n!z;l.
A demonstracao das demais igualdades é analoga. O

Agora é imediata a verificacao do efeito de aplicar w em p) e é disso que trata

a proposicao seguinte.
Proposicao 1.3.8. Seja A - n. Entao
WPX = EXDPA-
Em outras palavras, py € um autovetor associado ao autovalor €.

Demonstracao. Vamos olhar para w agindo nas funcgoes simétricas nas variaveis

y = (y1,Y2, ...), enquanto x = (1, s, ...) serao consideradas escalares. Entao:

w@zﬁm(w)w(y))-w(r[(l— ziy;) ) "L mle)eluls)) =

ihj

Zmy(w)el,( H (1 + zy;) =* sz expa(@)pa(y),
v (2]
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onde as igualdades decorrem de: (a) Proposicao 1.3.4; (b) Teorema 1.3.3; (¢)
Proposigao 1.3.2; (d) Proposigao 1.3.7.
Como {py(z)} é linearmente independente, os coeficientes de p,(x) na primeira

e na ultima somas sao iguais, isto é, w(pa(y)) = expa(y). O

Notemos em particular que wp, = (—1)""'p,, ou wp,(z) = —p,(—2z). Além
disso, restringindo w ao espago vetorial A" cuja dimensao é p(n), como {py : A b
n} é um conjunto linearmente independente, pela proposigao acima, o polindémio
caracteristico (normalizado para ser monico) da transformacao linear w : A" —
A" é dado por (z — 1) (x + 1)%™) onde a(n) e B(n) sdo, respectivamente, os
nimeros de particoes de n em um ntimero par e impar de partes pares.

Concluimos esta se¢ao apresentando um resultado que expressa h, e e, em

termos de p,.

Proposicao 1.3.9. Temos que

hn = Z Z,:lp/\

AFn

-1
€n = E ExZ) DA

AFn

Demonstragao. Substituindo y = (t,0,0,...) em

H(l —xzy] ZZA PA(2)pA(Y),

1,J A
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e observando que

Zprtr 1 _ Z Z x;trfl

r>1 i>1 r>1
Z;

d
= Zlog(H(1)

= H'(t)/H(1),

= exp (Zp%)

r>1

I (s)
r>1

(prt")™
N 71:[1mr 0 rmrm '

= Z 25 At

AFn
n>1

segue queH (1—x;t)” Zz/\ pa(x)t", mas H (1—a;t)” thtk conforme

AFn k>0
n>1

donde

demonstracao do Teorema 1.3.3. Logo, h,, = Z z;lpk.
AFn

Aplicando w em h,,, temos e, = w(h,) = w(z Z'py) = Zz;lw(pA) =

AFn AFn

Z 25 expa- O

AFn
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1.3.5 Produto escalar e ortogonalidade

Nesta secao, vamos introduzir um produto escalar em A, ou seja, uma forma
bilinear A x A — Q, que denotaremos (,). Lembremos que se {u;} e {v;} sdo
bases de um espaco vetorial V', um produto escalar em V fica completamente
determinado pelos valores (u;, v;). Dizemos que as bases {u;} e {v;} s@o duais se
(ui,vj) = 0;; (o delta de Kronecker).

Definimos um produto escalar em A exigindo que {m,} e {h,} sejam bases
duais, ou seja,

(mx, hy) = dau, VA, p € Par.
Essa exigéncia em relagao as bases {m,} e {h, } na definicao do produto escalar

ficara clara ao longo desta secao nos resultados que apresentamos a seguir.
Proposicao 1.3.10. O produto escalar (,) : A x A — Q € simétrico.

Demonstragao. Pela bilinearidade, é suficiente provar que (f,g) = (g, f) para
bases {f} e {g} de A.

Tomemos {f} = {g} = {h\}, entdo (hy,h,) = <Z Nmmv,h“> = Ny, =
NHA = <hwh>\>' [l

O lema seguinte ¢ uma ferramenta importante para a verificagao de ortogo-

nalidade em certas classes de fungoes simétricas.

Lema 1.3.2. Sejam {uy} e {v\} bases de A tais que uy, vy € A", YA\ F n. Entao,

{ur} e {vp} sao bases duais se, e somente se,

Y u(@)oa(@) = [ —miyy) ™"
A

Z7j

Demonstracao. Sejam my = Zqup eh, = Zn,wvv. Entao, dy, = (my, hy,) =

Z oM (Upy Vi)

p,v
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Para cada n > 0 fixo, pensamos em ¢ = ((),) € 7 = (1) como matrizes
indexadas por Par(n) e seja A a matriz dada por A,, = (u,,v,). Entdo a

igualdade anterior resulta em I = (An'. Logo,

{ur} e {v\} s@o bases duais <— A=1
— I=(n
— I=("ny

< 6pv = Z g/\pn)\v'
A

Pela Proposicao 1.3.4, temos

[Ta=zy)™ = D ma@)haly) =

= Z <Z qup(x)> (Z n,\vvv(y)> = Z (Z C,\pmv) up ()00 (y).

Se H (1—ziy;) ' = Z ux(x)va(y), entao Zu,\(x)w(y) =

A

= Z (Z C\pﬁM) u,(7)vy(y), donde 6, = ngmv e, entdao, {uy} e {v,} sdo
A
bases duais de A.

Se {uy} e {vy} sdo bases duais, entao d,, = Z Oy Logo, H(l—xiyj)’l =
)\ -

> (Z Cwm) up(2)vy(y ZU)\ 0

p,v

A proposigao seguinte estabelece que {p,} é uma base ortogonal de A.

Proposicao 1.3.11. Temos (px,p,) = 2x0\u (€, portanto, {pr} € uma base or-
togonal de A ).

Demonstragao. Pelo lema anterior e pela Proposigao 1.3.7, temos que {p,} e

{&} sdo bases duais de A. Logo, (px, pu) = 2a0u- O
“u

30



Observamos que (py,pn) = zx # 1. Logo, a base {p,} nado é ortonormal. A
norma ||px|| = (pr, Pa) = /Zx nao é, em geral, um nimero racional. Dalf, { P }

| P el
forma uma base ortonormal de Ag (o0 espago vetorial das fungdes simétricas sobre

R).

Na proxima secao veremos uma base de A que é ortonormal e, mais do que
isso, cada elemento desta base expresso como combinacao linear dos elementos
de {m,} tem coeficientes inteiros.

Para finalizar esta secao, temos um corolario da tltima proposi¢ao e mais uma

proposicao.
Corolario 1.3.5. (f, f) > 0,Vf € A e (f, f) =0 se, e somente se, f =0.

Demonstracao. Escrevendo f = Z CAPx, entao
A

<faf> :Zciz)\'

A

Como zy > 0, o resultado segue. H

Proposicao 1.3.12. A involugao w : A — A € uma isometria, isto €,

(wf,wg) ={fg),Vf g€\

Demonstracao. Como o produto escalar é bilinear, basta considerar f = p, e
g = px. Entao, pela Proposigao anterior, (py, pa) = 2x0xn = 2 €, pela Proposicao
1.3.8, (wpr,wpa) = (eApr, €2D2) = €xéx (DasPA) = ExEAZN0AN = €320 = 2\, POIS
€y = 1. O

A segao seguinte define a fungao simétrica chamada Fun¢ao de Schur. Faremos

duas abordagens dessas funcoes: uma combinatoéria e outra classica.
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1.3.6 Funcao de Schur

A Funcao de Schur, denotada por sy, para uma particao A, nao tem uma definicao
tao simples quanto m,, ey, hy ou p,. Encontra-se s, definida de muitas maneiras
(equivalentes). Primeiramente apresentamos s, em termos de m, (defini¢ado com-
binatéria) e, depois, via sua defini¢do cldssica, isto é, aquela que envolve o quo-
ciente de determinantes e que esta tultima implica na primeira.

A seguir, apresentamos alguns fatos sobre Tabela de Young Semi-Simples,
pois estes sao os principais objetos combinatérios associados as fungoes de Schur
e serao bastante utilizadas ao longo deste texto.

Seja A = n. Uma Tabela de Young Semi-Simples (TYSS) de forma X\ é uma
matriz T = (7};) de inteiros positivos de forma A, isto é, 1 < i < [(A\) el <
7 < \;, cujas entradas em cada linha sao nao-decrescentes e em cada coluna sao
estritamente crescentes. O comprimento de uma TYSS é seu niimero de entradas.

Um exemplo de uma TYSS de forma (6,5, 3,3) é:

1113 4 4
2 4 455
5 5 7
6 9 9

Denotaremos sh(7T') = A para indicar que 7' é uma TYSS de forma . Logo,
o comprimento de T é igual a |sh(T)|.

Podemos pensar numa TYSS de forma A como sendo um diagrama de Young
de A no qual os quadrados sao preenchidos com os inteiros positivos. Por exemplo,

nossa TYSS acima resulta em

S| ot | =
of v ||~
O | &~ =

32



Dizemos que T' tem tipo o = (aq, ag, ...), denotando a = tipo(T'), se T tem

a; = o;(T) entradas (ou partes) iguais a i. A nossa TYSS acima tem tipo
(3,1,1,4,4,1,1,0,2). Para cada TYSS T de tipo a escrevemos z7 = x?l(T)x§2(T) e
A TYSS do nosso exemplo resulta em 27 = x?xgxg,xixgxfjmxg.

Se A e p sdo partigoes tais que p C A (ou seja, p; < A, Vi), definimos uma
Tabela de Young Semi-Simples de forma diagonal \/p (ou simplesmente forma
diagonal A/q1) como um diagrama diagonal 7' = (T5;) de inteiros positivos tais que
1 <i <IN\ ep <j <A\, queé nao-decrescente em cada linha e estritamente
crescente em cada coluna. Um exemplo de uma TYSS de forma (6,5,3,3)/(3,1)

é:

3 4 4
1 4 77
2 26
3 8 8

O peso de uma TYSS é a seqiiéncia 7 = (01, ...,07), onde 6" = \; — ;.

Definimos um Diagrama de Young de forma A/u, u C A, retirando-se do di-
agrama de A os quadrados referentes ao diagrama de p. Entao uma TYSS de
forma A/pu pode ser vista como um Diagrama de Young de forma \/u cujos
quadrados sao preenchidos com os inteiros positivos de modo que cada linha seja
nao-decrescente e cada coluna seja crescente. No nosso exemplo, a TYSS de forma

(6,5,3,3)/(3,1) pode ser representada por:

344‘
1]a]7]7
22156
3s|s

As definigoes de tipo(T) e x sdo idénticas aquelas de uma TYSS dadas an-

teriormente. A seguir temos a definicao de s,,, e sy ( Fungao de Schur).
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Definigao 1.3.6. Sejam \, u € Par tais que i C X\. A Fungdo de Schur diagonal

Sx/u = Sxa/u() de forma N/p nas varidveis x = (1, %2, ...) € a série de poténcias

Sx/u(@) = Z a’

onde T percorre todos as TYSS de forma \/p. Se p = 0, chamamos s(x) de
Funcgao de Schur de forma A.

Por exemplo, as TYSS de forma (2,1) com maior entrada no maximo 3 sao:

Entao, so1 (71, T2, ¥3) = 3wy + 1175 + 2313 + 1175 + 2373 + 1975 + 22011073 =
Moy (21, Ta, x3) + 2ma11 (21, T2, 23). Logo, como o maior nimero de varidveis dis-
tintas que aparece em So1 € 3, temos Sg; = Moy + 2Mq11.

Ainda nao sabemos se, em geral, s/, ¢ de fato uma funcao simétrica. E disto

que se ocupa o teorema seguinte.

Teorema 1.3.4. Sejam A\, u € Par tais que u C \. Entao, a Fung¢ao de Schur

diagonal sy, € simétrica.

Demonstragao. E suficiente mostrar que sy, ¢ invariante sob a mudanca de z;
por x;.1, pois toda permutagao se escreve como o produto de transposigoes e se
queremos trocar ¢ por j, basta fazer as transposicoes ¢ e i + 1, depois i e 7 + 2,

.., ej—1e, por fim, i por j.
o0

Sejam |[A/u| =n e a = (aq, ag,...) uma composigao de n, neste caso, E ;=
i=1
n. Seja & = (g, gy ooy QG_1, Qg 1, O, Qiga, ..). Se )/, € 0 conjunto de todas as

TYSS de forma A/p e tipo a, entao procuremos uma bijecao ¢ : Ix/ua — Ly/pa-
Seja T' € Ty/u,o. Consideremos as partes de 1" iguas a ¢ ou ¢ + 1. Estas partes

podem nao ocorrer em algumas colunas de 7', enquanto outras colunas poderao
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conter ambas. Estas colunas vamos ignorar, pois a troca de i por i + 1 nao altera
a funcao neste caso. As demais partes iguais a 7 ou 7 + 1 ocorrem sozinhas em
cada coluna e consistem de linhas com certo ntimero r de i’s seguido de s 7 4 1’s.

Por exemplo, em T pode aparecer:

i

1 1 i1, i+ 1 i—l—lvi—I—l i+1 i+1
r=2 s=4
1+1 1+1

Neste exemplo, r = 2 e s = 4. Em cada tal linha trocamos os r i’'s e s i 4+ 1’s

por s i’s e r ¢ + 1’s para obter:

?

1 ) @zzz 1+1 i4+1 ++1
S= r=2
1+1 14+1

Logo, o resultado desta troca, que denotamos ¢(T'), estd em 7y, 4 €, portanto,
@ estabelece a bijecao desejada.
m

Definicao 1.3.7. Se A - n e a é uma composi¢cao de n, entao K,, denota o
numero de TYSS de forma X\ e tipo a. Ky, € chamado de Numero de Kostka.
Mais geralmente, definimos o Nimero de Kostka diagonal Ky, o como o nimero
de TYSS de forma diagonal \Jv e tipo «.

Por exemplo, K3;/1,1,1) = 2, pois nos quadrados da primeira e segunda linhas
podemos ter 1 ou 2 e Ky/1,1,2) = 0 porque o diagrama de 21/1 possui apenas 2

quadrados e, entao, nao comporta um 1 e dois 2.
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O ntimero K, tem um papel importante na teoria das funcoes simétricas. C.
Kostka foi quem primeiro considerou a expansao de s, em termos de m, e por

isso K, recebe seu nome. Pela Definicao 1.3.6, temos

(0]
Sy = E Kyqz®,
[0

soma feita sobre todas as composicoes a de n. Além disso, pela definicao de m,,,

segue que:

Sy = E Ky,m, e

pEn

Shjv = Z KA/U,HmH'

pukn

Nao se conhece uma férmula para K/, , ou K, em geral. Para certos A, v e
1, uma férmula pode ser dada. No proximo capitulo, vamos dar uma férmula para
Kj@in). Agora, vamos considerar o significado combinatério do ntimero Kyny,
também denotado por f*.

Por definicio, f* é o niimero de maneiras de inserir os inteiros 1,2,...,n na
forma A\ F n, cada numero aparecendo sozinho, tal que cada linha e coluna sao
crescentes. Tal diagrama assim obtido é chamada de Tabela de Young Simples

(TYS). Por exemplo, os TYS de forma (3,2), para n = 5, sao:

123 124 125 134 1325
4 5 3 5 3 4 2 5 2 4

entdo f®? = 5. A proposicio seguinte nos d4 uma outra interpretacio combi-

natéria de f*.

Proposicao 1.3.13. Seja A € Par. Entdo o nimero f* conta a quantidade de

seqiiéncias O = A\, N1, ... \" = X\ de partigoes (identificadas com seus respectivos
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diagramas) tais que \° é obtida de N pela adi¢ao de um quadrado no diagrama
de \i1.

Demonstragao. Inserimos i no quadrado adicionado ao diagrama de A~! para

obter A\ e, assim, um TYS de forma . n

Para ilustrar esse resultado e sua demonstragao, vejamos o caso A = (3,2):

P c 1 ¢ 2 c 3 C 31 C 32
p c 1 c 2 Cc 21 Cc 31 C 32
P c 1 Cc 2 C 21 C 22 C 32
P c 1 Cc 11 Cc 21 C 31 C 32
p c 1 c 11 Cc 21 C 22 C 32

Em alguns casos, quando trabalhamos com Fungoes de Schur e nimeros de
Kostka K),, é conveniente utilizar uma TYSS reversa de forma diagonal \/u
que é um diagrama de inteiros positivos da forma A/u que é nao-crescente em
cada linha e decrescente em cada coluna. O tipo de uma TYSS reversa é definido
exatamente como aquele de uma TYSS regular.

Por exemplo: o diagrama abaixo é uma TYSS reversa de forma

(6,5,3,3)/(3,1) e tipo (2,2,1,0,3,2,2,1).

6 5 5
8 5 2 2
7T 7 3
6 1 1

Definimos K A como o numero de TYSS reversas de forma A/u e tipo a.. A

proposicao seguinte mostra que em alguns casos nao héa diferenca em considerar
TYSS ou TYSS reversa.
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Proposicao 1.3.14. Sejam |\/u| = n e a uma composicao de n. Entao, l/(\')\/#,a =

Ky /pa-

Demonstracao. Seja T uma TYSS reversa de forma A/u e tipo a = (aq, as, ...).
Seja k a maior parte (entrada) de 7. Consideremos a transformacao Tj; +>
k+1—T,;. Entao I?,\/,W = Ky/ua, onde & = (ag, a_1,...,01,0,0,...). De
fato, como T' tem tipo (aq, oo, ..., a1, 4, 0,0,...), o inteiro j aparece «; vezes
em 7', donde o nimero de vezes que j aparece em o(T') é igual ao nimero de
vezes que k + 1 — j aparece em 1. Pela demonstracao do Teorema 1.3.4, temos
K/\/uvd = Kk/ma- O

Vamos agora estabelecer, como conseqiiéncia da proposigao a seguir, que {s,}

forma uma Q-base para A.

Proposicao 1.3.15. Suponhamos A, i € Par(n) tais que Ky, # 0. Entdo pn < X

(ordem de dominancia) e Ky = 1.

Demonstragao. Como K, # 0, por defini¢ao, existe alguma TYSS 7' de forma
A e tipo p. Suponhamos que uma entrada 7;; = k apareca abaixo da k-ésima
linha (ou seja, i > k). Entdao, 1 < Ty; < Ty, < --- < T;; = k para i > k,
o que ¢é impossivel porque i = [{T1;,T%j,...,T;;}| < k, isto é, ¢ < k, o que
seria uma contradi¢ao. Logo, 1,2, ...,k aparecem nas primeiras k£ linhas, donde
1+ o A g < A+ Ao+ -+ A\, como queriamos. Além disso, se u = A,
entao T;; = i,V(i, 7). Logo, Ky = 1. O]

Coroldrio 1.3.6. {s\ : A € Par(n)} € uma base para A" (conseqiientemente

{sx: A € Par} € uma base para A).
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Demonstragao. Pela proposigao anterior, (K,) (que é a matriz que expressa sy’s

em termos de m,,’s) é uma matriz triangular inferior cujas entradas na diagonal

principal sao todas iguais a 1. Logo, (K,) é invertivel. Portanto, pela Proposigao

1.2.1, {s) : A € Par(n)} é uma base para A".

Temos a seguir uma tabela que contém alguns coeficientes Ky,.

S1 my

S11 miy

52 mi1 + me

S111 mi11

S91 2mi11 + mo1

S3 mi11 + ma1 +ms3

S1111 mi111

S211 3mi111 + ma11

592 2mi111 + ma11 + Mmoo

531 3mii11 + 2mar1 + mag + may

S4 mi1111 + Meai1 + Mmoo + M3 + My

S11111 mi1111

52111 4dmi1111 + mai11

S9221 dmi1111 + 2mo111 + Mooy

5311 6mi1111 + 3ma111 + Mmao21 + M3

532 Smii111 + 3maii1 + 2mag1 + mair + ms2

S41 dmyq111 + 3meoi11 + 2mag1 + 2mgi1 + ma2 + Mgy
S5 mi1111 + Mma111 + Ma21 + M311 + M3 + My + Ms

]

A seguir, apresentamos a definicao cldssica da Funcao de Schur s, e algumas

conseqiiéncias. Veremos, por exemplo, que a partir dessa definicao pode-se obter

a definicao combinatéria de sy/, j4 mencionada.

Sejam x = (21, ..., ,) um conjunto finito de varidveis e ® = 27" - -
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monomio e consideremos o polinémio a, dado por:

Ao = Qo (T, ooy Tp) = Z e(w)w(z®), onde w(z®) = z7"" -z, ™
wES
e e(w) = £1, dependendo do sinal da permutagao w (é 1 se w for uma permutagao
par e —1 se for fmpar). Este polindomio satisfaz w(a,) = €(w)aq,, Vw € S,.
Além disso, aq, = 0 se a; = «; para algum 7 # j. Logo, vamos assumir que
ap > g > - >, > 0 e vamos escrever & = A + 0, sendo A € Par tal que
I[N <ned=(n-1,n-2,..,1,0). Entao:

Ao = Qris = Z e(w)w(z**?),

wESn
que podemos escrever como

A1+n—1 Ao+n—2 An

L1 1 L1
A1+n—1 A2+n—2 An

—d Aj+n—j ) 2 )

x5 = 675(%‘ )1§i,jgn =

$21+n—1 x3\12+n_2 $7>{n

Podemos mostrar por inducao, ou calculo direto, que x; — x;,1 <i < j <mn,

divide ayys em Z[zy, ..., x,] e, portanto, H (z; — xj) = det(x] ™ )1<ij<n = as
1<i<j<n
também divide ay,5. Além disso, ay,s/as é simétrico. De fato, seja w € S,,, entao

w = wy - - - Wy, onde w; sao transposicoes e quando aplicamos w; no determinante
ayys, trocamos duas linhas e ganhamos um sinal negativo, mas w;(as) = —as,

donde w(ayis/as) = axys/as € Ay,

Definicao 1.3.8. A Funcdo de Schur s, nas varidveis xi, ..., x, correspondente

a particao A, l(\) < n, € dada por

S\ = GA+5/G5

40



Os polinémios ay 5 tais que A € Par e [(\) < n, formam uma base do espago
vetorial A, dos polindmios anti-simétricos nas variaveis x,...,z, sobre Q. A
multiplicagao por as é um isomorfismo de A,, para A,,. Segue que {sy : [(A) < n}
forma uma Q-base para A,,.

Verifiquemos o efeito de aumentar o nimero de variaveis. Se m > n, entao
Ao(T1y ey Ty 0,00, 0) = @ (1, ooy ). (8) Etao, prn(Sx(T1, ooy Tm)) = sa (@1, 0y 7). ()
Logo, para cada partigao A, os polinomios sy (1, ..., z,) com n — oo, definem um

Al

unico elemento s, € AI*l. Dai, {s) : A € Par} forma uma base para A.

O coroléario da proposicao a seguir expressa s, como polinomio em e, e h,.
) T o
Para 1 < k < n, seja e,  a funcao simétrica elementar nas variaveis

L1y eeey Th1, Tht 1, ---, L € M a matriz n x n dada por

M= ((=1)el?,

>1gi,k§n'
Proposigao 1.3.16. Sejam o = (o, ..., o) € N*, Ay = (277) e Hy = (hoy—n+j) 10X

j
n matrizes. Entao A, = H, M .

|
—

n

Demonstracio. Seja E®(t) = et = H(l + x4t). Logo, H(t)EW (—t) =
r=0 i#k
(1 — Zlfkt)fl.
Extraindo o coeficiente de t* obtemos Zhai_nﬂ(—l)”_j egi)j = z;". Por-
j=1
tanto, H.M = A,. O

Corolario 1.3.7. Valem as igualdades
sy = det(hy,—irj)i<ij<n,n > 1(A) e

Sy = det(e)\;%ﬂ-)gi,jgm; m > l(/\l)-

8identificamos a = (g, ...,y ) com (g, ...,y 0, ..., 0)
gpm,n foi definido em 1.2
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Demonstracao. Da proposigao anterior, a, = det(A,) = det(Hy)det(M),
Va € N". Em particular, det(M) = as, pois det(Hs) = 1. Logo, a, = asdet(H,)

ou, equivalentemente, a, = as Z e(w)ha—wes)y, Vo € N". Tomando o = XA + 0
wESn
obtemos a,/as = axys/as = sy = det(H,) = det(hy,—it+j)1<ij<n-

Por um resultado devido a Aitken [1], temos que det(hx,—p,—i+j)i<ij<n =
det(ey /iy i)i<ij<m, onde I(A),l(n) < ne I(\),1() < m. Entao, tomando
p=0, det(ey_, <ij<m = det(hy,—itj)i<ij<n = Sa- O

Como conseqiiéncia deste corolario, obtemos w(sy) = s,/,YA € Par e s@,) =
Ry, donde s(1n) = w(s@m)) = w(hy,) = e,.

Ja temos duas expansoes do produto H (1— xiyj)_l a saber:

[I0 =)™ sz pA@)PAY) ©

2
[T = 2iy,) Z ha(@)may) = > ha(y)ma(@)
%, A
A seguir temos uma terceira expansao, desta vez em termos de sy.

Proposicao 1.3.17. Temos

n

[T —2y) ™ = ) sa@)saly).

i,J AePar

Demonstracao. Sejam x = (1, ..., xn) y= (Y1, yn) ed=(mn—-1,n-2,...,1,0).

n

Como H( xiy;) " Z hx(z Z ha( (admitindo h, = 0 se r <
()
0), onde o = (v, (g, ...) com ¢ inteiro positivo e Zai < 00, entao, multipli-

cando por as(y) = Z e(w)w(y?), temos

’LUESn

n

as(y) [J(1 = zayy) ™ =D e(w)ha(x)y> @,

i,J w,o
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Agora, multiplicando por as(z) e usando o fato as(x) Z e(w)hg_we) () = ag(x)

’wESn
(demonstragao do corolério anterior), obtemos

n

as(@)as(y) [ [(1 = wigy) ™" = as(x) Z e(w)hq ()y*

/L‘?j

= as(x) Y e(w)hg s ﬁ—Zaﬁ g

w,B

onde [ percorre todas as n-uplas de inteiros positivos.

Como a3 = €(w)ag, podemos reescrever esta tltima soma como Z ag(x)y’ =
/3

ZZCLV(.’E)E( Za7 Z e(w Za,y a(y), onde v =

Y wESy
(’717727 "'7771)771 > Y2 > > Tn 2 0.

Logo, as(z)as(y) H(l_xiyj)il = ay(x)ay(y) =D arps(x)arss(y). Agora,
> S
como as # 0 e as(y) # 0, segue que

n

H(1 —ziy;) " = ZSA(W)SA(?J)~

4,J A
Fazendo n — oo temos o resultado:

H(l —Y)” Zs,\

i, A

Observacoes:

1. Na segao anterior, estabelecemos que duas bases {uy} e {v)} de A s@o duais

(ortonormais) se Zu,\(x)v)\(x) = H(l — z;y7)"". Entdo, pela proposicao
A i
que acabamos de demonstrar, (sy,s,) = dx,, ou seja, {sy : A € Par} é uma

base ortonormal para A.
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2. Da demonstracao da Proposicao 1.3.8, sabemos que w <H(1 — l‘iyj)l> =

i’j

H(1+xiyj). Entao, H(l—f—xiyj) =w (Z s)\(x)s,\(y)> = Zs,\(x)s)\/(y),
ij i A A
onde w age apenas sobre y = (y1, Y2, -..).
Tomando o coeficiente de z*y” em ambos os lados de H(l — ziy) "t =
1,J
Z sx(x)s\(y), temos o seguinte resultado.
AEPar

Corolario 1.3.8. Sejam p, v+ n. Entao,

Z K/\,uKAU - Nuv = <hu7 hv> 5

AFn
onde Ky, e Ky, denotam Nimeros de Kotska e Ny, € o nimero de N-matrizes

A tais que r(A) = p e c(A) = v.

A seguir apresentamos a definicao cldssica da Fungao de Schur diagonal s /,,.
Essa defini¢ao é conseqiiéncia natural de algo bem conhecido em algebra linear:

f € A é unicamente determinada pelo produto escalar com sy, ou seja,
f:Z<f73)\>5/\7
A
pois {sy : A € Par} é uma base ortonormal de A.
Definigao 1.3.9. Sejam A,y € Par. Definimos a fungdo simétrica sy, por
<S/\/u= SU> = (s), SuSv) , YU € Par.
Sx/u € chamada de Fungdo de Schur Diagonal.

Uma defini¢ao equivalente de sy, é a seguinte. Se cﬁ,u sao inteiros que satis-

A
5,5y = E CluSas
A
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entao definimos
A
Sx\/p = E CpvSu-
v

A sdo chamados Coeficientes de Littlewood-Richardson.(1°)

Os inteiros ¢y,

A proposicao a seguir generaliza o Corolario 1.3.7.
Proposicao 1.3.18. Valem as igualdades:
s$x/u = det(ha,—p;—ivj)1<ij<n,n > 1), (M)
Sap = det(ey iy )icijem, m 2 [(X).
Demonstracao. Vamos mostrar a primeira igualdade, pois a segunda se obtém da

primeira analogamente ao que fizemos na demonstracao do Corolario 1.3.7.

Sejam x = (z1,z9,...) ey = (Y1,Y2,...). Logo, se cl’)v = (Sx, SuSv), entao

SpuSy = ;Civs’\’ S\/u = Zcfwsv e
Y su@)sa®) =D usu@)nn(y) = Y su(@)su(y)su(y)

e, entao,

Zs,\/u(x)s =5,y Zh
pois Z hy(z)m.,(y) = H(l —zy;) = Z So(2) 8, (y).

%, v
Suponhamos agora y = (y1, ..., ¥n). Entdo, restringimos as somas acima as

partigdes A e v tais que [(A),[(v) < n. Entao,

ZS)\/#<£C)CL)\+5 Zh Y)auts(y Z ha(2)y* ap+s(y)
y

aeN”

= Z ho(x) Z ot et (sendo ho(z) = 0 se o possui algum a; < 0).

aeNn? wWESy,

10A referéncia [8] em seu apéndice traz uma abordagem mais profunda de cfw e da regra de

Littlewood-Richardson para determiné-los.
UEsta igualdade é conhecida como a Identidade de Jacobi-Trudi
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Extraindo o coeficiente de y**9, nesta tltima soma obtemos:

syw = €(whagswons) = det (ha—py—isi) 2 s = LA

wESn

Coroldrio 1.3.9. w(sy/u) = sy /-

Muito do que foi abordado até aqui pode ser obtido a partir do Algoritmo
RSK (que veremos no capitulo seguinte) a exemplo do que é feito na Segao
7.12 da referéncia [8]. Para finalizar esta Segdo, vamos mostrar que a defini¢ao
classica das Funcoes de Schur implica na definicao combinatéria como haviamos
prometido.

Sejam = = (x1,x9,...),y = (Y1,Y2,...) € 2 = (21, 29,...) trés conjuntos de

c, .. . A . A
varidveis independentes. Como 5,5, = E CuSx € Sx/u = E ChpSu, temos

Z Z sau(@)sa(2)su(y) = Y Z Ca0(T)57(2)30(y) =

- Z Z so(2 su(2)su(y) = Z Su(y)su(z) Z Su(x)s,(2) =
- H(l —yia) " H(l — 7)) = Z sx(x,y)sa(2),

onde (z,y) = (x1,y1, T2, Y2, ...). Segue que
T,y) = Z Sx/u(®)su(y) = ZC;\wSu(y)Sv(x)
1 11,0

De forma mais geral temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.19. Temos
Sv/u(t:Y) Z /() Su/u(y),
onde a soma € feita sob todas as particoes v tais que X D v D L.
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Demonstracao. Temos

D sl y)su(z) = sa(w,y, 2 Zsm )$0(y, 2 ZZSA/U 2)S0/u(y)su(2).

Logo, comparando o coeficiente de s,(z) na igualdade, temos

Sx/u(@,y) st/v ) 5u/u(Y)-

A férmula da proposicao anterior pode ser generalizada: sejam =z, ..., 2™ n

conjuntos de varidveis independentes e A\, i particoes, entao

sx/u(@™, ZH sy pui-n (20), (1.2)

(v) i=1
cuja soma é feita sob todas as seqiiéncias (v) = (v v® .. v™) de particoes
tais que v = p, 0™ =X e v@ c @ c ... c o™,

A Proposicao 1.3.18 nos diz que sy/,(z) = 0 a menos que \; > p;, isto é, a
menos que A D p, pois se A, < [, para algum r, temos A\; < A\, < p < prj, 1 <
J<r<i<mne)—puj—i+j <0 e, conseqiientemente, a matriz (hx,_,,—i1;) tem
um bloco (n—r+1) x r cujas entradas sdo todas 0 e, portanto, seu determinante
¢é nulo.

Vejamos o resulta igualdade (1.2) quando cada z(¥ consiste de uma tnica
variavel x;. Pela discussao do paragrafo acima, para uma unica variavel z,
sy/u() = 0 a menos que o diagrama de A/u seja uma linha horizontal e, neste
caso, sy, () = z!M#. Assim, cada produto no somatério de (1.2) é um mondmio
a2t ag? - x9n, onde oy = [ /v e, portanto, temos sy, (21, ..., ) expresso

como uma soma de monomios z%, um monoémio para cada TYSS 7" de forma A/ .

T
SA/MZE x,
T
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como queriamos.

1.3.7 Matrizes de Transicao

Nesta segao, vamos obter as matrizes de transigao entre as bases m = {m,}, e =
{ex}, h = {h,\} e s = {s,} a partir de duas matrizes que veremos a seguir, a
saber, a matriz de transicao entre as bases m e s e a matriz J que descrevemos
mais a frente.

As matrizes aqui sao indexadas nas linhas e colunas por parti¢oes de um inteiro
positivo n. Para tanto, vamos usar a ordem lexicografica reversa no conjunto
Par(n). Por exemplo, para n = 4, Par(4) = {4,31,22,211,1111} e uma matriz
(M),) indexada por A, € Par(4), é da forma:

Mg Mungn Mg Mg Minga
Moriiin Mationn Motz Moz Mg

My My 011 My 29 My 31 My,

pois 4 >f 31 >F 22 >R 211 >F 1111.

Lembremos que uma matriz (M),) € My (Z) indexada por particoes de n é
dita triangular superior se M), = 0 a menos que A <P i, e estritamente unitri-
angular se, além disso, M, = 1. Da mesma forma, define-se matriz estritamente
triangular inferior e estritamente unitriangular inferior.

Seja U, o conjunto das matrizes triangulares (superiores e inferiores) e U,/L 0

das estritamente unitriangulares (superiores e inferiores).

Proposicao 1.3.20. U, e U,; sao grupos com respeito a multiplicacao matricial.

Demonstragao. Suponhamos M, N € U,. Entao (MN),, = ZMAUNW é zero
%

a menos que exista uma particio v tal que p > v >F ) isto é, a menos que

p >% X Pela mesma razao, (M N)y, = MyyNax = 1. Logo, MN € U,,.
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Seja M € U,. A igualdade Z My, x, = yx é equivalente a Z(M’l),\#y# =

1 1

xy. Para um A fixo, a primeira igualdade para y,,, onde v > A, envolve apenas x,,
para v < pu, logo, para u > A. Entao, o mesmo é vélido para a segunda igualdade,
donde (M~1'),, =0 a menos que u < \. Dai, M~! € U,.

~ o, ’
A demonstragao para U, é analoga. [

Vamos denotar por J a matriz transposi¢ao dada por

1, seX =p
JM:{

0, caso contrario.

Por exemplo, se n = 3, entdo Par(3) = {3,21,111},3 > 21 >® 111 e
0 01
J=1010
100
Notemos que a matriz J é sempre simétrica, pois A = 4 se, e somente se, A = j .

Proposicao 1.3.21. M ¢ triangular superior (respectivamente unitriangular su-
perior) se, e somente se, JMJ € triangular inferior (respectivamente unitriangu-

lar inferior).

Demonstragio. Se N = JMJ, entao Ny, = M,/ . Como >\ se, e somente

se, A > 1, entdo o resultado segue. O

Se u = {uy} e v = {vy} sdo bases de A", cada qual indexada por partigoes de

n, denotamos por M (u,v) a matriz (M),) dos coeficientes de:
Uy = Z M)\uvu;
n

Essa é uma matriz nao-singular com entradas inteiras.
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Definicao 1.3.10. M (u,v) € chamada de matriz de transi¢cao da base u para a

base v.

A seguir, temos quatro propriedades de M (u,v) que nos serao tteis. Sejam
u={ur}, v={uv\} e w={w,} bases de A". Entao:

(a) M(u,v)M(v,w) = M(u,w);

(b) M(u,v) = M(v,u)" .

Se u' = {uy} e v' = {v)} sdo bases duais a u e v, respectivamente, entao:

() M(u',v") = M(v,u)t = M(u,v)*, onde * denota a transposta inversa.;

(d) M(wu,wv) =M (u,v),w: A — A é a involucdo definida em 1.3.3.

As igualdades (a) e (b) e em (c) decorrem da algebra linear enquanto que (d)

¢ uma conseqiiéncia de: w (uy) = w(z Myv,) = Z Myw(v,).
p p
Seja K = M(s,m). Consideremos as bases de A: m = {m,}, e = {e,},

h = {h\} e s = {s\}. Vamos mostrar que todas as matrizes de transi¢ao entre
qualquer par destas bases é obtida a partir de J e K.

Como (my, hy) = 0x, € (Sx, Su) = dau, m € h sdo duais e s é auto-dual. Logo,
M (s,h) = K*, pela parte (c¢) da observagao.

Em vista da propriedade (d) da observacao acima, temos
M(s,e) = M(w(s),w(e)) = M(w(s),h) = M(w(s),s)M (s, h) = JK”,

pois em vista do Coroldrio 1.3.9 temos que J = M (w(s), ).

Observemos que Z Jyudop = 1 se, e somente se, N =L

v
Utilizando (a) e (b) da observagao obtemos as demais matrizes. A tabela a

seguir nos da as respectivas matrizes de transicao:
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e h m S
e 1 K'JK* | K'JK | K'J
h| K'JK* I K'K | K!
m| K'JK* | KT'K* 1 K1
s JK* K* K I

Lembremos que K = (K),) é uma matriz triangular superior, onde Ky, é
o Numero de Kostka, conforme Definicao 1.3.7. Assim, considerando a tabela

acima, finalizamos esta secao com as seguintes observagoes:
1. M(s,h) e M(h,s) sao do tipo unitriangular inferior;
2. M(s,m) e M(m,s) sdo do tipo unitriangular superior;
3. M(e,m) é simétrica;
4. M(h,m) é simétrica;
5. M(e,h) = M(h,e);

6. M(h,s) = M(s,m)".

1.3.8 A Regra de Murnaghan-Nakayama

Até agora, temos expressado as Funcoes de Schur em termos de my, hy e e,.

Nesta secao, vamos considerar p. Comecamos com algumas definigoes.

Definicao 1.3.11. Sejam A\, € Par com p C A. Dizemos que o diagrama de
Young de A/ € conexo se seu interior, visto como a uniao dos quadrados sdlidos

que o constituem, for conexo.

Exemplo: A/p = 21/1 ndo é conexo, pois seu diagrama é:
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Definicao 1.3.12. Uma faixa com fronteira é um diagrama de Young conexo no

qual nao aparecem quatro quadrados com um vértice em comum.

Exemplo: \/p = 86554/5443 é uma faixa com fronteira, pois:

Notemos que dados inteiros ay, ..., a, existe uma tnica faixa com fronteira A/u
(a menos de transformagoes) com a; quadrados na linha i, isto é, a; = A\; — p;.
Logo, o niimero de faixas com fronteira de tamanho n (a menos de transformagoes)
¢ 271 que é o niimero de composicoes de n. De fato: se k inteiros aparecem na
composi¢ao de a, chamamos a uma k-composi¢ao. Se a; + as + - - - + a; é uma
k-composigao a de n definimos um subconjunto 6(«) de [n —1] = {1,2,...,n— 1}
com k — 1 elementos por 0(a) = {ay, a1 + ag, ...,a; + ag+ - -+ ap_1 }. Isso nos da
uma bijegao entre todas as k-composigoes de n e os subconjuntos de [n — 1] com

-1

k — 1 elementos. Logo, existem (" ) k-composicoes de n. Dali,

(Comp(n)| = Z (Zj) - Z (" . 1) — (1 =2

Dada uma faixa com fronteira B, chamamos o nimero de linhas de B menos
1 de altura de B e denotamos por alt(B).
De posse dessas defini¢oes e observacoes, temos um teorema que relaciona

faixas com fronteira e fungoes simétricas.
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Teorema 1.3.5. Para qualquer i € Par e r € N temos

SuPr = Z(—l)“”()‘/“)sA, (1.3)

A

onde X percorre o conjunto de todas as parti¢oes X\ D | para as quais A/ j € uma

faiza com fronteira de tamanho r.

Demonstracao. Sejam n > l(u) e § = (n — 1,n — 2,...,0) e consideremos to-
das as funcoes desta demonstragao nas variaveis zq, ..., x,. Na igualdade a, =

Ao (X1, 0y Ty) = Z e(w)w(z®) coloquemos a = g + ¢ e multiplicamos por
’ll)eSn

n
Dr = E ;. Obtemos com isso,
=1

n n

asspr = 3 (@) 3 wr = 373 ewhw(@ )] = 3 s, (14)

wESy j=1 j=1 wes, Jj=1

onde v; ¢ a seqliéncia com 1 na j-ésima posicao e 0 nas demais.

Colocamos a seqiiéncia p + 0 + 7y; em ordem nao-crescente. Se a seqiiéncia
resultante tem dois termos iguais, entao estes termos contribuirao com 0 para
a igualdade (1.4). Caso nao possua dois termos iguais, existirdao p < ¢ para os
quais:

fp—1+n—p+1>p,+n—q+r>p,+n-—np,

e neste caso, a,qs54ry; = (—1)7Payss, onde A é a particio A = (p1, ..., fp—1, ftg +

P—=q+rpp+ 1, g+ 1 g, s )
Tal particao é exatamente aquela para a qual A/u é uma faixa com fronteira

B de tamanho r e alt(B) = ¢ — p. Logo,

arspr = Y (1) Way s

r

Agora, dividindo por a; e fazendo n — oo obtemos (1.3). ]
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A seguir, temos dois exemplos de como adicionar faixas com fronteira a alguma
particao dada.

Exemplos:

(a) Seja p = 63321. Uma faixa com fronteira de tamanho 3 pode ser adi-

cionada a p das seguintes maneiras:

#] ] ‘

*

*

*
*

Logo, Se3321P3 = S93321 + S66321 — S65421 — S63333 — 5633222 T S63321111-

(b) Seja 6 = (n—1,n—2,...,0). Existem apenas duas faixas com fronteira de

tamanho 2 que podem ser adicionadas a d e, entao:

S6P2 = S(n+1,n—2,n-3,...,1) — S(n—-1,n—-2,...,2,1,1,1)-

A seguir, temos uma definigdo que relacionando tabelas (TYSS) e faixas com

fronteira.

Definigao 1.3.13. Seja a = (ay, g, ...) uma composicao de n. Definimos uma
TYSS faiza com fronteira de forma \/p (sendo [N/ u| = n) e tipo o como o

resultado da inser¢do de inteiros positivos no diagrama de N/ de modo que:
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(a) cada linha e coluna é ndo-decrescente;
(b) o inteiro i aparece o; vezes;

(¢) o conjunto dos quadrados ocupados por i forma uma faiza com fronteira.

Exemplo: O diagrama abaixo é uma tabela faixa com fronteira de forma 7555

e tipo (5,2,3,0,5,7).

Tt Ot N |

S| ot ot =

W W = =
UL W N =

Definimos também a altura da TYSS faixa com fronteira 7' como
alt(T) = alt(By) + - - - + alt(By),

onde Bi, ..., By sao as faixas com fronteira que aparecem em 7.
No exemplo acima, alt(T) =1+0+14+2+3=17.
Se, no Teorema 1.3.5, multiplicarmos s,, por pq,, Pas; --., entao vamos obter o

seguinte resultado.

Teorema 1.3.6. Temos

suba = ) XM (a)sn,
A

onde XM (o) = Z(—l)“”(T), soma feita sobre todas as TYSS faixa com fronteira
T
de forma A/ e tipo «.

Agora, podemos expressar s),, em termos das funcdes simétricas soma de
poténcias. E disso que se ocupa o corolario abaixo cujo resultado é conhecido

como a Regra de Murnaghan-Nakayama.

Corolario 1.3.10. Temos

S\ = Z 2, M (0)p,.

v
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Demonstragio. Do Teorema 1.3.6, temos que X (v) = (s,py, 51) = (Pv, S/ ) €,

pela Proposigao 1.3.11, (p,, pu) = 2zu0u,. Logo, como Zz;lXA/“(W)pv,pv =
gl
Zz;lX/\/“('y) (py, po) = XM (V) = ($x/us D), 0 Tesultado segue. O

Y

A seguir temos um outro coroldrio do Teorema 1.3.6 obtido tomando p = ()

no Teorema 1.3.5.

Corolario 1.3.11. Temos:
= Z XM a)sy
A

A proposicao seguinte nos mostra que as propriedades de ortogonalidade das
bases {s\} e {pr} implicam em relagoes de ortogonalidade para os coeficientes
X (1)

Proposicao 1.3.22. Para i e A fizos, temos:

(a) Y XN )X (0) = 2,0

A

(b)Y 2 (@)X (W) =

Demonstragao. (a) Pelo Corolario 1.3.11, p, = Z XMu)sy e py = Z X7 (v)s,
A

Logo,

200 = (D> Do) = <Z XM S,\,ZX”’(U)37> =
ZX)\ ,U X'y S)\,S,y ZX/\
Ay

(b) Pelo Colorario 1.3.10, s = Z 2t XMNu)p, e s, = Z z;lX“(’y)pV. Logo,
v v

Oni = (s 50) = D 2,12, A (0) X (9) (py, p) =

vy

Zz ) LMo ) 2Ot Zz’lX’\ (V).
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Finalizamos esta secdo com uma consideracao sobre o coeficiente X*(v) que
sera melhor estudado no proximo capitulo.

Os coeficientes X*(v) para A, v F n tem uma interpretacao algébrica impor-
tante. Eles sao os caracteres irredutiveis do grupo simétrico S,,, ou seja, os carac-
teres irredutiveis X* de S, sdo indexados de uma maneira natural por particoes
AFn e X v) é o valor de X* num elemento w € S, de tipo ciclico v.(1?)

Assim, a Proposigao 1.3.22 estabelece as relagoes de ortogonalidade satisfeitas

pelos caracteres irredutiveis de S,,.

1.3.9 Funcgoes Quase-simétricas

Nesta se¢ao estamos interessados em expandir s, em termos nao de uma base de
A, mas de uma base do espaco Q das funcoes quase-simétricas que vamos definir

abaixo. Esta expansao tem muitas aplicacoes em combinatoria.

Definicao 1.3.14. Uma funcao quase-simétrica nas varidveis xi,xs,... COM CO-
eficientes em Q, € uma série de poténcias f = f(zx) € Q[[xy1,xs,...]] de grau
limitado tal que para quaisquer ay, ..., ay inteiros positivos temos

) = ),

sempre que ip < -+ <ip e J; < -+ < jg, onde [x*]f € o coeficiente de x* em f.

Por exemplo, a funcao f(z1,xs,...) = E x;x; T, ¢ quase-simétrica. Observe-
i<j<k
mos que toda funcgao simétrica é quase-simétrica, mas o contrario nao é verdade:
E z7x; é quase-simétrica mas nio é simétrica.
i<j

2isto serd verificado mais adiante.
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Denotamos por Q™ o conjunto de todas as fungoes quase-simétricas homogeéneas
de grau n.('?) E claro que Q" é um espaco vetorial sobre Q.
Seja Comp(n) o conjunto das composigoes de n. Para a = (aq,...,ax) €

Comp(n) definimos a fungao quase-simétrica monomial M, por:

— a0k
M, = E Tyt x k.

<<l

Se f € Q" entao f = Z ([25" -~ z*] f)M,, pois cada monémio z em
aceComp(n)
f tem o mesmo coeficiente [z]" - - - z3*] f. Logo, {M, : @ € Comp(n)} é uma base

para Q" e dimQ" = |Comp(n)| = 2"1.
Sejam f € Qe ge Q" Se a = (ay,...,a) € Comp(n) e f=(01,....0) €
Comp(m), entdo a+3 = (o, ..., ag, b1, ..., B) € Comp(m+n) e [z -- x;kxfll - -x?ll]fg =

(0%

e agradt o] fg,pois o) - aff)f = oty eattlf e o]t ally = (a2,

i J1

Daf resulta que fg € Q™" e, entao, Q@ = Q' ® Q' @ --- é chamada de dlgebra

[z

(ou anel) das fungoes quase-simétricas sobre Q.

Antes de prosseguir, facamos algumas consideragoes sobre as composicoes o =
(v, ...,ax) de n. Vimos anteriormente que podemos estabelecer uma bijecao
entre as composi¢oes o de n e subconjuntos de [n — 1]. Associamos o conjunto
Se = {aq,0q0 + ag,...;aq + -+ + ap_1} com a composigdo « e a composigao
co(S) = (81,82 — 81,83 — So,...,n — Sx_1) com o conjunto S = {s1, S, ..., Sk_1},
sendo s; < s;se i < jes; € [n—1]. Logo, co(Sy) = (a1, g, ...,ap_1,04) = v €
Sco(S) = (81, Sa, ...,Skfl) =S.

A partir dessas consideracoes, podemos definir um outro conjunto de fungoes

quase-simétricas: para a € Comp(n), definimos a fun¢do quase-simétrica funda-

La = E L1 Ljg ** " Ly -

i1 < <ip
ij<ijp1 se jE€Sa

mental por

130 termo homogénea refere-se novamente aos mondmios
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A proposigao a seguir mostra que {L, : @ € Comp(n)} também é uma base

para Q".

Proposicao 1.3.23. Para o € Comp(n) temos

L, = Z Mco(T);

SuCTCln—1]
Mo= Y ()" Ly,
SuCTCln—1]

Conseqiientemente, {L,, : « € Comp(n)} € uma base para Q™.

Demonstragio. Notemos que {22 - - - a7 Z;(aﬁ'"mk’l), Vip < -+ < iy aparece
em L,: bastatomarx; =z, =---= Tiys Tigy 11 =" = Tigyays s Liagpoag_gtt =
T Tigy oot € Liagtovag 41 = = Lin (ays ey Logo, agrupando estes
monomios obtemos M,. Por outro lado, M, = M_ys,)-

Observemos que os monomios acima sao aqueles que possuem a menor quan-
tidade de varidveis em L,. Olhemos agora para os monomios que possuem k + 1

variaveis cujo grau da “nova” variavel é t. Ha trés possibilidades para ¢:

o t < g
e o+t <t <o+ + @ para algum ¢

o i >0+ -+ agq

Por exemplo, supondo ¢t < «a; em L, e agrupando o monémios do forma

— g n—(a14+-+op_—
:L’tlral t:L’q2~~~l’~kl (1 kl)

LT Ty ie Lipis i1 < -+ < ip_1. A soma de todos estes

monomios resulta em M o, as,....ap 10— (a1 +tap_1))-
Por outro lado, tomando T' = {t, a1, a1 + ag, ..., ag_1,n — (a1 + -+ - + ag_1) }.

A igualdade M, = Z (=1) =%l L o), decorre do Teorema 2.1.1 da
SaCTC[n—1]
referéncia [1].
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A proposigao a seguir estabelece as condigbes sob as quais uma fungao quase-

simétrica é uma funcao simétrica.

Proposicao 1.3.24. Seja f = Z caM, € Q". Entao, f € A" se, e
acComp(n)
somente se, para quaisquer «, 3 € Comp(n) com as mesmas entradas (ou seja, «

e B sao formadas pelos mesmos nimeros), tivermos c, = cg.

Demonstracdo. Seja  R"™ o subespaco de Q" que consiste de todas

f= 5 ca M, que satisfazem as condigoes do enunciado, ou seja, tais que
acComp(n)
co = Cg se e (3 sao composicoes de n com entradas iguais.

Seja A = n. Definimos Ry = Z M,, onde « percorre todas as permutagoes

distintas das entradas de A\. Logo, {Ry : A F n} é uma base para R". Dali,
dimR"™ = p(n) que é o nimero de parti¢oes de n. Por outro lado, Ry = my € A",
donde R" C A™. Como dimA™ = p(n) = dimR", entdo R™ = A". O

De agora em diante até o final desta secao, vamos considerar a conexao en-
tre fungoes quase-simétricas e a teoria das P-particoes.(14) Como conseqiiéncia,
apresentamos sy/, em termos de fungoes quase-simétricas.

Se X é um conjunto finito e f : X — N U {0}, vamos denotar x/ por:
ol = [ = [0
tex i>1

Definigao 1.3.15. Sejam 7 =my - -7, € S,, C uma cadeia (um conjunto total-
mente ordenado) e f : [n] — C. Dizemos que [ € m-inversamente-compativel

se.

flm) < fmo) < -0 - < fmn)

fmi) < fmia) se mi > mig.

14Para uma melhor compreensio sobre P-particoes sugerimos a referéncia [7].
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Lema 1.3.3. Sejam m € S,, e S o conjunto de todas as fungoes w-inversamente-

compativeis f : [n] — N. Entdo,

Z $f = Lco(ﬂ-)(l‘).

fesy
Demonstracao. Consequiéncia imediata da comparacgao entre as definicoes de L,

e m-inversamente-compativel. O

Seja P um conjunto parcialmente ordenado com n elementos. Uma aplicagao
o : P — N preserva ordem se, para i < j, o(i) < o(j) e inverte ordem se

o(i) > o(j). Com isso, lembremos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.3.16. (a) Uma P-particio de n é uma aplicagio o : P — N que

inverte a ordem tal que Zo(@') =n.
ieP
(b)Uma P-particao inversa de n é uma aplica¢ao o : P — N que preserva

ordem tal que E o(i) =n.
ieP

Se A"(P) denota o conjunto das P-parti¢oes inversas, definimos uma outra
funcao quase-simétrica por:

Kp(x) = E x7.
o€ A" (P)

Essa funcao de fato ¢ quase-simétrica, pois se ;, - - - x;, € T}, - - - T;, S0 MONOMios
que aparecem em Kp(z), entdo tomando o : P — N tal que 0(iy) = ja, temos
Tjy e Tjyy = To(in) " To(iy), donde i, -+ 2;
em Kp(z).

Notemos que para cada o = (ay, g, ...) € Comp(n), Kp(z) nos did o nimero

. € Zj -+ xj tém o mesmo coeficiente

de P-partigbes inversas com «; partes iguais a ¢ (contando as o € A"(P) tais que
x7 = x%).
Até aqui, consideramos P munido com a rela¢ao de ordem parcial natural (se

i <jem P, entdoi < j em Z). De uma manira mais geral, definimos uma bijecao
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0 : P — [n] e, assim, podemos pensar em P com a ordem parcial de [n] pela
identificagao de t € P com 6(t) € [n]. Isto é conveniente ao que vamos fazer de
agora em diante porque evitamos trabalhar em [n] com duas ordens deferentes.

Com isso temos a seguinte definigao.

Definigao 1.3.17. Uma (P, 0)-parti¢io inversa é uma aplicagio o : P — N tal
que:
(i) se s <t em P, entio o(s) < o(t) (o preserva ordem);

(ii) se s <t em P e0(s) > 0(t), entdo o(s) < o(t).

Notemos que se 0 preserva ordem, entao uma (P, §)-particao inversa é uma P-
partigao inversa. Por outro lado, se # inverte a ordem, entdo uma (P, §)-parti¢ao
inversa 0 : P — N é uma P-partigao inversa estrita (ou seja, se i < j em P
entdo o(i) < o(j) em N).

A seguir apresentamos um teorema do qual decorre um corolario que vai aju-
dar a expressar sy, em termos de funcoes quase-simétricas. Antes de enuncia-lo,
vamos definir um conjunto importante: seja L£(P,6) o conjunto de todas as per-
mutagoes ™ = 7y - -+ T, € S, tais que w : P — [n] definida por w(0~(m;)) =i é
uma extensao linear de P.(19)

Exemplo: se (P, ) é dada por

N

5 2

entdao, 071(3) > 071(1) > 071(5),071(2) < 071(4),071(2) < 071(1) < 671(3).

5L embremos: se |P| = n, uma extensdo linear de P é uma bije¢do o : P — n que preserva
ordem, onde n é o conjunto [n] munido com a relagdo de ordem usual em N (que é uma relagao

de ordem total).
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Logo, L(P,0) = {52143, 52413,25143, 25413, 24513, 52134, 25134}, o que pode ser

conferido na tabela seguinte:

52143 | 52413 | 25143 | 25413 | 24513 | 52134 | 25134
w®1(5) | 1 1 2 2 3 1 2
wO12) | 2 2 1 1 1 2 1
wO Y1) | 3 4 3 4 4 3 3
w(B14) | 4 3 4 3 2 5 5
w®3) | 5 5 5 5 5 4 4

Teorema 1.3.7. Seja A"(P,0) o conjunto de todas as (P,0)-parti¢oes inversas.

Entao: ‘
U s
reL(PB)

Demonstragao. Se m € L(P,0), entdo qualquer funcao m-inversamente compativel
o : P — N é uma (P,6)-partigdo inversa, pois o(m) < o(m) < -+ < o(m,)
e o(m;) < o(miy1) se m; > mip1, donde olhando para m; como imagem por 6 de
algum elemento de P, temos

(i) se m; < miy1, entdo o(m;) < o(miy);

(i) se T > iy, entao o(m;) < o(mit1).

Resulta, pois, que U Sr C A"(P,0). Por outro lado, se m ¢ L(P,0),
TeL(P,0)
entdao existem i < j tais que 67'(m;) > 67'(7;). Entdo, para algum i < k < j

temos 07!(m) > 07 (mpy1), donde fazendo a identificagao de t € P com 6(t),
temos mp > mpy1. Se 0 ¢ P — N é uma funcao w-inversamente compativel,
entdo o(m;) < -+ < o(m;) < o(mp41) < -+ < o(m;). Logo, o ¢ A"(P,0), pois
0~ (mpy1) < 07 (my) em P, 9(9_1(7rk+1)) > 0 (07 (7)), mas o(mpy1) > o(m).

Isso nos mostra que A" (P, ) U Sr. n
TEL(P,0)

16| J representa unido disjunta.
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De maneira andloga a definigao de K,(z), definimos K,g(z) = g z7 e
o€ A" (P,0)
verifica-se que K,g(x) é uma funcdo quase-simétrica.

Corolario 1.3.12. Temos

Kp,@ = Z Lco(7r) .

Demonstragdo. Pelo Lema 1.3.3, Leo(n) (2) = Z zf. Logo, fazendo B = U ST,

fesr weL(P,0)
segue que
Koole)= D a7=) a"= D D a7= > Luwm(@).
c€AT(P,0) oeB TEL(P,0) o€ST wEL(P,0)
[l

Definimos agora Py, como sendo o conjunto cujos elementos sao os quadrados
(,7) do diagrama de A\/u, com |\/p| = n, parcialmente ordenados componente
a componente. Definimos também 6,,, : P\, — [n] da seguinte maneira:
considerando o diagrama de A/ e supondo que suas entradas em cada coluna
J 8a0 «yj, ..., (g, identificamos essas entradas com os nimeros 1,...,n fazendo
ann =lag =2, .,0p1 =k,ana=ki1+ 1,00 =k +2,...,0p,0 = k1 + ko, 13 =
ki 4+ ke +1,..,ar = ki +---+ k;, sendo [ o numero de colunas; em seguida
ordenamos o conjunto {ai, ..., } de modo a preservar a ordem parcial de
Py

Por exemplo: \/pu = 5331/2. Abaixo temos o diagrama de A/u e o diagrama

que mostra a ordem parcial obtida para {asy, ..., ax,:} = [n]:

89‘10‘
357
246
1
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NN
NN NS
N\

Notemos que a partir da definicao de 6/, temos estabelecido uma bijecao

entre as (Py/,, 05/,)-particoes inversas e as TYSS. Logo,

S\/p = KP)\/LL’QA/M - E Lco(7r)-
7rEE(]D/\/;MQ)\/H)

Assim, obtemos a expressao de s/, em termos das funcoes quase-simétricas
fundamentais. Vamos procurar agora expressar sy, nao em termos de L( Py, 05 /,),
mas de TYS de forma A\/pu.

E claro que uma extensao linear w : Py /u — [n] corresponde a um TYS T,
de forma A/p. Por outro lado, ja sabemos que w corresponde a uma permutagao

Tw € L(Prju, Oa/u)-

Definicao 1.3.18. Um descendente de uma TYS T é um conjunto formado por
inteiros i (que aparecem em T') tais que i + 1 aparece em T numa linha infe-
rior d aquela na qual i aparece. Denotamos por D(T) o conjunto de todos os

descendentes de T'.

Exemplo: para o TYS T

2 8
1 4 5 10
369
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temos D(T) = {2,5,6,8}. A seguir apresentamos um lema do qual decorre o

resultado que estamos esperando: s/, em termos de TYS da forma A\/p.

Lema 1.3.4. Seja w : Py, — [n| uma exstensio linear. Entio D(T,) =
D(r.).(*")

Demonstragao. Sejam 1 <i <n—1e s = (a,b) o quadrado de T,, que contém
i. O quadrado de T,,, s = (a’,b), que contém i + 1 satisfaz uma das seguintes
possibilidades:

(a)ad <aeb >

(b)a >aeb <b;

No caso (a), i ¢ D(T,) e Oy/u(s) > 0y/u(s), donde i ¢ D(m,), pois se
Tw = Q-+~ ay € se tivéssemos ¢ € D(m,), entdo a; > a1 €1 = w (9;/1u(ai)> >
w (9;/1M(a2~+1)> =i+ 1, absurdo.

No caso (b), i € D(T,) e 0y/,(s) < 0Oyu(s), donde i ¢ D(m,), pois se
tivéssemos i ¢ D(m,), entdao a; 1 > a; e, portanto, i + 1 = w (9;/1H(ai+1)> <
w (9;/1;1(%)) = ¢, um absurdo. O

Combinando esse lema com o Corolario 1.3.12, temos o seguinte resultado.
Teorema 1.3.8. Temos

Sx/u = Z Leo(ty,
T
onde T percorre todos as TYS de forma \/p.
Exemplo: os cinco TYS de forma A/p = 32/1, com os descendentes em negrito

Sa0:

1 4 1 2 2 4 2 3 1 3
2 3 3 4 1 3 1 4 2 4
entao 832/1 = L13 -+ 2L22 -+ L31 + L121.

YD(ny) = {i:a; > aj41}, sendo 71, = (a1, ...,an) € Sy.
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Capitulo 2

Funcoes Simétricas em

Combinatoria

Neste capitulo, como sugere seu titulo, vamos abordar algumas das aplicacoes
de fungoes simétricas em combinatdria (enumerativa). Apresentamos, na segao
seguinte, o conceito de especializacao e alguns exemplos. Sao ferramentas que
nos serao uteis mais adiante.

Na secao 2.2, apresentamos o algoritmo RSK que serd empregado em quase
tudo o que vamos fazer nas demais se¢oes (exceto na Secao 2.3). Também nesta
secao, vamos reapresentar alguns resultados, ja estabelecidos no capitulo anterior,
por meio do referido algoritmo.

Podemos aplicar as fungoes simétricas no estudo dos caracteres do grupo
simétrico S,, e é disto que se ocupa a Secao 2.3. Vamos apresentar alguns re-
sultados bastante conhecidos da representacao de grupos, ou melhor, do estudo
dos caracteres destas representacoes, via fungoes simétricas.

Na Secao 2.4, abordamos as particoes planas a partir do que fizemos até o
momento; enquanto que na Se¢ao 2.5, estamos interessados em enumerar, via

fungoes simétricas, certos tipos de permutacoes.
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A 1ltima secao deste capitulo traz uma reformulagdo de alguns resultados
bésicos da, assim chamada, Teoria de Pdlya (enumeragao sob a agao de grupos)

via fungoes simétricas.

2.1 Especializacoes

Em algumas aplicagoes, precisamos apenas de informagoes parciais sobre uma
funcao simétrica f, como um coeficiente ou valor num ponto. Conseguimos isso

via especializagoes que definimos a seguir.

Definicao 2.1.1. Seja R uma Q-dlgebra comutativa com unidade. Uma espe-

cializacao do anel A € um homomorfismo ¢ : A — R.

Talvez o exemplo mais comum de um tal homomorfismo seja aquele que faz
a substituicao de x; por a; € R, quando essa substituicao estiver bem-definida, é
claro.

Seja A, o conjunto das f € Q[zy,...,z,]| tal que f é simétrica. Definimos
rn o A — A, por r,(f) = f(21,...,2,,0,0,...). Esta especializagdo é chamada
reducdo do niumero de varidveis. A proposicao a seguir estuda o comportamento

das bases {m,}, {pr}, {ex}, {hr} e da involugao w sob .

Proposigao 2.1.1. Seja Par,, = {\ € Par : l(\) < n}. Entao:

(a) os conjuntos {rn,(my) : X\ € Par,}, {ro(px) : X' € Par,}, {ra(hy) : X €
Pary,} e {rn(ex) : X' € Par,} sio bases de A, sobre Q. Além disso, se A\ & Pary,
entdo rn(my) = ry(ey) = 0.

(b) em A, fazendo a identificac¢io de f € A comr,(f) e definindo w,, : A,, —
A, por wy(ey) = hy para N\ e Par,, entao w, € um automorfismo, uma involu¢cao

e wn(pr) = €xpa, para X' € Par,.

Demonstragao. (a) Ja sabemos que {m, : A F n} é linearmente independente.

Por outro lado, se f € A,, entdao para cada monomio z7" --- 25" de f, temos
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que Z 27 goen) também aparece em f. Mas 1 (my) = (Z :cﬁ) =
o€Sn B

Z 33/131 2P onde B = (B, ..., Bn) percorre as permutacdes de A, pois I(A) <
(ﬁl,u-,ﬁn)
n. Logo, [ = Z axrn(my), onde ay € Q. Segue que {r,(my) : A € Par,} é

AePary,
uma base para A,, sobre Q.

Sejam A € Par, e m € N tais que A\ F m. Pela Proposicdo 1.3.1, temos
ey = ZMme donde r,(e)) = ZM,\“rn(mH) = Z My, rn(my), pois

pEm puEm )\/zm—m
My, = 0, exceto quando A" > 1 e, neste caso, 7,(m,) # 0, pois I(u) < I(\) <

n. Logo, a matriz (M,,) tal que A € Par, continua com a propriedade de
ser triangular superior com 1 nas entradas da diagonal principal(!) e, portanto,
{rn(ex) : X € Par,} é uma base de A,.

Como vimos anteriormente, p) = E Ry,m,, sendo Ry, = 0 a menos que
uEn
A < pu, enquanto Ry, = Hmi()\)!. Assim, por consideracoes andlogas aquelas

K3
feitas no pardgrafo anterior, podemos mostrar que {r,(px) : " € Par,} é uma

base de A,, sobre Q.

Lembremos que e,, = g T 2y, e que w(ey) = hy,. Logo,
i< i
E Tiy " Ty, S€ m<n
Tn(€m) = { 1<ii<-<im<n

0, se m>n

Z Tip = Xy, S€ M<N
W(rn(em)) = 1< < <im<n

0, se m>n

lver demonstracio do Teorema 1.3.2
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Além disso,

Z Tiy* Xy, S€ M<n
ro(w(em)) = r(hm) = 1<i<-<im<n

0, se m>n

Temos, pois, Tn(hm) = rn(w(em)) = w(rn(em))' Logo, Tn(h/\) = Tn(w(ek)) =
w(rn(ey)) e, portanto, {r,(hy) : X' € Par,} é uma base de A, pois w: A — A

¢ automorfismo.

(b) Basta considerar a restricdo de w : A — A a A, ou seja, w, = wlx

n*

Fazemos isto escrevendo

Wn(rn(em)) = wlem(x, ..oy £,,0,0...)) = by (21, ..oy 0, 0,0..0) = 7 ().

Assim, os resultados seguem pelo Teorema 1.3.3 e pela Proposicao 1.3.8.

Uma outra importante substitui¢ao ps, : A — Q[q] é definida por:

psa(f) = f(1,q,¢% ....q"1,0,0,...)

e é chamada especializacdo principal de ordem n de f. Fazendo n — oo, obtemos

a chamada especializacao estdvel de f:

ps(f) = f(L,q,¢% ...).

Uma outra especializacio psl : A — Q ¢ obtida de ps,, colocando ¢ = 1, ou

seja,

n vezes

A proposigao a seguir nos mostra o resultado de aplicar ps,, ps e ps. em my,

Dx, I e ey,
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Proposicao 2.1.2. Seja A € Par. Entao,

Psn ps p331l :
™ ! (ut0) G,
|| ! _qn;,i 11 L ey

i:ll_qz i:ll_qz
- rz-[q@i)@ Ha—a —qq(zé)‘--u—qm 11 (O
s IO ) Moo= = ()

As interrogagoes nesta tabela indicam que nao temos uma formula simples
para ps,(my) e ps(my). O coeficiente multimonomial (a1 . ) representa o niimero
de possibilidades de se dispor n bolas em m caizas de modo que a caira i contenha

exatamente a; bolas.

Demonstracao. Todas as entradas desta tabela sao obtidas por operacoes algébricas
ou por consideragoes combinatoriais. Fagamos o caso ps! para ilustrar.
Suponhamos A = (A1, Ay, ...). Como ps!} é homomorfismo, entao psl(ey) =
Hps,ll(e,\i). Calculemos psl(ey,):
i

n
phe) =k | X meen = X 1=(1)

<< 1<j1 <<, <n

pois g 1 nos da exatamente o niimero de possibilidades de se escolher
1<ji<<jx, <n

A; nimeros entre n possiveis. n

Agora, apresentamos uma outra especializacao que nao é obtida simplesmente

pela substituicao das variaveis x;. Esta recebe o nome de especializacao exponen-
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cial ex : A — Q[t] e é definida por:

1 se n=1

ex(pn) = t51n7 5171 =
0 se n>1
Notemos que, sendo {p,} algebricamente independente e A = Q[py, pa, ...
entdo qualquer homomorfismo ¢ : A — R é determinado pelos valores ¢ (p,);

A proposicao a seguir, mostra o efeito de ex aplicada a my, px, hy e e,.

Proposicao 2.1.3. Temos
t" "

(a) Se f = Zc,\m,\, entao ex(f) = Z[xlxn] o = Zc(ln)a, onde
A n>0 n>0
[z1 -+ x,]f € o coeficiente de x1 -1, em f;
(b)
tn
ex(my) = ¢ nl’
0, caso contrdrio

ex(py) = { t", se A= (1")

se A= (1")

0, caso contrario
" HAl
ex =ex(e)) = ———.
() (ex) A Aol - -
Demonstracao. (a) Como [zy---x,]f é linear em f, basta mostrar a igualdade

para f = py, pois {px : A € Par} é uma base de A.
Seja, pois, Px = PaPay - = fo‘l fo‘Q -+, Logo, [x1-+-2,|Py # 0 se, e

somente se, \; = 1,Vi. E claro que se A # (17), entdo ex(py) = 0 e [z1 - - - 2, Py =
0,Vn. Vamos analisar o caso A = (1"). Neste caso, ex(py) = ex(pay,pr, - ) =
Hex(p,\i) = Ht(SlAi = t". Por outro lado,

Z[Jiliﬁm]p}\%:Z[xlxm] (Zl}) %m':[ﬂ?lxn} (Z%) :L_np

m>0 ’ m>0



n n
mas como pin = ( E xl> gy ( E mz> = n!, pois x; - - - x,, aparece em
; i

n
(sz) n! vezes porque Ti---T, = Te(1)  Tem),Vo € Sp.  Logo,
i

tm
Z[a:l . -xm]pAm = t". Isso prova (a).

m>0

(b) Conseqiiéncia imediata de (@) combinado com a Proposi¢ao 1.3.9. Para

Al
provar a igualdade ex(ey) = Nl por exemplo, lembremos que ey = ey, ey, - - -
Mol -
e que ey, = Z%Z;lpm donde ex(py) = He:c(e,\i) e
( )*Z L ex(py) = 71tAi*t—/\i 0is =1 *1——1
ex(ey,) = €uz, ex(Pu) = €amzpt™ = Wik pois €x) = lezpn,y = Dol

HEA;
m
Vamos aplicar esta proposi¢io para encontrar uma expressiao para f** (o
numero de TYS da forma A/u). Pela proposi¢ao acima, se f € A, entao
tn

m .

ex(f) =Y o]

N p
Seja ex1(f) = ex(f)i=1. Se |A/u| = N, é claro que exi(sy/,) = N pois

f)\/ﬂ — [931 .. 'xN]S)\/u-

Corolario 2.1.1. Seja [A\/u| =N el(N) < n. Entao,

1 n
fME = NI det ( — ) .
(/\i_ﬂj_1+])! ij=1
A p

Demonstragdo. Aplicando ex; a Identidade de Jacobi-Trudi(?), obtemos N

er; (S/\/u) = ex; (det [(h/\i—uj—iﬂ)ij:lD e, como ez é homomorfismo e ez (h,,) =

25>\/M = det |:(h>\i—l"j_i+j)j,j:1:|'
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1 A 1 "
—entdio L = det . 0
SO TN T [(()\i—yj—i+j)!) ]

i,j=1
Com este resultado encerramos esta secao. Estudaremos agora o algoritmo
RSK que, mais adiante, possibilitara algumas aplicagoes de fungoes simétricas

em combinatdria.

2.2 O Algoritmo RSK

Nesta secao, vamos desenvolver apenas as propriedades mais importantes do al-
goritmo RSK que nos permitam apresentar provas combinatoriais de alguns re-
sultados fundamentais das Funcoes de Schur.

A operagao bésica do algoritmo RS K consiste em inserir um inteiro positivo
k numa linha de uma TYSS nao-diagonal P = (P;;) da seguinte maneira: seja
r o maior inteiro tal que Py,_1 < k (se P;; > k, tomamos r = 1). Se Pj, nao
existe, (ou seja, se P tem r — 1 colunas), entdo simplesmente inserimos k& ao
final de primeira linha. O algoritmo para e a TYSS resultante é denotado por
P «— k. Se P tem ao menos r colunas, P, existe, entao trocamos Py, por k. O
elemeto k' = P;, deverd ser inserido na segunda linha usando o mesmo processo.
Continuamos até que um elemento seja inserido ao final de uma linha (talvez o
primeiro elemento de uma nova linha). O resultado denotamos por P « k.

Vejamos um exemplo para clarificar. Seja

11245 56
2 3 36 6 8
P=4 4 6 8
6 7
8 9

O diagrama abaixo é P <« 4. Os elementos inseridos estao em negrito. O con-

junto das posicoes desses elementos inseridos é chamado caminho de insercao e de-
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notado por Z(P « 4). No nosso exemplo, Z(P «— 4) = {(1,5), (2,4), (3,4), (4,3)}:

2 4456

3 5 6 8
P—4= 6 6
8

L O B~ N
© N A~ W =

O lema a seguir apresenta duas propriedades dos caminhos de insercao que

sao uteis na demonstragao de algumas propriedades do algoritmo RSK.

Lema 2.2.1. Temos

(a) quando inserimos k em uma TYSS P, se (r,s),(r + 1,t) € Z(P «— k),
entaot < s;

(b) sejam P uma TYSS e j < k. Se (r,s) € ZI(P < j)
(r,t) € Z((P « j) <« k), entio s < t. Além disso, |Z((P «— j) <« k)|
(P — j)l.

e
<

Demonstracao. (a) Seja (r,s) € Z(P « k). Temos duas possibilidades: P4, >
P,s (pois P é estritamente crescente nas colunas) ou nao existe a entrada (r+1, s)
de P. No primeiro caso, P,s nao pode ser inserido na linha r + 1 a direita da
coluna s sem violar o fato de que as linhas de P «+ k sao nao-decrescentes, pois
P, estaria a direita de P, na mesma linha. O segundo caso ¢é trivial: se
(r+1,t) € Z(P « k), entao t < s.

(b) Como uma TYSS tem suas linhas ndo-decrescentes, entdo k deve ser
inserido a direita de onde j foi inserido. Além disso, o elemento que j tira do
lugar na primeira linha deve ser menor do que ou igual a aquele que k retira do
lugar nesta linha. Agora, indutivamente, verifica-se que Z(P « j) estd a esquerda
de Z((P « j) « k).

O numero b correspondente ao elemento de Z(P « j) de maior coordenada

nas linhas, é inserido ao final de sua linha. Pelo que acabamos de provar, se
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Z((P <« j) <« k) tem um elemento ¢ nesta linha, entao ele esta a direita de b
em (P « j) < k. Entéo ¢ é inserido no final da linha, o que termina o processo
de inser¢ao. Dai, Z((P « j) < k) nao tem elemento abaixo dos elementos de
I(P «— j). Logo, |[Z((P « j) < k)| < [Z(P < j)|. =

Corolario 2.2.1. Se P ¢ uma TYSS e k > 0, entao P «+ k ¢ uma TYSS.

Demonstracao. E claro que as linhas de P «+ k sao nao-decrescentes. Um inteiro
a pode tirar do lugar apenas um b tal que a < b. Pelo lema anterior, b nao se
move para a direita da coluna na qual estava quando inserido na linha de baixo.

Logo, b é inserido abaixo de um inteiro estritamente menor do que b. Portanto,
P «— k é uma TYSS. m

Antes de enunciar o proximo resultado, vamos estabelecer algumas defini¢oes
que nos serao uteis.

Seja A = (a;j);j>1 uma matriz com a;; € N{J{0} e tal que apenas uma
quantidade finita de suas entradas sao nao-nulas. Essa matriz A é chamada uma
N-matriz de suporte finito. Podemos pensar em A como uma (m X n)-matriz
finita ou uma matriz infinita fazendo a;; = 0 para i > m e j > n.

Associamos com A uma matriz de duas linhas W4, denominada permutacdo

generalizada, definida por:
WA = .1 .2 .3 . ?
Ju oJ2 J3 0 Im
onde:

(a) iy < iy <o Sy

(b) se i, =iser <s,entdo j,. < js;

(c¢) para cada par (i,j), existem exatamente a;; inteiros r para os quais
(ir, jr) = (4, 7).

Notemos que A determina uma unica matriz W, e, inversamente, cada tal

matriz W, corresponde a uma tnica matriz A.
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Exemplo:

1 0 2
1112 2 3 3
A= |0 2 0 | corresponde a W, = :
110 1 3 3 2 2 1 2

Associamos com A (ou Wy) um par de TYSS de mesma forma da seguinte
maneira. Seja W, a matriz permutacao generalizada associada a A. Comegamos
com (P(0),Q(0)) = (0,0). Set <m e (P(t),Q(t)) estao definidos, fazemos
(a) P(t+1) = P(t) < jet1;

(b) Q(t + 1) obtido de Q(t) pela inser¢ao de ;41 (deixando todas as partes de
Q(t) inalteradas) tal que P(t + 1) e Q(t + 1) tenham a mesma forma.

O processo acaba em (P(m),Q(m)) e definimos (P,Q) = (P(m),Q(m))(®).
Denotamos esta correspondéncia por A RSK (P,Q) e denominamos Algoritmo
RSK.

Um exemplo para ilustrar: sejam A e W, dadas pelo exemplo anterior. As

TYSS (P(1), Q(1)), .... (P(7),Q(7)) = (P, Q) sio:

[ | P() | Qi) \

1 1 1

2 1 3 1 1

3 1 3 1 1 1

4 1 2 1 1 1
3 2

5 1 2 2 1 1 1
3 3 2 2

6 1 1 2 1 1 1
2 3 2 2
3 3

7 1 1 2 2 1 1 1 3
2 3 2 2
3 3

3Pelo Corolério 2.2.1, P é uma TYSS e, como veremos na demonstracio do teorema a seguir,

@ também o é.
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O teorema a seguir estabelece o pricipal resultado sobre o algoritmo RSK.

Teorema 2.2.1. O algoritmo RSK € uma bijecao entre as N-matrizes A =
(aij)ij>1 de suporte finito e o conjunto dos pares ordenados (P, Q) de TYSS da

mesma forma. Nesta correspondéncia:

j ocorre em P exatamente Zaij vezes (2.1)

7

i ocorre em ) eratamente E a;j vezes (2.2)
J

Demonstracdo. Seja A RSK (P,Q). Pelo Corolario 2.2.1, P é uma TYSS. Pela
defini¢cao do algoritmo RSK, P e @ tém a mesma forma e (2.1) e (2.2) valem.
Entao, precisamos provar que (a) ¢ é uma TYSS e que (b) o algoritmo RSK é
uma bijegao, isto é, dado (P, Q) podemos recuperar A.

(a) Primeiramente notemos que como os elementos de () sao inseridos em
ordem nao-decrescente, segue que as linhas e colunas de () sao nao-decrescentes.
Resta verificar que as colunas de () sao estritamente crescentes, ou seja, dois
elementos iguais da primeira linha de W, nao podem estar numa mesma coluna
de ). Se 1 = 1,11 na primeira linha de Wy, sabemos que jx < jxy1. Logo,
pelo Lema 2.2.1 (b), o caminho de inserc¢ao de j41 esta estritamente a direita do
caminho de j; e nunca estard abaixo do maior elemento do caminho de insercao
de ji. Assim, os maiores elementos de dois caminhos de insercao estao em colunas
diferentes. Portanto, as colunas de ) sao estritamente crescentes.(?)

(b) Sejam (P, Q) = (P(m),Q(m)) e Q,s a ocorréncia mais a direita da maior
entrada de @) (onde @,s é um elemento da linha 7 e coluna s). Como elementos
iguais de ) sao inseridos da esquerda para a direita, temos Qs = iy, Q(m—1) =

Q(m)\Qrs (Q(m) sem o elemento Q,s), e que P, foi o dltimo elemento de P a ser

4Esta argumentacdo estabelece uma importante propriedade do algoritmo RSK: elementos

iguais de @ sao inseridos da esquerda para a direita.
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colocado no lugar apés a insergao de j,, em P(m—1). Assim, podemos facilmente
inverter o processo de inser¢ao P(m — 1) < j,,. O elemento P, foi substituido
pelo elemento P,_;,; mais a direita da linha » — 1 de P que é menor do que P.
Logo, removemos P, de P, trocamos F,_;; com F,, e continuamos trocando o
elemento mais a direita da linha r — 2 de P que é menor do que P,_;+ com P._;,
e assim por diante. Eventualmente algum elemento j,, é removido da primeira
linha de P.

Temos, com este processo, reencontrado (i, j,m) € (P(m—1),Q(m — 1)) uni-
camente. Agora, iterando esse processo, podemos redescobrir W 4. Logo, o algo-
ritmo RSK é injetivo.

Para provar a sobrejetividade, precisamos mostrar que aplicando o processo
descrito acima a um par arbitrario (P,Q) de TYSS de mesma forma, sempre

resulta numa matriz W, valida (permutacao generalizada)

TR
Wy = . .
]1 R ,]m
E claro que ©; < 49 < --- < 4,,. Resta mostrar que se i, = 45y, entao

Ik < Jrae1- Sejam iy = Qs € igr1 = Quu, donder > ue s < v. Quando aplicamos o
processo descrito acima a P,,,, este ocupa o final da linha u. Logo, seu caminho de
insercao inverso passa pela linha u estritamente a esquerda da coluna v. Assim,
na linha u o caminho de insercao inverso de P,, estd estritamente a esquerda
daquele de P,,. Indutivamente, argumentanto inversamente ao Lema 2.2.1 (b),
mostra-se que todo o caminho de insercao inverso de P,s esta estritamente a
esquerda daquele de P,,. Em particular, antes de remover 7,1, os dois elementos
Jk € Jk+1 aparecem na primeira linha com ji a esquerda de jii1. Logo, Jx < Jri1

como queriamos. O

Notemos que quando A é uma matriz permuta¢ao, isto é, uma n x n (0,1)-

matriz com exatamente uma entrada 1 em cada linha e coluna, entao W4 tem
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em sua primeira linha as entradas 1,2, ...,n e na segunda linha uma permutacao
w dos numeros 1, 2, ..., n; permutacao esta que identificamos com A. Logo, apli-
cando o algoritmo RSK em A obtemos um par (P, Q) de TYS de mesma forma.
Inversamente, se P e ( sao TYS de mesma forma, entao a matriz A que satisfaz
A 55K (P, Q) é uma permutagao.

Temos estabelecido, pois, que o algoritmo RSK é uma bijecao entre o grupo

simétrico S,, e {(P,Q) : P,Q sao TYS de mesma forma A\ - n}. Em particular,

> (N =nl

AFn

temos

Dada a matriz Wy, cujas linhas tém comprimento n, podemos obter uma
permutacao W4 como segue. Trocamos a primeira linha i, ...,7, de W4 por
1,2,...,n. Suponhamos que a segunda linha de W, tem c¢; ¢’s, da esquerda para
a direita. Entao trocamos os 1’s na segunda linha, da esquerda para a direita,
por 1,2, ....cq; os 2’s, da esquerda para a direita, por ¢; + 1,¢1 4+ 2,...,¢1 + ¢
e assim por diante até a segunda linha tornar-se uma permutacao de 1,2,...,n.

Denotamos o resultado por W.

Exemplo:
2 0 1112 2 3 3 3 3
A = 0 1 1 :>WA:< )
113 2 312 2 2
1 3 0
~ 123 45 6 7 89
= Wy = .
12849 3567

Lema 2.2.2. Sejam

il iQ Zn - 1 2 ... n
WA: . . . GWA: - g ~ :
Ji J2 0 In Ju J2 0 n

Suponhamos que Wy RoE (P,Q). Seja (P,Q) o par de TYSS obtidas de P e
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Q pela substituicio de k por iy em Q e ji por jr em P. Entio Wy RSK (P,Q).(°)

Demonstracao. Suponhamos que j é inserido em algum estagio do algoritmo RSK
na posicao k de uma linha. Se j foi substituido por um nimero maior j + e,
menor do que qualquer elemento da linha que é maior do que j, entao j + €
deve ter sido inserido também na k-ésima posicao. Dai, temos que o processo de
insercdo dos elementos 7ji, jo, ..., j, imita aquele de ji, ja, ..., jn, 0 que conclui a

demonstracao. O]

Vamos reapresentar o resultado da Proposicao 1.3.17, mas como conseqiiéncia

do algoritmo RSK. Esse resultado é conhecido como Identidade de Cauchy.

Proposicao 2.2.1. Temos
H(1 —zy;) = Z sx()sx(y)- (2.3)
(2] AePar

Demonstracao. Escrevemos

[T =z =11 | D @)™ | (2.4)

Y] 4,5 \@ij 20
Um termo z%y” nesta expressio é obtido escolhendo uma N-matriz A* = (a;;)!
de suporte finito com 7(A) = a e ¢(A4) = 3. Logo, o coeficiente de 2%y” em (2.3)
¢ o nimero N,g de N-matriz A com r(A) = a e ¢(A) = 5.

Por outro lado, o coeficiente de z%9y” em Z sx(x)sy(y) é o nimero de pares
AEPar

(P, Q) de TYSS de mesma forma tal que tipo(P) = « e tipo(Q) = (.
Portanto, como o algoritmo RSK estabelece uma bijecao entre as matrizes A

e os pares de tabelas (P, @), o resultado segue. ]

Corolario 2.2.2. Temos

= s

AFn

Sisto é, a operacio W4 — W, “comuta” com o algoritmo RSK
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Demonstracao. Basta tomar o coeficiente de xix5---x, em ambos os lados de
(2.3). O

Adiante, veremos a propriedade mais importante de simetria do algoritmo
RSK. Antes, apresentamos um conjunto parcialmente ordenado e dois lemas que

serao de grande utilidade mais a frente.

Uy - U, u .
Dada W, = < ) = ( > , associada com A, onde os u; e 0s v;
v

Ul PR ’l}n
sao distintos, definimos o conjunto parcialmente ordenado [ = [(A) = I (:j) como

segue. Os vértices de [ sao as colunas de (Z) Por conveniéncia denotaremos uma

a
coluna por ab. Definimos ab < cd em [ se a < ce b <d.

. (u 1 234567 o,
Exemplo: seja = . Entao I é representado por:
v

376 1425
75
RN
62 54 27 36
NN
41 13
O lema a seguir é uma conseqiiéncia imediata da definicao de I.

Lema 2.2.3. A aplicagao ¢ : I(A) — I(A") definida por p(ab) = ba é um

1somorfismo de conjuntos parcialmente ordenados.

Dado I = I(A), definimos I; como o conjunto dos elementos minimais de I,
I como o conjunto doos elementos minimais de I — I, I3 como o conjuntos dos
elementos minimais de I —(/;U15) e assim por diante. No exemplo anterior, temos
I, = {13,41}, I, = {27,36,54,62}, I3 = {75}. Notemos que como [; é uma anti-
cadeia em [, isto é, quaisquer dois elementos distintos de I; sao incomparaveis,

podemos identificar (discriminar) seus elementos por:
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(uila Uil), (%’27 Uz’Z): oo (Um” Uim)? (2'5)

onde n; = |I;|, de modo que

Uip < U <+ o0 < Uy, (2 6)
Vi1 > Vo >« > Vi, -

De posse desses conjuntos I; C [ temos o segundo lema que anunciamos

anteriormente.

Lema 2.2.4. Sejam Iy, ...,1; as anti-cadeias nao-vazias definidas acima com a
identificacao I; = {(wi1,vi1), (Wiz, Vi2), -y (Win,, Vin;) }, @ = 1,2, ...,d. Seja A RSK
(P, Q). Entao a primeira linha de P € v1p,Van, - - - Udn,, enquanto a primeira linha
de Q € uyugy -+ ugr. Além disso, se (uy,vx) € I;, entao vy, € inserido na i-ésima

coluna da primeira linha de P(k — 1) no algoritmo RSK.

Demonstra¢ao. A demonstracao é por indugao em n. O caso n = 1 é trivial.

Suponhamos que o resultado vale para n — 1 e sejam
(u) U Uy -+ Uy
- 7
U Ul Uz DY U?’L
<ﬂ) Uy U -+ Up—1
U /l)l /l)2 ... Un—l

Seja (P(n—1),Q(n—1)) o par de TYSS obtidas ap6s a insergao de vy, ..., v,_1 €
seja I; = Ii(g), 1 <i<e(sendoe=d—1oue=d),dadapor (U, V1), . (Wi, , Vim, ),
onde ;1 < -+ < Uiy, € Vip > -+ > Vi, . Pela hipdtese indutiva, a primeira linha
de P(n — 1) é D1, 0om, * * * Uem,, enquanto a primeira linha de @ é tq11g; « - - U .

. . ~ ~ ! ’ .
Agora, inserimos v, em P(n — 1). Se U, > vy, entdo I; U (uy,,v,) é uma anti-

cadelia de I(Z) Logo, (un,v,) € I; (Z) se ¢ é o ultimo indice para o qual Ty, > v,.
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Se nao existe um tal 4, entdo (u,,v,) é o tnico elemento da anti-cadeia I;(%)
de I (Z) Dai, v, é inserido na i-ésima coluna de P(n — 1), como desejavamos.
Inserimos uma nova i-ésima coluna exatamente quando v, = v4, e, neste caso,

Uy, = Ug,, €NLA0 Uy, é inserido na i-ésima coluna da primeira linha de Q(n—1). O

A seguir temos o teorema que estabelece a propriedade simétrica mais impor-

tante do algoritmo RSK.

Teorema 2.2.2. Seja A uma N-matriz de suporte finito e suponhamos que A BoK
(P,Q). Entio A* 25 (Q, P).

Demonstragio. Se I;(") é a anti-cadeia dada por (2.5) tal que (2.6) é satisfeita,
entao pelo Lema 2.2.3, I (z) é:

(Uimﬂ uimz‘)a ERp) (Uig, ui?)a (Uﬂ? ui1)>
onde
Vim, <+ < U <V

WUipm; =« > Uig > Ug-

Entao, pelo Lema 2.2.4, se A? RSK (P',Q"), a primeira linha de P é ujjug - - - ug
e a primeira linha de Q" é vy, Vo, - - “Udm,- LOgo, o Lema 2.2.4, assegura que
as primeiras linhas de P’ e Q' coincidem com as primeiras linhas de @ e P,
respectivamente.

Aplicando o algoritmo RSK a (Z)’ o elemento v;;,1 < j < m,, é deslocado
para a segunda linha de P “antes”do elemento v,s,1 < s < m, se, e somente se,
Uj j+1 < Upsq1. Denotemos por P e Q, respectivamente, P e () sem suas primeiras

linhas. Logo,
a L ui2 o Ulmy u2 U2moy e Ug2 Udm,y RSK (]5 Q)
T ) s
b VIl ot ULmg—1 V21 ctt VZmp—1 t V4l Vdmg—1 /)
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) em ordem estritamente
v

U
onde indica que colocamos as colunas de
v
o

crescente pela ordem lexicografica.
. . . — ~/ ~ / / .
Similarmente, seja (P, ()" ) a representacao de P e (), respectivamente, com

) como fizemos para
u

suas primeiras linhas removidas. Argumentando em (

U
, obtemos
v

’

a Vlmy—1 ' V11 V2mg—1 ' V21 ' Udmy—1 ' V4l RSK 5/ ~!

’ = B 2 ma (P7Q)
b Ulm, S U2 U2my ceeug2 v Udm,y Tt Uge

a v
Mas, ( ; ) = ( ) ), donde por induc¢ao em n (nimero de linhas) temos
a
(P,Q)=(Q,P). O
A seguir apresentamos algumas conseqiiéncias deste tltimo teorema.

Corolario 2.2.3. Sejam A uma N-matriz de suporte finito e A RSK (P,Q).

Entao, A é simétrica (A = A') se, e somente se, P = Q.

Demonstracao. Imediato, pois A? RSK (Q, P). [

Corolario 2.2.4. Sejam A = A, A B9K (P,P) e a = (a1, ,...), onde a; € N

e Zai < o00. FEntdao, a aplicacgo A —— P estabelece uma bijecdo entre as

i=1
N-matrizes simétricas com r(A) =« e as TYSS de tipo .

Demonstracao. Segue diretamente pelo Teorema 2.2.1 e o corolario anterior. []

Corolario 2.2.5. Temos

1
H(l — ;) H(l — z1;) - A;r sx(x).

i i<j
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Corolario 2.2.6. Temos

Zf)‘ = {w € S, : w* = 1}|. (0 nimero de involugées de S,)

AFn
Demonstracao. Sejam w € S, e w RSK (P,Q), onde P e @ sao TYS de mesma
forma A - n. A matriz permutacao correspondente a w é simétrica se, e somente
se, w? = 1. Agora, aplicando o Teorema 2.2.2, w? =1 se, e somente se, P = Q e

o resultado segue. O]

Finalizamos esta secao apresentando o algoritmo RSK dual, representado por
A B (P, @), que trabalha exatamente como o algoritmo RSK, exceto por ser
A uma (0, 1)-matriz de suporte finito e que um elemento ¢ desloca um elemento
mais a esquerda que é maior do que ou igual a ¢ e nao o elemento mais a esquerda
que é maior do que i (como acontece no algoritmo RSK).

Vejamos um exemplo:

s
|
c o = o =

0
1
0
0
1

S = = O
=
I

VRS
[—
p—
[\
w
w
I
(@

N~

Entao (P(1),Q(1)),...,(P(7),Q(7)), com (P,Q) = (P(7),Q(7)), obtidos pelo al-
goritmo RSK* sao:
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| P() | Q() |

1 1
13 11
1 2 11
3 2

1 2 11
1 2

3 3
123|113
1 2

3 3
123|113
13 2
3 3
123|113
12 2
3 3

3 5

O teorema a seguir tem demonstracao analoga a aquela do Teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.3. O algoritmo RSK* é uma bijecao entre as (0,1)-matrizes de
suporte finito e os pares (P, Q) tais que P' (o transposto de P) e Q sio TYSS
com a mesma forma. Além disso, c(A) = tipo(P) e r(A) = tipo(Q).

Do mesmo modo que obtivemos a Identidade de Cauchy (Proposigao 2.2.1) a
partir do Teorema 2.2.1, a proposi¢ao seguinte estabelece a Identidade de Cauchy

dual como conseqiiéncia do Teorema 2.2.3.

Proposicao 2.2.2. Temos
H(l + xy;) = Z sx(@)sy ().
%, AePar
Devido as Proposigoes 2.2.1 e 2.2.2, temos que o algoritmo RSK esta rela-
cionado com H(l — 2;y7) "' bem como o algoritmo RSK* est4 relacionado com
.3
H(l +z;y;). Dai, o motivo de se dizer que os algoritmos RSK e RSK* sao duais.

i?j
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Na secao seguinte estaremos interessados no estudo da aplicagao de fungoes

simétricas no grupo simétrico S,, para analisar seus caracteres.

2.3 Os Caracteres do Grupo Simétrico

Nesta secao vamos usar um pouco do que vimos sobre funcgoes simétricas com
o objetivo de mostrar que as funcoes X, apresentadas na Secdao 1.3.8, sdo os
caracteres irredutiveis do grupo simétrico S,, (onde X*(i) ¢é interpretado como
X*(w) quando w € S, tem tipo ciclico p).

Denotamos por C'F™ o conjunto de todas as fungoes de classe (isto é, funcoes
f 8, — Q (5) que sao constantes nas classes de conjugacao de S,,). Lembremos

que C'F™ é um espacgo vetorial sobre Q com um produto escalar definido por:

(9= 3 Flwlg(w).
WESn

Vamos denotar por (¢, ) o produto escalar (f, g) quando ¢ e  forem repre-
sentagoes de S, com caracteres f e g, respectivamente. Esse abuso de notagao
vai simplificar nossas expressoes.

Antes de enunciar os primeiros resultados, vamos relembrar alguns fatos sobre
representacao permutacional. Se X é um conjunto finito e G um grupo finito,
a agao de G em X é um homomorfismo ¢ : G — Sy eses € X ew € G
escrevemos w- s para representar o(w)(s). Este homomorfismo pode ser estendido
por linearidade a uma agao sobre CX (o espaco vetorial complexo com base X).

Logo, ¢ pode ser visto como uma representacao (linear) ¢ : G — GL(CX). O

caracter desta representacao ¢ dado por

XP(w) =tr(p(w)) = |Fiz(w)| = [{s € X : w-s=s}.

6De maneira mais geral poderfamos trabalhar com C no lugar de Q, mas escolhemos o corpo

Q por ser suficiente aos nossos propositos e por simplicidade também.
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A agdo ¢ : G — Sx é dita transitiva se para quaisquer s,t € X, existe
w € G tal que w-s =t. Se H é um subgrupo de GG, entao G age no conjunto
G/H das classes laterais a esquerda por w - vH = wvH. Toda agao transitiva de
G é equivalente a uma agao nas classes a esquerda de algum subgrupo H. Além
disso, tal acio é equivalente a ind%1y (a indugao da representacao trivial 1y de
H para G). Vamos denotar ind% 1y por 1. Assim, o Lema de Burside (que

veremos mais a diante), é equivalente a
(15, 1¢) = |{6rbitas de G agindo em G/H}|.

Lembremos que <1g, 1G> é a multiplicidade da representagao trivial 15 de G
em 1%, ou seja,

1 .
(1%.16) = al > |Fiz(w),

weG
sendo Fiz(w) referente a acao de G em G/H.

Vamos agora procurar por subgrupos H de S,, que nos permitam obter todos
os caracteres irredutiveis de .S,, como combinagao linear dos caracteres das repre-
sentacoes 1;3”. Sea=(ay,..,qq) €N e ay + - + oy = n, definimos o subgrupo
Sa C S, por

Sa = Say X Say X =+ XS4,

onde S,, permuta 1,2, ..., a1, S,, permuta a; + 1,1 + 2, ..., a1 + o e assim por
diante. Logo, se a e ( diferem apenas por uma permutacao de suas coordenadas,
entao S, e Sz sao conjugados e as representacoes lgz e 1‘§Z sao equivalentes,
donde seus caracteres sao iguais. Em particular, existe uma tinica A - n tal que
S, € Sy sao conjugadas.

Nossa principal ferramenta para demonstrar os resultados que virao é a trans-
formagao linear ch : CF" — A" chamada Aplicacao Caracteristica de Frobenius:

se f € CF", definimos

Ch(f) = % Z f(w)pp(w) = Z Z;Zlf(,u)pua

wESn
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onde f(u) denota f(w) para qualquer w de tipo p(w) = p. Equivalentemente,
definindo W(w) = py() temos

ch(f) = (f, V), (sendo este produto escalar definido em A).

Por exemplo, se f, ¢ a funcao de classe definida por

fulw) = { N

0, caso contrario

entao ch(f.) = 2, ' pu-
Se ¢ : S, — GL(V) é uma representacao de S,, com caracter X', em alguns

momentos vamos abusar da notagao e escrever ch(y) ou ch(V') no lugar de ch(X).
Proposicao 2.3.1. A transformacao linear ch € uma isometria, isto €,

{(F:9)cpn = {ch(f), ch(g)) pn -

Demonstragao. Pela Proposicao 1.3.11, temos

(ch(f),ch(9)) = <ZZ§1f(A)pA,Zz;19(u)pu>

A H

]

Vamos definir agora um produto de funcoes de classe. Seja f € CF™ e

g € CF". Definimos o produto (ponto-a-ponto) f x g € CF(S,, x S,) por:

(f x g)(u,v) = fu)g(v).
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Lembremos, em particular, que se f e g sao os caracteres das representacoes
p e, entao f x g é o caracter da representagao p ® ¥ de S, X S,,.

Definimos também o produto induzido fog de f e g como sendo a indugao de
fxgpara S, ., onde S, permuta 1,2, ...,me S, permuta m+1,m—+2,.... m+n

como anteriormente. Representamos este produto por:

Sm+n

fog= indsmxsn(f X g).

Seja CF = CF°® CF' @ ---. Estendemos o produto escalar de CF" para
CF fazendo (f,g) =0se f € CF™e g € CF" com m # n. Assim, o produto
induzido nos caracteres estende-se para C'F por bilinearidade.

Como CF = CF°@® CF' @ ---, podemos estender a aplicacao caracteristica
ch para uma transformacao linear ch : CF — A. Assim, temos o seguinte

importante resultado.

Proposicao 2.3.2. A aplicacdao caracteristica ch : CF — A € um homomor-

fismo de anéis que € bijetivo, ou seja, ch é bijetivo e ch(f o g) = ch(f)ch(g).

Demonstragio. Vamos denotar por res$ f a restricio da fungdo de classe f em

G ao subgrupo H de G. Logo, pela Reciprocidade de Frobenius(")

ch(fog) = chlindg™s (f % g))
= (indd 5, (f x 9), %)

S
= (fxag, resS:;’fgn\IJ>S <
m>< n

= S e )

'U,ESm 'UGSn

o DID M OIGLIONE

UESH VES),

<f> \Ij>Sm <g> \Ij>Sn
= ch(f)ch(g)

"Reciprocidade de Frobenius: suponhamos X » € Xy, respectivamente, os caracteres de G e H,

com H subgrupo de G e f uma funcdo de classe de G e fg = f|m, entdo: (fu, Xp)y = (f, Xp)
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Além disso, pela definicao de ch e pelo fato de ser {p,, : p € Par} uma Q-base
de A, segue que ch é bijetivo. n
Como h,, = Z 2y 'pa, pela definicdo de ch, temos ch(lg,) = Zz;lp)\ = h,.

AFn AFn
O corolario a seguir apresenta o resultado da aplicagao de ch no caracter n®

da representacao 1?" .
«

Corolario 2.3.1. Temos
ch(13") = ha.

~ Sn _ 151 15 s . Sny _
Demonstragao. Como 15" = 1Sa1 Olsa2 o+ ~ols’;l , pelo teorema anterior, ch(1g") =

l l
[Terg) =] ha = ho- O
=1 =1

Seja R™ o conjunto de todas as fungoes em S, que sao diferenca de dois
caracteres. Logo, R" tem ordem p(n)(®), o nimero de parti¢oes de n, e uma base
que consiste dos caracteres irredutiveis de .S,,. Esta é a tinica base ortonormal de
R"™, a menos de sinal e ordem, pois a matriz de transi¢ao entre duas tais bases
deve ser ortogonal com entradas inteiras e, portanto, uma matriz de permutacao
(ou seja, uma (0, 1)-matriz n x n com exatamente um 1 em cada linha e coluna).

Seja R =R @ R!' @ ---. Com isso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.3. A imagem de R pela aplicacao caracteristica ch é Ay. Con-

seqiientemente, ch : R — Az € um isomorfismo de anéis.

Demonstracao. E suficiente mostrar o resultado para combinagoes lineares com

coeficientes inteiros dos caracteres n® da representacao 1§Z que sao os caracteres

8Lembremos que num grupo finito G' o nimero de caracteres irredutiveis linearmente inde-

pendentes é igual ao nimero de classes de conjugagao. Em particular, para S, esse ntmero é

p(n).
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irredutiveis de S,,. Seja ¥ = det (n’\i’”j), sendo que o produto usado para calcu-
lar o determinante é o produto de Jacobi-Trudi (Corolério 1.3.9). Pela Proposigao

2.3.2, temos
ch(y*) = sy.

Como ch é uma isometria, temos <7,D’\,w“> = 0)y. Pelas observacoes acima,
isto significa que as funcoes de classe ¥ sdao, a menos de sinal, os caracteres
irredutiveis de S,,. Logo, {1/1’\ CAF n} forma uma Z-base de R" e a imagem de
R™ é o Z-espaco gerado pelas s,’s, o qual é exatamente A", como queriamos, pois

a imagem de R = @,>oR" serd Ay. O

Agora, de posse de tudo isso, podemos apresentar o resultado mais importante

desta secao.

Teorema 2.3.1. Consideremos as X*, onde A = n, definidas em 1.3.8, como
funcgoes em S,, dadas por X*(w) = X*(u), onde w e p tém o mesmo tipo ciclico.

Entado, as fungoes X*’s sdo os caracteres irredutiveis do grupo simétrico S,,.

Demonstragao. Pela Regra de Murnaghan-Nakayama (Corolario 1.3.10), temos

que
ch(X?*) = Z z;lXA(u)pH = $x.
I

Como ch(y?) = sy, segue que X* = 1*. Como os ¢*’s sdao, a menos de
sinal, os caracteres irredutiveis de S, resta determinar quando X* ou —X* é um

caracter. Mas, X*(1") = f* > 0, donde X* é um caracter irredutivel. O

Notemos que temos descrito uma maneira natural de indexar os caracteres
irredutiveis de .S,, por particoes de n, enquanto os tipos ciclicos das permutagoes
definem um indexador natural das classes de conjugagao de .S,, por particoes de n.
Logo, temos uma bijecao entre classes de conjugacao e os caracteres irredutiveis
de S,,.
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A

O coroldrio a seguir mostra que os Coeficientes de Littlewood-Richardson ¢,

sao nao-negativos.

Corolario 2.3.2. Sejam p = m, v n e X+ m+n. Entio o Coeficiente de

Littlewood-Richardson c;\w € nao-negativo.

Demonstracao. Pelas Proposicoes 2.3.1 e 2.3.2, temos que

Cpy = (83, 8u8,) = (XN, X 0 XV)

v

Como, pelo teorema anterior, X* e X'V sao caracteres irredutiveis de .5, e .9,,,
respectivamente, segue pelas propriedades de caracteres irredutiveis que X* o X

é um caracter de S,,4,. Logo, (X, X 0 XV) > 0. O

O corolario a seguir apresenta o caracter n® da representacao 1?2 em termos

dos caracteres irredutiveis. Este resultado é conhecido como Regra de Young.

Corolario 2.3.3. Sejam o uma composicao den e A = n. Entdo, a multiplicidade

do caracter irredutivel X* no caracter n® é Kxa, ou seja,
<77a’-)()\> = K)xoc-

Demonstragao. Pelo Corolario 2.3.1, temos ch(n®) = h,. Como h, = ZK)\QSA
A

(Secao 1.3) o resultado segue pelo tltimo teorema:

<7]a,)()‘> = <Z K)\CMS)\7S>\> = Kya-
A

]

Finalizamos esta se¢do com um exemplo. A representacao reqular de S, é
definida como a acao de S,, nele mesmo pela multiplicacao a esquerda. Logo, esta

representacao ¢ dada por 1§TX,_.X s,» cuja imagem pelo Caracter de Frobenius ¢
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(h1)™ (Corolario 2.3.1). Pelo Corolario 2.2.2, temos (hy)" = Zf)\S)\. Entao, a

AFn
multiplicidade na representacao regular da representacao irredutivel de .S,, cujo

caracter 6 XA é f* = xX*(1").(%)

2.4 Particoes Planas e Funcoes Simétricas

Esta secao apresenta algumas aplicagoes enumerativas das funcoes simétricas.
Iniciamos pela generalizagao das partigoes de um inteiro positivo, conhecida como
particoes planas.

Uma parti¢io plana é uma matriz m = (m;;); j>1 de inteiros ndo-negativos tal
que 7 tem suporte finito (apenas uma quantidade finita de entradas sdo nao-

nulas) e é nao-crescente em cada linha e cada coluna. Se E Tij = N, €SCTEVeIMOSs
7:7j
|| = n e chamamos 7w de partigdo plana de n.

A seguir apresentamos exemplos de partigdes planas, onde omitimos as en-

tradas iguais a 0.

=
I
[\)
w N = =
—_
—_

n=3 2 1 1 11 11 2 1
1 1 1
1

Uma partigdo A - n pode ser vista como uma matriz unidimensional (A; Ao

de inteiros nao-negativos com suporte finito e nao-crescente, isto é, Ay > Ao > - - -

9Portanto, o Coroldrio 2.2.2 estabelece para S,, via funcdes simétricas, o fato de que a
multiplicidade de uma representagao irredutivel de um grupo finito na representacao regular é

igual ao seu grau.
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Segue, pois, que as particoes planas generalizam para duas dimensoes as
particoes ordinarias. Além disso, as particoes planas tém similaridades que saltam
aos olhos com as Tabelas de Young Semi-Simples, pois uma TYSS reversa é um
tipo particular de particao plana. Devido a essa similaridade é de se esperar que
as fungoes simétricas tenham um papel importante na enumeracao das particoes
planas.

Uma entrada m;; > 0 de 7 é chamada de parte da parti¢ao plana 7. A forma
de m é a particao ordindria A para a qual m tem \; partes nao-nulas na i-ésima
linha (ou seja, m, > 0 e mx,4+1 = 0). Logo, 7 tem r linhas se r = [(\) e,
similarmente, 7 tem s colunas se s = I(\") = A;. Vamos escrever I1(7) e ly(7)
para os numeros de linhas e colunas de 7, respectivamente. Definimos o traco de

7 de maneira usual: tr(mw) = Z Tii-
i
Por exemplo, a particao plana

755 32111
T=6 5 5 2 11
6 3 2 2

tem forma (8,6,4), 18 partes, 3 linhas, 8 colunas e trago 14.

Seja P(r,c) o conjunto de todas as partigdes planas com, no maximo, r
linhas e, no maximo, ¢ colunas. Por exemplo, P(1,¢) é o conjunto das partigoes
ordinarias e se m € P(1,¢), entao tr(m) é a maior parte de 7.

De posse dessas consideracoes preliminares, apresentamos o primeiro resul-

tado, e dos principais, desta secao cuja demonstracao faz uso do algoritmo RSK.

Teorema 2.4.1. Sejam r,s € N. Entao
T C
Z qtr(w)xhrl _ HH(l . q:L'H_]_l)_l,
weP(r,c) i=1 j=1
Demonstracao. Vamos, primeiramente, descrever como juntar duas particoes A e

i com partes distintas e com o mesmo nimero de partes de modo a obter uma
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particao p = p(\, p). Tragamos o Diagrama de Ferrers de A, mas com cada linha
deslocada um espaco para a direita do inicio da linha anterior, chamamos este
novo diagrama de Diagrama de Ferrers Modificado de \.

Por exemplo, se A = (5, 3,2), o Diagrama de Ferrers Modificado de A é:

Obtemos também o Diagrama de Ferrers Modificado de p transposto.

Por exemplo, se = (6,3, 1), temos

Agora juntamos estes dois diagramas identificando suas diagonais principais.

Para A e  acima, por exemplo, temos
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Definimos p(A, 1) como a partigdo cujo Diagrama de Ferrers é o diagrama

juntado. Do nosso exemplo,
p(532,631) = 544211.

A aplicacao (A, ) — p(\, p) é claramente uma bijegao entre os pares de
partigoes (A, p) com k partes distintas e as partigdes p de posto k (definido na
Segao 1 do primeiro capitulo). Notemos que |p| = |A| + || — I(N).

Agora, vamos estender a bijegao acima aos pares (P, Q) de TYSS reversas de
mesma forma. Se A’ denota a i-ésima coluna de P e pu' a i-ésima coluna de ),
entao, seja m(P, Q) a matriz cuja i-ésima coluna é p(\%, u%).

Por exemplo, se

4 4 2 1 5o 3 2 2
P=311 e@Q=4 21 ;
2 1
entao

4 4 2 1

4 2 2 1
T(P,Q)= 4 2

2

2

Assim, 7(P,Q) é uma parti¢ao plana. Trocando cada linha de 7(P, Q) por

sua conjugada, obtemos uma outra particio plana 7 (P, Q).
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Por exemplo, com 7(P, () acima, obtemos

— =N
— =N

T (P,Q) =

— =N R
=N W W

Segue que a aplicacio (P,Q) — 7 (P,Q) é uma bijecio entre pares (P, Q)
de TYSS reversas de mesma forma e particdes planas 7.

Vamos denotar por diag(n') a diagonal principal (7, Ty, ...) de 7, max(P)
a maior parte Pj; da TYSS reversa P. Lembremos que sh(P) denota a forma de
P, sh(P) = sh(Q) e

7| =Pl +1Q| - [sh(P)], (2.7)

diag(ﬂ,) = sh(P) = sh(Q), donde tr(wl) = |sh(P)],

Seja A = (a;;) uma N-matriz de suporte finito. Queremos associar com A
um par de TYSS reversas de mesma forma. Fazemos isso com uma variacao do
algoritmo RSK, onde invertem-se as regras < e > na definicao da insercao na

linha. Ou, equivalentemente, se

Uy - Uy,
Wy =
U1 Up,

é a matriz permutacao generalizada associada a A, entao aplicamos o algoritmo

RSK na matriz
_un “ e _ul
_Un « . _Ul
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e, depois, mudando o sinal para positivo de todas as entradas do par de TYSS.

Assim, obtemos um par (P, Q) de TYSS reversas satisfazendo

1P| = Zjaij (2.8)
2%
Q= Zmij
1,J
maz(P) = max({j : a;; # 0})
maz(Q) = max({i : a;; # 0})
|sh(P)] = [sh(Q)] = _ ay;.
Y]
Segue das Equagoes (2.7) e (2.8) que se M,. é o conjunto de todas as N-

matrizes r X ¢, entao

(Z ) x(zg by~ )

Z qtr(ﬂ)xhr\ _ Z q 1,5 1,7 1,J
w€P(r,c) A=(a;;)eEMype
_ ﬁ ﬁ Z qaijx(i+jfl)aij _ f[ f[(l . qxiJrj*l)fl.
i=1 j=1 \a;;>0 i=1 j=1

Como caso particular deste teorema temos que:

1

$ gl . ,
P L) (1 —ga)(1 —ga?)--- (1 — qae)

A seguir temos duas conseqiiéncias deste teorema. Seja P(r) o conjunto de
todas as parti¢oes planas com, no maximo, 7 linhas. Se ¢ = 1 e ¢ — 00 no teorema

anterior, entao temos o seguinte resultado sobre a enumeragao dos elementos de

P(r).
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Corolario 2.4.1. Seja r € N. Entao

Z x|7r| _ H(]- . xi)—mm{z’,'r}'

meP(r) i>1

Demonstracao. Pelo Teorema 2.4.1, temos

T

Z x|7‘r\ _ H H(l—xi+j71)71

TeP(r) i=135>1
— (o)1 —a?) 1 —a?) e (1= a?) (1 —a?)

=1 =2
(1713)71(17504)71 ...... (1*IT71)71(17xr)71~-~

=3 =7
=(1-2) 11 —-22)21—-23)3...(1—az") "1 —a )1 —z+2)"" ...
= H (1 — g?)~manlirh)

i>1

]

Seja P o conjunto de todas as particoes planas e seja r — oo no corolério

anterior. Temos a seguir um resultado importante na teoria das particoes planas.

Corolario 2.4.2. Temos

Zmlﬁl = H(l — )

TeP i>1

O teorema a seguir é visto como uma variagao do Teorema 2.4.1 e sua
demonstragao faz uso do Teorema 2.2.2.(1°) Dizemos que uma parti¢do plana
o = (0;) é simétrica se 0;; = 0j;, Vi, j, Seja S(r) o conjunto de todas as partigoes

planas simétricas com, no maximo, r linhas e, portanto, r colunas no méaximo.

Teorema 2.4.2. Seja r € N. Entao

T

Z qtr(o)xkr\ _ H(l _ ql,2i—1>—1 H (1 o q2$2(i+j_1))_1.

ceS(r) i=1 1<i<j<r

10Para uma demonstracio alternativa sem o uso do Teorema 2.2.2, veja Secdo 7.20 na re-

feréncia [8].
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Demonstragio. Seja 7' (P, Q) a particio plana descrita na demonstracio do Teo-
rema 2.4.1. Logo 7 é simétrica se, e somente se, P = (. Além disso, supon-
hamos que A =5 (P,Q), onde RSK' é o algoritmo RSK “reverso” descrito na
demonstracio do Teorema 2.4.1 (sendo P e Q TYSS reversas). Temos que RSK’
satisfaz o Teorema 2.2.2 também, isto é, A RS—K> (P, P) se, e somente se, A = A’
Seja M. o conjunto de todas as N — matrizes r x r simétricas. Logo, procedendo

como na demonstracao do Teorema 2.4.1, obtemos

Z qtr(o')x|a| — Z qZ ﬂisz(i+j*1)“ij
geS(r) A=(a;;)EM],
(Z ai+2 Y aij) (Z(Qi—l)aii-l—? > (i+j_1)aij)
_ g Vi1 1<i<j<r 2 \i>1 1<i<j<r
2
_ f[ Z q (21 1)a H Z q2aijm2(i+j71)aij
i=1 \a;;>0 1<i<j<r \a;; >0
_ H(l _ qw2171)71 H (1 _ q2w2(i+j71)) -1 .
i=1 1<<j<r

]

Veremos agora alguns resultados que decorrem da restricao do tamanho da
maior parte da particdo plana m € P(r,c). Para compreender melhor os sig-
nificados das restrigoes do nimero de linhas, do nimero de colunas e da maior
parte, vamos apresentar o diagrama de uma particao plana, que deve generalizar
a nocao de Diagrama de Ferrers de uma particao.

O diagrama D(7) de uma partigdo plana 7 = (7;;) é o subconjunto de N3
definido por

D(r) ={(i,j,k) e N*: 1 < k < m;;}.

Exemplo: Se
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entdo D(7) é dado por

Observemos que se w ¢ uma permutagao dos trés eixos coordenados, entao w
transforma o diagrama D(7) de uma partigdo plana de n no diagrama w(D(7))
de uma outra particao plana de n. Assim, temos que cada particdo plana tem
seis partigdes planas associadas (indexadas por elementos de S3), obtidas pelos

diagramas decorrentes de:
e deixar D(7) inalterado;
e conjugar cada linha de D(7);
e conjugar cada coluna de D(7);
e transpor D(m);
e conjugar cada linha de D(7) e depois transpor;
e conjugar cada coluna de D(7) e depois transpor.

No que segue, vamos identificar m com seu diagrama D(w). Notemos que
li(m), la(7) e max(m) permutam entre eles quando aplicamos w em 7. Assim,
por exemplo, temos que o nuimero de particoes planas de n com, no maximo, r
linhas e, no maximo, ¢ colunas é igual ao nimero de particoes planas de n com,
no maximo, c¢ linhas e maior parte, no maximo, r.

Sejam r,c,t € N e definimos a caiza

B(r,ce,t) ={(i,j,k) eN*:1<i<r1<j<cl1<k<t}
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Assim, uma partigao plana 7 satisfaz (7)) < r,ly(m) < ¢ e max(m) <t se, e
somente se, o diagrama de 7 estd contido em B(r,c,t), 7 C B(r,c,t). Antes de
apresentar o préximo resultado, facamos mais algumas defini¢oes que nos serao
uteis mais adiante.

Dado um Diagrama de Young (Ferrers) A e um quadrado u = (i,j) € A,
definimos h(u) = \; + )\; —1—j+ 1. Ou seja, h(u) conta o nimero de quadrados
a direita ou abaixo de u em sua coluna e u inclusive. Vamos escrever h(u) dentro

do quadrado u. Por exemplo, a partigao 4421 tem h(u) dado por

‘»ﬁb:@\l
Ny
o
—

Definimos, também, c¢(u) de A em u = (3, j) por
c(u) =7 —1i.

Exemplo, A\ = 4421, ¢(u) é dado por

o|1]2 3‘
“1]o0]1 2‘
Y

-3

De posse dessas observacoes podemos apresentar o seguinte lema.

Lema 2.4.1. Sejam A = (\y,..., \,) € Par e p; = \; + n —i. Entdo,

H[Mz‘]!

hu)] = ——=t 2.9
g[ (u)] 0 -n (2.9)

[T+l = IT 5 210

onde [k] =1 —¢"* e[kl =[1][2]---[k] = (1 = )(1 = ¢*)--- (1 = ¢*).
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Demonstracao. Adicionamos n — i quadrados a i-ésima linha do diagrama de A,
obtendo o diagrama de p. No quadrado (7, j) inserimos o nimero p;—j+1. Logo, o
conjunto dos nimeros inseridos é (J;5 {1, 2, ..., i} = {{1,2, ..., a }, {1, 2, .., pia}, ...},
ou seja, os expoentes no numerador de (2.9). Paracada 1 < i < j < n, escrevemos

o numero y; — p; no quadrado (4, g1 + 1).

Por exemplo, A = 4421, entao o diagrama de p (com p; — p; em negrito) é:

654321‘
504321
21

‘ =l W o3

Agora, removendo as colunas jt; +1 obtemos novamente o diagrama de A com
h(u) no quadrado u, o que demonstra (2.9).

A demonstracao de (2.10) é feita de modo andlogo. O

Dado A\ F n, definimos

b =) (i—1h =) (2) (2.11)

Notemos que b(\) é a menor soma possivel das entradas de uma TYSS (po-
dendo ter 0 como parte) de forma A obtido unicamente colocando i — 1 em todos
os quadrados da i-ésima linha de A\. Em particular, para n > [()), temos que
sx(1,q,¢% ....,¢" ") = ¢*Mu(q), sendo v(q) um polinémio em ¢ tal que v(0) = 1 e,

sen <I(N), sx(1,¢,¢% ...,¢" 1) = 0. Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4.3. Para quaisquer A € Par en € N, temos

Demonstracao. Se n < [(\) ambos os lados da igualdade s@o nulos, pois existe

u = (i,,7) tal que n 4+ c(u) = n+j —i = 0 porque 1 < i < [(A). Seja, pois,
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n > Il(A). Como vimos no Capitulo 1, sy(z1,...,2,) = axis/as, onde ay s =
det(x; Aot ])” L e as = det(x} )” 1, donde

det (qi=DOstn=)"
2 n—1\ __ )=
a4, ¢ d") = ey (2.12)

O denominador ¢ igual a H (" — ¢U=Y). Seja

1<i<j<n

as = det(xé‘l)?’j:l.

i—1
J

Entao af = (—1)( >a5, pois a matriz (2 7)7;_; é obtida transpondo (z; _j)ﬁjzl
e depois invertendo a ordem das linhas. Logo, o numerador em (2.12) é

az(g", ¢", ..., q"), sendo p; = \j +n — j. Entdo

- " qﬂi _ qﬂj q”] q“z Hi— ]
sa(1,¢,¢%,...,q" ") = (—1)(2) H _—— = H ._.)(2.13)

i—1 __ ]—1 J—1
1<i<j<n q q 1<z<g<n — 4 )

n

Pelo lema anterior, usando H ] —i] = H[n — ]!, temos

1<i<j<n =1
gt [ lai = 5] [T ]! s et
i i + clu
sy(1, ¢, 2’.“’ n—1y _ <j >1 — 40N n—
A4 ¢ g™ S TR (T g ()
1<j 121

Apresentamos a seguir algumas conseqiiéncias deste teorema.
Corolario 2.4.3. Para qualquer X € Par temos

q
sk(l,q,q2, ) ==
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Demonstracao. Basta tomar n — 0o no teorema anterior, pois H(l — q”*c(“))

UEN
vai para 1 (por (2.10)). O
Corolario 2.4.4. Para quaisquer A € Par en € N temos
n + c(u)
™M =11 —2. 2.14
) = [T (214

Demonstracdo. Fazendo ¢ = 1 no teorema anterior e usando o fato 1 — ¢* =
(1—q)(14+q+- - -+¢*1) e cancelando o fator 1—¢ no numerador e no denominador,

o resultado segue. O]

O Teorema 2.4.3 estabelece uma funcgao geradora para as particoes planas cu-
jas colunas sao estritamente decrescentes. Na demonstracao do proximo teorema
veremos que, se A = (¢"), podemos associar uma funcao geradora com partigdes
planas de forma (c").

Teorema 2.4.4. Sejam r,c,t fixos, com r < c. Entao

T gel— 41t +22 - [t+rt+r+17 - [t+ t+ec+ 1"t T +c—1]

@] P+ 17 e+ e+ 7 —1] B

T CB(r,c,t)

onde [i] =1 —¢*.

Demonstragao. Seja A = (¢"), retangular com r linhas e ¢ colunas. Notemos que
assumindo 7 < ¢ nao perdemos generalidade, pois poderfamos trocar A por \'.
Seja m = (m;;) uma particdo plana de forma A cujas colunas sao estritamente
decrescentes, possivelmente com entradas iguais a 0. Definimos 7* = (7};) por

wl; = mi; —r + 1. Com isso, cada coluna estritamente decrescente de 7 torna-se

*
]
uma coluna nao-crescente de 7*.

Por exemplo:

6 6 4 4 4 3 4 4 2 2 21
T=43 322 1= m=32211F0
221100 221100

107



Assim, 7* é uma particao plana satisfazendo

h(m™) <7 la(m") < c

max(m*) = mazx(mw) —r + 1,

wl=lxl = 3 =) = In —cgv—z) ~ a1~ (})

ij=1
Inversamente, dada tal partiao plana 7*, fazendo m;; = 7;; + 7 — i, podemos

obter 7. Logo, pelo Teorema 2.4.3,

T —(5)ec r— b((c")N—(T)e t+r+clu
Y o =g O g gty = () el (2.16)
T CB(r,c,t) ue(er) [h(u)]

Por (2.11), temos b((c")) = (})c. Além disso, o conjunto formado pelos h(u) de
(") 6 {1,22,3%, ...r" (r+1)",....c", (c+1)" (c+2)"2,...,c+r—1} e o conjunto
formado pelos c(u) é obtido do anterior pela subtragao de r. Substituindo os

valores de c¢(u) e h(u) em (2.16) o resultado segue. O

Com este teorema finalizamos esta se¢gao. A seguir, na proxima se¢ao, vamos

aplicar as fungoes simétricas em enumeracao de permutacgoes.

2.5 Enumeracao de Permutacoes via Funcoes
Simétricas

Nesta secao, vamos aplicar alguns resultados sobre funcoes simétricas para enu-
merar determinados tipos de permutacoes. Iniciamos estabelecendo um lema
sobre o algoritmo RSK que nos sera 1til.

Lema 2.5.1. Sejam w € S, e w 25 (P,Q). Entdo D(P) = D(w™") e D(Q) =

D(w).(*')

1D é o conjunto descendente: D(w) = {i:m; > my1},m = mma- - 7p € Sy
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Demonstracao. Sejam (Py, Qo), ..., (P, Qn) = (P, Q) os pares sucessivos de Tabelas
de Young Semi-Simples obtidas pela aplicacao do algoritmo RSK em w. Seja
w = wy -+ - w, e suponhamos que para algum i, w; > w;y;. Como observado na
demonstracao do Teorema 2.2.1, o caminho de inser¢ao de w;,; estd a direita
daquele de w;.

Suponhamos que a forma de P; é obtida daquela de P;_; colocando-se um
quadrado na posi¢ao (a,b), donde a entrada (a,b) de @ é igual a i. Quando
inserimos w; 1 em F;, se um elemento m é movido para a linha a, entao ele deve
ocupar a posi¢ao (a, b+ 1) sem mover um outro elemento. Logo, i+ 1, nao aparece
em () numa linha menor do que 4, entdo i € D(Q).

Similarmente, se w; > w;,; entao o caminho de insercao de w;;; nao esta a
direita daquele de w;. Entao um elemento deve ser movido para a linha a, mas
nao no final e, entdo, deve mover um elemento para a linha a+ 1. Dai, i € D(Q),
donde D(w) = D(Q).

Pela propriedade de simetria do algoritmo RSK, w™! BSK (@, P). Logo, pelo
que acabamos de provar, D(w~') = D(P). O

Recordemos da Segao 1.3.9 a definigdo de co(.S) de um conjunto S C [n—1] =
{1,2,...,n — 1}. Podemos estender a definigao de co as permutagdes w € S,
colocando co(w) = co(D(w)). Similarmente, definimos co' (w) = co([n — 1] —
D(w)). Notemos que [n — 1] — D(w) é o conjunto ascendente A(w) de w.

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia do lema anterior e estabelece uma
expressao de H(l —xy;) | = Zs,(m)s;(y)) em termos de fungbes quase-

AFn
simeétricas.
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Teorema 2.5.1. Seja n € N. Entao

> 5@5a®) = Y Lot ) @) Lot () (217

An wESy
ZSA Z Lco (w— ( )(y) (2]‘8)
AFn wESy

Demonstracao. Pelo Teorema 1.3.8, temos

Y osa@)say) =) Z Leo(r) > Ler®)

Abn Arn \ sh(T)= sh(T')=A

:Z Z LCO(T) $ co(T')(y)7

A sh(T)=A
sh(T!)=X

onde sh(T) = A signiﬁca que a soma ¢ feita sobre todos os TYS de forma A. Se
w € 8, satisfaz w 25 (T, T"), entdo pelo Lema 2.4.1, D(w) =T e D(w™') =T.

Logo,
Z Z LCO co(T’)(y) = Z LCO(w—l)(x)LCO(w)(y)v
AFn sh(T)=X wESn
sh(T!)=X

o que mostra (2.17).
A prova de (2.18) é anéloga usando o algoritmo RSK dual. O

Este teorema “determina”’ o ntiimero de permutacoes w € S,, com D(w™1) = S
e D(w) =T, pois este nimero ¢ o coeficiente de L,(x)Lg(y) na expressao (2.17),
sendo a = aig e # = Pr (onde ag e [y sdo as composigoes correspondentes a S e
T). Vamos procurar, no entanto, uma expressao mais explicita (e til) para este
numero. Se a = (aq,...,qq) € Comp(n), seja B, a faixa com fronteira com «;
quadrados na linha [ — ¢ + 1. Pensando em B, como uma forma diagonal, entao

sp, € uma Funcao de Schur Diagonal.

Lema 2.5.2. O conjunto L(Pg,,wg,)(*?) consiste de todas as permutagoes w €

S, tais que co(w™!) = a.

12definido na Secao 1.3.9.
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Demonstra¢ao. Uma permutagdo w € S, estd em L(Pg,,wp,) se, e somente se,
i+ 1 sucede i em w (onde w = w; - - - w,) sempre que i e i+ 1 estiverem na mesma
linha e 7 + 1 precede ¢ em w quando 7 e 7 + 1 estao numa mesma coluna. Logo,

i € D(w™') se, e somente se, 7 e i+ 1 estao na mesma coluna, o que é equivalente

ai €S, O

Exemplo: seja a = (3,1,2,3) € Comp(9). A faixa com fronteira correspon-

dente é

7 8‘9‘

W &= ot

HE

Um elemento de £(P,Q) é w = 578124963. Entao, w™! = 459618237, donde
D(w™) ={3,4,6} e co(w™) = (3,1,2,3) = a.

Apresentamos a seguir uma série de resultados que decorrem deste lema que
resultardo na expressiao para o nimero de permutagoes w € S,, tais que D(w™!) =

S e D(W) =T que estamos procurando.

Corolario 2.5.1. Seja o« € Comp(n). Entdo

Demonstracao. E imediato pelo Teorema 1.3.8. O

Corolario 2.5.2. Sejan € N. Seque que

ZSA@C)SA(Q)Z Z Lo(2)sp, (y)- (2.19)

) acComp(n)
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Demonstracao. Pelo corolario anterior e pelo Teorema 2.5.1, temos

Z Lo(z)sp,(y) = Z La( Z Leoqu) (y

aceComp(n) aceComp(n) wESn

co(w—)=a

= Z Lco(w—l) (x)Lco(w) (y)

wESn

= Zs,\(x)s,\

AFn

]

O préximo corolario apresenta uma férmula para a expressao de qualquer

funcao simétrica um termos das fungoes quase-simétricas fundamentais.

Corolario 2.5.3. Seja f € A", entdo

= Z (fisB.) L

acComp(n)

Demonstracdo. Para o caso f = s), tomamos o produto escalar em ambos os

lados de (2.19) com s,(y) para obter

F=5=) su@) (@) su®) = D La(@) (52(y), 58.(1)

ukn acComp(n)
- Z <f7 83@) LO"
a€Comp(n)
Os demais casos seguem por linearidade. O

O corolario a seguir apresenta uma expansao alternativa de g sx(x)sy(y) em

AFn
termos de funcoes quase-simétricas.

Corolario 2.5.4. Sejan € N. Entao

2a@aw = > (s8.58,) La(®)Ls(y).

AFn a,BeComp(n)
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Demonstracao. Pelo corolario anterior,

sps(y) = Z ($Ba>5B,) La.

acComp(n)

O resultado segue pela substituicao dessa expressao para Sp,(y) em (2.19). [

Agora, escrevendo Bg e By no lugar das faixas com fronteira B, e B,,. (onde
Qg e ap sao as composicoes correspondentes a S e T') e, comparando o Teorema

2.5.1 com o corolario anterior, temos o resultado desejado a seguir.

Corolario 2.5.5. Sejam S,T C [n—1]. Entdo, o nimero de permutagoes w € S,

tais que D(w™') =S e D(w) =T € igual ao produto escalar (spy,Sp,)-

De agora até o fim desta secao, vamos discutir uma segunda conexao entre
as fungoes simétricas e a enumeragao de permutagoes. Se w = wy - w, € Sy,
seja v = wj, - - - w;, uma subseqiiéncia de w, ou seja, 1 < iy < iy < -+ < i < N
Dizemos que v é crescente se w;, < w;, < --- < w;, e decrescente se w;, > w;, >
.-+ > w;,. Vamos denotar por is(w) o comprimento (ou nimero de termos) da
maior subseqiiéncia crescente de w e por r;(w) o inteiro j mais & direita em w tal
que a maior subseqiiéncia crescente de w, cujo ultimo termo é j, tem comprimento
1.

Por exemplo: se w = 725481963, entdo is(w) = 4, ri(w) = 1, ro(w) = 3,
r3(w) =6 e rq(w) =9, sendo 7;(w) indefinido para i > 4. Em geral, 1 = r(w) <
ro(w) < -+ < Tig(uy (W),

Proposicao 2.5.1. Sejam w € S,,,m = is(w) e w RSK (P, Q). Entao, a primeira

linha de P € igual a ri(w), ra(w), ..., rm(w).

Demonstragao. Uma subseqiiéncia crescente w;,, ..., w;, de w é equivalente a uma
cadeia (i1, w;,) < --- < (i, w;, ) no conjunto parcialmente ordenado I (w) (definido

antes do Lema 2.2.4). Entao, a anti-cadeia [;(w) consiste dos pares (i, w;) para os
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quais a maior subseqiiéncia crescente de w terminando em w; tem comprimento
j.

O méximo valor de i para um tal par é, por definigao, u;,,, e o valor
correspondente de w; é vj,,. Logo, v;,, = rj(w) e a demonstragao segue pelo
Lema 2.2.4. O

O corolario a seguir, imediato do corolario anterior, estabelece uma inter-

pretacao combinatoria do comprimento da primeira linha de P quando w RSK

(P, Q).
RSK

Corolario 2.5.6. Sejam w € S,, w — (P,Q) e sh(P) = sh(Q) = \. Entao,
A1 = is(w).

Corolario 2.5.7. Seja g,(n) o numero de permutagées w € S, para as quais
is(w) = p. Entao

AFn

A1=p
Demonstracdo. Existem (f*)? pares de TYS de forma X. Logo, o resultado segue

do corolério anterior. O]

Vamos procurar agora uma forma de enumerar as permutacoes nao s6 com
is(w) = p, mas, também, com exigéncia quanto ao comprimento da maior sub-
seqiiéncia decrescente.

Se w € S, definimos a forma sh(w) de w como a forma do TYS P (ou Q)
quando w RSK (P,Q). A seguir, apresentamos um teorema cuja demonstragao
estd num dos apéndices da referéncia [8] e é longa, razao pela qual nao a colocamos

neste trabalho.

Teorema 2.5.2. Sejam w € S, e sh(w) = (A1, Ag,...). Entdo, para todo i >
LA 4+ N € igual ao comprimento da maior subseqiéncia de w que pode ser

escrita como uma unido de i subsequéncias crescentes.
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Por exemplo: se w = 247951368, entao a subseqiiéncia 24791368 & a uniao
das subseqiiéncias crescentes 2479 e 1368. Logo, A1 + A3 > 8. Como w nao pode
ser escrita como uma uniao de duas subseqiiéncias crescentes, entao Ay + Ay = 8.

Temos denotado por T" «+— k a insercao, nas linhas, de um inteiro £ numa
TYSS T. Assumindo que todas as entradas de T sao distintas e diferentes de k,
vamos denotar por £k — T a insercao de k nas colunas de 7. Esta insercao
é definida exatamente como a insercao em linha trocando linha por coluna.
Equivalentemente, se ¢ denota transposi¢ao, entao (k — T) = (T* « k)*, igual-

dade que decorre do analise de casos do seguinte lema fundamental.
Lema 2.5.3. Se i # j, entao

Jo T =)= —=T) —i
Ou seja, inser¢ao em linha e em coluna comutam.

Lema 2.5.4. Sejam

p(il,’ig, ,Zn> =4y — = (in72 N (Z.nfl - Zn))

Entao,

P(iy,ig, ..y in) = Pli1,ig, ..., in).

Demonstracao. A prova é por inducao em n. O resultado é claro para n = 1, pois

P(iy) = P(iy) = i;. Sejan > 2 e suponhamos que o resultado vale para Ym < n.
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Temos

Plit, ooyins1) = Plin, oyin) «— ins1
= P(i1, ..y ip)  ins1
= [iy — P(ig,...,i)] < iny1 (definicio de P)
=4 — [15(2'2, veiy@n) < intp1]  (lema anterior)
=iy — [Pig,..eyin) < iny1]
=141 — P(ig, .oy in, int1) (definigao de <)
— i1 — Pliny ooy, ing1)

= P(i1, ..y in, int1) (definicao de —)
[

De posse desse lema, apresentamos o teorema a seguir que estabelece um nova
propriedade de simetria do algoritmo RSK.

. RSK
Teorema 2.5.3. Sejam w = wywy -+~ w, € S,,w — (P,Q) e w" = w, - waw;.

Suponhamos que w" RSE (P*,Q*). Entao, P* = P'. Em particular, sh(w) =
sh(wr) (%)
Demonstragao. Usando a notacao do lema anterior, temos que P(wy, ..., w,) = P

e P(wy, ...,wy,)" = P*. Pelo lema anterior, P* = P". ]

Como uma subseqiiéncia decrescente de w torna-se uma subseqiiéncia cres-
cente (na ordem inversa) de w” e vice-versa, o resultado a seguir é uma con-

seqiiéncia imediata dos Teoremas 2.5.2 e 2.5.3.

Teorema 2.5.4. Sejam w € S, e sh(w) = \. Entdo, para Vi > 1, X + -+ 4+ X,
€ igual ao comprimento da maior subsequéncia de w que pode ser escrita como
uma uniao de i subsequéncias decrescentes. Em particular, )\/1 € o comprimento

da maior subsequéncia decrescente de w.

133 descricio de @Q* é mais complexa e é apresentada no apéndice da referéncia [8]. Para os

propésitos deste trabalho, nao necessitamos de Q* e, por isso, vamos omiti-lo.
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Estamos agora em condicoes de estabelecer a segunda conexao entre as funcoes
simétricas e a enumeracao de permutacoes. Este resultado estda no corolario a
seguir que ¢ uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior e da Proposicao
2.5.1. Escrevemos ds(w) para o comprimento da maior subseqiiéncia decrescente

de w.

Corolario 2.5.8. Seja g, 4(n) o nimero de permutagoes w € S, tais que is(w) =
p e ds(w) =q. Entdo

Ipa(n) = Z (f)2

)\Fn/
A1=p,A1=4q

Finalizamos esta se¢ao com dois exemplos.

(a) Se w € Sp,41, entdo is(w) > p ou ds(w) > ¢, pois nenhuma partigao
A F pg+ 1 satisfaz A\ < pe A} < ¢ (se assim o fosse, |A\| < pg +1). Logo,
9pa(pg+1) = 0.

(b) Sejam p,q > n. Entao, existem exatamente p(n) partigdes A - (p + q +
n — 1) tais que A, = p e \] = ¢, quais sejam, A = (p, 1 + p1, 1 4 prg, ..., 1 + fg—1),
onde u F n, ou seja, A = (p,1 = p). Entao

gp,tI<p +qg+n— 1) = Z(f(PJJr,u))?

ukn

2.6 Funcoes Simétricas e a Enumeracao Sob a
Acao de Grupos

A teoria de enumeracao sob a ac¢ao de grupos (ou Teoria de Pélya) é um tépico
importante em combinatéria enumerativa, que normalmente é apresentada sem
fazer uso das funcgoes simétricas. Nesta secao, no entanto, vamos abordar esta

teoria a partir do que vimos até agora.
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Lembremos que a Teoria de Pélya apéia-se numa funcao geradora Zg(z) dos
tipos ciclicos dos elementos de um subgrupo G de Sg (o grupo simétrico de todas

as permutagoes de um conjunto finito R).

Definicao 2.6.1. Seja K um subgrupo do grupo simétrico Sg. Definimos o in-

dicador ciclico argumentado Zx de K como sendo a fun¢ao simétrica

ZK = pr(w)7

weK

onde p(w) denota o tipo ciclico de w (definido na Segdo 1.3). O indicador ciclico
Zi de K € difinido por

1
Zrg =177 D Pow)-

weK

Notemos que Zx (ou Zx) é uma funcio geradora para os elementos de K
de acordo com seu tipo ciclico. Além disso, se n = |R|, entdo Zx e Zx sdo
homogéneas de grau n, ou seja, Zx, Zx € A"

Na exposicao tradicional da Teoria de Pdlya, a funcao simétrica soma de
poteéncias p; € substituida por uma variavel ¢;. Isto representa apenas uma mu-
danga de ponto de vista, pois as p;’s sao algebricamente independentes (Corolério
1.3.4).

Vejamos agora dois exemplos para ilustrar a definigao anterior.

Exemplos:

(a) Sejam R o conjunto de vértices de um quadrado e G o grupo de todas
as transformacoes espaciais do quadrado agindo em R. O elemento identidade
tem indicador ciclico p}. As rotagoes de 90° ou 270° tém indicador ciclico py.
A rotagao de 180° tem indicador ciclico p3. As duas reflexdes diagonais tém

indicador ciclico p?p,. Logo,

1
Zg = g(ﬁ + 2py + 3p5 + 2pips).
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Se considerarmos G como o grupo das simetrias rotacionais planas do quadrado,
teriamos

1
Zg = Z(p‘i + 2py + p3).

(b) Seja G o grupo Sg de todas as permutagoes do conjunto de n elementos
R, entdo G = S,,. Seja A - n. Lembremos (igualdade (1.1)) que n!z; ' é o nimero

de permutagoes w € S,, de tipo ciclico A\. Logo, pela Proposicao 1.3.9, Zg = h,,.

j = 1,C2y ... j j a0-vazi
Sejam X 1, Ca, um conjunto de cores, S um conjunto nao-vazio e X o
conjunto de todas as fungoes f : S — X. Pensamos em f como uma coloracao

do conjunto S, com o elemento s € S recebendo a cor f(s) € X. O peso x/ de

f € X% ¢ definido por
of = Hmif_l(ci)l.

i>1
(c) Sejam X = {preta,branca} e S o conjunto dos vértices de um quadrado,
S = {a,b,c,d}. Tomemos f : S — X tal que f(a) = f(b) = preta e f(c) =
f(d) = branca. Logo, z/ = z2a2.
Assim, 2/ é um mondémio de grau n = |S| nas varidveis 1, 79, ..., que, para
cada i, diz quantos elementos de S sao coloridos com c;.

Existe uma acdo natural de G = Sgem X°: sew € G, f € X® e s € S, entdo

(w- f)(s) = f(w-s).

Denotamos por X /G o conjunto das érbitas desta acdo, ou seja, os elementos
de X /G sdo as classes de equivaléncia com respeito a relagio ~ : f ~ g se existe
w € G tal que ¢ = w - f. Notemos que se f ~ ¢, entdo z/ = 29. Assim,
se F € X°/G, definimos 7 como z/, para qualquer f € F. As classes de
equivaléncia F sao chamadas padroes. O inventdrio padrao de G ¢é a funcao

geradora

Fg(x) = Z z”.

Fexs/aq
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Assim, o coeficiente de um monomio z® em Fg(z) é o nimero de 6rbitas
F € X%/G de peso 2. Como os elementos de X sdo tratados igualmente, (sdo
cores), segue que Fg(z) é uma fungdo simétrica; mais ainda Fg(z) € A™.

Para ilustrar tudo isso, vejamos alguns exemplos:

(d) Sejam S o conjunto dos vértices de um quadrado e G o grupo de suas
simetrias espaciais, como no exemplo (a). Duas coloragoes dos vértices sao
equivalentes se existir uma simetria do quadrado levando uma coloragao na outra.

Seja A F 4. O coeficiente de m) em F é o numero de coloragoes nao-equivalentes

a b
dos vértices usando A; i’s, ¢ € {1,2,3,4}. Utilizando a notacao p para um
c

quadrado cujos vértices tém cores a, b, ¢ e d, apresentamos abaixo representantes

de cada uma destas coloragoes nao-equivalentes (usando as cores 1,2, 3,4):

Entao, Fg = my + ma; + 2mag + 2moyy + 3maqi.
Se G fosse o grupo de simetrias rotacionais do quadrado, teriamos, além daque-

las acima, as seguintes coloragoes nao-equivalentes:

e g = my+ mz1 + 2maz + 3marr + 6maig.

(e) Sejam G o grupo Sk de todas as permutagoes do conjunto R de n ele-
mentos, como no exemplo (b). Para simplificar vamos assumir R = [n], donde
Sk = S,. Duas coloracoes f, g € X sao equivalentes se, e somente se, {|f~1(c)| :
ce€ X} ={lg%c)| : c € X}. Logo, o coeficiente de qualquer monoémio z de

grau n em Fg, éigual a 1, donde

an = Zm)\ = hn.
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Até aqui, temos definido duas funcoes simétricas Zg e Fg associadas com o
grupo de permutagoes G. O indicador de ciclo Zg € difinido em termos das fungoes
simétricas soma de poténcias, enquanto a funcao simétrica inventario padrao Fg
¢é definida em termos das func¢os simétricas monomiais m.

O lema a seguir, chamado Lema de Burnside, ¢ um resultado simples porém
fundamental. FEle vai permitir demonstrar o resultado mais importante desta

secao, qual seja, Zg = Fg.

Lema 2.6.1. Sejam Y um conjunto finito e G um subgrupo de Sy. Para cada

w € G seja
Fiz(w) ={y €Y 1 w(y) =y},

onde |Fixz(w)| € o nimero de ciclos de tamanho 1 na permuta¢ao w. Seja Y /G

o conjunto das orbitas de G. Entao,

Y/Gl =

|G\ Z|FZ.CE

weG

Demonstragao. Paray € Y, seja G, = {w € G : w(y) = y}, o estabilizador de y.

1 2 il =g 2 30

weG weG yGY
w(y)=

|G|Zzl

yeYy weG
w(y)=y

Z!G!

yEY

Entao

Seja Gy = {w(y) : w € G} a 6rbita de G contendo y. Como duas érbitas sao
disjuntas ou coincidem, o conjunto formado pelos elementos w(y), w € G, contém
cada elemento da orbita Gy o mesmo nimero de vezes, qual seja, |G|/|Gy| vezes.
Logo, y ocorre |G|/|Gy| vezes entre os elementos w(y), donde

|Gl

L al.
|Gyl €l
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. G 1
Assim, — Z]sz —@Z" | Zm

wEG y‘ yey

Para uma érbita fixa O € Y/G, temos G, = O se, e somente se, y € O. Logo,

1
o termo ‘a aparece |O| vezes na ultima soma acima. Portanto, esta soma nos
dé o niumero de érbitas |Y/G. O

Finalizamos esta se¢ao com o resultado prometido anteriormente.

Teorema 2.6.1. Seja R um conjunto finito. Para qualquer subgrupo G de Sg

temos que Zg = Fg.

Demonstragao. Sejam o = (aq, g, ...) € Comp(n) e C, o conjunto de todas as
coloragoes f € X™ com a cor ¢; sendo usada a; vezes. O conjunto C, é invariante
sob a acao de G em X%®. Denotamos por w, a acdo de w em C,. Vamos aplicar o
lema anterior para encontrar o niimero de orbitas. Para isso, precisamos encontrar
|Fiz(wa)]-

Para que f € Fiz(w,), f deve “colorit” R de modo que: (a) em qualquer
ciclo de w, todos os elementos ganham a mesma cor; (b) a cor ¢; aparece «; vezes.
Logo,

|Fiz(wa)| = Hp] 1oy, (1)

onde m;(w) é o numero de ciclos de w de comprimento j. Entao,

Dot (2) = 0| Fin(ug)|a*.

67

Agora, somamos sobre todas as w € G e dividimos por |G|. O lado esquerdo
torna-se Zg, enquanto o lado direito, pelo Lema de Burside (lema anterior),

torna-se Fg. O

“4lembremos que [2%] é o coeficiente de % em f.
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