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Resumo

Apresentamos uma teoria linearizada para o estudo da dinamica de pe-
quenas perturbacoes de alguns sistemas com simetria cilindrica em relativi-
dade geral.

A primeira parte refere-se a cordas cdsmicas estdticas retilineas, de espes-
sura finita na teoria de calibre U(1) acoplada as equagdes de Einstein. Inici-
almente, s30 desenvolvidos métodos numéricos especificos para a solucao do
sistema de equagoes diferenciais ordinarias que descreve este tipo de corda,
incorporando informaces sobre o comportamento assintético da solugao e
certas identidades integrais que esta deve satisfazer. Um método baseado
em colocagdo com splines quinticas mostra-se bastante eficiente, permitindo
refinar os valores publicados para o déficit angular ¢ a densidade linear de
energia da corda. As equagbes de campo sdo entdo linearizadas em torno da
solucao para uma corda estitica, assumindo que as perturbagdes tém simetria
cilindrica. Empregando o método dos modos normais, o problema é reduzido
a um sistema de equacdes diferenciais ordinarias para a estrutura espacial dos
modos normais. Empregando algoritmos para a solugdo numeérica de proble-
mas generalizados de autovalores, encontra-se evidéncia de que a corda em
questdo € estivel frente a perturbagdes radiais. Mostra-se que a corda admite
um espectro continuo de modos neutros em que as perturbagoes da métrica
e dos campos que compobe a corda comportam-se como ondas estacionarias.
O espectro pode ser dividido em regides de freqliéncia alta, intermediarnia e
baixa; o nimero de modos normais independentes por freqiéncia (degene-
rescéncia) é diferente em cada regido. Solugdes numéricas para os modos
neutros sao obtidas pelo método de Runge-Kutta, empregando as solugoes
estaticas previamente obtidas em termos de splines para a computagao dos
coeficientes nas equagdes para as perturbagoes. Argumenta-se que os concel-
tos de modos quase-normais e de modos complexos que se propagam para
o exterior, comumente usados na literatura sobre modelos estelares, nao sdo
particularmente uteis na descri¢do das perturbagdes de cordas U(1).

Na segunda parte do trabalho, é introduzida uma nova classe de solugoes
estacionarias das equagdes de Einstein, representando vortices auto-gravi-
tantes compostos por um gas ideal relativistico com temperatura uniforme
e uma distribuicao arbitrarta de velocidades angulares em torno do eixo de
simetria. Exemplos deste tipo de solugdes sdo determinadas numericamente



por um método de shooting. Com a suposigao de temperatura uniforme, é
possivel deduzir uma expressao integral para a densidade linear do vértice,
onde as contribuicoes devidas A rotagio aparecem explicitamente; além disso,
mostra-se que o problema de valores de contorno nao-linear que define o
vértice é invariante sob certas mudancas de escala das coordenadas ¢ cam-
pos. No estudo de perturbagdes radiais destes sistemas, restringe-se a atengao
ao caso mais simples de um politropo sem rotagido. Com o auxilic da me-
todologia j4 empregada para as cordas U(l), obtém-se evidéncia de que o
politropo estatico é estavel frente as perturbagdes consideradas. A estrutura
do espectro de modos neutros é bem mais simples do que no caso da corda
U(1), com apenas um modo por freqiéncia; cada modo é composto por on-
das gravitacionais e acisticas estacionarias acopladas. Curvas de amplitude
e fase assintoticas da componente gravitacional do modo normal normalizado
em funcao da frequéncia mostram caracteristicas normalmente associadas a
presencga de um espectro discreto de modos complexos que se propagam para
o exterior; entretanto, argumenta-se que nio existem modos em que tanto as
perturbag¢des gravitacionais quanto as acusticas se propagam para o exterior.
Uma limitacdo da tecoria linearizada desenvolvida neste trabalho € sua ina-
bilidade para descrever a evolugdo final de uma perturbagao que se propaga
para o exterior; esta limitagao é explicada pela formagio de ondas de choque
(um fenémeno nio-linear) nas camadas mais rarefeitas do politropo.



Abstract

A linearized theory of the dynamics of small perturbations of certain cylin-
drically symmetric systems in general relativity is presented.

Firstly, we deal with straight, static cosmic strings of finite thickness in
the U(1) gauge theory coupled to the Einstein equations. Taking into ac-
count the asymptotic behavior of the solution and certain integral identities,
we develop specific numerical methods to solve the system of ordinary dif-
ferential equations which describes this type of string. A method based on
quintic spline collocation turns out to be very effective, allowing us to refine
the published values for the string angular deficit and linear energy density.
Assuming that the perturbations have cylindrical symmetry, the field equa-
tions are then linearized about the static string solution. Using the method
of normal modes, the problem is reduced to a system of ordinary differential
equations for the spatial structure of the normal modes. Algorithms for the
numerical solution of generalized eigenvalue problems provide evidence that
the string is stable against radial perturbations. We show that the string has
a continuous spectrum of neutral modes, in which the perturbations of the
metric and the fields which make up the string behave as stationary waves.
The spectrum may be divided in regions of high, intermediate and low fre-
quencies; the number of independent normal modes per frequency is different
in each region. Employing the static solutions previously obtained in terms
of splines for the computation of the coefficients in the perturbation equati-
ons, we obtain numerical solutions for the neutral modes by the Runge-Kutta
method. It is argued that the concepts of quasi-normal modes and complex
outgoing modes, commonly used in the literature on stellar models, are not
particularly useful in the description of the perturbations of U(1) strings.

In the second part of this work, we introduce a new class of stationary
solutions of the Einstein equations, which represent self-gravitating vortices
in an ideal relativistic gas with an uniform temperature distribution and
an arbitrary distribution of angular velocities about the axis of symmetry.
Examples of such solutions are determined numerically by a shooting method.
With the assumption of uniform temperature, it is possible to derive an inte-
gral expression for the the linear density of the vortex, wherein the rotation
contributions appear explicitly. Furthermore, we show that the non-linear
boundary-value problem which defines the vortex is invariant under a cer-



tain scaling of the coordinates and fields. In the study of radial perturbations
of these systems, we restrict our attention to the simplest case, namely a non-
rotating polytrope. Performing an analysis which is analogous to the one for
U(1) strings, we find numerical evidence that the static polytrope is sta-
ble with respect to radial perturbations. The structure of the spectrum of
neutral modes is much simpler than that of the U{1) string, consisting of a
single mode per frequency; each mode exhibits coupled stationarv gravitati-
onal and acoustic waves. The curves of asymptotic amplitude and phase of
the gravitational component of the normalized norma! mode as a function
of frequency display characteristics which are normally associated with the
existence of a discrete spectrum of complex outigoing modes; however, it is
argued that there are no modes in which both the acoustic and the gravitati-
onal perturbations are outgoing. A limitation of the present linearized theory
is its inability to describe the final evolution of a perturbation which propa-
gates outwards; this limitation is explained by the formation of shock waves
(a non-linear phenomenon) in the outer, rarefied layers of the polytrope.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

O uso de Teorias de Calibre para descrever transi¢oes de fase no Universo
primitivo tem motivado, nos 1iltimos anos, um grande numero de estudos
sobre estruturas de vacuo (texturas, monopolos, paredes e cordas césmicas),
cuja formagao ocorreria por quebra espontanea de simetria. Em particular,
as cordas cosmicas tém sido consideradas como possiveis agentes geradores
das perturbacgdes de densidade que evenrtualmente evoluiram para as galdxias
atuais [1]; além disso, as cordas podem agir como lentes gravitacionais [2].

Inicialmente, solu¢des representando cordas estiticas retilineas na teo-
ria de calibre U(1) foram determinadas numericamente [3], assumindo um
espago-tempo de Minkowski. Estas solugdes tém simetria cilindrica, € o ten-
sor de energia-momenturmn apresenta tensées anisotrdpicas; a tensao ao longo
do eixo da corda € igual a densidade de energia, enquanto que as tensdes
nas demais diregoes sao de menor intensidade. Posteriormente, Vilenkin [2]
procurou incluir os efeitos gravitacionais da corda assumindo que a métrica
difere pouco da métrica de Minkowski (aproximag¢do de campo fraco) e que
o tensor de energia-momentum pode ser descrito por uma funcio delta de

Dirac com suporte no eixo da corda (aproximagio de espessura zero); admi-

10



INTRODUCAO 11

tindo ainda que as tensdes nas diregdes radial e azimutal se anulam, Vilenkin
conclujiu que o campo gravitacional da corda é descrito pela “métrica de

Minkowski com déficit angular”,

2
ds® = —dt? + d2* + dr® + (1 — %g) r2df?,

onde {r, 8, z, t} séo coordenadas cilindricas e a constante Af € o déficit angular
da métrica. Com estas aproximagdes, o déficit angular € proporcional a

densidade linear de energia (x) da corda:
Al = Brp.

Assim, a diferenca das solugdes anteriormente obtidas no contexto da relati-
vidade especial, a solugdo de Vilenkin [2] ndo provém de nenhuma teoria de
campo especifica; o tensor de energia-momentum é simplesmente prescrito a
priori, e a metrica € determinada pela solugiao das equagbes de Einstein.
Ainda que a aproximac¢ao de espessura zero possa ser justificada nas
aplicagées de cordas em astrofisica [4] {onde apenas interessam os efeitos
da corda a distancias muito maiores do que o seu diametro), ha processos
(como a interacdo entre duas cordas [5]) onde € importante considerar a
espessura finita da corda. Além disso, outra limitagao da aproximacgio de
espessura zero € a dificuldade de empregar distribuigdes em uma teoria nao-
linear como a relatividade geral [4]. Estes argumentos motivaram alguns
autores a considerar o problema nao-linear completo, em que as equagdes de
Einstein sao acopladas a um tensor de energia-momentum derivade de uma
teoria de campo definida. Garfinkle [6] formulou o problema de valores de
contorno correspondente a uma corda estatica retilinea na teoria U(1), ado-
tando um potencial para o campo escalar em forma de “sombrere”. Como

no caso de uma corda U(1l) em um espago-tempo sem curvatura, a corda de
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espessura finita em relatividade geral apresenta tensdes em geral nao-nulas
nas diregdes radial e azimutal, e tensdo na dire¢do axial igual a densidade
de energia. Garfinkle mostrou que o espago-tempo da corda aproxima-se

assintoticamente da métrica de Minkowski com déficit angular dado por
A8 =8rp(l +6),

onde 6 é um termo de correcio que pode ser expresso como uma integral
envolvendo os coeficientes métricos. Para cordas de interesse astrofisico
(u ~ 107°), solugdes numéricas [7} indicam que § < 1, de modo que a
expressao inicial de Vilenkin é aproximadamente valida. A energias extre-
mamente altas, ocorre uma transi¢do na forma assintotica do espago-tempo,
que muda da forma minkowskiana para uma andloga ao espago-tempo de
Kasner quando A8 = 27 [8].

A relagdo entre estas solugées auto-consisientes para cordas cosmicas e
as soluges aproximadas obtidas inicialmente por Vilenkin foi investigada em
detalhe por Futamase e Garfinkle [4]. Usando as propriedades de invariincia
das solucdes auto-consistentes por transformagdes de escala das coordenadas
e campos, estes autores mostraram que é possivel considerar o limite de
cordas de espessura zero, mantendo-se fixos os valores da escala de energia
de quebra de simetria e da razio entre as massas dos campos escalar e de
calibre. Observando que as quantidades p, A8 e é ficam invariantes em tal
processo de himite, concluiu-se que a expressao obtida por Vilenkin para o
déficit angular da corda ndo corresponde ao limite de espessura zero da teoria
nao-linear completa. Esta discrepincia ocorre porque as tensées radiais e
azimutais (que sio desprezadas no modelo de Vilenkin} permanecem no limite
de espessura zero [4).

Apesar do grande numero de trabalhos que discutem as propriedades
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de cordas retilineas estdticas, o estudo de perturbagdes das configuragbes
estaticas tem recebido pouca atengio. Bogomol'nyi e Vainshtein [3] argu-
mentaram que as cordas U(1) de circulacdo unitaria em um espago-tempo
sem curvatura sio estiveis, considerando que a configuragdo estatica mini-
miza a energia em relagao a perturbagoes independentes do tempo; entre-
tanto, uma teoria de perturbagtes dependentes do tempo parece nao ter
sido desenvolvida. Neste trabalho, apresentaremos um primeiro passo em
dire¢ido a uma teoria de perturbagoes das cordas U(1) de espessura finita com
campo gravitacional, em que apenas perturbagoes com simetria cilindrica sio
consideradas. Uma vez que os procedimentos empregados na obtengio das
solugbes estaticas publicadas [7] ndo foram discutidos em detalhe, iniciamos
por desenvolver independentemente métodos numéricos independentes para
determinar as configuragées estaticas (Cap. 2). Dentre estes, o método mais
preciso é baseado no uso de colocagdo com splines quinticas, o qual incor-
pora informacdes detalhadas sobre o comportamento assintético da solugio e
identidades integrais exatas que esta satisfaz (por exemplo, a expressio para
o déficit angular mencionada anteriormente). Este método permitiu confir-
mar, e em alguns casos refinar os valores publicados para a densidade linear
e o déficit angular da corda. A seguir, as equacdes de campo foram linea-
rizadas em torno da solugdo representando uma corda estatica {Cap. 3), e
o carater das perturbagdes (instaveis, assintoticamente estdveis ou neutras)
fol estudado através do método dos modos normais {9, 10]. Neste estudo,
adotou-se o ponto de vista da teoria da estabilidade hidrodinamica, onde se
exige que as fungoes que descrevem a estrutura espacial dos modos normais
sejam limitadas; modos quase-normais, em uso na literatura sobre modelos
estelares em relatividade geral {11, 12, 13], ndo foram enfatizados por nio

permitirern a descrigao de perturbacdes arbitrarias [12]. Métodos numéricos
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distintos foram empregados na determinacdo de modos com freqiiéncias reais
e nao-reais: no primeiro caso, o espectro de perturbagées é continuo, e as
equagdes diferenciais que descrevem a estrutura radial dos modos normais
podem ser integradas por métodos de Runge-Kutta, enquanto que no se-
gundo caso o espectro deve ser discreto, e métodos globais foram utilizados
para determinar simultaneamente diversas autofungoes. Os resultados destas
analises indicaram que, como esperado, a corda U(1) é estdvel frente a per-
turbacdes com simetria cilindrica, e permitiram uma descrigao razoavelmente
detalhada das oscilagdes neutras.

A fim de comparar as oscilagdes radiais de uma corda U{1) (cuja densi-
dade newtoniana equivalente é nula) com as oscilagdes de uma distribuigao
de massa com geometria semelhante, consideramos na segunda parte do tra-
balho modelos relativisticos de vértices cilindricos compostos por gases ideais
com temperatura uniforme (Cap. 4). Devido a esta ultima suposi¢do, tais
modelos de vértices diferem dos modelos estelares usuais pela auséncia de
uma “superficie” definida (onde a pressao se anula); assim, nos modelos aqui
considerados ndo € preciso considerar condicdes de Juncao entre a regido con-
tendo matéria e o vacuo exterior. Além disso, os vortices com temperatura
uniforme possuem propriedades interessantes de invaridncia por mudancas de
escala das coordenadas e campos. Uma expressao exata em forma integral
foi derivada para a densidade linear do vortice, na qual os efeitos da rotagao
aparecem como corregoes ao valor da densidade correspondente a um cilin-
dro de gas ideal sem rotagdo. Esta expressdo fol incorporada a um método
numerico para a determinagao da solugdo correspondente a um vortice com
perfil de velocidade angular arbitrario.

Por simplicidade, o estudo de perturbagdes das solugdes obtidas no Cap.

4 restringiu-se ao caso de um politropo isotérmico sem rotagao {Cap. 5). O
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problema relacionado das perturbagdes radiais de politropos sem rotagdo e
com perfil de densidade adiabatico foi analisado recentemente por Scheel et al.
[14]. A metodologia utilizada anteriormente para a analise das perturbagcdes
de cordas U(l) indicou neste caso que os politropos séo também estavels
frente a perturbagoes radiais. Finalmente, o Cap. 6 apresenta as conclusdes

e possivels extensdes deste trabalho.



Capitulo 2

CORDAS ESTATICAS U(1)
COM CAMPO
GRAVITACIONAL

2.1 Introducao

Como discutido anteriormente, quando os efeitos gravitacionais das cor-
das sio levados em conta, o espaco-tempo longe da corda aproxima-se de um
“espago de Minkowski com déficit angular”, cuja métrica € [7]

AB\?
ds? = —dt? + d2* + dp* + (1 — g) pgdﬁz; (2.1)

aqui p, # e z sao coordenadas cilindricas e a constante Af representa o déficit
angular do espago-tempo.

A métrica (2.1) representa o espago-tempo de uma corda retilinea na
aproximagao de espessura zero [2|, cujo tensor de energia-momentum apre-
senta apenas densidade e tensdo paralela a corda. Quando se usa ainda a
aproximacao de campo fraco, o déficit angular resultante é proporcional a

densidade linear y da corda: A8 = 8ry (em unidades onde ¢ = G = 1).

16



CORDAS ESTATICAS U(1) 17

Para uma corda de espessura finita, a métrica (2.1} é véilida somente no
limite p — oo; perto da corda, existem também tenses nas dire¢des radial e
azimutal. Além disso, a relacao entre A@ e p € nao-linear [6, 15, 4].

Como um primeiro passo para o estudo da estabilidade de cordas U(1)
com campo gravitacional, desenvolvemos métodos numéricos para a solugdo
do sistema de equagoes diferenciais ordindrias que descreve este tipo de corda.
Como no caso de uma corda U(1) em um espago-tempo de Minkowski [3],
condicbes de contorno sido impostas sobre os campos escalar e de calibre,
no eixo da corda e a grandes distancias da mesma. Entretanto, sobre as
componentes da métrica somente sdo impostas condi¢des no eixo da corda.
Este problema misto de valores iniciais e de contorno foi resolvido numerica-
mente por Laguna-Castillo e Matzner [7] empregando algoritmos separados
para as equagdes de Einstein (resolvidas por um método de Runge-Kutta) e
para as equagles que governam os campos escalar e de calibre (resolvidas por
um método de diferengas finitas); os dois algoritmos trocavam informacgoes
iterativamente.

Nos métodos aqui apresentados, o comportamento assintdtico da solugao
longe do eixo da corda é empregado para efetivamente converter o problema
misto em um problema de valores de contorno, que pode entao ser resolvido
por métodos similares aos empregados no caso de uma corda sem campo
gravitacional. Esta transformacao é realizada a custa da introdugao de certos
parametros assintoticos da solugdo, os quals nio sdo conhecidos a prieri.
Isto por sua vez requer a introdugdo de equagdes adicionais no sistema de
equagdes discretizadas que representa o problema de valores de contorno. As
equagdes escolhidas para completar o sistema discretizado sao certas equages
integrais satisfeitas pela solugdo procurada, as quais podem ser deduzidas de

uma identidade demonstrada por Garfinkle [6].
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Inicialmente, desenvolveu-se um cédigo de diferencas finitas para a solu-
¢ao do problema de valores de contorno, com o qual verificou-se parte dos
resultados numéricos de Laguna-Castillo e Matzner [7]; entretanto, a fim de
verificar a corre¢do de todos os digitos significativos apresentados em [T7],
seria necessério empregar uma grade numérica com mais de O(10°) pontos.
A fim de evitar o uso de grades excessivamente grandes, procurou-se entao
refinar a solug@o em diferengas finitas, empregando-se o método de “corregio
iterada de defeitos” [16]. Este método envolve a interpolacdo da solugao em
diferengas finitas por uma fungao polinomial por partes, seguida de um dos
seguintes procedimentos: (a) resolucio de um sistema de equagdes diferen-
ciais para o erro de discretizagdo ou (b) resolugdo por diferencas finitas do
sistema de equagdes original, perturbado por um termo que envolve a solugao
interpolada. Apés algumas experiéncias insatisfatérias com esta metodolo-
gia, na qual a funcdo interpoladora era tomada como uma spline de ordem
superior (graus 5 e 7), resolveu-se abandonar os métodos de refinamento da
solugdo em diferencas finitas em favor de métodos de colocacdo com splines
(veja, por exemplo, [17, 18]). O método aqui discutido emprega colocagdo
com splines quinticas, ¢ permitiu na maioria dos casos ultrapassar o nimero
de digitos significativos apresentados nos resultados de {7] {algumas correcdes
a Tabela I desta referencia foram detectadas). Nestes calculos, empregou-se

em todos os casos grades computacionais com menos de 100 pontos.

2.2 Equagoes de campo

Considera-se aqui o modelo de corda auto-gravitante apresentado por

Laguna-Castillo e Matzner [7], que consiste de um campo escalar complexo
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6 acoplado a um campo de calibre U{l} A,; o lagrangiano do modelo é

L=1Lsg+ Ly, (2.2)
onde
1
LG - 1_'6"?;-33
Ly = _%D;“i’(D#‘ﬁ)‘ - V(M’D - %vava

R é o escalar de Ricci (que representa o campo gravitacional), D, = V, +ieA,
{€ é a carga do camipo A,), F,, = V, A, — V,A,, e V é o potencial efetivo,
dado por

Mgl =72

(n € a escala de energia de quebra de simetria).

V{lg)) =

o]

As equagbes de campo derivadas do lagrangiano acima sio

D D6 — 23; -0, (2.3)
Vi + (ie/2)[¢(D#¢)* - Qs*(D#é)] =0, (2-4)
Gu = 81T, (2.5)

onde o tensor de energia-momentum é dado por
T = Y Dud) Do + (D,@) " Dud) + Fin F)7 + Lpgg,,-

Para uma corda estatica retilinea, infinitamente longa, com simetria ci-

lindrica, a métrica do espaco-tempo tem a forma (em coordenadas cilindricas

1= (p,9,z,1))

ds? = —e(d? — di*) + e%df” + dp?, (2.6)
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onde A e C dependem apenas de p. Os campos escalar e de calibre tém a

forma particular

PR (2.7
A, = (1/e)(U-1)V.0, (2.8)

onde @} e U dependem apenas de p.
Introduzindo a coordenada radial 7 = Vnp, as equacdes de campo

reduzem-se ao sistema de equacdes diferenciais ordinarias

C2AU2
(KXY = XBK(X*=1)+ ], (2.9)
B2AUI aei!AxZ U
- - = " 2.
2624 (1)
neo_ 21y 2 1yz2
(KAY = —4mp3K(X° — 1) = — ], (2.11)
" 2 2 2 e 2572 (Uf)z
K" = —4mp’[iK(X* - 1)’ + 52XV ‘T)I’ (2.12)

onde X = Q/n, K =V Age?*C?, a =¢*/A e’ = d/dr.
O tensor de energia-momentum associado aos campos (2.7) e (2.8) e &

métrica (2.6) é dado na base ortonormal {£, 2, 4, 9) por

T,, = dn'diag(o, —0o, P,, Py},

onde
24 ,rr'Z
I COLRNTE I E'el R U R CRE
po= ey -y - e -y g
1 [#]
Pro= —axaxt -1 - oo Xy s
& - 3 i K2 + p . . )
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Para uma corda isolada, os campos escalar e de calibre satisfazem as

condigbes de contorno {6}

X(0)=0, lim X(r)=1, (2.16)
v0) =1, limU(r)=0 (2.17)

e a métrica satisfaz as condicGes iniciais

K(0)=0, K'(0)=1, (2.18)
0, A0)=0. (2.19)

2.3 Comportamento das solugoes quando r —
00

Uma vez que esperamos que o espago-tempo da corda seja assintotica-

mente o espago de Minkowski com déficit angular, devemos ter para r grande

im A(r) = ag, K ~ kr, (2.20)

o0

onde ag e k sdo constantes.
A fim de determinar o comportamento assintético das solugbes de (2.9)-
(2.12), é conveniente comecar pela segunda equacio do sistema; com o auxilio

de (2.16)}, esta equacdo pode ser escrita aproximadamente para r grande como
i ]' !
U"—-U' —all =0
r
A solucdo desta equacdo que tende a zero quando r — oo é !

U~ por K (Var) ~ port/2e~Ver,

! Note-se que o fator r!/2 foi omitido na expressao correspondente em [7].
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onde K, denota uma fun¢io de Bessel modificada de ordem 1 [19). Introdu-
zindo a nova variavel Y = 1— X a forma aproximada de (2.9) para r grande
torna-se

vy Lty Ly €™
r k? ro

A solucdo da equacdo homogénea associada com (2.21) que tende a zero

(2.21)

quando r — oo é Kp(r), que é O(r~1/2¢7") para r grande; o termo no lado
direito de (2.21) introduzird uma solugio particular que pode ser tomada
O(e_zﬁ’/r). Portanto, se a > 1, a solugdo particular serd desprezivel em

comparagao com a solucao da equagdo homogénea,
Y ~ C{)T_l’jze_r,

enquanto que o oposto ocorrera se o < L:

ev?ﬁr
Y ~ ¢ ; (2.22)
7

neste dltimo caso, substituindo-se (2.22) em (2.21) obtém-se o valor de ¢:

2a4,.2
' e*"%pg

©F T—da)?

Finalmente, para a = } é facil ver que ¥ deve comportar-se como

V o~ Cge—z\/&‘r;

substituindo-se esta forma assintética em (2.21), resulta que

2apg,..2
C” - € "D
[ kg '

Observamos que a expressao assintética dada em {7],

X~ —ce™,
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somente serd valida no caso particular em que a = 1.
Em vista dos resultados acima, as equagoes de Einstein (2.11) e (2.12)

podem ser escritas aproximadamente para r grande como

L1, e2“°p2 6—2\/51'
AT A = —8rp¥(Y? - k2° - ), (2.23)
82a0p2
K" = —47rn2(3krY2+Toe_2‘/a'). (2.24)

Se a > 1, os termos proporcionais a e"2V®" no lado direito das equacdes
acima sdo despreziveis em comparagao com os termos em Y?; (2.23) e (2.24)

podem entéao ser simplificadas como

2Zr

A"+ lA’ = —8rp’c ¢ ,
r r
K" = —12zpkcle™™.

As solugGes destas equagbes que sao compativeis com (2.20) tem o compor-

tamento assintético

e—2r

A ~ 00“2W7}2C3 )
1,.

K ~ kr+ ko —3mnkcie™.

Para & < 1, os resultados sobre o comportamento de ¥ (r) indicam que
os termos em e~?V"" sio dominantes no lado direito de (2.23) e (2.24); pros-
seguindo como no caso anterior, obtemos neste caso
anzezagpg 6—2\/51»

ak? r
m?gezm’p{z)e—z\/;r‘

ak

A ~ 214]
K ~ kr+ko—

No caso o = 1, é conhecido que a solugdo para a corda apresenta A =0 [7].

De fato, a anilise anterior mostra que a diferenga A — ag é assintoticamente
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positiva para a < 1 e negativa para a > 1; isto sugere que A = g; para

a = 1. Substituindo A = 0 no sistema (2.9)-(2.12), obtém-se

2

(KXY = XK -1)+ %) (2.25)

v, X

vy _ 2.9
9 Ul‘ 2

(K) ~ IK(X? 1) (2.27)

2r72 _ AY:
K" = —amp KX =14 20 W (e

Para mostrar a consisténcia do sistema acima, comegamos por reescrever
(2.27) como

ot 2

U'=1K(X"~1);

substituigdo em (2.26} fornece entao
KX' = XU. (2.29)

As duas ultimas equagbes permitem reescrever (2.25) como

U2
(XU)J' = X[U; + 1
K
que é claramente equivalente a (2.29). Finalmente, (2.28) reduz-se a

2rr2

K" = —41172[QXK +K(X? - 1)}

= —drp?UX X 4 (X® - 1)U
= —4rp*[(X? - 1)UY.

Integrando esta relacao e usando as condigoes (2.16)-(2.18), obtém-se

K'=1—4zp*l + U(X? - 1)]. (2.30)
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No limite r — oo. temos X ~ kr, X — 1, U — 0; portanto, a equacao

acima implica que para a = 1 temos

k= lim K'(r) = 1 — 4mp’.

T3

O comportamento assintético de X e U ja foi determinado no caso geral,

X ~ 1o e

r

U ~ pgrlﬂe_ .

Portanto, a forma assintética das solugdes de (2.30) €

K ~ {1 —4mp)r + ko — d7n’pocoe™?.

De (2.29), obtemos ainda a relacio

que 1mplica que

po/co =k =1 —dxp?.

2.4 Reducao a um problema de valores de
contorno

No processo de obtencio de solucoes numéricas, serd conveniente re-
escrever as equacdes em fermos dos desvios entre as varidveis originais e
seus limites assintoticos determinados acima. Este procedimento permite
obter solu¢des numeéricas que reproduzem mais fielmente o comportamento
assintotico da solu¢ao exata para r grande. Por exemplo, vimos na seqao
anterior que ¥ = 1 — X tende a zero monotonicamente para r grande. Ex-
perimentos niméricos com modelos de cordas sem campo gravitacional mos-

traram que a solucdo numérica exibe este comportamento se as equacoes sio
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escritas em termos de Y entretanto, empregando a variavel original X, que
tende a 1, erros de discretizacdo podem produzir valores de X maiores e
menores do que 1 para r suficientemente grande. Claramente, este compor-
tamento esta associado & perda de precisdo no calculo da diferenga 1 — X
para 7 grande, usando um numero finito de digitos significativos.

A andlise assintotica anterior indica que podemos escolher as varidveis
Y=1-X,U A=ay— A, K=kr+k — K.

Claramente, os parametros ag, & € ko que aparecem nesta transformacio
nio sio conhecidos a priori ® e devem ser determinados durante a solugio

numérica do problema.

Em termos das novas variaveis, o sistema (2.9)-(2.12) pode ser escrito

comao

Kt 2AFr2

Y+ (—k—-,—K—)Y’ +{1 - Y)[e v tY(2-Y)] =0, (2.31)
K K*?

o — [@—%@ + 240" - o1 — YY2U =0, (2.32)

i =KD G oty _yp o 20D

A" + 7 A —drp*[iY?*(2-7) 7 I=0, (2.33)

it 2 -2 2 82A 2rr2 (Uf)z

K" —4rp*BKY°(2-Y)* + 7(—(2(1 - Yy — T)] = 0.(2.34)

onde K = kr + ko — KeA-= ap — A. As condigdes em r = () tornam-se
Y(0) = U@0) =1, A(0) =ag, K(0)= ko,
A0y = 0, K'(0)=k—-1. (2.35)
Veremos mais adiante (Sec. 2.6) que a condigio A’(0) = 0 nio é indepen-

dente, podendo ser deduzida de A(0) = 0 e da regularidade de A quando

r — 0.

?No caso especial & = 1, k e ag sio conhecidos de antemio.



CORDAS ESTATICAS U(1) 27

Os resultados assintéticos mostram que ¥, U, A e K tendem a zero ex-
ponencialmente com r — oo. Entretanto, no processo de solu¢ao numérica
adotaremos condi¢bes de contorno assintdticas em um raio r = ry,, suficien-
temente grande [20]. Em vista dos resultados da segio anterior, as condiges

assintoticas sao

, -Y a>1
Y ~ {—2\/51/ a<t (2.36)
U~ —alU (2.37)
. —2A a>1
A~ {—2\/521 o<1 (2.38)

K’

{ —2K a>1 (2.39)

~2/aK a<l.

Em conclusdo, 0 problema original, que incluia condi¢des iniciais e de
contorno, foi efetivamente reduzido a um problema de valores de contorno.
Entretanto, a introdugio dos parametros k, ko e @ causa certas dificuldades
para o uso de um método simples de diferencas finitas. De fato, considere-
mos que o problema € discretizado em uma grade de tamanho & + 1, com
espagamento h: r; = 2A,0 < 7 < N. Empregando as condigdes de contorno
independentes em (2.35) e (2.36)-(2.39}, podemos reduzir as incégnitas do

sistema de equag¢des discretizadas ao conjunto de 4N — 2 variaveis

Y, = Y(ih), U; = U(ih), A; = A(ih), (1<i<N-1)
K, = K(h), (2<i<N-=1), k, ko, ao

(a varidvel K| pode ser expressa em termos de k e ky pela condigao K'(0) =
k—1). Por outro lado, escrevendo em forma discreta as equagaes (2.31)-(2.34)
emr =r;,1 <i< ¥ -1, obtemos apenas 4V — 4 equagées. Duas equagdes

adicionais devem portanto ser acrescentadas ao sistema que representara o
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problema de valores de contorno. Uma escolha possivel para estas duas

equagles é apresentada na proxima segao.

2.5 Identidades integrais

Garfinkle [6] mostrou que a solugio do problema em consideragio satisfaz
a identidade
A(K'—:KA') = 8mp’KP,, (2.40)

3 Com o auxilio

onde P, é a pressdo na diregao radial definida em (2.14).
desta identidade, Garfinkle obteve uma expressio para o déficit angular da
corda,

A6 = 8mu + g /D ¥ e AK(A)dr, (2.41)
onde p, a densidade linear de energia da corda, € dada por

= 2#1}2/ e A K adr.
0

Por outro lado, € ficil ver que o déficit angular é dado em termos dos

parametros assintdticos da métrica por

AD = 2l — lim S(emAK)]

r—co (p
= 2r(l - lim e™*(K'— K4')]
= 2x{l — e7"k). (2.42)

Uma forma mais conveniente para (2.41) é obtida integrando por partes

e usando a equagio de campo (2.11}):

Al = 8mpu-— E/w K A'(e=*)'dr
2 Jo

3 Pode-se mostrar facilmente que esta identidade corresponde 4 componente G'™ —
BT ={) das equa¢des de Einstein. O método empregado por Garfinkle em sua dedugao
¢ consideravelmente mais complicado, empregando as identidades de Bianchi (conservacao
de energia-momentum) e as condi¢es de contorno sobre o eixo-2.
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= Brp— S{K AT - f " e K A dr)
2 0 h)
262:{(()‘”)2

e ldr.

= 1672 /m e Kadr — 21°n° /00 e KX -1)* -
0 a
Empregando (2.42) e (2.13) na expressdo acima, obtemos a identidade

ek = 20" [ {2Ke (X + 4 (X2 = 1)
Q
+ i[2){2(/2+ i(U")Q]}alr (2.43)
K o ’

que pode ser incluida no processo de solugao numérica.
Uma segunda identidade, independente de (2.43), pode ser deduzida in-
tegrando (2.40) diretamente, e usando (2.11) e {2.12):

8rn? /oo KP,dr
0

- / T AK — 3K A)dr

0
= A(K'— KA - / TAIE" — (K A")]dr
Q

82.4 (UI)2
2X7U% + L )]dr.
g XU+ Tl

= aok+ 47”?"‘/ ARK(X? = 1)% +
o
Inserindo a expressdo (2.14} para P,, obtém-se a identidade procurada:

aok = amn? [T{K[XF ~ 424 34)(X° - 1Y +

e2A (2 — A)

7 [ (U — (1 +24) XU }dr. (2.44)

2o

2.6 Comportamento da solugao perto de r =
0

Com o auxilio de um programa de computacao algébrica, mostra-se por

substituicdo direta que as séries de Maclaurin de X e K contém apenas
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poténcias impares de r, enquanto que as séries de {/ e A contém apenas
poténcias pares:

X = crteart 4.

U = 1+pr:+part+---

A = arftagt+---

K = T+d3':"3+d51"5+“'
Nas expansdes acima, apenas ¢; e p, sdo independentes; as demais constantes

sdo fungdes nao-lineares de ¢; e py (e também de a e 7).

2.7 Um método de diferencas finitas

Com a inclusdo de (2.43) e (2.44), o problema a ser discretizado assume
a forma
¥ o= Pyt yNiB) i=1,234 (2.45)
&) = [ dulnyy’iB) dr a=12 (2.46)
y0y = %w(B), 7=1,23.4 (2.47)
y'(0) = -1 (2.48)
' o~ —cy, oo, §=1,2,34 (

2.

]

2

49)

onde y/ = (Y, U, A, K), B; = (k, ko,a0) e as funcées f7, €, ¢ e ¥ sio
determinadas por {2.31)-(2.34), (2.35), (2.43) e (2.44).
O método mais simples de discretizagio de {2.45)-{2.49) em uma grade
r; =ih, 0 <1 <N, consiste em:
e Escrever as equacdes diferenciaisem r = r;, 1 <1 < N—1, substituindo
y* (re) por {yk., — vk )/2h e y*"(rs) por (yF., — 2yf + yE,)/h?, onde
¥t = y*(ri).



CORDAS ESTATICAS U(1) 31

¢ Os valores de yf e y§ séo eliminados das equagdes aplicando as condi-

coes em r = 0 e as condigdes assintéticas em 7 = ry = Nh:

o = 16(Bs), ¥k ~ (1 —exh)yk_y

(assume-se que A € 1/cx); a condigao (2.48) é empregada para eliminar
u:

s Asidentidades integrais sdo discretizadas utilizando a aproximacao an-
terior para as derivadas y*'(r;), e aplicando uma regra de quadratura

composta do tipo Newton-Cotes no intervalo 0 < r <ry_q,

6&(!33) = h z w,‘gba(r,', v, _“H__ldéh_‘-:l; 165)& (250)
=1

onde w; sd0 os pesos associados com a regra escolhida. O termo: = 0 foi
omitido na somatdria acima, uma vez que o comportamento das fungdes
incdgnitas para r pequeno implica que os integrandos de (2.43) e (2.44)
devem se anular em r = 0. A contribui¢cdo do intervalo r > ry_
as mntegrais foi também omitida; na pratica, tomandose ry = Nh
suficlentemente grande, sempre foi possivel tornar esta contribuigao

desprezivel em comparacao com outras fontes de erro.

Como mencionado na Sec. 4.1.3, obtém-se do algoritmo acima um con-
junto de 4N — 2 equagbes naolineares em 4N — 2 incognitas. Devido a
complexidade destas equagdes, decidiu-se efetuar a solu¢do numérica do sis-
tema através de um método quase-Newton, que dispensa o fornecimento de
expressbes para o jacobiano. Com esta finalidade, a rotina COSNBF da

biblioteca NAG [21] foi empregada.
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Ap0s a determinagio da solugdo numeérica para as fungdes incégnitas nos
pontos de grade (yF) e os parametros B,, pode-se determinar a densidade li-
near de energia da corda através de regras de quadratura numérica, como des-
crito acima. As constantes arbitrdrias que aparecem nas formas assintdticas
das fun¢des incégnitas {como pg € ¢o) podem ser estimadas a partir dos valores
de y%; por exemplo,

Un

o A% ———— |
p T}J?e_ﬁrh,

Foram realizados experimentos numéricos com o método acima descrito,
procurando reproduzir os resultados de Laguna-Castillo e Matzner [7] para
o intervalo de pardmetros 1072 < p < 107!, 4 < @ < 64. Os valores de NV
variaram entre 25 € 200 e os de ry entre 7 e 30. Trés regras de quadratura,

em ordem crescente de precisio, foram testadas para o calculo de (2.50) [22]:

Regra trapezoidal: w; =1

) .. _ ) % timpar
Regra de Simpson: w; = { 2§ par
8 ¢ impar
Regra de Boole: w; =¢ # ¢=2 (mod4)
2 {=0 (mod4)

Os resuitados obtidos com cada uma das regras acima sao bastante pro-
ximos dos de [7] {diferengas geralmente menores que 0,5%}, € como esperado
sa0 insensivels ao valor preciso de ry, contanto que este seja suficientemente
grande. Verificou-se que na maioria dos casos o uso das regras de maior pre-
cisao aumentava significativamente a rapidez de convergéncia. Entretanto,
para N < 200, o algoritmo desta segio geralmente ndo permitiu reprodu-
zir mais de 3 digitos significativos dos resultados de [7]. Por exemplo, os
valores de A@ determinados para a corda com p = 107!, a = } quando se

usa a regra de Boole, ry = 10 € N = 50, 100 e 200 foram respectivamente
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52,504°,52,377° e 52,598°; o valor publicado € 52,61°.

2.8 Refinamento da solucao em diferencas
finitas

A fim de evitar o uso de grades excessivamente finas, com o correspon-
dente aumento de uso de memcria e tempo de processamento, resolveu-se
tentar implementar métodos de refinamento da solugac em diferencas finitas.
O método de refinamento mais simples é a extrapolagio de Richardson [23],
no qual a solu¢do numérica é recalculada em uma grade mais fina do que a
original (normalmente com um miltiplo inteiro do ndmero de pontos usado
inicialmente); entretanto, a solugio refinada é obtida apenas para a grade
original. Assumindo (como esperado) que o erro de discretizagao do método
da secio anterior é O(h?), a extrapolacio de Richardson produz resultados
razoavelmente satisfatorios. Como um exemplo, consideremos novamente a
corda com 7 = 107!, @ = L. Aplicando a extrapolagao aos resultados obtidos
com N = 50 e 100, obtemos a estimativa refinada (A8}, = 52.602°; os
resultados com N = 100 e 200 produzem (A8)gicn. = 52,605°.

Um método de refinamento mais complexo, e que nao recorre ao uso de
uma grade mais fina do que a original, é a “corregao iterada de defeitos” [16].
Em uma das versoes do método, a solu¢ido numérica é interpolada com uma
funcdo polinomial por partes; esta fungdo é usada para construir “pequenas
perturbacdes™ as equages e condigbes de contorno originais, de tal forma
que a funcdo interpoladora se torne a solugao exata do problema perturbado.
Este ultimo problema é entdo resolvido numericamente pelo mesmo método
e com a mesma grade usados para o problema original. A diferenca entre

as solucoes numéricas dos problemas original e perturbado é entdao tomada
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como uma estimativa do erro de discretizagdo da solugido numérica original.
Escolhendo a funcio interpoladora adequadamente, o processo pode ser ite-
rado, produzindo estimativas melhores para o erro de discretizagio (v. [16]
para detalhes).

Se denotarmos por §*{r) a fun¢do que interpola a solucio em diferencas
finitas do problema (2.45)-{2.49), e por f, os valores obtidos numericamente

para 3, podemos escrever o problema perturbado na forma

Vo= Pl g B+ — P g iR, (251)
&(3) = j bolr, v, '3 B)dr + Ea(B)
- ]0°°¢a(r,ﬂf,gf’;és)dr, (2.52)

com expressdes analogas para as condigées de contorno. Note-se que se §*
esta proximo da solugdo exata, espera-se que os termos perturbadores na
equagao acima sejam “pequenos”.

Em outra versao do método, o erro de discretizacio é determinado através
da solucao numeérica de certas equagbes diferenciais. No caso do problema

(2.45)-(2.49), escrevendo
yk = gk + 6yka Bs = 53 + 88,

onde y* e 83, sdo os erros de discretizagio, obtém-se por substitui¢io nas

equagoes originais as seguintes equagbes para 0s erros:

“H

Sy = Fr gt +oyn Y 6y B+ 68) -7, (2.53)
E(Bt88) = [ oG+ 6T + 873 B+ 88) dry (250)

condictes de contorno para §y* podem também ser deduzidas. Frank [16]

sugere que se linearize as equagbes para 6y’, §3,, uma vez que se espera
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que os erros na solucao original sejam pequenos. No caso em consideragéo,
entretanto, esta estratégia nio é possivel devido a presenca da singularidade
nas equacoes em r = (.

Ambas as versdes (2.51)-(2.52) e (2.53)-(2.54) foram implementadas nu-
mericamente, utilizando splines polinomiais como fungoes interpoladoras.
Frank [16] argumenta que o uso de splines cibicas nao produz um refina-
mento significativo da solu¢io, e recomenda o uso de splines de ordem supe-

rior. Adotou-se entdo a interpolacio com splines de grau { > 5 [24],
+
Z c’N’“ —i+14+1), 0<r <Nk, (2.55)
onde N1 é a B-spline

I+1
NH-i I'Z (I+l)(§—i):_

1=0

£, = { e =0
£ <0
Os coeficientes ¢! sao determinados por um sistema de equagdes lineares que
inclui as condigdes de interpolagio e certas condigdes de contorno impostas
emr=0er=Nh.

Os resultados fornecidos pelas duas versées do método de correcio iterada
de defeitos para uma mesma funcdo interpoladora foram geralmente muito
préximos. Entretanto, certas correges (particularmente §8;, 6§53, 6y e 6y}
eram bastante sensivels & escolha do grau [ da spline interpoladora. Desta
forma, os resultados “refinados” ndo eram suficientemente confiaveis, e este

método de refinamento foi abandonado.
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2.9 Colocacao com splines

O método de colocagio com splines (v., por exemplo, [17, 18]), no qual a
solugdo aproximada € procurada como uma combinagio linear de B-splines,
tem a propriedade conveniente de permitir a aproximagio da fungdo incégnita
e de algumas de suas derivadas sobre todo o intervalo de integragao, e nio
apenas nos pontos de grade. Além disso, a precisio do método de colocagao
aumenta com o grau da spline [25], o que permite construir de maneira uni-
forme uma hierarquia de métodos de precisio crescente. Por outro lado, nao
existe um processo geral simples para a produgdo de esquemas de diferencas
finitas de ordem superior (v., por exemplo, [26, 27]).

Um método de colocagio com splines de grau [ = 5 foi implementado
para o problema (2.45)-(2.49): procuramos combinagdes lineares {2.55) (com
[ = 5) e constantes 3, que satisfacam o sistema aproximadamente em algum
sentido. O problema discretizado tera portanto as 4N +23 incégnitas ¢/, 1 <
J €4, 1<i<N+5, fss =1,2,3. Substituindo (2.55) nas equagdes
diferenciais (2.45), e exigindo que estas sejam satisfeitas em r = h, 2k, ..., Nh,
obtém-se 4N equagdes para o sistema discretizado. As condig¢des de contorno
emr = 0 e r = Nh fornecem 9 equagdes; a inclusio das duas identidades
integrais (2.40) e (2.41) (calculadas pela regra de Boole em uma grade com
passo menor que k, para malor precisao) fornece até agora um conjunto de
4N + 11 equagdes. Uma possivel escotha para as 12 equagdes que restam

congsiste em:

¢ Impor as condigdes seguintes sobre as derivadas das fungoes incognitas

em r = (), em conformidade com os resultados da Sec. 4.1.5:

A

Y'(0) = U'(0) = A(0) = K"(0) = Y™)(0) =
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U."H‘(U) — A-"."."(O) - R'(w}(o) — 0’

e Impor as condigdes assintéticas y*' ~ —c;y’ também em r = (N — 1}A.

Experimentos numéricos com este método de colocagio (onde o sistema
de equagses ndo-lineares é resolvido pela rotina quase-Newton CO5NBF da
biblioteca NAG {21]) mostraram que sua convergéncia é muito mais rdpida
do que a do método de diferencas finitas apresentado anteriormente. Além
disso, o método de colocagio fornece resultados de bea qualidade mesmo
com grades muito grosseiras; para a corda comn = 107!, o = 1 considerada
previamente, uma grade com N = 5 e ry = 7 fornece A = 52,623°, que
estd mais proximo do resultado de Laguna-Castillo e Matzner [7] (52,61°) do
que a solugdo em diferencas finitas com N = 100, ry = 10 (52,577°}. Uma
ilustragdo mais completa da rapida convergéncia do método de colocacao é
apresentada na Tabela 2.1, onde sdo comparados alguns resultados para a
corda considerada acima, obtidos com (N =30, ry = 10) e (N = 90, ry =
15).

Em alguns casos testados, o método de colocagio permitiu detectar al-
gumas pequenas corre¢oes que devem ser aplicadas & Tabela I de [7], e em
outros casos refinar os valores ali apresentados. Por exemplo, a Tabela 2.2
mostra os os deficits angulares e densidades lineares de energia calculados
para a corda com 7 = 107!, @ = & usando vérias discretizagdes. Para com-
paracio, a Tabela I de [7] fornece A8 = 97,56°, u/mn? = 2, 1470, que diferem
ligeiramente (da ordem de 0,1%) dos resultados da Tabela 2.2. Para a corda
com 7 = 1071, o = {, os resultados obtidos pelo método de colocagio (Ta-
bela 2.3) contém um ou dois digitos significativos além dos apresentados em
[7].4

*Note que o valor apresentado em [7] para a densidade linear de energia (1,1163) contém
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Tabela, 2.1:
N:SU,TN=10 N=90, T‘Nilf)
Af(graus) 32,60462 52,60486
w/wn? 1,162727 1,162730
k 0,8451220 0,8451217
ko 0,220726 0,220642
ag -0,01030481 -0,01030465
Co 3,927 3,509
Do 1,478 1,477
X(r=12) 0,6605203 0,6605191
Ulr =3) 0,7280599 0,7280548
Alr =3) -0,00549321 -0,00549492
K(r=3) 1,442667 1,442654
o(r=1) 0,1779573 0,1779572
P(r =3) -0,01138705 -0,01138730
P(r=12) 0,00836406 0,00836531
Tabela 2.2:

N | rn | Ab(graus) | p/7n?

40 | 30 97,358 2,14478

33 | 25 97,372 2,14502

55 | 35 97,363 2,14490

74 | 37 97,365 2,14496

Algumas solugdes numéricas para cordas com 7 = 107%, obtidas por co-

locagdo com splines quinticas, sdo apresentadas na Fig. 2.1

provavelmente um erro de impressio; analogamente, para 7 = 1072, & = &, a densidade
linear dada em {7] (1,1137) deve ser corrigida para 1,157.
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Tabela 2.3
N | ry | Ab{graus) | p/wn?
30 [ 10 | 52,60462 | 1,162727
40 | 10 | 52,60472 | 1,162727
50 | 10 | 52,60475 | 1,162728
80 | 15 | 52,60477 | 1,162730
90 | 15 | 52,60486 | 1,162730
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Capitulo 3

PERTURBACOES RADIAIS
DE CORDAS U(1)

3.1 Introdugao

Uma teoria linearizada foi desenvolvida para o estudo de pequenas per-
turbagbes da corda estatica retilinea U(1) com campo gravitacional, estudada
no capitulo anterior. A analise segue o espirito da teoria de estabilidade hi-
drodinamica [9], e se basela na determinaciao de modos normais, os quais
apresentam dependéncia temporal da forma ¢, onde a freqiiéncia w pode
ser complexa. Em geral, se algum modo tem Im w < 0, o sistema ¢ instdvel;
se todos os modos tem Im w > 0, o sistema é estavel na aproximacio linear,
ainda que possa ser instivel no regime nao-linear (Um exemplo deste tipo de
comportamento fol observado recentemente por Zhou e Straumann [28}).

As perturbagées mais simples que podem ser consideradas para a corda
retilinea tem simetria cilindrica. Os modos normais correspondentes sao des-
critos pela freqiiéncia w e pela estrutura radial das perturbagées da métrica e
dos campos escalar e de calibre. O sistema de equagées diferenciais ordinarias

que determina a estrutura radial dos modes com simetria cilindrica divide-se

40
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em dois subsistemas desacoplados. O primeiro (que denominaremos Subsis-
tema I} descreve oscilagdes da componente g;. da métrica e da componente
z do campo de calibre, enquanto o segundo (que denominaremos Subsistema
) descreve oscilagées das componentes diagonais da métrica e da compo-
nente ¢,., da componente § do campo de calibre e do campo escalar. As
equagdes que compdem o Subsistema II ndo sdo todas independentes; foram
determinadas certas relagdes entre as equacdes, semelhantes as relagbes que
se pode deduzir entre as equacses de Einstein exatas pelo uso das identidades
de Bianchi, Uma vez reduzido a um conjunto de equagdes independentes, o
Subsistema II nao fica totalmente determinado (hé mais incégnitas do que
equagoes); esta liberdade reflete a possibilidade de efetuar mudancas de coor-
denadas envolvendo somente as coordenadas temporal e radial. Neste estudo,
esta liberdade foi eliminada escolhendo sistemas de coordenadas que sdo em
certo sentido mais “naturais” para a observagdo dos modos normais.

As condigbes de contorno para os modos normais foram deduzidas assu-
mindo que (a) todas as componentes das perturbagoes sio funcoes regulares
em r = 0, (b) a métrica perturbada ndo apresenta singularidades conicas
em r = 0, e (¢) as componentes fisicas [29] das perturbacdes tendem a zero
quando r — 0o. Os comportamentos assintéticos dos modos normais quando
Imw =0 e Imw # 0 sdo bastante diferentes. No primeiro caso, a estru-
tura radial das perturbacdes é oscilatdria, com amplitudes que geralmente
decrescem como r~1/?%; no segundo caso, as perturbacdes devem decair ex-
ponencialmente com r. Para freqiéncias reais, as condigbes de contorno no
infinito sdo geralmente satisfeitas em wm subespago nao-trivial de solugdes
das equagdes de estrutura radial, que inclui solugoes regulares em r = 0. As-
sim, os modos neutros {w real) formam um espectro continuo. Para Imw # 0

{modos instaveis ou amortecidos), as equagdes que governam as perturbagdes
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admitirdo solugbes que crescem exponencialmente quando r — co. Por analo-
gla com outros problemas de estabilidade hidrodindmica, espera-se que neste
caso os modos instaveis e amortecidos formem (se existirem) um espectro
discreto.

Para o Subsistema I, é possivel mostrar usando identidades integrais que
qualquer modo instavel ou amortecido terd necessariamente Re w = 0. Uma
dedugdo similar para o Subsistema II ndo permite obter informagées a priori
sobre as freqiéncias dos modos normais. Um estudo numérico foi entdo rea-
lizado para verificar a possivel existéncia de modos instaveis ou amortecidos.
Neste estudo, as equacdes de estrutura radial foram discretizadas empre-
gando colocagio com splines cubicas, e o problema diferencial de autovalores
foi convertido em um problema algébrico generalizado de autovalores [30].
Este dltimo problema pode ser resolvido pelo algoritmo QZ [31], produzindo
aproximagoes para um subconjunto finito dos autovalores e autofungées. Os
modos neuiros sdo excluidos deste estudo numérico devido as condigdes de
contorno diferentes que satisfazem no infinito (¢f parigrafo anterior). Nio
foram encontrados modos instaveis ou amortecidos para os valores tipicos dos
parametros que definem a corda estatica, considerados no capitulo anterior.

Passou-se entao a um estudo dos modos neutros, que podem ser deter-
minados para cada freqiiéncia real w integrando numericamente as equagoes
de estrutura radial a partir de # = 0 com condig¢des iniciais diferentes para
cada modo normal. Uma vez que as equagdes diferenciais envolvidas sao
singulares em r = 0, é preciso comegar a integragdo em um ralo “pequeno”
T = Tinic, Onde as condigses iniciats podem ser obtidas de uma expansdo de
Maclaurin truncada do modo normal. Analisando a forma desta expansio,
e o comportamento das solugées quando r — oo, determinou-se o nimero

de modos normais por freqliéncia em cada subsistema. O estudo numérico
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incluiu também a determinagéo da amplitude e fase dos modos normais em

fungdo da freqiiéncia w.

3.2 Perturbacgoes com simetria cilindrica

As perturbagoes mais simples que podemn ser superpostas a corda estatica

discutida acima tém simetria cilindrica. Podemos escrever os campos per-

turbados como

(e/me™ = X = Xo(r) + Xa(r, 1),
A = (/Uolr) — 119,68+ AP 1)
g = gO(r) +g{(r,1),

onde Xy, U, giﬁ'} referem-se & corda estatica (v. equagbes (2.6)-{2.8)) e
Xy, A g referem-se is perturbagdes. Se considerarmos apenas per-

turbacoes com a forma particular

AL = (00,40, A1), (3.1)
g{{; g 0 0

g = g o 000 (3.2)
0 0 geel; G5
0 0 g 4w

entdo G, e T, terdo as mesmas componentes ndo-nulas que g,,.

Serd conveniente para a analise seguinte definir uma notagao alternativa

para as perturbagdes da métrica e do campo de calibre:

A
AN

1
gt{t )

(1/e)li(r,1),
(1/e}Wi{r,t),
—QeA‘yl(r,t)//\qz,
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g = etBn )/,

D = 2P(r,1)/ M,

g = 2K%e7MQy(r 1)/ \y?,
g = Mrt)/An’,

9% = 2e"Zi(r 1)/ A",

onde K(r) e A{r) definem a métrica da corda estdtica. A parametrizagao de
géé) requer alguma explicagdo. Uma vez que K ~r e A — 0 quando r — 0,
teremos géé) = O(r?) se @1 — const. quando r — {; esta é uma condigio
necessaria para a regularidade do espago-tempo no eixo da corda. Assim,

assumiremos que as fungdes 71, F, etc. sio regulares em r = 0,

3.3 Equagoes para a estrutura radial dos mo-
dos normais

Modos normais da corda U(1} discutida no capitulo anterior sao solugdes
das equacoes de campo linearizadas em torno da solucdo estatica, com de-
pendéncia temporal ¢!. Ha vérios tipos de modos normais em uso na lite-
ratura sobre oscilagbes de estrelas e buracos negros, os quais diferem pelas
condig¢des de contorno em r — oo. Nesta se¢io, apresentamos as equagdes
diferenciais que descrevem a estrutura radial dos modos normais; a discussio
de condigbes de contorno é deixada para as duas secdes seguintes.

Assumindo que as perturbagoes tém uma dependéncia temporal da forma
U A
(Xl,Uu ‘Wh’h,ﬂhPl,Qth, Zl) = 8“"1(X1,U1. Wl,’h, ;ﬁhPlan, Qla Zl):

onde X, {1, etc. dependem apenas de r, e linearizando as equagdes de

campo (2.3)-(2.5) em torno da soluco estatica, obtém-se o seguinte conjunto
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de equacdes para a estrutura radial das perturbagdes: !

1. Fquagdo para o campo escalar:
1) Y 1fat e Y] A
Sy’ = Xi +“EX1+X0(#1+Z1+Q1_P)
QAUQ . 24X U,
[wz _A l(1 — 3X2) e e—K—U]Xl - —‘_0—[)‘[)'1
ZAXO

K?
U
+“—‘“_Q1 XU[(X() -1} +

2 2AU2
e ©_Z01p =90 (3.3)

2. Equacées para o campo de calibre: *

e K’ 1roak St =y o/
Sg) = U7+ @A = )01+ Ugliy + 2~ @ = P))

~2aXoUoXy + (W™ — aXHU, — 22X2UaP =0,  (3.4)

I SA
K i UGQ’ + (Wl — a X)W1 = 0(3.5)

W = W (e - AW -

3. Equacées de Einstein: >

b N 2 v yS ZAU(; 7 K' B
Shy = 4+ Q7 + 8t Xg X + U1) + __Zl (34" — ?)Pl
2K’ 262AU
Hp — 1A +4T”?2X0[(X —D+ 91X
FAXE, - e2A(UL)?
+8rnt——— 70 U1 + [8mn* (*—K—g (X3
, 4K (U5)? | 2
(3A - —}E"‘)]P —S’JT'!} Kz( + X Uo)Ql = 0 (36)
S At 2 X! ¥ 4 6" LA — K’ P
5{1} = Z;+ @y +8rp%( 0X1+cr[{2U)+( I\)l

1 As equacdes apresentadas foram obtidas através de computagao simbdlica, e foram
simplificadas ehiminando as segundas derivadas de Xo, Uy, A ¢ K com o auxilio de (2.9)-
(2.12). Alguma simplificagao adicional foi conseguida empregando (2.40) para eliminar o
fator {X3 — 1)2,

2 S{[;) e S{ul;) $a0 proporcionais as versdes linearizadas das componentes § e z de (2.4).

3 Para cada p, v fixos, S{}, é proporcional & perturbagio de primeira ordem da ex-

pressao G#* — 8aTH,
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K.f
X
—8an? (X5 X] +

+H(—- - 1A )Q1—0

2A U.f !
& Ul ) ( I{
262AU0
K?
ezA(U )
K?

I

S0

Ty Xol(XE - 1)

+wie A7 + [8mn?(——~

262A((U0)
K o

Z" + 8ryy? (X")(’

+[87

ng) . ” ZA Ur

262AU‘2
+Harp? Xo[( X2 ~ 1) — e 9
A €2A U! 2
26 AZI_I_S?F??'ZF(( El)
2 ﬁ((UE})2
Kz
4K’

+[877

HABA — —) +w e 4P =0,

gz
S

It

O 4+ (34" - %]Q’ + 16mn%e”

+w26""f21 =0,

P4 QY+ 8anH (XX +
4K’

24Ur
S

A'Z

(2~ 3ANQ, + 4 X [(X2 - 1) +

K

e?A 2A(

27,
20 + [8m 22

4K'

487yt —2——

+(Xo)") + 3434~

- X2 + whe 0, =0,

])h — 87y

OU!

Ug)?
ak?
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(3.7)

i+ Z) + A'Q)

2A 2U0

— 34 (i

2

]X1+8 —————'—Ul

K?

4K
)]P 1

(3.8)

— U+ A + 21) - P]

bl BZAXD U{)

U
e 1

+ X2U8O

—2X3U3) + 8rn?(X})?

(3.9)

U . .
(le’ + X2UWh)

(3.10)
K., . K
LA —
2e?AU2
K2

+ (X))

=P

X,

FLA'(BA — —) + wle AP + [wleA

K
262A (US)Q

kel

+ X§U§)]Q1 = (0.

(3.11)
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Nas equagbes acima introduzimos a quantidade
- &, (3.12)

onde £ é uma funcio tal que
b= (3.13)
As equacdes de estrutura radial (3.3)-(3.11) podem ser divididas em dois

grupos naoc-acoplados:

¢ Subsistema I: composto por (3.5) e (3.10), que envolvem apenas per-

turbagbes em A, e gg.;

¢ Subsistema II: composto pelas demais equagdes de estrutura radial, que

envolvem Perturba’gaes em ¢1 Aﬂ) Gety Giry Grry G08 © oz

Os dois subsistemas descrevem modos normais independentes admitidos pela
corda estatica.
O Subsistema 1l pode ser consideravelmente simplificado. Inicialmente,

observamos que (3.11) pode ser substituida pela equagao mais simples

f

(7 — ) -t (B + Q) = 0. (3.19)

S =S8~ Sy =24 -+
Além disso, nem todas as equagdes do Subsistemna Il sdo independentes; as
seguintes relagoes podem ser verificadas empregando (3.3}, (3.4}, (3.6)-(3.9)
e {3.14) e eliminando as segundas derivadas de Xj, Uy, A ¢ K com o auxilio

de (2.9)-(2.12%

d .. K _,.
Sty = d—5(1)+‘§551}’ (3.15)
d T i 2 —A tr K’ w2l
et KS(I) A'Sy = wheT S + (A= )5
+1A'S 4 (X80 + U sty = p, (3.16)
(1)
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Portanto, podemos eliminar (3.6) e uma dentre as equagces {3.3), (3.4), (3.9),
(3.14) do Subsistema II (Devido a presenca dos termos (d/dr)S(j, e (d/dr) Sy
em (3.15) e (3.16), as equagdes (3.7) e (3.8) ndo podem ser eliminadas do
sistema sem a consideragio de condi¢des de contorno). Por simplicidade, es-
colhemos manter as equagdes (3.3), (3.4), (3.7), (3.8), (3.14) no Subsistema I1.
A independéncia destas ultimas equagoes pode ser evidenciada pela analise do
comportamento assintdtico de suas solugdes, apresentada na proxima segao.

Em conclusio, o Subsistema I consiste de 5 equacdes diferenciais nas
7 incognitas Xl, [3’1,?1,)@1, P, Ql, Z1. Duas das incognitas podem portanto
ser prescritas arbitrariamente. Esta liberdade expressa o fato geométrico de
que uma mudanga de coordenadas envolvendo apenas ¢ e r pode sempre ser
efetuada de modo que as componentes gy, gir, grr satisfacam duas relacdes
prescritas {32]. Em outras palavras, a anélise anterior ainda ndo determinou
completamente o sistema de coordenadas em que as perturbagoes da corda
estdtica sdo observadas. Uma vez que esta escolha de sistema de coordenadas
nao ¢ inica, e claramente o conceito de “modos normais” nao é invariante sob
mudangas de coordenadas envelvendo a coordenada temporal, é necessirio
adotar um sistema de coordenadas “convencional” para a descricio dos mo-
dos normais. As escolhas mais naturais correspondem a sistemas que sio
em algum sentido “semelhantes” dquele empregado na descricdo da corda

estatica, como por exemplo um sistema onde
gir =0, g =1/(Ap*). (3.17)

Em termos das perturbacées, este sistema corresponde a tomar 3, = P =o.
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3.4 Condigoes de contorno assintéticas para
0os modos normais

Nesta secdo, discutimos as condicdes de contorno a serem satisfeitas pelos
modos normais longe do eixo da corda. Antes de analisar o comportamento
assintdtico das solucdes das equagdes de estrutura radial da segdo anterior,
€ conveniente revisar os tipos de modos normais usualmente empregados em
relatividade geral e teoria da estabilidade hidrodindmica. A maloria dos es-
tudos de perturbagoes em relatividade geral refere-se a sistemas com simetria
esférica, como estrelas e buracos negros. A fim de facilitar a comparagio dos
resultados deste trabalho com os de tais estudos de perturbagdes, apresenta-
mos a Seguir uma pequena revisio da terminologia empregada na descrigdo
de modos normais.

Na literatura sobre oscila¢bes nio-radiais de modelos estelares e buracos
negros [11, 12, 13, 33, 34], aparecem trés tipos de modos, introduzidos por

Thorne [13]:

1. Modos de onda estaciondria. Estes modos tém freqiiéncias reais, e ge-

ralmente formam um espectro continuo, As perturbagdes tém a forma

p(r,t) = tu(r)e, (3.18)

onde ¥,,{r) pode ser tomado real para todo r; tipicamente, esta funcao
comporta-se assintoticamente como

. A,
z,luu(r) ~ o cosfwR(r) + 8,1,

onde A, nao depende de r, n é uma constante positiva, R(r) ~ r para r
grande e &, é a fase do modo normal. O fator r~" esta associado ao de-

caimento da amplitude de uma onda esférica com a distancia da fonte.
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Os modos desta categoria representam uma superposi¢io de uma onda
gravitacional gerada em r = 00 com uma onda de igual amplitude que
se propaga para longe da estrela, resultando em um padrido de onda
estacionaria. No estudo de pulsagbes nao-radiajs de estrelas, o inte-
resse geralmente se concentra no estudo da evolucdo de perturbagoes
iniciadas no interior da estrela, e que emitem ondas gravitacionais.
Ainda que um modo de onda estaciondria tomado isoladamente nao
possa descrever este tipo de perturbacdo, superposicoes destes modos
(através de integrais de Fourier) podem ser empregadas para construir

perturbacdes mais realistas.

2. Modos complezos que se propagam para o exterior. Os modos desta
categoria tém frequéncias complexas w = o + i/r,.com T > 0, cor-
respondendo perturbagbes que decaem exponencialmente no tempo,
de maneira oscilatdria, para r fixado. As perturbag¢bes tém a forma
(3.18), com ¥-.(r) complexo (de fato, com argumento nio-constante), e
assintoticamente correspondem a perturbagdes que se propagam para
o exterior:

H(r, t) ~ i:—g exp{iw[t — R(r)]},

onde A, é uma constante complexa, n > 0 é uma constante e R(r) ~ r
para r grande, A exigéncia de que as perturbagdes se propaguem para
o exterior, que define esta categoria de modos, restringe os valores de w
a certos valores complexos discretos w = wy, k¥ = 1,2,... Uma vez que
T > 0, vé-se da expressdo acima que a amplitude das oscilacoes cresce
exponencialmente quando r — oo com t fixo. Por esta razao, ainda
que apresentem perturbagdes que se propagam para o exterior (o que se

espera de perturbacges iniciadas no interior da estrela apds um tempo
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suficientemente longo), os modos deste tipo ndo podem representar

pulsagdes realisticas de um modelo estelar.

3. Modos quase-normats. Estes nao sdo modos normais no sentido proprio
(uma. vez que ndo tém dependéncia temporal da forma ¢*), sendo cons-
truidos como superposicao dos modos de onda estacionaria. com um
espectro que é dominado por um pico estreito em torno da fregiiéncia
w = gy correspondente a um dos modos complexos que se propagam
para o exterior. Por exemplo, a superposi¢do mais simples com o com-
portamento desejado tem a forma [11]

o0 W (r)e“dw
¥(r,t) = Re / .
o (w=—oe)+(1/m)?

(A forma do espectro na integral de Fourier acima ndo € iinica; outras

possibilidades, que diferem nos detalhes do pacote de onda e na pre-
senga ou auseéncia de descontinuidades na frente de onda sao discutidas
por Price e Thorne [12]). A evolugio temporal das perturbagdes descri-
tas por um modo quase-normal pode ser descrita qualitativamente da
seguinte maneira (cf. a Fig. 1 em [12}]): um pacote de ondas gravitaci-
onais incide sobre a estrela, a qual comega a oscilar € finalmente emite
um pacote de ondas idéntico; este pacote de ondas tem uma frente de
onda nitida, que se propaga para o exterior com a velocidade da luz;
atras da frente de onda, as perturbagoes sio descritas aproximadamente
pelo modo complexo com w = wy, enquanto que adiante da frente de
onda o espago-tempo permanece essencialmente ndo-perturbado. Desta
forma, através da construgao de pacotes de onda de forma conveniente é
possivel interpretar fisicamente os modos complexos que se propagam
para o exterior, evitando a ocorréncia de perturbagdes exponencial-

mente grandes para r — oo. Os modos quase-normais representam
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assim um tipo bastante particular de perturbagoes, que podem ser usa-

dos como modelos de pulsacGes estelares realistas.

Em teoria da estabilidade hidrodindmica [9, 10}, a énfase reside em de-
tectar a existéncia de modos instaveis (para os quais Im w < 0), assintotica-
mente estaveis (ou amortecidos, para os quais Im w > 0) e neutros (modos
com freqiiéncia real. que correspondem aos modos de onda estacionaria discu-
tidos acima). A fim de que possa representar uma perturbacao inicial fisica-
mente realizavel, um modo instavel ou amortecido deve ter estrutura espacial
descrita por fungdes limitadas (ou mais precisamente, tais que as componen-
tes fisicas {29] das perturbagdes dos campos sejam limitadas). Em sistemas
relativisticos, a existéncia de modos instaveis ou amortecidos ndo estd neces-
sariamente ligada a existéncia de modos complexos que se propagam para o
exterior {¢f. paragrafo anterior}). Como uma ilustragdo, consideremos o re-
cente diagndstico de instabilidade da solucdo de Bartnik-McKinnon [35] das
equacoesde Finstein-Yang-Mills com simetria esférica, realizado por Strau-
mann e Zhou [36]. Nesta andlise, que considerou apenas perturbagdes com
simetria esférica, fol encontrado pelo menos um modo instdvel, de freqiiéncia
imagindria pura, cuja funcao de estrutura radial é limitada em toda parte e
decai exponencialmente quando r — oc.

No presente estudo, adotaremos o ponto de vista da teoria da estabili-
dade hidrodindmica, tanto no estudo de modos neutros quanto no diagnéstico
de possivels instabilidades das cordas estaticas U{l). O mesmo ponto de
vista sera empregado no Cap. 5 no estudo das perturbagdes de politropos
cilindricos. O ponto de vista dos modos quase-normais ndo sera enfatizado,
uma vez que (a) estes constituem perturbagdes bastante particulares, cons-
truidas a partir dos modos de onda estacionéria, € (b) veremos mais adiante

que, no estudo de perturbacdes radiais de cordas U(1), o conceito de modos
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quase-normais parece nio ser de grande utilidade.

Passemos agora & determinagio das condi¢bes de contorno assintéticas
para os modos normais de oscilagdo radial de uma corda estatica U(1).
Quando r — oo, o comportamento assintotico da solugao estatica (descrito
no capitulo anterior) permite aproximar as equagdes que compdem os Siub-

sistemas [ e IT como ¢

. )
Xi'r + I_;{_ X—; + ( 2 e %0 _ 1)X1 = €1, (319)
. K’ . 2,0 .
vy - U1 (w — o)l = &, (3.20)
S K’ , 2,0 .

LVI -+ ?W ( o — C!)Wl = €3, (321)
77 o K'
2+ @it pi=e, (3.22)

K ., I "

T+ Z)+wleT™ (L1401 = <, (3.23)
2 — A+ —(Z ) = whe 0 = e, (3.24)
. !

Qf — %Q’ + wie ), = €7, (3.25)

onde as fung¢des ¢; sdo combinagdes lineares das perturbagdes com coeficientes
que decaem exponencialmente quando r — 00, € gp = lim, ., A(r). Como
K{r) ~ kr + ko+ termos exponencialmente pequenos, podemos aproximar o

coeficiente K’/ K que aparece nas equagoes acima pela série assintdtica
LI (3.26)

As equagdes (3.19), (3.20), (3.21) e (3.25) sdo essencialmente equagoes de

Bessel; suas solu¢des podem portanto ser escritas como

,,i’l ~ hlf'_»lﬁﬁixér + h2?"—1ﬂ€_iﬁ¢r ‘|‘ -};,(P)a (327]

4 Usamos aqui o sistema de coordenadas onde (3.17) é valida; note que neste caso
teremos ; = £, = 0, iy = %1
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{:"; ~ h3r1,a"2ei.-:Ar _l_ h4?"1f26_-iﬂAr + f)rfp}, (3.28)
Wy ~ Ry H2eiam g hopl/2emimar Wfp)a (3.29)
Ql ~ hﬂ"]mei”gr + hs’r]ﬂe_ingr + Qgp}s (3'30)

onde os h; sdo constantes,

Ky = Vwle o —1, (3.31)
kA = Vwle % —aqa, (3.32)
Ky = we™/2, (3.33)

e XB 0P W® AP si0 solugdes particulares de (3.19), (3.20), (3.21) e
(3.25).

Consideremos inicialmente o Subsistema Il no caso em que
Imw=0, [o|>e*?max{l,/a}, (3.34)

para o qual x4, x4 sdo ambos reais. Adotemos provisoriamente a hipdtese
(a ser justificada mais adiante} de que em uma solugio genérica de (3.19)-
(3.24) todas as perturbagdes sdo O(r™) para algum n. Em conseqiiéncia, as
funcdes ¢; serdo exponencialmente pequenas quando r — oo; podemos tomar
fd” e (:’I(P} exponencialmente pequenas para r grande. Assim, X, e U, tém
comportamento oscilatério quando r — oco. °

A determinagiao do comportamento assintdtico das perturbacdes da mé-

trica requer um pouco mais de analise. Inicialmente, vamos deduzir uma

tnica equacao para Z), desprezando termos exponencialmente peqitenos e os

5 A amplitude das oscilagies de U/, cresce com r'/? quando r — o0, o que parece
contradizer a hipStese de “pequenas perturbagdes.” Entretanto, este efeito é um arte-
fato do sistema de coordenadas cilindricas: a componente fisica [29] do campo de calibre

correspondente a [’y é Agl)/\/gé}%} = Q(U,/r) = O(r~1/?), que tende a zero com r — co.
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termos de ordem superior em (3.26). Diferenciando (3.23), obtemos
1

r

I ot 1 - 5 —ag A
4 +2) - s+ Z) +w'e™ (21 + Q) =
com o auxilio de (3.22), esta expressio torna-se

i N .
(1, + Z{) — wze““‘“Ql = (.

2 -
T
Adicionando (3.24) & expressdo anterior, obtém-se
- 2 -
27 — =4, — 2wle™ () = 0.
r

Finalmente, usando (3.23), obtém-se uma equagio de Bessel para Zy:

S 1 SF 5

i+ =71+ &ﬁzl = (.

T

Portanto, Z; terad um comportamento oscilatério para r grande. Mais rigo-

rosamente, podemos determinar o comportamento assintético de 21, @1 e %

subsitituindo as expansoes ©
Zy o~ i;ﬁ[% sin(x,r) + b; cos(kgr)], (3.35)
j=
o g:; ;__:-E[Cj sin(kyr) + d; cos(ryr)], (3.36)
G~ 2wyl sin(egr) + Jj costr,r)) (3.31)

em {3.22}-(3.24) e desprezando apenas os termos exponencialmente pequenos.

Apds alguma algebra, mostra-se que 0s primeiros termos nestas expansdes sdo

. 1 '
Zy ~ —placsin(sgr) + by cos(wgr)] + -, (3.38)
1
o~ W[bo sin(x,r) — agcos(myr)] + -+, (3.39)
g
. 1
@i~ —gpplaosin{sgr) + bocos(rgr) + -, (3.40)

% Nao confundir o coeficiente ap que aparece nestas expansdes com a constante ag =
limy— o A(r).
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onde agora apenas ag e bp sdo constantes arbitrarias. As expressées acimanao
descrevem todos os comportamentos assintéticos possiveis das perturbacoes
da métrica. Usando o fato de que K” é exponencialmente pequeno quando
r — oo (¢f. capitulo anterior), verifica-se que as expressoes
F
Zl = 0, ’}1 = mr + ma, Ql = —221'{;? (341)
g

satisfazem (3.22)-(3.24) assintoticamente. Assim, determinamos expressdes
assintoticas dependendo de 8 parametros (hy, ..., ha, @q, bo, Mo, m1) para as
solugdes do Subsistema 1I. Como este subsistema é composto por trés equa-
¢oes de segunda ordem e duas equagdes de primeira ordem, claramenie as
expressées obtidas correspondem & solugdo geral do sistema. Além disso,
nenhuma perturbagio cresce mais rapidamente do que r quando r — oo, em
acordo com a hipétese adotada inicialmente.

Assim, quando w satisfaz (3.34), somente a componente assintdtica pro-
porcional a m, terd perturbagbes cujas componentes fisicas podem divergir
quando r — oo. Portanto, esta componente deverd estar ausente em um
modo normal neutro. A presenca da constante arbitraria mp em (3.41) cor-
responde ao fato de as equaces diferenciais para as perturbagdes serem in-
dependentes de 4;. Esta componente nio corresponde a perturbagoes fisicas,
podendo ser removida por uma transformagao de escala infinitesimal da co-
ordenada temporal. Em um modo normal, assumiremos sem perda de gene-
ralidade que mp = 0.

Quando w nao satisfaz (3.34), é mais dificil obter informacées sobre a
solugao geral, devido 3 existéncia de solugdes que divergem exponencialmente
para r grande. Vamos portanto nos restringir ao estudo do comportamento
de solugdes para as quais todas as componentes fisicas das perturbagoes sao

limitadas quando r — oc; estas solugdes claramente incluem os modos nor-
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mais quando estes existirem. Consideremos os seguintes casos:

1.

a <1, Imw =0, /% /a < |w| < %/ Neste caso, x4 é ima-
ginario puro; uma das solugées da versao homogénea de (3.19) cresce
exponencialmente, enquanto a outra decresce. Uma vez que estamos
considerando somente solugoes em que todas as componentes fisicas das
perturbactes sao limitadas para r grande, o termo ¢, serd exponenci-
almente pequeno; podemos tomar X{P) também exponencialmente pe-
queno. Para que a solugdo seja aceitavel, o coeficiente da solu¢ao que
cresce exponencialmente deve portanto ser zero. Assim, X, serd decaird
exponencialmente quando r — oo. Os argumentos apresentados ante-
riormente sobre o comportamento das perturbaces da componente §
do campo de calibre e da métrica ainda sdo vilidos neste caso; estas

perturbagdes serdo oscilatérias.

a>» 1, Imw=0, e? <« |w < e®/%/a. Este caso é semethante
ao anterior; pode-se mostrar facilmente que Uy sera exponencialmente
pequeno para r grande, enquanto as demais perturbagbesseguem o com-

portamento oscilatdrio descrito anteriormente.

Imw =0, |w| < e®/?min{l,\/a}. Neste caso x4 e £4 sa0 ambos ima-
ginarios puros; o argumento dos itens anteriores pode ser modificado
para mostrar que as perturbagtes emn ¢ e Ap serdo exponencialmente
pequenas para r grande, enquanto as perturbacdes da métrica terdo o

comportamento descrito nos itens anteriores.

Im w # 0. Neste caso, k¢, £4 € x4 s@o todos complexos; como nos ca-
sos acima, uma das solugdes das versdes homogéneas de (3.19) e (3.20)

cresce exponencialmente, enquanto a outra decai exponencialmente. A
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unica possibilidade para uma solucdo fisicamente aceitavel é que X,
e U, tendam a zero exponencialmente para r grande. A analise das
trés equagdes de Einstein (3.22)-(3.24) pode ser modificada para mos-
trar que as perturbagbes da métrica tammbém serdo exponencialmente

pequenas quando r -+ 0o,

A analise do comportamento assintético do Subsistema I € consideravel-
mente mais simples, e pode ser efetuada por métodos anélogos aos emprega-

dos para o Subsistema II. Os resultados sio:

1. Para Im w = 0, jw| > e%/2\/a, a solugéo genérica tem comporta-
mento oscilatério, dado por (3.29) e (3.30) 7 (as solugbes particulares
que aparecem nestas expressées podem ser tomadas exponencialmente

pequenas).

2. Para Im w = 0, |w| < e*/%/a, as solugdes em que as componentes
fisicas das perturbagfes sio limitadas para r grande tém 178 expo-
nencialmente pequeno e (1, com comportamento oscilatério, dado por

(3.30).

3. Para Im w # 0, as solugdes em que as componentes fisicas das per-
turbagdes sdo limitadas para r — oo tém W, §}, exponencialmente

pequenos.

7 A amplitude das oscilacdes de Q; cresce com rl1/2; entretanto, a componente fisica

associada a 2, & ggi)/ gg‘;}gﬁ‘i’ =0(Q,/r) = O(r"lfz), que tende a zero quando 7 — oo.
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3.5 Comportamento dos modos normais pa-
ra r pequeno

Uma vez que as equagées de estrutura radial tornam-se singulares em
r = 0, € necessario estudar o comportamento para r pequeno das solugdes
regulares (as 1nicas em que estamos interessados). Este estudo fornecerd
condicoes de contorno para a determinagio dos modos normais. Substituindo
séries de Maclaurin para cada uma das perturbagdes nos Subsistemnas I e II,
e expandindo os coeficientes das perturbagoes com o auxilio dos resultados

(cf. Sec. 2.6)

Xo = 61T+53?’3+"':
Us = 1dpr?+pert+---,
A = ar’ tagt o,

K = r+dsr®+.--.

pode-se mostrar que para r pequeno as perturbagdes comportam-se como

X1 = zyr+z27° +0(0%), {
Uiy = upr? + ugr + O(r%), (
Wi = wo+ wyr? 4 wert + O°), (

Py = Zit5=g0 +gor® + gt + 000, (3.45
M = 74 =+ &0lqrt + O(°), (
Q= @'+t +00%), (

M = wrl+t w4+ 000, (3.48

® Estes resuttados foram obtidos através de computagao simbélica, adotando a condigio
(3.17), ou seja, ) = P; = 0. Expressoes para alguns coeficientes de ordem superior foram
determinadas para posterior uso no estudo numérico dos modos normais (Segio 3.7).



PERTURBACOES DE CORDAS U(1) 60

As Unicas constantes arbitrarias nas expansoes acima sao z, U2, go, o, Wo €
@. Os coeficientes nas expansdes das varidveis do Subsistema I sdo funcgdes
lineares de wq € w3, enquanto que os coeficientes nas expansdes das varidveis
do Subsistema I1 sdo fungoes de z,, ua, go, lo- Os coeficientes nas expansoes
acima dependem ainda de w e dos coeficientes nas séries de Maclaurin de
Xo, Up, A e K. As expressoes para estes coeficientes sao bastante extensas,
e serdo por esta razdo omitidas. Com vistas a aplicagbes numéricas, notamos
aqui que na computa¢io de 3, uy, etc. todas as derivadas de ordem superior
de Xo, Uy, A e K em r = 0 podem ser expressas em funcao de ¢; = X(0)
e p; = LUJ(0) (omitimos as expressoes por brevidade); estes dltimos coefici-
entes podem ser obtidos com grande precisdo a partir da solugao numeérica
para Xo, Up, A e K em termos de splines quinticas (¢f. Cap. 2).

Os resultados acima mostram que o subespago de solugdes regulares em
r = 0 tem dimensao 2 no caso do Subsistema [ e 4 no caso do Subsistemna II.

Além da regularidade das solug¢bes em r = 0, devemos exigir que o espago-
tempo seja livre de singularidades conicas sobre o eixo-z, o que é equivalente

a exigir que
. Gee
him

= 1.
r—0 rzgrr

Uma vez que estamos adotando a condi¢do (3.17) e em vista de {3.47) temos
gt = K224, = O(r*) para r — 0, a condicio acima estard automati-

camente satisfeita para qualquer solugae regular do Subsistema II.

3.5.1 Consideragoes de estabilidade ¢ prior:

Mostramos nesta segdo que a partir das equagdes de estrutura radial
das perturbagées é possivel obter certas identidades integrais envolvendo

a freqliéncia w, as quais fornecem algnma informacao sobre a estabilidade
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da corda estitica frente as perturbacdes com simetria cilindrica que temos
considerado. Técnicas similares sio comumente empregadas em andlises de

estabilidade hidrodinamica [9].

- - - . L3 - - L]
Consideremos inicialmente o Subsistema I. E facil verificar que as equa-

coes
N eQAU.'
(Ke W) — 0, + KeMwle ™ —aX))W =0 (3.49)
34 24 ; 2,24
(_Q’) I (U W1 X3U0W1) + we Q] =90 (350)

K K
sdo equivalentes a (3.5) e (3.10). Multiplicando (3.49) por Wy e integrando
por partes sobre o eixo-r, obtemos
ZAU[;
K

[T W+ (aXd - wem WA + S0

= Ke*W;wi|” (3.51)

Para um modo instivel ou amortecido (Im w # 0), a andlise apresentada
nas duas se¢les anteriores mostra que as perturbagdes devem tender a zero

exponencialmente quando r — oo, enquanto que para r — { teremos
Ke *W;W/, = O(r?).

Portanto, os termos de contorno na equagio acima se anulam para um modo
com lm w # 0.
Analogamente, multiplicando (3.50) por €} e integrando por partes, ob-

temos

34 2A

>, € aY; —AIf 2€ Uy N *
/0 S0P = WPem ) - 162 (2 + X30WA00)dr

= (| (3.52)
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onde os termos de contorno se anulam para um modo instavel ou amortecido.

A equagao acima pode ser simplificada integrando por partes e empregando

{2.10); o resultado é

e?AU{
aK

AU} . - *
Q3 .
K Widyp . (3.53)

4]

ooe3A 2 g 2 —AIA 12 Se oAt
L (K517 — e i [7) + Wi Jdr =

[ K
onde os termos de contorno novamente se anulam. Finalmente, combinando

(3.51) e (3.53), obtemos a identidade

2 wlﬁ ‘21’—214‘/1;2 aezAQ Zd'_
W [T b AR+ 2 P =
" R - ae®
| st Ke AW + aXZAP) + S
262AU6 17* 0y
+3277 7 Re{ W} }]. (3.54)

Portanto, qualquer modo com Im w # 0 tera w? real, i.e., sua frequéncia
sera imaginaria pura. Note-se que a expressdo no lado direito de (3.54) nao
é positiva definida, de modo que ndo se pode excluir a prior: a possibilidade
de modos instaveis ou amortecidos. Isto € consistente com a andlise das duas
secoes anteriores: uma vez que hid duas solugbes regulares independentes
para o Subsistema ] em r = 0, e para w complexo existem duas solugdes que
divergem quando r — oo (¢f. {3.20)-(3.30)), é em principio possivel que para
valores discretos de w existam solugbes que sdo regulares em toda parte.
Devido & maior complexidade do Subsistema 11, a dedugio de uma iden-
tidade andloga a {3.54) para este sistema torna-se consideravelmente mais
trabalhosa. Antes de tratar o problema completo, é conveniente considerar o
caso mais simples em que os efeitos gravitacionais da corda sao desprezados.
Nesta aproximagao, a métrica ndo-perturbada corresponde ao espago de Min-
kowski (A = 0, K = r), e todas as perturbacoes da métrica se anulam; nao

€ necessario satisfazer as equagbes de Einstein, de modo que o Subsistema
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11 reduz-se a (3.3} € {3.4). Um célculo andlogo ao apresentado acima para o
Subsistema [ fornece a identidade
o 7|2
“’zf iz 4 DL -
o] 44

-
= e OGP U2, o X2 -
[+ O axg -1+ S0+ 2o g0

n 4 Xolo
r

Re{X; 01} }dr, (3.55)

que serd valida para modos com Im w # 0. A semelhanca de (3.54), esta
expressao diz apenas que modos instaveis ou amortecidos terdo freqiéncias
imagindrias puras, nao excluindo a possibilidade de sua existéncia.
Consideremos agora o Subsistema II propriamente dito, assumindo um
sistema de coordenadas onde (3.17) é vdlida. Mostraremos mais abaixo que

o Subsistema II pode ser escrito na forma
(Ey) + VWy' + V3y + Dy =0, (3.56)

onde y = (X1, Uy, 21,41, @1)", e E(r), VO(r), V(1) e D(r) sio matrizes
5 x 5 que nao dependem de w, com = e D diagonais. Pode-se provar usando

integracdo por partes que um sistema linear genérico da forma. (3.56) satisfaz

a identidade integral ®
W / " yIDy*dr = ] T Y'SY*dr — / YTAY*dr
0 D 0
— [y Sy + 1y (S - AT, (3.57)

onde Y = (y%,...,u%y",...,4°)T, S e A sio respectivamente as partes

simétrica e anti-simétrica de

b=

VY v _iy)
V= ( Vi) = ) (3.58)

® A demonstra¢io deste resultado serd omitida por brevidade.
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e S e A sio as partes simétrica e anti-simétrica de V(). Claramente,
a primeira integral a direita em (3.57) é real, enquanto que a segunda ¢
imaginaria pura. Basicamente, a identidade (3.57) pode ser empregada para
decidir (a} se os modos normais terdo ou nao w? real, e () se para um modo
pormal a parte real de w? terd ou nio um sinal definido a priori. Para
responder a questdo (a) afirmativamente, € preciso mostrar que o sistema
de equaghes em estudo pode ser escrito na forma (3.36) de maneira que
A = 0 ou. equivalentemente, que V1) seja anti-simétricae t V) — V(2 geja
simétrica. A questdo (b) tera uma resposta afirmativa se a primeira integral
no lado direito for positiva definida. Pode-se mostrar que se os elementos da
diagonal de D forem todos positivos, entdo uma condigao suficiente para isto
€ que a matriz S seja positiva definida.

Verifica-se por calculo direto que a forma (3.56) pode ser obtida reescre-

vendo o Subsistema Il na forma equivalente

SWZKS;” — KX{SE =0 (3.59)
7t ],S = 0 (3 60)
_K(S(l} + Srr _1. ))" (Kf_‘ ']—KAI)S”) :0 (3 )
K[SE + 355+ S — SH) - (K'— KA)Sf) =0. (3.63)

Esta maneira de escrever o Subsistema II na forma (3.56) nio é tnica. Além
de multiplicar as equagdes por fungoes arbitrérias, pode-se adicionar a cada
uma das equagoes multiplos arbitririos de S (y = 0 sem alterar a forma
(3.56). Quando o Subsistema II € escrito como (3.59)-(3.63), os coeficientes

em (3.56) sao

24

2 — diag(8mn?K, 8t — K,—K,K)
oK



PERTURBACOES DE CORDAS U(1) 65

A

D = diag(8mp’Ke ™, 8:1'?}2%, Ke ™ 0, Ke™#)
0 0 0 8mn?K X} 0
0 0 Sfrr;”—?gﬁ ﬂngﬂgfgﬁ —8#1}2%!&
vl = 0 —sr? LR A 0
~8rn?K X} 0 —iKA" K'-KA KA -K'
0 S 0 K -KA& 0

(a expressao para V(@) serd omitida por brevidade). Ainda que a maioria dos
elementos de V(U satisfaca V,-g-l} = —V}En, a matriz nao € anti-simétrica; além
disso, é facil ver que os tinicos elementos ndo-nulos de sua parte simétrica nao
podem ser eliminados utilizando a liberdade mencionada acima. Portanto,
nao ¢ possivel responder afirmativamente a questdo (a) formulada anterior-
mente. A questdo (b) nao fol investigada em detalhe; entretanto, acreditamos
que sua resposta seria negativa, uma vez que mesmo no caso mais simples
em que os efeitos gravitacionais da corda sdo desprezados o sinal de Re w?
nao é definido a priori.

Outro argumento a favor da inexisténcia de modos instiveis ou amorte-
cidos para o Subsistema II provém da analise das duas se¢des anteriores. O
comportamento assintotico de uma solu¢ao arbitraria do Subsistema II para
w complexo (¢f. Sec. 3.4) inclui 5 componentes que ndo devem estar presen-
tes em um modo normal (trés componentes que divergem exponencialmente,
e as componentes proporcionais a my e my ); entretanto, ha apenas 4 solugdes
regulares independentes em r = 0. Assim, provavelmente para nenhum va-
lor de «w sera possivel satisfazer as condigbes de contorno correspondentes
a um modo instivel ou amortecido. Note-se que este argumento também

mostra que ndo devem existir modos complexos em que todos os campos se

propagam para o exterior.
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3.6 Estudo numérico dos modos normais

3.6.1 Modos instaveis e amortecidos

Uma vez que as identidades integrais derivadas na se¢do anterior nao
resolveram definitivamente a questdo da existéncia de modos instavels ou
amortecidos, realizamos um estudo numérico para determinar estes modos,
caso existam. Para isto, é necessario resolver os problemas de autovalores
associados aos Subsistemas ! e Il com condigbes de contorno de regulari-
dade das perturbacdes em r = 0 e de decaimento exponencial das mesmas
para r — oo. Os métodos para a solugao numeérica deste tipo de problema
dividem-se em duas classes [30]: métodos de valor inicial (shooting e suas va-
riantes) e métodos globais (nos quais o problema discretizado é considerado
como urn problema algébrico de autovalores, permitindo a determinacio de
varias autofun¢des simultaneamente}. Neste estudo, empregamos um método
de colocagao com splines cibicas (um método global}, j& que temos pouca
informacao a priori sobre o espectro de autovalores, especialmente no caso

do Subsistema II.

Para maior flexibilidade, construimos um programa que é capaz de tratar

problemas da forma geral

ey" + VWy + vBy = EVOy, (3.64)
onde y = (¢',...,49)7%, €, VI, V@ V& 530 matrizes ¢ x ¢, com € =
diag(es,...,¢), € =0oul, e E é o autovalor (no caso em estudo £ = w?).

O Subsistema 1 tem a forma (3.64) com g = 2, Y= (I-AF], Ql) e€1 =€ = 1.

Introduzindo as variaveis

Bh=2i+%, A=21~%,
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e assumindo um sistema de coordenadas onde (3.17) é valida, o Subsistema
II pode ser escrito na forma (3.64) com ¢ = 5, y* = ();’1‘ {A'l, Ay, f"l,Ql), € =
(1,1,1,0,0).

No método de colocacio com splines cibicas, as autofun¢des sdo aproxi-
madas sobre um intervalo finito 0 < r < rpae = NA por uma combinagio
linear de B-splines cibicas [24],

N+3

=3 N -——k+4)
k=1 h

j=1,...,q, onde
() =13 CE
= 4 -9
e [£] denota a parte inteira de {. Exige-se que as solugdes a.proxirnadas
satisfacam as equagoes diferenciais (3.56) em r = h,24,. h (devide &
singularidade das equagdes em r = {, nao exigimos que as equagdes sejam
satisfeitas neste ponto}, além de condi¢bes de contornoem r = 0 e r = Nk,

A discretizacdo das equagdes diferenciais fornece o conjunto de N¢ equagdes

3 ) g 3
ah? Y Dby + 3 o VEP(mh)DC — h VP (mh)Dd)e,
k=1 j=1k=1
7 3 3)
= wZZZ (mh)Dyc ks
j=1k=1
onde 5 N
, 7
(.
D) = it

Uma vez que ha (N + 3)g incdgnitas ckj, é necessario especificar 3¢ condigdes
de contorno. O problema de valores de contorno pode ser entao representado

em forma discreta por um problema algébrico generalizado de autovalores,

Ac = EBc, (3.65)
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ondec = (),...,enta &y CaTa -2 €0h o CySs) T € A, B sio matrizes
(N + 3)¢g x (N + 3)g. O problema (3.65} pode ser resolvido numericamente
através do algoritmo QZ [31, 21].

Em geral, muitas das autofungdes produzidas por um método numérico
global nao correspondem a autofunc¢des do problema original {30], dando ori-
gem a modos espirios que podem ser identificados resolvendo o problema
(3.65) para duas grades com espagamentos contrastantes. Os autovalores e
autofungdes espiirios sio muito sensivels as condi¢bes de discretizagdo, en-
quanto os autovalores e autofungdes verdadeiros devem convergir para limites
definidos quando & — 0.

No caso dos Subsistemas I e I, as condicdes de contorno foram escolhidas

da seguinte maneira:

1. Condicées em r = Tpax = VR, Uma vez que é dificil obter informagdes
detalhadas sobre as taxas de decaimento exponencial das perturba-
¢bes em um modo normal com Im w # 0, foi necessirio substituir
as condigdes assintdticas empregadas anteriormente na determinagao
da solugiio estitica pela condigdo mais grosseira y’(rmax) = 0, onde
rmax € tomado muito maior do que as escalas radiais caracteristicas dos

campos da corda estatica.

2. Condicoes em r = 0. Estas condigbes sdo determinadas a partir das ex-
pansdes de Maclaurin (3.42)-(3.48). Uma vez que as splines ciibicas 5o
funcoes de classe C?, somente é possivel utilizar condicdes de contorno
envolvendo derivadas até a segunda ordem. Um conjunto de condigdes

que pode ser empregado é
Xi(0) = X7(0) = U(0) = U{(0) = W{(0) = I’ (0) = A;(0)
= A7(0) = @:(0) = &(0) = n(0) = X(0) = 0,
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~ -

WI0) = w(W3(0),300(0)),
T7(0) = g2(307(0),T4(0), A1 (0)),

onde as fungdes w; e g; foram definidas na Segao 3.5.

No estudo numérico, foram consideradas cordas estaticas com parametros
nos intervalos 1072 < 5 < 107!, L < o < 8; as solugdes estiticas correspon-
dentes podem ser obtidas pelos métodos descritos no capitulo anterior. Os
coeficientes nas equacgdes de estrutura radial das perturbagdes, que envolvem
Xo, Us, A, K e suas primeiras derivadas, podem entéo ser calculados para
qualquer valor de r através de suas expressdes em termos de splines quinticas.
Para cada {7, a) fixos, o problema de autovalores discretizado (3.65) foi re-
solvido com varias combinacoes de h e rp. = Nkh. A analise dos resultados
indicou que, como esperado, os Subsistemas I e II ndo possuemn modos com
Im w # 0. Assim, a corda estatica é estavel em relagao a perturbagdes com
simetria cilindrica. Esta conclusdo também é valida para o Subsistema II

quando os efeitos gravitacionals sdo ignorados.

3.6.2 Modos neutros

Subsistema I. Consideremos inicialmente o caso em que Im w =0, |w| >
/% /o; vimos na secdo 3.4 que as componentes fisicas das perturbagdes
tendem a zero quando r — oo para qualquer solugao do subsistema. Logo,
qualquer solug¢do que é regular em r = ( serd automaticamente um modo
normal. Como a freqiiéncia w € arbiiraria, os modos neutros do Subsistema I
formam um espectro continuo. Além disso, como o subespago formado pelas
solugdes regulares em r = 0 é bidimensional (¢f. se¢do 3.5), ha dois modos

normais para cada freqiiéncia w tal que |w| > €%/% /.
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Os dois modos neutros podem ser determinados numericamente inte-
grando o Subsistema I (empregando um método de Runge-Kutta, por exem-
plo} a partir de r = 0 com duas condigoes de contorno hinearmente inde-
pendentes correspondentes a solugdes regulares. Na prdtica, devido a sin-
gularidade das equagbes em r = 0, é preciso Iniciar a integracdo em algum
raio positivo pequeno r = riy. empregando condigoes iniciais derivadas das
séries de Maclaurin truncadas (3.44) e (3.48). Os dois modos normais sao
normalizados pelos valores das constantes arbitrarias wy € wy que aparecem
nestas expansoes:

Modo I1: wp =1, o, =0

Modo 2: wp =10, oy =1

A Fig. 3.1 mostra exemplos de solugbes numeéricas para estes dois modos
para uma corda com n = 107}, a =%,

No caso em que Im w = 0, |w| < e%/%/a, uma das solugdes em (3.29)
diverge exponencialmente. A fim de eliminar esta solucao, sempre € possivel
tomar uma combinagio linear conveniente das duas solugdes regulares em
r = (. Assim, neste intervalo do espectro havera apenas um modo neutro
por freqiéncia, que normalizaremos como o modo 1 acima. Este modo tera
perturbacbes em A, que decaem exponencialmente, sem oscilagio, para r
grande. Este modo normal pode ser determinado numericamente integrando
o Subsistema [ sobre um intervalo riy;. < r < rpax, com condi¢des iniciais de-
rivadas das séries de Maclaurin truncadas apresentadas na secio 3.5. O raio
rmax € tomado suficientemente grande para que a componente exponencial-
‘mente pequena na perturbagio Wy seja desprezivel em relagdo & componente
que cresce exponencialmente. O modo normal procurado € entdo aproximado
por uma combinagido linear das solucdes regulares tal que W (Tmax) = 0, nor-

malizada adequadamente. A Fig. 3.2 mostra um exemplo desle tipo de modo
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neutro para a corda com f = 10‘1, a =1
Em vista de (3.29)-(3.30), o comportamento assintotico dos modos neu-

tros na porgao de “alta freqiiéncia” do espectro {Jw| > €*/%\/a) é dado por

ﬁ’l ~ An.-r_uzcos(rc,;rJréw), (3.66)

Qy ~ Aar'’?cos(k,r + 6q), (3.67)
enquanto que na porgio de “baixa freqiéncia” ( |w| < €*/?\/a), vimos que
existe apenas um modo com o comportamento (3.66) e gp, exponencialmente
pequeno. As figuras 3.3 e 3.4 mostram as amplitudes {Aw, Aq) e fases
(6w, 6q) dos modos normais nas duas regides do espectro, para dois valores
da razao entre as massas dos campos escalar e de calibre. Na regiao de alta
freqiiéncia, as amplitudes e fases variam monotonicamente com a freqiencia;
na regiao de baixa frequéncia, a amplitude de Ql para o unico modo passa
por um minimo em uma certa freqiéncia wo, na vizinhanca da qual a fase
varia rapidamente de 180°. Na teoria de oscilagoes de modelos estelares, estas
duas caracteristicas estio normalmente associadas a existéncia de um modo
complexo que se propaga para o exterior, cuja freqiéncia estd situada perto
do eixo real [13]. No presente caso, provavelmente existira uma freqiiéncia
complexa w = wp +1/70 (7o > 0) para a qual € possivel construir uma solugao
regular em r = 0, com as seguintes propriedades: (1) as perturbagoes em
go. propagam-se para o exterior, e {2) as perturbagbes em A, tendem a zero
exponencialmente para r grande, propagando-se em diregio ao eixo-z. Desta
forma, nao existe uma analogia completa desta solugdo com um modo que se

propaga para o exterior em um modelo estelar.!?

1%Como discutido na Sec. 3.6, é possivel em principio que existam modos complexos nos
quais as perturbagbes em ¢g; ¢ A, se propagam para o exterior; entretanto, nao procurou-
se encontra-los numericamente.
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- Subsistema II. Adotando a condigao (3.17), vimos na segao 3.5 que exis-
tem 4 solucdes independentes que sio regulares em r = 0. Em termos das
constantes arbitrarias zp,us, go, lo que aparecem em (3.42), (3.43), (3.45),
(3.46) e (3.47), estas solugdes podem ser escolhidas da seguinte forma:

Solugdo 1: x1 =1, up =0, g0 =0, lp =0

Solugdo 2: 2, =0, up =0, ga =1, =1

Solugdo 3: r1 =0, uz =0, go=1, h=-1

Solugdo {: 2z, =0, uz=1, =0, b =0

Observamos inicialmente que a solugdo 3 corresponde a solucio exata
trivial em que 4; = 1 e todas as demais perturbacoes se anulam; esta é uma
solugao porque as equagdes do Subsistema II nio dependem explicitamente
de 4.

Se fw| > e*/?max{l,/a}, vimos na secao 3.4 que para uma solugao

genérica do Subsistema II a perturbacdo 4, comporta-se como

m . m
o~ mar + mo + ?13—’,22 SIN K,T + ﬁi—fi cos Kyr+ ... (3.68)

gquando 7 — oo, enquanto que as demais perturbagoes decaem com com-
portamento oscilatério. Portanto, a fim de construir um modo normal (i.e.,
uma solugio regular tal que 44 — 0 quando r — oc), podemos eliminar
a componente assintética mqr + mp de cada uma dentre as solugoes 1 e 2
adicionando miiltiplos adequados das solugdes 3 e 4. Claramente, este pro-
cedimento permite construir dois modos normais independentes para cada
freqiiéncia (temos novamente um espectro continuo). A normalizacdo ado-
tada para os modos é

Modo 1: X}(0) =1

Modo 2: Z,(0) = 1.

Para determinar numericamente os modos neutros do Subsistema II,



PERTURBACOES DE CORDAS U(1) 73

comegamos por reescrever o sistema na forma

y =1(y,r), (3.69)

onde y = (Xl, ffl,Al,f‘l,Ql,);’{,[}{,A;]. As primeiras trés componentes de

(3.69) sao simplesmente

A equagio para y* pode ser obtida resolvendo Sty = 0 para ", a equagao
para y* pode ser obtida resolvendo Sfjy = 0 para Q! e eliminando f’; com
o auxilio da equagio para y*. Finalmente, as equagdes para 3%, y7 e y*
provém de S&” =0, S[(}} =0e S(zf) = 0, respectivamente.

O sistema de primeira ordem (3.69) é entdo integrado numericamente
sobre um intervalo rigie < r € rmax, com condigdes iniciais derivadas das
séries de Maclaurin truncadas apresentadas na segio 3.5; desta maneira, sdo
produzidas aproximagdes numeéricas para as solugdes 1, 2 e 4 discatidas acima.
0 raio rgax € tomado suficientemente grande para que a perturbagao ¥, siga
com boa aproximacio o comportamento assintético (3.68) em algum intervalo
7y €7 € Tmax tal que (Pmax — T1) > 27/Kyg, 2r/ka, 27/k, (em outras
palavras, o intervalo m < r < rma deve conter varios comprimentos de onda
de cada periurbacio). A seguir, os parametros assintéticos mg e my sdo
estimados para cada uma das soluges 1, 2 ¢ 4 ajustando-se pelo método dos
quadrados minimos uma equacao da forma {3.68) a solugdo numérica para
4. Finalmente, os modos 1 e 2 sdo construidos como combinagdes lineares
das solugdes 1, 3, 4 € 2, 3, 4, respectivamente. A Fig. 3.5 mostra exemplos
de solugdes numéricas para os modos de “alta freqiiéncia” do Subsistema 11
para a corda com 7 = 1071, a = 1.

Consideremos agora os modos com freqiéncias que nio satisfazem (3.34):
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1.

3.

Se
a<l, € /a < |w < e (3.70)

existira uma solugio em que X; diverge exponencialmente para r grande
(cf. Sec. 3.4). Se esta componente for removida das solugoes 1 e 2 com-
binando convenientemente cada uma destas solugbes com a solugio
4, entdo para cada uma das solugdes 1 e 2 modificadas a funcao 4
comportar-se-a como em (3.68). Combinando as solu¢bes modificadas 1
e 2 com a solugdo 3, é entdo possivel remover a componente assintética
myr 4 g, obtendo-se assim um tnico modo normal por freqgiiéncia,
que tera perturbagbes exponencialmente pequenas em X (Este modo
sera normalizado como o modo 2 definido anteriormente.). Numeri-
camente, pode-se utilizar um procedimento similar ao descrito para o
Subsistema I na regido de baixa freqiiéncia, seguido de um método de
quadrados minimos como descrito no caso anterior para o Subsistema
II. Um exemplo de modo normal com freqiiéncia que satisfaz (3.70) é

mostrado na Fig. 3.6.

Se
a>1, €< |w| <e*?V/a, (3.71)

a sttuacao é completamente analoga ao caso anterior, com a diferenca
de que o modo normal terd U/; (e ndo X;) exponencialmente pequeno
(Novamente, o modo sera normalizado como o modo 2 acima.). Um

exemplo de modo normal cuja frequéncia satisfaz (3.71) é mostrado na

Fig. 3.7.

Se
lw} < e*/? min{1, /a}, (3.72)
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entdo havera duas componentes assinidticas que divergem exponenci-
almente (uma associada com X, e outra com (:G). Combinando con-
venientemente as solugdes 1, 2, 3 e 4 é possivel eliminar estas com-
ponentes, juntamente com a componente constante mp que aparece
na perturbagio ;. Em geral, a combinacdo resultante ainda possuira
a componente linear indesejada myr; entretanto, é possivel que esta
componente se anulasse para certos valores discretos de w, que corres-
ponderiam a modos neutros. Determinando m; numericamente para
varias freqiiéncias no intervalo (3.72) com métodos similares aos em-
pregados nos casos anteriores (Fig. 3.8), verifica-se que m; possui zeros
reais em alguns casos (como a corda com a =2, § = 0,1}, mas ndo em

outros (como a corda com o =%, n=0,1).

As Figs. 3.9 e 3.10 mostram as amplitudes e fases assintéticas dos modos
normais discutidos acima, para dois valores da razio entre as massas dos
campos escalar € de calibre (¢ = §, 2). As amplitudes e fases sdo definidas

pelos comportamentos assintéticos

o~ A% cos(r,r + 6y), (3.73)
X, ~ Axr-1? cos(kgr + 0x), (3.74)
0'1 ~ Apri/? cos(kar + by). (3.75)

As amplitudes e fases dos modos variam de maneira geralmente mondétona,
nao exibinde minimos de amplitude nem variagbes bruscas de fase; isto su-
gere que, em concordancia com a expectativa inicial, ndo existem para o
Subsistema II solugdes analogas aos modos complexos que se propagam para

o exterior em modelos estelares.



Capitulo 4

VORTICES POLITROPICOS
CILINDRICOS

4.1 Introducao

As cordas cosmicas discutidas nos capitulos anteriores tinham densidade
newtoniana aproximadamente nula {devido a equacdo de estado ¢ = —P.
e as desigualdades |Py|, |P] <« [P,]), e o espago-tempo correspondente
aproximava-se assintoticamente do espago de Minkowski com déficit angu-
lar. Neste capitulo, introduzimos uma nova classe de modelos estacionarios
com simetria cilindrica, representando vértices auto-gravitantes em um gas
ideal relativistico com temperatura uniforme. A densidade newtoniana de
um tal sistema € obviamente positiva, de modo que o limite assintdtico da
métrica corresponde & solugao de Levi-Civita [14]. Na construgio de um
modelo de vértice, hd a liberdade de especificar uma funcdo arbitraria que
descreve o perfil de velocidades angulares do fluido em torno do eixo de si-
metria. A suposicio de um perfil isotérmico implica que 0 modelo de vortice
terd algumas propriedades interessantes, como a auséncla de uma superficie

exterior onde é necessario considerar condigoes de jun¢ao para a métrica, a

76
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possibilidade de obter novas solugoes por transformacoes de escala das co-
ordenadas e campos, e a existéncia de expressoes simples para a densidade
linear do vértice, onde os efeilos da rotacdo aparecem claramente. No caso
sem rotacao (correspondente a uma coluna estdtica de gas ideal), estas propri-
edades permitem descrever completamente a variedade de modelos possiveis:
no caso geral somente é possivel estudar perfis particulares de velocidade an-
gular. Os métodos numéricos mais convenientes para a determinagao destas
solucées baseiam-se na integracdo numérica das equacoes de Einstein a partir
do eixo de simetria, escolhendo as condigdes iniciats de modo que a solugio
tenha o comportamento assintético desejado para r grande {em outras pa-
lavras, sio métodos de shooting). Uma vez que as solucdes numéricas para
vértices tendem a ser bastante sensivels as condigOes intcials sobre o eixo de
simetria, as expressoes acima mencionadas para a densidade linear do vértice
sdo empregadas em um metodo de refinamento que é efetivo contanto que
as velocidades tangenciais do fluido ndo sejam excessivamente préximas da

velocidade da luz.

4.2 Equacgoes de campo para um vértice ci-
lindrico

Nesta secao, derivamos equagoes de campo que podem descrever um
vértice cilindrico estacionario de fluido perfeito. Assumiremos que o vértice
¢ infinitamente longo, e estudaremos o caso particular em que o fluido é um
gas ideal com temperatura uniforme.

A métrica de um espago-tempo estacionario com simetria cilindrica pode
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ser escrita como

ds? = —e?4dt? + dr? + K?(e™' — K?B%)d#? + 2e* K Bdtdf + 2+ 452,
(4.1)

onde (t,7, 8, z) séo coordenadas cilindricas e as fungdes A, B, C e K depen-

dem apenas de r. Esta parametrizagido da métrica é escolhida de forma que

o determinante da métrica tenha a forma particularmente simples

g = ~R%e*

No limite r — 0, assumiremos que a métrica tende a forma nao-singular
ds® = —dt* 4 dr? + r*df* + d2* + 2B.r'dtds, (4.2)

onde B. = B{0) é uma constante. Verifica-se por calculo direto que os
invariantes de curvatura desta métrica sdo finitos em r = 0; além disso.
veremos mmais adiante que a forma (4.2) é consistente com as equagdes de
Einstein correspondentes a métrica (4.1) no limite r — 0.

O tensor de energia-momentum de um gés ideal é [37]
TH = putu” + p(u*u” + ¢**), (4.3}
onde
p=potmnp (44)

¢ a densidade total de energia, pg € a densidade de repouso, p é a pressio, n

é o indice adiabitico! e u* é a quadrivelocidade, normalizada na forma usual

uut = —1. (4.5)

10 indice adiabatico € uma fun¢io do parametro & = my/kpT, onde my é a massa de
repouso das moléculas do gas, kg ¢ a constante de Boltzmann e T' é a temperatura [38].
Para um gas ideal no limite cldssico (s > 1), n — 1/(y — 1), onde y = ¢p /ey ¢ a razdo
entre os calores especificos a presséo e a volume constante. No limite relativistico extremo
(k€ 1),n—3. '
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A equacgao de estado de um gas ideal relativistico é [3§]
p = poRT,

onde T é a temperatura e B = kp/mg é a constante do gds. Assumiremos

aqui que o gas tem temperatura uniforme, de modo que
Po = Kp, (4.6)

onde £ = 1/ KT € uma constante.
No caso de um vértice cilindrico estacionario, po, p e u* dependem apenas
de r, e é possivel escolher o sistema de coordenadas de forma que a quadrive-

locidade tenha somente as componentes u' e u?. A condicio de normalizacio
G

(4.5) torna-se entdo
62,4(“{)2 _ QEAKZButUB _ K2(6—4A . KEBZ)(u&)Z =1.

A fim de simplificar as expressdes envolvendo a quadrivelocidade, é conve-
niente parametrizar a solucio geral da condi¢do de normalizacio acima em
termos de uma sé6 funcéo arbitraria. Uma parametrizacdo relativamente sim-

ples é dada por
24

ut = e V1 40T 4 KBy, W= e?v, (4.7)

onde v é uma fun¢io arbitréaria.

A métrica e os campos gg, p € u* devem satisfazer as equagbes de campo

de Einstein
S = G" 4+ 8xT™ = 1,

as equagdes de “conservacao de energia-momentum”

F*=Tw =g
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{que sao uma consequencia das equagdes de Einstein) e a equagao de conti-
nuidade

(pou*)y = 0.
Para o vértice em consideracdo, € facil ver que esta iltima equagao é auto-
maticamente satisfeita. Por calculo direto, verifica-se que as unicas equagdes

de Einstein nao-triviais sao
i 8é
Stt:S =Srr:S =Szz:0’

e que as equagdes de conservagao tém somente a componente radial (equagao

hidrostética), que pode ser escrita como
K’ e34
p=—(n+p|A(1+3Y - —vi- —(e*KB)vv1 +v?], (4.8)

onde ' = d/dr e
1 =&+n. (4.9)

Assumindo que (4.8} € valida, verifica-se através das identidades de Bi-

anchi que as equagdes de Einstein satisfazem a relacao

%Srr + I‘:t gt + I‘ﬁr 5+ 2F;-9 St& + I«ggsee + r;z 577 = 0,

e portanto somente quatro das cinco equagoes serdo independentes. A e-
quagio 5™ = 0 envolve apenas derivadas de primeira ordem da métrica; as
demais equagdes de Einstein envolvem (linearmente) as derivadas A", B”, C”
e K" Uma simplificagdo consideravel é obtida resolvendo-se estas quatro
equagdes para as derivadas segundas; omitindo os detalhes do cédlculo, os

resultados sao

]
A"+ 3Q+ %[3(14’)2 +3A'C' - %C’]
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= dzpl(n +2) + 2z + )¢} (4.10)
h"f
B" + @B+ 4A +C'+ 3-]-\,*)8’
K’ ﬁ
- ! ! A.‘
+ [C ~ A(C"+5 K |B
=24
= 4rpla(n+1)S G vV1+ v% — B{(n +6) + 2(y + 1)v?]} (4.11)
C" - 4Q+CC"+ K) —8xp(n + 1)(1 +v%) (4.12)
- 1
K' + QK+ %A’(BA’ +C"-2 K VK — EK'C’
= 4xKpl(n+4) +2(y + 1), (4.13)
onde
GA —A 2 pyi2
Q= Sl K2 BYP
Em termos da quantidade €, a equacdo 5™ = 0 pode ser escrita como
L e oK C'K
Q—§A(3A +C ZK)— 5K + 47p. (4.14)
Eliminando @ das equagdes (4.10)-(4.13) com o auxilio de (4.14), obtemos
K’ K’
A" 4 BARA+C - ) - 202 -
= 4xp[(n — 1)+ 2(n + )07 (4.15)
B" 4+ (A +C'+ 3?; ) B’
n" i
+ [20* y (11A’ +20" - 14%)]3

vvl + 22— Bl(n+7) +2(n + 1)v7]} (4.16)

- F

= 4dnp{d{n+ 1]

" ! ' ¢ P
c" o+ C(C+3K) 2434 +C' —2)

= —8xp[(n — 1)+ (5 + 1)o7 (4.17)
K" — C'K'+24'(3A +C' - 2%)1{

= 4nKp[(n+3) + 2y +1)07). (4.18)
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Em conclusdo, temos cinco equagdes independentes e seis incognitas A, B,
C, K, p e v, de modo que uma das incognitas pode ser prescrita arbitraria-
mente. Ao construir modelos de vértices, parece-nos mais natural prescrever
o perfil de “velocidade” v(r). Entretanto, v é proporcional & u® = df/ds, de
modo que no limite v — oo o fluido move-se préximo a velocidade da luz.

Uma medida mais convenicnte para a velocidade tangencial do fluido é dada

por
d/dt

(d8/dt)max’

onde df/dt = v®/u* é uma medida da velocidade angular do fluido e

A=

dd _ 34
di) — K{l+e*4KB)
é a velocidade angular correspondente a uma particula com velocidade tan-
gencial igual i velocidade da luz.* Note-se que A varia entre 0 e 1. Com o
auxilio de (4.7), obtemos
Ao (1+e*KB)v
- VIt vl e?AK By

No estudo numérico dos modelos de vértices (Sec. 3), a fungao A(r) sera

(4.19)

prescrita arbitrariamente; em vista de (4.19), v pode ser expresso em termos

de A como

A
{[1+ e KB(1 - A)]2 - A2}1/2

(4.20)

T =

?Note-se que df/dt é uma quantidade que depende da escolha do sistema de
coordenadas.
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4.3 Condigoes de contorno para um vértice
isolado

4.3.1 Condigoes sobre o eixo-z

Procuraremos construir vortices em que a os campos de pressdo, densi-
dade e velocidade sejam regulares sobre o eixo-z. Devido a simetria cilindrica

do problema, a velocidade tangencial deve se anular em r = 0:
v(0) = 0. (4.21)

Além disso, adotando a forma limite {4.2) para a métrica, ndo havera singu-
laridades conicas sobre o eixo-z. Comparando (4.2} com (4.1), obtém-se as

condigdes de contorno

A(0) = C(0)= A'(0) = C'(0) = K(0) =0, (4.22)
K'(0) = 1, B(0)= B. (4.23)

Note-se que os valores de B, e da pressdo central p. ndo sdo conhecidos a
priore.

Com o auxilio de um programa de computagio simbdélica, pode-se mostrar
que o comportamento das solugbes de (4.8) € (4.15)-(4.18) que satisfazem as

condi¢des de contorno acima para r pequeno é dado por

A = aprttart+---

B = Botbyr? by’ bt
C = carf+ert+-o-

K = rdkge® 4.

P o= petprte
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onde assumimos que a fungao prescrita A(r) tem o comportamento
A=6;r+62r2+---

Nas expansdes acima, somente os parametros p. € B, sao arbitrdrios; os
demais coeficientes podem ser expressos como fungdes nao-lineares destes (as

expressoes sao omitidas por brevidade).

4.3.2 Condigoes assintoticas

Esperamos que a densidade, a pressao e a velocidade decaiam rapida-
mente com a distincia; assim, no limiter — 0o a métrica deverd aproximar-se
da métrica de Levi-Civita [14], que representa uma distribuigio de massa con-
centrada ao longo do eixo-z, com densidade linear constante k. Esta métrica

é usualmente dada na forma
ds? = —(R/Roy* "™ (d1? — d?) + B(R/ Ro)"***d0" + (R/ Ro)~**dz?,

onde Hy é um fator de escala. A relacdo entre a coordenada radial B e a

coordenada r introduzida anteriormente ¢ dada por
== (%)
To Ay ’

A=142k(1 +2&) (4.24)

onde

e rg = Ro/A. Em termos de r, a métrica de Levi-Civita pode ser reescrita

COINno

dsz — —(r/ro)‘ik(l“k)"’\dtz + dr2 + /\grg(r/ro)(ngw‘dﬂz + (r/r'g)_‘ik‘udzz.
(4.25)
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As fungées A, B, (' e K correspondentes a métrica acima sio

A = (1 - %) Inr +Inco (4.26)

= 0 (4.27)
C = -ﬁiiﬂlnr-l-lncl (4.28)
K = crltoeesii)/a (4.29)

onde os ¢; sdo constantes positivas.

A métrica de Levi-Civita (4.25) é uma solugdo exata de (4,15)-(4.18) com
p=0ep=10 Portanto, a métrica do vortice somente podera se aproximar
de {(4.25) se os campos de pressao, densidade e velocidade decairem com
suficiente rapidez quando r — oo. A seguir, determinamos algumas condicdes
para as quais 1sto ocorre. Por simplicidade, assumiremos que o perfil prescrito
de “velocidade” A(r) decal exponencialmente para r grande; em vista de
(4.20), o mesmo ocorrera com u(r). Neste caso, se a funcao A{r) tem a
forma assintética (4.26), a equagdo hidrostdtica (4.8) pode ser aproximada
para r grande como

P=-+1(1-3)%

que tem solucdes da forma

p ~ const.r™?, (4.30)

onde
q=(n+1)(1——)l:)- (4.31)

Consideremos agora as equagbes (4.15), (4.17) e (4.18), nas quais a funcio B
néo aparece. Se a métrica do vdrtice se aproxima assintoticamente da métrica
de Levi-Civita, a razao entre o lado direito de cada uma destas equacdes e

um termo qualquer no lado esquerdo sera assintoticamente O(r?p). Assim.
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para que seja permissivel desprezar os termos proporcionais a p em primeira

aproximagao é necessario que

lim r?p(r) = 0. (4.32)

r—o0
Mostraremos mais adiante (secao 4.4) que no caso sem rotagao (v = B = 0).
k {e portanto ¢) € uma fungdo do parametro 7, tal que ¢ > 2 paran > 1
{esta desigualdade € sempre satisfeita nos casos fisicamente relevantes, porque
k>0en>1[37]). Assim, (4.32) serd automaticamente satisfeita no caso
sem rotagao. Se v, B # 0, veremos que o valor de & deve ser modificado
por correcoes que dependem do perfil de velocidade v(r) e do coeficiente
métrico g;.. No limite classico, estas corregoes sao sempre positivas, o que
contribui para o aumento do valor de ¢ dado por {4.31). No caso relativistico,
o sinal das corregbes nao é conhecido a priors; nos exemplos numéricos que
consideraremos (se¢do 4.5) as correcoes a densidade sdo sempre positivas, de
modo que ¢ > 2 e é consistente assumir que 4, €, K e p aproximam-se
assintoticamente de seus valores correspondentes a solucio de Levi-Civita.
Resta ainda considerar o comportamento assintético detalhado de B(r}
quando r — oo. Uma vez que o coeficiente de B no lado esquerdo de (4.16)
é O(r~?%) para r grande, e o lado direito da equacao é O(pB) < B/r?, o lado
direito pode ser desprezado em primeira aproximagdo. A equacdo reduz-se

entao a
+

B
B" + (36K* + 22k + 3)— + 20k(12k° + 16k + Tk + 1) 5 _ 0,
Ar A2p2

que tem solugdes da forma

B ~ar® 4 b8, (4.33)

onde
a = (10k/A)(1 +2k), B=(2/0)(1+2k){1+ 3k). (4.34}
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Como « e f sao ambos positivos, B — 0 quando r — . Isto completa
a verificagao dc que a métrica pode se aproximar da solu¢ao de Levi-Civita

para r grande.

4.3.3 Propriedades de similaridade

A solugdo do problema composto pelas equagdes (4.8), (4.14), (4.15})-
(4.18) e pelas condigdes de contorno (4.22), (4.23) e

p(0) =p., B(0)= B,

possui a seguinte propriedade de mudanga de escala: se A(r), B(r), C(r).
}%(r)“ﬁ(r) satisfazem as equagdes e condigdes anteriores com um perfil de

“velocidade” prescrito A(r), entio para qualquer € > 0 as fungdes

A(r) = Aler), Br)=eB(er),

C(r) = Cler), K(r):%fi'(er),

p(r) = €pler)

satisfazem as mesmas equacses diferenciais e condi¢des de contorno, mas com

os valores de p. e B, mudados para
&p., €B.
e o perfil de velocidade mudado para
A(r) = Aler).

Note-se que o parametro assintético k (massa por unidade de comprimento)
ndo muda pela transformacdo de escala acima.

Algumas conseqliéncias desta propriedade sdo as seguintes:
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1. No caso sem rotagao (v = B = 0), se conhecemos a solucao do problema
para um certo valor da pressdo central p., podemos obter a solu¢io para
qualquer outra pressao central por uma simples mudanca nas escalas
das varidveis. O Unico parametro essencial do problema sera a quanti-
dade n definida em {4.9). Assim, por exemplo, a massa por unidade de

comprimento k serd uma fun¢ao apenas de n, e nao dependerd de p,.

2. No caso geral do vdrtice, se consideramos uma familia de perfis de

“velocidade” da forma
A7) = Aof (r/1), (4.35)

com parametros livres Ag e [, é suficiente determinar os vértices pos-
siveis apenas para um valor fixo qualquer de [; as solugdes correspon-
dentes a outros valores de ! serdo obtidas por mudancgas de escala das
varidveis. Assim, para perfis de “forma” fixa (especificada pela funcao
f), os pardmetros essenciais do problema da determinagio de modelos
de vortices sdo a “amplitude de velocidade” Ay, a quantidade n € os
valores de p e B sobre o eixo-z. Note-se que neste caso, fixando-se a
fungao f e a escala I, a massa por unidade de comprimento k sera uma

fun¢do dos quatro parametros essenciais citados. 3
4.4 Expressoes para a densidade linear do
vortice

Empregando as equagoes de Einstein e o comportamento das solugoes

em r = 0 e no limite r — oo, € possivel obter expressdes para a massa por

3De fato, veremos mais adiante {Sec. 4.5.2) que B, n#&o é um parametro independente,
podendo ser determinado a partir dos outros trés.
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unidade de comprimento k& do vortice cilindrico. Por simplicidade, conside-
remos inicialmente o caso sem rotagao (v = B = 0). Combinando (4.14} com

cada uma das equacbes {4.15), (4.17} e (4.18), podemos reescrevé-las como

K
AT+ (O A =Am(n + 3)p
K’
c” + (C'-i—%)C’:-*Srr(n-%l)p

K' + C'K'=4x(n+7T)Kp.

Estas equagOes podem ainda ser colocadas na forma mais compacta

(eCKAY = 4n(n+3)e“Kp (4.36)
[K(€Y] = —8n{y+1)eKp (4.37)
(K'Y = 4n(n+4T)e“Kp. (4.38)

Somando (4.37) e (4.38), obtemos ainda
(eKY = —4rn(n—5)e“ Kp. (4.39)

Integrando as equagoes (4.36), (4.38) e (4.39), e usando as condicOes (4.22)-

(4.23) e a forma assintética (4.26)-(4.29), encontramos

CKA|T = (1 - %) cies = (0 +3)P (4.40)
CKIT = (1+6k+87) 22 —1=(n+T)P (4.41)
(eCK)';O = e —1=—(g—35)F, (4.42)
onde
P=dr fo eCKp dr. (4.43)

Subtraindo (4.41) de (4.42), resulta que

C1C2

(1 + k== =20+ 1)F;
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combinando esta expressdo com (4.40}, concluimos que
AP 2k(1+K) A1
a2 o+l p+3

Finalmente, resolvendo a equagdo acima para a densidade linear &, obtemos

o resultado simples

2
k= ———o0o. .
— (4.44)
Em vista de (4.31}, a pressao decai como r~?, onde
_4m+ 1) +3)
(n+1)2+12

para n > 1 (v. Fig. 4.1). Note que no limite cldssico {k = 1/RT — oc)

> 2 (4.45)

temos k ~ 2/k = O(T) e ¢ — 4; no limite relativistico extremo {x — 0)
temos p ~n — 3,demodoque k — 1l eqg— 2.

O argumento acima pode ser facilmente modificado para tratar o caso ge-
ral de um vértice: combinando como antes (4.14) com cada uma das equagoes

(4.15), (4.17) e (4.18), obtemos
(°KAY = aneKpl(n+3)+2(n+ 1)v*] —4KQ  (4.46)
[K(eSY] = —8r(y+1)e®Kp(l +v?) +4°KQ (4.47)
(K" = 4meKp[(n+T)+2(n +1)0% - 4" KQ.  (4.48)

Somando (4.47} e (4.48), obtemos novamente (4.39), exatamente como no

caso sem rotagao. Subtraindo (4.46} de (4.48), resulta que

(K" — KA)] = 167¢°Kp ; (4.49)
note-se que esta equacao também é valida no caso sem rotacdo. Integrando
(4.39) e (4.49) como antes, obtemos as expressoes

cee—1 = —(p=5)P (4.50)

[1+4k(1+k)]cl/\£—1 = 4P, (4.51)



VORTICES POLITROPICOS CILINDRICOS 91

nas quais os efeitos da rotagao nao aparecem explicitamente. Estas equagdes

podem ser resolvidas para ¢,c; ¢ P, com o resultado

C = ?? _—l b
A,
- . 4.53)
2,\[1+§(r;—5}(1+1—“)] (

Integrando {4.46}, obtemos

o0 1 1
(R AY|T = (1 - X) cies = (7 + 3P +8a(n+ Vi = oL (459

onde

m .
I, = / CKpv? dr, (4.55)

° o . o BAHC
L = 8 fo CKQ dr = ]0 ——[( KB dr. (456

Inserindo (4.52) e (4.53) em (4.54) e rearranjando a expressao resultante.

mostra-se finalmente que
2 12X A -

1
I=8r(n+ )5 = ] (4.58)

onde

Esta expressio pode ser resolvida para a densidade linear k; o resultado é

. 1172
S ){1+(”_1)I+[(1+(”1)I) L=l ‘T} } (4.59)

(n—1 201-1) 2(1-1) 4(1-1)

Manipulando as equagoes (4.52)-{4.54), pode-se também mostrar que

4k 2
=202 (k - —) . (4.60)

A 7—1
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Assim, o sinal de [ indica se a rotagao se traduz em aumento ou decréscimo
de massa em relagdo a0 caso sem rotagao com o mesmo valor de 7,

E interessante comparar as expressoes relativisticas acima para a densi-
dade linear do vértice com as expressoes correspondentes em mecanica new-

toniana. U'm vdrtice com as caracteristicas que temos considerado seria entao

descrito pela equacao de Poisson
1 LAY
~(r¢’) = dmp = Amkp (4.61)
e pela equagdo hidrostatica
¢=-L4z-Fy ™ (4.62)

onde ¢ é o potencial gravitacional. Podemos escolher ¢ de modo que ¢(0) =
#'(0) = 0; para r grande, ¢ deve se aproximar do potencial de uma distri-

buicdo de massa concentrada no eixo-z, .€.,
¢~ 2kInr.
Integrando (4.61), obtemos

T(ﬁf[go =2k = K’PNCWL) (463)

onde
Plew:. = 4?1'] rp dr.
a

Multiplicando a equagio de Poisson por r*¢’, e usando a equacio hidrostdtica

(4.62), obtemos

1 .
i[(‘-’"ﬁf”‘)z]r = dxrripd = —4xr? (p' B .‘ipt?) ‘
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Integrando a expressdo acima, resulta que

1 oo 1
5(7‘@5!)2 = 2}‘1'2 = 2PN|:\\1. + EINEWL‘ (4641
D
onde
TNewt, = S'rrrc/ rpo? dr. (4.65)
0

Combinando (4.63) e (4.64), obtemos finalmente o anilogo newtoniano de

(4.57),

2 INewt,
k= PRI

Verifica-se imediatamente que {4.57) reduz-se a (4.66) no limite classico em

(4.66)

quen ~ &k >» 1, k— 0, B, ¢ =0, K — r. Note-se ainda de (4.62) que
no caso sem rotagao (v = 0) a pressio p decaira como r=3% — =4 10 limite
n — 00, a expressao (4.45) mostra que ¢ é de fato ligeiramente maior do que

4 (Fig. 4.1).

4.5 Solucoes numéricas

4.5.1 Politropos estaticos

No caso sem rotagdo (v = B = 0}, vimos na Sec. 4.3.3 que para cada
n fixado é suficiente obter a solugdo para um valor fixado qualquer de p..
Verifica-se por experimentagao numérica com um método do tipo Runge-
Kutta que para qualquer 7 > 1 a solugao de {4.8), (4.15}. (4.17) € {4.18) com
as condigdes em r = () apresentadas na Sec. 4.3.1 estara definida para todo
r, aproximando-se da solugdo de Levi-Civita quando r — co. A variedade
de modelos sem rotagdo é apresentada na Fig. 4.2 (todas as solugdes sao
normalizadas por p. = 1}. As solugdes numéricas obtidas verificam (4.44) e

{4.45) com precisao satisfatéria (da ordem de 0,05%).
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4.5.2 Vértices politrépicos

Mostramos na secao 4.3.3 que os possivels vértices com perﬁ] de “ve-
locidade™ da forma (4.35) sdo caracterizados pelos parametros essenciais
7, Ao, p. e B. (A fungio arbitraria f que define a forma do perfil é mantida
fixa.}. Nesta secao, descreveremos alguns resultados numeéricos obtidos para

o perfil particular
A(r) = Dof(r) = Aore' ™, (4.67)

sem perda de generalidade, assumimos que a escala radial do perfil (I) é
igual a 1. O perfil acima tem um miximo em r = 1. onde A(r) = Aq:
assim, Ay varia entre 0 e 1. Assumimos que A(r) decal exponencialmente
para r grande a fim de que a analise assintotica simplificada da seczo 4.3.2
seja valida. Acreditamos que o perfil adotado sirva para ilustrar as principais
caracteristicas qualitativas da classe de vortices politropicos em consideracao.

Inicialmente, realizamos integracdes de (4.8), (4.15}-(4.18) com 7, Ag € p.
fixados, e diversos valores de B. {as integracbes de fato séo iniciadas em um
raio “pequeno” Tinic, 10 qual as condigdes iniciais sdo derivadas das expansoes
de Maclaurin apresentadas na se¢ao 4.3.1). Verificamos que para todos os
valores de B, testados, a solugao do problema de valor inicial ndo est4 definida
para todo r, tornando-se singular em um certo ralo rma; fixados os dematis
parametros, este raio sera uma fungao de B,. O comportamento desta fungao
(Fig. 4.3) indica que para um certo valor B, = B’ (0 qual dependera de
n, Ap e p.), teremos rp,, = 00, t.e., a solugdo estard definida para todo r.
Esta solucao sera um modelo aceitavel de vortice se a métrica e as varidveis
hidrodinamicas tiverem o comportamento assintético descrito na segio 4.3.2.

O método grafico esbocado acima permite obter uma aproximacao ra-

zoédvel para B]: por exemplo, na Fig. 4.3 podemos estimar que B =
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—0,098254 4 0,000234, o que representa um erro relativo de 0,24%. En-
tretanto, é dificil obter graficamente estimativas mais refinadas.* A razio
disto é o rdpido aumento de rg.x a medida que nos aproximamos de B:,
o qual é acompanhado pela deterioragio da precisdo do valor estimado de
rmax. Lsta dificuldade pode ser efetivamente contornada com o auxilio dos
resultados da secdo 4.4, que mostram que para um vortice isolado a integral
impropria I definida em (4.56) € convergente. Em geral. para um valor de
B, préximo de B, a integral

r eﬁA‘I‘C

Lo(r) = jﬂ (KB dr

estabiliza-se rapidamente com o aumento de r, mas eventualmente comeca
a variar mais rapidamente, terminando por divergir quando r — rg.,. O
término da regido de estabilizacdo pode ser detectado por inspegao visual de
uma tabela de valores numéricos da integral, € em geral ocorre em raios muito
menores do que ru.,. Esta observacdo sugeriu o uso de um esquema de oti-
mizagao para refinar o valor de B, no qual se procura maximizar a extensao
da regiao de estabilizagio da integral Zo(r). Ainda que um tal processo possa
em principio ser automatizado,” preferimos realiza-lo “manualmente™ empre-
gando um processo de bisseccao, estimando o intervalo inicial que contém B’
através do método grafico anterior. Em cada passo, determina-se um inter-
valo [Bmin; Bmax] que contém B7; o ponto médio do intervalo é tomado como
a aproximacdo corrente de B;. Um exemplo do uso deste algoritmo é mos-

trado na Tabela 4.1, onde a estimativa de B} obtida da Fig. 4.3 é refinada

4Valores mais precisos para B} sao de fato necessirios, uma vez que a solugio numsérica
para. o vértice (e em particular a fun¢do B(r)) é bastante sensivel ao valor de B..

®Note-se que o conceito de “extensado da regiio de estabilizacdo” precisaria ser defi-
nido quantitativamente para que ¢ processo pudesse ser realizade automaticamente. Uma
possivel defini¢io poderia ser o valor de r onde o integrando de Z3(r) atinge seu valor

minimo.
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Tabela 4.1:
Passo Bmin (B;)apmx. Bmax
1 -0,098488 | -0,098254 | -0,093020
2 -0,098254 | -0,098137 | -0,098020
3 -0,098196 | -0,098137 | -0,098079
4 -0,098166 | -0,098137 | -0,098108
5 1-0,098152 | -0,008137 | -0,098123
6 -0,098144 | -0,098137 | -0,098130
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para B7 = —0,098137 + 0, 000007, que tem um erro relativo de 0,007%.

A Fig. 4.4 mostra solugbes para vértices com 7 = 10, p. = 0,01 e o perfil
de “velocidade” (4.67), determinadas pela metodologia discutida acima. A
dependéncia de B e da densidade linear £ em relagdo & amplitude Ao do
perfil de “velocidade” é ilustrada na Fig. 4.5. O valor de |B?| aumenta
rapidamente com Ag; 0 algoritmo para determinagdo de B falha para Ay
suficientemente grande, o que sugere que exista um valor ¢ritico (Ag), além
do qual nao haja solugdes para vortices (B; divergiria quando Ay — (Agle).

A rotacio se traduz em aumento na densidade linear k& em relacdo ao
caso sem rotaciao (Fig. 4.5b); além disso, & aumenta com Ag. Note-se na
Fig. 4.5b que, para os mesmos valores de 5 e A, 0 acréscimo de massa é
maior para p. = 0,01 do que para p. = 1. Isto pode ser explicado qualita-
tivamente considerando que (a) as distribui¢ées de densidade e pressio dos
vortices nao diferermn muito daquelas do caso sem rotagio; ao menos para bai-
xas velocidades de rotagao, a densidade linear do vortice é independente de
P (depende apenas de 5}; (b) pela propriedade de similaridade no caso sem
rotagdo (se¢io 4.3.3), o diametro efetivo do politropo ¢ proporcional a p;t/2;
a Fig. 4.2a implica que no caso considerado na Fig. 4.5 (n = 10) os vértices
terdo didmetros efetivos de aproximadamente 0,1 (p. = 1) e 1 {p, = 0,01);

{€) uma vez que a escala radial do perfil (4.67) é 1, claramente o vértice com

UNICAMp
OMLICTER . CENTRAL
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p. = 0,01 terd mais massa distribuida na regiac de maiores velocidades de

rotagao, e por conseguinte, o malor acréscimo de massa.



Capitulo 5

PERTURBACOES RADIAIS
DE POLITROPOS
CILINDRICOS ESTATICOS

5.1 Introdugao

Neste capitulo, apresentamos um estudo da dinamica de pequenas per-
turbagoes radiais das solugdes determinadas no capitulo anterior, no caso par-
ticular de um politropo sem rotagéo (v = 0). Ainda que este nao seja o caso
mais interessante (um vértice poderia exibir instabilidades hidrodinamicas.
dependendo de seu perfil de velocidade angular [10]}, resolvemos considera-
lo aqui por sua relativa simplicidade, deixando os casos mais gerais para
um trabalho posterior. A metodologia empregada neste capitulo segue de
perto aquela desenvolvida no cap. 3. Assim, estudando o comportamento
das solugoes das equagdes de estrutura radial em r = 0 e no limite r — o,
encontramos uma estrutura simples para o espectro de perturbagoes radi-

ais, cujos modos normais sdo neutros e consistem de ondas gravitacionais e

acusticas acopladas.

98
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5.2 Perturbacgoes com simetria cilindrica

As perturbacoes da métrica que consideraremos neste capitulo sdo ana-
logas as perturbagdes do Subsistema 1] discutido no cap. 3. Assim, a métrica

perturbada tera a forma
Guw = G (r) + bgpu(r, ), (5.1)

onde ¢!% corresponde a solugdo para um politropo sem rotagao discutida no
capitulo anterior e as tunicas componentes ndo-nulas de ég,, sdo gu, 6.
8g:r, 6gss € 8¢g.,. Como na analise do cap. 3, serd conveniente empregar as

componente fisicas §§,, das perturbagoes da métrica, definidas por

55*“ = 62A5§ti
5911’ - eA 6§tr
6grr - 6§rr

bgog = ﬁ’28_4’4§§99
bg.: = eWt9%g,,,

onde A(r}), C(r) e K(r) definem a métrica do politropo nio-perturbado.
Como no caso das perturbagdes da corda U(1) (sec. 3.2), a regularidade do
espago-tempo sobre o eixo-z requer que todas as fungoes 6§, sejam regulares

emr=10.

As variaveis hidrodinamicas perturbadas podem ser escritas como

p = Blr)+ép(r,1)
po = po(r)+bpo(r,t) = kp(r) + épo(r.t)
u = af(r) 4 buf(r,t) = e—Aétp + bu¥{r, 1),
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onde as variaveis com uma barra correspondem a configuracio nio-pertur-
bada. A fim de manter a simetria cilindrica do problema, consideraremos

apenas deslocamentos radiais das particulas de fluido:
Su = (bu,éu",0,0).

Sera também convenjente introduzir as componentes fisicas éi*das pertur-

bacoes da velocidade,
but = e 8%, bu" = i
Linearizando a condi¢do de normalizacdo u*u, = —I, resulta que
8% = 1854, (5.2)
de modo que em primeira ordem a perturbagio em u' é determinada apenas

pelas perturbagées da métrica.

5.3 Equacoes de estrutura radial das per-
turbacoes

Assumindo que as perturbagoes tém dependéncia temporal exponencial,
(6_6&, 6§tra 661'1'1 6§985 65225 &&r‘ 6}99 6;‘90) =
€ (8511, 1wbGer, 6Grr, 6500, 8z, 1wt £, ),

onde 6Gn. 0§¢r, etc. dependem apenas de 7, e linearizando as equagdes de

campo (secao 4.2) em torno da configuragio estatica, obtém-se as seguintes

equagbes para a estrutura radial das perturbagbes:?

'Estas equagdes foram obtidas através de computagio simbélica, empregando (4.8),
(4.15), (4.17) e (4.18) para eliminar as derivadas de ordem mais alta da solu¢do estdtica;
(5.2} foi utilizada para eliminar as perturbag¢des em .
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1. Equagdo de continuvidade:

dm

2. Fquagoes de “conservagao’:

§FY =

SFT

1l

= @[+ L - (n+1)A

6p
+ e l .:;) %(691':' + 6909 + 6922)] = 0.

»m 32

@+ (C'+ L —nA)a
[%(59” +8Gge + 84, } +

§¢' + All(n 4+ 1)8p + 8]

(n+ 1)plLx +wle (64 + 1)) = 0.

$po + n&ﬁ:!
ML g py )
(n+1)p

3. Equacoes de Einstein®

il

5Sit

+ o+

é‘er

if

+

631"!"

+
65% =

bgys + 64, + (A" = €' — L)6g,,
(O + 2L — 3A")84h, + (2C" + L83,
167 (npégrr + 6o + nép) = 0,

bifhe + 63, + (A" = C' = L)6Grr + (L — 34")660s
("84, — 16x(n + 1)etpic = 0,
(24" + C8dps + (L — ANSGL, + (A — C'— L)%
167 {p8ger + 6p) + w'e 4 [2(A" = C' = L)
e™4(8dss + 642.)] = 0,
bgy, — X' — (24" + C)84., + (34" + 20")é64,,
(3A" + C")% ~ 167 (pb3rr + 6p) — w'e (265,
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(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

I§F*' e §FT sdo proporcionais s perturbagdes de primeira ordem das expresses T,

e TT#,, respectivamente.
3Para cada u, v fixos, §S# é proporcional & perturbagao de primeira ordem da ex-

pressio G#Y 4 8xTHY.
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+ 2€2A"+ CY8Gr — e (8grr + 64..)] = 0, (5.9)
657 = gy — X'+ (A" = L)6g,, + (2L — 34643 — L

— 16m(pbg,r + 6p) — we [28g;, + 2L — A)ég1r

— e (8§, + 8G0s)] = 0. (5.10)

Nas equagdes acima, introduzimos as notagoes

K . . .
L= 7 X= 8g,, u=éu".
As equagdes de estrutura radial podem ser ligeiramente simpliﬁcadas in-
troduzindo as combinacoes

a

§F = (p+ Dp(6F* — ém)

1
= {(p+ 1At — e (n il

K

850 néﬁ) -0, (511

que no limite cldssico se reduz & conservagio da entropia das particulas do

fluido, e

55 = 657 — 55%
= 6gps — 64, — (34" +2C")84;, + (2L — 3A")8gy,
+ (BA 4+ C'— L)(6§, + X + e Ab40)
+ whe M (8d0p — 8§:2) = 0, (5.12)

que depende apenas das perturbacdes da métrica.

Como no caso das perturbagdes da corda U(l) (secdo 3.3), as equagoes
de estrutura radial ndo séo todas independentes: empregando (4.8), (4.15),
(4.17) e (4.18) para eliminar as derivadas de ordem mais alta da solucio

estatica, pode-se mostrar por cilculo direto que

6S™ = (88") + (C'+ L)6S™ + 16me[(n + 1)gém + 6 F)
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(6SY — A8 4 (C'+ L)SS™ + (24— L)68%
— (A4 68" — WP 2GS + 166 FT = 0.

Assim, um conjunto de equagdes independentes € composto pelas § equagoes

bm=6F=6F =68 =687 =65=0, (5.13)
que envolvem as 8 variaveis 6§, 68, 8g0s. 672, \, U, 0p. 8. A indetermina-
cao do sistema pode ser removida fixando-se um sistema de coordenadas onde

(por exemplo)

6§tr = 6@1’!’ = U

Além disso, note-se que (5.8) e (5.11) definem x e 65, como fungao das demais
perturbagoes; este fato pode ser utilizado para eliminar estas duas varidveis
das equagdes de estrutura radial. Obtém-se assim o seguinte sistema, que

sera empregado nas andlises seguintes:

-~} i _n(??—l_]') o~
u + lC + L mrl At i
—4 |7 n 6p _

+oe (§r+n+1—ﬁ)mo, (5.14)

~f 'y 8r{n+1)p -
vt [(”+1+ ) A T+C-a)) "

b Rt o apn a4 Dp A+ 6

n+1
_41-\ . _
- Y TR (5.15)
M+ ML -3A+C+ 3L~ 3A’ CA
— 167(p+ 1)etpi =0, (5.16)

-

A" 4 i(BsA 4 4ulY) — 1671 8p + e (A + i T) =0, (5.17)
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Nas equagoes anteriores introduzimos as notagoes

f = 65}98 + 6&::1
;\ = 5§9€ - 5§z:1
(r) = A"+ C"— L
¢1 r —_ L+C,_ A, A
oolr) = A+C'+1L
Y Aoy T
i) = 3[3(A")2 + (C)? + LY + 2[2A4'(C" — 2L) + €I
os(r) = L+C - A ‘
R Q(A’)2 - (C’)2 + L2 —6A'L
(3’4(?‘) = L + C" —A’ .

5.4 Condig¢oes de contorno assintdticas

104

(5.18)
(5.19)
(5.20)

Nesta secdo, analisaremos 0 comportamento assintotico das solucoes de

(5.14)-(5.17), e determinaremos condigdes de contorno para os modos normais

longe do eixo-z. Como na analise correspondente para cordas U(1) (secao

3.4), procuraremos solugées limitadas das equactes de estrutura radial,

Os resultados da secao 4.3.2 sobre 0 comportamento assint6tico da solucao

estatica (A, C, K, p} permitem aproximar (5.3)-(5.17) no limite r — oo como

[l_n(n+1)()\~1)lﬁ+ ! (n z%—l—%f‘):{],

»
U

I"‘r

_}_

{n+1)A r o ocerilU/A\n 41
k(A-La drkeco(n + 1K1+ 2k)* 4
(n+ 1A r (n+ 1)A? pl+i/2

L + D[(1 + 4k + 851 — (1 + 4k)AY
G+ A e
W U-f"QET F —0,

1

167 (7 + 1)copoo

IS Al
[ — 4k = 88T + (1 4+ 40)A) T

2—/1\—?{3(1 +ak 4 8E)A 4+ (1 4+ 4k)(1 — 4k — 8K2)D]

@ =0

1
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2

bov) w . -
onde
. op
= —
P
e

e e
Poo = lim 7 p(r).

Uma forma mais conveniente para a analise assintotica das equagdes acima

¢ obtida introduzindo a coordenada radial (¢f. sec. 4.3.2) R = rt/*:

di {1 _r(ptl) (i- 1)] @A (l_¢r+%f) ~ 0,(5.24)

dR n+41 MIR epi\n+1l
ds 26k(1 + 2k) & .
. S 1 1
T a1 gyt DI TARA
1)w? A
Co 2¢g
df 1 . .
— —[(1 — 4k — 8K*)T 4k
5 T opll—4k =8I+ (14 JA]
167(n + 1) Acopes .
- TRz 4= (5.26)
A 1 oy dA ~_udf
Tz T gl 8k 16K n + (14 4k)(1 - 4k - 8K) ]
167(1 + 4k)\ o . WX i
+ R1+4/{n-1)] w 2 A= (1 +4kT] =0. (5.27)

Inicialmente, prociremos solugdes em que as equagdes de Einstein (5.26)-
(5.27) se desacoplam das equacoes hidrodinamicas (3.24)-(5.25). O com-
portamento destas solucdes pode ser determinado substituindo as expansdes

assintoticas
. 1 by
A~ ——(a0+——+~—)sm(;«;gR)+]—%~; ba+E-|--'- cos(k, ),

~ 1 Cy . 1 d
P g (ot G st R4 g (do+ G contn )
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(onde a. &4, a;, b;, ¢;, d; sdo parametros a determinar?) em (5.26)-(5.27), e

desprezando os termos proporcionais a w e ¢. Apos alguma dlgebra, resulta

que
. Aw
a=3, Kg= _C-;
e
a 1 . )
A Fa73 00 8in (K F) + bo cos{s, )] + O(R 32y (5.28)
. I+ 4k | ) |
I __—EZ.';QRW:’) [a cos(kgR) — bosin(k, R + O(R™¥Y),  (5.29)

onde ag e by sdo constantes arbitrarias. A fim de justificar a suposicio ini-
cial de desacoplamento entre as equagdes, pode-se agora ohservar que (@) em
vista dos resultados acima, as solugdes de (5.24)-(5.25) para <&, & correspon-
dentes aos termos inomogéneos em A e T podem ser tomadas O(R2e¥ineRy,
e (b) por sua vez, os termos em U, it representam termos inomogéneos
O(Re=%R) em (5.26)-(5.27), onde v = 4[1 + 4/{n — 1)] + 1 > 2; a solugio
para A. I' correspondente a estes termos inomogéneos pode ser tomada
O(R~"e=*s"), que claramente pode ser desprezada em primeira aproximagao
em comparacdo com os termos retidos em (5.28)-(5.29).

A seguir, consideremos solugoes onde as equagdes hidrodinamicas se de-
sacoplam assintoticamente das equagoes de Einstein (correspondentes a per-

turbagoes acisticas). Inserindo as expansdes

1 : 1 '
U o~ — (ug + 24 ) cos(k;R) + — (‘Uo e ) sin{x, 1},

RS R R# R
. 1 p 1 q :
o~ (pg + é +-- ) cos(ksR) + i (qo + é + ) sin{ksR),

{onde 3. k,, u;, vj, p;, ¢; sao parametros a determinar) e desprezando os

- . I - - Alr)
“Nao confundir a constante co aqui infroduzida com ¢o = limr— o S=75 (sec. 4.3.2).



PERTURBACOES RADIAIS DE POLITROPOS 107
termos proporcionais as perturbagdes da métrica, pode-se mostrar que

1/2
5:_(§+H§_)<0, ‘= (I’_(JL+_”) Mo

n+1 Co

i ~ RPllugcos(x,R) + vosin(x,R)), (5.30)

1/2
T o~ w ((n ha 11?(:? T 1)) / R¥[uqsin(k, R) — vocos(k,R)], (5.31)
onde ug € vy sao constantes arbitrarias. O desacoplamento assintdtico en-
tre as equacoes pode ser justificado por um argumento similar ao empre-
gado anteriormente. Os termos em © e & em (5.26)-(5.27) induzem per-
turbacoes A, [' = O(R-*etR) onde p = $ +8/(n — 1) > &; por sua
vez, estas perturbagdes da métrica induzem, através de (5.24)-(5.25), per-
turbacdes o, & = O(R~#et*+), que claramente podem ser desprezadas em
compara¢ao com os termos retidos em (5.30)-(5.31).

Os resultados acima indicam que a amplitude das oscilagdes aciisticas em
2 e @ = &p/p cresce com R, ao invés de decrescer, como poder-se-{a esperar
intuitivamente. Este comportamento da amplitude pode ser explicado qua-
litativamente considerando que a densidade (e portanto a inércia do meio)
cai rapidamente com R. Assim, um pacote de ondas acisticas de energia
finita € capaz de induzir aceleragdes e velocidades cada vez maiores no fluido
4 medida que se propaga para o exterior, mesmo levando-se em conta que a
energia do pacote se distribui sobre superficies cilindricas cada vez maiores.
Por outro lado, é evidente que o crescimento de ¢ e & eventualmente leva a
uma situagao onde a teoria linearizada aqui empregada ndo é mais aplicavel:
por exemplo, a teoria linear preve que eventualmente teremos @ = §p/f > 1,
o que corresponderia a presenca de tensdes em certas partes do gés; espe-

ramos que na teoria nio-linear (sem aproximacio)} existam mecanismos que
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evitem o surgimento de pressdes negativas (tensoes). Assim, na presente
teoria linearizada sera necessario aceitar perturbagoes em @ e @ cujas am-
phitudes crescem como RA quando K — oo; entretanto, serd necessario ter
em mente que a teoria linear ¢ incapaz de prever a evolucdo final de uma
perturbagao que se propaga para o exterior.

Uma comparacio entre as previsbes das teorias linear e ndo-linear no
limite classico (com gravidade newtoniana) € ilustrada na Fig. 5.1. C per-
fil basico de pressdo, densidade € dado por § = g/k = p.r~*; a equagao
de equilibrio hidrostatico entao implica que o potencial gravitacional no-
perturbado satisfaz ¢’ = —p'/p = (4/k)r~!. Considerando apenas per-
turbagdes radiais de pressao, densidade e velocidade radial,® podemos es-
crever as equacoes de continuidade, de momentum radial e a condi¢ao de que

as perturbacdes sejam adiabaticas como

1
b0+ (rpu), =0 (5.32)
Up T+ UUy = —%r—‘r’? {5.33)
P

bps+up,) =0, (5.34}

—

5P,t + up,r B
p
onde v é a razao enire os calores especificos do gas a pressao e volume cons-

tante. Com o auxilio de (5.32), podemos reescrever (5.34) como
Sptup, + ?(m),, =0. (5.35)

A Fig. 3.1 mostra solugées numéricas (obtidas por um método simples de

diferencas finitas) do sistema de equacdes de evolucio (5.32), (5.33) e (5.35)

5A andlise anterior mostra que as perturbagoes do campo gravitacional associadas com
as perturbag¢des acusticas decaem rapidamente com r, de modo que podem ser ignoradas
em primeira aproximagio.
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e de sua versio linearizada

i
dpy + ;(rﬁu),r=0 (5.36)
1 -
uy + 5(6p,,+¢'5p]20 (5.37)
bpe + uf +2(ru), =0, (5.38)

com condigdes iniciais correspondentes a uma regido de rarefacao localizada.
A solugao das equagoes linearizada exibe o crescimento de amplitude em u e
ép/p encontrado na anilise assintética anterior (Fig. 5.1a); o mesmo ocorre
inicialmente para a solugio das equagdes ndo-lineares (Fig. 5.1.b), mas even-
tualmente o pulso que se propaga para o exterior desenvolve descontinuidades
de pressao, densidade e velocidade (i.e., um choque). A partir deste estagio,
efeitos dissipativos na superficie de descontinuidade (nao descritos pelo mo-
delo empregado) provavelmente impediriam a continuagdo do crescimento
das perturbagdes de pressao, densidade e velocidade.

Voltando & analise do comportamento assintético das solugdes das equa-
¢6es de estrutura radial das perturbacées no caso relativistico, obtivemos
até agora solucOes assintoticas que dependem de 4 constantes arbitrarias
{aog, bo, up. o). J& que o sistema em questao consiste de uma equagio de
segunda ordem e 3 equagdes de primeira ordem, resta ainda determinar o
comportamento assintético de uma solug¢io independente das anteriores. As-
sumindo provisoriamente que para esta solucdo as equacbes de Einstein se
desacoplam assintoticamente das equacdes hidrodinadmicas, e substituindo as
expansoes

- ]_ Fl ) - 1 ( ;\1
~ e 2 ~— i T
r R‘(0+R+ . A Ao+ +. )
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em (5.26)-(5.27), obtém-se imediatamente que e = A e

"R r (5:39)
onde 'y € uma constante arbitraria. A fim de justificar a suposicao de desa-
coplamento, notamos que as perturbacdes da metrica que acabamos de obter
induzem (através de (5.24)-(5.25)) perturbagoes com #, & = O(R!~*); estas
por sua vez induzem, através de (5.26)-(5.27), perturbagoes da métrica com
T, A= O(R™¢),onde ( = A +2+16/(n — 1) > A+ 2, que sdo despreziveis
em comparacao com os termos retidos em (5.39). A solucio (5.39) é analoga
a componente assintotica 4 ~ myr presente nas solugdes das equagdes de
estrutura radial das perturbagdes da corda U(1) (segio 3.4). Estudando a
forma assintotica de (5.8}, pode-se mostrar que esta solucio esta associada

a perturbagdes O(r) no coeficiente métrico gu; assim, a componente (5.39)

deve ser removida das solugdes representando modos normais.

5.5 Comportamento dos modos normais pa-
ra r pequeno

Como mencionado na se¢do 5.2, as componentes fisicas das perturbagoes
da métrica (e também das variaveis hidrodinamicas) devem ser funcdes regu-
lares em r = 0. Além disso, é evidente que a velocidade radial deve se anular
em r = 0. Por célculo direto, pode-se entio mostrar que a solugao mais
geral de (5.14)-(5.17) que satisfaz as condicdes de regularidade anteriores

comporta-se CoOmo

[
I

go + gor + O(r*) (5.40)
—go+ L’ + O(r*) (5.41)
§p = po+ por’ + OO0 (5.42)

>
i
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& = wr+0%) (5.43)

para r pequeno.® Nas expanstes acima, hd somente dois parametros livres,

por exemplo pp € go. Em vista da anilise assiniética da se¢ao anterior, isto

implica que

1. Para freqiiéncias reais, a componente assintética indesejavel (5.39) pode
ser eliminada combinando convenientemente as duas solucdes que séo
regulares em r = 0. O resultado é um espectro continuo, com um modo

normal de onda estaciondria por freqiéncia.

2. Para freqiiéncias complexas (Im w # 0), além de (5.39) haverd duas
componentes assintoticas que crescem exponencialmente com R (uma
associada com perturbagdes da métrica e outra com perturbacbes das
variaveis hidrodinamicas); portanto, ndo deve ser possive! remover to-
das as componentes indesejaveis de modo a obter uma solugao regular
para todo F. Assim, nao devem existir modos instdveis ou estdveis de
frequéncia complexa; também ndo devem existir modos em que todas

as perturbagdes propagam-se para o exterior.

5.6 Propriedades de similaridade

O sistema de equacoes (5.14)-(5.17) possui uma propriedade de similari-
dade similar a discutida para a solugao estatica {se¢dao 4.3.3). Suponha que
6§§g)(r), E10(r), 6p9(r), uO(r) satisfazem o sistema com autovalor w(®,

com a solugio estdtica dada por AQ(r), COr), KO(r), p%(r). Entio,

SNote-se que d§ss = (1/2)(I' + A) = O(r?) de modo que nio hé singularidade cénica
emr=0.
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para todo ¢ > { as fungdes

8Ges(r) = 8gbeer),
54..(r) = 649 (er),
8p(r) = 6p%(er),

1
i(r) = =6%er)
€
satisfazem (5.14)-(5.17) com autovalor
W = Ew(o)

e com a solucdo estatica transformada como indicado na secio 4.3.3 (Os
pardmetros x e n que aparecem Das equagdes de estrutura radial ndo sio
alterados na transformacéo).

As condigdes de contorno de regularidade em r = 0 e em r — oo sdo
preservadas pela transformacdo de similaridade acima. Assim, & suficiente
estudar as perturbagdes de politropos com um valor fixado de p,, com dife-

rentes valores para & e n.

5.7 Estudo numérico dos modos normais

5.7.1 Modos instaveis e amortecidos

Como mencionado na se¢ao 5.5, espera-se a priori que todos os modos
normais tenham freqiiéncias reais. Empregando a metodologia discutida na
secao 3.7.1, obtivemos resultados numéricos que sdo consistentes com a ine-

xisténcia de modos instaveis ou amortecidos.
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5.7.2 Modos neutros

A determinacao numérica do modo neutro correspondente a uma dada
freqiéncia w pode ser realizada por um procedimento analogo ao discutido
na secio 3.7.2. Inicialmente, um método de Runge-Kutta € empregado para
produzir aproximagoes das duas solugoes independentes de {5.14)-(5.17) que
sao regulares em r = 0. A fim de evitar a singularidade das equagdes em
r = (, as integragdes comegam em um raio “pequeno” T, € se estendem

até um raio rmax tal que ' siga com boa aproximacio o comportamento

assintGtico”

T~=24 cos(k, 1) 4 sin{k,r/*) (5.44)

r 3721 r3/2)

em algum intervalo r; < r < Tmay, com (ri2 — r}’q) > 27 /k,. A seguir.
os parametros assintoticos I'; sdo determinados para cada uma das solugdes
regulares ajustando-se pelo método dos quadrados minimos uma equacao da
forma {5.44) as solu¢des numéricas obtidas anteriormente. O modo normal
¢ entao construido como uma combinacao linear das soluges regulares em
r = 0, de modo a eliminar a componente I' ~ Ty/r; adotamos para os modos
normais a normalizagao ['(0) = 1. Um exemplo de modo normal para o
politropo comn = 2, x = 8, p. = 0,01 é mostrado na Fig. 5.2. Para o mesmo
politropo, a Fig. 5.3 mostra a variagao da fase e da amplitude assintéticas

das perturbagdes que compdem o modo normal; estas sao definidas por

R Ar
T ~ Y0 cos (kg R + 6r)

i ~ ARPlcos (kR +86,).

"Os termos correspondentes s perturbagbes da métrica induzidos por perturbagdes
aclisticas ndo precisam ser incluidos em primeira aproximagao {cf. se¢io 5.4).
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As curvas correspondentes as perturbagoes da métrica apresentam minimos
de amplitude a intervalos regulares de freqiiéncia; estes minimos sio acom-
panhados por variagdes bruscas da fase em 180°. Em modelos estelares com
superficie externa definida, 1.e., tais que p = 0 para r suficientemente grande,
estas caracteristicas estdo associadas & presenca de modos complexos que se
propagam para o exterior [11, 14]. No presente modelo, onde a matéria se
estende por todo o espa¢o, a analogia com os modos complexos usuais nao
é completa, uma vez que as curvas de amplitude e fase das perturbacoes hi-
drodinamicas nao apresentam minimos de amplitude nem variacGes bruscas

de fase (Fig. 5.3).



Capitulo 6
COMENTARIOS FINAIS

Neste trabalho, iniciou-se o estudo da dinimica de pequenas perturbacoes
de alguns sistemas com simetria cilindrica (cordas na teoria de calibre U(1)
com campo gravitacional e politropos compostos por um gés ideal com tem-
peratura uniforme), através do método dos modos normais. Uma vez que as
configuracoes estaticas sio conhecidas apenas através de sclugbes numéricas,
diversos métodos para sua determina¢io foram expostos em detalhe; sem-
pre que possivel, os métodos numéricos incorporaram resultados analiticos e
assintdticos a respeito das solugdes estaticas procuradas. No caso da corda
U{1), identidades integrais satisfeitas pela solucdo e uma andlise detalhada do
comportamento assintdtico dos campos foram utilizadas na construgao de um
método numérico rapidamente convergente baseado em colocacao com spli-
nes quinticas. Este método permitiu verificar com boa precisio (da ordem
de 0,1%) as solugdes numéricas previamente publicadas [7], refinando-as em
vérios casos e corrigindo alguns erros de impressao. O método de colocagio
é bastante versétil, podendo ser usado na determinacio numérica de solugdes
de outros problemas de valores de contorno unidimensionais em relatividade

e teorias de campo; por exemplo, o problema de valores de contorno relativo
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a cordas na teoria de calibre SU{2) em um espago-tempo de Minkowski foi
formulado e analisado assintoticamente [39], podendo ser resolvido numeri-
camente por uma variante do método de colocagio aqui apresentado. Em
vista de consideragdes recentes de Vachaspati e Barriola [40], espera-se que
cordas sejam bastante comuns em teorias de calibre com grupos de simetrnia
maiores do gque o grupo U(1).

A obtengdo de solugoes representando um politropo estatico composto de
um gas ideal com temperatura uniforme (Cap. 4) é em geral muito mais sim-
ples do que o problema correspondente para cordas césmicas, podendo ser
resolvido como um problema de valores inicials. No modelo com temperatura
uniforme, o gas estende-se por todo o espaco, nao sendo necessario considerar
condicdes de jungdo em uma “superficie” onde a pressio se anula. Ainda que
a presenca de uma superficie definida em uma massa de gas seja pouco rea-
lista, tais modelos sio freqiientemente utilizados no estudo de pulsagoes de es-
trelas [11] e em modelos de politropos cilindricos com perfil bésico isentrépico
[14]. Outra caracteristica interessante do modelo isotérmico aqui estudado
é a existéncia de uma propriedade de similaridade, que permite descrever
toda a variedade de possiveis solugdes com apenas um parametro essencial.
Uma expressao analitica simples foi deduzida para a densidade linear do po-
litropo, empregando técnicas similares as usadas na dedugio da expressao
integral para o déficit angular de uma corda U(1) [6]. Examinando o pro-
cesso de deducdo desta identidade, nota-se claramente que a obtencio de
uma expressao para a densidade linear depende crucialmente da suposicao
de um perfil isotérmico {py = #p); em um modelo mais geral, uma expressao
simples para a densidade linear provavelmente nio existiria.

Considerou-se também uma nova classe de modelos de voértices esta-

cionarios aunto-gravitantes, que se reduzem aos politropos isotérmicos an-
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teriormente estudados no limite de velocidade angular nula. Estes vortices
também possuem propriedades de similaridade, que reduzem o nimero de
parametros necessarios para descrever uma solugdo (o perfil de velocidade
angular em torno do eixo € uma fungao arbitraria). Mostrou-se que os efei-
tos da rotagao sobre a densidade linear do vortice podem ser representados
em forma integral, como no caso de um vortice similar em gravitagao newto-
niana. Nesta ultima teoria, a rotagao sempre implica em aumento de densi-
dade linear em relagido ao politropo correspondente sem rotagao; claramente,
isto se deve a efeitos centrifugos. No caso relativistico geral, as corregdes a
densidade linear sdo dadas por uma expressdo que nao é positiva definida;
entretanto, em todos os casos estudados numericamente, a corregao foi posi-
tiva e uma funcdo crescente das velocidades angulares presentes no vértice.
O processo numérico adotado para a determinagio das solugdes para vortice
segue o espirito dos métodos de shooting. Assim, as equagdes de Einstein sio
integradas a partir de r = O com diferentes condigdes iniciais, na tentativa
de obter uma solugdo que tenha o comportamento desejado para r — oo,
Métodos de colocagio nio foram aqui empregados porque o comportamento
assintético das solugbes procuradas nao era conhecido a priori com tanto
detalhe quanto as solugdes para cordas U{1). Devido a grande sensibilidade
da solucdo para o vértice em relagdo as condigOes inicials sobre o eixo-z, for
necessario empregar a expressdo integral para a densidade linear do vdrtice
em um processo iterativo de refinamento das condicgdes iniciais.

Devido 4 grande complexidade das equacBes que governam pequenas per-
turbagdes arbitrarias dos sistemas estudados, restringiu-se a atengio a per-
turbagoes com simetria cilindrica. Da mesma forma, somente considerou-se
perturbagGes de politropos estaticos, deixando o caso geral com rotacao para

um trabalho posterior. A analise em termos de modos normais seguiu o pro-
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cedimento usual da teoria da estabilidade hidrodindmica, onde a estrutura
espacial dos modos normais deve ser descrita por funcoes limitadas. A analise
assintotica das equacgoes que governam as perturbagoes mostrou que para a
corda U(1) é possivel construir modos com esta propriedade, enquanto que
para o politropo isotérmico é preciso aceitar perturbagoes das varidveis hi-
drodinamicas cuja amplitude cresce como uma poténcia de r quando r — oc.
Este comportamento foi identificado como uma indicagdo da inabilidade da
teoria linear em descrever a evolucio final de uma perturbacdo que se pro-
paga em direcio ao exterior, propagando-se através de camadas cada vez
mais rarefeitas de gas.

A inexisténcia de modos com freqiiéncias nao-reais (modos instiveis e as-
sintoticamente estaveis) foi evidenciada com o auxilio de identidades integrais
e métodos numéricos. Considerou-se entéo em detalhe os modos neutros, que
formam um espectro continuo de freqiéncias reais. O politropo isotérmico
apresenta um modo normal por freqliéncia, que consiste de uma onda gravi-
tacional estaciondria acoplada a urna outra com perturbagoes acisticas. A
estrutura do espectro de modos neutros é bem mais complexa no caso da
corda U(1); em uma classe de perturbagdes envolvendo as componentes di-
agonals da métrica, o campo escalar e a componente azimutal do campo de
calibre, mostrou-se que ha trés intervalos espectrais distintos: no intervalo de
alta fregfiéncia, hd dois modos distintes compostos por ondas estaciondrias,
no intervalo de frequéncia intermediaria hi apenas um, no qual o campo
escalar ou de calibre decai exponencialmente com r, e finalmente nao ha
modos normais no intervalo de baixas freqiiéncias. Em ambos os modelos
(corda e politropo), a auséncia de uma superficie exterior nitida permite que
08 campos nao-gravitacionais se propaguem para fora. Neste aspecto, os mo-

dos normais aqui considerados diferem daqueles usualmente considerados na
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literatura para modelos estelares ou de politropos cilindricos com fronteiras
nitidas [11, 33, 14], onde apenas as perturba¢oes da métrica podem se pro-
pagar indefinidamente para o exterior. Em tais modelos, grande énfase é
dada aos modos quase-normais, construidos como superposi¢des dos modos
de onda estaciondria, e que servem como modelos bastante particulares de
perturbagdes em que o sistema emite ondas gravitacionais. Nos modelos aqui
estudados, devido a propagagdo de ondas nio-gravitacionais para o exterior
nac ¢ possivel construir modos em que todas as perturbagbes propagam-se
para o exterior. Assim, o conceito de modos quase-normais nao € aqui tao
relevante quanto nos modelos usualmente considerados na literatura. Ape-
sar disto, encontrou-se evidéncia de que o politropo isotérmico admite um
espectro discreto de freqiiéncias complexas para as quais as perturbagoes gra-
vitacionais propagam-se para o exterior {enquanto que 0 mesmo nio ocorre
com as perturbagdesde pressao e velocidade).

Finalmente, entre as possiveis generalizacdes do presente trabalho po-

deriamos citar:

1. O estudo da dinamica de perturbacdes mais gerais (dependentes de 4 e

z) da corda U(1}, verificando sua estabilidade;

2. O estudo de perturbagdes de cordas com circulagdes n > 1, que pode-

riam exibir instabilidades associadas a seu decaimento para n cordas

de circulagao unitaria [3];

3. O estudo de perturbacdes dos vortices politrdpicos aqui estudados. No
caso mais simples, seriam consideradas perturbagdes dependentes de
(r,8,t), que podem exibir instabilidades de carater predominantemente
hidrodindmico, modificadas pelos efeitos gravitacionais e pela estrati-

ficacdo do fluido. Uma vez que o problema relativistico é bastante
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complexo, o problema correspondente em gravitacido newtoniana pode-

ria ser usado como um guia para o estudo do problema geral;

4. O estudo numeérico da evolucao de perturbagoes iniciais de amplitude
finita de cordas e vortices, empregando algoritmos de integracdo numeé-
rica das equagOes nao-lineares completas; este estudo poderia incluir
uma comparacao entre as respostas linear e nao-linear dos diferentes
sistemas, particularmente em relagéo a evolugdo final das perturbacdes

(instabilidades, ondas de choque, etc.).
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Apéndice A
FIGURAS

Fig. 2.1 Exemplo de solucoes estiticas para cordas U(1) com 5 =
0,1. (&) Campo escalar, {b) Componente azimutal do campo de calibre, (¢)-
(d) fungoes que definem a métrica, (e) densidade de energia, {f) pressdo na

diregdo radial, (g) pressdo na diregdo azimutal.

Fig. 3.1 Exemplo de modos normais de alta freqiéncia {w = 5} corres-
pondentes ao Subsistema I para uma corda estatica com o =L, n = 0,1. (a)

modo 1, (4) modo 2.

Fig. 3.2 Exemplo de modo normal de baixa freqiéncia (w = 0,4) cor-

respondente ao Subsistema I para uma corda estatica com a = 1, =0, 1.

Fig. 3.3 Amplitudes e fases assintéticas dos modos normais correspon-
dentes ao Subsistema I para uma corda estatica com a = 1, n = 0,1. As
amplitudes e fases referentes as perturbacbes Wi e € sio indicadas por li-
nhas cheias e tracejadas, respectivamente. A linha vertical em w = 0, 7035
marca a divisdo entre as regioes de alta e baixa freqiéncia do espectro. Para

w > 0,7035, as linhas finas correspondem ao modo 1 e as linhas grossas ao
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modo 2.

Fig. 3.4 O mesmo que a Fig. 3.3, mas para uma corda estatica com
a=2 n=0,1 A frequéncia w = 1,4194 separa as regioes de alta e baixa

frequencia.

Fig. 3.5 Exemplo de modos normais de alta freqiéncia (w = 5) corres-
pondentes ao Subsistema Il para uma corda estatica com a = 1, 5 = 0, 1.

(a)-(8) modo 1, (b)-(d} modo 2.

Fig. 3.6 Exemplo de modo normal de freqgiiéncia intermediaria (w = 0, 8)

¥
correspondente ao Subsistema II para uma corda estitica com a = 1, 5 =

0,1.

Fig. 3.7 Exemplo de modo normal de freqiéncia intermedidria {w = 1, 2)
correspondente ao Subsistema II para uma corda estdtica com a = 2, 7 =

0,1.

Fig. 3.8 Parametro assintotico m; para a solugdo do Subsistema II
que € regular em 7 = ( e para a qual X, U, =0 quando r — oo {esta
solugao somente estd definida na regido de baixa frequéncia do espectro). A
linha tracejada corresponde a a = %, n = 0,1, e a linha cheia corresponde
aa =2 95 =0,1. A linha cheia vertical em w = 0,7035 marca o limite
superior da regiao de baixa freqiiéncia quando o = L; para o = 2, o limite
superior é w = 1,0037. A linha pontilhada vertical marca uma singularidade

de 1.

Fig. 3.9 Amplitudes e fases assintdticas dos modos normais correspon-

dentes ao Subsistema II para uma corda estatica com a = 1, n = 0,1. As
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amplitudes e fases referentes as perturbagoes 7, U, e X sio indicadas por
linhas cheias, pontilhadas e tracejadas, respectivamente. As linhas verti-
cais em w = 0,7035 e w = 0,9949 marcam as divisdes entre as regides de
freqiéncias baixas, intermediarias e altas do espectro. Para w > 0,9949, as

linbas finas correspondem ao modo 1 e as linhas grossas ao modo 2.

Fig. 3.10 O mesmo que a Fig. 3.9, mas para uma corda estatica com
a =2, 7=0,1 As freqiéncias w = 1,0037 e w = 1,4194 separam diferentes

regides do espectro.

Fig. 4.1 Parametro de massa de Levi-Civita (k) e expoente de decai-

mento da pressao{g) para o politropo sem rotagao.

Fig. 4.2 Modelos para um politropo sem rotacao, normalizados por
pe = 1. {a) p(r), (b} A(r), (¢) C(r), (d) K(r}). As solugbes correspondem a
n = 1,1 (linha cheia fina), 1,5 (linha pontilhada), 3 (licha com tragos longos).
5 (linha com tragos curtos), 10 (linha com pontos e tragos) e 50 (linha cheia

grossa).

Fig. 4.3 Determinagio grafica aproximada do valor de B, correspondente

a um modelo de vértice com p. = 0,01, Ag= 10,1, n = 10.

Fig. 4.4 Exemplos de modelos de vértices politrépicos com n = 10, p, =
0,01 e perfil de “velocidade” A(r) = Apre!™. Este perfil tem um maximo em
r = 1. As curvas mostradas correspondem a Ag = 0 (linha cheja), 0,1 (linha

pontilhada), 0,3 (linha com tragos longos) e 0,5 (linha com tragos curtos).

(a) p(r), (8) B(r), () A(r), (d) C(r), () K(r).
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Fig. 4.5 Dependéncia de B. e do parametro de massa de Levi-Civita (k)
em relacao a amplitude do perfil de “velocidade” (Ao}, que é tomado como
na figura anterior. Sdo mosirados os valores de k calculados pela expressao
(4.57) (denotados por k(/,7n}) e os determinados a partir do comportamento

assintotico da solugio numérica (denotados por kyum ).

Fig. 5.1 Comparacdo entre a evolu¢do linear (a) e ndo-linear (4) de
uma perturbagio de amplitude finita em um modelo cldssico simplificado do
politropo tratado no texto. O perfil estatico de pressido e densidade tem
parametros ¥ = 1,5, kK = 4 e p.. = 10°. As condigoes iniciais sdo ép =
—0,006e(7%0/28 g5 = —0,022e~ 5/ 4 = 9 em t = 0 (linha cheia).
Os estagios mostrados na figura correspondem a ¢ = 8 (linha pontilhada),
¢t = 16 (linha com tragos longos), ¢ = 24 (linha com tragos curtos) e ¢t = 32
(linha com pontos e tragos). A solugdo ndo-linear para t = 32 é afetada por

ruido numérico na regido em que uma onda de choque esta se formando.

Fig. 5.2 Exemplo de modo normal de um politropo sem rotacio com

k=28, y=1,5 p.=0,01. A freqliéncia é w = 5.

Fig. 5.3 Amplitudes e fases assintéticas do modo normal do politropo

sem rotagio com £ = 8, v = 1,5, p. = 0,01. As linhas chelas e tracejadas

correspondem as perturbagdes I' € 4, respectivamente.
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Apéndice B

PROGRAMAS PARA A
DETERMINAGAO DE
SOLUCOES ESTATICAS E
MODOS NORMAIS

Este apéndice redne alguns programas em Fortran 77, que podem ser usa-
dos para determinar solugdes estéticas para cordas e vortices, € para calcular

0s modos normals neutros de cordas e politropos sem rotacao.

UlEins15 Este programa calcula a solugio estitica para uma corda
U(1) auto-gravitante, quando o pardmetro a (v. Cap. 2) estd entre 1/4
e 1. Os coeficientes da expansio da solugdo estitica em splines quinticas
sdo armazenados no arquivo coeff .dat, e a solugdo propriamente dita pode
ser impressa na tela ou redirecionada para um arquivo. Informagdes sobre
08 parametros assintéticos da solugio e a densidade linear de energia sdo
também produzidas. Este programa deve ser compilado juntamente com as
rotinas FCN, spline, dspline, dN6, interp (incluidas com o programa

principal}, x02aaf, c05nbf e f04atf (pertencentes a biblioteca NAG [21]).
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PROGRAMAS 158

U1Eins16 Similar a U1Eins15, para o caso « > 1. As rotinas auxiliares
s&0 as mesmas de U1Eins15, mas uma versao diferente de FCN (incluida com

UiEins16) deve ser usada.

U1Eins20 Similar a UlEins15, para o caso o < 1/4. As rotinas auxiliares

sio as mesmas de U1Eins15, mas uma versio diferente de FCN (incluida com

U1Eins20) deve ser usada.

lambdaé Este programa calcula a estrutura radial dos dois modos neu-
tros admitidos pela corda estatica U{1) (Subsistema II) no caso em que
w > e*?max{1, /a} (v. Cap. 3). O programa l¢ os dados de entrada no
arquivo lambdaé . ins, que deve ser criado pelo usuario; é necessario especifi-
car um arquivo contendo os coeficientes na expansao da solugao estatica em
splines quinticas (este arquivo pode ser gerado por UlEinsi5, U1lEinsi6 ou
UiEins20). A estrutura radial dos modos normais é escrita em dois arquivos
diferentes; informagoées sobre a amplitude e fase assintdticas dos modos sdo
armazenadas em um terceiro arquivo. Este programa deve ser compilado jun-
tamente com as rotinas argu, phi, phiX, F, splineB, dspline5, dN6
(incluidas com o programa principal), dode (documentada no livro Compu-
ter Solution of Ordinary Differential Equations, por L.F. Shampine e M.K.
Gordon) e £04atf (pertencente & biblioteca NAG {21]).

lambda7 Anélogo a lambdaé, para o caso em que & < 1, /o < we™%/? <
1 (v. Cap. 3).

lambda8 Anilogo a lambda6, para o caso em que a > 1, 1 < we™®/% <

ve (v Cap. 3).
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lambda9 Este programa determina o parametro assintotico my (v segdo
3.4) para a solugdo das equagoes de estrutura radial {Subsistema II} que
é regular em 7 = 0 e tem X, 0 =0 quando r — 00, no caso em que
0 < w < e*/?2min{l, /a}. Sdo produzidos um arquivo contendo o valor de
my e outro contendo a solugao regular. As rotinas auxiliares sao as mesmas

de lambda$.

lambdal0 Este programa determina a estrutura radial dos dois modos
neutros admitidos pela corda estitica U(1) {Subsistema I) no caso em que
w > e/2 /o (v. Cap. 3). Os procedimentos de entrada e saida sio analogos
aos de lambda6; as rotinas auxiliares sdo as mesmas, mas uma versao dife-

rente de F (incluida com o programa principal} deve ser usada.

lambdall Analogo a lambda10, para o caso em que 0 < w < ¢*/2\/a.

v8 Este programa resolve as equagdes de Einstein para um vortice po-
litrépico a partir de valores dados de p. e B, (v. cap. 4). Os dados de entrada
sdo lidos em um arquive chamado v8. ins, que deve ser criado pelo usuario.
Dois arquivos de saida sdo produzidos, um contendo a solucdo numérica e
outro contendo estimativas dos parametros assintéticos da solugao € os va-
lores da integral Z>(r) (v. secdo 4.5.2}). O programa deve ser compilado
juntamente com as rotinas F (incluida com o programa principal) e dode (ja

discutida).

v6 Similar a v8. mas trata o caso particular de um politropo sem rotagao
(v = B =10). Os dados de entrada sao lidos em um arquivo chamado v6.ins,
que deve ser criado pelo usudario. A saida deste programa é um arquivo que

é lido por interp (v. adiante).
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interp Este programa calcula os coeficientes na expansdo da solucdo
numérica encontrada por v6 em termos de splines quinticas. A solugao
estdtica deve estar em um arquivo chamado stat.dat, e a saida é arma-
zenada no arquivo coeff.dat. O programa deve ser compilado juntamente

com a rotina Gauss (incluida com o programa principal).

neutr Este programa calcula a estrutura radial de modos neutros de um
politropo sem rotagdo (v. cap. 5). Os dados de entrada sao lidos em um
arquivo chamado neutr.ins, que deve ser criado pelo usuério. E necessario
especificar o nome de um arquivo contendo os coeficientes da expansao da
solucgdo estatica em termos de splines quinticas {este arquivo pode ser gerado
por interp). Dois arquivos de saida s3o produzidos, um contendo a estrutura
radial do modo normal e outro contendo a amplitude e fase assintéticas do
modo. Este programa deve ser compilado juntamente com as rotinas phi,

phiu, F (incluidas com o programa principal), dede (ja discutida) e f04atf

{pertencente & biblioteca NAG [21]).

1) Programa UlEins13:

program UlEins15
selution of static Einstein-U(1) string equaticns for
1/4 ¢ alpha < 1

Integrals computad by composite Bocle’s rule

The approximate solution is taken as a quintic spline

L2 T I T I |

implicit Teal*8 {(a-h,o-z}
integer D
raal#l Ke
c numbar of ncdes
parametar (F=60 I5=E+5, B52=2¢05 , K53a3+05 N64=4+F5 FE=E54+3,

. Lua=Ki+{3+00+13}/2 N4=4+1 ,Baub~10}

dimension c(NN) ,fvec{NN) wa{lun) Sig{0:W4),
- Prad(0:¥4) ,Ptan(0: N4} ,rad{0:H4),c1(207),c2{207},
* c3(207),c4(207) ,B(5,0:4) ,den(0:4) Rt (U5} ,AACNS,
. EG}, ksl (N6) ,oks2(N6)  Amat (N5 ,05) ,u{B4-2}

common h,h2, alpha,ra,parl,par?,pard,pard
external FCR
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data D /1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2

.-8,2,1,1,-2,0,2,

= 2 ~» Raxp(-4)

* -1,1,-4,6,-4,1/,den /126.,24.,6.,2.,1./
¢ radial coordipata: iradins=1 -> r, iradiuns
iradius=1
ifail=0D

pi=4.d0+datan(i.d0)
¢ physical parameters
alpha=0.5
eta=1.d-2
ra=dsqrt{alpha)
¢ step-size
max=15.
zsup=20.
=rmax/l
h2=h*h
Emax=xsup/h
common parameters
parl=l.-h
par2=1.-ra+th
par3=1.-2 #rash
par4=2.*piretareta
c starting values
c(H54+1)=0.99
c(W54+2)=1.4-3
c(IN)=-1.4-4
n(N4-4)=c{H54+1}
u{B4-3)=2c(B54+2)
u{¥4-2)=c (NN
do 1 k=1,8-1
x=k*h
cti=dexp(-2+x/u{N4-3})
uf{kr=dexp{-x)
u{E-t+k)=rasxssiBadf(ra*x,ifail}

La]

u(2*(T-12+k)=2 exa*x+si8adf(2.+raex,ifailr*u(N4-2)

if (k .eaq. 1) then
u(F-1+k)={1 -u{E-1+k})/h2

u{2e{F-1)+k)={a{2* (-1} +k) -u{N4-2) ) /h2

gote 1
endif

u(3*(E-1)+k-11=2 »(a(Fd-4) #x+u(B4-3) et 1/ {1 +ctl)

1 continusa

call intarp(N4-2,u0,05,c1,c2,c3,c4,mat , Rgt AL, vx81,9k82)

de 11 k=185
c(k)=cl{k)}
c(B5+k)=c2(k)
< (E52+k)=c3(k)
11 c{A53+k)=c4(k)
¢ tolarance
teladsqrt(x02aaf{0.0})
ifail=0

call cO5nbf{FCY,UN,c fvec, tol wa, Lun,ifail)

¢ norm of the residuala
fnorm=fOSabf{fvac KN

c storage of apline cosfliclents
do 15 k=1 35
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ct {k}¥=c(x)
c2{k)=c({N5+k}
c3{x}=c{TS2+k)
15 c4{k}=c{T53+k)
¢ determination of arbitrary constants
ctl=dsqrt (xmax}
cO=spline(xnax/h,!5,ci)¢ct1/dexp(~x-ax)
pO=spline (xmax/h_ E5,c2) f(cti*dexp(-rasxmax))
ct2=pie(dexp(c(NE})*etaspO)*+2/alpha
bO=2.%ct2/c(H54+1)e=2
dO=ct2fc(N54+1)
¢ output of spline coefficients, etc.
open(2,file=’coeff dat’,status=’nev’)
write(z,*) E,h,c{W54+1) ,c(B54+2),c(ND)
write{2,#*} ¢0,p0.b0,d0
do 3 k=t U5
3 erite(2,#) c1(x},c2(k),c3(k),calk)
clage{?)
¢ stress-energy compeneats and linear energy density
dY0=0.
d2P0=0.
do 5 j=1,5
33263
dYo=dY0+c1{3)*D{jj,1)/{den(1)+h)

5 d2?0=d??0+c2(j3tﬂ(jj,2)/(den(2)*h2)
str1=d2P0+d2P0/{2.«alpha)
3ig(0)=dYO*dYO+1 . /8. +strl
Prad(0)=str1-1./8.

Ptan{0)=Prad{0}

rad (0)=0.

de 6 k=114
xi=k/4.
x=xi+h
Xc=1.-spline(xi,¥5,cl}
Pc=spline(xi H5.c2)
ctizdexp({c(BH)-splina(zi, B5,c3))/{c(NE4+1) #xtc (B54+2)-

* apline (xi,¥5,c4))}
ct2=(XceXc-1.)e2/4,
ct3=dspline{xi .¥5,c1}/h
ct3=ct3ectd
ctd=(ctiefcePciax?
ct5=(ctledsplize(xi, B5,c2)/h)}+*+2/alpha
if (iradius .eq. 1) then

rad{k)=x
elsa
rad{k)=1_ fetl

endlfl
Sig{k)m Se+(cr¥ectd+ct2+cts)
Prad{k}=.5+{ctI-ctd~ct2+ct5}

6§ Ptan(x)= Se{-ctIrctd-ct2+ct5)

¢ composite Boole's rnla
amu=0.
do T k=1, Esubsl
®ht=32.
if (mod(k.4) .#3. 2) wht=12,
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*
7

if {mod(k,4) .eq. 0} wht=14.

xi=(k+0.)/Hsub

x=xi*h

Xe=1.-spline{xi N5,cl)

Ac=¢ (W) -spline(xi ,B5,c3)}

Pc=spline(xi,¥5,c2)

Ec=c (N54+1)#x+c{H54+2)~gpline (xi 05, ,c4}

dXdr2z=(dspline{xzi,N5,cl) /h)*=2

dPdr2={dspline{xi ,¥5,c2) fh)»*2

cti=, 54 {dXdr2+ (IceXc-1.)+*+2/4 + (dexp{hc) /Ec }»+ 2% ((Xc+Pc) *s2+
dPdrz/alpha)}

amu=emu+2 . swht*dexp(-Ac) *Keectl

emu=2 . «h*emu/(45.+Fsub}

c outpnt of results

10
*
*

do 10 k=0,84

xi=k/4.

x=xi#h

print 100 ,rad{k),t.-spline(xi,B5,c1),spline{xi ,5,c2),c{XM)-
spline{xi B5,c3),c(N54+1)%x+c (N5442) -spline{xi ¥5,cd),
Sig(k),Prad(k),Ptan(k)

do 2 k=¥4+i,4+Imax

x=k+h/%.
if (iradius .eq. 1)} then
r=x
alse
r=(c (F54+1)sx+¢ (N5442) yxdexp(-c{B1))
endif

cti1=dsqrt{x)

ct2=dexp(-raex)

CE3=cR2rct2

ct4=(p0/c(N54+1)) *+2&{dexp(2¢c(NN)) /x) £ct3

print 100,r,1.-c0*dexp(-x)/ctl,pOcti*ct?, c(NN)+bOsct3/
x,c{ESA+1 ) wx+c (N54+2) -d0ect3 ,ctd,0. ,ct4

print 110,fnorm,ifail

print 120,c0,p0,c(N54+1), c (N54+2),do, c(¥X), b0

print 130,360.*(1.-dexp(-c(NN))*c(N54+1)) ,emu
100 formet ((F8.4,7E16.7))

110 format(//,’” EForm of residuals
120 format(/,’ ¢O0 = ' ,E16.7,* p0

*®
*

’,E16.5,/,’ Fail = ?,1I3)
',E16.7,' k2 = * E16.7,
/,* kO = ' E18.7,° d0 = * El6.7,’ a0 = ’,E16.7,
/.7 b0 = * E16.7)

130 format(/,? angular deficit (degraes): ’ E16.7,

*

/4’ linear energy density/pi etaws2 = * ,E16.7)

and

subroutine FCHN(NN,c fvac,iflag)

implicit real*8 (a-h,o-z)

intager D

raaltwll Xe

cemmon h, h2,alpha,ra,parl,par?,par3, pard

dimension (IR}, fvec{WN},c1(207),c2(207),c3(207) ,c4(20T),

*

yb{4,0:2,0:300),0(5,0:4) ,den(0:4)

data D /1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,-6,2,1,1,-2,0,2,

[ ]

-1,1,~4,6,-4,1/,den /120, ,24.,6.,2.,1./

fsub=id
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N5=(NE-3)/4
W52=2+25
E53=3=I5
B54=4»E5
E=05-5
H2=2+1
E3=3+0
| CEZES |
fvec(B54+2)=0.
fvec{¥E)=0.
c splitting of coefficieat array
do 3 k=115
ci(kd=c(k)
c2(k)=c (B5+k}
c3(k)=c (H52+k)
3 ¢4 (k)=c (H53+K)
c storage of fanction values and derivatives
do 18 k=0,K
do 19 i=1.,4
de 20 1=0,2
20 ybii,1,K)=0.
19 continue
do 21 j=k+1,K+5
ii=k-j+6
do 2% 1=0,2
cta=D{jj,1)/{den{1)*he*l)
yb(1,1,k)=yb{1,] k)+ctesci(j)
yb(2,1,E)=yb{(2,1,k}+ctarc2{j}
yu(3,1,K)=yb{3,1 k) +ctexc3(j}
22 yb{4,1 k)=yb(4,1 ,k}+ctercs(j)
n continue
18 centinue
de 4 i=1,4
4 fvoc(B4+3+i)=0.
do 5§ j=1.5
ji=6-j
cte=D(jj,3)}/(den(3)xh*23)
fvec(¥4+11)=frac(Na+i1)+cterc2(j)
fvec(T4+12)=fvec(H4+12) tctarc3(j)
cte=D{jj,4)/(dea(4)shwwd)
frac({F4+10)=fvec(N4+10)+ctascl(j)
§  fvac{T4+13)=fvac(Be+1d)+ctarcd(j)
c diffsrential aquations at r=h,2h,...,Th
do 1 k=10
Ecmc{E54+1)skehec (H54+2) -yb{4 .0 k)
ct1={c(U54+1)-yb(4,1,k)) /Kc
ct2=dexp (2.« {c (I -yb(3,0,k)}}/Kc
ct3=ct2/Kc
cta=yb{!,0 kK)*(2.-yb{1,0,k})
cti=ctdsctd
ctS=yb{2,1i ,k}ss2/alpha
fvac(K)ayb (1,2, k)+ctisyb(1,1 0)+(1.-yb(1,0,k} e {ct3s
] yb(2,0,h)*%2-ct4/2.)
Tyoc (H+R)=yb(2,2,x)-{ct1+2.oyb(3,1 k) yeyb{2,1 k)-alpha+
- (1.~¢b{(t,0,%))4a20yb(2,0,k)
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fvec(E2+k)=yb(3,2,K)+ctisyb(3,1 k) -2 . *sparde(ct5/2.-2.+

* ct3scts)
1 fvec(l3+k)=yb(4,2,k)-2.*par4*(3.tlctct5/4.+ct2t(2.*((1.—
= yb(1,0,k))*yb(2,0,k))**2-ct6))

¢ boundary/finitial conditions at r=0
fvec (F4+1)=yb(1,0,0)-1.
fyvec{H4+2)=yb{(2,0,0)-1.
fyec(E433)=yb{(3,0,0) -c{Nl}
fvec(E4+4)=yb(4,0,0)-c(E54+2)
frec{E435)=yb{},2.0)
fvec{N4+6)=yb{2,1,0)
fvec(H4+7)=yh{3,1,0)
frec(N4+8)=yb(4,1,0)-c(W54+1)+1.
frec(H4+9)=yb(4,2,0)
¢ boundary conditions at r={¥-1}h.Th
do 7 k=E-1,X
fvac{l3+15+k)=yb(1,1 k) +yb(1,0,k}
Fvec{N3+1T+k)=yb(2,1 k) +rasyb(2,0,k}
frac{N3+19+k)=yb(3,1,X)+2 *rasyb{3,0,k}
7  frac(E3+21+k)=yb(4,1,k}+2 *rasyb{4,0,k}
¢ composite Hoole’s rule
hi=h/¥sub
do & k=1 ,Nsub+¥
ghi=32.
if (mod(k,4) .eq. 2) wht=12.
if (mod(k,4) .eq. O} wht=i4.
xi={k+0.)/Hsud
x=xi*h
Kc=c(N54+1)4x+c{B54+2)-spline{xi N5,c4)
Ac=c(NE)-spline(xi N5,c3)
Yc=spline{xi ,N5,ci)
dXdr2={dspline(xi ¥5,c1)/h)»e2
Pc=spline(xi,N5,c2)
dpdr2=(dsplina(xi,N5,c2}/h)==2
cti=dexp{dc) /Kc
at2={(1.-Yc)sPciee2
ct3={Ycw(2,~Yc))ve2
frec{H54+2)=fyac(B54+2) +uhtx{Koe (2 #dXdr2~. 254 {2 .43 eikc)w

* ct3)+(dexp(2.*lc)/lc)‘((2.-lc)‘¢Pdr2/alpha-2.-
* {1.+2.%kc)ect2))

6 fvoc(AM)=fvec(EN}+sht*( (2. fet1}e{dXdr2+ct3/B.)+cti={2 #ct2+
. 3.+dPdr2/alpha))

frac(T54+42)=c (M) oc{B54+1) -2 . shispardsfvac(NG4+2) /45,
fyac (NN)=daxp{-c(FE))»c{B54+1}-1.+2, *hispardrfvac(NN) /45,
return

end

reals8 function spline{(xi,n,c)
¢ Algoerithm 6.24 from L. Schumaker, Spline Functions: Basic Theory,
¢ Wilay, 1981.

implicit realsd {a-h,o-z)

parameter (mag,f=120)

dimensian c(207) ,¢x(m)

1=idint (xi+6.)

xdhaxi-1+m

J
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*®

do 1 j=1,m
cx{j)=c(j+1-m)
do 2 j=2,m
do 3 i-m,j,.-1

ex(i)=(xdh+m-ilecx(i)+{i-j+i-xdh)*cx (i-1)

continue
splinezcx (m) /T
return

and

real+8 function dspline{xi,n,c)
implicit real#8 {(a-h,o-z)
dimension c(207}

1=idint (xi+6.)

dspline=0.

do 1 j=1-5,1

dspline=dspline+c(j)+»dES{xi-j+6)

raturn
end

realss function dB6(xi)
implicit real®8 (a—h,o0-z)
dimension a{0:6)

data a f1.,-6.,15.,-20.,15.,-6.,1./

j=idint{xi)

d¥6=0.

do 1 k=0,j
dEE=dN6+a(k)*(zi-k) ++q

dNE=d¥6/24.

raturn

end

subroutine intarp(l],u,ls,cl,c2,c3,c4,Amat,Rgt,AA.wksl.wksZ)

implicit real+8 {a-h,o-z)
integer D

common h,hZ,alpha,ra,parl ,par?,par3,pard

dimension (1N ,21(207),c2{207) ,c3{207),c4{207) ,D{(5,0:4),
Amat (B5 ,B5) ,Rgt (NS} ,ax=1(N5) ,eks2(N5) , AL (N5, 05)

data D /1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,~6,2,1,1,-2,0,2,

-1,1,-4,6,~4,1/
ifail=0
E=N5-E
I1=0-1
12=2»K1
13=3=01
Fd=4»l1
de 4 i=1 A5
do 5 j=1,N5
Amat (i, jr=0.
continue
do 6 k=0 X
do 7 j=k+l,k+5
Amat(k+3, j>=D{k-j+6,0) /120,
continua
Rgt(1)=0,

166
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Rgt(2)=0,
Rgt (F+4)=0.
Rgt (H5)=0.
¢ interpolation of Y{r)
do 8 j=1,5
Amat (1,3§)=D(6~7,2)
8  Amat(2,j)=D{6-j,4}
do 9 j=E+1,E5
ji=H-j+6
imat (E+4, J)=5.+D(jj,1)+h*D{jj,0)
9  Amat(¥+5,j)=20.#D(jj,2}-h2D{jj.0?
Rgt(3)=1.
do 10 k<1,N1
10 Rgt{(k+3)=ulk)
Rgt (N+3)=parl+u(¥1}
call FO4ATF (Amat ,B5,Rgt H5,c1, 44, B5,9ksl,wks2,ifail)
¢ interpolation of P{r}
do 11 j=1,5
Amat (1,j)=D(6-3,1}
11 Amat(2,jy=D(6-j,3)
do 12 j=E+1,ES
j=1-j+6
Amat {N+4,j)=5.4D(jj,1)+herasD(jj,0)
12 Amat{E+5,3j)=20.#B(jj,2)-h2+alphasD{jj,0}
Rgt{4)=1.-u (M) *h2
do 13 k=2,I1
13 Rgt(k+3)=u(l1+k)
Rgt (N+3) spar2eu(E2)
call FOM4ATF(Amat,¥5,Rgt N5,c2, A4, 05, wkai vkse2,ifail)
c interpelation of Ah(r)
do 14 j=N+1,35
ij=E-j+6
Amat (H+4,j)=5.2D{jj,1)+2.«h*ra*D{jj.o)
14  Amat{E+5,j)=20_#D(jj,2)~4.eh2walphasD{jj, 0}
Rgt{3)=u(FN}
Rgt (4)=u(N) +a(X2+1)+h2
do 15 k=2 01
15 Rgt(k+3)=a{l2+k)
Rgt (N+3)=par3*u(Nl)
call FO4ATF (Amat N5, Rgt,¥5,c3,4A,05,aks1,vks2,1ifail)
¢ interpolation of Eh(r}
do 16 j=1,5
16 Amat(2,jr=D(6-j,2)
Rgt (1)=24 she(u{F)-1.)
Rgt (3)=u{l4+1)
Rgt{4)=u{Fa+1)+{a{l4)-1.)¢h
do 17 k=2 N1
17 Agt{m+3)=u(¥3+k-1}
Rgt (W+3)=par3su(l4-1)
call FO4ATF(Amat 05, Rgt N5, c4,hh, 05, vksl wke2,ifail)
raturn
and
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2) Programa U1FEins16:

program UlEins16
solution of static Einztein-U(1) string equatiens for

<
¢ alpha > 1
c
¢ Integrals computed by composite Boole’s rule
c
< The approximate solutiom is taken as a quintic spline
c
implicit real*8 (a-h,o-z)
integer D
reals8 Kc

c number of nodes

parameter (N=30 ,H5=F+5, K52=2¢05 ,K53=3+15 ,N54=4+¥5 TI=054+3,

* Lua=NE+ (3>TW+13) /2, 04=4+0 Hsub=10)

dimension c(N¥}, frec(NN) ,va{lva),Sig(C:N4),
Prad{0:N4) ,Ptan{0:¥4) ,rad(0:M4),c1 (207),c2(207),
<3(207),¢4(207) ,0(5,0:4) ,den(0:4) , Bgtu (N5) ,AA (XS5,

* ¥5) ,wks1(N5) ,wks2(N5) ,Amat (N5 ,05)  a{N4-2)

common h,h2,alpha,ra,parl,par2,par3,pard

external FCN

data D /1,26,86,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,-6,2,1,1,-2,0,2,

* -1,1,-4,6,-4,1/ den f120.,24. ,6.,2.,1./
¢ radial coordinate: iradius=1 -> r, iradius = 2 -> Kexp{-A)
iradius=1
ifail=0

pi=4.d0=datan{1.40}
¢ physical parameters
alpha=4.
eta=1.4d-1
ra=dsqrt(alpha)
¢ step-size
xmax=10.
x3up=11.
h=xmax /K
hi=h+h
Emax=xzup/h
© common parameters
pari=l.-h
par2=1.-ra*h
pari=1.-2.4ravh
par4=2.+pitvatareta
¢ starting values
c(N54+1)=0.9
c{B54+2) w1 d4-1
c{Il)=1 4-2
u{¥4-4)=mc{FS4+1)
u{F4-3)=c {N54+2)
u (N4-2)=¢ (HN)
do 1 k=1 N-1
x=k*h
ctladaxp(-2ex/u{l4-3})
uik)=daxp{-x)
u(E-1l+k}=ra*x+si8adf(rasx,ifail)
u{28(F-1)+k}a2 sraexss]Badf (7 srasx, ifail)su(i-2)
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1

if (k .eq. 1) then
u(H-1+x)={1.-u(H-1+k)}/h2
u{2e {(E-1)+k3=(n (2% (F-1)+k) -u(H4-2) ) /h2
goto 1
endif
(3 {F-13+k-1)=72. #{u(H4-4) sx+u (§4-3) y#ct1/ (1. +ct1)
continne

call interp(¥4-2,u,¥5,c1,¢2,c3,c4, Amat Rgt ,AA uksl, uks?2)

do 11 k=1 ,K5
c(k)=cl(k)

c(NB+k}=c2(k)
c{H52+k)=c3(k}

i1

c{¥53+k)=c4 (k)

¢ tolerance

a

tol=dsqrt(x02aaf(0.0))
ifail=0
call cOSnbf{FCE,IN,c,fvec,tol,va,lva,ifail)

norm of the residuals

fnorm=f05abt (fvec ,BE)

storage of spline coefficients

15

de 15 k=1,E5
c1(k)=c(k}
c2(k)=c{U5+k)
c3{k)=c(H52+k)
c4{k)=c (F53+k)

determination of arbitrary constants

cti=dsqrt (xmax)

cO=spline{xmax/h ¥5,c1)#ctl/dexp(-max)
pO=spline (xmax/k,¥5,c2)/{ctisdexp(-rasmar))
bO=-pard+cO*cQ

do=-1 .5¢bO*c (E54+1)

output of spline coefficients, etc.

3

openi{?2,fila=‘coeffi.dat?,status='new’)
write{2,%) N,h,c(B54+1) ,c(F54+2) ,c{(FN)
write{2,»} ¢0,p0 b0 ,d0
do 3 k=i ES

write(2,*) ci{k),c2(k},c3(k), c4{x)
closa(2)

strass-energy components and linear energy demsity

dYo=0,
d2F0=0.
do 5 j=1.,5
ji=6-]
dYO=dY0+c1(j)*D(3},1)/(den(1)+h)
d2P0=d2P0+c2(j %D (3], 2)/ (den(2) *h2)
stri=d2P0+d2P0/(2.+alpha)
Sig(c)'dYO'dYQ+l./8.+str1
Prad{{0)=stri~1./8.
Ptan{0)=Prad(0)
rad{(0}=0,
do 6 k=1 N4
rizk/4.
xmxivh
Xc=1.-splina(xi,B5,ci)
Pcaspline{xi ¥5,c2}

169
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&

ct1=dexp(c(NN)-spline(xi,¥5,c3))/(c{N54+1) xx+c (N52+2)~
spline{xi §5,c4))

ct2=(XceXec-1.yee2/4,
ct3=dspline{xi,¥5,cl)/h
ct3=ct32ctd
ctd=(ctl*Xc+Pcles2
ct5=(cti*dspline{xi,F5,c2) /h)#+2/alpha
if (iradius .eq. 1) then

rad{kj=x
alse

rad{k}=1./ctl
endif
Sig(k)=.5#{ctI+ctatct2éct5)
Prad(k)=.5#(ct3-ct4-ct2+cth)
Ptan(k)=.5x(~ct3+ctd-ct2+cth)

¢ composite Boole’s rule

*
T

amu=0.
do 7 k=1,Nsubsl

wht=32.

if (mod(k,4) .eg. 2) wht=12.

if (mod(k,4) .eq. 0) wht=14.

xi={k+0.}/¥sub

x=xish

Yc=1.-spline(xi O5,cl)

Ac=c{NN)-spline(xi ,¥5,c3)

Pc=spline(xi,N5,c2)

Ec=c{N54+1)¢x+c (N54+2)-splina(xi B5,cd)

dXxdrz={dspline(xi N5,cl)/h)*»2

dPdr2={dspline(xi,B5,c2)/h)=*2

cti=.Sa{dXdra+(XceXc-1.)2+2/4 +{dexp{Ac) /Ec)*+2a((XcaPc) e+
dPdr2/alpha})

emuzemu+2 . *wht*dexp(~Ac)*Kcectl

amu=2 . *h+amu/{45 . +Esub)

c output of resulte

10

2
*

E ]
>

do 10 k=0,T4

xi=k/4.

x=xish

print 100,rad(k),1.—sp1ine{xi,15,c1),splina(zi,!s,cﬁ).c(ll)-
splinalxi,B5,c3),c(B54+1)»x+c(N54+2) -splina{xi,W5,c4},
Sis(k),Prad(k),Ptan(k)

do 2 k=Na+1, K 4+Eoax

x=k*h/4.
if (iradius .eq. 1) than
r=yx
alsa
r»{c{E54+1 ) xx+c{F54+2) ) sdexp{-c(IN))
andif
cti=dsqrt{x)
ct2=daxp{-ra*z}
ct3=dexp{-2.*x}
ctd=cOecDectd/x
print 100,r,1.-cO¥daxp{-x)/ctl, posctivci2,c{UN)+b0*cLd/
2,c{N54+1) ax+c(X5442)-d0ectd ctd,0. ,-ctd

print 11{,fnorm,ifail
print 120,¢0,p0, c (M54+1) , c(¥54+2) ,d0, (NN} ,bO

170
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print 130,360.%(i.-dexp{-c{N})*c{N54+1})},emu

100 format((F8.4 ,7E20.11))
110 format(//,’ Norm of residuals = 7,E15.5,/,’ Fail = *,13)

120 format{/,’ <0

*
=

130

E ]

*

* E20.11,’ pC = ',E20.11,' k2 = ',E20.11,
/., kO ' E20.¢1,' 40 = !,E20.11,’ aG = *',E20.11,
/., BO = 7 E20,11)

format{/,' angnlar deficit (degrees}: ’,E20.11,
/,? linear energy density/pi eta*»2 = 7 ,£20.11)

and

subroutine FCH(NN,c,fvec,iflag)

implicit realsB {a-h,o-z)

integer D

real*8 Kc

common h,h2,alpha,ra,parl,par2,par3,pard

dimension c (¥} ,frec(NN), c1{207),¢2(207},c3(207},c4(207},

yb(4,0:2,0:300) ,D{(5,0:4) ,den{0:4}

data D /1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,-6,2,1,1,-2,0,2,
~t.1,-4,6,-4,1/,den /120.,24.,6.,2.,1.F

Esub=10

E5=(EE-3)/4

B52=2«15

E53=3=05

ES54=4=¥5

N=¥E5-5

T2=2+%

N3=3*E

| B2

fvec(N54+2)=0.

fvac(NN)=0.

c splitting of coefficient array

do 3 k=1,K5

cl(K)=c(k}

3

¢2(k)=c{B5+k)
c3(k)=c(X52+k)
c4(k)=c(AS3+k}

< storage of function valnes and derivativas

20
1%

22
21
ia

4

do 18 k=0,1
do 19 i=1.4
do 20 1=0,2
ybii,l, k=0,
continue
de 21 j=k+1 k+5
ji=k-3+6
do 22 1=0,2
cte=D{jj, 1) /{den(l)*he=xl)
yb{1,1 k)=yh{1,1 ki+ctancl(j)
yb(2,1,k)=yb(2,1,ki+ctesc2(j}
yb(3,1,0)ayb(3,1 k)+cteec3(j}
yb{4,1,k)=yb{4,1 kK)+ctevca(j)
continue
eontinua
do 4 i=l,4
fyac{B4+3+1i)=0.
do 5 i=1,5

1

1
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33=6-]
cte=D{jj,3)/(den(3}*h#*3}
fvec{F4+11)=fvec{Fa+i1}+ctexc2{j)
frec (NHa+12)=frvec{X4+12) +ctexc3(j)
cta=D(jj,4)/{den{4)shesd)
fvec (F4+10)Lfvec(F4+10) +ctorcl (j)
frec(Fa+13)=fvec(N4+13)+ctencd(j)
erential equations at r=h,2h,...,Nh

do 1 k=1,

L 3

1
*

c boun

Kc=c{F54+1) ¢keh+c (N54+2)-yb(4,0,K)
ct1={c{¥54+1)~yb(4,1,k})/Ec
ct2=dexp (2. *(c(NE)}~yb(3,0,k}})/Kc
cti=cti/Ac
ctd=yb(1,0,xX)*(2.-yb(1,0,k})
ctE=ctd*ctd
ct6=yb(2,1,k)%*2/alpha
fvec(k)=yb(1,2,k)+ctixyb(2,1,k)+ (L -yb{t,0,k)) #(ct3*
yb(2,0 k)**2-ct4/2.)
fvec(l*k)=yb(2.2,k)-(ct1+2.tyb(3,1,k))*?b(Z,l,k)'alpha‘
(1.-yb(1,0,k))#+2eyb(2,0,k)
frec (F2+k)=yb{3,2,K)+ctisyb(3,1,k)-2. #pard» (ct5/2.-2.*
ct3sctB)
fvec(13+k)=yb(4,2,k)-2.tpax&#{3.*Ictct5/4.+ct2t(2-*((1.-
yb(1,0,k})y+yb(2,0, k) )*s2-ct6})
dary/initial conditions at r=0
fvec{N4+1)=yb(1,0,0)~1.
fvec{¥4+2)=yb(2,0,0-1.
frec(N4+3)=yb(3,0,0)-c(NI}
fvec(l4*4)=yb(4,0,0}—:(]54+2)
fvac(N4+5)=yb{1,2.,0)
fvec(N4+6)=yb{2,1,0)
fvac{N4+7)=yb(3,1,0)
fvec(lé+8)=yb(4,1,0)*c(!54+1}+1‘
frec{¥4+9)=yb(4,2,0}

¢ boundary conditions at r=(F-1)h Nh

T

do 7 k=3-1,8
fvec(13+15+k)=yb(l.1,k)+yb(1,0.k)
frec(E3+17+k>=yb(2,1, k) +rasyb(2,0.k)
fvec (E3+19+k)=yb(3,1,k}+2.#y1(3,0.k}
fvec(13+21+k}=yb(4,1,k}+2.iyb(4,0.k)

¢ composite Boola’s ruls

h1l=h/Tgub

do 6 k=1 ,¥sub*l
eht=32.
if (mod(k,4) .eq. 2) wsht=12.
if {mod(k,4} .eq. Q) sht=14.
xi=m{k+0.}/Wsub
x=xish
Kcoc(354+1)y*xtc (N54+2)-apline{xi N5, c4)
he=e (W) -splina(xi,B5,c3)
Yc=splina{xi,N5,cl)
dXdr2=(dsplinalxi,B5 ,cl)/h)esl
Pemapline(xi,B5,c2)
dPdr2={dapline{xi, B5,c2)/h)*s2
cti=dexp{hc)/Ke
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ct2=((1.=Yc)aPcina2
ct3={(Ycx{2.-Yc) )2

froc(N54+2)=fvec(N54+2) +vht» (Kc# (2. «dXdr2-.25+(2.+3 *Ac)»
* ct3)+{dexp(2.#hc)/Ec}+((2 . -Ac) #dPdr2/aipha-2.«

* {1.+2.%hc)*ct2))

6 fyvec(FI)=fvec{ID)+ubt*({2.fcti)*{dXdr2+ct3/8.)+ct1+ (2. *ct 2+

M 3.xdPdr2/aiphal}
fvec({B54+2)=c(NE) *c (N54+1)-2 . *hivpardsfvec (F54+2) /45,
fvec(FN)=daxp(~c{NE})}*c{N5441)-1 +2, shi*pard*frac(WN}/45.
Teturn
end

3) Programa UlKEins20:

program UlEins20
solution of static Einstein-U(1} string equations for

C
¢ alpha < 1/4
[
¢ Integrals computed by compozite Boele’s rule,
¢ @with tail corrections
[+
¢ The approximate scluticr is taken as a quintic splire
14
implicit reals8 (a-hk,o-z}
integer D
real*8 Ke

¢ number of nodes
parameter {N=75,05=0+5 ,052=2+05 I53=3+05 N54=4+15 NE=054+3,

. Lea=NE# (3=NN+13)/2 Wa=4+N ,Fsub=12)

dimensicn c{NN} ,fvec(NN), va{lva),5ig(0:H4),

* Prad(0:N4) ,Ptan(0:24) ,rad(0:¥4),c1{207),c2(207},
c3(207),¢c4(207) ,D(5,0:4) ,don{D:4) ,Rgt {I5) ,AA (N5,

- IS),iksl(ls),Iks2(l5),Lmat(ls,ls),u(li‘ﬁ)

common h,h2,alpha,ra,par!, par?, pard, pard, xmax
aextarnal FCN
data D f1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,-6,2,1,1,=-2,0,2,
* -1,1,-4,6,-4,1/ ,dan /120 .24 6..,2. ,1./
¢ radial coordinate: iradius=t -> r, iradius = 2 -> Rexp{-hA}
iradius=1
ifail=Q
pi=4. dOsdatan{1.40)
¢ physical paramseters
alpha=i,/32,
eta=1.d4-1
ra=daqrt(alpha}
¢ stap=gize
amax=3h .
18UD=36,
haxmay /¥
h2=hah
Emax=xaup/h
¢ common paramaters
parl=l. -h
parl=1 -ra#sh
pard=i. -2 arash
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par4=2.spisetareta

¢ starting values
c{N54+1)=0.66
c{H54+2)=0.544
c{EN)=-1.49-1
u(R4-4)=c(H54+1)
u{¥4-3)=c(N54+2)
u(¥4-2)=c{N¥)
do 1 k=1,8§-1

x=k#*h
cti=dexp{-2%x/u(N4-3))
u{k)=dexp{-x)
u(E-1+k)=rastx*siBadf(rasx,ifail)
u (2% (H-1)+k)=2 . srasex*s1Badf (2. *raex,ifail)+u{¥4-2}
if (k .eq. 1} then
w(W-1+k)=(1.-0(¥-1+k}}/h2
(20 (W-1)+k}=(n{2* (F-1)+k)—ulN4-2}) /h2
goto 1
endif
u{3% (H-1)+k-1)=2 +(u(F4-4) #x+u(H4-3}) sct 1/ (1. ¥ctl)
1 continue
call interp{N4-2,n,H5,c1,c2,c3,cd,Amat Bt Ad, vkel, vks2)
de 11 k=1 05
e{my=c1{k}
c(H5*+k)=c2(k}
c(W52+k)=c3{k)
11 c(N53+k)=c4{k)

¢ tolerance
tol=dsqrt{x02aaf(0.0))
ifail=0Q
call cOSnbf(FCE,F¥,c,fvec,tol,wa,Lwa,ifail)

¢ norm of the raaiduals
fnorm=fO5abf{fvec ,NE)

c storage of spline coefficiants
do 15 k=1,%E5

c1(k)=cik)

c2(k)=c{N5+k)

c3(k)=c(H52+k)
15 cd{k)=c(153+k)

¢ datermination of arbitrary constanta
cti=dagrt{xmax}
pO=spline (xmax/h W5, ,c2)/{ct1sdexp(-Tasxmar))
ct2=pis(dexp(c(NN))setaspCivs2/alpha
c0=(dexp{c(IN) ) ¢pO/c(E54+1))wa2/(1 ~4 *alpha)
bO=2 . ect2/c{B54+1)ee2
doact2/c{A54+1)

c output of spline coafficiants, atc.
open{2,file=’coef dat’ status=’new’)
erita(2,+) T,h,c{WS4+1) c(H54+2),c{FN)
write(2,*) c0,p0,b,d0

do 3 k=1,05
3 writa(2,#) ¢1(k),c2{k},c3(k), cd{k)
close(2)

c stress-anergy componants and linear energy density
4¥0=0.
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d2P0=0,
do 5 j=1,5

jj=6-j
dY0=dY¥0+c1(jr#D{jj, 1)/ (den(1)+h)

d2P0=d2P0+c2{j)*B(jj,2) /(den(2) *h2)

str1=d2P0sd2P0/ (2. +alphal
Sig(0)=dY0¢dY0+1./8.+str1
Prad(0)=stri-1./8.
Ptan{0)=Prad(0)

&

rad(Q)=0(.
do 6 k=1 14

xi=k/4.
x=xi*h
Xe=1.-spline(xi B5,¢1)
Pc=spline(xi,®5,c2)
cti=dexp(c{NN)-spline{xi,N5,c3})/(c(NS4+1) ¥x+c (W54+2)-
gplina(xi,B5,cd))

ct2={XceXc-1.)++2/4,
c¢t3=dspline(xi , X5,c1)/h
ct3=ct3*ct3
cta=(ct1+XcePc) a2
ct5={cti*dspline(xi, N5,¢2)/h)**2/alpha
if {iradius .eq. 1} then

rad (k)=x
elss

rad{k}=1./ctl
endif
Sig(k)=.5¢(ctI+ctdtct24cts)
Prad(k)=.5%{ctIrctd-ct2+ct5)
Ptan(k)=_5%{-ctI+ctd-ct2+ctb)

¢ composite Boola’s rule

emu=0.

Tdiv=Nsub=l
do 7 k=1,¥div

.
7

whe=32.

if (mod(k,4) .eq. 2) wht=12.

if (med{k,4) .2q. O) wht=14.

if (k .aq. Ndiv} wht=7.

xi={k+0.)/Wsud

x=xi*hk

Xc=1.-spline(xi H5,cl}

Acxc{TE)-splina{xi H5,c3)

Pc=spline(xi N5 ,c2)

Loxc (N54+1 ) #x+c{N54+2) -splina (xi 15, ,c4)

daXdr2={dspline{xi, 5,c1)/h)e+2

dPdr2={dspline(xi ,N6,c2)/h)»*2

cti=.5e{dXdr2+{¥ceXc~1.)#42/4 +{daxplhc) /Ec)ss20 ({TcaPc) #22+
dPdr2/alpha)?

emuTamu+2 . *uht+dexp(-Ac) #Kcwetl

emu»? . xheamu/{45. «Isub)

¢ tail corracticn

emu=smu+daxp(c{NN)~2 . sTasxmax)»pOepl/ (raec(F54+1))

< sutput of reaults

do 10 k=0, 14

xizk/4.
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x=xi*h
10  print 100,rad(k),!.-spline{xi N5,c1),spline(xi ¥5,c2),c(HN)~
* spline(xi,lS.cS),c(154+1)tx+c(l54+2)-spline(xi,15.c4).
m $ig(x) ,Prad(k) ,Ptan(k)
do 2 k=N4+1, d+Emax
x=k*h/4.
if (iradius .eq. 1) then
T=L
L38:-1:]
r=(c (N54+1) *x+c(H54+2) yedaxp(-c(IN))
endif
ctizdsqrt ()
ct2=dexp{-ra®x}
ct3=ct2*ct?2

cta={(p0/fc{¥54+1)) »a2s (daxp(2%c{FT) ) /x) *xct3
2 print 100,r,1.-cO*ct3/x,po*cti*ct2,c{IM)+bO*ct3/
* x,c{W54+1)¥x+c (F54+2)-d0*ct3 ct4d,0. ,ct14
print 110, fnorm,ifail
print 120,C0,p0,c('54+1),C(l54+2),d0,c(ll),b0
print 130,360, ¢ (1. ~dexp(~c (NN} y#c{H54+1) ) , emu
100 format({F8.4,7TE16.7})

110 format{//,' Yorm of residuals = ’,E15.5,/,’ Fail = *,13)

120 format{f,®' ¢0 = ?,E16.7,* pb = ’,E16.7,’ kZ = ',E16.7,
* /., x0 = * E16.7,! d0 = ’,E16.7,’ a0 = *,E16.7,
* /.) b0 = 7 ,E16.7)

130 format{/,’' angular deficit (degrees): ’,E16.7,
* /.? linear energy density/pi etax«2 = ? ,Ei18.7)

and

subroutine FCHN(EN,c,fvac,iflag)
implicit real+s (a-h,o-z)
integer B
real+8 K¢
common %,h2,alpha,ra,parl,par2,par3,pard,xmax
dimenaion c{TE) ,frac(¥1),cl(207),c2(207),c3(207) ,c4{(207),
- yb{4,0:2,0:300),0(5,0:4) ,den{0:4)
data D f1,26,66,26,1,1,10,0,-10,-1,1,2,-6,2,1,1,-2,0,2,
* -1,1,-4,6,-4,t/ ,den /120.,24.,6.,2.,1./
Asub=12
I5=(NE-3}/4
152=2+05
153=3=15
154=4»15
N=E5-5
12=2+1
T3=3+0
[ EEEES |
fvac{I54+2)=0,
fvoc{il}=0.
c splitting of coefficient array
do 3 k=1, 15
c1{k}=c(k)
c2{k)=c {H5+k)
cI (k=< (H52+K)
3 cd(k)=mc(WB3+k)
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c gtoraga of functiom values and derivatives
do 18 k=0.¥
do 19 i=1.4
de 20 1=0,2
20 yb(i,1,k)=0,
19 continue
do 21 j=k+1 k+b
jj=k-j+6
do 22 1=0,2
cte=D(jj,1)/(den(1}sh*+l}
yb(1,1,k)=yb(1,1,k}+cte*ci(j)
yb(2,1,k)=yb(2,1,k)+ctesc2(j)
¥yb(3,1,k)=yb(3,1 k) +ctesc3(j)
22 yb(4,1,K)=yb(4,1,k) +ctescd(j)
21 continne
18 continue
de 4 i=1.,4
4  fvec{¥4454+3i}=0.
de 5 j=1,5
ji=6-3
cte=D{jj,3)/(den{3)+h+s3)
fvec(Ba+11)=fvec(B4+11)+ctesc2(])
frvoac(F4+12)=fvec(B4+12) +ctarcl{j)
cte=D{jj,4)/ (den{4)+h*sd)
frec{¥4+10)=fvac(¥4+10)+ctarcl(j}
5 frec{F4+13)=fvec({Fa4+i)+ctevca(j)
¢ differential aquations at r=h,2h,....Fh
do 1 k=1,X
Kc=c{¥54+1)+k*h+c (N54+2)-yb{4,0.k)}
ct1={c(N54+1)-yb(4,1,k}}/Kc
ct2=dexp(2.%(c(FI) ~yb(3,0,k})}/Lc
ct3sct2/Kc
ctd=yb(1,0, k)= (2. -yb(1,0,k}}
ctE=ctdect4
ct6=yb(2,1 k)#a2/alpha
fvec{k)=yb{1,2 k}+ctleyb(1,1,k3+{1.-yb{1,0, %)) *(ct3e

L] yb(2,0,X)¥2-cta/2.}
fvac{B+k)=yb{2,2 k)~ (ct1+2 #yb(3, 1 K))ayb{2,1,k)-alpha+
* (1.-yb(1,0,k})=*2xyb(2,0 k)
fyec{B2+k) =yb(3,2, k) +ct1#yb{3,1,k) -2, *pard*(ct5/2.-2.»
- ct3scts)
1 fvec(E3+k)=yb(4,2,R)-2.*pards(3.+Kcrct5/4. +ct2(2 v ((1.~
» yb(1,0,k))ayb(2,0,k))+%2=cth))

¢ boundary/initial conditions at =0
fvac(H4+1)=yb(1,0,0}~1.
fvac(N4+2)=yb{2,0,0}-1.
fvec(N4+3)=yb(3,0,0)-c{HN}
fvac(H4+d)=yb(4,0,0)-c{BE4+2}
fvec(H4+5)=yb(1,2,0}
frac(N4+8)=yh{(2,1,0)
fvec (W4+7)uyh(3,1,0)
fvac(H4+8)=yb(4,1,0)-c(ME4+1)+1,
fvac(N4+9)wyb(4,2,0)

¢ boundary conditiona at r#{B-1)h,Th
do 7 u=¥-1.3
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fyoc (E3+15+k)=yb(1,1,k)+2.*ra*yb(1,0,k}

fvec(N3+1T+k)=yb(2,1,k) +rasyb(2,0,k)

fyvec(N3+194+k)=yb(3,1 k)42 *rasyb(3,0,k)
7 frec(E3+21+Kk)=yb(4,i k) +2.+ra*yh(4,0,k)

< composite Boola’s rule

c

n onh oo non

hi=h/Esub
Ediv=Nanbs*K
do 6 k=1 ,Idiv
wht=32.
if (mod(k,4) .eq. 2) wht=12.
if (mod{k,4) .eq. 0) whi=14.
if (k .eq. ¥div) wht=7.
xi={k+0.) /Esub
x=xi*h
Kc=c(N54+1 Yex+c (X54+2)-spline(xi B5,c4)
Ac=c(NN)-spline(xi N5,c3)
Ye=apline{xi N5,ct)
dXdr2=(dspline(xi, ¥5, c1) /h)s*2
Pc=spline{xi,N5,c2)
dPdr2=(dspline(xi,#5,c2) /h)**2
cti=dexp{Ac)/Ec
ct2={{1.~-Ye)*Pc)ex2
ct3={Yc* (2. -Yc))es2
Ffrac{F54+2)=fvec{H5a+2)+uhte (Xc* (2, *dXdr2=~_-25%(2 . +3 =ic)*
ct3)+(dexp(2.#Ac) /Ky *{{2.-Ac) »dPdr2/alpha-2.*

[ 3
L (1.+2.74¢)*ct2))

68 Tfrac(EE)=fvec(IM)+uht*( (2. foti)&(dXdr24ct3/8. Yrct1a (2, xct I+
. 3.#dPdr2/alphal})

fvec{N54+2)=c{EN) *c (N54+1)-2 . *hlspard*fvac(W54+2)/45,

fyec{UE)=dexp{-c{TW) )*c(W54+1) -1 +2 +hispard*fvec(El) /45,
tail corractions

pO=spline (xmax/h 05,¢2} f{daqrt (xmax)sdexp(-rasxmax})

ct1=5 . +pOspOsdexp{c (NH}-2 . srasxmax) /(2. *rasc(N54+1})

ct2=—c{AM)*dexp(c (W)} *ct!

fvoc (N54+42)=fyac (F54+2) -pardtct2

fvoc (WR}=fvec(NN)+pardsctl

treturn

end

4} Programa lambda6:

program Lambdag
Determination of neutral modes of the U{i} string.
It iz aseumad that omega > e (20/2}*max{l ,sqrt{akpha)}.
The DODE routine is employed.
Oscillations of the metric components gtt, gthth, gzz, scalar field
and Atheta.
COCRDINATE COEDITIORS Pi=0, betal=0 (muil = gammal)
Yariables, X,U,Lambda,Gamma,Q. (AU¢ 12, 1993)
Amplitudes and phases of normal modss are computad {Now. 24, 1993}.
implicit realss (a-h,o~z}
realed KO, k0a ks, LO
character+84 arq,arqi,arq?
extarnal F
number of nodes and dependent variablas
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¢ inp

20

¢ phy

¢ ste

¢ input of spline coefficients of the static solution

¢ ini

parameter (Naqe8,ig=100+21+Feq, Bf=6 ,rmin=2.4d-3)

dimension cc1{207),cc2(207),cc3(207),cc4{207) ,ALNL,NLY,
AL(HE,WE) , yi{Neq) ,vork{iu) ,ivork{5),s01(3,5,2000) ,Rgt (¥f},
wksl (Nf) ,oks2(Wf) ,alope(3},pr(Nf),gain(3},gcon(3),
arql{z),scons(3) ,Ampe{2,3) ,Ampc{Z,3),ph(2,3 ,Amp(2,3)

common cel , ced,ce3,cc4,c1,¥2,02 43 v4,c32,84 he,frag?,

-
»
*

- alpha,ra,par, k0s ks, a0s,c0s,p0s,
* bOs ,d0s Ms
pi=4.DO*datan{1.D0)
ut data
open(4,file=’lnmbdaﬁ.ins’,status=’ald’)
read(4,*) Frask

do 75 itask=1,Ttask

write(* *) *>>>>>>>55> TASK #',itask
read(4,%) alpha,ets, freq

reed(4,*) rmax ¥, rinit,rmy

read(4,*) relerr,abaerr
read(4,'(A)?) arq

do 20 k=1,2

read{4,’(4) ) arqi{k)

read(4,’(A}?) arq2

sical parameters

ra=dsqrt(alpha)

par=8,+pisetareta

freq2=fregq*freq

p-size

h={rmax~rinit) /X

hZ=h#*h

open{t,file=arq,status=’old’)
read(1,*} Ms,hs ks kOs, a0s
read{1,*) c0s,p0s,b0s,d0s
5e=0s+5
do 1 k=1,¥5s

read(1,*) cclik),cc2{k),cca(k), ccdik)
close(l,status='keep’)
write(s,*») ’Static solution read’
tial conditions at ‘r=0?
c=par/8.
alfa=alpha

v2=(cc2(1)+2,*cc2{2)-6.2cc2{3)+2, +cc2(4)+cc2{5}} /(12 . *hs*hs}
ciz=-(ccl(B}+i0.*ccl (4)-10.#cc1(2}-ccl{1))/(24.4hE)

a2=-0 . 5#(cc3(1)+2 . %cc3(2)-6.2cc3(3)+2 »cc3(4)+cc3(5)) /(6. ths*hs)
d3={1./6.)%{ccd(1)-2.%cca(2)+2.#cc4(4)-cc4(5}) /(2. shs**d)
va={1./24 Je{cc2(1)~4 . #cc2{2)+6.%cc2(3)-4 . ¢cc2{(4)+cc2(5) ) /hs**d
c3=(1./6.)*{ccl(1)-2 . %cc1{2)+2 . #cc1(4)-ccl(5}) /{2 *hs*x3}
ad=-(1./24. y»{cca(1)-4 . %cc3(2)+6.2cc3(3)-4 2cc3(4)+cc3(5) ) /hseed

cSg=C*e
clsq=ci=cl
v2sgq=vlev2
w2cb=v2sq*v2
alfa2=alfa*alfa
alfa3=alfalwalfa
alfad4=alfaZ*alfal
fregé=freq2sfreq
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do 12 k=i 3
writa(s,s) *Regular sclution #’ .,k
x1=0.
ui=0.
GO=0.
LO=0,
if (k .eq. 1} then
¢ solution #4 in tha report
n2=1.
elseif (k .eq. 2} then
¢ sclution #1 in the report
xi=1.
else
¢ asplatien #2 in the report
Go=1.
LO=1.
endif
L3=(64 . »C#CLVI*U2+56 +CxX1vALFA#CISO+G +=CoeX1wALFA+
. 32 . eCeX1ieV250+12 «CI*ALFA*U2+C12 ALF A #GOsFREG2+Ci
. ALFA®LO#FREQ2+12 «X1#V24ALFA-6 . #X1#ALFA+FREG2-3 . wX1
. ®ALFA)/(48.#ALFA}
U4=(-32 . #C*C1nX1aV2ALFA-16. «C*ALF A 2#C1SQ+6 . %0
. ALFA*UZ-480 . #CrU2e V25045, #C1#X1#ALFAD+4 #F2+ATFA*GO
, #FREG2+4. #V2sALFA«LOsFREQ2-3. #ALFA2[2+FREQ2) /{24 . %
. ALFA)
G2=(64 , *CHV2eU2-ALFA+GO+FREQ2-ALFA*LO*FREQ2} /(4. ¥
. ALFA)
G4=(192 . »C*C1+X1+¥2+ALFA2+16 . #C4Ci e X 14FREQ2*ALFA2+
. A48, *xCkC1X1*ALFAZ-128 . xCxV2«ALFA*U2«FREQZ+192 , 4 Cé
. ALFA*GO«FREQ2+V2S0+152 +CxALFA+LOsFREQ24V2SQ+96 . #C»
. U2aC15GeALFAZ-8 »CGO*FREQZ*C15(Q*ALFA2-5, +C+G0*
. FREQZ=ALFAZ-8 *«CelO#FREQ2+C1SQ+ALFAZ-8 sCeLO4FREG2*
. ALFAZ+512 «CieXisALFASCSQ*V25(-32. &C1+X1+CSQ*ALFA2Y
. BI2 . *V2eALFA+U2+CSQeC i SO+540 V2oL FAsU2#C50-14336 .«
. V2#U2+CSQeV25HGO+FREQ4* ALFA2+LO+FREQA+ALFAZ) /(96 .
. ALFAZ}
02=(~32 . #CAC1*X1ALFA-128 . #C+V 24U 2+ALFA+GO+FREQ2 +
. ALFA*LO+FREQ2)/{1%.+=ALFA)
Qa={-4608 . *CxC1*J 1 +V 2% ALFA2+288 »C*C 1+ i *FREQ2*ALFA2
. #2388 wCHDIHX1*ALFAZHI7ER *CeV2$ALFA«USFREN2-1472 . ¢
. CeALFA=GO*FREQ2*V25Q-1472, «C*ALFA+LOSFREQ2+V25(Q~
. 2304 . #CEU2HCIEQ#ALFAS+EA  #C+G0+FREGD«C1S]»ALFA24+36 .0
. CeGO*FREQ2*ALFAZ+54 . #CrLO*FREQ2*C1 S0 ALFAZ+36 . = CeL0
. *FREQ2*ALFA2-17408. «C1+X{#ALFA*CSQ*V250-11264.+C1+
. Y1*CSQuCISQ#ALFAZ-ETE  *«C1eX1#CSQALFAR~-1T408 V2%
. ALFA*UZ#CSQeC15Q-5T60 . VI« ALFA+UZ«CE0+1 33120, #V 2#U2
. #CSQ+VZ5Q-5 . *GO+*FREQA+ALEAD-9 xLO+FREQA*«ALFA2) / (
. 1440.#ALFA2)
r=rinit
y(1)y=xl*r+x3*rvs3
y(2)=n24rsrtudsreeqd
¥y{3)=L0+{freq2/16. )sqlérs*x4
y{4)=CO+G2*rer+Gisrend
y{(5)=q2*rertqisres4
Y<6)=X1+3 .*¥xX3ersr
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y{7)=2 wyu2ertf snders3
y{8)={fraq2/4.)eq2er++3
sol(k,1,0+1 )=y (1)
sol(k,2,0+1)=y(2}/1
sol{k,3,0+1)=(y(3)+y(4)) /2.
sol{k,4,0+1)={y(4)-y(3))/2.
s0l(k,5,0+1)=y(S)
iflag=1
¢ solution loop
do 3 m=1,X
rout=rinit+m*h
call dode{F,Req,¥,r,rout,relerr,abserr,iflag,vork,ivorx}
if (iflag .ne. 2) stop
sol(k,1,m+1)=y{1)
sol(k,2,m*1)=y(2)/(rinit+m+h)
s0l{k,3,m+1)=(y(3)+y{4})/2.
sol(k,4,m+1)=(y(4)-y(3)) /2.

3 s0l{k,5,mét}=y(5)
write{*,*) > Solution loop completed’
¢ least squares fit for gamma(i)=sol(k,4,i+1).
mmin=rmr/h
wvn=freq*dexpi{-als/2.)
do 2 i=1,Nf
do 4 j=1,0f
A{i,§)=0.
do 6 m=main,X
r=rinit+m*h
& ACi,§)=A{i, jy+philj, r, el phi(i,r wvn)
4 continue
2 continue
do 8 i=i,Nf
Bgt{i)=0.

do 9 m=mmin,E
r=rinit+m*h
Rgt{i)=Rgt{i)+phi(i,r,ovn)*sol(k,4 m+1)
-] continue
ifail=0
call FO4ATF(A Nf Rgt Nf,pr AN ¥f,wket wks2,ifail)
write(,*} > Least squares fit completed (gamma)’
gsin{k)=pr(3)}
geos{k)y=pr{4)
slope{k)=pr{1)
12 scons{k)=pr(2)
¢ removal of m0 component

]

do 23 k=1,3
do 24 m=1,K+1
24 sol{k,4,m)=s0l{k,4,m)-scons(k)
23 continune
write{s,=) ! Constant component removed’
¢ construction of 2 regular modes
do 13 xk=2,3
vrite(*,*) * Hemoval of linear trend: meds ’,k-1

gsin(k)=gsin(k}-slope(k)sgsin(1)/slopa(i}
geos (k)=gcos(k) —slope(k) »gcos(1)/slope(1)
do 14 j=1,5
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15
14

do 15 m=1 N+l
sol{k,j,mimsol(k,i, m)-slopalk)*scl{l,j,m}/slope(1)

continoe

13 continue
do 26 jji=1,2

write(#,*} ’Calcelating ampl. & phase of mode ',jj

c amplituda and phamse of gammal

£ laaat

28
27
26

30
29

¢ least

33
32
31

a5
34

Amps(jj,1)=gain(ji+1)
Ampc{jj,1)=gcos{jj+1)
Amp(jj.1)=dacgrt(Amps (§j,1)**2+kmpc{jj,1)e2)
phiij, 1) =-argu(hmpc{jj. t},Amps{jj,1)?
squares fit of Ui/r
wvn=dsqrt (freq2+*dexp{-a0s)-alpha)
do 26 i=1,¥f
do 27 j=1,Kf
A{i,j)=0.
do 28 m=mmin.¥
r=rinit+m*h
ACi,$)=ACi, {2+phiX(j,r ,wvn)#phiX(i,r,uwyn)
centinue
comtinuae
de 29 i=1 F§f
Rgt (1)=0,
do 30 m=mmin N
r=rinit+m*h
Rgt {i)=Rgt (i)+phiX{i,r,evn)*201(jj+1,2 m+1}
continue
ifail=0
call FO4ATF(A,Mf Rgt Bf,pr AL, Bf vksl,uks2,ifail)
Amps(jj,23=pr(1}
Ampc(jj,23=pr(2)
Amp (jj,2)=dsqrt (Amps(jj,2) #+2+Ampc (jj,2) +2)
ph{jj,2)=-argu(impc(jj,2) . Amps(jj,.2})
squares fit of Xt
wyn=dsqrt (freq2+dexp{-a0s}-1.)
do 31 i=i ,Nf
do 32 j=1,If
A(i,jr=0.
do 33 m=mmir . X
r=rinit+m*h
ACE,j)=A(4i, j+phiX{(j,r,wvn)*phiX{(i,r,eva)}
continue
continue
do 34 i=1 Kf
Rgt(i)=0.
do 3% m=mmin,¥
r=rinit+msh
Rgt (i)=Rgt (iy+phiX(i,r ,wvni*s0l(jj+1,1,m+1)
continue
ifail=0
call FO4ATF(A,Ff Rgt K pr Ak Bf wksl,wks2,ifail)
Amps(jj,3)=pr{1}
Ampe(jj,3)=pr(2)
Amp(jj,3)=deqrt (Amps(jj,3)e42+Ampc(jj,3)&s2)
ph{jj,3)=—argu(Ampc(jj,3) ,ampe(jj.3))



PROGRAMAS 183

256 continua
¢ output of amplitudas and phases
open{1,file=arq2?,status=’nev’)
write(1,105) alpha,eta,fraq
write{1,110) Amp(1,1),Amp(2,1) ,Amp(1,2) ,Amp(2,2) ,Amp¢{1,3),Amp(2,3)
write{1,110) ph{i,1),ph(2,1) ph(t,2),ph(2,2),ph{1,3),ph{2,3)
close{l,status=<’kaep’)
105 format (3E12.5)
110 format{6E12.5)
¢ output of results
de 21 k=1,2
21  open(k,file=arql(k},status="new'}
c columns of cutput: r,X1,U1/r,Z1,gammal Qi
do 16 k=2,3
z=0.
if (k .eq. 3} z=1.
sco=-scons{k)+slope(k}*scons{1)/slape(l1)
write{k-1,100} 0.,0.,0.,2,8c0,0.

de 5 m=1,0
5 write(k-1,100) meh+rinit,sol(k,1,m+1) s0l¢k,2,m+1),
* so0l(k,3 m+1) ,20l(k,4 m+1),501 (k, 5, m+l)
16 continue
do 17 k=1,2

17  close(k,status=’keep’)
76 continne
close(4,statna='keep’)
100 format (F9.6,5E17.7)
end

reals8 function argu(x,y)
implicit real#8 {a-h,o-z)
hpi=2.d0=datan(1.d0)
if {y .eq. 0.) then
if ¢(x .ge. 0.} then
argu=0_.
alse
argu=2.shpi
endif
elseif (y .gt. 0.) then
argo=hpi-datan(x/y)
else .
argu=-hpi-datan{x/y)
endif
return
end

real+*d function phi(k,r,wvn}
implicit real=8 (a-h,o-z)
s=dsin(wvn*r)/r*=*1.6
c=dcos (wyn*r)/r**1.5
if {(k .eq. 1) then
phi=r
elseif (k .eq. 2) then
phi=1.40
elseif (k .eqg. 3) then
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phi=a

elseif (k .aq. 4) then
phi=c

elseif (k .aq. 5) then
phi=s/r

olee
phi=c/r

endif

reaturn

end

reals8 function pkiX(k,r,wvn)

implicit real=8 {a-h,0-z)

s=dsin{wwn¥r)/dsqrt (r)

c=dcos(wvner)fdsqrt (r}

if (k .eq. 1) than
phiX=s

elsaif (k .eg. 2) then
phiX=c

elseif (k .eq. 3} then
phiX=s/r

elseif (k .eq. 4) then
phiX=c/T

elseif (k .eq. §) then
phiX=s/(r*r)

alse
phiX=c/{rer)

endif

return

end

subrowtine F(t,y,yp}
implicit reals8 (a~h,o-z)
real*8 EO,k0s ks ,Lh
parameter (Neq=8,rmin=2.d4-3)
dimension cc1{207),cc2(207},cc3(207),cc4(207) ,y(Meq) ,ypileq)
common cel, ool ccd,ccd,cl,v2,a2,d3,v4,c3,a4,h=s,freq?,
* alipha, ra,par,k0s ks ,a0s5,c05,p0s,
* bds,40= ,0s
¢ computation of coefficients in perturbation equations
xi=t/h=
if (xi .gt. ¥s) then
cti=zdsqrt{t}
ct2=dexp{-ra*t)
ct3=ct2ect2
ct4=(pOs/ks) +#2%{dexp(2.*als) ft)act3
X0=1.-cOs=*dexp({-t)/ctl
dX0=cOs*dexp(-t)/ctl
UD=plssctivct?
dUQ=-rar*Uo
A0=a0g+b0s*ct3/t
dAO=-2.*rarbls*ctld/t
EQ0=ka*t+k(G3-d0s*ct3
dEO=ks+2,*ra*d0s*ctd
elseif (t .gt. rmin) then

184
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I0=1 -splinaeb{xi,ccl)
dX0=-dspline5{xi,cc1}/hs
Uo=spline5(xi,cc?}
dUO=dsplinab(xi,cc2)/hs
A0=a0z-spline5{xi,cc3}
dAO=~dspline5(xi,cc3)/hs
EC=kn»t+kOz-splineb{xi, ccd4)
dEO=ks-dsplineb(xi,ccd)/hs
else
=t
XO=rs{ci+c3erer)
dXO=c1+3 . wc3xr*r
DO=1 . +y2ersr+visresd
JU0=2 . sw2%r+4 bydkrsi3
AC=a2erer+ager++4
dAD=2 . xa24r+4 . kadsres]
EO=r+d3#r**3
dEO=1 .43 %d3s1*T
endif
ct1=dEC/KQ
ct2=dA0/2 . -ctl
ct3=dexp{-AQ}
cté=daxp(2.*A0)
ct5=ct4r (UO/EO) **2
ct6=ct144X0+00sU0/ (EO*KQ)
ct7=ct4*d00/ (alphasEG+L0)
ct8=ct4+dU0+dU0/ (alphasK0+kO)
ct9=par/dA0
ct10=X0*({X0*K0-1.)+2.%C15)
ctilsct4»X0#X0+U0/ (X0sEQ)
ct12=ct4+(XO+UQ/EC)*+2
ct13=ct4+X0sU0/ (EQ*EQ}
Xh=y (1}
Th=y (2}
Lh=y (3)
Gh=y{4)
Qh=y(5)
dXh=y (6}
dOh=y {7}
dLh=y(8?
dGh=part(dIO*dXh+ct7*dUh)+dAOdeh/2,+part(d101d10—ct10/2‘)txh+
* par*(ct7+=dA0-ctll)*«Uh-freq2*ct3+{Lh+Gh) /2. +{dAC*(ct1-3.*
. dAO/2. Y +par*(cti2-ct8)~freq2sct3) 4k
dGh=dGh/ (ct1-dA0}
dgh=-(dLh+dGh) /2. -par*(dX0sXh+ctTeUh)+(3 . +dA0/2.-ct1)*0h

yp{1)=dXh

yp(2)=dUn

yp(3}=dLh

yp{4)=dGh

yp{5)=dgh

yp{6)=-ct1%dXh-dX0* (dCh+dQh) - (Freq2sct3+(1 . -3 . $XOX0)/
* 2.-ct5)#Xh+2 . ecti3«Uh-2, *2c16+Qh

yp(7)=(ct1-2. #dA0) *dUh-dU0* (dGh-4gh)+2 . *al phasX0+U0+Xh-
* (freq2+ct3-alpha*X0+XC)}+Uh

yp(8)=-cti*dLh+freq2*ct3*Qh
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Ieturn
end

real*8 function splinesSi{xi,c)

¢ Algorithm 5.24 from L. Schumaker, Spline Functions: Basic Thecry,
¢ Wiley, 1881,

a an 00 an o

implicit reals8 {a-h,c-z}
parameter (m=6,1=120)
dimansion c{207),cx(m}
1=idint (x3+6.)
zdh=xi-i+m
de 1 i=i.m
ex(jl=c(j+l-m}
do 2 j=2.m
do 3 i=m,j,-1
ex(1)=(zxdh*+m-i) #cx(1)+(i-j+1-xdn)*cx(i-1}
continne
splineS=cx(m)/f
raturn
end

reals8 function dsplineb{xi,c)

implicit reals8 (a-h,o-z}

dimension ¢ (207}

1=idint{xi+6.)

dsplines=0.

do 1 3=1-5,1
dspline5=dspline5+c{j)+dN6{xi~-j+6)

return

end

real*8 function dE&6{xi)

implicit real*8 (a-h,0-z}

dimension a(7)

data a f1.,-6.,15.,-20.,15.,-6.,1./

j=idint (xi)

dE6=0.

de 1 k=0,j
di6=dEG+a(k+1)*(xi-k}*x4

dE6=dN6/24.

return

end

5) Programa lambdaT:

program Lambda7?

Determination of neutral modes of the U(1) string.

It is assumed that alpha < 1, e”{a0/2}alpha~(1/2) < omega < e"(al/2).
The DIDE rountine is employed.

Dscillations of the metric components gtt, gthth, gzz, scalar field
and Atheta.

COORDINATE CONDITIONS P1=0, betal=0 {mul = gammal)

Variables, X,U,Lambda,Gamma,]. (AUG 19, 1933)

Amplitudes and phases of normal mode is computed (Now. 25, 1893).

implicit real=s {a-h,o-z}

186



PROGRAMAS

realsg EQ,kO= ks ,LO
charactars6d arq.arql,arq?
external F

¢ number of podes and dependent variables

parametar (Boq=8,iu=100+21+Baq =6, ruin=2.4-3)

dimension ¢cl{207),cc2(207},ce3(207),cc4(207) ,A(NL B},

* AL(EE, L) ,y{Joq) ,vwork(iw),ivork(5),s01(3,5,2000)  Rgt(Nf},
* gksi(Nf) ,9ks2(Ef) siope(3) ,pr(Nf), gsin(3),geos(3),

*« scons(3),Ampa(2,3} ,Ampc(2,3),ph(2,3),Amp(2,3}

common ccl,cc?,cc3,ccd,cl,v2, a2,43,vd,c3,ad he, Freq2,

* alpha,ra,par kOs ks,a0s,c0s,p0s,

* b0s ,d0s Ha

pi=4.DOsdatan(1.D0)

¢ input data

open(4,file=’1nmbdn7.ins’,5tatus=’old')
read(4,*) Ntask

do 75 itask=1 Ntask

Britel{=,*) '>r233r>35> TASK #',itask
read{4,%) alpha ete,freq

read{4,*) rmax ,N,rinit,mmr

read(4,*) relerr,abserr

read(4,'(A)’) arq

read(d,'(A)?) arql

raad(4, *(A)7) arq2

¢ physical parameters

ra=sdsgrt{alpha)
par=B.spi*etareta
freq2=freq*freq

¢ step-size

h={rmax-rinit} /X
h2=hxh

¢ input of spline coefficients of the static solution

[y

open{l ,file=arq,status=’old’)
read{1,#*} Ms,hs ks, k0s, als
read(1,*} cOs,pls,b0s5,d0s
B55=Fs+5
do 1 k=1,¥5s
read(1,*) cel{k),cc2(k), cc3(k),ccalk)
close(l,status=’keep')
write(*,*) ’Static solution raad’

¢ initial conditioas at ‘r=0’

c=par/8.

alfa=alpha

v2={ec2(1)42 . £cc2(2) -6 . %cc2(3)+2. #cc2(4)+cc2(5)) /{12, ¥hs#hs)
cl=-{ccl(5)+10.#cc1{4)-1C.*ccl(2}~ccl1(1}) /{24 2hs)
a2=—0.5#{cc3(1)+2.%cc3(2)~6.%cc3{3)+2 . #cc3(4)+cc3(5))/ (6. %hsshs)
d3=(1./6.)9{cca(1)-2 %cca{2)42 . %cca(4)-ccd(5}}/{2. #hs**3)
v4=(1./24.)2(cc2(1)-4.»cc2(2)+6,+cc2(3) 4. *cc2(4)+cc2(5) ) /hoerd
¢3=(1./6.)8{ccl1(1)-2 #cc1{2)+2 *ccl(8)-cc1(53) /(2. #ha*s3)
ad=-(1./24. )% (cca{1)-4.+cc3(2)+6.2cc3{I) -4 .%cc3{4d+cc3{5)} /hsred
csqQECRe

cisgq=cl*cl

v25q=v2¥V2

v2cb=v25g*v2

alfa?=alfa*alfa

o
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alfald=alfaZealfa
alfad=a)lfaZealfal
fragé=freq2sfraq?
do 12 k=1,3
write(# x) 'Regular solution #'.k
x1=0.
uz=0,
G0=0.
1.0=0 .
if (k .eq. 1) then
¢ solution ¥4 in the report
w2=1.
elseif (k .eq. 2} then
¢ solution #1 in the report
11=1.
elag
c solution #2 ir the repert
G0=1.
Lo=1.
endif
I3=(64 xCeCI+V22UZ4 96, #Ce X 12 ALFA*CISQ+6  »0eX | «ALFA+
. 32.«CaX1sV2S0+12 »CLisALFAsUZHCI+ALF p+GO#FREQ2HC1
. ALFA*LO*FREQ2Z+12 . sX1e¥2+ALFA-G.*X1*A]1 FAsFREQ2-3.#X1
. #ALFA}/ (48 *ALFA)
U4={-32. +CeC1#Xi+V22ALFA-16. «CoALFASJ2+C1SQ+6 . «C#
. ALFA#U2-480,%C+U2+¥250+6 , +C1+L1*ALF A 244 « V2% ALFA*GO
. «FREQ2+4.#V2+ALFA*LO*FREQ2-3. *+ALFA*U2%FREQ2} /(24 .
. ALFK)
G2=(64 . #C*V2+U2-ALFA#GO*FREQ2-ALFA*LO+FREQ2} /(4. »
. ALFA}
G4= (192 . #C*C1+X1#V22ALFA2+16 . «CxC1oX $ «FREQ2vALFA 2+
. 4B #C*CLaX1*ALFA2-128 #CV2+ALFASU2FREQ2+192 . #C*
. ALFA*GO*FREQ2#VZ3Q+192.#«CoALFA*LOSFREQ2*V 25 +96 . sCs
. U2%C1SQ*ALFAZ-8 . #CHxGOsFRE(Q2#C15(Q*ALFA2-8  +C* (0%
. FREQZ*ALFA2-8.*C+LO*FREQ2+CiSG*ALFA2—B, #C+LO+FREQ2*
. ALFA2+512, =C1+X1%ALFA#CSQ*¥250-32 . *C1+X1+CS0*=ALFA2+
. 512, +V2=ALFAsU25CSQ*#C1SQ+640. +V2+ALFA¥U2+CSQ-14336 .+
. ¥2aUZ4CSQ#V2SQ+GOsFREQ4*ALFA2+LO+FREG4+ALFA2) / (96.+
. ALFA2)
G2=(-32.%CsC1l* X1 *ALFA-128 . +C+V2#U2+ALFA«GO+FREQ2+
. ALFA=LO*FREQ2)/(12.*ALFA)
04=(-4508 .*C+C1+X1+V2eALFA2+288 *CC1+Y1+FREQ2«ALFA2
, 4288 . 2C0eCixX1#ALFAZ+]1T28 . *CeV 2+ ALFAU2#FREQ2-1472 . »
. CoALFA*GO#FREQ2+V25Q-1472.%C+ALFA*LO2FREQ2*V250 -
. 2304 . 4C4U24C1 80+ ALFA24+64  «C+GO+FREQ2+C150+ALFA2436 .+
. C*GO*FREQ2#ALFA2+64  *C*LO*FREQ2+C15QeALFA2+36 . +C2LO
. #FREQ2+ALFA2-17408 . #C1isX1¢ALFA*CSQ+y250~11264 . +Cl*
. L1#C5Q=C150eALFAR-ET6 . #C1+X1+CSQ+ALFAZ- 17408 . s T2
. ALFA#U2*CEQ#C15Q-5760 . s¥2¥ALFA*U2#C30+133120 ., #V2#U2
. *C5Q+V250-9 . +«CO+FREQ4*ALFAZ-9 . «LO*FREQ4+ALFA2) / {
. 1440.*ALFA2)
r=rinit
y{1)=x1*r+x3¢rvs+3
y{2)=uZ*r*rtudsried
y{3)=L0+(freq2/16. J#q2+r++4
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y{(4)=QO+Q2+rer+idsreed

y(5)=q2ersrtqlerssi

y{(6)=x1+3 *x3%r*r

y(7)=2 . %u2er+d. sudarse3

y(8y=(freq2/4. Yaq2eres3

sol{k,1,0+1)=y(1)

s0l¢k,2,041)=y{2}/r

=01¢k,3,0+13={y(3)+y{4)) /2.

sol(k,4,0+1)=(y{4)-y(3)) /2.

801(k,5,0+1)=y(5)

iflag=1

¢ sclution leoop

do 3 m=1,K
rout=rinit+msh
call dode(?,leq.y,r,rout,relarr,abserr.iflag,nork,inork)
if (iflag .ne. 2) stop
sol(k,t m+id=y{1}
s0l1(k,2,m+1)=y(2)/(rinit+m=h)
s01(k,3,mt1)=(y(3)+y{4)) /2.
sol(k,qa,m+id=(y{a)-y(3))/2.

3 g0l (k,5,m+1)=y(5)
write(*,#) > Sclution loop completed’
12 continue
¢ ramoval of exponential divergence in X=sol(k,(i,i+1}

do 39 k=2,3
fetr=sel(k,i T+1}/s0l(1,1,F+1)
do 40 j=1,b
do 41 m=1,¥*+1
41 s01{k,j,m)=s0l(k,j, m}-Fctresol{l,j,m)

40 coptinue
3% continue
¢ least squares fit for gamma{i)=s0l(k,4,i+1}.
do 42 k=2,3
mmin=rmr/h
wyn=freq+dexp{-a0s/2.)
de 2 i=1,Hf
do &4 j=1,¥f
Afi, j)=0.
do 6 m=mmin,E
r=rinit+m*h

6 ACL, =M, J+phi(j,r,@vm)*phi(i,r uvn)
4 continue
2 coptinue
do 8 i=1,0T
Rgt {1)=0.

do 5 m=mmin,¥
r=rinit+mth
9 Rgt(1)=Rgt (i)+phi{i,r,vwn)*sol(k,4,m+1)
8 continue
ifail=0
call FOAATFC(A,Bf Hgt Nf,pr AA Xf,wksl,wks2,ifail)
write{s,*} ? Least squares fit completed (gamma}’
gsin(k)=pr{3)
geos(k)=prid)
slope (k)=pr{1}
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42 sconsf(k)=pr(2)
c removal of m0 component
do 23 k=2,3
do 24 m=1,F+1
24 sol(k,4,m)=scl(k,4,m)-scons(k}
23 continue
writei# %) ' Constant compenent remcved’
¢ construction of regular mode
write{# ») ' Hemoval of linear trend’
fctr=slopa(3)/elope(2)
gein{3)=gsin(3)-fctr*gsin(2)
geos{3)=gcos(3)-fetrageos(2)
do 14 j=1,5
do 15 m=1 K+1
15 sal(S,j,m)=sol(3,j,m)-fctrtsol(2,j,n)
14 contiRue
write(s ¥) 'Calculating ampl. ¥ phase of mode '’
¢ amplitude and phase of gammal
ip=2
Amps(ji,1)=gsin(jj+1)
Ampclji,1)=gcos(jj+l)
Amp{jj,1)=deqrt(Amps(jj,1)ss2+hmpc{j],1)ee2)
phijj.1)=-argu{Ampc(jj,1) ,Amps{jj,1})
¢ least sqguares fit of Ul/r
wra=dsqrt{freq2+dexp(-a0s)-alphal
do 26 i=1,Hf
do 27 j=1,Wf
A(i,j}=0.
de 28 m=mmin ¥
r=rinit+m+h
28 Ai, 3)=A(1,§)+phiX{j,r,wvn)sphiX{i,r,vvn)
27 continue
26  comtinue
do 29 i=1 .Nf
Rgt{i}=0.
do 30 mrmmin, ¥
r=rinit+m+h
30 Egt (i)=Rgt(i)+phiX(i,r,wvn)=sol{jj+1,2,m+17
29 continue
ifail=0
call FO4ATF(a Nf Rgt Nf, pr AA Bf wksi , wks2,ifail)
dwp=(jj,D)=pri1)
Ampc(jj,2)=pr(2}
amp{jj,2)=dsqrt (Amps(jj,2)s*2+ampc(jj, 22 ¢+2)
ph(jj,2)=-argu(Ampc(jj,2),Amps(jj,?))
¢ cutput of amplitudes and phases
open{1,fila=arq?,status='neg’)
vrite(1,105) alpha,eta,freq
orite(1,110) Amp{2,1) , Amp(2,2)
write(1,110) ph{2,1) ,ph{2,2)
close(l,s5tatus="keep’}
105 format(3E14.5)
110 format(2E14.5)
¢ output of results
open(i,file=arql,status=’nev’)
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¢ columns of output: r,X1,U1/r 21, gameal Q1
do 5 m=Q B )
5 write(1,100) m*h+rinit,sol(3,1 ,m+1) 801(3,2,m1),
. pol(3,3,m+1),601(3,4 m+1},801(3,5 ,m+1)
cloge(l status=’kaap’)
¥5 continue
cleose{4 status='keep’)
100 format(F9.6,6E17.7)
and

6) Programa lambdas8:

progrén Lambdad
Determination of neutral modes of the U{l) string.
It is assumed that alpha > 1, e”(a0/2) ¢ amega ¢ e (a0/2)alpha~(1/2),
The DDDE routine is employed.
Oscillations of the metric components gtt, gthth, gzz, scalar field
and Atheta. '
CODRDIEATE CONBITICHS P1=0, betal=0 (mul = gammai}
Variables, X,U,Lambda,Gamma,(. (AUG 19, 1963}
Amplitude and phase of normal mode is computed (Nov. 25, 1993).
implicit real*8 {a-h,o-z)
real+*s EQ,.x0s,ks,L0
characters64 arq,argl, arq?
externzl F
¢ humrber of hodes and dependent variables
parameter (Raq=8,iw=100+21+Neq, Bf=6,rmin=2.4-3)
dimension ccl1{207),cc2(207),cc3{207),cca(207) A (NS ,HE),
* AM(Ef Tf),y(Naq) ,work(iw),iwvork(5),s01(3,5,2000) ,Rgt(Nf),
* wksi{Nf),exs2(Nf},slope(3},pr{lf},gsin(3),gcos(3),
*  scons(3) Amps(2,3) ,Ampc(2,3),ph{(2,3) Amp(2,3)
common ccl,cc2,cc3,ccd,cl,v2,a2,d3,v4,c3 a4 hs,freq?,
* alpha,ra,par ,k0s ks ,20s5,c0s,p0s,
L bds ,d0s ,0s
pi=4.DO*datan(1.D0}
¢ input data
open(4,file='lambda8.ins®,status='old’}
read(4,*} Ftask
do 75 itask=1,Ntask
write(d #) d3>x3553335 TASE &7, itask
read(4,+) alpha,eta,freq
read(4,+) rmax,N,rinit, rmar
read(4,*) relerr,abserr
read(4,?{A}7) arqg
read(4,(A}*) arql
read(4,?(A}’) arq2
¢ physical parameters
ra=dsgrt(alpha)
par=8.¥piretareta
freq2=freg*freq
¢ step-size
h=(rmax-rinit) /¥
hZ=h¥*h
¢ input of spline coefficients of the static soluticn
open{i,file=arq,statue=’0ld’)

[ 2 T v T T T o T & s |
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t

read(1,+) B3 hs ks kOs, a0s
read{1,*) c0a,p0e, bls,d0s
E5arlath
de 1 k=1 BS5s=
rand{1,*) ccl(k),cc2{k),cc3{k}, ccalk}
close(}, atatus=’keep’)
write{s *} 'Static solutien read’

¢ ipitial conditions at 'r=0’

cxpar/8.
alfa=aipha :
v2={cc2{1 42 .%cc2{2) -6 #cc2{3)}+2,*cc2(4)+cc2(5)) /{12. #hs*hs}
cim={ccl{5)+10 sccl1{4)-10.%cci (2)-cc1(f)) /(24 .#hs)
a2=-0,5%(cc3(13+2.9cc3(2)-6.%cc3({3)+2.2cc3{4)+cc3(5) )/ (6. *harhs)
d3={1./6 .9 (ccd{1}=2 wccd(2}+2 *ccd(&)-ccd(5}}/ (2. .shgws3)
V4=(i./24.)‘(cc2{t)-4<*cc2(2)+ﬁ.*cc2(3)‘4.*CCZ(4)+CCQ(5))/hs**4
c3=01./6. Y8 (cc1{1)-2,.%ccl {2242 . #ccl(4)-ccl (5} )/ (2. *hs**3)
ad=-(1./24.)9(cc3{1)-4 %cc3{2}+6.%cc3(3) -4 +cc3(4)+cc3(5)) /nserd
c3qQ=c*C
cisgq=ciscl
¥23Q=v2¥r2
v2ch=v2sqev2
alfa2=alfaealfa
alfa3=alfaZsalfs
alfad=alfaisalfa2
freqd=freqZ«freq2
do 12 k=1,3

write(+,*) ’Regular sclution #'.,k

x1=0.

ui=0.

GO=0.

LO=0.

if (x .eq. 1) then

¢ solution #4 in the report

n2=1.
elseif (k .eq. 2) then

¢ solution #! in the report

xi=1.
alse

c solution ¥2 in the report

GO=1.
Le=1.
endif
I3=(64 . #CAC1V 2002496, ¥ G+ X1+ ALFA*C15Q+5 . »C+X1*ALFA+

. 32.eC#X12V28Q+12 . #C1#ALFA*U2+C14ALFA*GO*FREQ2+CE#
. ALFA*LO*FREQ2+12 .+X1#V2*ALFA-6 . *X1#ALFA+FREQ2-3. X1
- *ALFA)/(48.%ALFA)

Ud={-32.+0+Ci#X14V2+ALFA-16 +CHALFA+U2#C150+6 . +C*

. ALFA#U2-480  ¢CHU23V25Q+6 . «C1=X1sALF A2+ #VI*ALFA®GO
. *FREG2+4 . #V2+ALFA*LO«FREQ2-3 *ALFAZUZsFREQ2) /(24.»
. ALFA&)

G2={64 . +C*¥24U2-ALF4+GO*FREQ2-ALFA«LO*FREQ2) /(4. %

. ALFA)

G4={192 . #CHC1+X1eV2#ATLFA2+16 xCaC1a X1 «FREQ2I*#ALFAZ+

. A8 #CaC01+X14ALFA2-128 4CxV 2+ ALFASsF2¢FRE(2+192 . %Cx
. ALFA*GQ+*FREQ2+¥25Q+192, «CrALFA+LO*FREN2*Y250+96 . C»
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. U28C158Q*ALFA2-8, »CwGO*FREQ2*CLSQ*ALFAZ-8 . *C#GO*
. FlEQQtlLFLQ-S.ﬁC‘LO*FKEQ?‘CiSQ‘ALFI?—B‘tC*L0¢FREQ2*
. ALFA2+4512.«CleX1«ALFA>CSQa¥25Q-32. . sC1eX1+(SQ*ALFAZY
. 5172 Y29 ALFAsU2eCEQSCISQH540 2 V2w ALF AR U2+CEQ-14336 . *
. ¥2eUZ+C3Q+V25Q+GO*FREQ4+ALFA2YLO*FREQ4=ALFA2) /(96 .»
. ALFAZ}
Q2=(-32.*CaCi*X1«ALFA-128 #C4V24U2+ALFA+GOSFREQ2+
. ALFA#LO*FREQ2)/(312,ALFA}
Q4= (-4608 . #C+C1oXiwV2+ALFA2+288  #CeC1+X1»FREQ2+ALFA2
L #288.#CeCL*X1«ALFA2+1728 . 0o ¥ 2«ALFAU2+FRE)2-1472 .«
. CALFAGO¥FREQ2#V25Q~1472 . «CxALFA+LOFREQ2#¥25Q~
. 2304 . +CeU2=CLSQ+ALFA2+64 . *C+G0+FREQ2#C15Q*ALFAZ+36 +
, CsGOSFREQZsALFA24G4 . *CsLO*FREQ2*C15Q+ALFA2+36, ¥CaLO
. ‘FREQE*ALFLZ—l?&OS,tCi*II*ALFl!CSQ‘VQSQ-i1264.‘Ci*
. II'CSQ*CISQ‘!LFR2—576.'Cl*Kl'CSQ‘ALFAZ-I74OB.tV2t
. ALFASU2A(SQeC150-5760 . aV2eALFA*UZ+C5(Q+133120  #V2#U2
. =C5Q#V28Q-9.+GO*FREQ4»ALFA2-3. +LO+FREQ4*ALFA2) /{
. 1440 *RLFA2)
r=rinit
y(1)=xisr+x3eres3d
y(2)=u2srértnderssd
¥{3)=L0+(freq2/16. )eq2+r*=4
y{4)=GO+G24THr+GirrEsg
y{5)=q2+rrr+qitre+d
y{6)=x1+3, *x3%r*r
y{7)=2 #ul2er+d +udere3
y{8)=(freq2/4.)+g2+r**3
s0l{k,1,0+1)=y{1)
s01(k,2,0+1)=y(2)/r
s0l{k,3,0+1)=(y(3)+y{d)) /2.
sol(k,4,0+1)=(y{2}-y(3))/2.
g0l1(k,5,0+1)=y(5)
iflag=1
¢ solution loop
do 3 m=1,#
rout=rinit+m+h
call dode(F,leq,y,r,rout.relarr,abserr,iflag,wnrk.iwork)
if (iflag .ne. 2) step
sol{k,1,m+1)=y{1)
sol{k,2,n+1)=y(2}/(rinit+m«h)
sollk,3,m+1)=(y(3)+y(4)} /2.
sol{k,4,m+1)=(y{4)~y(3)) /2.
3 sol{k,5,m+1)=y(5)
write(# *} * Solntien loop completed?
12 continue
¢ removal of exponential divergence in U/r=sol(k,2,i+l)
do 39 k=2,3
fetr=sol (k,2,F+1)/501(1,7,K+1)
do 40 j=1,5
do 41 m=1,E+1
a1 s0l(k,j. m)=sol(k,i.m)-fctresol{l,j, m}
40 cont inue
39 continue
c least squares fit for gamma(i)=sol{k,4,i+1).
do 42 k=2,3
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mmin=rmr/h
wyn=fraq+dexp{-als/2.}
do 2 i=1 Bf
do 4 j=i,Bf
A, j)=0,
do & memmin,N
r=rinit+m=h
6 A(i,3)y=A(i,3)+philj,r,wyn)*phi{i,r,wvn)
continue
2 continue
do 8 i=j Bf
Rgt(i)=0.
do 9 w=pmin N
r=rinit+m*h

L3

9 lgt(i]=ﬂgt(i)+phi{i,r,wvn)*so](k,4.m+1)
8 continue
ifail=0

call FOAATF{A Bf Rgt £ pr AA N wksi,wka2, ifail)
write(*,*) * Least =quares fit completed {gamma)’
gsin(k)=pr{3}
geos{k)=pr(4)
slope (E}=pr(1})
42 sconrs(k)=pr(2)
¢ removal of m0 component
do 23 k=2,3
do 24 m=1 ,0+1
24 sol(k,4,m)=s0l(k,4,m}-scons (k)
23 continue
write{# ,*) ' Constant component removed’
¢ construction of regular mode
write(#,*) ' Removal of linear trend’
fetr=slope{3}/slope(2)
gsin{3)=gsin{3)-fotragsin{2}
geos{3)=geos(3)-fctr*gcos{2)
do 14 3=1,5
do 15 m=1,H+1
15 $01(3,j,m)=501(3,j,m)-fctrsali2, j,m)
14 continne
write(s,»} ’Calculatirg ampl. k phase of mede
¢ amplitude and phase of gammal
ij=2
Amps{jj,1)=gsin(jj+1)
Ampc(ij,1l)=gcos(jj+1)
Amp(jj,1)=dsqri{amps(jj 1)} ++2+Ampc(jj,1)*=2)
ph{ij,1)=—argu(Ampc(jj,1),Amps(jj,1))
¢ least squares fit of X
vn=dsqrt{freq2*dexp{-alds)-1.}
do 26 i=1,Nf
do 2T j=1,Bf
A(3,3)=0.
do 28 m=mmin ¥
r=rinit+m*h
28 Mi,jy=ACi, $¥4phiX(j,r,wvn)*phid(i,r,ovn)
T coptinue
26 comtinue
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do 29 i=1,F§f
gt (i)=0.
do 30 m=wmin ¥
r=rinittmeh
30 Rgt{i}=Rgt (i}+phiX(i,r wvn)*sel(jj+l 1 ,m+1)
29 ¢ontinue
ifail=0
call FOAATF{A ¥f Rgt Wf,pr AL Bf wksi oke?,ifail)
Awps{jj,3)=pr(1)
Ampec(3j,3)=pr(2)
Amp(j3,3)=dsqrt (Amps (], 3)#e2+hmpc(§j,3)#*2)
ph{jij,3)=-argulampc(jj,3) Amps(jj,3))
output of amplitudes and phases
opea(l,file=arq2,status='new’}
write(1,105) alpha,eta,freq
write(1,110) Amp(2,1),Amp(2,3)
erite(1,110) ph(2,1),ph{2,3)
close(1,states="keep’)
105 format(3E14.5)
110 format{2E14.5)
output of results
open{1,file=arql,status=’new’)
columns of ocutput: v,Xi,Ul/r,Z1,gammal,q1
do 5 w=0,EF
5 write(1,100) m*h+rinit,s0l(3,1 ,m+1) ,501(3,2 m+1),
* s01(3,3,m*1),501¢(3,4,m*1),501(3,5 ,m*1)
close(l ,status='keep’)
5 continue
cloge(4,statos="keep’)
100 format{F3.6,5E17.7)
end

7) Programa lambda9:

program Lambda®
Search for isolated neutral modes of the U{l) string.
It is assumed that omega < ¢~ (a0/2} min {alpha~(1/2),1}.
The DORE routine is employed.
Dscillations of the metric components gtt, gthth, gzz, scalar Field
and Atheta.
COORDINATE CONDITIONS P1=0, betal=0 (mul = gammal)
¥ariables, X,U,Lambda, Gamma,(. (AUZ 19, 1993)
(Bov. 25, 1993).
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*s EO,k0s ,ks,L0
character#64 arq,arql,arq2
external F
number of nodes and dependent variables
parameter{Feq=5, iv=100+2t *NMeq, Ff=§,rmin=2.d-3}
dimension cel(207),ce3(207),cc3(207) ,cca(207) A(Hf ¥f),
* AACNE,Ef) y(Feq),work(iw),ivork(5),s01{3,5,2000) Agt (Nf},
* wksi(Nf),vks2(Bf), slope(3),pr(¥f),gsin{3) gcos(3),
* sconz(3},Amps(2, 3) Ampc(2,3),ph(2,3),hmp(2,3)
common ccl,cc?,cc3,ccd,cl,v2,a2,43,v4,c3 34, hs,freq2,
* alpha,ra,par,x0s,ks,a0s,c0s,p0s,

3
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. bOs ,dCs M=
pi=4 DOwdatan(1.D0}
¢ input data
open(4,file='lambda%.ins’  status=’old’}
read(4,=) Jtask
do 75 itask=1 ,Ntask
writels =) ’>>>»»>>>>>> TASK &' ,itask
read(4,«} alpha, eta,freq
read(4,+} mmax ¥, rinit,mr
read(4,+} relerr,abserr
read(4,'(A)') arq
read(4,(A)’) arql
read(4,*(A)') arq2
¢ physical parameters
ra=deqrt (alpha)
par=8.spi*etateta
freq2=fraq*freq
c gtep-size
h=(rmax-rinit) /X
h2=hsh
¢ input of spline coefficients of the static sclution
open(1,file=arq,status=’old’}
read(t,+) Bs,hs ks kOs, als
read(1l,*) «0s,p0s,b0s,d0s
ESe=Ns+5
do 1 k=1 ,KEbs
1 read(1,%) cc1(k),cc2(k),cc3(k),cca(k)
close{l,status="kaep’)
write(*,*) *Static solntion read’
¢ initial conditions at ’r=0’
c=par/§.
alfa=alpha
vr=(cc2(i+2.%cc2(2)-6.%cc2(3)+2, #cc2(4}+cc2(5)) /{12 . *hs*hs)
ci=-{ccl(5)+10.#cc1(4)-10.%cc1{2)-cc1(1)) /{24, .#hs)
a2=-0 5% (cc3{1)+2 .2cc3(2)-6.#cc3(3)+2 2cc3(4)+ccB(5)) /(€ 2hsshs)
d3=0(1./6. e Cccd{1}=2 *cca{2)+2 . #ccd(4)-cca{5)) /(2. *hss+3)
va=(1./24.)e{cc2(1)~4 *cc2(2}+6.2cc2(3) -4 2cc2(4)+cc2{5) ) /hs*e4
c3=01./6. )4 (cc1{1)-2.2ccl1 (2}+2. 2cc1(4)-ccl (5)} /(2. shusa3)
a4=-(1./24.)%(cc3{1)~4 *=cc3{2)+6.2cc3(3)-4.*cc3(A)+cc3(5)} /hswad
ceg=CEC
clsq=cl*cl
v25qRV2*v
v2ch=viag¥v2
alfaZ=alfasralfa
alfal3=alfal2#*alfa
alfad=alfalesalifal
freqi=freq2*freq
do 12 k=1,3
write(#,*) ’Regular solution #’ .,k
x1=0.
=0,
GO=0.
LO=G.
if (k .eq. 1) then
¢ solution #4 in the report
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uz=l.
alseif (k .ag. 2) then
¢ sclution #1 in the raport
xi1=1.
olse
c solution #2 ip the report
Go=1.
LO=1.
endif
X3={64 . *CHC1aV20U2+98 2CeX1*ALFA+C18Q+6  »CeX1#ALFA+
L 32 . %CuX1eV250412 sCLeALFAWU2+C L+ ALFA*GOVFREQ2+Cl
. ALFASLOAFREQ2+12 . #X18V2#ALFA~6 »X1*ALFA+FREQ2-3.+X1
. #ALFAR) /(48 . #ALF&)
T&={-32 #CxCisX19V2eALFA-16 sCeALFAsUZ#CIS(HG . #C
. ALFASTUZ~480 . +CeUZ4V250Q+6 . #C1+X 1w ALFA2+L  # V2o ALFASGO
. *FREQ2+4.*¥2sALFA#LO+FREQ2-3. *ALFA*U2+FREQ2) /(24 . ¥
. ALF®)
G2={64 . ¢CeV¥2sUZ- ALFA*GO*FREQZ~ALFA#LO*FREQ2) /(4. =
. ALFA)
G4=(192. . #0xC1*X14V¥22ALFA2+15 , #CeCleX 1 +FREQ2«ALFA2+
. 48 eCaC1eX1#ALFAZ-128  *CV2#ALFA*U2sFREQ2+192. *C»
. ALFA*GOSFREQ2*V¥25Q+192 #CsALFAsLO#FREG2+V25Q+96 . »CH
. U2#C15G*ALFA2-8. »C*GOsFREQ2#C15(*ALFAZ -8, *C*(0x
. FREQ2#ALFA2-8 . #C#LO*FREQ2*C15Q*ALFA2~8 »CxLOsFREQ2*
. ALFAZ2+512 «CleX1sALFA+CSQ*V25Q-32,»C1eX1+CSQ=ALFA2+
. 512 . #V2eALFAR2+CSG*C150+640 . * V22 ALF AxTU24C50-14336 .+
. V2+U2*C5§+¥25Q+GO+FREQ4*ALFA2+LO*FREQ4+ALFA2) /(96 %
. ALFA2)
02=(-32,#Ce(1sX14ALFA-128  +CoV2aU2+ALFA+GOSFREQ2+
. ALFA*LO+FREQ2)/(12.#ALFA)
Q4=(-4608 .»C+C1+X1+¥2+ALFA2+288 . #C*+C1eX{#FREQ2*ALFAZ
. 4288, *CeCleT1+ALFA2+1728 &0V 2aALFA«U24FREQG2-1472 .+
. CxALFA*GO*FREQ2*V250-1472. «C+ALFAsLO*FREQ2#V25Q-
. 2304.#C*U22CiSQ*ALFA2+64 . +C*GO*FREQ2+C15Q*ALFA2+36 .+
. C*GO*FREQ2+ALFA2+64  *C+LO«FREG2*C1SQ#ALFA2+36. #C2LO
. *FREQ2*ALFA2-17408 , #C1*X1+#ALFA*=CS(aV250-11264.«C1
. X1*CSQ+CISQ*ALFA2-576 . «C14X1#CSQeALFAZ-17408 . +V2»
. ALFA*UZ#CSQeCIiSQ-5760 . V2 ALFA+U2+CS(+133120 . «V2=02
. *CSQ+V2S0-9. #GO+FREQGAXALFA2-9  #LOSFREQ4#ALFA2) / (
. 1440 *ALFA2)
r=rinit
F(1)=xisr+x3sre*3
y{2)=u2*rertudsress
y(3)=LO+({freq2/16.) *ql+r**4
y(4)=GO+G2*r+r+G4rreed
y(5)=q2srsr+qdsrasd
y{(6)=x1+3 .$x3sr*r
y(7)=2. +uZer+d, sudsresd
y(8)=(freq2/4.)*q2er*s3
so0l(k,1,0+1)=y(1)
s0l(k,2,0+1)=y(2)/r
sol(k,3,0+1)=(y{(3)+y(4}} /2.
sol(k,4,0+1)=(y{4)-y{(32}/2.
sol(k,5,0+1)=y(5)
iflag=t
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c solutien leoop
do 3 wm=1,1
rout=ripit+m+h
call dode(F,Neq,y,r ,rout,relerr,abserr,iflag, work,ivork)
if (iflag .ne. 2) stop
sol (k.1 m+1)=y(1}
sol(k,2,m+1)=y{(2)/{rinit+meh)}
sol(k, 3, m+1=(y(3)+y(a)) /2.
sol(k 4, m+1)=(y(4)-¥{(3}) /2.
3 s0l(k,5,m+1)=y{5)
write{*,#) * Solution loop completed®
12 continue
¢ removal of exponential divergence in X=sol(k,1,i+1}

do 39 kx2,3
fctrzsol(k,1,B+1)/s01 (1, 1,041)
do 40 j=1,5
do 41 m=1,E+1
41 s8ol(k,j,m=s01(k,j, mi~Tetresol(l,j,m}

40 continue

39 continue
¢ removel of exponantial divergence in Ufr=sol(k,2,i+1)

k=3
fctr=soilk,2,0+1)/501(2,2,8+1)
do 42 j=1,5
do 43 m=1,¥+1
43 s0l(k,j,m)=s0l(k,j m)-fctr+sol(2,j,m)

42 continue
¢ least squares fit for gamma(i)=sol(3,4,i+1).
k=3
mmin=rmr/h
wvn=freq¥dexp(~a0ds/2.)
do 2 i=i,Kf
do 4 j=1,Bf
Ai,§)=0.
do 6 m=mmin X
r=rinit+m*h

3 ﬁ(i,j)=A(i,j)+phi(j,r,wvn)*phi(i,r,wvn)
4 continue
2 continue
de 8 i=1,0f
Rgt(i)=0.
do 9 s=mmin X
r=rinit+m¥h
9 Rgt(i)=agt(i)+phi(i,r,wvn)*sol(k,d,m+1)
8 contirue
ifail=0
call FO4ATF{A, Nf Bgt ,Nf,pr Ak, Ff, wkst,oks2,ifail)
grite(* =) 7 Least squares fit completed (gamma)’
gsin (k)=pr(3}
geos (k)=pr(4)

slope(k)=pr(1}
scons (k)=pr(2}
¢ removal of m0 component
da 23 k=2.3
do 24 m=1,N+1
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24 80l (k,4,m)=s0l(k ,4,m)-sconalk)
23 continge
write(# ») > Constant component removed’

O f 000

c

output ¢f amplitudes and phas=es
opan(1,filexarg2,status='new’}
write{1,105) alpha,eta,fraq
write{(1,110) slope(3}
cloze{l status=’kaep'}
106 format (3Ei4.5)
110 format(Ei4.5)
output of results
open{1,file=arql ,status='nev’)
columns of output: r,K1,Ul/r,21,gammal Gi
do 5 w=0,X
§ write(1,100) meh+rinit,sol(3,1,m+1},801(3,2,m+1),
* 801(3,3,m+1)},501{3,4,m+1) ,501(3,5,m+1)
close(1,status=’keep’)
75 continue
close(4, status='keep’)
100 format (F9.6,5E17.7)
end

8) Programa lambdal(:

program Lambdal®
Determination of neutral modes of the U(1) string.
It is assumed that omega > o~ {(a0/2)alpha~{(1/2).
The DDDE routine is employed.
Oscillations of the Az, gthetaz block.
Amplitudes and modes of normal modez are computed {(Wov. 26, 1953)
implicit reale8 (a-h,o-z)
real=8 ks ke
character+64 arq,arql,arg2
external F
number of nhodes and dependent variablaes
parameter(Feg=4,iw=100+21*Req,rmin=2 . 4-3 ,Hi=4)
dimension cel{207),cc2{207),cc3(207) ,cc4(207) ,arql (2} ,A(NL,BE),
* AN(FE, 1) y(Neq) ,work{iw),iwork(b},s01(2,2,3000} ,Rgt (Ef),
* uks1{Nf) wks2(Ef},pr(Nf),Amps(2Z,2),Ampc(2,2) ,Amp(2,2) ,ph{(2,2)
common cecl,cc?,cc3,ccd,cl,v2,n?,d3,v4d,c3,a4,
* ks ,freq2,alpha,ra,par k0s,ks,a0s,c0s,p0s,
* b0z ,d0=  ¥s
pPi=4.DO*datan(1.DO)
input data
open{4,file=?lambdai0.ine’ ,status=’old’)
read{4,*) Ftask
de 75 itask=1,Ttask
write(=, #) *>>5>5>>>> TASK #’,itask
read(4,#) alpha,ata,freq
read{4,*) rmax ¥,rinit omr
read{4,*} relerr, abserr
read{4,’(A}’) arq
do 20 k=1,2
20 read(4,'(4)’) arqi(k)
read(4,’(A)’) arg?2

199
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1]

phyaical paramaters
ra=dsqrt{alpha}
par=8. spisetareta
freq2=freq+*fraq
c step-gize
h={rmax-rinit}/B
h2=hsh
¢ input of spline coefficienta of the static solution
open{1,file=arq,status=’old’}
read{1,e} Ns hs, ka kOs, K a0s
read{1,+) c0s,p0s,b0s,d0s
N52=Ka+b
do 1 k=1 NGa
t  read{1,») cci{k?),cc2(k),cc3(k),cca(k)
close{l,status=’keep')
¢ initial conditieons at ’'r=0’
c=par/8.
alfa=alpha
v2={cc2(1)+2 . #cc2(2)-6.2cc2(3)+2.%cc2(4)+cc2(5))/(12. #+ha*ks)
c1=-C(cc1(S)+10. *ccl(4)-10 *ccl{2)-cc1 (1)) /(24 *hs}
82+-0.5%(cc3(1)+2.0cc3{2)-6. %cc3(3)+2.#cc3(4)+cc3(5)) /(6. #hsshs)
d3={1./6.)9(cca(1)-2.%cca(2)+2.xcc4{4)~cca(5) )/ (2. #h3#+3)
va={1./24 Ye(cc2(1)~4. *cc2{2)+6 +cc2(3)~4 . %cc2(4) +cc2(5} ) /hswad
c3=(1./6.)2(ccl(1)=2.%ccl1{2)+2. ¥cc1{4)~ccl1(5)} /(2. *hs++3)
ad=-(1./24 . Yelcc3(1)-4.%cc3(2)46 3cc3{3) -4 #cc3 (4 +cc3(5}) /hared
csgq=ce*C
clsg=cl*cl
V2Eg-Y2*vd
v2cb=v23q¥v2
alfa?=alfa*alfa
alfai=alfal#alfa
alfad=alfaiealfal
fregd=freql«freq2
do 2 k=1,2
urite{*, %) ’Regular solution 3',k
iflag=1
if (k .eq. L} then
¢ mode with W(0) =1
wi=1.
az=0.
else
c mode with Dmega{0) = {1/2)r"2+ ...
w0=0.
02=0.5
endif
w2=(4.+V2+02-WO+FREQ2) /4.
wg= (=192 «C¥Y2¥ALFASNORCISQ+64 , #CoV22ALFA+022C1504
. A8 _»CaY2*ALFA*02-1280 . *C%V2#02+V250-16 . »C+ALFA+WO*
. FREQ2#CiS5G-6.+C+ALFA*WO*FREQ2+224 . +C+WO+FREQ2*V2Z5Q~
. 24 «¥2#ALFA+02+FREQ2+3 . # ALFA+WOFREQ2#2 212 #WO*CI5Q
. #ALFA2+12. #D2+C18Q#ALFA2} /(192 . #ALFA}
04={48 . *C+V2#W0*FREQ2-48 . *C*ALTA*WO*C15Q-16. #C¥ALFA
. *02#C18Q+12 #CHALFAS02-448  «C+02+V¥25]-3  wALF1+02¢
. FREQ2)/(24.+ALFA)
r=rinit
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y(1)meO+u2erertugerend
y(2)=024rer+D4agied
y(3)=2. ew2er+d eudrrae3d
y(4)=2 «D2sr+4 . tD4ereel
sol{k,1,1)y=y (L)
sol{k,2,1)=y(2}/r
c solution loop
do 3 m=1,8
rout=msh+rinit
call dode(F,leq,y,r,ront,relerr,abserr,iflag,work.iwork)
it (iflag .ne. 2} stop
sol{k,1,m+1)=y(1)
3 sol(k,2,m+1}=y(2)/(m*htrinit)
write {#,#) ’ Solution loop completed’
2 continue
do 25 jj=1,2
write{s,*) 'Calculating ampl. k phase of mods *,jj
c least sqoares fit of ¥=sol(jj,I,m+1}
wyn=dsqrt (freq2+*dexp(-als)-alpha)
do 26 i=1,Nf
do 27 j=1,Mf
A(i,jr=0.
do 28 m=mmin,N
r=rinit+m+*h
28 A(i,jy=A(i,j)+phik(j,r wvn)*#phiX{i,r wvn)
27 continue
26 conmtirnue
do 29 i=1,Hf
Bgt{i)=0.
do 30 m=mmin,N
r=rinit+m*h
30 Bgt(i)=Rgt(i)+phiX(i,r,nvn)-sol(jj,l,n+1)
29  continue
ifail=0
call FO4ATF(A,Nf, Rgt Bf,pr, AA Of wksl,wks2,ifail)
Ampe(ji.1)=pril)
ampc{jj,1)=pr(2)
Amp(jj,1)=dsqrt(Amps(jj, 1) #+2+ampc(jj,1)**2}
ph{jj,1)=-argu(Ampe(j3,1) ,Amps(ij, i3}
¢ least squarez fit of Omega/r=sal{jj,2,m+i)
wyn=freg*dexp(-alds/2.}
de 31 i=1.¥f
do 32 i=1,Ef
K€i, 1)=0.
do 33 m=mmin,N
r=rinit+m#*h
33 AGL, jo=a{4, ) +phiX (j, 7, evnd*phiX (i,r,ovn)
32 centinue
31  continue
do 34 i=1,Nf
Rgt(i)=0.
do 35 m=mmin,N
r=rinit+meh
36 Bgt (1)=Rgt (i)+phiX{i,r,evn}*s0l{jj. 2, m+i)
34 continuse
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25
c out

105
110
c cut

21

5
4

100
75

ifail=0

call FO4ATE(A Nf Rgt Bf,pr AA Bf gkal wks2, ifail)

Amps(jj,2)=pr(1}
Ampc{jj,2)=pr(2)
Amp(jj,2)=deqrt (Amps(jj,2) #+2+hmpc(jj, 23 ee2)
ph(jj,2)=-zrgu(ampc(jj,2),Ampa(jj,2))
continue
put of ampliitudes and phases
open(1, file=arg?,status=’new’)
write{1,105} alpha, ets, freq
write(1,110) Amp{(1,1),Amp(2,1) ,Amp(t 2) Amp(z 2)
nrlte(i.iiﬂ) ph(i,1),ph(2,1),ph(1,2} ,ph(2,2)
close(1l,status='keep’)
format(3E12.5)
format {4E12.5)
pit of results
do 21 k=1,2
open(k,file=arql(k),status='nea’}
do 4 k=1,2
do 5 m=0,N

arite(k,100) meh+rinit,sel(k,1,m+1) ,501(k,2,mt1)

continue
close(l,status="keep’}
close(2, status="keep’)
format(F9.6,2E17.7)
continne
close(4,status="keep’)
end

subroutine F(t,y,yp?

implicit real*8 {(a-h,o-z)

real*d X0 ,k0s ks

parameter {Feq=4,mmin=2.4-3)

dimension ccl{207),cec2(207),cc3{207} ,cc4(207),

* y(Neq) ,yp(Neq}

coemon ccl,cc?,cc3,ccd,cl,v2?,a2,d3,v4,c3,24,

* hs,freq2,alpha,ra,par.k0s.ks,a0s,c0s,p0s,
* bOs ,d0s K=

c cemputation of coefficients in perturbation equations

xi=t/hs

if {xi .gt. s} then
ct i=dsqrt (£}
ct2=dexp(-Tast)
ct3=ct2ect2
ct4=(pOs/ks)»+2»{dexp(2.*a0s}/t) #ct3
X0=1.-cOs*dexp{-t)/ctl
dX0=cOs*dexp(-t)/ctl
UO=plssctirct2
dU0=-rasT0
A0=als+h0s*ct3/t
dAO=-2 *rasbOs*ct3/t
KO=ks*t+kls-dDssctl
dEC=Kks+2.*#ra*d0ssctl

elseif (¢ .gt. rmin} then

X0=1.~spline5(xi,ccl)

202
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dEO=-dsplineS(xi,ccl)/hs
Do=xpline5(xi,cc2)
duo=dspline5{xi,cc2)/hs
AD=n(Os-splineb(xi,ccd)
dAO=-dapline5(xi,cc3)/hs
EO=ks2t+kOs-splines(xi,ccd)
dKO=ka-deplineb(xi,ccd)/hs
else
ret
XO=p# (cl+cI*rar)
dX0=ci+3 . #c3srer
UO=1 . +v2erar+yisrand
qUO=2 . ¢v2#r+4 wydarssd
AG=p2srsr+adersed
dAQ=2.#a2rt] tader*sd
LO=r+d2er**3
dEQ=1,+3. +d3=+ray
andif
¢t 1=dK0/KO
ct2=dA0/2.-ctl
ct3=daxp{-A0)
ctd4=dexp{2.%40)
ct3=ct4*(U0/K0) s22
ctB=ct4aX0*U0*U0/ (EG*E0)
ct7T=dexp(3.%A0)*dU0/ (KO*EQ)
ctB=par¥ctd*dU0sdU0/ (alphasK0OsK0)
ct10=X02 {{X0*X0-1.)+2 . .%ct5)
Wh=y (1)
Omh=y{2)
dWh=y (3)
dOmh=y{4)
yp(1)=diwh
yp(2)=d(mh
yp{3)=(dA0-cti}+dWh+ct7+d0mh+alpha+XO#X0+Wh-
* freq2+ct3+ith
ypl{4)=(ct1-3.+dA0)*d0mh-2 . *parsct3*(dUCG+d¥h/al pha+
* 10ws2&UC+ih)-freq2+ctIsiimh
return
end

9) Programa lambdall:

program Lambdall
Determipation of neutral wodes of the U(1) string.
It is assumed that omega < e~ {a0/2)alpha~(1/2}.
The DDODE routine is employed.
Oscillations of the Az, gthetaz block.
Amplitude and phase of normal mede are computed (Nov. 26, 1993}
implicit real*® (a-h,o0-z)
real*s kOs,ks
character*64 arq,argl,arg?2
external F
number of nedes and dependent variables
parameter (Feq=4,ig=100+21+Beq, rmin=2 4-3 ,Ef=4)
dimension ccl1(207),ce2(207),cc3(207) ,ccad(207) A(RE,Hf),

203
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o AA(RE,I),y(Req) ,work(is),ivork(5),s0l{2,2,3000) Ryt (¥f),
o wxs1(Ff},uks2(NE) ,pr(Nf),Amps(2,2) Ampc(2,2) ,Amp(2,2),ph(2,2)
CORmON ccl,ccz,cc3,cc4,ci,v?,n?,dS.vi,cB,a#,
* he,frog2,alpha,ra,par,k0s k5, 20s,cls,p0s,
. bOs ,d0s ,Ns
piz4.D0«datan(1.D0)
¢ input data
open(i,file"lambdali‘ins’,status=’cld*)
read(4,*) Ftank
do 75 itask={ Ftask
write(* &) 1>>>>>2>> TASK ¥’ ,itask
read{4,+) alpha,eta,freq
read(4,») rmax,N,rinit,mr
road(4,%) relerr, abserr
read(4,'{A)?) arq
read (4, (A} ") arql
read{4,7(A)?) arq2
c physical parameters
ra=dsqrt{alpha)
par=8.¥pisetareta
frag2=freqefraq
¢ step-size
h={rmax-rinit}/¥
hZ=h#*h
¢ input of splims coefficients of the static solution
open(1,file=arqg,status='cld’)
read(1l,*) Ns hs ks kOs als
read{(1,*) c0s,p0s,b0a,d0s
N5s=E3+5
do 1 k=1 ,N5s
1 read{1,*) cc1(k),cc2(k),cc3(k),cca(k)
close(l,status="keep’)
¢ initial cenditions at 'r=Q’
c=par/8.
alfa=alpha
va={cc2(1)+2.%cc2{2) 6. #cc2(3)+2 . %cc2(4)+cc2(5) ) /(12 . #hs*hs)
c1=-(cc1(5)+10.%ccl (4)-10 . #ccl{2)-cc1 (1)) /(24 . +hs}
a2=-0,5+#(cc3{1)+2.%cc3(2)-6.%cc3(3)+2 . »cc3{4)+cc3(5)) /(6. .*hs*hs)
d3={1./6.)e{ccd(1)-2 ncca(2)+2. . +ccd(4)-cca(5}} /(2. #hs**3)
va=(1./24.)2(cc2{1)-4.¢cc2{2)+6 %cc2{3)~-4.%cc2{4+cc2(5) } /hes+d
c3=(1./6.)%(cci{1)-2. #cc1{2Z}+2. #ccl{4)-ccl{5))/(2.¥hs++3)
ag=-(1.724.)+(cc3{1)~4.%cc3(2)+6.#cc3{3)-4 *+cc3(4)+cc3{5)) /ho*+d
ceq=c*e
clsq=clsct
¥25qQ=v2sy2
v2cb=v2sq*v2
alfaZ=alfavalfa
alfa3=alfalZ*alfa
alfad=alfaZ#alfal
freqd4=freq2+freq2
do 2 k=1,2
write(,*) 'Regular solution #'.k
iflag=1
if (k .eq. 1} then
c mode with W{Q) = 1
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w0=],
02=0,
alze
¢ mode with Omega{0} » 12 + ..,
wO=0,
0%=0.5
andif
w2=(4 sY2+02-WOsFREQ?2) /4.
w4=(-192 , »Ce¥ 20 ALFA*¥OL1SQ+64  sCe V23 ALFA»D2+C1SQ+
. 4B . ACa¥2eALFA02-1280 »CeV2eD24VI30~16 . #CxALFA#NOw
, FREQ2+C1iSQ-5.#CeALFA*YO+FREQZ4224 .+CoNO»FREG 24V 254~
. 24 *V24ALFACO2eFREQ2+3 # ALFA+YO+FREQG 252412, #§0»C15Q
. ®ALFA2+12 . #02+C1SGeALFA2) /(192 . ¢ALFA)
04={48 sCx¥ oW+ FREQ2-48 . G ALFA*¥O*C15G-16 . *CeALFA
. w02eC154+12 #CeALFA»D2-448 +Co[2sV250-3 *ALFA%{22
. FREQ2) /(24 .#ALFA)
r=rinit
y{1)=qQ+u2¢rer+udsresd
¥{2)=02xrer+D4er*+4
y(3)=2 . %924z +4. +uders3
y{4}=2 #02%r+4 «04ores3
sol(k,1,1)=y(1)
sol(k,2,1)=y(2)/r
c soluticon loop
de 2 m=1,0
rout=m*h+rinit
call dode(F,Weq,y,r,ront,relerr,abserr,iflag,vork,ivork)
if {iflag .ne. 2} stop
sol(k,1,m+1)=y(1)
3 sol(k,2,m+1)=y(2)/(mehtrinit)
vrite (*,*) ? Solution loop completed?
2 continue
c removal of expomential divergence of W=sol{k,3 ,m+1}
fetrmsol{t,1 041} /801(2,1,0+1)
do 40 j=1,2
do 4% m=0,1¥
41 sol(1,j.m+1)=s0k(1,j,mé1)-fotresol(2,j,m+1)
40 continue
write(s *} ’Calculating ampl. & phase of mode’
i=
¢ least squares fit of Omega/r=sol{l,2,m+i}
evn=freq*dexp(~als/2.)
Go 31 i=1,Nf
de 32 j=1,8f
A{di, =0,
de 33 m=mmin,N
r=rinit+msh
33 A(i,3)=Ai, j)+phiX{j,r ,wvn)*phiX (i, r,ovn)
32 continne
3t continue
do 34 i=1,Mf
Rgt(i)=0.
do 35 m=amin,¥
r=rinit+msh
35 hgt{i)=Bgt (i)+phiX(i,r ,evn)weal(jj,2,m+1}
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34 continue
ifail=)
call FO4SATF{A,Bf,Rgt Bf,pr , AA,Bf ,wksl ,wka2 ,ifail}
Amps(jj,2)=pr{1}
Ampc(j],2)mpr(2)}
Amp(jj,2)=dsqrt(Amps(}j,2)«s2+hmpc(j]j, 2)4e2)
ph{jj.2)=—arguiampc(]] .2}, Ampe(ii, 2))
25 continue
c output of mmplitudes and phanen
opon{1,file=arq2 status=’new’)
write{1,105} alpha,eta,freq
write(},110) Amp(1,2}
write(l,110)} ph{(1,2)
tlose(l,status="kaep’)
106 format(3Ei2.6)
110 format(E12.6)
¢ output of results
opan(l,file=arql ,status='new’)
k=%
do 5 m=0,¥
write(k,100} mehtrinit,sol(k,1,m+1},801(k,2, ,m+1)
4 continue
close{l,status=’keep’}
cloge(2,5tatus='kesp’}
100 format{F9.6,2E17.7}

75 continue
closa(4,status=’keep’)

o

end
10) Programa v8:

program v8
solution of Einstein equations for cylindrical static vortex.
Isothermal jdea} gas with aquation of state rho_rast = kappa p
The velocity profile is prescribed in terms of Delta{r}, which varies
between O and 1. The integrals appearing in the mass formula are
computed numerically by Bosla’s ruls.

Tha DODE routine is employed.

Latest revision: Nov. 6, 1933

LE S T 2 T o O v T T T~ T )

implicit real¥8 (a~h,o-z)
realsg k3,kappa
character»i4 arq,arq2
external F

¢ pumbar of nodes and dependant variables
parametor (Feq=9, iv=100+21+Neq)
dimension y{¥eq) ,vork{iw),ivork(5},801(9,50007
common pa¥,pi,gm,con,an,dtald, rv
pi=4.p0*datan(1.p0)
ex=dexp(1.d0}
par=8.*pi

¢ input data
open(1,fila=’v8.ins",status=’0ld’}
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read(1,*) gm,con,dtal,rv,pd,b0
read(1,+) rmax B, rinit
read(],*} relerr,abserr
read{1,7(A} ) arqg
read{(1,*(A}’} arq?
close(l,status=’keep’)
¢ physical parameters
an=1./{gm-1.)
vizesdtald/rv
v2=-v1*{bO+1 . /rv}
¢ step-size
h=(rmax-rinit) /¥
h2=h#*h
¢ initial conditions at 'r=0’
rhc=con*p0
rhri=rhc
kappa=con
pisg=pispi
ansgq=an*an
bOsg=b0O*b0
pesq=pd+p0
visq=visvi
rhesg=rhrO=rhri
a2=(3.+an)*pispO+pi+rhc-bOsbd/2.
b2=1.58bO#*3-piarhcx(3.*b0-2,*v1)-13 . *pi*bO*pO-pitan*pOr
*  (3.sb0-2.%gmsvi)
b3={16./15. ) *pisv2* (rhc+ansgmsp0)
c2=b0sb0/2.~2. *pi*rhc-2 *pisgmian*pd
k3=-b0#b0/2.+4 apiserhc/2.+4. *pis(an+d. ) *p0/3,
bi:=0% k2:=0%
a2:=(3+n) #pi*pOtpi*rhro-b0~2/2%
€2:=b0"2/2-2¢pi*rhrO-2%(1+n)*pisp0$
b2:=(3/2)*%b0 " 3-pi*rhrO* (3+b0-2#vi) -13%pi*bO*pO-pisnrpO* (3*b0-2¢gm*v. 3%
rhrl:=0% pi:=08 c3:=0% a3:=0%
k4:=0% b3:={16/15)*pisvis (rhrO+n*gm*pC}§
K3 :=(4%pi/3)*({n+4) #pO+rhr0)-b0~2/2%
The following coefficients assume that rhr = kappa * p
rhr2=kappa*p2$
p2={ - Z4+ansq*PI+p0sq - B*xansPI+plsq - 4+an+PI+PO¥RHRO +
*  2¥ansGM=BQ*PO»V1 + an*(M+PO*vlisq + an*bOsgePO - E*PI+plsaq -
*  8+PIxPO«RHRO - 2#PI*rhcsq + bOsqsPQ + bOsq*RHRG +
»  2+#B0sRRRO*V1 + RHRO*visqg)/2.
ad= - G an**3¥pisq*pOsq -~ Gransq*pisq*pOsq*EAPPA - 38ransq*pisgs
p0sq - 12*ansqwpisq*POsRHRO + 6*ansq*PI+GMsBO*PO*V¥1 + 3#ansqgs
PI*GM*PO*visq + 3J*ansq+PI+b0sq*P0 ~ 24*an*pisqspOsqsLAPPA
- 98san*pisq*p0sq ~ 12#+an*pisq*PO*RHRO*EAPPA - b2%anspisqsPC=
RHRO - &+an*pisq*rhcsq + G+an*PI+GM+BO*PO«Vi*FAPPA - BkanstP]+CN
*BO*PO*VL + 3+an*PI*GH+POsv1sq*EAPPA + ZlransPI+GM+PO¥vlsq + 3«
an+*PIxb0sq*POSKAPPA + 16ean*PI*b0sq*P0 + Z#an*PIxb0sq+RHRO
ad=(ad + 6*an*PIxBO*RHRO*V1 + 3=an*PI+RHRO*visq -
* 12#pisgepl=sg*eEAPPA -~ 114xpigsqgplsg - Z4*pisqwPOsRHRO=EAFFL -
*  B0*pisq*PO*RHRC - &*pisqerhcsq*EAPPA - 14spisqsrhcsq +
* 3#PI+b0sq*PO*EAPPA + $1*PI+b0sq*PD + 3*PIsbOsq*RHRO*EAPPA +
L
£

O o0 a 00N o6 nn

13*PI#b0aq*RHRO + E+PI&BOsRHROVI+EAPPA — 6+P1*BO+*RHRO*V1 +
3*PI+RHRO*v15qeEAPPA + 21+PI4RHROxvisqg - S+BO*+4) /24,

[

=T
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bax- 48ean++34pisqeGNspOeqe¥l + 42+an++3*pisqeBOsplsq - G40%ansqe
piegeGMepOsgeVl - 96sansq+pisqeGR4PO+REROSVL + 42%ansq*pisge
BO#pOag*KAPPA + 70O2%ansq*pisgeBOs*pOsq + BAsansq+pisq*BO
*PO*RHRO - 48¢ansqepisq=pOsqsV¥1+KAPPA + 48+ansqsPI+GN+424B0w
POsvisg + 24+ansqePTaGA*+2sPOsVI++3 - 18%ansq+PI+CM+bOsqePO*
V1 - 21%ansq*PIsGM:BOsPOsvisg ~ 21%ansqePI*BO#434PQ ~ 1936%an+*
pisq=GN+pOsqgsVL - 640 an+pisqeGMePO+RHRO* V]

ba=b4 - 4B+anspisqeGMsrhcsqa¥i + 168«an*pisqrBO#pOsqsKAPPA +
4038 *an+pisq*BO*plsq + B4ran*pisqwBO+PO*REROSEAFPA +
1236%an*pisq*BO*PO*RHRO + 42*antpisg*BO*rhcsg -
192wanspisqepOsqe V1 #RAPPA - 96*an#pisq¥PO+EHROSVI+KAPPA -
44B+an*pisqrPO*RHRO*VL - 42¢an+PIeGKN*b0sq+PO*VIeRAPPA +
186+an*PIeGMab0sq*POsV] + 24»ansPIxGM*bOsq*RHROVL +
2T #an+P1eGMeBO+POsvisgeEAPPA ~ 1895+an+PI+CMeBO+PO*v1sq

bd=b4 + 48%ansPI*GH*BO*RHRO*v1sq + 24+ansPI+CM+POsV¥1++3+EAFFA +
J4¢ansPI#CM4PO*V a2 + 245ansPIaGH+RERO*V 1423 -
21%an*PI*BO*»3sPO*EAPPA — 5169an+«PI+BO+#3=P} -
9{%anePT+B0*#34RHRO + 24%an*PI+h0sqePO2VIEAPFA ~
42+an+PI*b0sq+RHRO¥1 - 21%an+PI+#BO*RHRO*visq + 1264pisqsBOs
pOsq+KAPPA + T698+pisq*BO*p0sq + 168+pisq*BO+PO*RHRO*RAPPA
+ 3912+pisq*BO*PO*RHRO + 42+pisqeBOrrhcsq+EAPPA

b4=(bq + 534%pisq*BOsrhcsq - 144*pisqrpOsq*V1I~EAFPA -
162%pisg*PO*RHRO*V1#RAPPA - 1792%pisqsPO+RHROML -
48+pisqerhesgs VISEAPPA - 448+pisqrhesqeVl -
21 %PI#BO*#3%PO*EAPPA - 2007*PI#BO**3%P0 -21+PI#BO**3+RHRO+EAPPA
- 495+P1+BO»«3+RHRD + 24+PI#bOsqsPOsVieLAPPA -
18*+PI#b0sq*RHRO¥Vi%KAPPA + 162#PI*bOsq*RHRO®V1 + 27+
PI+BOSRHRO#v1sq+EAPPA - 1G6#PI+BO#RHROsv1isq + 24+PI+RHRO*V1+
3+KAPPA + 24#PIeRHRO#VI#+3 + 1352B0we5}/72.

c4=6+an*+34pisqeplsg + Gransqepisq*pOsq+EAPPA + 26+ansq*pisqs
pOsq + 12+ansqtpisq+PO=RHRO - 6tansq«PI«GR*BO*PO*V1 - 3*ansq*
PI*GN*PO*v1sq - 3+ansq*PI*b0sq*P0 + 24*anspisq+pOsq*EAPPA +
58+an*pisqeplsq + 12%an*pisq+*PO*RHRO+RAPPA + 28+¢an+pisqsPO*
RHRO + G#anspisq*rhcsq — S*an+PI*GM=BOsPO*VISEKAPPA + GansPI+GN
*BO*PO*V1 - 3+an*PI*GM*PO*y1sq+EAPPA - 9san*PI«(M+PO*visq
- 3%an*PI+bOsqePO*EAPPA - 8*an*Pl1¥b0sg*P0 - 3»an«PI+bOsq+RHRO

c4=(c4 - G*an+*PI«BO*RHRO*Vi - 3+an+PI+RHRO*visq +
18+pisq*pOsq*EAPPA + 384pisq*pOsq + 24#pisq*PO*RHRO*EAFFPA +
40%pisq+PO+RHERC + E=*pisqsrhcsqeEAPPA + Z+pisqtrhesqg -
3%PI*b0sq+POsEAFPA - 29+PI*b0sq*PO — 3*PI*bOsq+RHRO+EAFFA -
E+PI*h0sqeRHRO - G+PIsBO*RHRO*VIsKAPPA + G#PIxBOYRHRO#V1 ~
3*PI«RHRO*#v1s5q*KAPPA - 9*PI*RHEO*+vlsg + 3xBO%*4}/12.

r=rinit

y(1)=alsrsr+adsr++i

y (2)=bO+b2*rer+b3erx*3+pgrred

y(3y=cQersrtcdered

y(4)=r+k3Isr*e3

y(5)=pO+p2*r+r

y(6)=2 #al2%r+d sadsr*s3

y(T)=2.#b2%r+3 *b3r3r+d. sbders*3

y(8)=2. #c2r+d wcdsr**3

y(2)=1.+3. . xk3%r*r

* - ¥ 4 5 B % * % R % # & 4 B & B ¥ * # B 4 B &

LR I K B I 1

L IR N

c sol(i,m+id; i=1: A, 2: B, 3: C, 4: K, 5: p, 6: Srr/(E'C'/20),

[+

7: g_thetatheta, B, 9: integrals in mass formula
s0l{1,0+i)=y(1}
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s0l(2,0+41)=y{2)

s01(3,0+1)=y(3)

s0l(4,0+41)=y(4)

801{(6,0+1)=y(5)

201(6,0+1)={(0.125%dexp (4. +y (1) e (y () +y(T}+2 . »y (2} »y(9)~
y (4 4y (83 ay(2))we2-0. 5wy (6)#(3 2y(6)+y(8)-
2.8y{9) /y(4) ) +y(S)ey(B) /(2. +y(4))-4 #pivy(6))/
(y(9)oy(BY/(2 . #y(4}})

sol(7.0+1)=y(4)‘y(4)*(dexp(-4,*y(i))-y(4}*y(4)*y(2)*y(2))

gol(8,0+1)=0.

201(5,0+1)=0.

iflag=1

¢ solution loop

™

o oa

3
-

do 3 m=1,I

rout=m*h

call dode(F.leq,y,r,rout,relerr.abserr.iflag,work,iwork)

if (iflag .ne. 2} goto 57

sol {1, m+1)=y(1}

s0l{2,m+1 )=y {2}

801 (3,m+1)=y(3)}

so0l{4,m+1)=y{4)

s0l(5,m+1)=y{(5)

501(6,m+1)=(0. 126%dexp(4. 2y (1)) # (y () oy (T1+2.3y(2) ey (9}~
y(a)yey(6)+y(2))+x2-0.5ay(6) e (3. 2y(6)+y(8)-
2.4y(9)/y(4) ) +y(8)»y (8} /(2. %y (4))-4 . +piry(5))/
(y{9)=y(8)/(2.%y(4)))

80l (7, m+1)=y(a)+y (8} x{dexp(-4.+y (1) )-y(4)*y () *y(2)*y(D))

dta=dtads (r/rv)sdexp(l.-r/rv)

r=dta/dsqri( (1. +y{4) sy (2 +dexp(2. ey (1))%(1 . ~dta) ) +*2-dta*dta)

wht=54./45.

if (mod(m,4) .eq. 2) whit=24./45.

it (mod(m,4) .eq. 0) wht=28./45.

5018, ,m+1)=501 (8, m}+tarht*vevey (5)+y(4)xdexp(y(3))

501(9,m+1)=s501 (9, m)+hewht+y(4)rdexp (4. +y (1)+y (3))#{y (4)>y(T)+
2.6y {9y (2)-y(Giey(4)ey(2) %2

output of results

57

5

asym

open(i,file=arq,status='new’)
write(1,100) rinit,{sel(i, 1},i=1,7}
do 5 m=1,1

wTite(1,100) msh,(s0l{i m+1),i=1,7)
close(1,status="keep’)
ptotic behavior of solution
open{2, file=arq2, status=’new’}
cte=-1./(kappatgm*an)
do 6 m=0,F-1

r=m*h

al=dlog{l.+h/xr}

output: ¥, lim A/ln r, lim In B/ln r, lim C/1n r, 1im 1n Efln T,

*

-(kappa + n gamma}" (-1} lim 1n p/in r, int{v~2 p E &"C),
int{e~ (6A+C) [{e” (-AXE"2 B)']) 2 /K)

cti=0,

ct270.

ct3=0.

if (s501(2,m*1)#s01{2,m+*2) .gt. 0.) cti=dleglsel(2,m2)/
501(7,mt1))/al

200
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if (201(5,m+1)%201 (5, m+2) gt. 0.} ct2=ctesdlog(sel(E,m2}/

. s01(5,m+1))/al

if (s0l(4,meidwsol(4,m+2) .gt. 0.) ct3=dlog(s0l(d,m+2}/

- s0l(4,m+1}}/al

100
110

¢ vel

c ise

ctd=(scl(l m*2)-s0l{i m+1)}/al
ctb=(g0l {3, m+2)-a01{2 m+1}}/al
write(2,110) T,ct4, ct1,cth,ct3,ct2, (201 (i, ,mt) i=8,8)
close(? statua='keep’)
format (Ei4.5,7E16.6)
format (E14.5,6E16.6,E18.8)
end

subroutine F{r,y,yp)

implicit real+8 (a-h,o-z}
realsd LK,Kc

parameter (Feq=9)

dimension y(Req),yp{¥eq}
common par,pi,gm,con,an,dtal,rv
ocity prefile
dta=dtaf*(r/rvisdexp(i.-r/rv}
A=y (1)

B=y(2}

C=y(3)

Kc=y(4)

pp=y(5)

v=dta/dsqrt ({1 .+Kc*Badexp(2.*h)* (1 —dta))*+2-dta*dta)
thermal ideal gas

rhO=con*pp
ct1={rhQ+gm*anspp)svsy

dA=y {6}

dB=y(7)

dC=y(5)

dE=y(9)

LE=dE/Ke

yplil=di

yp(2)=dB

ypi{3)=dC

ypl{4)=4K

¢ hydrostatic equation

yp(5)=- (rhO+ansgm*pp)* (dA+(1.+3 *vey)-
= LE«v¥viEcedexp (2. *A) tvidaqrt (1. +vev) #(
* B#dA-2.*=LE«B-dE)})

¢ second-order Einstein equations

¥P(6)=-3.xd&+(2. #dA+dC-LK)}+2.dC+LE+par= ((rhO+

* (an-1.)*pp}/2.+ctl}

yp{7)=-dB# (4. *xdA+dC+3 =LK) +Bedhs (11, #dA+2. *4C-
14,*LE) -2, *B*dCsLE+pars (2. sdexp(-2. *A)*

* vadsqrt {1, +vev)s (rhi+gmeanspp) /Ec-B* ((ThO+ (an+7.
* Y*pp) /2. 4ctl))
yp(8)=-dCa{dC+3 . »LE)+2. #dA* (3. *dA+dC-2 +LR)-
* par+{rhO+{an-1.)%pptctl)
yp{9)=dE+dC-dA* (6. +¥EcxdA+2 . #Ec*#dC-4. #dR ) +par*Xc*(
* {ThO+{an+3 . )xpp)/2.4ctl)
Teturn

end

210
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11} Programa vG:

prograe vé
solution of Einstein equations for cylindrical static pelytrope.

[

¢ Isothermal ideal gas with equation of state rho_rest = kappa p

[=

c This program generates a file to be used as input fer interp.for
c

¢ The DODE routine is employed.

c

c Latest revision: Fov. 1, 1983

cc

implicit real#8 (a-h,o-z)
real*8 k2 ,kappa,lamb
character*64 arg
external F
¢ number ¢f nodes and dependent variables
parameter (Nag=9,iw=100+21+Neq)
dimension y(Eeq),work{iw),ivork(5),s01{6,400)
common par,pi,gm,con,an,vi,ry
pi=4 .Bosdatan(1.DO)
par=&. spi
¢ input data
open(i,file=*v6.ins’ status=’old’)
read(1,¢) gm,con,p0
read(?,*) rmax N, rinit
read (!, ,+) relerr,abserr
read {1, *(A)} arq
close{l,status='keep’}
¢ physical parameters
an=1./{gm-1.}
eta=cantan
lamb=1 +4 *{eta+3.}/(ata-1.)xs2
bO=Q .
vl
vi=0.
¥2=0.
¢ step-size
h=rmaz /X
h2=h=h
¢ initial conditiens at 'r=0}
rhoc=con#pQ
rhrO=rhc
kappa=con
pisg=pispi
ansq=an*ah
b0sq=b0+b0
pOsq=p0+p0
visq=vlsyl
rhecsg=rhrO#*rhr
a2=(3.+an)*pispO+pi*rhc-b1sh0/2.
b2=1 . 5+bGse3-pitrhc* (3. «b0-2 %v1) 12 +pisbOtpO-pivanspOs
*  (3.¥b0-2.¢gmivi)
b3=(16. /15, )#pisv2e (rhc+anigﬂtp0)
c2=b0sh0/2.-2.%pisrhc-2. spisgmean«pd
k3=-bO%b0/2.+4 . #pisThe/3 . +4 spitlantd )»=p0/3.
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212

bl :=0% k2:=0%

aZ:=(3+n)epispO+pierhro-b0"2/2%

c2:=b0"2/2-2pisrhrO-2s(1+n}apivp0$
b2::(3/2)'b0'3'pi*rhr0‘(3‘b0'2‘v1)—13*pi‘b0‘p0—pi*n‘p0-(3‘b0—2*gmtv15$
rhri:=0% p1:=0% c3:=0% 23:=0%

k4 .=0%

b2 :=(16/15) *pisv2* (rhrO+n*gm+p0l§

k3:=(4epi/3}e ((n+4)#pO+rhr0}-b0-2/2%
The following coefficients assume that rhr = kappa * p

rhr2=kappa*p2}

p2=

*
L
-

( - 2*aneq¥P1+pbeq — Bean+PI+sp0sg - 4+an*PI*PO+RHRO +
Iran*=GM+BO*POsY1 + an*GMsPOxvizsq + anvbOsq+*P0 - 6¢PI*plsq -
S+PI*PO#RHRO ~ 2#PIxrhcsqg + bOsq+P0O + bOsg*RHRO +
2+BOSRHRO*VI + REHRO#visg)/2.

ad= - Beant+3spisgepOsq - S*ansq*pisq*pUsq+RAPPA - 3Beansq¥pisgs
pOsq - 12+anaqrpisq*PC+RHRO + 6+ansqePIxGReBO*POSY]L + J+ansqe
PI*GM*PO*v1lsq + 3+ansqaPI*b0Osq*PO - 24%an*pisq+pOsq+RAPPA
- GBean*pisq*pOsq - 12+*an*pisqePO*RHRO*RAPPA - S2sanspisqePO+
RHBC - G*an*pisgerhcsq + Gean*PI+GM+BOsPOVI+EAPPA - EtantPIeCK
«BOsPOsY1 + 3kansPIeGN+PO*yv15q*TAPPA + 2Z1*an*PI#GN*PO*visq + 3¢
ansPIxb0sg+PO+KAPPA + 16+ansPI#b0sqsPO + IrantPI+bOsq+RHRO

ad={ad + G*an*PI+BO+RHRO*V1 + 3»an*PI»RHRO#visg -
18*pisqspCegqrAPPA - 114episq¥pl=q - 24%pisg¥POSRHRO*EAFFA -
80*pisqePOsRHRC - S+pisg*rhesq*KAPPA - t4*pisgerhasg +
34PT4b0sq+POSKAPPA + 61#PI*#b0sq*PC + 3+PT+b0Osg*RHRO*EAPPA +
13+PI*b0sq*RRRO + 6+PL#BO*RHRO*VI+KAPPA - 6«PI*BOsRHRO*V1 +
34PT+RHRO#v15q#EAPPA + 21#PIsRHRO%visq - 6+«BO+*4)/24.

b=~ 48wan+e3+pisgeCM+plsqaVl + 42¢an**3+pisq*BOsplsq - 640*an=q»
pisg*GE+pUsqrV¥l - 96*ansq*pisg*GM+PO=RHRO+V1 + 424ansq¢pisq*
BO#pOsq*EAPPA + T024ansq*pisq+BOspOsq + S4+ansg*pisq*B0
#+PO*RHRO - 48*ansqépisq*pOsq+Vi+EAPPA + A8+ansq*PI+GH++23B0
FOsvisqg + 24*ansq+PIsGM*+2+PO*V1*s3 — 18+ansq*PI+GR*b0sgq+POs
¥i - 21%ansq*PI+«GMsBO*POsvisq -~ 2(*ansq+PI+BO*¥3+P0 - 1936¢ans
pisqeGMepOsqs¥1 - 640=an*pisq+GN+*PO*RHERO+V1

bd=h4 - 4B*anspisqeGMerhcsqeVi + 168+anspisq*BO+pOsq+EAPPA +
4038*an*pisq*BO*pOsq + B4ran¥pisq+BO*POYRHRO*EAPPA +
1236+an*pisqsBO*PO*RHRO + 42*ans*pisqsBO+rhesq -
192 #anspisq*pOsqsV1+*EAPPA - 96%an+*pisqsPO*RHRO+VI*KAPFA -
448+an*pisq+PO=RERO+VL - 42xan+PI+GM*b0sq=PO«VI+EAPPA +
186%an*PI*GM*bOsq*PO+V1 + 24%an*PI+GH*b0sq*RERO*VL +
27+*an+PI2GMsBO*PO*v1sq4EAPPA - 135xan*PI*GM*BO+PO¥visq

bd=b4 + 45+an*PI*GM*BOsRHRO*visq + 24+an+PI=GRePOaVi++3+KAPPA +
24ean*P]*GMePOAVI*+3 + 24+an+PI+GH*RHRO*VI**3 ~
21 #an*PI+BO*+3+PO*KAPPA - E16+an*PI*BOx#3+P0 -
21#an*PI*#BO**3sKHRO + 24*ansPI+bOsq+«PO+VIi=IAFPPA -
42#an#PI1#b0sqeRHRO*¥1 ~ 2i#ansPIsBO*RHRO*visq + 126+pIsq«BO»
pOsqsKAPPA + T698+pisq*B0+pOsq + 168»pisq*BO+PO+RHRO=EAPDA
+ 3912%pisqeBO*POsRHRG + 42*pisq*BO*rhcsq*EAPPA

ba=(b4 + 534+pisq+BOrrhcsq - 144+pisq*pOsq+VI+EAPPA -
192%pisq*POsRHRO*VI*EAPFA - 1792+pisq«PO+RHRO*V1 -
48*pisqerhcsqeV1+EAPPA - 448#pisqtrhesgsVl -
21 *«PI#BO#*3sPO+EAPPA — 2007+PI#BOw#3%P0 —21+PI+B0+»3+RHRO=EAPPA
- 495#PI«BO*x2+RURO + 249PI+b0sq*PO=xVIsEAPPA -
18*P1*b0sg*RHRO*V1+EAPPA + 1622FI+bOsq+RHROVE + 27+
PI*BO*RKRO*viaqaEAPPA - 195¢PI«BO+RHRG*vizsq + 24*PI+RHROsVirx
3+EAPPA + 244PI+*RHRO*V1#+3 + 136#B0#45)/72.

* % & B B ¥ LR B BRI I L R R R I I L B R B ® % & F B *
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cd=6aans¢3episqipOsg + G+ansqrpisqrpOsqeEAPPA + 26%ansgapisqgs

pOrq + 12%ansq*pisq*PC+RHRO - Gransqg*PI*GMBOSPOsV] - 3sansqe
PI#GH#PO*visg - 3+ansg*PI*h0sq*P0 + 24+anepisq*plsq+EAPPA +
SBsanepisq*plaq + 12%an¥pisg*PO+RHROSKAPPA + 28*anspisqsPOs
EHAO + G=anstpisqg+rhcsq - 6+ansPIsGMsBO*PO#¥1&EAFPA + Gsan*PI+qN
*BO#PO*VI - 3+ansPI+GNaPO*vIsQ*KAPPA - O%ansPI+GM+POrvisq

= 3»ansPI*b0zqsPOeKAPPA - 82an*PIebOsq¢P0 - 3#an+PIxbOsq*RHRG

cd={cq4 - €+an*PI+BO*RHRO*V1 - 3+ansPI*>RHRO*visg +

18w pisqepOsgeXAPFA + 38episq*plsq + 24+pisq*PO*RHRO+EAPPA +
40#pisg*PO*RYRO + G+pisgrrhesg*KAPPA + 2¥pisqsrhesq -
3*PIeb0sg*PO*KAPFL ~ 29+#PI¥*b0sqaPQ - 34PIsb0OsqeRKRO+EAFPA -
S*PI¢b0sg*RHRO - G+PI+BO«RHRO#V14EAPPA + G64PI+BOsRHAOsV] -
3sPI»RHRO*v15g*KAPFA - 9sPI+RHROsvisq + 3+B0*=d) /12,

r=rimit
y(l)=azersr+adsrr=s

y(2)=b04b2eTer+hIsrts3+bdrT4ed

y(3)=c2#rer+cdrs+4
y{a)=r+k3erss+3

y{(5)=pO+plersr

Y{6)=2. #a2er+d sadwers3

y{T)=2 «b2«r+3 . #b3erer+4. shdsres3
y{B)=2 wc2er+d ecdsrss3
y(9)=1_+3 #k3srer

¢ sol{i,m+1}; i=1: A’, 2: C*, 3: E*, 4: A, 5: K, €: p
s0l(1,0+13=0.
501(2,0+1)=0.

s01(3,0+1)=1.
sol(a,04+1)=0.
s6l(5,0+1)=0.
50l (6,0+1)=p0d
iflag=1

¢ selution loop
do 3 m=1.,¥

3

rout=m#h

call dode(F,leq,y,r,rout,relerr,abserr,iflag,wcrk,iwork)
if (iflag .me. 2) goto 57

s01{1 m+i)=y(&)

sok{2,m+1)=y(8)

s01(2 m+1)=y(9)

sol{4,m+1)=y{1)

sol{5,m+1)=y{4)

write(*,*(2E18.8)") r,dexp(y (1)} /r*s(1.-1./Iamb)
s0l(6,m+1)=y(5)

¢ output of results

57 open(l,file~arq,status=’nes’)
write{(1,*) N,k
de & m=0_F

5

*

¥rite{1,100} m¢h,so0l(l,p+1},501(2 m+1},502(3 mt1},
s0l1{4,m+1) so0l(5,m+1) ,501(6,m+1)

close(1,status="keep’)
100 format(Fi2.6,6E17.7)

end
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12) Programa interp:

¢ Quintic spline interpolatien of static solution for the polytrope

<

¢ input of static solution
openil,file=’stat.dat’ status='old’)
read(1, «) Bfakxe .k

oy

program interp

implicit real*d (a-h,o-z)

real*8 KR

dimension D{(5,5),p(220),4C(220} ,A(220} ,KE{220),cp(220),
* ch(220) ,cdC{220),cRK(220),

* Amat(220,220) ,Rgt{220)

writel(s »} 'E=’

read{» «} 1
N5=1+5
1i1=F-1
F2=2711
E3=3s11
F4=4+N1
D{1,1)=1.d0
D{2,1)=2.641
D{3,1)=6.6d1
pl4,13=2_6d1
p(6,1)=1.d0
D(1,2)=1.40
p(2,2)=1.41
D(3,2)=0.40
D{4,2)=-1 .44
D{5,2)=-1.40
B{1,3)=1.40
D(2,3)=2.40
D(3,3)=-6.40
D{4,3)=2.40
D{5,3)=1.40
D{1,4)=1.d0
D{2,4)=-2.d40
D{3,4)=0.40
p{4,4)=2.4d0
p{5,4r=-1.d0
B(i,5)=1.d0
D{2,5)=-4.40
D(3,5)=6.40
D(4,5)=~4 . d0
D(5,5)=1.40

pi=4.d0#*datan(}.d0)
¢ physical parameters

eta=10,
pe=0.01

h2=h*h
do 1 k=1,F+1

read(i,s) rfake,dA,dC(k) ,dK,A(k) ,KE(k},p(k)
clase(l, status='keep’)

ifail=0
do & i=1,B5
do 5 j=1,15
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5 Amat (i, jr=0.
4 continue
do 6 k=08
do 7 j=k+1 k+6
7 Amat(k+3,j3=D(k~j+6,0+1)/120.
6 continune
< interpolation of p(r)
Rgt(11=0.
Rgt (2}=0.
Rgt{F+43=0.
c Rgt (F+4)=-{etatl. )ep(H+1}*dA
Rgt (F5)=0.
de 11 j=1,5
Amat(1,j)}=D{6-j,1+1)
11 Amat{2,j)=D{6-j,3+1}
do 12 j=N+1,E5
5=0-3+6
Amat (N+4,3)=D(jj,1+41)/(24. 1)
12 Amat (¥+5,33=D{(jj,2+1)
do 13 k=0,F§
i3 Rgt(k+3)=pik+1}
call Gauss(E5,Amat Rgt,cp)

write(s,») ' Interp. of p{r) completed’
¢ interpolation of dC(r)}
do 34 i=1,¥5
do 35 j=1,¥5
35 imat (i, })=0.
34 continue
de 36 k=07
do 37 j=k+1,k+5
a7 Amat {k+3,j)=D(k-j+6,0+1)/120.

36 continue
Rgt{1)=-4 #pit{eta+t:.}*pc
Rgt{2)=0.
Rgt{F+4)=-8_»pis(eta+l.)ep(F+1)-dC(H+1)+ (GC{R+1)+dE/EE{X+1))
Rgt{E5)=0.
do 8 j=1,5
Amat(1,j)=D{6-3,1+1) /{24 .=
&  Amat(2,j)=D(&~3,2+1)/(6.%12)
do 9 j=R+1.Hb
3i=F-j+6
Amat (F+4, §)=D{jj,1+13 /(24 +k}
9 Amat(E+5,3)=D(jj, 2+1)
do 10 k=0,¥
10 Rgt(k+3)=dC(k+1)
call Ganss(N5,Amat Rgt,cdC)
werite(*,*+) * Interp. of dC/dr completed?
¢ interpolation of A(r)
do 44 i=1,8%
do 45 j=1,¥%
45 Amat (i, j)=0.
44 continue
do 46 x=0,%
do A7 j=k+i,k+5
a7 Amat (k+3, j=D(k-j+6,0+1) /120,
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46 continue
Rgt (17=0.
Rgt(2)=0.
Rgt (B+4)=dk
Rgt (N5)=4 spis(etar3.)«p(E+1)-dA»(3C(N+1)+dR/RR(A+1))
do 21 j=1,5
Amat (1, 1=D(6-],1+1)
21 Amat(Z,j)=D(6-]j,3+1)
do 14 j=E+1 ES
Jj=E-j*6
Amat (B+4,j1=D{}j,1+1)/(24.«h)
14 Amat(B+5,j)=D{(jj,2+1)/(6.%h2)
do 15 k=0 K
15 Egt(k+3)=a{k+1)
call Gauss(B5,Amat,Rgt,ch?
writel®,+) ' Interp. of A(r} completed’
¢ interpolatien of E(r)
da 54 i=1,X5
do b5 j=1,05
55 Amat(i,j?=0.
54 centipue
do 56 k=0,0
do 57 j=k+1,k+5
57 Amat (x+3,j)=D(k-3+6,0+1)/120.
56 continue
Rgt{1)=1.
Rgt{2)=0.
kgt (F+a)=dk
Egt(15)=4,tpi*(eta+7.)tKK(l+i)*p(l+1)-dC(l+1)*d!
de 16 j=1,5
Amat (1,j)=D{6-3,1+1)/(24.%h)
16 Amat(2,)=D(6-j,2+1)
doe 17 k=0.1
17 Rgt (k+3}=EE(k+1}
call Gauss{F5,Amat Rgt,cEE)
write(*,*) * Interp. of E{r) completed’
¢ output of spline ceefficients
open(l file=’coeff, dat’,status=’nev’)
write(1,*} ,h
de 22 k=1,05
22 write(1,100) cdC(k),ch(k),cEE(k) cp(k}
100 format(4EL8.8)
close(l,status="keep')
end

subrontine Gauss{N,D,X,T)
implicit realss (a-h,o-z)
integer P,0
dimensien D(220,220) ,B(220),4{220),T(220),
% X{220)
do 10 i=t,¥
P(i)=0
10 Q{i}=0
de 1 e=1 ¥
write{#,*} * Linha no. ’,m,’ de *.,N
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a0 0 anNn N8t n N

r=0.
do 2 i=1 .0
if (P(i) .eq. 1) goto 2
do 3 j=1.K
if (R{j) .eq. 1) goto 3
if (dabs{D{i,j)) .gt. r} then
it=i
317
r=dabs{D{i,j))
endif
3 continue
2 continue
Piil}=1
Qi31)=1
s=D(i1,jl)
do 4 j=1.¥
4 D{it,jr=D{i1,3}/s
IC(i1)=x{il)/s
de 5 i=1,1
if (i .eq. i1) gote 5
s=D{i,j1}
do 6 j=1,K
6 D{i,jr=D(i,j)-s*DCi1,3j)
L(iy=X(i)-s*X(il)
5 continue
1 continue
do 7 i=1,0
de 8 j=1,%
if (dabs{(D(i,§)) .gt. .5) T{j¥=x(i)
8 continue
7 continue
reiurn
end

13) Programa neutr:

program neutr
Determination of neutral modes of the static polytrope
The DODE routine is smployed.
Dscillations of the metric compenents gihth, gzz, pressure and radial
velocity

CODRDINATE CONDITIOF dgtr=dtgrr=0. ¥ariables, dtp,dtur,Gamma,lambda.
The radial variable in the output is R = r~(i/lambda)

The pressure variable in the output is \varpi = (delta p)/p.

Latest revision: Nov. 28, 1893,
implicit real*8 {a~h,o-2)
real+8 kappa,LO,L2, lamb
characters64 arq,arqi,argz
external F
number of nodes and dependent variables
parameter(feq=5,iv=100+21*Yeq, Bf=3 ,ITu=2)
dimension ¢dC{300),cA(300) ,cKE(300),cp(300} , A(Kf 0D,
» y(Neq) ,work{iw} ,ivork(5),s01(2,4,310) ,Agt (Nf) ,pr(¥f),
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* ka1 (Nf} wks2(Ef),slope(2) AA(EE,Nf) , gsin(2) ,geon (2,
Au(Efu Bfu) Rgtu(Pfu) ,pru(Efu) ,wksiu(Wfu) ,vks2u(Nfu}
. AAu{Nfu, Wy}

commcn cdC,ch,cKE,cp,ha,freql,par gm,an, kappa,ete Iz
pi=4 . DOsdatan{l.D0)
€ input data
open 4 file=’neutr. ins’,status='old'}
raad?4,») Btask
do 75 itask=1 Btask
write(s ) *>3>>5>> TASE ¥ itask
read?4, »} gm, kappa,pc.c0,freq
read?4,+) rmax N, rinit,rmr
readi4 ») relerr,abserr
read{4 *{A}?) arq
read‘4,?(A)’) arql
read(4 *(A}’) arq2
¢ physical parameters
an=1 /(gm-1.)
eta=kappa+an
lamb=1 . +4.+{ata+3d. )/ {eta-1, Jes2
par==s. spi
freg=freq+*freq
¢ step-size
h={rmax-rinit)/I
hZ=k*h
¢ inpot of spline coefficients of the static solution
opex{l file=arq,status=’'old’)
read{1l,+) ¥s, hs
¥5s=Es+h
do 1 k=1,H5s
read(1,*) cdC{k},cA{k),cER{k},cp(k)
clese(l,status=‘keep”)
write(x,*) ’Static solution read’
¢ initial conditions at 'r=0°?
do 12 k=1,2
write{s »} ’Regular solution #’ .,k
dtgz20=0.
drpc=0.
if (k .eq. 1) then
dtpe=L.
else
dtgzz0=1.
endif
GOx=dtgz20
62=-(par*(5A*eta+5.—sm)*dtpc+freq2:gmtdtgzzo)}(12‘tgm)
Le=-dtgzz{
=-(par*(5. *gm-eta-1.}#dtpc-5.*freqegmedtgz=z0) /(12 *gm)
po=-dtpc*(4.*pi*pce(2.+kappas*(eta+l.)+ansgmegms (8. +kappa+2. an)+

[

* kappa#{an+3 #gm+3.))+freq2*leta+]. )}/ (4 sgm)
ai=-dtgzz0/4.~dtpc/ (2. *+gmrpc)
r=rinit

¢ y(1)=Lambda, y{2}=0amma, y{3)=dtp, y(4)=dtur, y(5)=Lamhda’
¥i1)=LO+L24rer
FL2)=GO+Gokr*r
FL3)=dtpctp2ersr
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y(41=uler

y(5)=2. 0L2¢r
sol{k,i,0+1)=y{1)
s0l{k,2,0+1)=y(2)
acllk ,3,0*1)@(3)
a0l k., 4, 0+1)=y{4)
iflag=1

¢ sclutien loop

3

€ least

s

©

12

do 3 m=1,¥
reutFrinit+m¢h
call dode(F,leq,y,r,rout,relerr,absarr,iflag.ﬂork,iwork}
if (iflag .me. 2) then
grite{#,s) 'Problems with dode: iflag=',iflag,’'rout=' roat
stop
endif
sel(k,1,m+1)=y(1}
acl(k,2,m+l)=y(2)
sol(k,3,m+1)=y(3)}
s0l(x,4,m+1)=y(4}
write{* %) ' Solution loop completed’
squares fit for Gamma(i)=sol(k,2,i+1).
mmin=rmr/h
wyn=lambsfreq/c0
de 2 i=1,Kf
do 4 j=t,Kf
AL, j)=0.
do & m=mmin N
r=rinit+m*h
ACi,j)y=a{i,j)+phi(3,r,wvn,lamb)¢phi{i,r,evn, lamb}
continue
comtinue
de & i=1,Xf
kgt {i}=0.
do 9 m=mmin K
r=rinit+m#h
Rgt(i)=Rgt(i)+phi(i,r,wvn,lamb)*sol(k,?,l+1)
continue
ifail=0
call FO4ATF(A XL, Rgt ,¥f,pr,AA Bf,wksl wks2,ifail}
gsin{k)=pr(2)
geos{k)=pr(3)
slope(k)=pr(1)

¢ constructien of regular mode
foctr=slopal2)fslope(l}
gsin(2)=gsin(2)~fctrgsin(l)
geos(2)=gcos(2)-fcrregcos(2)
do 14 j=1.4

15
14

do 15 m=1,0+1
501(2,],m)=sel(2,j,m}-fetresol (L, j,m
continue

¢ amplit. & phase of Gamma
AppG=dsqri(gsin(2)**2vgcos(2)#+2}
phG=-argu(gcos(2) ,gsin{))

¢ least squares fit of acoustic wave (dtur=sel(2,4,m+1))
wyn=1lambsfreqsdsqre{{etatl.}/gm)/cO
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rpo={lamb+an-(lamb-1, )« (kappatetatan)}/(2.#(an+l.}}
mmin=rmr/h
do 42 i=1,Wfu
do 44 j=i Wfu
Aufi, i)=0.
do 46 m=mmin,¥
r=rinit+m+h

46 Auii,j)=Au{i,j)+phin(j,r,%vn,lamb, xpo)*phiu{i,r,wvn,
* lamb,xpo}
44 continoe
42 continue
de 48 i=1,Efu
Bgtu(i)=0.

49
48

c out

105
110

< out

5

100
75

do 49 m=mmin ¥
r=rinit+m*h
Rgtu(i)=kgtu(i)+phiu(i,r.nvn,lamb,xpo)*sol(z.4,m+1}
continue
ifail=0
call FOéATF(Au,lfu,Rgtu,lfu,pru,AAu,lfu,nkslu,wkszu,ifail)
write(s ) ' Least squares fit completed (dtux)’
Ampu=dsqrt{pr{1)*+2+pr{2)*s2)
pho=-argu{pr(2},pri{1})
put of amplit. & phase
open(i,file=arq2,status=’neﬁ’)
write(1,105) gm,eta,pc,freq
write(1,i10} ampl,ampu
write(l,110} phG,phu
format (4E14.5}
format (2E14.5)
close(l,status="keep?}
put of results
open(1,file=arql,status='nev’)
k=2
do 5 m=0,N
r=m*h+rinit
xi=r/hs
p=splines{xi,cp}
ER=r»*(1./lamb)
write(1,100) RR,s0l(k,1,m+1},s0l(k,2,m+1},
* 501(k,3,m+1)/p,501(k,4,m+1)
clese(l,status="keep?)
format (Fg.6,4E17.7)
continne
close{4, status="keep?’)
end

realss function philk,r,wvn,lamb}
implicit real#*8 (a-h,o-z}
real#*8 lamb
RR=r**(1./lamb}
s=dsin{wvn*RR) /RRe*x1 5
c=dcos (gvn*RR) /RR**1 .5
if (k .eq. 1) then
phi=1./r
elseif (k .eq. 2) then

)
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phi==s

elgeif (k .eq. 3} then
rhi=c

elgeif (x .eq. 4) then
phi=1./{r*RR}

elseif (k .ag. 5) then
phi=s/RR

else
phi=c/RR

andif

ratuorn

end

reals8 function phiulk,r,wvn, lamb,xpo)

implicit real#d (a-h,o-2)}

real+8 lamb

RR=r++{1./lamb)

s=dain{wvn*RR) /RR*+xpo

c=dcos(wvn+RR} /AR**xpo

if (k .eq. 1} then
phin=s

elseif (k .eq. 2} then
phiu=c

" elseif (k .eg. 3} then

phiu=s/RR

else
phiz=c/RR

endif

return

end

subroutine F(r,y.yp)
implicit real+8 (a-h,c-z}
real=3 EE ,L,LK kappa
parametar{¥eq=5)
dimen=ion cdC(300),cA{300),cEE(300),cp{300),y{Neq),yp(Req)
comeon ¢dG,cA,ckE,cp,hs, freq?,par,gm,an, kappa,eta s
¢ computation of coefficients in perturbation equations
xi=r/hs
if (xi .gt. Es) then
stop
else
dC=splineb{xi,cdl)
A=spline5{xi,cA}
dA=dspline5(xi,cAl}/hs
EE=spline5{xi,<EK}
dEE=dspline5{xi,cEE}/hs
pesplineb(xi,cp)
endif
LE=dKK/EE
ct1=LE+dC-dA
phil=(3.t(3,*dA*dA+dG*dC+LK*LK)+2.*(2‘*dhﬁdC—4.*dA*LK+dC*LI))/Ct1
phiE=(Qtdﬁtdﬁ—dC*dC+Ll'LK-6,*dﬂ*LK)/Ctl
phi3=(3 sda+dC-LEK)/ctt
phid=(da+dC+LE)/ctl



PROGRAMAS

L=y (1)

G=y{2)

dtp=y(3)

drur=y{4}

dL=y(5)

ypili=dL

Yp(2)=-0.5# {LE+JC-3. %d&)#G-0 5% {LK-3.+dA-dCI«L+2. epars

. dexp(A)s(atatl.)*pedtur

¥yp(3)=-{an+1 . +kappa/gm) sdA+dtp-kappar{etstl. edexp (L) wdh+dA»pedtur

»  f{an+! 40, 25%{etatl. }#p*{phidsdLl+phid+yp{2))-par*{(eta+i.}aps
dtp/cti+fragde(ata+]. Ispadexp(~A)#{0.5«daxp{-A)*G/ctl+dtur)

ypt4)=-{dC+LE-an*{etatl . }*dA/(an+1 Vindtur-dexp(-A)*dtp/(gmép)-

. 0.5%dexp(-A}sg

¥p(5)=-0.5%phil*y{5)-0.5+phiZsyp{2)+2 ¥parsphidsdtp-freq2*

. dexp(-2+A)*{phi3*G+L)

return

end



