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RESUMO

O objetivo do presente trabalho é a determinacio da distribuicio exata do critério
de razao de verossimillhanga para testar a hipdtese Hy : ¥ = I contra Hy : & # [ em

populacbes normais multivariadas complexas.

A distribuicio da estatistica de razao de verossimilhanca determina—se em forma de

série de densidade chi-quadrado, série logaritmica e série beta incompleta.

Faz—se cdlculo computacional para determinar os valores de A correspondente a niveis
de @ = 0.01,0.05,0.10,0.90,0.95 e 0.99 para 2,3 e 4 variavels e varios tamanhos de

amostras, especificamente para amostras pequenas.



INTRODUGAO

O estudo de varidveis aleatorias normais multivariadas complexas tem seu inicio, do
ponto de vista estatistico, com o trabalho de Wooding {1956), que derivou pela primeira
vez a distribui¢do normal multivariada complexa de um tipo especial frequentemente
encontrado em estudos de analises de ruidos aleatérios. Trabalhando nesta linha, Tu-
rin (1960) desenvolveu a funcgdo caracteristica de formas quadraticas hermitianas nestas
varidveis. Goodman (1963} analisou alguns aspectos da distribuicdo normal multivariada
complexa, em particular a analogia da distribuicio Wishart e de correlagoes multiplas
e parcials. Qutro autor, James (1964), estudou as distribuicdes de matrizes aleatdrias e
raizes caracteristicas derivadas de amostras normais multivariadas tanto reais como com-
plexas com a ajuda de polinémios zonais. Khatri, em diversos trabalhos (1965, 1965a,
1970) desenvolve a distribuigdo da raiz caracteristica maior e menor sob a hipétese nula
do teste que a matriz hermitiana, }_, € uma matriz real; deriva a férmula assintdtica
para certos procedimentos de testes de verossimilhanca, determina a estatistica da raiz
caracteristica maxima para mostrar que a matriz de covariancia hermitiana é real, obtém
as distribuicdes da maior i-ésima raiz caracteristica para trés matrizes em problemas con-
cernentes ao modelo MANOVA, coeficientes de correlagdo candnica e de covariancia e
finalmente deriva os momentos dos tragos de duas matrizes para os problemas antes men-
cionados. Giri {1965, 1972) considerando dois problemas de testes de hipétese acerca do
vetor de parametros de médias e independéncia de grupos de variaveis aleatdrias deter-
minou os testes do critério de razao de verossimilhanca e analisou propriedades destas
estatisticas . Srivastava (1965) derivou a distribuicdo de Wishart complexa mediante um
metodo direto e simplificado sem utilizar as funcdes caracteristicas e tranformadas de

Fourier como o fez Goodman. Pillai e Nagarsenker (1971) determinaram os momentos ge-
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rais do critério de teste de razdo de verossimilhanca para testar a hipétese de esfericidade
tanto para o caso de varidveis aleatérias normais multivariadas reais como complexas para
matrizes de covariancias arbitrarias dando as distribuigbes correspodentes da estatistica
de critério de verossimilhanga em termos da fungdo G . Pillai e Jouris (1971) desenvol-
veram os momentos gerais das raizes caracteristicas do teste de hipdteses para testar a
hipdtese de igualdade de duas matrizes de covariancias hermitianas do modelo MANOVA
e em coeficientes de correlagio candnica. As fungbes de densidade das estatisticas foram
expressadas em termos da fungio G. Nagarsenker e Das (1975) obtiveram a distribuigdo
exata sob a hipdtese nula da estatistica de critério de razao de verossimilhanga para testar
a hipétese de esfericidade em distribui¢Ses normals multivariadas complexas e apresenta-
ram estas distribuigbes em forma de séries de densidade de chi-quadrados e séries betas
e calcularam pontos percentuais para p = 3,4,5 e 6 a 5% e 1% de nivel de significincia.
Krishnaiah (1976) examinou aproximagoes para distribuigées de estatisticas de razdes de
verossimilhanga para testar as hipoteses de certas estruturas de matrizes de covariancias
de populagbes normais multivariadas complexas, discute algumas aplica¢des destas distri-
buigbes para inferéncias em séries temporais miltiplos.

A partir de 1976 parece nao existir avango do trabalho com varidveis aleatorias
normais complexas e em particular ndo existe trabalho sobre a distribuicio exata da
estatistica de critério de verossimilhanca para testar a hipétese de que uma matriz de
covaridncia hermitiana é igual & matriz identidade no caso de populagdes normais multi-
variadas complexas. Em consequéncia o presente trabalho tem como objetivo a obtencdo
da distribuigdo exata da estatistica de critério de razdao de verossimilhanga para testar a
hipétese de que uma matriz de covaridncia hermitiana X, é igual a matriz de identidade
I em distribui¢ées normais multivariadas complexas.

A distribuigdo exata sob a hipdtese nula da estatistica serd apresentada como:
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a) Séries de densidade chi-quadrados
b) Séries logaritmicas

¢} Séries betas incompletas.

A pesquisa do presente trabalho se completa com a determina¢ido de uma ta-
bela de pontos percentuais para s = 2,3,4 para niveis de significancia de 0.01,0.05 e
0.10,0.90,0.95 e 0.99 e varios valores de tamanhos de amostras.

No decorrer do trabalho utilizam-se conceitos referentes a variiveis aleatérias com-
plexas e matrizes hermitianas (ver Giri (1977) e Srivastava e Khatri (1979)); teorema
de residuos, séries de Maclaurin, Séries de poténcias, expanséo da funcdo I'{z + a); ver
Riordan (1968), Rainville (1960), Box (1949) e Nair (1940).

Alguns conceitos que sao necessarios no desenvolvimento do trabatho podem ser vis-
tos no livro de Anderson (1984).

Ferramentas matematicas muito utihizados na determinacao da distribuicio exata de
critério de testes de razao de verossimilhanga tem sido a transformada e a transformada
inversa de Mellin. Varios pesquisadores utilizaram esta técnica na determinagdo da distri-
buigdo exata do critério de vérios testes (ver Mathai (1970, 1971), Mathai e Rathie (1970,
1971)). No presente trabalho a transformada de Mellin e sua transformada inversa sdo
também utilizados.

O presente trabalho consta de cinco capitulos. No primeiro capitulo resumimos con-
ceitos matematicos e estatisticos que serdo necessarios no desenvolvimento do tema. No
segundo capitulo apresentamos a distribui¢ao multivariada normal complexa e a derivagio
das estimativas dos parametro © e %. Finaliza-se este capitulo apresentandoc a distribuigao

Wishart complexa. O terceiro capitulo comprende a derivacio da estatistica do critério
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de razao de verossimilhanca e a determinagio de seu h—ésimo momento sob a hipdtese
nula. No quarto capitulo, que consta de trés se¢oes desenvolve-se a distribuicio exata da
estatistica inicialmente como séries de densidade chi-quadrado, em seguida como séries
logaritmicas e finalmente como séries betas incompletas. No quinto capitulo explicitamos
as relagbes matematicas,de forma mais detalhada, para uso computacional e damos o pro-
grama para o calculo dos pontos percentuais de série chi- quadrado usando a linguagem

de programacao turbo pascal.



CAPITULO 1

CONCEITOS DE MATRIZES COMPLEXAS E FERRAMENTAS
DE MATEMATICA

1.1 INTRODUCAO:

Neste capitulo resumimos ferramentas matematicas que sdo necessarias no desen-
volvimento da presente pesquisa e também auxiliam & melhor compreensiao do traba-
tho.Comprende alguns teoremas sobre matrizes hermitianas, polinomios de Bernoulli,
funcio gamma, teorema de residuos de Cauchy, teorema de Nair, séries de poténcia e

outros.
1.2 DEFINIGAO.

Uma matriz quadrada A : n X n complexa é aquela cujos elementos sdo numero

complexos, isto &
e (1.1)

ou

A= (ag_:,:) ' P = 1,2, aly _}' = 1,2, T

a;; € C e C é o campo dos nimeros complexos.



1.3 DEFINIGAO: A transposta conjugada de uma matriz complexa A é definida por

—

A" =A E conjugada de A (1.2)
PROPRIEDADES:
(A=A (1.3)
(A+ B)*= A"+ B* (1.4)
(AB)" = B*A*, (1.5)

sempre que o produto AB esta definido.

1.4 TRACO DE UMA MATRIZ: O traco de uma matriz quadrada A define-se como

Tr. A= Zagg (1.6)
1=1
PROPRIEDADES:
Tr{A+B)=Tr.A+Tr.B (1.7)
Tr.AB=Tr.BA (1.8)

1.5 MATRIZ UNITARIA: Uma matriz quadrada complexa U/ se chama matriz
unitaria se

UU* =T (1.9)

1.6 MATRIZ HERMITIANA: Uma matriz quadrada complexa A, se chama matriz
hermitiana se

A=A (1.10)

LEMA 1.1. Se A é uma matriz hermitiana s X 3, entdo existe uma matriz U de ordem

s X s tal que

UAU = D(M,...,\) (1.11)



onde A; {# = 1,2,...,8) s80 as raizes caracteristicas da matriz A € D(Ay,..., ) é uma
matriz diagonal.
LEMA 1.2. Uma matriz hermitiana é definida positiva se todas suas raizes caracteristicas

sdo positivas.

LEMA 1.3. Toda matriz hermitiana definida positiva A, é unicamente expressavel como

A = BB* onde B é uma matriz hermitiana definida positiva.

1.7 FUNGCAO GAMMA: Uma das definigdes da funcio gamma usando a forma integral

de Euler, e

I(z) = fo T etelgg (1.12)

onde Re(z) € a parte real de z e Re(z) > 0

A funcZo gamma pode ser também expressa em forma de série tal como

1 ] 139 571
I‘ — 2 z+1f2 -z o i L ]
(2) = V(@n)e™ e 1+ oo+ e s~ 5isi0.5 ~ 2assswoa T (1.13)

a expressdo anterior converge, para z > 1 .
1.8 EXPANSAO DE log I'(z + @): Barnes (1899) generalizou o teorema de Stirling e

mostrou que para todo real ou complexo, o log I'(z 4 a) pode ser expandido em uma série

assintdtica como segue :

1 1
logT(z +a) = 510g(27r)+(z+a-— E)logz—z



o (=1)™1 By (a)
LG e

+ + Ronpa(2) (1.14)

|arg 2| < m — €, € > 0 onde o resto R,,(z) satisfaz |R,,(#)| < % , # é uma constante

|z|m 1

independente de z, ¢ B.(a) é o polinémio de Bernoulli de grau r ¢ de ordem 1.

1.9 POLINOMIOS E NUMEROS DE BERNOULLI

Os polindmios generalizados de Bernoulli B{*)(z) sao definidos pela seguinte

formula: ”
toest e thka (z)
— -k (1.15)
(ef —1)° Ig k!
1] < 27

A partir da equagdo anterior pode-se obter o polinémio de Bernoulli de grau K e de

ordem 1 fazendo @ = 1, isto ¢
k k )
Bk(m) = Z (.)ijk_j (116)
=0 \J
onde B; s3c os numeros de Bernoulli (exitem tabelas que apresentam muitos destes

nimeros ). Aqui dé-se alguns que serdo utilizados nos calculos computacionais

By =1

B = ;;
B, = 61
o=y



1

691

3617

By = El
By = —5%
Bo = %
By, = ;%
Bu =%
B = %0

By;iy =0 paratodo j 2> 1.

(1.17)

Utilizando a relagdo (1.16) desenvolve-se os primeiros 16 polindémios de Bernoulli

COmMOoO sCLuUC:

B(](ﬁ) =

B](&B) =

1
1
)

1
2 _ t
T z—kﬁ

1
3_ 2 2,1
T 23; +2:c

1

x4—2$3+x2~—§a
x5—%x4+gm3—%x

5 1 1
6 o5 ,9.4 L 2, 4
z° — 3z —|—2$ 237 +42
x7—g:c6+£:1:5 %:ﬁ—l—%’c

14 7 2 1
378—4:87—1-5“2:6—5:124 gmg—ﬁ

2

$9—§$8+6$7 ?13:5+22‘:3~13—03:

66

(1.18)



Bplz) = 2''- 1—21-3210 + %:xg — 11" + 112® — %ﬁ + %x
33 33 691
Byy(z) = 1t — 6z + 11210 — ?:1:8 + 2928 — ~2—x4 + 5a? — 5730
13 143 286 429 65 691
Bi(e) = & -2+ 1327~ 0?“39 Tt Tﬁ(}fs 3% 13
91 1001 143 1001 455 691 7
— 14513 9L g0 10, 139 g 6, 2 4 Il o, 1
By(z) = = Tz +6x 30 ° —1—2;1: TR 6 ¢ 0% T
Big(z) = 5—16(5103:16 — 4080z'® + 10200z — 30940z + 9724021° — 2187902°

+  3094002° — 234940z* + 714002 — 3617)

TEOREMA DE NAIR (1940): Seja
o(t) = [ f(a)de
fungao momento de uma variavel X com fungdo de densidade f(z).
Se  glt) = 0(t¥)

quando Re(t) — oo (real de t) , ¢(t) pode ser expandido como uma série fatorial da

formas:
o I(t+ a)

elt) = g}a“F(t Yk+n+ta)

a constante & € nio negativa e pode ser escolhido adequadamente para que a série seja

(1.19)

convergente.

Nota: O simbolo “O” entende-se como segue : sejam duas fungbes f(z) e g(2) de uma
varigvel complexa Z, onde g(z) # 0, para todo Z numa regido R do plano complexo, e

sejam z e zq pontos em R . Se existe um ntmero £ independente de z tal que

f(z)



para todo z em R, entdo diz-se (Luke, 1969) que

f(2) = O(g(2)) (1.20)

gquando z — zp em .

LEMA 1.4. Se zp é polo de uma fungdo f de ordem m, entdo o residuo de f em 2 é

dado por:

Res(f,z) = hm

Z—+Z0

(o i ammrlte = =0 (a1

Demostracao: Ver Stewart, 1987.

TEOREMA DE RESIDUOS DE CAUCHY: Seja G um dominio e ¢ uma curva
simples contida em G. Se f é diferencidvel em G, exceto para um nimero de pontos

Z1y- .-, 2y 1o interior de C, entdo

/Cf(z)dz = 27 Xn: Res(f, z)

r=1

1.10 TRANSFORMADA E TRANSFORMADA INVERSA DE MELLIN:

Se t é uma variavel complexa e f(z) é uma funcao da varidvel real z, definido para
z 2> 0, tal que
Fif@) = [« f(z)dz , Re(t)>0 (1.21)
a



existe, entdo a fungdo F' é chamada a transformada integral de Mellin de f(z) . Recipro-
camente, se a transformada de Mellin existe e é uma funcao analitica da variavel complexa
t para ¢; < Re(t) < ¢;, onde ¢; € ¢; sio reais, entdo a inversio da integral

1 +if
— lim 2t Fy(f (z))dt (1.22)

A7t B—roo Juy—ig

avaliado ao longo de qualquer linha ¢; < Re(t) = w < ¢; converge para a fun¢io f(z)
independentemente de w {M.D.Springer, 1979]. Portanto, a inverséo da integral de Mellin

(1.22) pode ser escrito na forma mais conveniente como :

f@)=5= [ @R f(e))dt (1.23)

Observagio: Se f(z) é uma fun¢do de densidade de probabilidade tem-se :

E(XY = Fyn(f(z)) = /U " 2t f(e) do (1.24)
@)= [ e IB(X Yt (1.25)

1.11 POTENCIAS DE SERIES DE POTENCIAS.

Seja a série de poténcia

l+az+agz’+--=> a2 ; qp=1 (1.26)
r=0
Temos a seguinte relagao para a p-¢sima poténcia de (1.26) (ver Riordan [1968}),

(l+ @z +a® +-- P => A, 2" (1.27)

n=0



onde

k!
Ap,n = Ap,n((ll,a2, ‘e ) = Z (i)EJ—M a;“,.. . ,a:“ (128)
[Tt Syeeey Kyl

tal que verificam-se as seguintes condigdes

=Yk (1.29)
i=1

n=> ik (1.30)
i=1

[I(rn): denota as partigies de n e a somatéria » & feita sobre todas as partigdes de

[I(»)

n que cumprem as condigles citadas.

Casos particulres de A, ,, dados por Riordan séo :

Apo=1 ¥p=0 (1.31)
Agn=0 V¥n>1 (1.32)
Ap1 = pay (1.33)
Ao =pes + () (134
Ap.3 = Pds + (;) 2&2&1 + (g) ﬂ? (135)
Apa=pag+ (g) (2a3a; + a2) + (g) 3azal + (i) a; (1.36)
e a relacdo de recorréncia é dada por :
Ap,n(alaafh . ) = Ap—l,'n + Z aiAp—l,n—-i (137)
i=1
LEMA 1.5.
e mp
O ar )y =35 A,.2" (1.38)
r=0 n=



Prova: Por indugao

i) Provemos para p = 1 ; devemos mostrar que

m 1 m
(Z ara:’") = Z A2

r=0 n=0

desenvolvendo tem-se
m 1
r=0
utilizando a relagdo de recorréncia, equagao (1.37 ), segue-se que lado direito de (*) é

1 + a,x + (123:2 + ] -}- ama:m = A],O + A1,1$ —l‘ A1!2$2 + Tt —f— Al,m:z:m'

m
=) Aaa”
=0

ii) Suponhamos que a formula cumpre-se para p = k, isto é

m h mh
(Z ar:vr) = Z Apna”
r=0

n=0

itl) provemos para p = A+ 1 desenvolvendo tem-se
LiL h+1 N
(Z arx“") ={1+az+ Tt 4+ ame™)* (1 + a1z + agx? + - + am2™)
=0
utilizando o resultado 1) no primeiro fator do lado direito da igualdade anterior e efetuando

as operagoes indicadas resulta :

mh mh mh
= Z Apnz™ + ag Z Appz™ + -+ ap, Z Apnz™"
n=0 n=0 n=0

agora desenvolvendo cada somatéria e agrupando termos semelhantes obtém-se :
= Ah,ﬂ + (Ah,l + alAh,D)-'E +oeer+ amAh,mh.xm{h-'-l] (* *)

10



novamente, utilizando a relacio de recorréncia no lado direito de (* *) resulta :

= Appro+ Ansra® + Anp122’ + o+ Apprmrenya™ O

m(h+1)

= Z Ah+1,n$n

n=0
pelos passos (i), (ii) e (iii) fica demostrado o lema .

Estabelecemos dois lemas cuja demostragio pode-se encontrar em Rainville [1960].

LEMA 1.6.
ST ST Alkn) =3 Y A(kn—k) (1.39)
n=0 k=0 n=0 k=0
3 > Blkn)=> > Blkan+k) {1.40)
n=0 k=0 n=0 k=0

LEMA 1.7.

Caso Exponencial Série Finita:

exp(:zl Qrt_r) = i(z Qi A J)t_“ 0<n<{m-1) (1.41)

=0 3""0

onde A;, i = A;n-; (@207, Q307 ,. .., 007" é dado pela relagio {1.28)

Caso Exponencial Série Infinita:

exp(é Qrf_r) = g(i;} Qi Ay )t“”’ (1.42)

11



Prova: Caso Finito

exp (Z Q,t“r) =Y (Z Q.1 ) utilizando série de Maclaurin)
r=1

1
j=0 J r=1

1

= Z —[Qlt' (L4 Q@7+ + Q@ )

i= D

1

= S raii [ @mor

j—D r=0

agora aplicando o lema (1.5) & expressdo do colchete elevado a j-ésima poténcia do lado

direito da relacao anterior resulta

(m=1);

i T QAT ()

Como
(m-1)7 ¢
Z } QJAJn Gbn) - = Z QIAJnt (i+n)
n=>0 * n—Cl

com Aj, =0, ¥n>{(m-—1);
o (*) fica portanto :
1

IQJA-? o (7+n)

=y %
1=0 n:ﬂj

onde A;, =0 , Vn>(m-—1)j.

Agora utilizando a equagio (1.39) resulta que

7L — o k) 1 ) —n ]
exp(z Q-1 ) = E)(EﬁQ{Aj‘n_j)t ;o 0<n<my
r=1 n= J= -

12



Para o caso infinito a demonstragio € anldégo ao caso finito, assim tem-se

exp (g Qrt—r) _ g:ﬂ % (2 Qrt_r)j

1
JOTO+ Q@ 4y

aplicando a relagdo (1.27) & expressdo anterior tem-se

exp (X; Qrt_r) = Z[)?Q{t_'? 2;) Aj'nf_n
= 1= n=

_ Z Zjl JAj'nt—[Hn)

i=0

utilizando (1.39) a demostracio desejada resulta

exp(L017) = L (X @i

onde

Ajei = A5 i(@207, Q3Q7, .. ),

esté definido em (1.28). |

1.12 INTEGRAL

ctico p—8 d
1 f e {at+s)ds 1 21— 0<e <]

27 & Jemico [(s+a+m) T(m)

271

Ver Titcmarsh [1948].
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CAPITULO 2

DISTRIBUICAO MULTIVARIADA NORMAL COMPLEXA,
ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
DOS PARAMETROS O E &

E A DISTRIBUICA0 WISHART COMPLEXA

2.1 INTRODUGCAO:

Neste capitulo resume - se os conceitos da distribui¢do normal complexa, determina
-se os estimadores de méxima verossimilhanga dos parametros € finalmente apresenta -
se a distribuicdo Wishart complexa. FEstes conceitos sdo fundamentais para o capitulo

seguinte pelo que é necessario desenvolver os termos acima citados completamente.
2.1.1 DISTRIBUICAO NORMAL COMPLEXA:

Antes de definir formalmente a distribui¢do normal complexa, definimos em forma
breve o que se entende por varidvel aleatoria normal complexa.

Uma varidvel aleatdria normal complexa € da forma Z = X +4Y, onde X e Y estio
distribuidas como uma variavel bivariada normal real.

Um vetor aleatério normal complexo de ordem s

Z1
Zs

onde Z; = X; +1Y;, i = /-1 é uma s—upla de varidveis aleatérias normais complexas
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(Zy,...,Zs), tais que o vetor aleatério real de ordem 2s, consistindo das X;,j = 1,...,se
o8 Y;,0=1,...,sde Zy,..., Z, tem distribui¢cio normal multivariada real de 2s variaveis.

Seja Z um vetor aleatorio normal complexo definido em (2.1) com E(Z) = ©, onde

E(Z)
E(Z) = : (2.2)
E(Z,)

A matriz de covariancia hermitiana definida positiva ¥ é dada por:
L=E[(Z-0)Z-9©) (2.3)

onde

é tranposta conjugada.

A funcio de densidade de probabilidade do vetor aleatério Z é definido por

f2(2) = Flzn...r2) (2.4)

= 75| le(Z-OrETZ-0)
denotaremos a densidade (2.4} como n.(z|0,E) e a fun¢io de distribuigio acumulada

como N.(©,%).

2.2 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA DO VETOR DE
MEDIAS © E DA MATRIZ DE COVARIANCIA HERMITIANA 5.

Sejam Z,,...,Zn , N vetores amostrais de uma populagao multivariada normal

complexa, isto é, cada um dos vetores Z, tem uma distribuicdo mubltivariada normal
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complexa de S varidveis, Z, ~ N, (0,5); a = 1,2,..., N nesta condicio a funcgio de

verossimilhanca € definida por :

N
L(©,x) = J]»(Zl]0,5)
a=1
N
= g5V |E|_Nexp(— S (Zo — OV S (Za — e)) (2.5)
a=1
Na funcao de verossimilhanga, os vetores Z,,. .., Zy sao fixados nos valores amostrais

e L é funcdo apenas de © e ¥. Para encontrar as estimativas de maxima verossimilhanca
de © e ¥ expressa-se (2.5) na seguinte forma :

Seja o vetor média amostral definido por

[ X
%Z’Zlﬁ'
a==]
_ 1 X 2
Z=~-3 2, = =1: (2.6)
N a=1 —
Zs
N
1
L3,
| V& )
onde Zy = (210y ..+, 25a) €
I = Ar Z Zjos
cx=1
j =1,2,...,8, e seja a matriz de soma de quadrados e produtos cruzados dos desvios
relativag & média amostral definido por:
N —
A = Z (Zo —ZW 2o~ Z)* (2.7)
a=1
N
= Z(ZJG - z_j)(zfﬂf wz_'f')* y 1 = 1123 38
w=1

Usaremos o seguinte lema.:
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LEMA 2.2.1. Sejam Zi,...,Zn , N vetores ( de s—componentes cada um) e seja Z

definido por (2.6) . Entdo para qualquer vetor b cumpre-se

N N
Z_)(Za —b)(Ze — b)" = z_:(za — I\ Zy —2) + N(Z - b)(Z —~ b) (2.8)
Prova :
N N . — — *
> (Za — b)(Za ~ b z_j[ Y+ (Z - 0)] [(Za =) +(2) - )]

fazendo as operagoes indicadas no lado direito na igualdade anterior tem-se

N N
=Y (2. - Z)Z, — Z)" + lZ(Za - 7)] (Z -8

=1 =1

N
HE—b) |22 - 2)| 4 8z -0 -
=1
nesta expressdo, os termos segundo e terceiro séo zero, pois
N _ N . _
Z(ZQ—Z): ZZQ—NZ:ZN—NZ=U
a=1 a=1
portanto o lema fica demostrado .

Quando se faz b = O, obtem-se

N N

2 (Za—O)Zo~ O) =3 (Za — Z)(Za — Z)" + N(Z - ©)(Z - O)
=A+N(Z-0)(Z-0) (2.9)

Usando {2.9) e as propriedades do trago de uma matriz, equagoes (1.7) e (1.8) temos

i(ZQ —O)X N Z, - 0) =1tr. i(Za -0)E" Y2, - 0) (2.10)
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= frzz (Zo — ©)(Z, — O)

= trx7 Z(za —-0)(Z, — 0

= tr. E‘la[—/ll +N(Z - 0)(Z - o)

= . [ZTA+ NETHZ - 0)(Z - 0)"]
= trn2A+ Ntr.2NZ ~ 0)(Z - 0)
= trS A+ Ntr(Z -0 {7 -0)
= rSA+N(Z -0)8(Z-0)

logo a fungéo de verossimilhanca definido em (2.5) pode-se escrever como
L(©,%) = TV |2/~ exp (—tr.E‘lA _N(Z -0y (Z - @)) (2.11)
como Y € uma matriz hermitiana definida positiva, ©~' é também definida positiva,

N(Z — 0)*'S7YZ — ©) > 0 e este produto é igual a zero se e somente se © = Z

TEOREMA 2.2.1. Considere N vetores aleatérios complexos independentes e identica-
mente distribuidos como s—varidveis aleatérias normais complexas, Z, , a=1,2,...,N
com funcao de densidade de probabilidade dado pela equacdo (2.4). Entdo os estimadores

de maxima verossimilhanga ©,% de ©, ¥ respectivamente sdo dados por :

. | i
==Yz, (2.12)
ch:]
£ = % (2.13)

onde A estd definido em (2.7). Para a demostracio deste teorema ver Giri [1965].
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2.3 DISTRIBUICAO0 WISHART COMPLEXA.

A distribuigac Wishart complexa foi desenvolvida por Goodman [1963], Srivastava

[1965a], atilizando um método diferente, também determinou esta distribuicao .

TEOREMA 2.3.1. Sejam Uy, ..., U, independentemente distribuidos, cada um segundo
normal multivariada complexa N,(0,X) . Entao a funcio de densidade de probabilidade

de A= ZUC,U; é definido por

a=1

|A]ﬂ'_s e—tr.E‘lA

f(A)= (2.14)

a3 5 J[T(n+1—a)

o=l

onde A é uma matriz definida positiva .

COROLARIO 2.3.1. Sejam Z1,...,Zn N vetores {s-dimencionais) independentemente
distribuidos, segundo normal multivariada complexa, Z, ~ N,(0,%) , a =1,2,...,N .
N

Entdo a funcdo de densidade de probabilidade de A = Z(Za — Z)(Z, — Z)* é definida
a=1

por:

|A|N—~1—se—tr.2_1A

f(A) = (2.15)

a3 DTN T (Y - a)

a=1

Notagio: Se A tem densidade de probabilidade definida por (2.14) anota-se
A~ W (A|E,n),onden=N—-1.
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CAPITULO 3

TESTE DA HIPOTESE QUE UMA MATRIZ DE COVARIANCIA

HERMITIANA ¥ E IGUAL A MATRIZ IDENTIDADE 1.
3.1 INTRODUGAO:

Com os conceitos definidos no capitulo anterior determina-se a estatistica da razao
de verossimilhanca para testar a hipdtese que a matriz de covariancia hermitiana 2 é igual
a matriz

3.1.1 ESTATISTICA DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Dada uma amostra aleatéria zi,..., zy de uma populagdo normal multivariada com-
plexa, com média © e a matriz de covariancia hermitiana ¥ definida positiva; o critério de
razao de verossimilhanga para testar a hipdtese Hy : 23 = [ contra a alternativa fy : ¥ # T

¢ definido por :

m@axL(@,I)
A= maxL(0,L) (3.1)
o,z
onde a funcdo de verossimilhanga é
L(O,E) — SN ] > |—N e—tr.E‘1A—N('Z—@)‘E”1(?—9). (3_2)
Logo utilizando o teorema (2.2.1) resulta que:
max L{e,I) = g N gt d (3.3)
max [{0,%) = x NNV |ATY eV, (3.4)
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Usando as equagoes (3.3) e (3.4) em (3.1) obtém-se
e
)\1 — (E)SN | A |N e—ir.A (35)

onde
N —
Z Zo — 2N Za—Z)".
Suguira e Nago [1968] demostraram que o teste de critério de verossimilhanga A; é

viciado, mas o teste de razio de verossimilhanga modificado, baseado em
e
A= (SPS | A et (3:5)
comn = /N —1 é n3o vicado e varia no mtervalo 0 < A < 1.

3.1.2 --ESIMO MOMENTO DO CRITERIO DE VEROSSIMILHANCA MO-
DIFICADO A. '

Determina-se o h-ésimo momento de A, usando o fato que A tem distribuigio Wishart

complexa. Calcula—se

oY) = [ [(E)n A" e-‘f-A]th(A/z,n) dA

_ (%)mh/--'/lfllnh G_Tr.AhWC(A/E,n) dA (3.?)

Utilizando(2.14) tem-se

Anh. —trAh Alr—s —trnl4a
|A|nh e_tr‘Ath(A/E,n) — i | € | | €

r2s(-1) g [IT(r+1-a)

=1

n=N-—1.



Logo a expressao (3.7) resulta
iA|n{h+1] 3 o—tr(IA+ET)A

BN A v

a=1

dA

1

_ (_B_)nsh
" nHFn—l—l—a)

| Aln{h+1 —tr‘(Ih+E_1)A
[/ = A

Agora multiplicando no integrando de (3.9) por

(Th+ 2707 ") T[Ttk +1)+1—qf

o=1

(7 + 591+ T[Tfn(h+1)+1 -]

a=1

e fazendo simplificag@es algébricas a equagdo (3.9) resulta

|(Th + =) "™ T[Dn(h+1)+1 —q

=1

= s
12" [IT(n+1— @)

a=1

—tr(Th+571)A

n(h+1)—s.
|A] e A

~/ / 7220 |(1h + 2-1) 1" T Pln(h + 1) +1 -

=1

[(Th 4+ =P T[Dn(h +1) 41 - o

a=1

= (=)™ ;
| ¥ | HF(n—I—l—a)

/.../WC(A/(E‘l + IRy Y n(h+1)) dA.
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Como a integral maltipla acima é igual a um, isto €
f—--fwc(A/(z—I +IR) T n(h+1) dA=1
a equagdo (3.11) resulta

|2k + 1) Tk +1) +1 - o

= (=)o et . (3.12)
" 73| 3 | [[T(r+1-aq)
a=1

De onde fazendo as operagoes algébricas utilizando as propriedades do determinante, o

h—esimo momento de X resulta :

g

[ ]:[1F nh+1)+1-a) i
[IT(r+1-«)

=1

Ry E nsh
E(,\ ) - (?1) |I + v h[n(ft-!—l)

Quando a hipdtese é verdadeira, isto € ¥ = I, 0 h—ésimo momento fica

5

HInR+1) +1—a)
E() = (= Syneh (14 hy o) e= (3.14)
[IT(r+1-q)

a=1
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CAPITULO 4

DISTRIBUICOES EXATAS DA ESTATISTICA
DE RAZAO DE VEROSSIMILHANGCA ).

4.1 INTRODUCAO.

Baseado nos conceitos estabelecidos nos capitulos anteriores , obtém-se as distri-
buigGes exatas da estatistica de razdo de verossimilhanca como série de distribuigbes chi-
quadradas, séries logaritmicas e séries betas incompletas; os detalhes estao justificados

nas correspondentes subsegGes .
4.1.1 DISTRIBUICAO DE A COMO UMA SERIE CHI-QUADRADA.

Obtém-se aqui a distribuigio de A em forma de série de distribuigdes chi-quadrados.

Para isto faz-se a seguinte transformagéo
L=—-2logA (4.1)

onde 0 < A<1lel0< L <oo.

A partir de (4.1) obtemos a fungio caracteristica de L como segue :

er(t) = B(")
— E( e—?.‘it log,\)

= E(\7%, (4.2)
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Fazendo h = —2it em (3.14) temos

o TITk(1 - 2it) +1 - o
wr(t) = (i-) (1 — 24¢)=(1-2it)ne o= H _ (4.3)
I'n+1-«q

a=1

Tomando o logaritmo natural em ambos membros da equagio (4.3) segue-se

logpr(t) = —2nsit log(%) — (1 — 2it)nslog(l — 242)
(4.4)
+ Y logT[n(l —2it) +1—a] — > logTn+1—al.
a=1 a=1
Aplicando a expansao do logarftmo da fung¢io gamma dada por (1.14), para o
log [n(l — 25t) + 1 — q]
resulta :
1
logT'[n(1 =2it)+1—a] = §log (27) + log n(1 — 2it)[n(1 — 2:t)

(4.5)

1 ()M Bu(1— o)
+ g —al=n(l-2it) + 3N

r=1

[n(1 = 2i8)] ™" + Rpya[n{1 — 2it)]

onde B,(1 — «) ¢ o polinémio de Bernoulli de grau r e de ordem 1 definido em (1.16) e
R..(+) é o resto definido por :
2 (=1 B, 1 (1 — 2:it)

Ropi1[n(l = 24it)) = T=§r] r(r +1)

(1 — 2it)]~ (4.6)

tal que
©

|[n(1 — 2it)] 1’

| R [n(1 — 2e8)]| <
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e © é uma constante independente de n(1 — 2it). Agora aplicando a somatéria em ambos

lados da equacdo (4.5) tem-se

5

az;log T[(1—2it) +1 - o] = Slog(2m) + (é[n(l - 2it) + % -~ a])

(1Y Braa(l - )

logn(l —24t) — (1 —~2it)ns+g :al+ 5
[r(1 — 26)]™" + sRmy1[n(1 — 2:t)]. (4.7)

Notando que

Y [n(1 — 2it) + % —a]logn(l ~ 2it) = (1 — 2it)nslogn

o

2 2
(1 — 2it)nslog(1 — 2it) — %—logn . % log(1 — 2it) (4.8)

e escrevendo esta igualdade no segundo termo do lado direito da equagio (4.7) tem-se

i log P[n(1 — 2it) + (1 — )] = %log(%r) + {1 — 2it)nslogn

a=1

52 32 .
+ (1 —2dt)nslog{l — 2it) — Elogn — Elog(l — 2it)

(‘UTHiBrH(l - a)

—(1 — 2%t)ns + é :(j} ey [n(1 —2it)] "
+  sRpqp[n(l — 2:2)). (4.9)
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Agrupando o segundo € o sexto termos no lado direito de (4.9) resulta

i log T[n(1 — 2it) — (1 + a)] =  log(2n) + (1 — 2it)ns log(") +
(1 —2it)nslog(l — 2it) — %i]ogn — glog(l — 2it)
L (DY B(1-a)

Ly ot (1 = 28] + s Bony [n(L — 23)].

Escrevendo esta igualdade em lugar do terceiro termo do lado direito da expressio (4.4)

e fazendo simplificagdes algébricas tem-se

2

logpr(t) = glog(Qﬂ') + ns log(%) — %—log n(1 — 2:t)

o (Y Boa(l—a) s
+ Z :("‘:_}_ 0 [n(l—2it)]"”~—Ellogl"[n%—l——a]
$ B [2(1 — 231)]. (4.10)

A partir da equagio acima, utilizando as propriedades da func¢do logaritmo, a funcgao

caracteristica ¢ (t) fica

exp (i @ [n(1 — 2t)]7" + sRpa[n(1 ~ 2?:'!,)]) (4.11)

onde .
(1)1 Bl —a)
=1

r(r + 1)

QT‘: ; ?'=1,2--- (4-12)
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Fazendo v = % e utilizando o lema (1.7), equacdo (1.41) para

exp (Z QR-[n(l — Zit)]"")
r=1
a fungio caracteristica resulta
1., .
pL(t) = Ki(s,n) D (Z)VFB;(1 = 2it)"0) 4 s Ry, (1) (4.13)
j=D
onde
s -1
Ki(s,n) = (2«)%(%)“[Hr(n 1 a)] (4.14)
a=1
y= S
T2
© 1. i
Rou(ns8) = Kils,m) Y Bi(y*9 (1~ 2it) 0+ >[exp(3fzm+1(.)) ~1] (4.15)
J=0
e os coeficientes B; sio definidos por :
L | .
B;=)Y_ GQiArir 55 =12, (4.16)
r=1""

onde
A'r',j—r = Ar,j—T(Q?Q;I!' R Qm 1_1)

estd definido em (1.28) e @, na equacio (4.12) .

A funcao de densidade de probabilidade de I obtém—se a partir da equagdo (4.13) uti-
lizando o teorema de inversao da integral de Fourier, pois a funcao caracteristica determina
unicamente a fungio de distribuicdo e portanto a fungio de densidade de probabilidade.

Logo tem-se

1) = 5 [ et epl-itLyi (4.17)
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1 o |
- — f Ki(s,m) 3" Bi(=)+(1 — 2it) =4+ exp(~itL)dt
27 =0 n
+ f 1 (n, 1) exp(—itL)dt (4.18)
2
= I(s,n ZB yte— : /oo (1 — 2t)y e gt
=0 n 27 o0
1 e .
¥ 5 / R 1(n, 1) exp(—itL)dt (4.19)

onde R, .,(n,1) esta definido em (4.15).

Seja W uma varidvel aleatoria com fungio caracteristica (1 — 242)~U+). Entio W
é distribuido como uma varidvel chi-quadrada com 2(j + v) graus de liberdade, isto &,
W ~ X34 Portanto pelo teorema de unicidade da fungdo caracteristica sabe—se que
a fungdo de distribuicio de W é unicamente determinada pela funcdo caracteristica, e

daqui a funcao de densidade de probabilidade de W é

1 - 1
gatisn(w) = 5= f (1 = 2i) 0+ exp(~ S w)dt (4.20)
wity-1 exp(—«%w)
Gai4o) (W) = 5T+ ) 7 0 <w < oo (4.21)
Utilizande a equagio (4.21) em (4.19) resulta que que
© 1. 1 e ‘
T = Ka(sym) YV Bigaian (D) + 5= [ Bou(n,exp(—itL)at  (4:22)
i=0 — 0



0 que se pode escrever em uma forma concisa como segue

i 1
A(L) = Ki(s,n) > ( ;; Bigairn) (L} + By (0, L) 5 0< L <00
j=0
onde

i

1 g .
(L) = o= [ By, exp(—itL)dt

Por definicao a funcio de distribuigdo de L é :

Fy=pli< = [ fbd

onde f(I) é dado por (4.23), logo

o0

1. . L £
F(L) = K;(s,%) (=) B /0 gain (Dl + [ Rl (n,

=0
>, 1
= Ku(3,1) S0V By (L) + Ruuaa ()
1=0

onde

L
Gaewy(L) = fﬂ g2+ ({)dl

L e
Rpyi(n) = fﬁRm+1("'1="]'r)dJEI

e R _,(n.0) é dado por (4.24).

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Assim a partir de (4.25) observa-se que L tem distribuigao de série de distribuicdes

chi—quadradas.
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Quando n — oo, L tem distribuigio assintética x* com s? graus de liberdade. Isto

pode-se observar como segue: a partir de (4.23) sem considerar o termo resto tem-se

() = Kalo,m)(5)” 3 Byl Paagen (D) (127

Estabelecemos primeiro o seguinte lema:

Lema 4.1.1.
lim Kl(s,n)(-l—)" =1
n

=00

Prova: Tomando em conta a equagio (4.14) e sabendo que v = % tem-se

1 d n,., L. 1
: DY 4 — . 2 _ A\ “NSS_ 0
tim Ka(s,m)() = lim{ TR 5= o)
Agora utilizando a férmula de aproximacio de Stirling para a fungdo gamma
(T(z) ~ e'zzz'%(%r)%) temos

1—ex

ad 1.1 2 e
= lim n”32 e lim
N— 00 }-:‘[1 n—rooc:xl;‘[l (1 + %’.)n(l + _1...;_‘:")%_0:

= 1 (depois de realizar as operagdes indicadas)

portanto o Lema 4.1.1 fica demonstrado.

Logo em (4.27) tem-se:

Tt—r D

. - 1, o &, 1y |
lim f(L) = lim Ki(s,n)(=)" lim > Bj(~) ga(str)(L)-
F=0

Utilizando o Lema 4.1.1 o anterior resulta:

=+ 00 =

lim f(L) = hm(BOQ@(»)(L)+Bl(%)§’2(l+v)(L)+“')
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= ga(l) ; (Bo=1)

= gsg(L).

4.1.2 DISTRIBUICAO DE A COMO UMA SERIE LOGARITMICA.

Em seguida obtém-se a distribui¢do de A como uma série logaritmica . Neste caso

faz-se a seguinte transformacao :
L=X ; 0<L<l. (4.28)
A partir (4.28) determina-se a transformada de Mellin de L como segue
E(L"y = E(A). (4.29)
Fazendo h = % em (3.14) a E(A*) resulta

* h

h Hr[n(l'i’;)'kl—a]

— (E)ns(%)(1+_)—ns(l+%} a=1
{2 1

ﬁF[n—{—l—a]

o, Ik +i-a
E(Lh) — (_)sh(l_l___)—ns(1+;) a=1

L T

ﬁF[n+1—a]

Como a transformada de Mellin existe pode-se obter a fun¢ao de densidade de I utilizando

a transformada inversa de Mellin equacdo (1.23) o que resulta

&

fl)y = lH T(n +1 _a)]_l é_l_ -ty

a=1 TE J—ico 1

€. ho_ A
Y. 1 - 'ns(1+ﬂ)
SR+ 2)
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(4.30)

[IC(h +n+1—a)dh.
a=1

Fazendo a seguinte mudanga de variavel t = n + A tem-se

h t
f4— = — 4.31
h+1l = t—-n+1 (4.32)

e, depols de realizar as mudangas respectivas e simplificagoes algébricas a expressio

(4.30) resulta que :

flL) = [H D(n+1- a)} o ;3‘3—)-*“1,““-11L / e L) 1:[1 D{t+1 — a)dt

=1 27” —ico

ctioo
= Ky(s,n)L 0 L [ ettt (4.33)

271 Jemioa

na equacio (4.33) tem-se ¢ = n € que

s -1
Ki(s,n) = lH Fln41- o:)] (E)"” (4.34)
o=zl n
(t) = (?)“ [IrE+1—a). (4.35)
Agora tomando logaritmo natural a ambos lados da equacio (4.35) tem-se
loge(t) = st — stlogt + ) logI'(t + 1 — ). (4.36)
a=1

Aplicando (1.14) para o logI'(t 4+ 1 — «) e simplificando obtém-se

—a)logt —t

B =

1
logTP(t+1—-a) = 3 log(27) + (¢t +

(4.37)

L i (=1 r(lel()l =)

r=1
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Aplicando a somatéria & equagao acima resulta

2

S logT(t+1—~a) = %log(%r) + stlogt — %—]ogt — st

a=1
(4.38)
o (CUY Ba(l—a)
+ o= t—"‘
; r(r+1)
Escrevendo esta dltima igualdade na equagao (4.36) obtém-se
2 oo
log c(t) = %log(%—) - %logt + 3 Q7" (4.39)
r=1
onde ,
(=132 Braa(l — @]
Q, = a=1 S or=1,2,... (4.40)

r(r+1)

e B,(.) é o polinémio de Bernoulli de grau r e de ordem 1.

Usando as propriedades do logaritmo a expressao (4.39) fica na forma seguinte

s ‘33 hiaad
o(t) = (27)2 "7 exp(} | Q.t7") (4.41)
r=1
Agora aplicado o lema (1.7)equagdo (1.42) para exp(ZQrt"’") a relagio (4.41) re-
r=1
sulta
I 82 o .
o) = et 3B (12
s
onde
1 se 3 =0
B: = 3 1 ‘
! Z;Q?Ar,j—r se j=1,2,...
r=1" "

com A, ;_, definido em (1.28). Usando (4.42} a funcéo de densidade de L resulta

R 1 oo o .
f(L) = Kg(.s,n)(Z‘;r)?L(”_l)Z—m f L3 Bt~ gy (4.43)

—ico =
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onde

s
v=—
2
No que segue avalia-se a integral |
I 1 petioo [t o0 B g B
=5 ) ;0 it t; Bo=1 (4.44)

considerando que v é um inteiro positivo ; neste caso aplica-se o teorema de residuo de

Cauchy. Para isto observe que (4.44) é equivalente a:
rhico
(34v)
I= Z 5 f Lt~ btigg, (4.45)

Como o integrando em (4.45) tem polo de ordem (7 + v) em ¢y = 0, utiliza—se o Lema

(1.4) para determinar o residuo, isto é

- 1 At g )
Res(f;,0) = ll—’i%_(;'+u—1)!dt(i+v-1) (Lt B;t )} (4.46)

= lim 5; do D Lt
0 |G +v = D@D

B; o dlte-n »
= r(j+y)1l_1:%dt(i+u—1)f‘

= ﬁ( EOQ‘L)J+U ! . (447)

Logo usando (4.47) e o Teorema de Cauchy (4.44) resulta:
x. B
1= ——2—(—logL)y* . 4.48
> Forayyleot) (4.48)

i=0
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Escrevendo esta igualdade em (4.43), a funcdo de densidade de L, segue que

F(E) = Kals,m)(2m) L0 S r(jBi 7

(—logLyt*=1 &+ 0< L <1. (4.49)
A funcdo de distribuigdo de L é obtida a partir de (4.49) como segue

L

F(L) = sli<il= [

= _K’z(S, n)(Qﬂ')% Z ijj+,_1,n_1(L) } B{) =1 (450)
=0
onde
1 L n—1 f 1
livmins(D) = 5 /0 1= log I)i*+1d. (4.51)

Como Iit,—1,n-1(L) é a fungdo de log L, e FI(L) em (4.50) é uma funcio de Ij4,—1,n-1,5€¢

deduz que a fungdo de distribuigao de L, F(L) é uma fungdo de série logaritmica .

Integrando por partes o lado direito de (4.51) resulta

(—log L+ =1L

1
Tipvetn (L) = — TG 1) F Litv-2,n-1(1) (4.52)
¢
1
lon-i(L) = 5L7 (4.53)
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pelo que observa-se que (4.51) satisfaz as relagdes de recorréncia (4.52) e (4.53). Observe-

se também que a relagdo (4.50) é valida unicamente quando v é um inteiro positivo.

4.1.3 DISTRIBUICAO DE A COM UMA SERIE BETA

A distribuigdo de A é uma série Beta, quando v = %2- que aparece na densidade de L

em (4.43) nio é um nimero inteiro positivo.

A equacio da fungdo de probabilidade de L é

e 1 ct+ioo _ o0 ity
F(L) = Ky(s,n)(2m)3 L 15};/.9_{00 L thjf Wy (4.54)
Para avaliar a integral
[=-b [ S gy
= [T S 459

utiliza-se o teorema de Nair. Assim pode-se escrever ®(f) em uma série fatorial como
segue

s Y N I'(t+a)
— J—te) SR el
(1) gsjt ECJF(HHHG)

onde “¢” é uma constante positiva arbitraria que se escolhe de maneira que a série seja

(4.56)

convergente . Escrevendo esta iltima expressao no integrando de (4.55) tem-se

1 potieo 2 -,  T(@+a)
- . ‘ di 4.
= ZOT 1 e (457)

e como a série fatorial converge uniformemente na metade superior do plano complexo

{ver [Doetsch, pag. 135-36]) pode-se intercambiar a integral e a somatdria e a integracao
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termo a termo ¢ valida, isto é

o0 100
=20, e 94 (4.58)
5= 2?(2 c—io0 F(t+j+l/+ﬂ)

Utilizando (1.43), com m = j + v a integral acima resulta

oo

1 .
— . @ _ Itv-—1, < < .
I §:qr0+”L(1 L) 0<L<1 (4.59)

i=0

escrevendo esta igualdade na equacao (4.54 ), a fungio de densidade de probabilidade de

L resulta

0L <1 (4.60)

A partir da equagao (4.60), a fungio de distribuigio de L fica :

nt+ae—1,7+v—1)

FuJ:Kﬂ&Mwazyzh

4.61
MG +0) on
onde
Iiind+a-1j+v—-1)
é a funcgdo beta incompleta definida por :
Iin+a—1,j+v—1)= /z“ﬂl 1+ 1gy (4.62)
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Em seguida determina—se os coeficientes C; que aparecem na fungio de distribuigao

de L

DETERMINACAO DOS COEFICIENTES C;

Os coeficientes C; determinam-se explicitamente como segue

I'(t + a)
P{E+j+v+a)

=logl(t+a)—logl'(t +7+v+a) (4.63)

Agora aplicando a expansio da fun¢ao gamma, equacio (1.14) a cada termo do lado

direito da equagdo acima ¢ depois de realizar as operacdes indicadas resulta que

I(t+a) . &, (—1)+?
= - log ¢ (B,
®Ti+J+v+a) G+ v)logt+ 2, oy lBral@)
— Bl +v+a)t” (4.64)
definindo
R; —(;1&[3 Bry1(j 1 =0,1 =1,2 4.65
J’T_?"(T'—F].) r+1(a)_ 7‘+1.:"+V+a)] > =0l ..., r=14... ( )

onde B, é o polindmio de Bernoulli, a relagio (4.64) com a definigdo acima pode-se escrever

cOomao:

(¢t +a)
O
Tttitv+a)

= —(j+v)logt+ ZRJ-J.!S_" (4.66)

r=1

= logt V) 4+ S Rt

r=1

= log¢~ () exp(d  R;.t7").

r=1
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Logo
[t+a) &

= ¢ (tv) R .+77). 4.67
i+ 4+v1a) eXp(Z; et ) (4.67)

Utilizando o lema (1.7), equagao (1.42), para

exp (Z Rj,rt_r).

r=1
A relagéo (4.67) fica:
[(t+a) ~(7 >y 1 k— -k
: = ¢+ RETT App st 4.68
Tt+j+v+a) ,;,Z;(k_r)z i1 ko (4.68)
onde
Ak—r,r == Ak-r,r(RjﬁR;Il 3 Rj,ngll, .. ) (469)

é definido em capitulo {1) equagdo (1.28) e os R;, em (4.65) .

Definindo
k
Dy = Z R’;}”Ak rr (4.70)
r= D
E = 0,1,..
i = 0,1,....
A expressdo (4.68) resulta
I'(t+a) —(i+w) -
v Dtk 4.71
Ft+j+v+a) E » )
Entao
& P(t+a) SN v (i) _
O, : — C ) D;t™"
jz___(:) T4+ v+a) J.:ZD ’ LZ:% I
= 733D, U, (4.72)
i=0 k=0
40
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Logo aplicando o lema (1.6) para a somatéria dupla no lado direito de {4.72) resulta que

i I'(t+ a) el _
C : =t Cig D877, 4,73
EJI‘(t+3+v+a] ;gj‘ F—hk.E ( )
Em seguida a partir de (4.56), tem-se
i Z ij_" =1 z Z Cj_kD;;_k,kf_J (4.74)
j=0 7=0 k=0
onde, igualando coeficientes resulta
b
Bi =3 CitDiky §=0,1,... (4.75)

k=0

Co=1 Dig=1 Vj

A partir de (4.75) obtém-se os coeficientes C;, pois os B; sdo conhecidos e D,, ¢

definido em (4.70).
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CAPIiTULO 5

CALCULO COMPUTACIONAL

5.1 INTRODUCAO

Explicitamos neste capitulo as relacoes matematicas a serem avaliadds computacio-
nalmente mediante a linguagem de Programacédo Turbo pascal . As relagdes matematicas

para este fim referem-se a distribuicdo Séries de distribuigoes chi-quadrados.

O programa computacional € preparado para avaliar a fungio de distribuicao de série

de distribuigdes chi-quadrado e os pontos percentuais desta distribuigio.

5.1.1 FUNCAO SERIE CHI-QUADRADO

A partir do capitulo 4, subsegio 4.1 sabe-se que a funcdo de distribuicio L em série

de distribuigées chi-quadrados resulta -

F(L) = Ky(s,n) f_oj By Gagiam(L) 10 < L < 00 (5.1)
onde - o |
Gusea(D) = [ G ta (5.2
Dos capitulos 3 e 4 sabe-se que
A = (%)"S |A|" exp(—tr.A) n=N-1 (5.3)
L = —2logh ; 0<A<1 (5.4)
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Utilizando a técnica de transformacdo de variavels determina-se a funcio de distri-

bui¢do de A como segue:

A funcéo de densidade de probabilidade de A é dada por

dl
hiipy(A) = 9‘2(:‘+u)(ff)\ﬁ

(5.5)
(—log /\)JI'H""1
= %Y g<a<l
I'(j+v)

a funcdo de distribuicdo de A é dada por :

Af=1 FHe—1
H(G, v, \) =/ (= logy)™

o T(7+v) dy (5.6)

A substituigdo de Z = —logy em (5.6) resulta:

1 . = ;
H(j,v,\) = —/—— zitv-1 —Z)dZ
G0N = 5o L 2 (=)

1 o —logA |
= =l exp(—2)dZ — Zitv-1 —2)dz
ry |2 etz - | exp(~2)

0

1 —log A P
= 1~ ]O Zi+v=1 exp(=Z)dt (5.7)

0 segundo termo na equacdo (5.7) € uma fungdo gamma incompleta, mas para fins
computacionais, escreve-se exp(—Z) do integrando de (5.7) em série de Maclaurin, e

fazendo simplificagbes algébricas resulta :

H(j,n,3) =1 —

1 /—]og,\ ®_(—])kZUtvHE-1)
0

dZ. 5.8
I'(s +v) i—o k! (5:8)
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Intercambiando a somatdria e a integral, e integrando termo a termo a relacio acima

resulta finalmente ;

. o0 — log A)(J+V+k)
H{G,v, ) =1- 5.9
(o) 3+u,§, J-I-V-i-k) 59
Como v = »5423 , a expressdo (5.9) pode-se escrever em termos de s, J € A como segue :
H(j,80) =1 i "m””+ﬂ (5.10)
8,A) =1-— .
4 I“(J +25) i KG+HS 4k

A série na expressio acima para fins de processo computacional se fez com 40 termos.

Utilizando (5.1), a fun¢éo de distribuigéo de A € dada por :

)E 3BV o) (5.11)

K(s,n) = Ki(s,N —1)(——)% (5.12)

- ( Nor ) 1)(N~l—%)

exp(N — 1) -1—a)!

a=1

Os coeficientes B; aparecem definidos na secio (4.1) equacio (4.16) como segue :

| .
By= 3 —QiAnyr 3 §=1,2... (5.13)
r=1"-
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onde
Arjer = Arjr (@207, Q3Q77, ., QmQ17) (5.14)

A equagdo (5.14), pode-se escrever em forma simplicada como segue:

Avjy = Apyi(@r,00,...,0,) (5.15)
onde
a;=Qin@y" i=12....m—-1 ; m=2.3,...

Desenvolve-se em seguida a relacio (5.13) para j =0,1,2,...,15

B(] =1
1
B = ﬁQlAl,D
y = ﬁQl 11+ 5@1 2,0
1 1 1
By = ﬁQlAl'?' + iQfAQ,l + '3"!'Q:13A3,0
1 1 1 1
B, = ﬁQl A+ EQ%A‘ZQ + EIQ?A?'J + EQ‘;A“’C'
1 1 i 1 1
B, = ﬁQlAL‘l + gQ%Azrg + ﬁQ?A&Q + 4—!Q‘11A4,1 + anAs,o
1 1 1 1 1 1
By = ﬁQlAl,S + EQTA;;_‘; + éiQi’Aa.,s + EQ?A“ + 5@?145,1 + aQ?Ae,u
1 1 1 1 1 1
B, = EIQ1A4ﬁ4-EﬂQfAzs4-§TQ?A&44—zﬁQ:A$34'BIQiA&24‘EIQ?AGJ
1
+-?fQ;Azo
By = LQuAirt oQlArg+ = Qo+~ Q1 Aus + Qi Asa t ~ QA
. = FQl 7+ 5@1 26 + ng 35 + EQl 14 T 5!Q1 53+ 6!Q] 6,2
1 1
+ ﬁQ§A7,1 + gQ?A&o
e At A A+ L QP e+~ Qi Ars + — QA+ QA
By = FQI 18+ 5@1 2,7 T §Q1 36t EQ} 4,5t aQi sat G!Ql 6.3

1 1 1
+ ﬁQIAT,z + é_lQ?As,l + angAg,o

45



1 1 1 1 1
By = ﬁQz Ao+ EQ%Az,s + 3—1Q:13A3.T + EQ?A‘LB + _fo% 5

1 1 1 1
+ EQ?AE;A + ﬁQEAm + é"!leAs,z + QQ?AQJ + 101@1014100

1 i 1 1
By = ‘ﬁQlAl,lo + EQEAz,g + gQ?As,s “+ EQ;‘ALI,? + —Ql Ase

1 1 1 1
_'QGAG 5+ —QIAM + ng?As,a + aQ?As,z + QioAm 1

10!
ll‘Ql Anp

1
By, = = 111+ QA210+ Q1A39+ Q4A4s+ QfAST

1!
+ QQ?AG,G + ﬁQIA'rs + —Q8A8,4 + @Q?As,s +
i
121Q12A120

+ Q' Ay +
1
Bz = iTQlAl,IQ + éTQlAz,u + Ql Az 10 + Q1A49 + Q15A5'8

10' QIDAIO 2

11!

1 1
+ —Q?Ae 7+ EQIATG + "—QsAas + Q1A94 + — 10, A0
11,@1 Ang + 12,521214121 + 13|Q}3A130
By = ITQlAl'B + 5@1/‘12.12 + Q1A3 1n+ - QfAe: 10t l62315/‘15,9
1 1 1
_QSABS + TQIAH + —,QSABG + —Q Ags+ — 10! 19410,4
-+ *1? Angs+ 121Q1 Aggo + 1—3,Q1 Apa+ 14'Q%4A140
Bis = 1'Q1A1 14+ 'Q1A2,13 + gQ?As,lz + 5@3144,11 + —Q?Aa 10
Ly +1Q7A 2 QsAeg + = QP Asg + —QI0A
griee T i Ars + sl + 51 Aos 10, 1 A1os
1 1 1
+ ﬁ An 4t — o 21‘1123 + — 3 }31‘113,2 + T2 Q14A14 1
15'Q}5A150

O sistema anterior escreve-se numa forma mais adequada para propdsitos compu-

taclonails, como explica-se a seguir: O coeficiente B, é func¢ao de B, e (), B; é fungao
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de By, By e (3 e assim sucessivamente. Para este propdsito primeiramente escreve-se o
sistema acima apenas em fungdo dos @’s utilizando as propriedades de A, ; e a relagio de

recorrécia estabelecidas em (1.2.11). Por exemplo tem-se as seguintes relagoes
By, =1
B, =
B = @i+
By = Q2+ %Q? + Qs

1 1 1
By, = 5@%@?2 + 1@z + 5@3 + EQE‘ + Q4

By = £Qi@:+5Qi02 + 20305 +QsQs + QuQu + - QF + 05
Agora escrevendo B; em fungao de By e (J; tem-se :
Br= 30840 = Qi+ Qs (5.16)
Como By = (J; a expressdo acima resulta que :
By= GiBi + Qs (517)
Para B3 tem-se
By = h@Q2+ %Q? + Qs
= SOGOHH Q)+ i+ Oy
By = QiBo+t2QaB: + Qs (5.18)

Para B,
1 2 1o 1 4
B4 = 5@2@1 + QSQl + 5@2 + ﬂ@l + Q‘l
= %Q1(Q2Q1 + %Q? +Qs) + %Qz(%Ql + Q) + %Q3Q1 + Q4

1 2 3
By = EQIBB + ZQsz + EQSBI + Q4 (5.19)
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que em resumo implica :
By, =1
By = G
By, = %QlBl + Q2
B; = %Qle + %QZBl + Qs

1

2 3
By = ZQlBa + EQQBZ + ZQaBl + Q4

A partir deste fato conjectura-se o seguinte resultado :

CONJECTURA.
] =0
By = 2 . 5.20
4 %‘Z%QiBj—i—l_Qj 1= 1,2,... ( )
1
Os coeficientes %5 que aparecem em (5.20) sdo dados pela relagdo seguinte:
ZBTH(I - )
_ o=l _
Q== r=1,2,... (5.21)
agora pela propriedade dos polindmios de Bernoulli tem-se ;
Boi(l - a) = (~1) " By (a) (522
Assim escrevendo (5.22) em (5.21) resulta que :
ZBT+1(C‘)
== = 2
Q» o+ 1) r=12,... (5.23)

onde os B,y (@) sdo os polindmios de Bernoulli que estdo definidos no capitulo (2).

Das equagdes {5.9), (5.12), (5.20) e (5.21) a fungado de distribuicio a ser avaliada fica:

() R

7
FOL5N) exp(N —1 (N—1—a}!

=1
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(5.24)

5.2 PROGRAMA COMPUTACIONAL.

Para avaliar a fungdo que aparece na equagio (5.24) considerou-se penas 16 termos

da série, ficando portanto

_ Var  \° S (N - 1)v-1-]
F(L5,N) = (exp(N—l ) };‘[1 (N—-1-a)!
15 B .
;}(m)ﬂ(b S, A) (5.25)

O programa computacional para o calculo numérico da expressio acima considerando
valores de IV,.S inteiros positivos tal que N > S+ 1 e 0 < A < 1 se fez em linguagem
de programacao TURBO PASCAL versao 5.0 . Este programa consiste de 22 fungdes ou
subprogramas tal como aparece no anexo .

Utilizando este programa determinou-se as tabelas 1, 2 € 3 para S = 2,3 ¢ 4, onde

S é o numero de variaveis e N o tamanho de amostra.
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Tabela I - Valores de A para niveis de significdncia o (P{2 < A) = «)

S=2

Ma

0.01

0.03

0.10

0.90

0.95

0.99

oo I Oy U i W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
30
40
30
60

0.00002166
0.00017919
0.00035324
0.00049295
0.00060091
0.00068531
0.00075245
0.00080700
0.00085201
0.00088978
0.00092182
0.00094948
0.00097351
0.00099449
0.00101318
0.00102959
0.00104446
0.00105782
0.00114250
0.00118504
0.00121040
0.00122757

0.00055552
0.00221806
0.00349751
0.00438976
0.00503120
0.00551071
0.00588112
0.00617561
0.00641499
0.00661316
0.00678024
0.00692253
0.00704536
0.00715256
0.00733032
0.00733032
0.00740471
0.00747147
0.00789108
0.00809822
0.00822182
0.00830383

0.00230284
0.00680294
0.00977325
0.01172714
0.01308975
0.01408920
0.01485214
0.01545258
0.01593742
0.01633682
0.01667175
0.01695633
0.01720123
0.01741409
0.01776619
0.01776619
0.01791234
0.01504543
0.01886902
0.01927338
0.01951332
0.01967239

0.43389099
0.51104126
0.53378601
0.54607239
0.55377808
0.55906372
0.56291504
0.56585083
0.56815796
0.57002563
0.57156067
0.57285156
0.37394714
0.57489014
0.57571411
0.57643433
0.97707214
0.57764282
0.58112717
0.58279883
(.58377838
0.58442307

0.59074707
0.63878174
0.65750732
0.66752930
0.67378540
0.67806396
0.68117676
0.68353882
0.68540039
0.63689575
0.68813477
0.68916626
0.69005127
0.69080811
0.69146729
0.69204102
0.69255371
0.69301147
0.69580078
0.69713593
0.69791794
0.60843292

0.80319824
0.82929688
0.83929443
0.84458008
0.84787598
0.85010986
0.85173340
0.85296631
0.85393066
0.85471191
0.85534668
0.85588379
0.85634766
0.85673828
0.85703008
0.85737305
0.85764160
0.85787354
0.85931396
0.86000061
0.86041260
0.86067200

S = ntimero de variaveis; N = niimero de observacdes.
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Tabela II — Valores de A para niveis de significincia ¢ (P{z < A) = a)

S=3

0.01

0.05

0.10

0.90

0.95

0.99

0.00000318
0.00000363
0.00000402
0.00000444
0.00000490
0.00000541
0.00000598
0.00000658
0.00000718
0.00000778
0.00000835
0.00000889
0.00000940
0.00000986
0.00001030
0.00001070
0.00001107
0.00001364
0.00001505
0.00001594
(.00001654

0.00000363
0.00000738
0.00001970
0.00003422
0.00004819
0.06006086
0.00007210
0.00008201
0.00009074
0.00009846
0.00010532
0.00011142
0.00011690
0.00012182
0.00012627
0.00013033
0.00013401
0.00015837
0.00017117
0.00017905
0.00018437

0.00000507
0.00003523
0.00008499
0.00013556
0.00018133
0.00022128
0.60025579
0.00028564
0.00031155
0.00033419
0.00035410
0.00037170
0.00038737
0.00040140
0.00041402
0.00042545
0.00043581
0.00050346
0.00053850
0.00055988
0.00057428

0.03842712
0.05943039
0.07283096
0.08173401
0.08804153
0.09273407
0.09635818
0.09923935
0.10158493
0.10353226
0.10517334
0.10657410
0.10778671
0.10884415
0.10977524
0.11060196
0.11133942
0.11589432
0.11809570
0.11939430
0.12025070

0.07923096
0.10624084
0.12416351
0.13588257
0.14408020
0.15012268
0.15475189
0.15841431
0.16137848
0.16383240
0.16589353
0.16764923
0.16916321
0.17048248
0.17164062
0.17266785
0.17358765
0.17921829
0.18192673
0.18351746
0.18456650

0.25182617
(.27199463
0.28644287
0.29671509
0.30427490
0.31003540
0.31457397
0.31822632
0.32122070
0.32374512
0.32588013
0.32771973
0.32931763
0.33071411
0.33194946
0.33305054
0.33978271
0.34298706
0.34487915
0.34609985

S = niimero de variaveis; N = numero de observacgdes.
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Tabela III — Valores de A para niveis de significincia o (P{z € A) = a)

*

S=4

N\a

0.01

0.05

0.10

0.90

0.95

0.99

O =1 Oy Lm

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
30
40
50
G0

0.0000000109
0.0000000119
0.0000000128
0.0000000137
¢.0000000145
0.0000000155
(0.0000000166
0.0000000179
(.0000000193
0.0000000210
0.0000000229
0.0000000249
0.0000000270
0.0000000293
0.0000000315
0.0000000337
(.0000000522
0.0000000643
(0.0000000724
0.0000000782

0.0000000116
0.0000000127
0.0000000208
0.0000000556
0.0000001040
0.0000001610
0.0000002233
0.0000002849
0.0000003469
0.0000004072
0.0000004650
0.0000005202
0.0000005724
0.0000006218
0.0000006683
0.0000007122
0.0000010364
0.0000012301
0.0000013571
0.0000014462

0.0000000214
0.0000000617
0.0000001408
0.0000003314
0.0000005743
0.0000008434
0.0000011208
0.0000013956
0.0000016613
0.0000019146
0.0000021539
0.000002375¢
0.0000025901
0.0000027877
0.0000029727
0.0000031458
0.0000043937
0.0000051195
0.0000055887
0.0000059158

0.00105380
0.00142651
0.00223159
0.00295825
0.00357800
0.00410315
0.00454944
0.00493152
0.00526123
0.00554810
0.00579944
0.00602148
0.00621887
0.00639526
0.00655408
0.00669751
0.00761807
0.00808484
0.00836658
0.00855494

0.00397339
0.00554639
0.00696606
0.00815356
0.00914331
0.00997388
0.01067725
0.01127930
0.01179883
0.01225195
0.01264990
0.01300146
0.013314%4
0.01359619
0.01384912
0.01545715
0.01626205
0.01674461
0.01706600

0.02647656
0.02492578
0.02775000
0.03047656
0.03283203
0.03482813
0.03651953
0.03796094
0.03919922
0.04027344
0.04121094
0.04203418
0.04276562
0.04341406
0.04400000
0.04765320
0.04944611
0.05051422
0.05121994

S = nimero de varidveis; N = nidmero de observacoes.
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o i m  r rr — ——— m ————— e - — _......_.___...—__—____—.........__._________...__..___..__}E_'_'J

PROKGR AM
DATE
LG AL

AUTHOR

SERIECHI

JULY . 128w

TMECO -~ UNICAMP
CIRILO ALVAREZ WOJAS

COMPUTATIONAL ASZIZTANT FERMANDG RONCAL.  PAJARES

PROGREAM SERIECHI JINPUT, QUTPUT)

Cx OFCAC DE IMFRESAQ =3

Uses printar

VAR

H

Cx  DEFINICAG DE VARTAVEIS %2

POFLOR, QG Ly DOUBLE,
R1,R&, R2, R4, RB. P11, P2: DOUBLE;

CILILJLJJF. N, NN,S2, A ¢ dinteger,

»

Qo ARRAYI1..18] OF DBOUBLE,
LLo » ARRAY[1. .21 OF DOUBLE,
BE . ARRAYL O, .1B] OF ENTENDED;

L1 MAX
LLLAMIN
LIZMAX
LLEMI K
L1 =ZMAX
LL3MIN
¥YEY

ARRAY(1..20] OF DOURLE,
ARRAYL1..201 OF DOURBLE,
ARRAY([1..3201 OF DOURLE:
AREAYL1 . 301 OF DOURLE;
ARRAYL1. . 3201 OF INMUBLE,
ARRAY L1, . 303 OF DOUEBELE;
ARRAYI1 . .61 OF DOUBLE,

X1, X2, K2, X4 X8 XG, X7, X8, V1, Ve, Va « DOURLE:,
X2, X10.X11 ,¥12, X135, X114 : EXTENDED,;

DALI DA

TEXT

Cm FUNCAC QUE CJALCULA O FATORI AL DE UM NUMERO 2



FUNCTIOM FATCK: LONGINTD : DOUEBLE,

T: LONGINT,
TEM : DOUBLE,
BEGIN
IF ¥ = O THEN

FAT = 1

ELSE

BEGIN
TEM = 1,
FOR I := 1 TO ¥ DO

TEM : = TEMxI;

FAT = TEM;

EMD,

END,

Cx FUNCAO OUERE CALCULA OF POLTNOMI O DE RBRERNOULLI =)

FUNCTION BERNO OM:; INTEGER: X :REAL) : DOUBLE;
BEGI N
CASE M OF

= BERNG C1 A EBDRC) —OeX MY YD -

8l

2: BERNG = (1 .-723%(X-3x%X %X +2%E{PC 3%LNCX23D

4: BERNO : s C1.-2300%C -1 +30%C XxXD -BOxEXPU 2L NCYD 3 +30xEXPC4xXLMNCXI35 ;

B BERMGO ;= (1 780%C ~¥+1 OXERPOSIMLHCED D -1 B EXPC 4%LNC XD 2
+EXEXPCS®LNCKDI DD,

&: BERNG 142D %0] 21 %0 XD +1 OBEXEXPCAXLNO DD -1 28xEN PO SBxLNC KD 0

+4 BN FCBELNCXD 30



1
|

EERNG = C1AG3RCH-THEXPC ERINCED 5 +2] XEYPCSRLHC KD D -2 #EX PO JHE 0
MK PO ML NC KD 00

& BERNO

H

CA B0 -1 +20%C XD ~7OXEXPC 4L NTXD 5 +1 L0XEXPCBXLNC {0 )
-1 SOXEXPC7HLNCKD D +30xEX PO L NCXD DD

A BERMNO 5 11 GO R0 -ZRE +20XEXFC 28] NC XD D ~42xEX PO Sl NC KD D
+EO=ERPC 7®LNCKD D~ 4BxEXFUSKILNCXDD +1 OXEXFPC G®ILLNCXDD 5y

10: BERNG

1}

C1 /G560 % E—-00RC X %D +220EXFC 4% NC XD D - 48ExEXPCGMLNCXDD
+ALEREXPCSRLNC XD 3 -330XEXPCRxLNC XD 3 +66xEXPCLOXLNCXD D0

1]

11: BERMNO C1 G0 xC BxY -Z3=EXPC2KLNC XD D +GExEX PCDXLNO XD D
GEXEXPC7RLMNCAD D +BBxEXPCEx]  NCXD D -23%EXPC L Ox%LNCX0)D

+EHEXPC L1 2LNCXD DD

12 BERNQO := (1727300 %0 -8G61 +]1 ZEB0XC X *XD - 4804 8xEXPC AL NCYDD
+HOOHOXEXFPCSRLNC XD D - 4B048=xEXFCB=I NC XD D
+200ROXEXPCL OLNC XD D -1 82380EX P 14 L NC XD D
+287BOXREXFPCL 2XLNCX30D

13 BEENG = (1.-2103%C-569]1 %X +4BB0XEXPC %L NC XD ) -900LREX PCEXLNC XD D
+RFEEOXEX PO NCYD D -S00BxEX P @ NCXD I +2730%EXFCL I %LNC KD 5
-1 28BEXPC 1 2XLNCXI D +21 OxEXNPOL 2L NCXIDD

14: BERNQO := (130030~ GOL»CXx)D+227B®EAPCAXLNCKDD

~200EEXPCEXLNC KD +2] 48xEXPCaxLNC XD D -1 001 xEXPCL OxLNC ¥
+4EEREXPCT S¥LNC X0 0 —21 OxFE P 3LNC XD I +R0REXPCT 4% NC X371 .

18: BERNG

C1-63%C1 00X, -B0O1 *EXP{ 3%LNCED D +1 200%EXF D LNC YD D
-1 287xEXPC7xLNC YD D +71 SxEXPCRRLNC KD D -273%EXPC1 1 =LNC ¥
+1OEREXFCE 2¥LNCKD D - 483X PCL 4%LNCXD D +8%EXPCI SRLNC XD 5D

18: BERNG 1= (131 00%C-3817 + 71400xSQROXD - S34240xEXPC 4= NCYRD
+ 2OF400EXPCEBEXLNCYDID - 21 2720xENPCax NCXDD



SRS TRV S KGR RTE 1 DAL A )

+ 1 0Z200XEXPCL 4 NOKLDDY -

+ B3 OEXNPCLEXLNC XD DD,

END;
END;

Cx PROCEDI MENTO QUE CALCULA O VETOE
FROGEDURE CALGOCM: INTEGERD
VAR

I : inbteger.

F oo longint:

SUMA: elesglsl e

3 %D

HEGT N
FOR P .= 4 TO 418 DO
BEGI M
SUMA = OOy
FOR I := 1 TO M DO
BEGIN
TUMA : = SUMA + BERNOCF+1,ID:
QILF] ;= SUMA-CP*CP+1233;
END:
ENI3;
B

R FUNCOES QUE  GENERAG O COEFICENTES EBJ

FUNCTION RBROCI: INTEGERD: DOUBLE
BEGIN
BOG = 1,

FMI:

SZORAORENPC L SxLNCED

SOBOREXFC ] DRl MO X0

*)



FUNCTION BICI: INTEGERI: DOURLE:
BEGIN
Bl o= Glil.

END,

FUNCTTON 820T: INTEGERD: DOUBLE,
BEGI N
¥4 i= G0

B2 .o C1s2axXixQii) o+ QLal;

END
FUNCTION B3I INTEGERDY: DOUBLE,
BEGIN

A1 = RicC15,

X o= B0l
Bz

END;

H

FUNITTION B4CI: INTEGERD : DOUBLE;

Bl W
K

& - = BIC1D,

BXC1Y

A1 = BCio;

B4 = (1/40xX3x301] + (S-40%42xQl2] +
END;
FUNCTION BSCI: INTEGERD : DOURLE:
BRGIHM

X4 = B4C1s-

(3= BRCLD,

Wi = R2CA 0

3 = RIC1ID
BES s o= Ol EDeX4l 13 + CEB) %} =l )

U s m] w3 4] + QLB

RN

ClrBlxXZ%0Gi1 ] + (2201 =0l 2)

+ Q=3

CRA4IRKAXOL D) + QL41,

+ (2B Ko 3]



FUNCTT ORN BSOT: THTEGERD ¢ NGUBLE,
BRI N

KE o= BECLD.

A o= RB4C1D

K3 o= BClo,

He 1= padl .

¥

Xi oo BICLD,

B o= CF SED 5w ] ) + (2B RYANCL 2] + CR/83 %X ax%0L 2
+ CACBOXKERQI4] + (BABAINIxQIS] + QI&].
E;,ND;

FUNCTION BYCI: TNTEGERD . DOURBLE,
FESIN
X6 ;= BGC173 .
X% o= BEEC(LD,
Hd = B4C13,
K := BRCID:
Ke == B1C1y,
By o= (170l ] T xXE + (27577080121 %05 4+ (3/73%Q0 2] %X 4
+ D473 43%X T3 4+ (7RI BIxYA + (G705 %X
+ QL7l;

END:

FUNCTION B2Cl: INTEGER)Y @ DOUBLE.
BEGIN
X7 = B7C1D,
e o= ROGCLS
X% o5 BEC1D .
K4 = B4CLD:
¥i or= RBACLD;
X5 = BaEllo,
1 = BIC1D:
B o D1 sBIxOfT ] %XT + (E/B3wl 2] XS + (EA80500 BI=KD

+ TdsaxGL4lxM4 ¢ (B30I 5812 + (B8/83%Q[ 6] %2



Crsa80wO0 71K+ OTs) -

E‘.:]'-i],);

FUNCTION BGCT TNTESERD - FXTENDRD;
BEGT M
X& 1o BEC1D

AV = RYCLD

»
YE s = BSCLD
XS 1= EECiD.

X4 = RB4C1h,

X2+ = BR014,

e+ = Badls.

X1 .= RIC1D,

BS o:om CLoQdsQf 1 )X + C2.3%Q 21K+ (R/R) =L 3 %45
+ a0l 41%XS + (BranxGiBleld  + (GradxGf8lxeX3
+ C7/03%Qf 7Ix¥2 + CB-2xQ0 0] =X + Qo).

NI,

FUNCTION E1OCT: INTEGERD : EXTENDED;
BEGI N

K3 o= RECO1O,

Xer o= BSULL,

X7 = B7C13;

G o= BECLD
Mmoo = REO1D H
X4 = B4CID,

*
!

=
(2= BRC1D .
X1 := BLCLD
BLO  =C1/100%00 1 I%KS + (2/100%Q[ 2I%N2 + €21 02 %0 3 %X7
+ (a0 RQLAIRKS 4 (SAAOIOIBIXKE + CHBAOD*QU 63 =X 4
4 CTAAOIRQITIXAB + (B/103%QL RIXKS + €U L OD»GI S %X
+ Gl103;

EHD,



FINCTT OM
ERGI M

1O

21l

ENL;

FUINCTL ON

REGIN
K11
%10
A
Xe
K7

Byadi

it

Blaci:d

h

IMTEGERD

B GO

cr [4C1D,

BRC1D .

Gacin,

F1010

+ (411000 4) %7
+ UTFS1 1 0% 7104
RO 10] %)

Cl 110%01 1=X15

Eii1cC1

RIOCLE!

Bal1 0

BE 10

NTEGERD

B7CED

BSC1 D

.

BEC S

B

B34

4

E

10,

¥

3

RBaC1D

F1C10

o

-

Cle-iay=QUE IxXt 1

A1 EY O AT

C7oL g s} 7 ) X5

+

+

+

EXTENDED,

C2.010%Q0 21x¥0 4+ C2/11 %00 3] %X

CBA 110200 B)X0 + (61100 G)=X5

CEALIDxQIS)%H2 + (@ -11 =Gl I =X

Qri1id;

EXTENDED;

C2/120#QL BT =%K10

B 20%Qf 51 xX7

CB1 23 %00 B3] %4

+

CBAL20 %0 22X

+ (B Z2HxOLGT NG

+

CHAICORQIBINS



kML

FUMOTTT OM
PRGN
Hi
Wil
X1

%X

RN

END;

FUNCTTI ON
BN

A1

i

x.}?

' 1i

it

RO = S 3

it

ClI oA eslaepl 11 Ixi

201 IWNTEGERD ¢ EXTENDED,

P B
BEL1CE T,
B OOd Dy
BOCLD

BaCi D,

BICLiD

CloedaweLlIxX1la
U401 I xQ0 43 xX2
CTAL3mQL 71 %6

-

-+

4

G 1ET

B 2080
BEieCLl;
R11C15,
B1OCL1
ROC1LD
BgrC 1D
BrC1D
BSC LD

BECTD .

+

+

-+

CL1OA1BIRQLLOTI=HZ +

CEA1 B *Qr 2] *x%1 1
CB./1 30 %QL 51 %X 8
CB/1 3 %QL 8] *X5
CL11BD%QL11 ) %X2

14CT: INTEGERD : EXTENDED:

4

-+

+

+ (1)

CBAL B2 =Y1 G
CB/I Z3xO[E]xX7
CHA1 3D %0 9 %X 4
C12-.1233%Q11 2] %K1



FUMCTION
BEGIN
Al 4
1=

X1

B S

ENIL:;

WAL

CLt AL Ix1 R
+ C4-h 400 47 %X10

ATl 40 %L T =T

+ 1O 01T x4 +

+ (2140 xDI2IxKIE 4+
4+ BT AD XG5 %XA +
+ OB 4500 g ] =AU +

C11-140Gl1] I%X3 +

+ (13-143%Q1153)=K1 + QL1471
Prod i INTEGERD EXTENDED;
= pid4d10,
= RIS
= BlLoaCio;
= Biiding
= B1OCLIO:
= EEK1D,
= BE LD,
= WYL,
= REC1D .
v= BERILD
= BAC1D
= BEC1D,
= BenC iy
= BICLiD:
s = C1/1E0xQf11%{14 + C(27180=Q[2]%4{12 <+
+ C4.18XxQL41%{11 + C(BAABXQI5]1xX10
+ (T7AEIROT ) e + (81 BI*G B)%X7 +
+ RO EIRQIIQIRNE + (11 S1EIxGI1] IxNS +
+ (131800 1231xX2 + (1471 80%0Q014)%X1 +

X FUNGAD QUE INVOOA A FUNCAD

DE CALCULO DO BJ D

-+

¥

e S Ty R S

N

CEA A0 %G 5] %K

C9r1 40 %0 @) xXE

Cl2-143%Gl 121 %KE

CR/1ED %O 31X 2
(B 180 %00 8] %X3

CAA1BIRQL QAT =NG

Cla1E0x0l 12T ==

QL1867 .



FUHCTIT O B T DTWNTRGERY  DOUEBLE,

e

GRoe BO 1D
Pe B oo BLOCHD
| Ik O I T I
: ] E T S T I
4. § o S
£ = CER S TR A R Y

TooB o= BY OCL).
8 B o:= BE 1D,
o B ocs B O04D

P00 B = RIO {15,
Ti: Bor= BLL G133

15 B = Bl= 013,
14 Ex = Rl 4 Jih
1% B o= BIG (10

¥ PROCELRD MRERTG QUE CALCULA O VETGE B %)

PROCEDURE CALBRE.
W Ry
I @ integer,
BEGIN
ORI o= G0 TS 18 DO
BEOUJI .= BOID

PN

X FUNCAC OUE CALCULA SaMMA DE UM HUMERO REAL

FLWCTTON TATOD: doulsl &b ¢ DOURLE;

*)



FloopE PR cicsighbal e

Rl 1
Fioo= BYPCCD-1 2EDRENCDD

Fe ox ERPC -

Fo s 001 4 €101 0%C00 + Jd A S8 - JF 30081 84 0% w00

CET AC2AR3R0XCHCXCXCIDD
TAT = FlxbexPoxnlRTCExD, 14158020840

AR

Cx FUMCAT QUE CALCULA A DISTRIBUCAC DE LAMEDA =2
FUNCTI OGN HOT, 2 INTEGSER L: doubled  DOURLE;
VAR
K INTEGER,
T.C,R,BL RS, RE.RL ¢ double;
BRI N
L B g
T O STATODD
o=, Oy
FOR B = O TG 40 IO
BEGI N
Rz = + K
I¥ K = O THEN
Ri = 1
ElZR
Rl o= RI=C-12,
REr ;= EXPCR3%LNC-LNCL3DD,
FATCKD
B o= K o+ CCRL=RED ACR4AXRIDD

K4

i

Tl
H := 1 -~ TxXK

BT

O FUNTCAD QUE CALCULA A FPROBARILIDADE ACUMULATIVA PARSA =3



CoxoGAMEBDA . WL TR

PUNCTTON FRON S - THTRGER, LAMDA: DOUBLED : Jowubl o)
G s BEPCExRLNG RORETO2%I, 14153085040 A EXFON - 10030
e

S Cadoaonl o de wadas Fopara cada = 3

PO A o 10 TO 2 DD
BEGTH
1o BUEONS-Y ~EoE I NCH - 100
Ped = FATUMN-A-1D

Foos PROPLCOPED

R = T S I R
BEGT W
P~ BROTDIT,
e = EXPUIRLNON - 10D
BEL s R SRS

2= HOT, S, LAMDAD

Y
"

B,z R 4+ RERA
BT
FEOoos QUi

RN

CxOFURGAG JQUE CALCULA O VALOR DE LAMEDA PARA UMA D
Cx PROEART LI BADE RSFECTIRFICA *®2
FUNCTTON T NVERSACNNN, 55 INTEGER; MAX . MIN, YY: [XOUBLED -
Wik

AVKMEDT A, FRECFK, ayuda  DOUBLE,

BEGT N

AUNMELT & s OMAX + MIN 22,
avuda = FRONNMN, S55, AUXMEDT AD

dooubl e



ayuda

WHT LE ABRRCERRORY » 0. OE~-& 10

PEOERRGRE < Q.3 THEN
MAY . o= ALTAMED]T £
IF FRREORE = Q.8 THEM
MIN = ALMEDL A

AUNMELDT & = CMAX o+ MIND -2

aviuda ¢ FFONNN, BES, AUXMELT A3

]",1":’1:\—3_‘:' [ ¥
ML
THYEEZA = AUZMLEDI A,

aylida s

RRUSE

BEGL M

Cx INTCTALI ZACAD DE VARI AVEI S

FOR CT:= 1 TO 1F LK
HCI) o= 0,0

PAAMAXTT + 13 .= 0.8

LLEMINIES + 13 = O04y
=3

LLEMARD =5
LLLeMTNEER + 53 = 08,
L EMAKI =N 4+ 1) = 0.9
L EMiRL=S + 1) =z O, 8,

B
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