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1 - INTRODUGAO

O problema clissico de Dirichlet para a equagao das super
ficies minimas consiste em:
"Dado um aberto QCR" e uma fungdo g continua sobre a fron
felna 3¢ de Q, encontrar uma 5ung&a u=u{x) satisfazendo
a) wec®@ncl@) ;
1

| 2
) 231[(1+|Du| )8, ~ D

b} 1Lu

u Dku]D u = 0 em 2 ;

h hk

¢)] ulx) = g(x) , ¥x €230 ",

Adqui, x = (XPXZ""’Xn) sao pontos de R" s
o _ ,3u du S Ju _
Bu = gradu *.a—“x » Fx P -g;) = (Dlu N DZU,...,DHU),
i 2 n
lDulz = Vzu = D2u + D2u Fa. ok Dzu e
1 2 n
D u = IET azu
hik R, k=1 Bxhaxk

Se $ & a classe das fungoes g definidas sghre 35§, o pro-
blema de Dirichlet & bem pesto para o dado na fronteira na clas
s4¢ S se & univocante resolvido para toda geS.

Quando n=2, existe solugao do problema de Dirichlet para’
toda g e ¢2(30) desde que £ seja convexo - A prova deste Tesulta
do foli obtida éucessivamente por Bernstein (1910), Haar (1927),

J. Douglas (1930) e o principal teorema por RadSC)(l93O). Em

{1} T. Radd =  "The problem of the isst area and the prablem of Plateau".
Marh., Zeit. (32), 1930
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1965, Fiar~ mostrou que para todo dominio § nao-convexo de R
existe um dado continuo g para o qual © problema nao tem solu-
gao.

Assim, para n=2 o problema de Dirichlet e bem posto para
dados continuos arbitrarios se, e somente se, e convexo.

Em dimensao maior que 2, pensou-se inicialmente, gque a
condig§0 natural para que o problema de Dirichlet fosse bem pos
to também seria a convexidade de . Gilbar Cje Stampacchiéa
(1963) mostraram que o problema tem solugaoc para domiﬁio Q es-
tritamente convexo.(isto &, com curvaturas principais positi-
vas) com fronteira 3 suave .

Em 1968, Jenkins e Sergin provaram que a convexidade
do dominio nio & uma generalizaqgo apropriada da situyagao bi-
dimensional, mas que a cuivafura media da fronteira & o ponto
fundamental, mais especificamente: "Se Q 2 um dominic Limdta
do de R™ ¢ 3R eC? , entdo o problema de Dinichlet para cquacdo
das supenficies minimas ¢ bem posto para dados g na  classe

CZ(BQ) Ae, e somente Se, a cuivalura media de 30 e ndo-negafi-

va em fLode = e 3™,

{2) R. Fian - Pgomarks relevant to minimal surfaces and to surfaces of constank mean
curvature™ - J.D'Analyze. Math. (L4), 1965. Taor, & e Teor. da, pp. L&3
a 143.

(3) D. Gilbacyg — “Boundacy wvoeluc Frehlems for nron lineav elliptic guations in o variabtles™,

Univ. of Wiscounsin Press, 1963,

(4) G. Stampacchia - “On Sowe Regulay Multiple Iutegral Problewms in the Calculus of Variations™.

Cowm, Pure. Appl. Math. (16}, 1983, pp- 3383-421,

{(5) W. Jenkids e J. Serrin - "The Diciehlet probdlem for the minimal surface equation in

jigher dimcnsion”. J. Raive Angew. Math., (229) - 196&. pp. 170-187.
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—Miranda , em 1971, usando a formulagao variacional do probleﬁa
de Dirichlet e a Teoria dos Perimetros, enfraqueceu a hipOtese
de regularidade sobre 93, mostrando que o problema tem solugao
Unica com 30 Lipschitziana e Q Localmente pseudo-convexe. Esta
hipotese & uma generalizacao da curvatura média nao-negativa ,

no caso em que a fronteira e apenas lipschitiziana.

0 objetivo deste nosso trabalho & resolver o problema de
Dirichlet para Equacao das Superficies minimas em dominios 1li-
mitados.ﬂ c R"™ localmente pseudo~convexos sem a hipotese de que
Bﬂléeja 1ipschitiziana.Tai resultédo; demonstrado no paragrafo
5, poae ser obtido com o auxilio de um Principio de Maximo
(§4, Teor. 4.1) que dispensa a hipdtese da fronteira 3R ser
lipschitziana; O Frincipio de Maximo Forte Geﬁeralizado, como
o chawmamos, foi demonstrado a luz de alguns resultados obtidos

por Mirandéa em 1975 e resultados classicos da Teoria dos Pe-

rimetros.

0 paragrafo 2 contém a generalizagao do conceito de area
introduzido por Miranda e gque esta intimamente relacionado com
o perimetro do conjunto associado (Teor. 3.5), assim.resolve—
mos por bem colocar neste trabalho um resumo dos principails re

sultados da Teoria {§§ 2 o 3).

(6) M, Miranda = "Un Principic di Massginmo Forte per le Frontierve.,.",

Rend, Sem, ¥at, Un, Padova, Vel. XLV, 1971. pp. 355-366.

- "Superfice Minime Illimicate", a ser publicado in Ana. Sc. Notnm.

Sup. Pisa.
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2 - MEDIDA DO GRAFICO DE UMA FUNCAO

0 estudo de superficies de curvatura mé&dia H=0 wo espago

. e . . n - - - -

euclidiano n-dimensional R", que tem representagao nao=-parametri

ca u = u(x), e equivalente ao estudo das solugoes da equagao
elitica gquase-linear:

1l .
(1) 1 [(1+|Df|2)6kh - D, £ D E] D, E=0 .
k=1

o n
Lagrange observou que solugoes de (1) em um aberto 8CR
tem a propriedade variacional importante que & a de minimizar

¢ funcional

j /1+|Df|2 dx com £: & *R , onde a integral ex

2

prime a medida do conjunto

1

graf f = {(x,f(x)) em™" R x € 0}

Y
Definigdo 2.1 -~ Chamaremos medida do grafico de £ e indi

Caremos por |graf9fl ac valor da integral, isto e,

|grafﬂf| = J/1+|Df[2 dx , fecCh(R)
Q

A ‘definigao 2.1 foi generalizada por Lebesgue no caso em

que f;:CO(Q) :
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Definicao 2.1' - (Area de Lebesgue)
Igrafﬂfl = inf{min Lim Jfl-l-[Df |2 dx; £ eLip(ﬁ)_ e
e ﬂ n . n

fn+f uniformemente em f}.

Obs:'|grafﬂf] e semicontinuo inferiormenie em relagzao a

convergencia uniforme, isto &, se

fnff uniformemente = |grafgf| <min iim |grafﬂfn[ .

n-roe

Definigdo 2.2 - £ tem grafdco de medida minima sobre Q se

graf £| < |graf (f+g)| , Vgeci(ﬂ)
apt g apt g

3
Quando Igrafgf| < +® asta definigao & equivalente a

|grafﬁf| < Igrafﬂ(f+g}[ . Iq‘gt—:Cé(Q) .

Proposigao 2.1 --"Se f ec?@) , £ tem grafico de medida

minima em Q se, e somente se,

Prova: (=—>)} Para todo t elR, sejia

(1Y @(e) = J1/1+]D(f+tg)[2 dx , gECi(Q)
)

Como £ tem grafico de medida minima, ¢(t) tem minimo pa-

ra t=0 e portanto $'(0) = 0 ; Agora,
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(2) §r(r) = | 2iLrce).De

Q/i+]p(reg) |2

dx s

(3) 0'(0) = _Df.Dg

=0, ¥g ECi(Q), o seja,
/1+|p£|? -

Q2

a 1% Variagao de medida do grafico de £ ¢ nula -~ Este fato im-

- . B
plica, gracas a alguns trabalhos classicos de MorreyC)e Hopt ,

que f & analiiiéa . sobre O, isto &, f ECM(Q).

Aplicando o Teorema de Green em (3), podemos escrever:

Of

(4) - Jg(x) Y N ¢ )dx = 0 , ¥geC_(Q) ,
| is1 %% 5E T

Q 1+E(BK.)

1
e portanto
dE

1 3 Bxi Df

(5) 1w ) = div(—=———) =0 ,
=1 "1 /H% (2F 52 1+ |og|?
’ P21 Bxi ¥x e

Obs: A equagao (5) & denominada equacac das superficies

minimas ou Equagdoe de Euder.

L= Reciprocamente, suponhamos que
. DE
div( —3=0 em 0
2
¥ 1+]|Df |
{8) C.B, Morvey Jr. - “Multiple Integral Prodlems in the Calculus of Vaviations and
EKolaced Topics™. Ann. Se¢. Norm, Sup. Pisa, 1960
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E claro que #'(0) = 0 e para concluir a prova resta mos-

trar a convexidade de @{t):

[D(f+tg).ng]2

D »
gn(e) = |[ g.Dg - 3 dx =
VAT N 2, %
a 1+|D(f+tg) | (1+|D(f+eg) | )
2 2 2 2. %
= | {{pg| |1+ |{D(f+eg) ||~ |[D(E+tg) .Dg| }(L+|D(f+rg)|") dx
Q _
Portanto,
2 . 2. ¥ 1
gU(t) > | Ipg{“(1+[p(ereg) [T) T dx > 0, ¥gecC _(Q).
{1
Logo, @(e) = |graf(f+tg)[ 2 uma_fung&o estnltamente convexa
cqd.

Definicdo 2.3 - Medida do grafico de uma 4ungo faLiOC(Q)—

. n ' ~ .
Sejam QCR  aberto e a{x) uma fungao vetorial
a(x) = (ao(x),...,an(xn continua em ) juntamente com suas deri

vadas primeiras e com suporte compacto em 2.

Para f EL%OC(Q) , definimos

{9) Esta definic3o de Area generalizada ¢ dada povr M. Miranda em "Superfiel Cartesiane
Generalizzate ed insiemi di Perimetro finito sui Prodetti Carctesiani”

Anp. S¢. ¥Worm. Sup., Piea — 1964,
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1
D |grafgf| = sgp{J{;o(x) + f zl
5 -

1 n+1
; a g [Co(ﬂ):] , la] « 1 wxeq}

Esta definicao de medida do grafico de uma

as demais. Coincide com a integral

) pul
J v 1+.E (af(f))z dx no caso em

ax ’

Um pouco mals trabalhoso e verificar

Ba (x)
}dx 5

funcao generaliza

que f ECl(Q).

que, no Caso em que

fec%(Q), a definigiao 3 coincide com a definigao de Lebesgue,

(Def. 2.1").,

1

Definigcao 2.4 - Uma funcao f £ L (R) tem gadfico de me-

“loc
dida ginita se

sragge] <+

Esta definigcao equivale as n+1 condigoes:

da. (x)

suﬁ{J £(x) _§%T#“ dx 3 a;e Ci(ﬂ): iai‘ $ 1 IweQ) <+,
i

£
')

med(Q)< + » |

{10} cf. Elﬂ. Teorena 1.8, pp. $27-524,
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Pelo Teorema de Riesz, sobre representacao do funcionais
lineares contiInuos, 4s n primeiras condigoces de {7) equivalem

4 existencia de n medidas relativas HisHgs--.5U  com variacgao

total finita sobre & , tais que
) Sai(x) 1
{(8) J f(x)—ggz—m dx = - J ai(x) dui(x) s ?ai ECO(ﬂ) -
9] &

Pizemos que as ‘}; sao as deadlvadas primelras de f, no sentido

das distribuicdes, e escrevemos w, =D f, i=l,...,n.

Portanto, podemos dizer que f tem grafico de medida £i-
nita sobre § se:

Med < +© e existem n medidas relativas de variagoes
totais finitas schre §2 , L LTI S verificando (8).

Definigao 2.5 - Diremos que feé€ L{oc(ﬂ) tem grdfico de

medida minima se wvale:
[graﬁﬂfl < + o
1
]grafﬂfl < ]grafﬂ(f+g)| . VgE:LO(Q) .

Um resultado fundamental sobre a regularidade de fungoes que

-~ - . . L * - ’
tem grafico de medida minima e o seguinte:

{11} Uaa mcdida velativa com variagée total finita sobre £ € uma Ffungdo real definida

sobre og Vorclianos de £ ¢ completamenta aditiva,
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Teorema 2.1 - "Seja QcR™ abento e Limitado, ée'feL{OC(s})
tem grafico de medida minima finiia so0bre Q, entdo £ & analitica em

ﬂ”

Para a demonstragao -deste teorema se utiliza a majoracao do gra

diente das superficies minimaisC) e resultados de regularida-

®

de para fronteiras minimais .

3 - CONJUNTG DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

Apontaremos aqui alguns resultados classicos da Teoria

- 14
dos PerlmetrosC)

, gque sao fundamentais para a resolugao do
problema de Dirichlet para Equacoes das Superficies minimas,
quande se utiliza o metodo variacionalCJ;'f
Consideragoes Gerais:

— Indicamos por AAB a diferenca simetrnica entre dois

conjuntos A e B , isto e,

AAB = (A-B) U (B-A)

— B e refativamente compacto em A, seBCAE aberto em

Rn e

Fe=}}

& compacto com dist{(B,3A) >0, onde @A 2 a fronteira to-

pologica de A, Denotamos por B < < A,

{12} E. Bombieri, E, Da Glorgzi, M. Mivanda - "Una Magplocagione a4 priori..." - Acrch,

Rat. Mec. Analysia, Vel, 32, 1989,

{13} &. De Giovgi ~ "Fromtiere Oricntate di Misura Minima" - Hem, Mar. 3e, Norm., Sup.
Pi{isa, 1960-61,

(14} E. D¢ Giorgi - "S5u una teoria generale della misura,.." Ann. Di Mat. Puras Appl.,

Yol., 36, serie L1V, 1354.

£15) M. Miranda - "Distribuzieni aventi derivale misure..,"

Apn, Sc, Morm, Sup. Pisa, Vel 18, 1964,
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— Seja ’y-uma familia de subconjuntosde E e

<] '3’--+ [0’4-09]

dizemos que B « E e =-pensunavel (ou mensuravel segundo Cara-

théodory) se para todo F ¢ ¥ tem-se

«(F) = «(FAB) + =(F-B)

~— Seja (Bh) uma familia de abertos mensuraveis, dize

mos que (Bh) converge a um conjunte B em LI(A), e escrevemos

Bh ~= B em Ll(A), se

1lim med [(BhAB)fWAj =0 , ou seja, se
h>+eo

lim I I¢B (x) - ¢B(x)[dx = 0 , onde ¢B(x) 2 a fungao
hrtoe a I

- . .
caracteristica do conjuntoc B,

— (B) convexrge a B em LEOC(A} se para todo KccA,

B, — B en thK).

Neste caso, escrevemos

i
Bh —+ B em Lloc(A)'

— Se 1im ¢

{(x}) = ¢B(X) , ilndicamos simplesmente por
h

Bh

Definicio 3.1 - Seja A um aberto de R" e B um boreliano
de ®™, chamamos perimeine de B em A e denotamos por P(B,A) o

seguinte:
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n .
P(B,A) = sup{J ¢B(x) div g (x)Ydx ge[?i(A)} e |g|<l , ¥xeAl
. ]

-

Obs: P(B, R") sera indicado simplesmente por P(B) e &

denominado perimetro de B.

Proposi¢iao 3.1 - "Se para todo RCCA tem-4e P(B,K) <+,

entdo a {uncdo Py, (%) admite derivada medida e vale

O L
K

I[D¢B[ e a variacdo total da medida vetorial miﬁDi¢B(x).
K

Neste caso dizemos que B tem perlmetro Localmente finito em A,

Proposigdo: 3.2 - "Se med[(BAE) MK]=0 ,entdo
[1oag1 = [10og 1"
K K

Em particular, se med{(BMNX) = 0 , entdo
[1pay1 =0
K

Proposicao 3.3 - a) Se K ¢ K' sac¢ abentos disjuntes, en-
tag

[15051 = [ipoyl + [Ivey]

KUK! K K’
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b) Se K e K' sa0 abeates com XK' @ K e dist(B,Ek-k')>a
entao
— " n
[1oog1 = [ipog1 »
K KT
Propo sigae 3.4 - (De Giorgt) Se P()<+o e QR entdo
existe um bonefiano 9 9cCIN e para tedo xed 8 existe vix)e v"

com [v(x)| = 1 tal que

@
J div g (x)dx = J g(x)\)(x)dﬂn_1

§2 &
ad £

e portanto 5
B, (3%R) = J|D¢Ql = P(Q)"

n-=

™

w - . .
0 conjunto 3 9 & chamado gronfelsra reduzida de Q

@

Teorema 3.1 - {compacidade) "Sefa (Bh) uma famifia de

conjuntos salisfazendo

'J|D¢B | < o(R) <+ = , ¥FRCCR, Q abento de R
h '

K

{16} E, De Ciorgi - "Su una teoria penerale...”

(]:?) A mcdida de Hansdorff k-dimensional cum I‘An, Oak<n 2 definida pox
oy . ’
1 FhJI" g diam Fh<p}; ., rustrita aos

1 I

. -k P L "
M=y bin kel )} {diam ¥ 07,
HAF) =2 Wa 02 N SN

borelianes & complevamente adigiva.

{13) A prova deste teorema & hnseada no teoremd clAussico de Ascoli-Avzalid, cf. [12],

Tevrems 1.6, pp. 7-8,
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Entdo exdistfe uma subfamilia (B, ) 4af que

I 1
Bh.~—+ B em Lloc(ﬂ) .

3

Teorema 3.2 -{Semicontinuidade). "Seja RCR™ aberto e
(B,) uma familia de confuntostal que

. i
B, —— B em Lloc(ﬂ).

Entao,

: "
[Dg. | < lim inf J {Dp_ | )
J B h By

- - - —4 B ?
A medida do grafico de uma fungao f eLlOC(Q) pode ser calcula-
da atraves do perimetro de um conjunto assoclado, mais precisa

. mente, temos:

Proposicac 3.5 - "Seja Q< R™ um abento e f EL{OC(Q) tal

que

graf f|] <+ . Se
Q

E = {(x,y)e R s x £ R e v <f(xd} , enfao vale

|graf f| = J lpg |, ¥kcca.
K xR

Definicdo 3.2 - Um conjunto [ tem faonfelra de wedida mé

nima em @ xR , 0 aberto de mﬁ, se vatfem:
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a) J|D¢E| < + w ,  YKCCHxR
K

b) IID¢E| < [Inanl , ¥KCcQ xR, ¥M com MAECCK .
K K
Uma fungao f: Q = [}m,+mﬂ & chamada 60£ugao genenalizada
da equacdo das superficies minimas sobre um aberto {, se f for

mensuravel segundo Lebesgue e o conjunto

E = {(x,y) 8Rn+l + xXeER e v < f(x)}

tiver fronteira de medida minima em £ x R.

Obs.: O0s wvalores de u%a.tal funcdo f podem ser modi fi~
cados sobre um conjunto de medida nula sem que is
to tenha influSncia na validade de a) e b) da de-
finicao 3.2. Portanto, as solugoes generalizadas
da equagao das superficies minimas sao considera-
das definidas a menos de um conjunto de medida nu
la.

Assim, gragas a possibilidade de se poder redefi-

nir £, podemos supor que:

n

1) Se p>0 , med[ﬁp(x,y)FﬁE] med Bp(x,y)=ﬁ>(x,y)eE

It

2 Se pr»o , med[}b(x,y)rﬁE] 0 = (x,y) & E .

Em relagdo a regularidade da fronteira de medida minima,

recordamos alguns resultados fundamentals:
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Teorema 3.37- (De Giorgi): "Se E ¢ um conjunto de §ron-
teina de medida minima em um abeato AcR™ ¢ valem 1) ¢ 2) pa-
ra B, entao exdsie um abento A A tal que JENMA e Localmen-
te grdgico de uma funclo analltica de (n-1)-varidveis, solu
caov da equagao das supernglcies minimas e

I
B (A-A) =0

9
Nas mesmas hipoteses do Teorema de De Giorgi, Federer em 1970

provou que

HS(AﬂAO) =0 , Vs heal com s >n—-8 -

A parte regular da fronteira de E, isto e, AOfIBE e a frontei
ra reduzida de E.

No caso que nos interessa, ou seja, quando

n+i
E = {(x,y) ¢ R s x € 0 e y<f(x)}
tem-se que o versor normal y{x,y) mnos pontos (x,y)cd*E, orieuntado de modo
"a sair'" de E, forma com o eixo-y um dngulo nao superior a ?2 e portanto

tem—se
> . & - £ A L
Yn+1(x,Y) >0 , onde Yn+1(x,y) e o cosseno de tal angulo

No que segue introduziremos alguns resultados obtidos por Mi-
randa em 1975 que serao uteis na demonstracao do Prineipio

do Maximo Forte gereralizado (Teor. 4.1) do prdoximo capitulo.

- - 0

Seja . uma sucessao nao-decrescente de abertos de R 2

- ]

Q= WJ 9. . Consideremos(fj)uma sucessao de solugoes genera-
j:l -

(19 cf. [4], Teorema &, p. 17.

(20) H. Yederer - "The singular sets of area minimiziag..." Bull, Am, Math. Sec., 1970.

{21} M. Miranda - “Superfice miaime {liimicale” - a ser publicado,
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lizadas da equacao das superficies minimas, isto &,

f: Qj > [}m,+mﬂ e cada Ej :{(x,y) 8Rp+1; XEQj e y<fj(x)}

satisfaz: []D¢E | < + « VKC(:Qj xR
K ]
e J]D¢E | < J]D¢M[', VRCCQ.x R, ¥M com MAE,ccK.
g K
Teorema 3.4 - "Nas hipofeses deima, existe uma Aucessdo

crescente de indices j(s) e uma fungaoc £:Q + [~w,+e| so0lucdo
generalizada da equacdo das supengleies mindimas tais que

lim £, (x) = £(x) para quase fodo x ¢ Q
g0 388D

Demonstragdo: Cada Ej = {(x,y)gmﬁ+1.; xeﬁj e y<f(x)}

tem fronteira de medida minima em Qj xR , e portanto, se XEQj

e 0<p< dist(x,aﬂj) entao,
@

H (3T, N3 (x,y)) = J|D¢E_[ < (Do go0"
B

]
&

Portanto, podemos aplicar o teorema da compacidade (Teor. 3.1},
o que implica que existe uma sequancia crescente de inteiros

e um conjunto E Lehesgue-mensuravel tal que

(22) <f. [&], Teorema 2.7, p. 51.

t indica a modida da bela uwnitdria (n+l) dimenszional e

n+l

4 (38.ME ) & a2 medida dimensionalde ilansdorff da fron-.: =
n+l ] ¥

teira de l-lj em Bp(x,y).
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iim c]JE (x,y) = ¢E(}&,y) s PAL(X,y)e QxR .
§ ils)

Definimos agora

A= {{(x,y)eQx R ; 1lim dJE (x,y) = 1}
s ils)

B = {(x,y)e QxR ; 1lim cj)E - {x,y) = 0}
s ils)

A e B tem a seguinte propriedade:

Seja t eR tal que (x,t) ¢E, entao existe nelN com

CpEj(S)(x,t) = 1 ¥i>n ==> (x,r) EEj(s) e _t<fj(5)(x)

= t < lim inf £., \(x) i
= e is) ’

e portanto,

sup {t eR : (x,t) €A} < lim  inf fj(s)(x)

g on
Analogamente, em relacao ao conjunto B se pode provar que

inf{t eR: (x,t) ¢ B} > lim sup f
8

. Y -
J(S)( )

Seja agora (x,t) €& e (x,Z) €B, entao existe s eN tal
que

(x,t) e L.

iesy © UOE) @ By = iy (st

Portanto,

m{x)=inf{t eR:(x,t)eB} > supf{t eR:{(x,t)eA} = M{x).

Nos pontosg xe8 onde m({x) = M(x) temos Llim inf fi(o)(x)

[=]

iim sup f. e portanto existe lim f. e rara estes wva
JSuP J(S)(X) p Lin 3(5)()p a
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lores de x.

Seja agora o econjunto

D= {xeR : M{x)< m(x)}

Do fato de
Hn+1(ﬂ x R -~ AUB) = 0, segue—-se que se x €D e

M(x)<t<m(x), entao

lim ¢E (s} nao existe = med(D) = 0 . Logo,
s .
1(s)

fj(s)(x) tem limite para quase todo xefl.

A propriedade de minimo para fronteira, se mantém para o con-

junto E = {(x,y) Empﬁl : xefl e y<Ef(x} e portanto f & uma

2

3 213ixzad a0 d Fi 5 i -
solucao generalizada da equagao das superficies minimasz, cqd-

Conslderemos agora, o5 segulntes conjuntos:

P = {xe; lém fj(s)(x) = 4 o}
N = {xe0: lim fj(s)(x) = — o}
G = 0 ~-(PUN)

Tais conjuntos tém propriedades interessantes, senac vejamos:

{23} ¥. Miranda - "Comportamento delle successioni convergenti di frontigve winimali"

Rend, Sem. Mar., Padeva, 1967. Tesrema 3, pp. 244-250,
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Proposicao 3.6 -~ "0 conjunto P tem fronteira de medida

mindima em Q ¢ Aafdisfaz:

Se x¢P => lim inf p " H (B(x)NP)> 0 ;.
oot n-op
Se xe(0-P) = lim inf " p " H_(B (x)-P) >0" |
orot nop

Obs: Mudando a sequencia f. na sequencia —F. 0
q j(s) 4 i(s)?
conjunto P & transformado no conjunte N e entao, ca

da propriedade de P & também satisfeita por N.

— Se 2 & um aberto de m?, eptgo IPMY ¢ a uniao de
segmentos de reta.

— Se xe€QMNOE == Fp>o, o<t (B (x) NP)< KB (x))
ou seja, a fronteira topologica de P coincide com
sua fronteira essencial,

— n_[dwusrynal = o

Proposicao 3.7 - "Seja B uma bofa aberta de R ¢ BCc Q.
Temos

a) Se BMIPNMNAN

it

B, entao existe um aberto CeB

tal que £(x) = lim fj(s)(x) e uma funcao heal awnalitica em Gy
s

¢ so0lucdo da equacdo das superficies minimas e G, com
PEM (Bx R)Y = {(x,f(x)) : xeG_ 1.
b) Se RNAMPNIN #£ ¢ , enfao

BCPUNUIPAIN) ¢ (AENB)AR =(3PN3INMNBYx R

0s regultados precedentes podem scr resumidos no seguinte:
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Teoremad.5- "Existe um aberto GO e uma funcdo anallti-
ca £: GR, solucac da equacdo das supenficies minimas tal

que a sequinceia das Superflieies minimas grafy £y 0B
i(s)

verge @ superfloic minima [(3PANANX R] U graf.f ¢ cada
edlindro do tipo BxR, B bola em Q, pode interseccionar somen

H

te uma das superficies (BPNMINNQ)x R ou graf, f.

9

0 bservacao: Se xed3GM{, entao (x,t) ¢ 3E, ¥te R,

Se (x,t) €E, ¥t eR => 1im f(y) = +w
Y

Se (x,t) ¢ E, ¥t ¢R — lim £(y) = -o-
Jx

PRINCIPIO DO MAXIMO FORTE GENERALIZADD

Dominios pseudo—-conve_xos QcR" com fronteiras 9% lips-
chitzianas generalizam o conceito de curvatura media nao-ne-
gativa - Miranda, usando tal formulacac, mostrou um Principio
de Maximo Forte Ceneralizado™ , onde o fato da fronteira ser
lipschitziana € de importancia fundamental em sua demonstra-
caoc. Nosso objetivo aqui, e obter um resultado egquivalente
dispensando a hipotesc da fronteira 92 ser lipschitziana,
Usaremos para tal alguns resultados receuntes (:§ . 3) do pré

prio Mirandas

(243 <E. [17], pp. 357-359.
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e e . n -
Pefinicao 4.1 ~ Um conjunto QR & pseudo-coNvexo em
um ponto x € 30, se existe um aberto A de R"™ com X £A, sa-

tisfazendo

J[D¢Qi.f J!D¢QKJE| , ¥ECcc A , E mensuravel e 1li-~
A A

mitade.
Q e Localmente psreudo-convexo se for pseudo-convexo em

todos os pontos de d0.

Ubservagéo: Os conjuntos localmente pseudo—convexos com fron—
teiras lipschitzianas podem ser considerados uma
generalizacao dos.conjuntos com curvatura media
nao-negativa:

De fato, suponhawmos que & seja pseudo—convexo em ®, € a2 e

n—-1

exista um aberto B & IR ¢ uma fungac lipschitziana [:3 > R

tal que o counjunto

grafo = {{(x,y)e R 3 xeB e v = F(x)}= A (A aberto

que contem xo) ande

1]

QMA = {(x,y) e AN (B xR) , xcB v>f (%)}

Temos que

(1) J]D:bﬂ[ < J’[D¢QUE| o, FEC@A
A A

pois e pseudo-convexo em X, o=

GNlC AMP |
BIRLIOTECA CEMTRAS
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Por outro lado,

J[D¢Q] = J/1+]Df=2 dx = igréf £

B
A B

Logo, ¥¢ ECi(B), p <0 Lemos

JV1+|Dfi2 dx < J/E+fD(f+¢)|2 dx , e portanto

B B

n=l ¢ D.f. D ¢ .
(2) ) : dx > 0 ¥¢eC_(B) , $< 0 .

=17 e e ?

Devido a estrita convexidade do funcional da area, desigual

dade {2) ¢ equivalente a4 desigualdade (1).

2 - . .
Agora, no caso de feC"(B) entao (2) implica que

n-1 D.f(x) s
(3) Yy D, = .

4= 1 )
t=1 s () |

IV
o
L)
&
i
)
o

A desigualdade (3) expressa a nao-negatividade da curvatura
media de 9Qf1A. Na notagao vetorital escrevemosg (3) de uma

maneira mais simples:

Df

em B.

div’

IV
<

1/1TIDf]2

(2%) Conforme demonstragde da proposigae 2.1 do paragrafo 2.
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. n .

De uma maneira geral, temos que se R, aberto e li-
mitado: £ convexo = curvatura meédia de 9] mnao-negativa
= [} localmente pseudo—convexo,

Entretanto, no caso em que n=2, estes conceitos sao e-

quivalentes. Nao & ainda claro que para 2<n<7 exista con-
junto localmente pseudo—convexo cuja fronceira nao seja
lipschitziana - Bombieri, De Giorgi e Giusti demonstraram

gue © cone

8
. X x.} tem fronteira de medi
1 i=5 *

E = h(gmg :

s I =
=
Pena
n

- . 8 - .
da minima em R, Portanteo,E e localmente pseudo—-convexo, no
entanto E nao tem fronteira lipschitziana em x=0.

Principio do Maximo forte Generalizado -

Teorema 4.1 - "Seja Qc®R™ um conjunto pseudo-convexo em
x_ e 0. Seja A um conjunto com frontelra minima em uma bola

abenta By (x.) de centro x, ¢ hato R. Suponphamos que
Af\BR(xo)C? Qr\BR(xo) com  x_E-3A
Entdo, existe v aom o<r<R Afal que
S) "
SAFWBr(xo) = adf\Br(xo)

Para a demonstragao deste teorema, necessitamos de al

guns resultados precedentes:

(26} E. Bombieri — £, De CGiovgi = £. Giusti - "Minimal cones and the Sernscels Prublem”
Inv., Hath, 1959, Recentomente, Mipanda ohbaéve, uma demons:raqﬁu mala

- = - .
sinples doste gesultade - ¥Wen lineatr solutians for the miunimal sur-—

face cquation In Ra - &ie de Jaaeiro, 1Yy¥6
1
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Lema 1 - "Seja QeR™ aberto ¢ E,L conjuntos mensurd-
vedls de RY . Entdo vale a sequinte desiguafdade:

J|D¢ELJLI + le¢ErnLl < jID¢E{ * j|D¢L[
P! 2 £ Ry

Prova: Existem sequencias regularizantes (¢h) e (wh)

com ¢h e wh € Cl(ﬂ) . ¥h,tais que

1im ¢h(x) = ¢E(x) e lim wh(x) = ¢L(X) vxe@l

h=ee h—oo

satisfazendo

FAY
—

0 < ¢h(x) e 0 < wh(x) <1 e,

@

iiﬁ [|D¢h(x}‘dx = JIDéEl ! ;iz I]th(x)ldx = J|D¢L[

Q Y & f
Temos due

(4, * ¥y = &, ¥y) converge pontualmente a dyy ;e

(6, ¥, ) converge pontualmente a ¢pp em Q

¥

Logo, c¢f. Teor. 3.2 - Cap. 3, segue—-se

J|D¢ELJL| < lim inf |D(¢h+whm¢h wh)|dx

S

h
2
e D < lim, inf D 1 dx
J] bprgl < h J[ SN
Q Q
{277 A coasevugdo de scquincias ragulavizamtes 2 clissica e rasolvermos por hen

coloca~la uo pardgrafe seguinte.
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Como
e ID(¢h¢h)| < ¢h[th[ + ¢hID¢E| , Segue—se que
J'ImbEuLE + JIchEmJI < JIchEl * JID¢LI
{2 Q2 Q ' Q
Lema 2 - "Seja QcR", pieudo-convexe em x € 30. Entao,

exiAte uma bola abenta BR(xO) e um conjunto E minimo para

o funcional

JE(F) N JID¢F * I]¢Q“¢F| dH1

- Bro o 8BR;

1

com Ef\Bp(xO) Cfo\Bp(xO) , Va<p<R..

Prova. Do fato de § ser pseude-couavexo em KOEBQ, se--

gue—se que existe BR(XO) satislfazendo:

1y . J[D¢Q| < J[D¢QLJF] , %Fc:cﬁR(xo).

BR . BR

Congsideremos agora a bola aberta Bp(xo), p<R . Entaoc, existe

'ED (boreliano de Bp(xo}) minimo do funcional

| €
(27 B%(F) = J]I'MDFI_ + Jifbﬂ~¢F]c111n_l

w3

o B
P o)

Assim, come E 2 2 tem o mesmo trago em aBp(xo), pode-

(23 ef. [16], Teorama L, pp. 1-2.
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mos escrever, usando (2):

(3 jlncbE | < IID¢E nal
o] O

B - B
P P

Por ocutro lado, usando o conjunto Eo em (1), vem

4) JID¢ | < le@
( 8 ﬂLJEi

B B
P o

As desigualdades (3) e (4) implicam que

(5) JID¢EOI +J|D¢Q| < J]D¢E0{19[ +]ID¢EDLJQI,vp<R.
B B B B
P p N P

Agora, usando o Lema 1 juntamante com (5), podemos escrever:

(6) [1p65 1= [Ipe; gl
: o} 0
B B
g P
. . e - £
Qu seja, o conjunto E = F.OﬁQ minimlza tambem U"p e
Eme(xo)c—_ QﬁBp(xO) , Wp<R . aqd .
Lema 3 - Seja Q wn cenjunto pseudo-convexo em x£ o0

¢ A um conjunto com fronfeina de medida minima em By (x ), £4-
o

to e,

JIDHPAI < JIM)FI , ¥F,FAACC B, (x ) e x _cdA.
BR BR

Entao, para todo p Lal que o<p<R, exisie um conjunfo E
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minimo do gunclonal

~F
By 3B

fal que XOE:BEKXBQ s Ec:Bp(fo\Q e ArﬁBp(x0)<: ErﬁBp(xo).

Prova: ~Seja F' = (FHB(XO))U(A—B(XO)) com pP<R
Logo,
t . . . .
F. ﬁA_C(:BR(hO) ¢ pourtanto
- @

J |D¢A| < J |D¢F'] sy 0 que 1mplica en

*r "R
J 1D¢A[ < J Do | J IDg, |+ J lop = 0, lau__, =
. B . ___ BB
R P Br By p

J Do, | < J Do, | + J lop = ¢, ldl__| . ¥p<R e ¥F,FAACCB (x ).

B ' B B
P P P

Portanto,

Jioosd s Jogng o+ [loang el

B B | 3B
P p . P

(23} of. [9], Teorema do Trago, pp. 5.12 ~ 5.17 .
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Considerando E, = QOEO (do Lema 2), temos que A e ANE

1 1

tem o mesmo trago sobre BBp(xc) , logo

(1) JJD%I s lemEll
B e B . '
P B

Por outro lado, como E

i e minimo para '8:: (cf. Lema 2), se-

gue—-se gque

(2 Jivog 1 s o005

B B
e £

Agora, usaundo (1),{2) e a desigualdade do Lema 1, vem

JID¢E I = JID(?JE UAI , isto e, El e EIUA
i 1
B 3
P o
tem o mesmo perimetro em Bp(xo) e ainda

ANB (x)) = (B, UM NAB (x ), ¥p<R .,

Agora, hasta considerar E = EILJA = (EOF\Q)L)A , cqd.

Demon stracao do Teorema 4.1

Seja A um conjunto com fronteira de medida minima em uma

bola BR(XO), XOEDQ e tal que AﬂBR(xO)C QﬁBR(xO).
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Seja E um conjunto que minimiza o funcional

Si(F) = J]D¢F| + J|¢Q - ¢F[dHn_1 , tal que

B 3B .
p - P

Ar\Bp(xo)c Er\Bp(xo)c: Qr\Bp(xo) com XOEBErﬁBArﬁaﬂ

A existéncia de um conjunto E nestas condigces & devida  ao
Lema 3.
Consideramos agora a sequencia (fj) de solugoes da equa

cao das supcrficies minimas em Bp(xo), verificando:

Ifj(x)] < , ?x_aBp(xo) :
fj(x) = ] se KE(BBD - Q) = r,
fj(x) = =3 se KE(SBOFWA) = T

Pelo Teorema de Compacidade (Teor. 3.4), existe uma subsequen
cia j(k) de indices tal que

kiiz fj(k) =  f(x) qtp Bp(xo).

Ainda, f: Bp(xo) — [}w,+w] @ solugao da equacgcao das super-—

- . a .
ficies minimas em Bp(xo).

{30} Uma secquincia (Ej) satisfagzendo as condigoes impostas, podem ser obtidag, por exemplo,

minlmizande o funciomal.

[#1 s twef? o+ [jf—j[d Ho_y * J[f+j!d kn_l‘ .

Bp e .
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Se indicarmos com

P = {xE:Bp(xO) : 1;m fj(k) = 4 w} e
N = {xe:Bp(xD) : 1;m fj(k) = — o} | temos que

P e N sao conjuntos com fronteiras de medida minima em

@

Bp(xo), e cada ponto de P ou N tem densidade positiva.

Podemos pois conecluir que
BPrﬂBp(xo) o) 3ErﬁBp(xO)

INNB (x) 3 3ANB (x)

Temos, por hipotese que xoeaEfﬁaAf\89==@> x e3P (M 3N,

Da proposigao 3.7, segue-se que para tode © < 0 ,

B (x )= PUNy (3PMNBN) e aEan(xo)mQ aAﬁBp(xO)ﬁQ.

Logo, A =E em Bp(xo)rﬂﬁ

Como E e f tem o mesmo trago em Bp(xo), segue—se que

]¢A-¢QI = 0 e portanto

3B
P

aAme(xo) = aQan(xo)

cqgd.,

(31) cf. Proposigio 3.6 do paragrafo 3.
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PROBLEMA DE DIRICHLET PARA EQUAGAD DAS SUPERFICIES MINIMAS

Usaremos o Principio do Maximo Forte Generalizado na
resolugao do problema de contornc, com dado continuoc, para.a
equagao das superficies minimas sobre abertos limitados e lo
calmente pseudo-convexos, sem impor que  a fronteira seja
lipschitziana.

Provaremos inicialmente o seguinte teorema:

Teorema 5.1 - "Seja Qc®"™ aberto, Limitado e Localmen-
te pseudo-convexo e seja g: RO — R diferencidvel. Entdo exis
te uma Gnica funcdo u=u(x) , wec (@ Nc®(Q), solucdo da equa
cdo das supenficies minimas em 9 tal que u(x) = g(x) sobre

s .

Demonstracao: Seja Bc k" aberto, limitado e esktritamen

te convexo tal que @ < B. Consideremos o funcional

s @)
T(f) = {J 1+]Df12 dx : £eBV (B) e £(x)=g(x) ¥xeBR-0}

B

Observemos que inf F(f) <+ pois F(g) & finito,

-

Seja (f_ ) uma sequencia de fungoes minimizantes, 1.e,
n

fnszB‘V(B) . fn = g em B - §8 para todo n e,

1im J./1+[Dfn|2 = inf F(£)

n
B

(32> BV() & o cspage das fungoes 1.1(9) qua tdnm devivada medida com variagao teral finirta

sobre 1. Em outras palavras, FeBV{{Q) < |grafﬁf|<+m .



-33-

Desde que g & limitada sobre 302, podemos supor que

£ seja limitada porx

min g(x) < fu(x) < max g(x)

xe 94) x€ 30

Portanto, existe uma subsequencia (f

formemente a u, com ueBV(B).

Como _
J/1+[Du|2'dx < lim inf J/H[Df . |? ax - inf
jv++no n (J )
B _ B '
- ’ - . .
segue~se que u € o minimoe para o funcional I,
Logo, u = u(x) & uma fungao real analitica em £, solugao
equacao das Superficies minimas ~, e u=g em B-{
Resta demonstvar que u=g em 0§ e ueC (§) ;
3 +
seja E = {(x,y) e RY 1 s xeB e v <u(x)} ,
E tem fronteira de medida minima em B xR~ , isto &,
+
[[D@;EI < J|D¢M] e R, MAE coB xR
BxR- BxIR
Como em B-{i cada fn = g , segue=se
_outl - B
Do, | < [po,, | ¥MoRY Y, MAECCQ xR
QxR QR

, ¥n o,

. e Cconverge
n(j) ) a g

cada

uni-

F(£),

da

Agora, para cada xOEBQ, congsiderames uma sequencila (xh) de §2

{33} cf. [1?], Teortema 3 de apendice ou Teor. 2.1 do pavigrafo 2,

(343 M. Mivanda = "Analiticitd delle superfici di area minima in R

4

Rend. Acc. Naz. Lincai, Vul,..37, 1965,

i
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de modo qua

lim X, o= X
h ++ ©

Como u & limitada em £ , existe uma subsequéncia (xh ) tal que
i

l%m u(xh )y = ¥

e portanto (xo,yo)eaE.
i 3

Suponhamos que Y, >g(xo) e consideremos o ponto
(Xo,yo)eaﬂ xR,
, n+1l -
Existe uma bola Bp(xo,yo)czm tal que § = R e pseudo—conve-

X0 em Bp(xd,yo); isto .2, (@ xR)(ﬁEp(xo,yo) & pseudo-convexo

nos pontos (x,y)edfl xR f\-B(xO,yo), e

E ﬂBp(Koyo) e QxR com

Sl =
J]Dq:E[ < J1D¢Ml ¥YM <R , MAEC & (0x R)ﬂBp
@ﬂnan @ﬂonﬁp
Afirmamoé que:
J|D¢El < J|D¢M] VM,MAECCBD(XO,yO)
Bp gp
De fatos
@ JIoegl = [Ivegl + [Ivyl = [Ivey!
B, ' Bp—(ﬁxu) Bpr\(ﬁfa) ' Bprwcﬁxn)
= J Dp, [ 2 [ Doy | ¥ ue ™, MAEC B N (A x R)
B, - RO @) ' '

CNICAMPe

REBLIOTECA CENTRAL
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S O N [ N T I
B, ' Bp—(ﬁxlﬂ)l - 'Bp N {OxR)
B (R) ' ERARGES (3%m) N3
= oyl [0y naml < [P0 nam! 00y
B (xR) Ry N3  GRR) NB (aaxm)fxap
Usando a) em b) , Lemos
) [1osl 2 [Ioegh = Jivegt+ [Iveyl = Jioe, o)
B, Bp—(s"zxm) B, {..DQ-}G‘I{)HBD (F)Qx]R)f‘pr

Por outro lado, como (ﬂle)ﬂBp & localmente psceudo—convexo,

vell
J|D¢QX]R] < J]D¢(Q§€ﬂ1}kJM[ Vi, MccB

B B
o] p

Ugsando o Lema 1 ¢o -§ .. 4, segue—se

I|D¢(QXIR)UM[ 7 9 (aam) A +J|D¢§zxm| ¥ J[D‘bm] -

B B B B
5 P p P

= - J]D(b(ﬁxﬂ{)ﬂﬁl “Jln{b}.ll * J[D¢QX—[R] + JlD('le *

B, rw. {(o0xR) 2R M BP | B, “p‘(ﬁm)

[Ibegl + Jive,l  —

xR M B DuR)
(80xR) 0 (Sxi) '\Bp
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(d) 0 < - lemmml + JIquMI + J|D¢MI

B IR KR —-(§ix xR
pr\ 0% Bp (§1xIR) (38X )risp

Subgtituinde {d) em (c), vem

1
J|D¢E| < J|D¢M| yMec R ,MtlEcrc:Bp(xo,yO) .

B B
p p

Resumindo:

— ( x R)fﬁBp(xo,yo) e pseudo~convexo em (xo}yo) ;

— (xo,yo) e (30 x M) N 3E 3

—~ E tem fronteira de medida minima em Bp(xo,yo).

Portanto, podemos usar o Principilio do Maximo Forte {(Teor.4.l)

e afirmar que existe 0<r<p , tal que
BErﬁBr(xo,yo) = (BRKR)FWBr(XD,yO) ;
Logo, existe jo tal que se j > jo , entao

(xh ,u(xh }) £ 30NxR ~ absurdo, uma vez que X £a0
. . ;

para todo hj .
Para y_ <g(x0) a demonstra¢ao por contradicdao e analoga.

Assim, on c 30 , u(xo) = g(xo). cdd.
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e e - . i .. ’ -~
Definigac 5.1 = Seja fe L (R™), definimos uma sequéncia

loc

(fh) de funqces regulanizantes de f da seguinte maneira:

Seja P(x) >0 , ¥ ECECRR).com spt P {x ERn:|x[<1} a

normalizada no sentido que
Iw(x)dx = 1
Definimos, para todo h eN as funcoes

wh(x) = pt Y (hx)

Temos:

i .
by ECO(]R ) e uh(x) 3 0
spt P <{xeR" bx| < J,_,} :
h - ) :
J'lph(x)dx = 1
A sequencia (fh) definida por

fh(x) = (f * wh)(x) = Jf(y)¢h(x~y)dy &

denominada sequineia regularizante para £ .

Obs:. Se ¥ ECOCRn) entaoc (fh) converge uniformemente a £

&

n
sobre todo compacto de R .

Teorema 5.2 - "Seja QcRr” abento, Limitado e Localmenie

pseudo-convexo ¢ g: 30 — R uma fungdao contlnua em 3. Entao,

€38) cf. [3], Teovr. L.1, p. 5.2 .
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existe uma dnica funcdo u=u(x), uvec’ @YNcQ), solucdo da

equacao das superfilcies mindimas sobre @, tomando o dado g em
M

afl .

Demonstracao: Seja g a extensao de g a todo R"  com

B+ T4

continua e satisfazendo

sup{|g(x)| : x eR"} = sup{|g(i)! : xedR} .

Consideremog uma gequencia (gh) de fungaes regularizantes de

s , como na definicao 5.1 .
~ - Py s
Do fato da g ser continua schbre 1 , compacto de R, temos

que (gh) converge uniformemente a § em Q .

Para todo h el , seja u,o= uh(x) a solugao da equaggo das
superficies minimas cm @ com dado g, sobre 3R . Pelo Teor. 5.1,
U € Co(ﬁ)rﬁcm(ﬁ) e uh(x) = gh(x) em 98}

A sequencia (uh) ¢ limitada em @ e portanto, possui uma

subsequéncia convergente (uh ),
i

u 1
hj — u em Lloc(ﬂ) e

. . . po e @
u e solugao da equacao das superficies minimas em {.

Desde que para cada hj » Uy e real analitica em Q@ e coan
. ]
tinua em 9, temos:

(36) cf, Teovema de Extensao de Tiefza.

(37) ef. [15]: Teurewa 3, p. 244,
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5up{|uh‘(x)—uhi(x)|: xef} =sup{]uh'(x)“uh

(x)]:xe3Q} =
3 ] i

converge
. g

]

b

unifermemente a u em §, 6 que implica que u e contlnua em § e

portanto uE:Cotﬁ)r\Cw(ﬂ) ¥

Sup{lgh'(x) - gh.(x)l: x€930} e portanto u
] i

—~

Ainda, u(xo) = 1im uh.(xo) = 1im gh-(xo) = g(xo) = g(xo)

o0 ] e j
¥x £3Q.
)
cgd.
0 bservagao: Salientamos que a existencia e regularidade de

solugoes da equacgao das superficies minimas inde
pende da configuracao dé fronteira 9% do domiuio
considerado. Entretanto, a condigao imposta a §
para que seja localmento pseudo-convexo garante

a unicidade da solugao com dado g continuo sobre

o0,

38) cf. [9], Teovema 5.1, p. 2.14 ,
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