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1 - INTRODUÇ)\0 

O problema clâssico de Dirichlet para a equaçao das supe_E 

ficies mínimas consiste em: 

"Vado um abe.-'Lto QcJRn e. uma 6unç.ão g continua ;.,obJle. a 6Jto~ 

:t_e.i_.tta. dQ. de. r.!, Q.I1C.0!1:tJtaJL Uma 6u11ç.ãa U"'U(X) .6a:ti_..66aze.ndO 

b I 
n 

Lu- I [Cl+IDul
2

l8hl - Dhu Dku]Dhk u -o em n 
h' k :=:1 ( 

c) u(x) = g(x) vx t:: an rr • 

Aqui, x = (xpx
2

, ... ,xn) sao pontos de JR.n 

Du=gradu 

2 D
1

u + 

dU 
ax2 

.... ) 
l'!., 
dX 

n 

e 

Se S -e a classe das funçÕes g definidas sobre an. o pro-

blema de Dirichlet é be.m po.t>.to paJt.a o dado na 6hon:te..(.Jr.a na c.fa.6 

.6e. S se é univocante resolvido para toda g C S. 

Quando n=2, existe soluç~o do problema de Dirichlet para 

o 
toda g E: C (dO.) desde que Q. seja convexo - A prova deste resulta 

do foi obtida sucessivamente por Be·r.nstein (1910), Haar (1927), 

J. Douglas (1930) e o principal teorema por Rauõ<D (1930). Em 

{1) T. R.tdG "tb~ pr,>hl~m of lh•' lu:;t area and tha problem of l'lateue~", 

N.1:h. Zdt. ()2). 19JO 



-02-

1965 F 
.. ® 

, ~mr mostrou que para todo dom{nio n nao-coovcxo de 

existe um dado contÍnuo g para o qual o problema não tem solu-

çao. 

Assim, para -n~2 o problema de Dirichlet e bem posto para 

dados contínuos arbitrários se, e somente se, Q e convexo. 

Em dimensão maior que 2, pensou-se inicialmente, que a 

condição natural para que o problema de Dirichlet fosse bem po~ 

to tamb~m seria a convexidade de n. . 0 Gt.lbarg e .0 
S tampacch1.a 

(1963) mostraram que o problema tem solução para domÍnio n es-

tritamente convexo (isto e, com curvaturas principais positi-

vas) com fronteira dO suave. 

Em 1968, Jenkins 
® 

e Serrin provaram que a convexidade 

do domínio nao e uma generalização apropriada da situaç~o bi-

dimensional, mas que a euJtva:tuha mê.d-ia da fronteira é o ponto 

fundamental, mais especifi~amente: 

do an e c 2 

' 
o phobiema de V.{Jt,tc.f~-te:t pa!ta equaç.ao 

dal e. b e.m po~.; .to palta dado~.; g na 

Vct ('_/11 .todo X E: ()Q 11 • 

(2) R. I'inrl 

curvatLOr~"- J.D'.\.nalyr-e. l~Jth. (111), 1965. \nor, 4 ~<cor. loa, pp. 14_5 

<I 148. 

(3) !L Gilba~g- "Boundury volu~ Pr<.>blems fo• ,-,on lin~a• ~llipti.c equutiuns in n varlableô", 

Univ. of 1/tsc:oua•in Press, 1963. 

(4) G, Stamp~cc:bia- ''On Some Recul~t M~ltiple Integral Problema in the Calculus of Variation•'', 

Co:um. Pure. Ar:>l. ~lath. (16), 1963. pp. 33J-Io21. 

(5) H. J~nkin~ e J, S1•rri.n- "Thc Diricblct JHO~lero for the :oi.ni!:le~l surf::.ce cquatÍorl in 

»icl•cr •limcnsion''. J. Rnin~ Anse~. Kdth., (Z29) - 1968. pp. l?0-187, 
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® 
-·Hiranda , em 1971, usando a formulação variacional do problema 

de Dirichlet e a Teoria dos PerÍmetros, enfraqueceu a hipÓtese 

de regularidade sobre an, mostrando que o problema tem solução 

Gnica com an lip~~hi~ziana e o lo~almente p~eudo-eonvexa. Esta 

hipÓtese ê uma generalização da curvatura média não-negativa 

no caso em que a fronteira ê apenas lipschitiziana. 

O objetivo deste nosso trabalho e resolver o problema de 

Dirichlet para Equação das Superffcies mÍnimas em domrnios li-

mitados n c ]ln localmente pseudo-convexos sem a hipÓtese de que 

30 seja lipschitiziana.Tal resultado, demonstrado no parágrafo 

5, pode ser obtido com o auxÍlio de um Princípio de Máximo 

(§!~, Teor. 4.1) que dispensa a hipóte-se da fronteira ê\Q ser 

lipschitziana; O Principio de Miximo Forte Generalizado, como 

o chamamos, foi demonstrado i luz de alguns resultados obtidos 

. 0 
por M1randa em 1975 e resultados clissicos da Teoria dos Pe-

rÍmetros. 

O parigrafo 2 contêm a generalização do conceito de ãrea 

introduzido .por Miranda e que estã intimamente relacionado com 

o perímetro do conjunto associado (Teor. 3.5), assim resolve-

mos por bem colocar neste trabalho um resumo dos principais re 

sultados da Teoria (§§ 2 e 3). 

(6) M, Miranda- "Un Principio di Masuino fort~ p~r lc fronti~re.,.'', 

()) 

R~nd. Sem. ;-~at. Un. Padov.,, Vol. XLV, 1971. pp. 355-366. 

''Supcrfice Minime Illimitatc'', 3 s~r public~do in Ann. Se. Norm. 

Sup. Pisa. 
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2 - MEDIDA DD GRÃFICO DE UMA FUNÇAO 

O estudo de superfícies de curvatura m~dia H=O uo espaço 

euclidiano n-dimensional lRn, que têm representação não-paramêtri:_ 

ca u = u(x), ~equivalente ao ~studo das soluç~es da equaçao 

elítica quase-linear: 

Lagrange observou que soluçÕes de (1) em um aberto nc:JRn 

tim a propriedade variacional importante que ê a de minimizar 

o funcional 

com f:!ít+JR, onde a integral ex 

prime a medida do conjunto 

lR
n+ 1 

graf
11

f = {(x,f(x)-) E: , x s n l 

Definição 2.1 -Chamaremos med-tda do gJtâ6ic.o de f e indi 

caremos por j grafnf) ao valor rla integral, isto e, 

A dcfiniç~o 2.1 foi generalizada por Lebesgue no caso em 

o 
que f E: C (0) 
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Definição 2 .1' - (Área de Lebesgue) 

inf{min lim 
n+co 

àx; f € L i p (~) 
n 

e 

fn +f uniformemente em fi}. 

Obs: )graf~f) ê ,_se_mie.ont"Ivtuo ,(.nt)e.Jtiohme.n.te. em relação a 

converg~ncia uniforme, isto -e, se 

fn +f uniformemente =9-)grafr/1 <min lim )grafrlnl 
n+<» 

Definição 2.2 -f tem ghá6ic.o de medida m1rú.ma .t:.obne. n se 

lgraf f I < lgraf 
spt g spt 

(f+g) I 
g 

Vg 

Quando )grafQf) < + 00 esta definição e equivalente a 

I graf~f I ô I graf~ (f+g) I 

Proposição 2.1 --"Se. f t:C 2 (n) , f ie.m g!Lâ.t)-éc.o de. mc.dJ..da. 

Provaq=--i>) Para todo t c.JH., seja 

( 1) ~ ( t) - f/l+ID(f+tg)l
2 

dx, 

n 

Como f tem gr~fico de medida ' . mLnl.ma, 

ra t"'Ü e portanto IP' (O) "'O ; AgaTa, 

~ ( t) tem m1.n1.mo pa-
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(2) ~'(t)~f D(f+tg).Dg 

Q h+!D(f+tg) !
2 

dx --> 

(3) ~' (o) o ' Vg E ou seJa, 

a lq Van~a~ão de medida do g~á6~co de f ê nula - Este fato irn-

plíca, graças a alguns trabalhos clâssicos dG ® Morrey e Hopf , 

que f ê ana.t!UC.a. sobre .íl, isto ê~ f s Cw(,Q). 

Aplicando o Teorema de Green em (3), podemos escrever: 

3f 

J g ( x) 

n 
3 dx. 

cl (Q) (4) I ( 
1 ) dx o Vg E 

dx. 
, 

i=l /1+I<~ l 2 
o 

Q 
1 

ax. 
1 

e portanto 

(5) 
Df 

= di v ( ) ~ o 
/l+!Df!

2 

Obs: A equação (5) é denominada e.quaç.ao da;., ,supe.JtóZc.-Le.-6 

m-Cnima-6 ott Equaçiiu de. Eu-€.e.l!... 

<- Reciprocamente, suponhamos que 

div(--Df __ ) = O 

/l+!Df!
2 

em Q 

(8) C.B. Norrey Jr.- "Hultipl<l Intesral Prohle:ns in the Calculus of Vr.ri.~tion.1 and 

R~lat~d 1'opi_c:s". Anr>. Se. ;;orm, Sup. l•isa, 1960 
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É claro que 0'(0) ~O e para concluir a prova resta mos-

trar a convexidade de ~(t): 

IP 11 (t) e Jc Dg.Dg 

Q ~D(f+tg)l 2 

[D(f+tg) .Dg] 
2 

2 '% 
(1+ ID(f+tg) I ) 2 

J dx ~ 

J 
2[ 2][ ]2 2-" { logl· l+ID(f+tg) I - D(f+tg) .Dg }(l+ID(f+tg) I ) 2 

Portanto, 

~"(t) > 
J 

dx > o Vg E 

Logo, ql(t) I graf (f+tg) I ê uma função e..ãL•t-L-tcone.n-te. convexa. 

dx 

cqd. 

Definição 2.3 j 
fcLl (Q)-oc 

Sejam QclRn aberto e a(x) uma função vetorial 

a ( x) (a (x), ... ,a (x)) <~ontÍnua em 0. juntamente com suas dcri 
o n 

vadas primeiras e com suporte compacto em n. 

Para f E: L 1
1 

(Q) 
o c 

I f
. . ® 

ce lnlmos 

(9) Esta d«flnição de .>r~a ger.erati."~da ê dada ror M. Mir.tnda am "Super-fi"-1 C~rtesiane 

Cene~alizzata ed insic~i di Parimetro finito sui Prodotti Carteaiani'' 

AtHI. Se. ~lor.,. Sup., Pis;t- 1961+. 
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(7) 
n 

+ f I 
í=l 

a ai (x)J 

a dx 
x. 

c 

Esta definição de medida do grãfico de uma função generaliza 

as demais. Coincide com a integral 

1 
caso em que f E C (D). 

Um pouco ma1.s 
@_ 

trabal.hoso e verificar que, no caso em que 

f s C
0

(0.), a definição 3 coincide com _a definição de Lebesgue, 

Definiçâo 2.4 -Uma função 

dJ.dcc binLta se 

7 ' ) 

Ésta definição equivale 

Sup(J f(x) 

Q 

da. (x) 
c 

Clx. 
c 

dx 

1.- 1,2, ... ,n 

med (Q) < + oo • 

-as 

fsL
1
7 

(n) 
o c 

n+l condiçÕes: 

< 1 VxsQ} <+co, 
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Pelo Teorema de Riesz, sobre representaçao do funcionais 

lineares continuas, as n primeiras condiç;es de (7) equivalem 

à existência de n medidas relativas ~ 1 .~ 2 •... ,u
0 

com variaç~o 

total finita sobre n 
@ 

( 8) f 
a a. (x) 

f (x) d~. 
~ 

, 

dx 

tais que 

f "i (x) 

~ 

d~. (x) 
~ 

Dizemos que as ]J. sao as deJtivada.t:, pltimeiJta.ó de f, no sentido 
L 

das distribuiç~es, e escrevemos 11· 
~ 

= D.f 
1 

i=l, ... ,n. 

Portanto, podemos dizer que f tem grifico de ~edida fi-

nita sobre n se: 

Ne d S1 < + oo e existem n medidas relativas de variaçoes 

totais finitas scbre n pl,p2)''·'i-ln' verificando ( 8) . 

Definição 2.5- Diremos que f€ Li
0

c(S1) tem g;úiü-Lc.o de_ 

me_dida m:Z:nima se vale: 

< , v g f: 

Um resultado fundamental sobre a regularidade de funç~es que 

têm grifico de medida minima ~o seguinte: 

(lt) Vnn medida rel.ltiva com vHiaçíi(> total finita Qo\>re i1 é n<<ln Eunçiío r~al dcfi11ida 

sobr" OG l,o,clian.oa do fi e completamente. aditiva, 
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Teorema 2.1 .. "Seja ncJRn abe.ttto e. L[rnJ..:tado, . 1 
õ e f o 1

1 
(Q) 

o c 

te.m gfl..âó-[c.o de. me.di.da minúna 6-LnLta .óob!te. n, e.n:tão f é anai..Z':t-Lc..a e.m 

Q" 

Para a demonstração deste teorema se utiliza a majoraçao do gr~ 

cliente das superfícies minimais 
@ 

e resultados de regularida-

de para frontei~as minimais 
@ 

3 - CONJUNTO DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO 

~pautaremos aqui alguns resultados clássicos da Teoria 

dos ' @ Per1metros que sao fundamentais para a resolução do 

problema de Diricblet para Equaç~es das Superfícies mfnimas, 

quando se utiliza o m~todo 
@ 

variacional ·• 

Considerações Geraís: 

Indicamos por ll 6. B a d-lóe_Jte.nç.a -t.-i .. m"ê.:tJt,i.c.a entre dois 

conjuntos A e B isto ê, 

A ~ B ~ (A-B) U (B-A) 

- B ê Jte.faL[vame.nte. c.ompac.to e.m A, se BcA € aberto em 

lRn e B ê compacto com dist(B,dA) >O, onde 'iJA ê a fronteira to-

pol6gica de A. DenotamoH por BC C A. 

(12) E. Bom!oi.cri, !L De Gioq;i, M. }Ii.ranJ,, "Una }!ag1;iora~ion~ u priori,, ,'' - Arch, 

Rat. }!~c. An~ly>ia, 'Jol. 32, 1969, 

(13) ~. De Giotgi- ''Prontitre Oriontato di Xiaura Minima'' 

l'is"-, l9f>0-6t. 

S~m. Mat. Se, Norm, Sup. 

(14) E, De Gi.oq;i- "Su una teoria generale dclla misur.> ••• " Ann. Di Mat. Purd Appl., 

Vol. 36, aerie IV, 1~54. 

(15) M. Miranda- ''Distribuziopi avonti dcrivale mi•uro.,,'' 

-~nn. Se, ,'l<"Jt'Jl, Sup. Pi"a, Vot 13, 196/o, 
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Seja r:f_ uma famÍlia de subconjuntos de E e 

~, [O,+oo] 

dizemos que B c E ~ rr-me.n~uh~ve.l (ou mensurivel segundo Cara-

théodory) se para todo F E tem-se 

«(F) "rr(FnB) + rr(F-B) 

--Seja (Bh) uma família de abertos mensuráveis, dize 

mos que (Bh) c..onve.Jtge. a um c.onjunto 

Bh --J- B em 1
1 

(A), se 

lim med 
h--T+CQ 

o , ou seja, se 

e escrevemos 

onde ~B (x) ê a função 

caracterÍstica do conjnnto n. 

(Bh) c.onve.Jr.ge a B e.111 Ll
0

c_(A) se para todo KccA, 

B -+ B ero Ll-(K). 
h 

Neste caso, escrevemos 

1 
L

1 
(A) 

o c 

- Se lím 
h 

~ll (x) 
h 

indicamos simplesmente por 

Definição 3.1 -Seja A um aberto de .!Rn e B um borcliano 

n 
de JR , chamamos 

seguinte: 

G en1 A c denotamos por P(B,A) o 
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P(B,A) o sup{J ~B(x) di v g (x)dx ; gE[c!(A)]n e lgl~l , VxEA} 
g A 

Obs: P(B, E") seri indicado simplesmente por P(B) -e e 

denominado pe.Jr.Zme.tJw de B. 

Proposição 3.1 -"Se paJta ,todo KccA :te.m-.óe. P(B,K) <+oo, 

en-tão a üunç.ão f/lll (x) admJ..te. de.hJ..vada me.dJ..da e vale 

P(B,K) o Jin~BI " 
K 

J )notE! é a variação 

K 

total da medida vetorial ~.=D.$ (x), 
> > B 

Neste caso dizemos que B tem pe.nlme:tno localmente 6inJ..to em A. 

Proposição: 3.2- '1Se. med[(B6E)nK]=O.,e.n-tão 

Em particular, se med('BrlK) O , entao 

Proposição 3.3 -a) Se K e K' _,são abe_Jt,to.ó di..Djurtto.ó, e.n-

.tão 

j1n~BI o jln'~nl + j1n~BI 
KUK' K K' 
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b) Se. K e K' ~âo abe..tLto.õ c.om K' c K e dist(B,~-K')>o 

e.n.tãa 

" 

Proposição 3.4 - (De 

e.xi.õte. um bone.LLano * * n Cl 0.cdQ e. paJta todo xEO Q e.x.Ã...6;te v(x)EJR 

com lv(x) I " 1 tal que 

e. poJttan-ta 

O conjunto 

J divg(x)dx 

Q ;, a Q 

g(x)V(x)dHn-l 

H <a''Q) 
u-1 Jin~nl "P(Q)" 

JRn 

chamado 

Teorema 3.1 - (compacidade)@ 

JiD~Tihl < O(K) <+ m, VKccQ, Q abeJt"to deJRn. 
K 

(16) E. D~ Cio~gl- ''Su una t~o~ia snner3l~ ... " 

bor~_lia<los C complccamuntc aditiva. 

(18) A prO V"- dc"te c~or~'"·' (; h~scadn "'' tcoren>a ~lá"sico d~ Aocoli-Ar,_o_lã, c f, [1?.], 

T~urcm..< lJ, PP• 7·8, 



-14-

E ntêio exü te uma "ub 6 amZLca C B 
1 

) :tal Que 
1 • 

J 

B em 

Teorema 3.2 -(Semicontinuidade). use.ja OcJR 0 abe.it;to 

(B
11

) uma ·6am.tt-Z.a de. c.onjun;to,s tal que 

E n.tão, 

B ·--+ B e.m 
h 

1 
1 1oc (~) · 

A medida do gr5fico de uma funçio 
1 

fsL
1 

(Q) 
o c 

pode ser calcula-

dq atrav~s do pcr[metro de um conjunto associado, mais precis~ 

mente, temos: 

Que. 

Proposição 3.5- liSe.ja Oc::JR 0 um abe1L-to e. f 

n+l 
e" {(x,y)slR 

K xlR 

x E n e. y <f (x)} , então 'Jaf.e. 

" • VK ccr~. 

Definição 3.2 -Um conjunto E tem 64onte.iha de. medida mZ 

aima e.m n xlR. n abe.fL-to de.JR0
, .6e. va.e.e.m: 



a) 

b) 
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< + oo , VKCCS1x1R 

< f )ncpMJ , VKccn xlR, VM com Mfi.EccK • 

K 

Uma função f: Q -+ [-o:>,+oo] ê chamada -óo.tu .. ç.ão ge.ne..f1.a.U __ zada 

da e.qu.aç.ao da-.<) ;.,upe.nr[e.i.e.-6 tn111ima.6 sobre um aberto n, se f for 

mensurável segundo LebeSgue e o conjunto 

{ 
. n+l 

E = (x,y) ElR ; xsr.l e y < f ( x)} 

tiver fronteira de medida m{nima em n X JR. 

Obs,: Os valores de uma tal funçio f podem ser modifi-

cados sobre um conjunto de medida nula sem que i~ 

to tenha influência na validade de a) e b) da de-

fínição 3.2. Portanto, as soluçÕes generalizadas 

da equaç~o das superficies mfnirnas sio considera-

das definidas a menos de um conjunto de medida nu 

la, 

Assim, graças ~ possibilidade de se poder redefi-

nir f, podemos supor que: 

1) Se p>o med[Bp(x,y) rlE] = med Bp(x,y)-<> (x,y)E: E. 

2) Se p>o , med [B
0

(x,y) nE] " O *' (x,y) r/: E. 

Em relaçio i regularidade da fTonteira de medida rninirna, 

recordamos alguns resultados fundamentais: 
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Teorema 
@ 

3. 3 - (De Giorgi): ''Se E ~ um conjunto de. 6non-

:te.-LJr..a de. medida mln-i.ma e.m um abeJtta AciR0 e valem 1) e 2} pa-

Jta E, e.n:tão exi..6.te um ab e.IL.to A c A -tal que. dE(\ A é: l.oc.alme.n-
o o 

:te. g!LCÍflJ.c..o de. uma i)unç.ão ana.t:Z:t-i.c..a de. (n-1 )- vanJ.áve.i-6, 

ç.ao da e.qua.ç.ão dal.l 6 upe.Jt-{Z:c.ie..6 mlni..ma-6 e 

bolu 

" 

@ 
Nas mesmas hipÓteses do Teorema de De Gíorgi, Federer em 1970 

provou que 

H (A-A ) 
s o 

= o v s Jte.al c.om s > n-8 

A parte regular da fronteira de E, isto e, A r1 3E 
o 

ra reduzida de E. 

No caso que nos interessa, ou seja, quando 

e y<f(x)} 

• 

-e a fronte i 

tern··Se que o versar normal y(x,y) nos pontos (x,y)sd*E, orientado de modo 

11 a sair'' de E, forma com o eixo-y um ângulo não superior a 'o/2 e portanto 

tem-se 
y 

1
(x,y) > O , onde y 

1 
(x,y) é o cosseno de tal ângulo. 

n+ - n+ 

No que segue introduziremos alguns resultados obtidos por Mi-
@ 

randa em 1975 que serao ~tcis na demonstraçio do Principio 

do Máximo Forte gereralizado (Teor. 4. 1) do - . 
prox~mo capÍtulo. 

Seja n. 
ro J 

LJ ~,. 
j =1 

uma sucessao não-decrescente 

Consideremos (f.) uma 
J 

sucessao 

(l<,t) d. [t,], T~o.-em3 4, p. 17. 

de .:1bert:os de JR n e 

de so lllçÕes gene r a-

(20) H. Federe-.: "Thc singular s~tc. of .1-.:ed od.niloizing ... " 1\ull. IIm. Hath. Soe., 1970. 

(Zl) X, Miranda- ''Suparficc miniMc illimitala''- a ser publicnda, 
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lizadas da equaçao das superffcies m!nimas, -isto e, 

f: n. + [-ro,+m] 
J 

Satisfaz: 

e cada E. =<{(x,y) t:JRn+l; xsO. 
J J 

< + ro :VKcc Q. xiR J 
J 

ey<f.(x)} 
J 

e VKccQ.x JR, VH com H~E.ccK. 
J J 

Teorema 3.4 - "Na.,s hl .. pÕte...óe..ó ãc.ima, e.xi.õ.te. uma .óuc.e._,~,sao 

c.Jte..óc.e.nte de. Zndic.e..ó j (s) e uma I)unç.ão f:n + [-oo,-r"'] .óo.tuç.ão 

ge.vre.JLalizada da e.quaç.ãa da.6 óupe.Jt6Zc.ie.f.. m-'Lrú.ma-:<. :ta-i .. J:. que. 

lim f. (s) (x) := f(x) 
S ·>-+oo J 

pa!LO. Q U0..6 e. :to do X C: f/; " 

Demo n st l~aç ão: Cada E. 
J 

"( ) n+l t x,y s1R XEií/;. ey<f(x)} 
J 

tem fronteira de medida mfnima em n. xiR, e portanto, se xEO. 
J J 

e O<p< dlst(x,an.) entao, 
J 

H (3E. nB (x,y)) 
n J p = f I D~E . I 

B J 
p 

< (n+l)w 
1 

pn 
n+ 

@ 

Portanto, podemos aplicar o teorema da compacidade (teor. 3.1), 

o que implica que existe uma sequ~ncia crescente de inteiros 

e um conjunto E Lehesgtte-mensur~vel tal que 

(22) cf. [ú], Tcoruma 2.7, p. 51. 

wn+l indtca J m~dida da b..>Ll unitária (n+l) cti.mensional e 

11 ,(3E.r'lB) :in medida <limensioLlAldc HnLl~do~ff da {t"on-
n+"' J p 



lim 
s 

~E (x,y) 
j ( s) 
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""<f!E(X,y) .,pgt(x,y)cfJxJR. 

Definimos agora 

A ~ {(x,y)E ~X JR lim ~ (x,y) ~ 1} 
s E j ( s) 

B ~ {(x,y)E.í1xJR lim ~ (x,y) ~ o} 
s E j ( s) 

A e B têm a seguinte propriedade: 

Seja t c:JR tal que (x, t) E E, en·tão e xis te n E:lli com 

~E ( x, t) ~ 1 
j ( s) 

t < lirn inf 
g+OO. 

Vt>n =9 ( x, t) E E . ( ) e t <f. ( ) ( x) 
J s J s 

e portanto, 

sup { t sJR _: (x, t) c A} ::; lim 
S ->-oo 

inf fj (s) (x) 

Analogamante, em relaçio ao conjunto B se pode provar que 

inf{t cJR: (x,t) c B} > lim sup f. ( ) (x) 
- s J s 

Seja agora (x,t) c E e (x,l;;) s B, então existe s siN tal 

que 

(x,t)EEj(s) e (x,ç) i E
3
. (s) ~ t<f. (x)<ç 

J ( s) -

Portanto, 

m(x)""inf{t eJR:(x,t)EB} > sup{t E.lR:(x,t)sA} ""H(x). 

Nos pontos xEii1 onde m(x) "" H(x) temos lim in f f. ( ) (x) = 
~ 1 s o • 

lim sup f
3
. (s) (x) e po1·tanto c::d.ste lim f. ( ) (x) para este::; va 

s g-+00 J s 
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lores de x. 

Seja agora o conjunto 

D {xd1 M(x) < m(x)} 

Do fato de 

H 
1 

(Q x lR - A U B) 
n+ 

O, segue-se que se x E D e 

M(x)<t<m(x), entao 

li rn 
s 

~E (s) 
j ( s) 

nao existe ~ med(D) " o Logo, 

fj (s) (x) tem limite para quase todo xcn. 

A propriedade de 
< • 

m~n1.mo para fronteira, se mantêm para o 

@ 

con-

junto { n+1 
E "' (x,y) ElR xd1 e y<f(x)} e portanto f e uma 

soluçio generalizada da equaçao das f
< • 

super .LCles 

Consideremos agora, os seguintes conjuntos~ 

P = { xd1 : 

N , {xc:n: 

lim 
s 

lim 
s 

fj(s)(x) = + co} 

- w) 

mínima3, cqd' 

Tais conjuntos tim propriedades interessantes, senao vejamos: 

(2)) )1. Mi.randa- "co,.portam~nto dellc succes,ioni corlvergcnti di fronticr~ mi"it1<1li" 

Rcnd. S~CJ· M~t. Padova, 1967. Teorema 3, PP• 21,1,-250. 
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Proposição 3.6 - uo c.onjtmto P te.m &non.:te..-Uta de. me.d),da 

Obs: 

Se.xc,;P==4 

Se x c (Q-P) 

lím inf 
p-+o+ 

-n 
p 

===}- lim inf 
p+o+ 

Mudando a -sequencia f j ( s) 

conjunto p -e transformado 

H(B(x)nP)>O 
n p 

-n 
p " H (B (x)-P) >O 

n p 

-na sequenc~a -fj(s)' 

no conjunto N e cntao, 

da propriedade de -p e também satisfeita. por N. 

o 

c a 

Se n ê um aberto -Je:m.
2

, entao dPI\rt é a uniao de 

segmentos de reta. 

Vp>o, o<H (B (x) (1P)< H(rl (x)) 
n p ., p 

ou seja, a fronteira topol5gica de P coincide com 

sua fronteira essencial. 

Proposição 3.7 - J/Se_ja B uma boEa abe.Jt:ta ele_ JR
11 e. BcfL 

T e.mo.b : 

a) s, nnarnaN " <J f!ft,tão e.xLs te. Wil ab veto GBC B ' 

tal que. f(x) " lim fj(s)(x) ' uma 6unç.ão Jteal avta.t.(.tic..a e.m GB 
s 

dEn(Bxn:?..) "'{(x,f(x)) 

b) Se. Bn ;)p n 8N ; 0 , e_ntão 

Bc Pl)NU(8PnON) c (3Er\TI)YJR ""(3P08Nr1B)x 1R 

Os resultados prcccdcutcs pod2m ser resumidos no seguinte: 
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Te o rema 3.5- 11 E xi;., :te. um ab e.Jt-to G ç 0. e. uma Últnção ana.t:Ltl-

c.a f: G +JR, -sot.uç.ão da equação da-1 .t>upetLtí.Zc/..e.-6 m-Cnirna.6 tai 

mZni.ma.6 grafn f j (s) con 
j ( s) 

ve.11.ge ã .6upe.Jtt)Zc.-i.e .. mlnima [(drndN(lQ)x m] u gr~fGf e. cada 

c_LtJ.ndJto do LL.pa Bx1R, B bo.ta e.m r.!, pode. int:e.Jt-:'!e.c.c.ionaJt .6ome.11 

" te. uma dah .6upe.tt.62c.ie..6 (dPII()Nil0.)x 1R ou grafnf. 

Observação: Se xsOG('dt, entao (x,t) idE, Vts IR. 

Se (x,t) sE, Vt sJR =--> lirn f(y) =+co· 
y-+x 

Se ( x, t) i E , lJ t E: 1R ~ 1. i m f ( y) -01 • 

j-+x 

4 - PRINCfPIO DO M~XIMO FORTE GENERALIZADO 

DomÍnios pseudo-conve.....,xos f.lcm.n com fronte-Lr:as 80. lips-

chitzianas generalizam o conceito de curvatura rn~dia n~o-ne-

gativa - Miranda, usando tal formulaç~o, mostrou um PrincÍpio 

de Máximo Forte ® 
Generalizado , onde o fato da fronteira ser 

lipschitziana e de import~ncia fundamental em sua demonstra-

çao. Nosso objetivo aqui, ~obter um resultado equivalente 

dispensando a hip6tcsc da fronteira an ser lipschitziana. 

Usaremos para tal alguns resultados recentes ( §. 3) do pr~ 

prio Miranda; 

(24) cf, [17], I'!>· 357-359. 
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Definição 4.1 -Um conjunto nc:JRn é p.6eudo-c_oHve.xo em 

um ponto x E an, se existe um aberto A de ll{n com x c. A, sa-
o o 

tisfazendo 

, VEcc: A E mensurável e li-

mitado. 

n ê ioc_aimente pheudo-convexo se for pseudo-convexo em 

todos os pontos de an. 

Observação: Os conjuntos localmente pseudo-convexos com fron-

teiras lipschitzianas podem ser considerados 1~a 

generalizaçio dos conjuntos com curvatura média 

De fato, 

não-nega ti '.'8: 

suponhamos que ,\1 seja pseudo-convexo em X E dQ 
o 

e 

exista um n-1 -aberto BC:: m. c uma funçao lipschitziana f :B -r JR 

tal que o conjunto 

que contem x ) 
o 

onde 

xsB e y f(x)}c A (A aberto 

fU!A ~ { (x,y) E A ri (B xiR) , xsB e y>f (x)} 

Temos que 

(l) 

pois pseudo-convexo crn x 
o 

, VECC:A 

gNIC.t.Mpo 

1\)\.\0lf.(A (Uilll• 
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Por outro lado, 

A B 

Logo, Vtjle < o temos 

B B 

(2) 
J 

D.f. D.•' 
"L ~ 't' 

IÍ+Intl 2 
dx > o (~ :::· o 

Devido i estrita convexidade do funcional da area, desigua! 

da de ( 2) - -e equivalente a desigualdade ( 1) 

Agora, no caso de f E c 2
(B) entao (2) implica que 

n-1 
(3) I 

i=l 

D.f(x) 
' > o ' Vx s B • 

A desigualdade (3) expressa a nio-ncgatividade da curv~tura 

média de él.ít(IA, Na notaçao vetorial escrevemos (3) de uma 

maneira mais simples: 

di v Df > o e.m B. 

(25) Co~formn dcmonstrnçào da prcposiç~o 2.1 do parãzrafo 2. 
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De urna maneira geral, temos que se QcJRn 
' 

aberto e li-

mitado; n convexo =-=to curvatura mêdia de d,Q nao-negativa 

-;:. n localmente pseudo-convexo. 

Entretanto, no caso em que n=2, estes conceitos sao e-

quivalentes. N~o ~ ainda claro que para 2<n<7 exista con-

junto localmente pseudo-convexo cuja fronteira na o seJa 

lipschitziana Bombieri, De Giorgi e 
.. ® 

Gl.UStl. demonstraram 

que o cone 

E = 

da mínima em 

8 
{x EJR 

4 2 
L x. 

i= 1 1. 

_:Port.::tnto, F. e 

8 2 
L x.} 

i""S 1. 

tem fronteira de medi 

localmente pseudo-convexo, no 

entanto E nao tem fronteira lipschitziana em x=O. 

P 
• ~ • ... . 

rtnc1.p1o do Maxtmo forte Generalizado 

Teorema4.1 "Se.ja !JcJRn um c.onjLot-to p,.)eudo-c.o~tve.xo E'Jil 

X E an. Seja A um c.onjun.to c.om fJJtoH-teL'La m1~ú.ma em uma bo.ta 
o 

de. c.entfLo x e halo R. Suponhamoh que 
o 

o<r<R 

OAnB (x) 
r o 

3~nB (x ) 
r o 

c.om 

" 

X E d.A o 

Para a demonstraç~o deste teorema, necessitamos de al 

guns resul.tados precedentes: 

. 
sl,npl~s do~t<> r.,c.,lt~Jo- ~o~ linear soluti.ons for th~ "inimal sur-
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Lema l 11 Se.ja Oc:m.n a.be.Jt.to e. E,L c.onjunto.ó me.n-6u1La-

ve...-i.-6 de. JR.n • Então va.te. a .6e.quinte_ de.-5-igua.tdade.: 

Prova: Existem sequências regularizantes (r~h) e (l~h) 

1 
com ~h e $h E C (O) , Vh,tais que 

satisfazendo 

lim 
h -roo 

JiD•fh(x) jdx ~ 

~ 

Temos que 

e 

' ' 

e lím 
h-+oo 

~L (x) 

O<ljJ
11
(x)<l 

lim 
h·->-00 

[jn~ 1 (x)jdx 
I ' 
~ 

e ' 

VxEO; , 

(~h+ t)lh- cph l/Jh) converge pontualmente a <iJEUL e 

(~h ~h) converge pontualmente a ~E (i L em Q ; 

Logo, c f. Teor. 3.2 - Cap. 3, segue-se 

IjD~EULI < lim in f I jD(<p +lp --~ 'Vh)jdx 
h 

h h h 
n n 

e Iju~EriLI < limhinf I In c~h·v,{l dx 
~ n 
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Como 

l•<~h+~h-~h lj!h) I 5 (1-~h) IDlJ!hl + (l-lj!h) l·~hl 

e l•<~hwhl I • •hl•whl + •hl••hl segue~se que 

Lema 2 - "Seja r6c1Rn, p6e.uda-c.onve.xo e.m x E dQ. Então, 
o 

e.x;__6t:e. uma bola abe.h:ta BR(x
0

) e. um c..onjun.to E mZnimo pafLa 

a 6 Ltnc..io na.l 

3B · 
R· 

" c.om EnB (x) cnnn (x) 
p o p o 

Vo<p<R 

Pr·ova. Do fut0 Je Q ser pseudo-convexo 

gue-se que existe BR(x
0

) satisfazendo: 

(1) 

Consid0remos agora a bola aberta B (x ) , p<R 
p o 

E
0 

(boreliano de B
0

(x 0 )) minimo do funcional 

( 2) ::s(F) 

B 
p 

@ 

+ Jl'~n-•Fidnn-1 
3B 

p 

em x c:éH1, 
o 

Então, existe 

As:1im, como E 2 :1 têm o :ncsmo traço em dE: (x ) , pode-
o p o 

(2;1) ,,f. [16], Teore"'" 1, PP• 1-2. 
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mos escrever, usando (2): 

( 3) 

Por outro lado, 

B 
p 

< f I "~E n n I 
o 

B 
P' 

usando o conjunto E 
o 

o.m (1), vem 

As desigualdades (3) e (4) implicam que 

(5) 

Agora, usando o Lema l junt.J.J:l•:>.nte eom (5), pod0.mos esc,reve-r~ 

( 6) Jin~Eol fiNE n11l o 
B B 

p p 

também 
,p 

Ou seja, o conjunto E E nn minimiza <F c 
o p 

Enn(x)c: nnn (x o) lJp<R cqd. 
p o p 

e. A um eonjun:to com fÍhon:te .. LJta de. medida rrLinima em BR(x
0
), ,ió~ 

-to ê., 

En:tao, pa!ta todo p tal que o<p<R, e.xiJ~e. um conjunto E 



:tal que. x sé'lE(IClSil 
o 

Pro v a : 

Logo, 

Portanto, 

< 
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' J l~n-~FidHn-1 
aR P 

" EcB (x )nn 
p o 

e AnB (x. )c EllB (x ), 
p o p o 

= (Fr1B(x )) U (A-B(x )) com p<R . 
o o 

-
B -B 

R p 

+ 

@) 
, o que implica em 

- ~ ld!i A n-1 

Ji<J>A(1E;<J>AidHn-1 

oB
0 

(29) cf. [9], Tconma do Traço, pp. 5,).2- 5.17. 
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Considerando E
1 

= Q(')E
0 

(do Lema 2), temos que A e AnEl 

têm o mesmo traço sobre 

(1) < 

3 B (x ) 
p o ~ logo 

Por outro lado, - < • e m~n1.rno para J' 
p 

(cf. Lema 2), 

gue-se que 

( 2) < 

Agora, usando (1), (2) e a desigualdade do Lema 1, vem 

B 
p 

f I D~E 1 u A I 

têm o me::>Tllo perímetro em B (x ) e ainda 
p o 

AnB (x) c (E,UA)()B (x) 1 Vp<R. 
p o '· p o 

Agora, basta considerar E~ E
1 

UA"" (E
0

nl"l) UA , 

Demonstraç~o do Teoremn 4.1 

cqd. 

se-

Seja A um conjunto cOlil fronteira de medida mfnima em uma 
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Seja E um conjunto que minimiza o funcional 

~(F) Jrn~,.l + f r~~ - ~F[dHn-1 , tal que 

B dB 
p p 

Ar1B (x )c 
p o 

E n B (x ) c 
p o 

Qr1B (x ) 
p o 

com x saEildAildQ 
o 

A exist~ncia de um conjunto E nestas condiç~es ~ devida ao 

Lema 3, 

Consideramos agora a sequenc~a (f . ) 
J 

de soluçÕes da equ~ 

çao das superfícies rnfnimas em B (x ) 
p o 

@> 
verificando.: 

[fj(x)[ < j Vx € l3p (x0 ) 

f . (x) 
J 

" J se XE (êlBp - Q) ~ r+ 

f. ( x) 
J 

-j se xs(dBPIIA) " r 

Pelo Teorema de Compacidade (Teor. 3.4), existe uma subsequ~~ 

cia j(k) de indiccs tal que 

lim 
k++oo 

f(x) qtpB(x). 
p o 

Ainda, f: B (x ) ~ [-oo,+oo] e solução da equaçao das super-
p o 

' . ficics IDLUJ.ffitl.S em n ( x ) 
p o 

(30) Uma sc<ruência (f.) satisfa~cndo as 
J 

condiçÕea iopoBtas, podem tlec obtid;J.s, por exc:aplo, 

miniilllzondo o funcional, 

' ' + [ui I + J [f+j jd 

" ·-
" . o·l 



P e N 

Se indicarmos com 

-

N={xoB(x) 
p o 

s ao conjuntos com 
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1 im f j (k) = + oo} 

k 

lim f j (k) = - oo} 
k 

fronteiras de medida 

B (x ) , e cada ponto de P ou N tem densidade 
p o 

Podemos pois concluir que 

3PnB (x) :o 3EnB (x) 
p o p o 

e 

temos que 

< • mlnlma em 

positiva. 
® 

Temos, por hipÔtese que x f':ClEÍldAnêJQ =9 x E:dP("ldN. 
o . o 

Da proposição 3.7, segue-se que para todo r < p , 

Logo, A E em B (x lnii p o 

Como E e !J tem o mesmo traço em B (x ) , segue-se que 
p o 

f I <P A - 'PQ I = o 
3B 

p 

e portanto 

3AnB Cx ) 
p o 

8QnB (x ) 
p o 

(31) cf. Propo"içio 3.6 do par~grafo ]. 

cqd. 
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5 - PROBLEMA DE DIRICHLET PARA EQUAÇAO DAS SUPERFIC!ES MINIMAS 

Usaremos o Princrpio do M~ximo Forte Generalizado na 

resoluç~o do problema de contorno, com dado contfnuo, para a 

equaç~o das superfrcies mruimas sobre abertos limitados e lo 

calmente pseudo-convexos, sem impor que a fronteira seja 

lipschi tziana. 

Provaremos inicialmente o seguinte teorema: 

Teorema 5.1 - "Silja OciR 0 abe.JLta, llmLt:ado e.. ioc.a.tme.n­

te. p-6e.udo-c.onve.xo e ,~e.ja g: JR
0 
~ JR d16eJte.nc..f.âve.l. En-tão e.:ú!, 

te. uma Únic.a 6unção u=u(x) 
o - w -

uEC (O) n C (O), .60iuç_ao da e.qu~ 

u(x) = g(x) 

" a~ 

Demonstração: Seja BclR
0 

aberto, limitado e estritamen 

te convexo tal que Q c c B. Consideremos o funcional 

@ 
F (f) fcB ·v (B) e f (x) =g (x) VxcB-~} 

Observemos que inf F(f) <+oo pols F(g) é finito. 

Seja (f ) uma sequ~ncia de funç~cs minimizantes, 
n 

fnsBV(B) f -= g em B - S1 paca todo n e, 
n 

lím 
n 

ínf F(f) 

. -
~ . e' 

(32) BV(íl) é 0 espaço dao funçÕe~ J.
1

(fl) qn~ têir.l duri.vada "'"Jida com "~ri~ção total fi.ntta 

soOrc. (l. Em out.rns pal~vras, f<:BV((l) ..,...,.. lernfç/l"+"' • 
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Desd~ que g ê limitada sobre dQ, podemos supor que cada 

f seja limitada por 
n 

min g(x) 
X€ dO 

< f (x) 
n 

< max g(x) 
xean 

Vn 

Portanto, existe uma subsequência (fn(j)) que converge 

formemente a u, com uEBV (B) 

Como 

uni-

< 1 i m i nf 
j++co 

Jit+IDfn(j) 12 
B 

dx inf F(f), 

segue-se que u e o minimo para o funcional F. 

Logo, u = u(x) e uma funç;o real analitica em n, soluç~o da 

.. ' ... . @ n 
equaçao das SuperflCles mlnlmas , e u=g em B-,'" 

demonstrar an o -
Resta quo u=g em e UEC (ól) 

Seja 
E = {(x,y) E1Rn+l x S B e y < u(x)} 

fronteira medida - ® 
isto E tem de nnnima em B xJR , e, 

f ID~E I < Jln~HI VHc:: JRn+l Nl\.E ccB x1R 

BxlR BxlR 

Como em B-n cada f = g segue-se 
n 

f I D'PE I < j1n1',1 l VMciRn+l, ML'>.E c c 11 xlR 

nxJR ~xlR 

Agora, para cada consideramos 
~· 

uma sequencia 

(33) c f. [11], TCOHo:Jn 3 do ,\pêndLce ou Teor, 2.1 do p;u:ii~rnfo 2. 

(34) M. :·lir~nda 
" 

"Analiticit:; delle "uperfid di area minima i.n JR
4 • 

Rcnd. Acç, N.n. I.inc<li, Vul. 37, 1965, 

de n 



de modo que 

lim xh " X 

h -++ 00 
o 

Como -u e limitada em Q existe uma subsequência (xh.) tal que 

J 

lim u(xh) 
J J 

" yo e portanto (x ,y )EdE. 
o o 

Suponhamos que y > g(x ) e consideremos o ponto 
o o 

(x ,y )cd!J xJR. 
o o 

Existe uma bola n+l -B (x ,y )c:. R tal que 11 x 1R e pseudo-conve-
p o o . 

xo em B (x ,y ) , isto ê, (,Q x1R) n B (x ,y ) é pseudo-convexo 
poo poo 

nos pontos (x,y)E:d,\1 xJR n B(x,y), 
o o 

e 

E(lB (x y )c nx1R com 
p o o 

(5x"R) n BP 

Afirmamos que: 

De fato: 

(a) 

< 

n P (\ (Õs!R) 

VMcJRn+l, Mi"'EC c:: (Qx JR) n B 

VH,HóE c c: E (x ,y ) 
p o o 

BPn(rixiü 

p 

H L\ E c c B () (,Ç'j x JR) 
p 

n+l v Hcn{ , 

QNICAM,. 

lli~IQHU CENTU& 
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(b) Jin~ 11 1 = fin~MI + J ID~M I = 
B Bp-(rixiR) BPn<fixR) p 

fin~MI + f I "~Mn s<xJR I + fiD$!11 

Bp(fixlR) · n n 01}<]R) 
p 

Usando a) em b) , temos 

B p- Ci1xR) 

(<Hl: xJR) r'\ n 
p 

(Jíhffi) nnP (êlí:!xlR)r'lB 
p 

Por outro lado, como (fJxlR) (l Bp ê localmente pseudo-convexo, 

vem 

f I D~~XIR I f I D~ (~XIR)U M I < VH, MccB . 
p 

B B 
p p 

Usando o Lema 1 d:.o § 4 , segue-se 

f I D~ (~2dR) uM I :0- f IDcpUlXJR) nMI +fln~~xJRI +fln~,l = 

B B B B 
p p p p 

- f ln$WXIR) n HI - f I DcpH I + f I D~Qxw.l + f ln~MI + 
B 

0 
n c Jrlx:lR) Qx1Rna

0 
B ll - (i'Ío<R} p p 

f1n~;rl + f1n~ 11 1 = 
c ar~:-:u'<-) nu 

p 
UlxiR) n B 

p 
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(d) 

DP n ~nxJR 

Substituindo (d) em (c), vem 

B -(ÜxiR) 
p 

((lílx1R) n B 
p 

n+l 
VMcJR ,HtiEccB (x ,y ) 

p o o 

R e s mni ndo: 

- (D, x JR) n B (x ,y ) ê pseudo-convexo em (x ,y ) 
p O o O· o 

(X , y ) S ( d~ X :Til) n dE 
o o 

- E tem frontcir.a de medida mÍnima em B ( x , y ) • p o o 

Portanto, podemos usar o Principio do Mâximo Forte (Teor.4.1) 

e afirmar que existe O<r<p , tal que 

Logo, existe 

3EriB (x ,y) 
r o o 

tal que se J > j 
o 

entao 

(x
11

.,u(x
11

.)) c: 3DxJR- absurdo, uma vez que xh.i3D 
J J J 

para todo h. 
J 

Para y
0 

< g(x
0

) a d1cenwnstraçao por contradição ê anÊÍ.loga. 

Assim, Vx S. 3!J 
o 

u(x ) 
o 

~ g (x ) . 
o ccj_d. 
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Definição 5.1 Seja f E: L
1
1 

(IRn), definimos uma sequência 
o c 

(fh) de 6unç.Õe6 ne.gulahizante.6 de. f da seguinte manc1ra: 

Seja lp(x) _::: O , 

normalizada no sentido que 

J~(x)dx 1 

Definimos, para todo h EJN as funçÕes 

Temos: 

oo n 
~~ E C (lR ) 

' o 
e 

{ 
n 

spt \)Jh c' x EJR 

A sequência (fh) definida por 

I X I < _1_} 
h 

denominada .óe.quê.nc_ia ne.gttiahizante. pa!La f • 

O bs: o ( n Se f E C lR ) entao (fh) converge uniformentente a f 

n® 
sobre todo compacto de m . 

Teorema 5.2 - 11Se_ja Qc]_{n abe.JLto, l_.LmLtado e. ioc.a.lmert.te. 

p6e.u..do-c.on.ve.x.o e. g: 311 --)- JR uma 6unç.Cio c.ont1n.ua e_m 3Q. Ent:Zlo, 

(35) d. [9], T~or. 1.1, p. 5.2 
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exi..~.:,te uma Úni(~a 6unç.ão u==u(x), u E C
0 aÍ) (I CúJ(rl), hof.uç_âo ela 

e_quaç.ão da~.:, t..upe.Jt61c.ie..--~ m.Znima-6 .óob!r...e. 0:, tomando o dado g e.m 

" a~ o 

Demonstração: Seja g a extensao de g a todo Rn com g 

contÍnua e satisfazendo 

@ 
sup{!g(x)! sup{!g(x)! xo a~ l o 

Consideremos uma Sequencia (gh) de funç~es regularizantes de 

g como na definiçio 5.1 

n 
Do fato da g ser contrnua sobre ri compacto de lR , temos 

que (gh) converge uniformemente a ~ em O 

Para todo h eJN 82]8 u ~ 

h uh(x) a soluçio Ja equaçao das 

superffcies mfnimas em O: com dado g sobre 
h 

Uh -co(n)~c'"(n)e () () 'n ~ 10 I I ~~ U\l X "' gh X Bffi OI~ 

Pelo Teor. 5.1, 

A sequ~ncia (uh) ~ limitada em n e portanto, possui uma 

subsequ~ncia convergente (uh.)' 

0 h. ---+ u 
J 

em 

J 

1 
LJ (~) .o c 

e 

u ~ soluç~o da equaçao das superf!cies 
< o 

Jlll nimas 
® 

em n. 

Desde que para cada h. 
J 

e real analítica em Q e 

trnua em an. temos: 

(36) cf, Teotcna de Rxtans~o da Tietzc. 

(37) cf, [15]; T~ur~;.>.l 3, i'• 244, 

con 
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sup{luh.Cx)-uh.Cxll: xsQ} "Sup{luh.(x)-uh.Cxll:xs0Q} o 
J l. J 1. 

sup{ lgh(x) - gh(x) I: xE3Q} e portanto uh. converge 

J ' 
uniformemente a u em n, o que implica 

- J.... -
que u e cont1nua em n e 

. o - w @ 
portanto u E C U,l) (\C (O) 1 

Ainda, u(x ) 
o 

Observação: 

= lim 
j-

== lim " g (x ) 
o 

Salientamos que a exist~ncia e regularidade 

cqd, 

de 

soluç~es da equaçio das superficies minimas inde 

pende da configuração da fronteira êtn do domínio 

considerado. Entretanto, a condição imposta a 0 

para que seja localmanto pseudo-convexo garante 

a unicidade da soluç~o com dado g continuo sobre 

3Q. 

(38) c f. [~], TcoHma 5.1, p. 2.14 , 
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