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INTRODUCAO

Este trabalho & um estudo sobre estruturas .algébricas rela-
cionadas com séries formais. Seu ponto crucial estd no Capitulo
VI, onde tratamos da estrutura de mddulos finitamente gerados so-
bre o anel de séries formais _%p[[X]] onde .Ep '€ o anel dos in-

teiros p-adicos.

Esta tese também trata dos seguintes resultados: 1)} No Capi-.
tulo III descrevemos a estrutura de um corpo valorizado completo
a respeito de uma vaiorizagéo discreta e tendo caracteristica igual
a caracteristica do corpo de restos. A estrutura & a de um corpo
de séries formais k{(T)); 2) No Capitulo IV descrevemos o fecho
algébrico de um corpo de séries formais Xk ((T)), onde k €& alge-
bricamente fechado e de caracteristica 0. Toda extensao finita
e também . um corpo de séries formais! Para todo inteiro n > 1
existe apenas uma extensao de grau n. O grupo absoluto de Galois

-

em questao & prociclico, sendo isomorfo a Z .

0 resultado do Capitulo VI & o seguinte: Seja M um médulo
‘finitamente gerado sobre o anel A = %p[[x]];onde P & um inteiro
primo e xp & o anel dos inteirbs p-adicos. Diz-ge que £ e a
& um polindmio distinguido se f & da forma £ = X+aﬁ_1Xn_1-+...+
a, € AMX] onde p divide a; ¥i=20,1,...,n~1. Existem intei
preee iRy 2 1, polindmios distinguidos £10E,

'...,fr e um homomorfismo 8 :M —> M' onde

ros "r,s,t >0, Kk




' t il A A : :
M. A @Tf—l'TEB...ﬂaTI.;)—$ % & K @...@—T— ’

tais que ker & e coker 6 sao finitos. Assim o tecorema de es-
trutura em guestao nao se trata de um isomorfismo, mas sim de um

"pseudo-isomorfismo" (ker & e coker 8 sao finitos).

A importancia deste resultado de Iwasawa pode ser vista da
seguinte maneira: Vamos supor que de fato M & um grupo de Ga-
lois  Gal(lL/k). Entac ker 8 & um subgrupo finito de M e temos o

‘sequinte quadro: .

L (1)
finito :
| F ker ¢
k M = Gal (L/k) .

Se F & o subcorpo fixo por ker 6, entiaec L/F & uma - extensao
finita e F/k & uma extensao Géloisiana tendo & (M) como grupo
de Galois e 8(M) & um submddulo de indice finito em M' , Do
ponto de vista da Teoria de Galois o gue interessa & a  extensao
infinita F/k. Nesta situagao eﬁtao o) resultado'atende perfeita-

mente ao objetivo de descrever M .

Iwasawa considerou uma %p—extensao de um corpo de  nlmeros

algébricos k, isto &, uma extensao Galoisiana L/k cujo grupo




de Galois & isomorfo ao grupo aditivo %p . Como Zp 2 (p) D (92)3

n .
eve? (p7) 2.0, temos uma cadeia ascendente de corpos

- . n,
k =k, = k;j C...C k... sendc k. o subcorpo fixo por (p )
(isto &, pelo subgrupo isomorfo a (pn)). Seja Cn 0 p-Sylow
subgrupo do grupo das classes de kn . Temos homomorfismos natu-

rais Cn+1 —_— Cn e isto define C = lim Cn. Um Tecrema de Iwa-
+
sawa descreve a cardinalidade de Cn € esta conclusao decorre do

fato de que C & um '%p[[x]]—médulo finitamente gerado.

Nao chegamos a demonstrar esses resulfados sobre grupos de
classes. O Teorema 3 do Capitulo VI trata da estrutura dos A-md-
dules finitamente gerados. A nossa abordagem seqgue a de Lang [6],
que & matricial. O mddule M & descrito por geradores e relagoes,
e os coeficientes dessas refagﬁeé dao origem a uma matriz m X n
gue chamamos matriz de relagoes. A nossa finalidade & mudar esta
matriz sucessivamente via operagoes admissiveis - por exemplo, per
mutar linhas ou célunas, multiplicar ima linha por elementos uni-

dades, etc. - para conseguir uma matriz diagonal de relagdes.

» Para esclarecer o papel dessas mudangas de matrizés, propor-
cionamos no Capitulo V a estrutura de modulos finitamente gerados
sobre o anel de polindmios k [X]. - A prova & matricial e traz de
modo claro o significado de efetuar uma operacdc elementar sobre
a matriz para o mddulo em gquestao. O resultado do Capitulo v &
bem conhecido, no entanto nao encontrei um livro que abordasse o

assunto via matrizes. A inclusao desse resultado nesta tese foi




motivada pela orientagao que fornece para a demonstragdo do prin-

cipal teorema do Capitulo VI.

No Capitulo IV tratamos do fecho algébrico do corpo de séries
formais conforme segundo parégrafo; Esse resultado & mostrado de
duas maneiras: a primeira, usando teoria de ramificagao e, a se-
gunda, mais elementar, usando o fato de que se L/K & uma exten-
sio totalmente ramificada e car K = 0 ou car K ndo divide e
(indice de ramificacio da extens3o L/K) entdo L = K(¥ 1) on-

de w & um elemento primo de K.

O Capitulo TII, onde desenvolvemos a estrutura de um COrpo
completo com respeito a uma valorizagao discreta, usa o Teorema
de Representagao do Capituio IT gue afirma o seguinte: Seja A
um anel de valorizacdo discreta completo'cﬁjo corpo de fragoes &
K. Se S & um conjunto de representantes do corpo.de feétos R

em A e w & um elemento primolde A, entao todo elemento a<€h

pode ser escrito de modo Unico como uma série convergente

o

n :
a= I s com s € s. Analogamente, todo elemento x €K po
n=0" - :
pode ser escrito como x = L :snwn onde v(x}) = r = min{n & Z;
n=r
S, # 0}.

Esse teorema di condicces para uma boa compreensao do fecho

algébrico do corpo k((T)}.

As definicdes e os resultados importantes necessarios para o

desenvolvimento do exposto acima estdo relacionados no Capitulo I,
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Cabe mencionar que a demonstragao do Teorema 3 do Capitulo
VI contém elementos novos e simplifica de maneira substancial a
prova desse mesmo resultado eﬁ Lang [§I e Washington [15]. 0O Ca-
pitulo II também contém elémentos novos, por exemplo, a periodici
dade da representacao por séries de um elemento do completamento
de um corpo com respeito a uma valorizagao discreta nao & inva-

riante por mudanca de conjunto de representantes.




CAPITULO I

PRELIMINARES SOBRE CORPOS VALORIZADOS

Este capitulo tem a finalidade de reunir os conceitos basi-
cos sobre valorizacOes e alguns resultados pertinentes sobre elas

empregados nos capituleos II, III e IV,

Alguns resultados sao apenas citados enguanto outros apare-
cem com provas devido a interesse neles investidos nesta tese. As -

referéncias basicas sobre a matdria sao [4 1, [7) e [16].

1, VALORIZACOES DISCRETAS DE POSTO 1

Sejam K um corpe, G um grupo abeliano totalmeaute ordenado
e « um simbolo tal gque para todo g € G, gtw = «tg = » e, além
disso, wote = e g < o,

Definimos uma valorizagao de K como sendo uma fungdo v :K -

+ G_U [=} satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) vix) =« <= x =0 em. K;

fii) vixy) = vi{x)+v{y) para todos x,y € K

(iii) v(x+f)3: min tv(x),v(y)}- para todos x,y € K.

Decorre de (ii) e (iii) gue se v{x) # viy) entao vixty) =

= min {v(x),v(y)}. "

EXEMPLO 1: Valorizagao Trivial: v{x)




EXEMPLO 2: Sejam A um anel'fatorial, K seu corpo de fracgoes e

A uma familia dos primos nao-associados de A . Entao gualqgquer

' n; n, n_
elemento a € A se escreve de modo inico como a = epy P, -+ P,
onde £ €& uma unidade de A, n, CIN- e Py € A para todo
i€{1,2,...,r}. Assim, para cada primo p de A, podemos defi-

nir uma aplicacao np:A —-> 72 que a cada X € A associa O intei

ro np(x), expoente de p na decomposicao de x em fatores prinos.

Considere agora a seguinte fungao:. Vp : K —> ZZ U {=«} definida

por v_ () =n_(a)-n _(b) se £ #0, e v (0) =~, BEntido v_ &
p b p P b ’ p p

uma valorizacao de K que & denominada valorizagao p-adica de K.

Dada uma valorizacao de um corpoe K definimos A, = {x € K;
vix) > 0} e M ={x &K v(x) >0}, A & um subanel de X e

Mv & o Gnico ideal maximal de Av. De fato, se x e y € A, en-

-»

tio v(x) e v{y) > 0. Logo v{xy} = vi{x)+v(y) > O e dai
ky = Av. Além disso, v(xty) > min {v{(x),v(y)} > 0 o que coloca

x+y também em A . Sediam agora X,y € M, Entao vi{x) ‘e

viy} > 0. Logo v(x+y} > min {v(x),v(y)} > 0, donde x+y € Mv .

Se x € Mv e y € Av entao v(xy) = v{x)+v(v) > 0 e temos.
Xy € Mv' Segue~-se gue Mv & um ideal de Av . Como todos 0s

elementos x € Av tais que x & Mv sdo unidades de Av ; temos

que M _ & o Gnico ideal maximal de A, .

Chamamos A, de anel de vaZorizaggo associada a v, ¥ de

ideal de valorizagao de Vv e 0 corpo quociente Av/Mv = K de cor

po de residucs de v.




EXEMPLO l: Se v & a valorizacgio trivial do corpb dos racio-

nais, entao AV = 4, M& = (0) e § = g.

EXEMPLO 2: Seja p um nimero inteiro primo. Se v & a valoriza-

.

- - . - a. a
cdo p-addica de ¢ entdo A= {{; (a,b) =1 e plb}, Moo= {2

{a,b) =1 e p|a} e @~ Z/pZ com o isomorfismoc dado por

0:@/p2 —> § = A_/M,

I i+M .
v

Sejam vy & VY, duas valorizacgtes de um corpo K com gru-
pos de valores Gl e G2, respectivamente. Dizemos que vy e
equivalente a Vor Vy " Vor S€ existir um isomorfismo ¢ de gru

pos de Gl em G2 preservando a ordem.

Dizemos que A C K & um anel de valorizagao de K, se dado

1 “ . -
€ A, Se v € uma valorizacao de

x € K* tivermos x € A ou x
¥, entao o anel A, de valorizagao asscciada a v & um wnel de
valorizacio de K. Todo anel de valorizacdo de K & de fato dado
por uma valorizagdo de K. Com efeito, existe uma correspondéncia

bijetora entre as classes de equivaléncia de valorizacgoes de I

corpo K e os anéis de valorizagdo desse corpo dada por vi— Ay

w<— A onde w:XK —> K*/UA U {w} é definida por wix) = xU,
se x #£ 0 e w(0} = =, e a ordem em K*/UA & definida da se—
guinte maneira: XUA < yUA se x[y, isto &€, se y = ax para al

gum a € A, ou Ax 2 Ay. £ de facil verificagao que K*/UA com




esta ordem &€ um grupo ordenado.

Estes e outros fatos relevantes na Teoria de Valorizagbes po

dem ser encontrados em [ 4].

Um grﬁpo abeliano G & gde poato 1 se G £ (0) e G nao
possui subgrupo convexo diferente de G e (0}. " Os grupos abelia

nos ordenados podem ser caracterizados da seguinte maneira:

PROPOSICAC 1l: Seja G um grupe ordenado diferente de (0). Entao

sao equivalentes as seguintes condigdes:

-

(i) G é arquimediano, isto &, se gq,h € G com g > 0, en

tao existe n €%Z , n > 1, tal qué ng > h;

(ii) G & ordem—isomorfo a um subgrupo de (IR,+) ;
(iii) G tem posto 1.

Dizemos que um anel de valorizagac A & discreto de posto 1
se o seu grupo de valores G & isomorfo (como grupo ordenado) a

um subgrupo discreto (como subespacgo topologico) de (IR,+) .

Sé_existem dois tipos de subgrupos de -(IR,+): 0s subgrupos
discretos sao ciclicos e os subgrupos néo—discretos sao densos cQ
mo subespagos topoldgicos de {IR,+) . Neste trabalho estaremos
interessados apenas em valorizagoes discretas de posto 1 e a pro-
posicao seguinte caracteriza essas valorizagﬁes em fungao dos sub

grupos de (R,+) .

PROPOSICAO 2: Seja G um subgrupo de (IR,+), G # (0). Entgo
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sao equivalentes as seguintes condigdes:

(i) G é disereto como subespaco topologico de IR;
(ii) G & ndo denso em IR como subespago topoldgico;
(iii) G tem um menor elemento positivo;

(iv) G é ciclico. De fato, G = pZ para algum real p > 0.

DEMONSTRACAO: (1) => (i1) é'imediato..

{ii) => (iii). Se néo vale (iii), dado gqualquer numero real ¢ > 0,
exisﬁe g &€G tal que 0 < g<e. Se r & R, entao (r-e,r+e)
contém um elemento de G. Com efeito, tome geiG tal que
0 < g < e. Como (;'é arquimediano, existe n > 1 tal que
ng < r < (n%l)g e (n%l)g < r+e, logo 1 < {n+l)g < r+e o que
contradiz (ii).

(iii) => ‘(iv). Seja 95 o menos elemento positivo de G. Afir-
mo gue G = <Igo> . De fato, seja g € G tai gue g > 0. Como
G & arquimediano, existe n > 1 tal que ng_ < g < (n%l)go. Se
g # ng, entao ng, < g < (n%l)go implica 0 < a < 9, onde

a =-(n4l)go~g € G o que contradiz a escolha de Ior

(iv) => {i}. Tome um numero real € tal que O0< € <p. Entao pa-
ra todo g € G, (g-€£,g+€) contém apenas g € G e portanto G &

discreto.
' 3|

Num dominio de ideais principais A , os ideais primos néo—nE
los s3o os ideais da forma WA, onde 7 & um elemento irredutivel.

Se A € um anel de valorizagao discreto entdao A possui um unico

BIBLIOTECA
IMECC
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elemento irredutivel, a menos de multiplicacio por uma unidade
chamaremos tal elemento de elemento primo ou elemente uniformizan

te de A. Mais precisamente:
TEOREMA l: Seja A um anel de valorizagao discreto de posto l.En

tac A ¢ um dominio de ideais principais (logo noetheriano), A &

um anel fatorial com uma s0 classe de elementos primos associados.

DEMONSTRACAO: Seja p € A tal que vip) > 0 e vip) & o menor

elemento positivo de v(K*) = G. Pela Proposicdo 2, G = Zv(ip) .
Logo, se x € K¥*, v{x)} = nv{p) para algum n € B ; v(x) = v(pn)
o que significa vi{x.p 7} = 0, isto &, xp " = ¢ & uma unidade

de A. Logo x = Epn com € unidade de A, p € MA e n€& .
Afirmo gque p € um elemento primo de A, isto &, se a,b € A sao
tais que p[ab entao pla ou p|b. Basta mostrar gque Ap € um

ideal primo de A, na verdade Ap = ¥ De fato, sende vip) > 0,

<
pEY e dai »ap C M,. Por outro lado, se y = My entao
y = np" com n unidade de A e m > 1, ou seja, y E€2p e te-

ROS MA C Ap. Portanto My = Ap e BAp & um igdeal primo.

Da primeira parte da demonstragéo_ tem-se que todo vy € A &
escrito como y = Epm com m > 0 e € unidade ae A ; e da segun
da parte,que A & um anel fatorial com tnico elemento primo p (a
menos de multiplicagéd por unidade). Portanto A €& um anel fato

rial com uma Unica classe de elementos primos associados.

Seja agora I um ideal nao nulo de A; v(I) . tem um elemen-
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to minimo v(xo) > 0. E evidente que ax ¢ I. Reciprocamente,
se y €1 entdao viy) > v(xo) e temos v(yxgl) >0, donde
-1 ' -
= a€hA e = € Ax . = i
¥x, Y ax ., % Lo?o I Axo e A e um domi

nio principal.

2. COMPLETAMENTOS E EXTENSOES DE VALORIZACOES

Seja v uma valorizagao discreta de posto 1 de um corpo K .
A aplicacdo d, de KxK em TR _ definida por cd,lxy) =
= exp (-v{x-y)} para todos x,y € K & uma métrica e, portanto,
define sobre K uma topologia Hausdorff, Tv' Para qualquer X €K,
o conjunto de todos os vetx) = {y €K; viy=x) < g, € > 0} & uma
basé de vizinhancas abertas_de X. 0O corpo K com a topologia_Tv
€ chamado de corpo teopoldogizo valorizado.

Dizemos gue uma sequéncia {xi}i N de elementos de XK e

convergente para x se ela converge na topologia Tv’ isto €, da

do £ > 0, existe n, € N tal que dv(xn,x) < € sempre que

n >n ., Nesse caso escrevemos lim{x.?}, = X e isso ocorre
o i1 €N

se, ‘e somente se, a sequéncia {V(xi“x)}ieéma converge a *©  em

IR na topologia usual. Quando isso acontece {V(Xi}}j_E:N & es-
tacionaria; isto &, v(xi) = v(xjf para todo i,3j > um certo n,-

Neste casoc v{x) = v(lim{xi} ) = v(xn } o= vix Yy = ... etc.

o

i <
i €N no+l

Dizemos que uma sequéncia {xi} & uma seqguéncia de Cau-

iEeEMN
chy se ela € uma sequéncia de Cauchy com respeito a dv' isto &,
para que gqualquer inteiro N, existe n, € N tal gque v(xn-xm) > N

sempre gue n,m > n_. Toda segquénica convergente € uma sequéncia
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de Cauchy. Se toda sequéncia de Cauchy de elementos de um COTrpo

K convergir em K dizemos que K € completo.
Seja v uma valorizagio de posto 1 de K. Entdo

(1) 0 conjunto ¢ de todas as sequéncias de Cauchy X={x}: ey
de elementos de K € um anel com respeito & adicdo e multi-

plicacao conponente a componente;

{ii} ©O conjunto ¢ de todas as sequéncias que convergem a 0 e

um ideal maximal de C;

(iii) A aplicagdo ¢ de ¢ em R U {»} definida por

X = lim{(v(xij} tem as segquintes propriedades:

i1EWN
B (X+Y) = $X+0Y; O6(X.Y) = @X.0Y e ¢X = » © X € 0,
Chamamos de corpo valorizado ao par (K,v) onde K & um
corpo e v uma valorizagéo de K. Escrevemos (K,v} C (L,w) se
K €& um subcorpo de L e Vv = w/L. Um homomorfismo injetor A de
K em L e chamado de imerséo de (K,v} em (L,wWw) s&& WohA =V ;
nesse caso escreveremos XA : (K,v) — {L,w). Se K e L s3ao muni-
dos das topologias TV_ e Tw’ respectivamente entao a aplicagéé
A & continua. Chamaremos de isomorfismo a uma imersao sobrejeto

ra.

Dizemos gue o corpo valorizado (K,v) & completo se K a
completo com respeito a topologia Tv definida pela- valorizacéo
v. Enguanto gque o completamento de (K,v) & uma imersdao A de

(K,v) em (L,w) tal que (L,w) & completo e AK & denso em L
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com respeito a Tw' Nesse caso existe um isomorfismo ~ de (L.,w)
em (L',w’') onde (L',w') D {K,v) & o completamento no sentido

usual.

A existencia de completamentos e assegurada pela seguinte .

proposicao demonstrada em [ 4]:

PROPOSIcgo 3: Seja (X,v) um corpo valorizado e sejam (, 0 e
& como anteriormente. Entdo ¢ induz uma valorizagao v do cor-
po K = c/0 e uo: (K.v) —> (ﬁ,G) e . um completamento onde

uix) = {x}i ey 0 para todo x € K.

EXEMPLO: O compleéamento- 1@p,§p) de (Q,vp) & chamado corpo

dos numeros p-adicos.

TEOREMA 2: Seja (K,v) completo e L/K wuma extensao finita. En
tdo existe mo maximo wuma valovizagao W de L que estende v e

(L,w) & completo.

DEMONSTRACAQ: Ver [ 4].

Se considerarmos L/K uma extensio algébrica nio teremos
(L,w) completo, mas ainda vale um resultado muito Uutil gue & con
quéncia do fato de que toda extensao algébrica € a unido de suas

subextensoes finitas.

COROLARIO: Seja (K,v) complete e L/K uma extensqo algeébrica.
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Entdo existe no maximo uma valorizagdo de L que estende v .

3. EXTENSOES DE ANEIS DE VALORIZACAO

Seja L/K uma extensao arbitraria de K. Sejam A e B anéis
de valorizacdo de K e L, respectivamente. Dizemos gque B esten

de A se A =R NK,.

Note que gqualgquer anel de valorizacao de L estende exatamen
te um anel de valorizacao de K, a saber, B N K. Enguanto gue
dado um anel de valorizacgao A de K, existe pelo menos um anel
de valorizagéo B de I gue estende A. Estaremos interessados

no caso em que L/K & extensao algébrica.

PROPOSICAO 4: Segjam A um anel de valorizagao de um corpo K ,
L/K wuma extensde e D & o fecho integral de A em L. Entao sdo

equivalentes as seguintes condigoes:

(1) L/X é uma extensdo algebrica e D & um anel local (anel

eom um unico ideal mazximall;
{ii) Existe ﬁm inico anel de valorizagdo de L que estende A ;
(iii) D & um anel de valorizagao de L.

Nesse caso, D e o ﬁniéo anel de valorizagao de L que estende A,
Esse resultado junto com o Teorema 2 assegura que se L/K

for extensao finita e (K,v) completo entap't) & completo.

Seja L/K uma extensdo arbitraria e sejam v e w valoriza-
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coes de K e L respectivamente. No caso de w ser uma extensao
de v, isto &, v = w_/'K; o anel de valorizac;;*_?io B de I, corres-
pondente a w estende o anel de valoriz.agé_io A de K correspondeg_
te a v . Qualquer valori_z.agé,o w de I estende exatamente uma va-
1oriz.ac;$io de K, a s-a_ber,- w/K. P.or outro lado, dada uma valori—'.
zagéo v de K e um anel de valor-izagéo B de L gue estende o
anel de Valori_z.ag{sio A corres_pondente é v, a restr-ig_éo a K de
;:;ualquer valoriz.aé_éo w de L correspondente a B e equivalente
apenas a v-, Sendo assim; podemos mostrar gue w pode ser esco-
lhida de modo.que w,fK = v. Feito isso, o grupo de valores G de
w contém o grupé de valores H de v. O par _(G,',H) e determin_é_
do por B e A a menos de isomorfismo de grupos ordenados; porta_zi
te o indice (G:H) depende apenas de B e K{‘ Esse indice € ché
rado de {ndice de ramificagao € é d'enota‘do-plor eB[K cu simples-
mente e . Chamamos de grau residual de B/K e denotamos - por

f ou‘; simplesmente f , ac grau da extensao [B/MB : A/MA] .

B/K
Se L/R & uma extensao finita entdao e.f < [L:K] para qual
quer anel de valorizacao B de L. Se K & completo e L/K sepa

ravel, entao vale ef = {[L:K]. Com esse resultado; provamos o©

TEOREMA 3: Seja L/K uma extensao finita e A um anel de valorz

zagio discreto de XK. Entdo qualquer anel de valorizagao B de L

que estende A e discreto.

DEMONSTRACAC: Seja v uma valorizacao discreta de K correspon-

dente a A e seja w uma valorizacgao de I com grupo de valores

BIBLIOTECA
IMEOC
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., correspondente a B e que estende v . Pela afirmagio ante-
rior gue precede esse teorema, G/%Z é finito, logo existe n €N,

n £ 0, tal que a aplicagdo & r—>nd (8 € G) & um isomorfismo

de G num subgrupo discreto de IR. Portanto w & discreta. .

A fim de demonstrarmos o Lema de Hensel vamos fixar algumas

notacdes. Sejam v uma valorizacdo discreta de posto 1 de um
corgco K, A 0 seu anel de valorizacao e X uma indeterminada .
A aplicacdo candnica a+—> @ de A no corpo de residuos K de

termina um homomorfismo de anéis de A[X] em X[X] definido da

seguinte maneira: se f(X) = ao+alx+...+anxn € AfX]., . entao
£(X) —> F(X) = §0+alX+...;5nxn € R[(x]. Quando F(X) #£ 0 dire-
mos que f(X) & primitivo. Além disso, para f(X) = ao+...+anxn

em ¥[¥] colocaremos V{f) = min {v(ao).i--rv(anl}-

LEMA DE HENSEL: Seja (K,v) um corpo valorizado discreto com-
plets 2 seja F(X) € AX] wm polinumic pPimitivo. Suponha que
G{(X} 2 H(X) sao polinomios relativamente primos em R [X] tais
que  £(X) = G{X)H(X). Entao existem g(X) e h(X) em A [}

tatz gu=2
(1) £(X) = g(X) h(X);

(i1) g(x) = ¢(x), hX) = B(X);

(111} 3g(xX) = 3G(X).

DEMONSTRACAO: Sejam 3E(X) = s e 03G(X) =r de modo que

2T(X) < s e 3m(¥) < s-r. Existem g,;(X} e hj(X) em  A[X]
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tais que §l(x) = G(X), El(x) = H{X}, agl(x1.= G {X) - e
hl(X) = 3H(X). Como G(X) e H(X) sao primos entre si; exig_

tem a{X) e b(X) em A[X] tais que
26X «BXAK = 1.

Entio f-g;h, € M[X] e agl%bhl—l € M(X]. Seja

e = min {3(£-g;h), Flagy+bh,=1)}. Se ¢ == ento £(X) =g, (K)h, (X)
e terminamos. Suponha portanto que 0 < ¢ < © e escolha 1T € K
um elemento primo, tal gque v(7) = 1. Assim £ = glhl(mod T,
isto &, f-glhi ~TA[X] ou Gifnglhl) >e > 1= win) e temos
§1 = G, ﬁl = Hi 39y = 3G = r e dhy $ s-x. Agora provamos por
inducao que para cada i = 1,2,... existem gi(X)f hiDQ € AfX]

tais que

(1) £ = g.h, (mod m);

(2} g

i-1 - i-1 ,
9i_1 {mod ), hi. = hi 1 (mod = Y, 1 > 1;

(3) g, = ¢ e h,

fd;
1 1

(4) 3g., = 36 =1r e 3h., < g-r.

1 1 —

Ja demonstramos esse fato para i = 1. Suponha por indugdo gue

tenhamos construido os polindmios g9; e hi para i=n-l, n > 2.

n-1

Ponha gn(X) = gn_l(X)+ﬂn—lu(X) e hn(X) = hn_l(X)%w t{X) camn

os polindmios u{X) e t(X) em A[X] a serem determinados. As

sim as condigoes (2) e (3) se verificam para i = n. , Como

n-1 Zn-2
u

gh =g b 47 (gn—lt'+hn~lu)'+ﬂ t e 2n-2 > n, temos
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= n = = n—'l n
f = gnhn(mod L £2 g, byt (gn_lt-khn_lu)(mod o) .
Por hipdtese de indugao,
f-g_ .h
n—-1"n-1
= =
W i alxl,
m

= n = I . [
logo f = gnhn(mod T) S w 2 gn—lt.%hn-lu {mod w). Agora resta
nos escolher escolher u e t. De agl-kbhl = 1l(mod n) temos
Wagl +wbhl £ w (mod m). Pelo algoritmo de Euclides podemos escre
ver w(X)b(X) = g(X)g; (X} +u(X) com 3u(X) < 3g,(X) = r. Sem per
da de generalidade podemos supor gque §(X) & moOnico e tomar
g; (X} € AfX] como sendo mdnico. Segue-se  desse modo que

u{X) € A[X}]. Logo (wa+th)gl+uh:L = w{mod 7). Seja t o polind
mio obtido substituindo-se todo coeficiente de wa+th divisivel

pc: m por 0. Entidc t & aAlxl e

* =

(*) tg, +uh; = w (mod =) .
Como -1 s gl(mod T) e hnui = hl(mod m), a condigao (1) & sa
tisfeita para 1 = n.  Falta apenas mostrar (4). Temos °g, =
=389, 4. = r poils du< r. Também, se dh > s-r, entdo Bdt>s.
Como 8w < Euhl <s e gy & ménico com aql = r, a relacdo '

(*) dad uma contradicdo. Portanto ahn < s-r e a construcao esta

completa.

Para i =1,2,... escreva gi(x) = aél)+a{l)X+...+aél)xr

(i) - : : |
= = =
onde a. A, Entao para } | 0,1,...,1‘, g, r1 _.. g. (mod m )
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(i41) _ () i (1)
a. = aj (mod n7),  logo {aj }ienq
)y

implica & uma sequéncia

de Cauchy. Como (K,v} & completo, lim {aj iem = aj €A .
_ x R i
Ponha g(X} = a0+alx+...+arX . Como aj = aj )(mod T}, temos
g(X} = qi(X)(mOd »ty, i =1,2,... . - Analogamente obtem-se
5-r - - : i
= = | =
h (X} bo+b1X+...+bS_rX A[}] com h(X) hi(X)(mod 77} . Por

g {X)h (X) (mod 7T) para tedo i, de mo-

tanto f(X) = gi(X)hi(X)

do que f(X) = £(X)h(X). Finalmente, g = 51 = ¢, h =Ei =5 e,

como 3g; < r, 3h < s-r e 3f = 3g+dh e segue~-se que 3g=r =00,

OBSERVAGAOC: Esse resultado pode ser obtido sem a hipStese adicio

nal de G(X) & ménico como & feito em [4 ].

Uma consequéncia importante do Lema de Hensel & dada pelo

COROLARIO: Suponia que £(X) € AlX]l e que o € K & uma roiz sim

ples de £(X). Entdo existe um clemento a € A tal que a =a e
f{a) = 0.

DEMONSTRAGAO: Por hipdtese, f(X) = (X-a)H#(X) com X-a e H(X)
relativamente primos. Aplicando o Lema de Hensel temos £(X} =

= g(X)h(X) onde g(X) eh(X) € A[X] e g(X) & mdnico de grau l.

Portanto g(X) = X-a para algum a &€ As
Dizemos que um corpo valorizado (K,v) & henseliano se ele
verifica a propriedade descrita pelo Lema de Hensel.

0 resultado seguinte & fundamental para o desenvolvimento do

Capitulo 4.
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TEOREMA 4: Sejam A um anel de valorizagao discreta completo de
um corpe K, L/K uma extensao finita e L ¢ K o8 corpos de re-

siduos de B e A, respectivamente. Suponha que L/K & separa-

vel. Entao B tem uma base sobre A camposta de potencias 1,x,
...,xn_l de um elemento X.
DEMONSTRACAO: Sejam e o Indice de ramificagac de L/K e f =

= [L:X] tais que n = ef. Seja 7 um elemento primc de B e seja
x € B um representante de um elemento primitivo para a extensao
residual L/R. 0s ef elementos x'73, 0 <i <f e 0 <3j <e

530 linearmente independentes sobre XK. De fato, suponha que exis

tem aij €& K nao todos nulos tais que

f-1 e-1 L
T 5 oa.. xt wd = 0 .

Podemos supor que w@boﬁp)ug_w(aijrj)- para todos i, onde .

& a valorizacao associada a B tal gue w/K & a valorizagao asso

ciada @ A. Entao a desigualdade & estrita para todo 3§ > 0. Ca

- . .. . (] ) N -
so contrario, se w@boﬁ ] = w(aijnj) para algum 7 > 0, teria-—

mos wi{n")-w(nl) = w(ai )—w(aoo)E w{K*}) o gue significa w(r®) =

3
= w(wj), uma contradigao & escolha de w. BAssim, da eguagao de

dependéncia linear obtemos

0 J
f-—l El. T x f—_l e-l o PR () . .
z 10 xl = = I r =1 xl S M. .
i=0 a o : i=0 <=1 a o B
i= oo™ i= J= .




f-1 aiOTI'O - _
Portanto I (__—_ﬁ ) X0 =0 contradizendo a escolha de x.
i=0 RN
Seja agora Ty Um elemento primo de K. Entao m e Ty
sao associados em B; isto &, weB = nKB. Seja E=f§l Axl. Temos
i=0
entdao B = E+uB. Com efeito, E+mB CB; e se o € B entdo
- - - - - -f-1 ' -
= a +a,.x+...+ X o .o S i
a o al af—l com ao, 'af—l A e assim
" _ £-1 .
a =a ta;xt...+ ap (X + Ta com € A. Segue-se que
B = E4n (E+1B) = ... = E+nE+...+15 TE+nCB .
. . e-1 ' ij
Seja M = E+rE+...+7 E. Observeque M= % ® Ax #- . E su-
. i J

ficiente portanto mostrar que M = B. Primeiro temos

_ e, _ _ _ r—1 r
B = Mtn B = M+TTKB = ,.. = M+1TKM+...+TrK M+TTKB

para todo r > 1. Como ﬂ;E C E para todo s > 1, tem-se que

n;M CM edali M= M+wKM+...+n§-1M para todo r > 1. Isso sig-

nifica que B = M+w§B para todo r > 1, Como {ﬁ;B/r =1,2,...1}
& um sistema fundamental de vizinhangas de 0 em L, concluimos
que M & denso em B. Por outro lado, {xlw? / 0<i< £, 0 <j<el

€& parte de uma base de L sobre X e A & aberto e fechado em K.

Como a aplicagao E F—> (aij)i 3 onde £ = I aijxl"j com
' L
: 1,7
aij €A & um isomorfismo topoldgico (e algébrico) de M em A}eﬂ,
temos gque M = L ®@Ax 7] & fechado em I, e em B. Portanto M=B.

i,3
Finalmente, o elemento x pode ser escolhido de modo gue

exista um polindmio ménico R(X)} de grau f com coeficientes em
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A, tal que R{x) seja um elemento primo de B. De fato, vamos
primeiro escolher x tal que L = K(X). Seja R um polindmio md-
nico com coeficientes em A cujo reduzido R & o polindmio mini-
mal de %. Entio wi(R(x)) > 1 pois a imagem'de R(x) em L &

zero. Se vale a igualdade ent3o R(x) ja & um elemento primo . de -

B e acabamos. Caso contrario, w(R{x)) > 2. Seja h um elemento
qualguer de valor 1 (h € MB). Pela formula de Taylor
R{x+h) = R(x}-%hR'(xJ-+h2b

com b € B, Como L/K & separdvel, X & raiz simples de R e

temos R'(X) # 0; logo R'(x) & inversivel, dal w(R'"{x})) =0
e temos w(hR'(x)} = w(h}+w(R'(x})) = w{(h) = 1. Como os outros ter
mos em R(x+h) tem valor > 2,

w(R(x+h)) = min {w(R(x}), w(hR'(x)), w(h?b}} = 1.

e portanto x+h & a solugao.

Terminamos agora a demonstracao do Teorema 4. Escolha um ele-
mento x como acima e faga m = R{x). Pelo gue mostramos inicial

mente, 0s produtos le(x)j, 0 <i <f e 0 <j <e formam uma '

base de B sobre A. Portanto B = Alx] e como x satisfaz um
-~ - . -~ . 2
polindmio ménico de grau n, segue-se que as potenclas 1,x,x",
n-1
vesrX formam uma base.
A

Dizemos gue uma extensao finita L/K & ngo-ramificada quando
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(i) f = [L:K]l ;

(ii) L/K & separavel.

Uma extensao finita L/K & chamada de totalmente ramificada se
e = [L:X] . Nesse caso nenhuma hipdtese & feita sobre a separabi-
lidade de L/K pois L/K & totalmente ramificada se, e somente
se, £ =1 se, e somente se, L = K. Nio hid modificacio no cor—

“ po de residuos.

O resultado seguinte, gque usaremos na caracterizacdo de ex-

tensoes totalmente ramificadas L/K onde caracteristica de R
nao divide e = [L:K] , no Capitulo 4, conhecido como Lema de
Krgsner, estabelece gque K(a) = K(B) para guaisquer dois elemen-

tos separaveis sobre K que estao suficientemente proximos na to-
pologia definida pela (nica extenszo de uma valorizacao henselia-

na de K.

Seja @ o fecho algébrico de K. Para qualguer o € @ seja

Ca = {co / a € G} onde G = Aut (2 /K).

LEMA DE KRASNER: Sejam A um anel hemseliano de K e w uma valo
rizagdac.de § tal que w/K corresponde a A. Se o e B € Q sgao
tats que W(B~a) > max {w(a'-a); a' € Ca\ {a}} entaec Klo,B8) e

puramente inseparavel sobre KI(B) . Além disso, se o & separavel

sobre K entao K(a) C K(B).

DEMONSTRACAO: Como o grau de separabilidade de K(a,B8) sobre

K(R) & igual ao nlmeroc de K(8}- monomorfismos p tK{a,B) —> @
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e gualguer desses p'é a restfigéo de algum K(8) - automorfismo
de @, basta provar que qualquer ¢ € Aut (2 /K(B)) induz identi
dade 1 de K(o,8). De fato, temos wWoo = w , logo
K(a,B8)
W(oco—a} =w((B-a)-(oB-oa)) > w({f-a) > w{a'-a) para todo a'eta}{a}.
Isso implica oe = o. Portanto o K(a,8) ~ 1K(a,B) para qualguer
o € Aut (9/K(B)). Assim, se o & separadvel sobre K, entdo
K(e,B) & separaivel sobre K{(B) e como [K(a,B) :K{(B)} & o nime-

ro de K(B)-monomorfismos de K(o,8) em @ que € igual a 1, se-

gue que [K(a,B) :K(B)! =1 ou seja K(a) C K(B).

3. COMPLETAMENTCO DE ANEL LOCAL

- Entendemos por anel local um anel noetheriano R com um ani-

co ideal maximal, gue denotaremos por .

Se R & um anel local entao pelo Tecrema de Krull, N =(0).
n=1.
Assim podemos definir scbre R uma topologia tomando as poténcias

{¥”} como base de vizinhancas de J. Esta & a topologia M-adica -
o
do anel local R. N ¥’ = (0) significa gque R com essa topolo

n=1
gia & um espago Hausdorff.

Uma sequéncia {a_} € de elementos de R & uma sequén-

n'n
cia de Cauchy se dado um nimero natural N, existir no(N) tal
N
- €
que a_ -a_ ., M~ , sempre que n > nO(N).

Dizemos que R & completo se ele & completo na topologia M-
adica ou, eguivalentemente, se toda sequéncia de Cauchy de elemen

tos de R converge em R.




CAPITULO II

CORPOS COMPLETOS E O TEOREMA DE REPRESENTAGAQ

Neste capitulo desenvolvemos o bem conhecido teorema de re-
presentacao por séries de elementos de corpos valorizados comple-
tos a valorizagoes discretas. Trafamos de exemplos candnicos, em
bora_nﬁo falte um ponto de vista original no caso de alguns exem-
plos., O teorema de representacao citado aqui & um resultado chave
para compreender o fecho algébrico do corﬁo de séries formais
k{({T)} sendo k algebricamente fechado. Teorema este desenvolvi—

do no capitulo IV.

Seja A um anel de valorizacio discreto completo com  corpo
de fragdes K e corpo de residuos K. Fixemos um elemento primo
# de A‘-e escolhamos o conjuntoc § de representéntes de X em A

tal que 0,1 € §, embora isto ndc seja necessario.

No que segue, a convergéncia se refere @ topologia do corpo

valorizado conforme paragrafo 2, Capitulo I.

LEMA 1: A série s, a com s, € S ¢ convergente em K,
. n=0 .
DEMONSTRACEO: Considere a sequéncia de somas parciais
m ' :
{ s, “n}m=0 = {xm}. Seja r o primeiro nimero natural com

n=0
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s, # 0. Entao v(xm) = r para todo m > 0 e, se m < m',

v(xm.~xm) > m+l. Logo, dado N suficientemente grande, se rO==N
oy ] 1 -

entac ¥m,m' > r . com m <m', v(x.-x) > r_ . Portanto {xm}

& uma consequéncia de Cauchy. Como K -& completo, ela converge e
seu limite & I S_ 7w .
n
n=0 O

LEMA 2: S r €% e s €S para todo n > r, entao

B8 ' & convergente em K.
n=r
DEMONSTRAGCAO: Se r > 0 esse resultado segue do Lema 1. Seja
r <. 0. Pelo ﬁema 1, pX 5. = %, digamos. Entao z Sn =
-1 n=0 : n=r
n . :
= x + I Sy T mostrando a convergencia de b s, al,
n=r - n=r il

O seguinte resultado proporciona uma representacao eficiente
de elementos de um corpo completo com respeito a valorizagao dis-
creta. Ela sugere gue 05 corpos desse género tem uma estrutura

mais simples a tratar.

TEOREMA 1 (TEOREMA DE REPRESENTACAO): Todo elemento a € A pode

® n

ser escrito de modo unico como uma série convergente a= I S,
' n=0

com 8 € 8. Analogamente, todo elemento X € K pode ser escri-

to ceome X= L s-ﬁn onde V(X)) = r =min {n € Z;: s # 0} .
n= » n
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DEMONSTRACAO: Seja a € A. Por definicdo do conjuntc S de re-

presentantes, existe um 5 €8, o qual.pode ser 0, = tal gue
a-s, = 0 mod . Logo a = S taym para algum ay € A, Supo-
nha, por indugao, gue encontramos Sn—i € 5 tal gue
a=s_ +8, 1T +...+ 8 Al g ot para algum a_ € A. Entao exis
C 1 n~1 n n i =
te Sy € 58 tal gue a -s, = 0 mod v, o gque implica na exXistén-
. e * - . - . -
cia de a iy A tal que a, sn‘+an+l“' Da hipotese de indu
o [ — . r1=
?ao segue-se que a so-fsln,+...+ (sn-+an+lw)ﬂ Syt 8T ta..t
s 1" +a 7"l Agsim, por inducdo, temos uma sequénei {s_1
n n+l * + P §a0r que @ n
de elementos de S. Considere agora a série Z snnn. Esta sé-
n=0
rie converge pelo Lema 1. Mostremos que a= 1 s_ 7. Ora,
_ n=0
_ n n+l - - -~
a =s tsm t..t s wita o0 . Se {xm} 2 a seqguéncia das
somas parciais do Lema 1 entao v(a~xm) = V(am+l Wm+1) > m+l. Se

N & suficientemente grande entdo para todo m > N, v(a-xm) > N.

Logo lim {xm} = a, ou seja, a = I Snﬁn. Isso. mostra que  to-
n=0
do elemenio a € A & da forma a = I st'. Se x € K entdo
: n=0
r . -r -1
vix) =r = v{r). Dai vi(xr ) > 0. Logo xu €A, donde
xr T = I s_mol. Segue-se gque X = I 8 S - Fi
_ n - n n =
n=0 n=0 n=r
nalmente, observe que se v(x}) = r, entao v(xw_r) = 0. Dai
-r _ - r r+l
X = so-%alw com s # 0. Logo x = ST .+Sr+l , +... oom
S, # 0. Portanto, v(x) = min {n € %; s, # 0},

Para estabelecer a unicidade da representagao acima, observe

- n :
que pelo Lema 1, toda sequencia It on com tn €85 converge
n=0




. N n - n . :
em K. Assim, se a = ¥ s 7 = I t com s e t em S
o n=0 n n=0 n n n !
~ n _ _ .
entao ni(] (sn-—tn)ﬂ = 0. Se Sp tn 75'0 para algum n > 0, seja
r o primeiro inteiro tal que s_ -t_ # 0. Entdo v( I (s -t )n') =
0 x r _ n n
o o n=0
r, enguanto que v(0) = =, uma contradigao.

=y

OBSERVACAC: A demonstrag@o nd3o requer que 0 e 1 estejam em S -

Por exemplo, se escolhemos 7 e 1 como representantes de 0 e 1,

respectivamente em fi, entao a representagac de 0 € a seguinte:

0 =w7.1l~-1.n +'Tr.'lT2‘—1.Tr3+TT-1T4 ——l1r5+... Se escolhemos O COomo

o

: - ~ n
representante de 0 entac 0 = % s 7 onde s, = 0 para tocdo
n=0

n > 0. Por isso escolhemos S5 tal que 0 e 1 pertencessem a S.

A escolha adeguada do conjunto S de representantes & impor-
tante para uma melhor compreensao do corpo completo K e melhor
apresentz;ao dos seus elementos. Por exemplo, seja K = Qp O

corpo dos numeros p-adicos, ou seja, o completamento do corpo ¢

dos racionais com relacdo & valorizagido p-adica. Entdio, K = Z/pZ,

e uma escolha para S pode ser S = {0,1,...,p-1}. Assim, todo

elemento a € K pode ser escrito de maneira uGnica como

a= I snpn, r €@ e 5, € {0,1,...,p-1}. Nesse caso, a sé-
n>r

rie b snpn € chamada de desenvolvimento p-adico ou representa
nxr

cao p-adica de a. Uma outra escolha €& obtida da seguinte manei-

ra: como A & henseliano e K & um corpo de raizes de Xp_l—l,

K contém todas as ralizes (p-1)-&simas da unidade, 1l,w,. ..,wp_z.
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Consideramos entao o conjunto de representantes EP={0qu,.",wP_2L

Duas perguntas interessantes surgem naturalmente: Se X =

= 3 snpn com s € {0,1,2,...,p¥l} entao guais as condigles
n>x :

para que x. seja (i) racional e (ii) algébrico sobre ¢7? Elas

sd3o relevantes pois QpiQ é extensao transcendente. De fato, se
(K,v} & um corpo valorizado completo discreto e S & um conjunto
de representantes de K; como #K =#Y onde Y= {f:% > s§;
ftn} = 0 quase sempre se n ; 0} e #Y > (#S)NO > 2 O, temos
gque K & nﬁo-enumerével; Em particuiar, é% & nao-enumerivel e,

portanto, é%|Q & extensic transcendente.

A segunda perqunta & certamente dificil e permanece em aber-

to até hoje. Vamos responder a primeira:

o~ - - . ° n - »
PROPOSICAC 1: Um numero p-adico X = ngn a,mw € racional se, e
o
somente se, o Seu desenvolvimento p-adico & periédico, isto &,
extstem inietros h > n, e L > 1 tais que a, = a iy para
n > h.
DEMONSTRACAO: Rasta mostrar que vy = I anpn & racional se, e
n>0 S
somente se, a série b anpn é peridbdica, pois qualquer nlmero
n>0
2 n,
p-adico x & da forma X = p .Y COm ng € 2. Suponhamos inj-
cialmente que a série ¥ anpn € peribddica. Entao existem in-
n>0
teires h >0 e & > 1 -tais que a, = a,., para todo n > h .

- 2 h-1
Egcrevamos b = ao~+alp-pa2p +.. .+ ah-l p e




1 22

). Entao y = b+c-(l+p£+p L PR B
1

1-p

7 due € racional pois be ¢ € Z. Reciprocamen-

__h -
C —-.p (ah+ah+lp S P ah+£.—-l P
28

i - N 2; ) -
Como a serie l1l+p +p”" 4+... converge e sua soma &

3 I te_

l-p n_

min

te, se y & racional entao x = p onde n_, r e s € 7@ com
s>0, (r,8) =1 e (p,r} = (p,s) = 1. Basta mostrar entao gue

= - ) r - - 2 :
o desenvolvimento p-adico de y = = © periodico. Observe ini-

cialmente que se 0 < ¢ < p'-1 entdo & periddico. De fa-

l-—pm

to, da condigao 0 < ¢ < p-1 tem-se que ¢ & da forma c = c, +

m-1 , ~
t Cqp te.ut € 1 P onde ‘¢ € {0,1,...,p-1}. Entdo
c _ ’ m-1 m. _2m .
- = (co+clp +oaat Cpq P ) (L+p +p7 +...) =
.-_P
B m-1 ™ o1 2m-1 2m
= co+clp +o..t Cm-—lp +cop +clp ...t Cm—lp -!-cop +...

- -, . - m ~ . .
@ uma serie periodica., Se b > 0 e 0 < ¢ < p -1 sao inteiros,

entac b + cm também tem desenvolvimento periddico pois a sé-
- P-P

rie de b & finita. Afirmo gue todo numero racional g # 0, com

s >0, (r,s}) = (p,r) = {p,s) =1 €& da forma I = p+—EC — com

b>0 e 0<c=< p-1 para algum m > 1. Com ‘efeito, sendo

(p,s) = 1 existem inteiros m e t > 1 tais que pm—l=st, peis

(p,s) =1 implica p € P(s), grupo multiplicativo dos inteiros

primos em relacac a s com multiplicagdo mddulo s, e basta tomar

mos m = 0(p). Dai p" = 1mod s ou seja p -1 = st. Entao
Y _rt _ rt o : .
s~ st - m . Se r > 0, pelo Algoritmo de Euclides existem

r -1
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b'(pm—l)+c' o

f

inteiros b"i 0 e O < ¢! < pm—l. tais que rt
. . - . .l -
que implica It . opry ; . Se ¢' =0, ¥ & nimero natural

e logo periddico. Se ¢ > 0,

. P TP
Lt o pra) + S 2R 2D o ey R Sllel Ly, ©

(
m—

p -1 p -1l p -1 1-p"
—_ 1 _ m 1 . mn *

onde b =Db'+l > 0 e ¢ = (p-l)-cC com 0 < ¢ < p -1. Assim
obtemos a forma desejada de g-. Se r < 0 entao E = -%; com
. ¥ - - : N .
r' > 0, Pelo primeiro caso %; e periodico e pelo lema a seguir
. ]

g = ~%; & também periddico.

LEMA 3: Se um numero p-adico x tem repregsentagac pertodieca, o

mesmo aeontece com —X.

DEMONSTRACEO: £ suficiente considerar o caso onde X=a_ta praspt. ..

com a # 0. Suponhamos que o periodo de x seja b3 e qﬁe

B8y qreeer@p,, | SE Tepetem. Entao
B h-1 h ' h+f~1 kg
X"—ao"‘alp +-ol+ a}]"‘lp +a]'lp +...+ a'_h_—l—g—lp +ah+£ p +.o-
onde ap = anie ¥ n > h. Ora, . pela  adigao em Qp ;
= 2 -
-X = boékﬁp-szp +..., onde ag + by, z 0 (mod p) etc., e se
v(x}) = r, entao a +b =0 {mod p) e ai4~bi+ 1 =0 (mod p)
¥i>r., pal b . =b , ¥n2>htt. Assim -x também tem re-

presentagao periddica.
O

BIBLIOTE C~
IMECC
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4
EXEMPLO: Tome X = l-¥2p-b392-r93-+2p -i-3p5 +... onde p = 5,

X tem periodo 3 e h = 0 acima.
-X = 4-+2p~%p2-+3p3-F2p4-Fps-kép64-2p7-¥p8 foes o

o qual tem periodo 3 e h = 3,

Consideremos agora o conjunto de representantes T = {0,1,w,
,..,wp“z}. A periodicidade da representagac de um elémento de Qp
€ invariante com relagao a mudanga do conjunto de represéntantes?
A resposta € negativa: mostraremos adiante que em @Qg, 2 nao tem
representagﬁo pericdica guando usamos T, embora isso ocorra gquan

do usamos o conjunto S, pois 2 & inteiro e o seu desenvolvimento

5~adico & uma série finita, portanto periddica.

Antes, porém, estudemos uma situacao mais geral. Seja K um

corpo completo com respeito a uma valorizacao discreta e suponha-

mos que o corpo de residuos K & Tinito. Seja S um conjunto de

representantes de K contendo 0 e 1. Seja D o conjunto de to-

das as séries de K escritas usando apenas 0s representantes 0 e

l.
Dada uma série f = I a_n"‘ chamamos de suporte de f e de
n>n
: =0 _
notamos por sup (£) ao conjunto {n € %; a, # 0}.

PROPOSIQﬁO.Z: Com a hipotese de que K & finito, se 8 = {O,l,nz,
...,nﬁ} entdo toda série f de K pode ser eserita de maneira uni

L] - —_ E
ea como uma soma fintta £ dl-Fn262+...+n£d£ eom 4, D pa
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ra tode 1 € {1,2,...,8} distintos com suportes disjuntos dois a

dois.

DEMONSTRACAO: Seja £ = I £(n)m" onde fin) = a, . Considere
n>n ‘ '
-0
as fungoes £1rf5s..,f, definidas como segue:
r _
0, se f(n) & {0,1}

£y (n) =
L_f(n), se f{n) € {0,1}

e, para 1 < i < 2,

se f(n) & {O,ni}
fi(n) = ) .

f{n), se £f(n) € {0,n,}

w i
fl'f2""’f£ sdo séries com coeficientes em §, portanto, conver
gentes, Como K & completo, pertencem a K. E evidente que
sup (fi) N sup (fj) =@ se 1#3, 0<1i, J < g, e gque f =

= = L= =

fl Faaat fﬁ. Ora fi nidi com di D. Logo £ dl+n2d2+

I ngdg com suportes dos diudisﬁﬂﬁbs dois a dois. A unicidade
dessa representacao segque do fato de serem disjuntos dois a dois

os suportes dos di. 0

se K & finito, chamamos a representacio f = dl-+n2d2+..;+

nd onde n, €5 e 4, €D i€ {1,...,2} de vrepresentagao
padrao de f por representantes de S . Observe que oOsS suportes

de £; sao disjuntos dois a dois.
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PROPOSICAO 3: Uma série f & periddica se, e somente se, para to
dos o0s componentes £, da representagao padrao de £, o0s supor-
tes de £; eventualmente formam progressoes aritméticas de uma

mesma razdo. Y .

DEMONSTRAGCAQ: Seja f = fl+f2 +...+ £ como acima. Se 1 # 3,

2
entao sup (fi) N sup (fj) =@g. Se f & periddica, entao exis-
tem inteircs m e r tais gue para todo n > m, an'= R Logo
gup (fi} contém uma progressio aritmética com a razio r, © ter
mo inicial estando entre ay e a L q- Reciprocamente, se o0s
sup (fi) contém eventualmente progressCes aritméticas de uma
mesma razao r, entdo existe um inteiro m tal que a = a

n n+r

¥n >m pois no caso n pertence a apenas um dos sup (£;),'di

gamos ft = ntdt, entao a, =mn_ = a . etc. Logo f & periddi
ca. (]

Provemos agofa gque 2 ndo tem fepreéentagéo periddica em 5
quando usamos o conjunto de representantes T = {0,+l,+w}. Se is
SO Ocorresse, existiriam dl, d2' 63 e d4 em D, periédicos, por-
tanto racionais (Proposigao 1) tais que 2 = dy +wd, —dy-wd, .

Como 1 e w sao linearmente independentes sobre @, segue-se da

igualdade acima que 2 = dl-dB e d,-d, = 0. Logo dl = 2+d,.

Ora, dl e d3 tem suportes disjuntos e dl = ¥ an5 e d3 =
= n = =

= ¥ bn5 onde. an'bn € {0,1}, e anbn 0. De ”dl 2+d3 .
tem—-se a, = 2+bO e a_ =.bn ¥n#0. Se b0==l, ao==3 & {0,1}
- impossivel. Se b =0, a_ =2 ¢& {0,1} -~ impossivel tambémn.

(o] o
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Assim 2 ndo & periddico, se usamos T come conjunto de represen-

tantes.

A caracterizacido dos elementos de’ Qp que tém representagdo

periddica com coeficientes em T =_ﬂLl;w,”;,wp-2}=={0,to,tl,““,tp_2}

é dada pela proposigac seguinte que & consequénecia das Proposigdes

-

1 e 3,

PROPOSICAC 4: Seja D =D N Q. Um elemento f € @ tem repre-

P
sentagao peridodica no sistema T se, e somente se, existem
p-2
dl""'dp-z €D tais que f = 1 td, éa representagac padrao
‘ i=o

de f com representantes em T.

Outros completamentos de corpos obtidos de maneira analoga,
através de valorizacao discreta, e tamb&m importantes na Matemati

ca, sao os completamentos de K(X) que estudaremos a segquir.

Pare isso,definamos as valorizacoes de K(X)  triviais sobre .
K. Seja p(X) um pelindmio irredutivel sobre K. Entioc a aplica

950 vp(X) que a cada  elemento nao nulo f{(X) em K(X) associa

o inteiro VP(X)(f(X)), poténcia de p{X) na decomposigao de
f{X) em fatores irredutiveis, e Vp(x)(O) = o @& uma valorizagéd
discreta denominada valorizagao p(X)-adica. Outra ~ valoriza-

¢80 discreta de K(X) & a v_ que a cada f£(X) ndo nulo asso-

cia o inteiro -~-3f£(X) e vm(O) = w,

A proposicdo seguinte (Ver McCarthy; P.J., "Algebraic Exten-

sions of Fields"), assegura que além das valorizagoes mencionadas
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"

acima, K(X) possui apenas uma valorizagao trivial sobre K, a sa

ber, a valorizacao trivial de K(X).

PROPOSIQEO 5: Seja K um corpo, X wuma indeterminada e K(X o
corpo das fungoes racionais sobre K .. Seja v uma valorizagdo de
K(X} trivigl sobre K.. Entdo v é equivalente a uma das seguin-
tes valorizagoes:

i) a wvaleorizagao ﬁriviai de K(X);

_ii) vp(i), a valorizagac p(X)-adica;

iii) v_, a valorizagac dada pelo grau.

Passamos a tratar da escolha de representantes para 0s cor-

pog de residuos.

PROPOSICED 6: Seja v a valorizagae p{X)-adica do corpo K(X). En

tao ¢ corpe de residucs K(X)p(x)‘

onde o é uma raiz de p(X) num fecho algébrico de K. Em parti-

¢ canonicamente isomorfo a Kla),

eular, car (K(X)) = car (K(X) Se K ¢ algebricamente fe-

p(X))'
c¢hadeo entao para todo polinémio irredutivel p(X) (necessariamen
te linear), o corpo de residuos corvespondente ¢ o proprio K. Se

R é perfeito entao K(X)p(x) também o &€. Um conjunto natural de

vepresentantes de K(x)p(X)é dado por -8 = {£(X) €K[X]; 0£{X)} <3p(X)} U {0},

DEMONSTRAGCAO: Sejam

B -‘\l
a, =52 £, g0 € KIKT, 9®) A0 e p(x) ] g(x),
g (X) -
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ff(x
Mv = 1S A p(X}|f(¥]’. Seja ¢o:A_ > K(a) que leva
lg(X) _
£{X} -
=220 em L£lo) - Como p(X) nao divide g(X), g(a) # 0. E evi-
g.(X) g{ca) )
dente que ¢ & um homomorfismo sobrejetor. Seu niicleo
/.
ker p = 21X e ; o[ECY
- g (X) \g(x)/ _j
\ —
& M,. De fato, se ) 0, entdo f(a) = 0 e p(X)
g (X
divide f (X}, donde £ (% € M e ker v C M . Como MV C kervy
g(X)

segue-se a igualdade. Pelo teorema Ge isomorfismo K(X) = Av/fnafV Z Kla).
Observe gque KX E‘ETii. Segue-se que car (ETQ})'= car (K(X)). Se
K & algebricamehte'fechado e p(X) € K(X) entao gualquer raiz o
de p({X) estda em K e pelbv que fol mostradc antericrmente,
ETET-Z K{a) = K. Suponhamos agora que o corpo K & perfeito. Se
K(X) nao fosse perfeito ekistiria g €L tal que B é‘inseparé—

vel sobre XK(X). O isomorfismo ¢ de K(X) em XE(a) se estende

a um K(X)—isbmorfismo ¢ de K(X)(B) num fecho algeébrico de

K(a}). Logo ¢{B8) = x & inseparavel sobre X{a) o© que & absur-
do, poié K e perfeito. S = {£(X) € KIX]; f(X) < dap(X)} V {0}
& de fato um conjunto de representantes para K(X). De fato ,
K(a) <~ K e como KI[x] € A,, segue que o homomorfismo
{p (X)) .

¢ : A, —> K(a) restrito a § @ uma aplicagao bijetora, via a di-
visdo Euclideana. Assim § € um conjunto de representantes de
K(X)

p(X)°
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Segue o anadlogoe da Proposicdo 6 para a valorizagab dada pelo

grau.

PROPOSIGAO 7: Seja V_ a valorizagdo de X(X). dada pelo grau.

Entao o corpo de residuos R(X)_ & canonicamente isomorfo a X .

DEMONSTRAGCAO: Com efeito,

_ (& K
a, = A e ke; (E0,900) =1 e 3g(X) > 3E(X) U {0} .-
e k_g(X) —/Il
Logo,

e _(F L B o _
KX =a /M =.=—=+M_; (EX),g(X)) =1 e 3g(X) =3£X): U{M_]}.
v v v g A , v

£ (X) — - _
Ora, dado em K(X) tal que (£(X),g(X})=1 e 3£fX) =34,
g (X) .
pelo Algoritmo de Euclides existe s € K e r(X) € KI[X] tais
que f(X) = s.g{X)—fr(X) com 3r(X) < 3g{X) ou ri{X) = 0. -\

aplicagcac ¢ de KX}, ~em K que associa a cada elemento

£i§l~PM o elemento s como acima & isomorfismo de K(X)v so

glX) v, %
‘bre K. Assim um conjunto natural de representantes & dado por K.

Segueh-se 08 énélogos ao resultado da Proposicgao 1 sobre re-

presentacao periddica nos corpos K(X)p(x] e K(X)_-

PROPOSIGAO 8: Seja p(X) wum polindmio ivredutivel sobre o corpo

K. Entdao um elemente ¢ de K(X)p(x) admite representagac perid
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dica se, e somente se, U & uma fungao racional da Fforma
f (X}

L= z onde f£(X) e um polinémio, r >0 e & > 1
p (X) (1-p~ (X))
sao inteiros.
DEMONSTRACEO: Sabemos que ¢ & escrito como ¢ = £ ap (X) em
_ | n>n_
K(X}p(x). Suponhamos gue esta representacd@o seja periddica. Con
sidere inicialmente n_ > 0. Entac existem inteiros h >0 e

O

2 > 1 tais que

h h+g-1

_ \ -1 h
g = ao+alp(X)+.:.+ah_lp (X)+ahp (X)+"'+ah+z—1p (X) +
h+¢
+ 8 4o P (X) +...
= .. _. .h, . h+z-1,.,
onde 8., = &, para todo n > h.Seja y—aﬂp(éyh..jh+bﬂp (%) .

Entao

' , h-1,. 1) 22
r = ao+alp(X)+...+ah_lp (X)+y (1+p7 " (X)4p " (X)+...)

I

ao+alp(x)+...+ah_lphﬁl(x) +.ﬁ—w%%——~
1-p~ (X)

pois a série l+p2(X)+p2£(X)+... converge para ———— Dna topo
_ : 1-p~ (X)

logia p({X)-adica do corpo completo K(X}_ ,,,.- Assim z = £

' ' p(X) 1p* %)

onde f(X) & um polindmio.

Reciprocamente, a representacac no corpo completo K(X)é(x)
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£(X)
1-p" (X)

£ > 1 é inteiro, € evidentemente periddica.

de uma fung¢ao racional onde f(X} & um polindmio e

Considere agora n < 0. Se ¢ =- L anpn(X) & uma repre-
n>n
-0

séntagao periddica, entado existem inteiros h > n, e % >1 tais

que
o -1 | h-1 h
[ = anop (x)+7..+a_lp (x)+a0+alp(x)+...+ah_lp (X)+ahp (X)+...
onde a .4 = &, Ppara todc n *» h. Sejam r = D 0 e
h h+8-1 .
Y = a.p (X]+.:.+ah+2“lp (X). Pelo mesmo argumento anterior

1
pr(X)

r = (a_ +.;.+a_lpr—l(x))-+ao+...+a Bligy + X |

h-1P

Portanto,

£{X)

e (%) (1-p* (X))

onde f(X) & um polinSmio.
Reciprocamente, a representacdo no corpo completo K(X)p(x).

de uma funcio racional como acima & também periddica.

Observe gue nem toda fungao racional & do tipo descrito aci-
ma. Com efeito, considere por exemplo K um corpo de caracteris-

tica zero, p{X) = X-1 um polindmic de K(X) e a fungao racio-
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nal 1 =L . se L £(X) para algum poli-

2-{X~1)  3-X 3-x  pf(x) (1-p*(x))
nomio f(X) e inteiros r > 0 e ¢ > 1, entdo > pr(X)(l—pg(X)) =

= (3-X)E(X). Logo (3-X)|pr(X)(l—p2(X)). Como (3-X) & irredu-
tivel sobre K, (3-X)|p(X}) ou {B—X)\(l—pi(x}s, Como p(X) e
também irredutivel, a primeira alternativa nao se verifica. Dal
f3—X)[(l—p£(X)), isto &, l—pg(X) = (3-X)g(X) . para algum g(X).
Mas para X = 3, sedue-se dessa igualdade que 1—2£ = 0, uma
contradigao pois L > 1.

a

. a
'PRDPOSIQﬁO 9: Seja -t = T ~§ ;, N € Z, um elemento de KOOW.
n3p0 X ©

A representagac de € e periodica se, e somente se, L & uma fun-

gdo racional da forma hf(i) onde £(X) & um polinomio, h > r
B X (x7-1)
e 2 > 1 sao inteiros.
. cl
DEMONSTRACAO: Suponhamos que a representagao ¢ = I —% & pe
' ) n>n, X
riodica. Considere inicialmente n, > 0. Entaoc existem inteiros
h >0 e 2 >1 tais que
a a a a
¢ = a bk et BTy B bl Thed
© B X X o
| . % Shep-1
onde a . ~ &, para todo n > h. 8Seja y = ;E+"'+§HiE:I . En

tao




a a
1 h-1 1 -1
= +—= +... — =
z ay *x + o7t y{l + . + w1 +,.. )
X X
a a y
1 h-1
= a_ +-— +...+ +
o X -1 T i
X
. - . L 1 : 1 .
pois a série 1l+— + —— +... converge para . na topologia
2 29 _ 1
X X l-_-—E-
do corpo completo X{X) . Logo X
. h+g
- 9x) |, yX* _ Xg(X) + yX
5 h=1 3 )
X . X%-1 X (X*-1)
onde g(X}) = a Xh_l+...%a . Assim ¢ = 0.9 onde f(X) &
o} h-1 h
. X' (X -1)

um polindmio.

Reciprocamente, se ¢ & uma fungao racional da forma ;EEQ%——
- (X -1

onde f(X) & um polinémio e h >0 e 2 > 1 sao inteiros, en-

tao

£{X) - £(X) _ £{X) (1 + T

Mt-n a4 xt x*

X

‘e portanto tem representagao periddica.

a .
. n -
Considere agora n, < 0, 8e ¢ = & — € uma representa-
n>n_ X
: -0
gdo peribdica, entao existem inteiros h >n_ e 2 > 1 tais que

= a  para todo n > h. Sejam

Xh Xh+2—-l

An+e
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e r =-—n0 > 0. Pelo mesmo argumento anterior
h+g
¢ =a_ X' 4.4 a_X 5 X9 (XD -
X! (x*-1)
I _ £ - o
0go  § = oo onde £f(X) e um polinomio.
X (X7-1) '

Reciprocamente, a representagac no corpo completo K(X)_~ de

uma fungac racional como acima € periddica.

. Observe de novo que nem toda fungdo racional & do tipo descrito

acima. Com efeito, considere K um corpo de caracteristica zero

Se 1 _ £(X)

T - — = para algum polind
X2 X2 T B

e a fungao racional

mio f{X}) e inteiros h -e & > 1. Entao Xh(xg—l}'= {X=-2)£(X}).
Logo (X—2)|Xh{X2-l). pal (X-2)|x ou (X-2)[(X£-1). Como a pri
meira alternativa & impossivel, devemos ter (x¥-1) = (X-2)2(x)
para algum polindmio A(X}. Mas para X = 2, segue-se dessa

igualdade que 2£—1 = 0, ume contradigao, pois 2 > 1. ]

ATBLIOTHC A
IMIRCC




CAPITULO IIX

ESTRUTURA DE CORPCS COMPLETOS A RESPEITO DE

VALORIZAGOES DISCRETAS.

O Teorema de representacao do Capitulo II sugere gue devera
haver relagoes interessantes éntre um corpo K completec a respeito
de uma valorizagao discreta v e o corpo de séries formais K((T)),
onde K & o corpo de residuos de (K,v} e T uma indeterminada.
Se conseguimos dentro de K um subcorpo S isomorfo a K, entdo o

proprio § pode ser tomado comc um conjunto de representantes de

K e teremos um isomorfismo natural ¢ : K —> K((T)) dado por

. n - n ~

¢{ £ s w) = LI s 71 . O0Observe que se este for o caso, entao
n>n_ n>n

caract K = caract K. Assim a questdo da existéncié do isomorfismo
¥ se redﬁz a escolha de um subcorpo S comc sistema de representan-
tes de K. Este capitulo trata desta guestdo; o teorema principal
afirma que se K e K possuem a mesma caracteristica e se K & um

corpo perfeito, entao a especificada escolha & possivel e a estru-.

tura de K & bem simples:

TEOREMA l: Seja A um anel de valorizagao discreto com corpo  de

residuos K. Suponha que A e K tem a mesma caracteristica e K

& perfeito. Entdo A & isomorfo a XRIITI].

Este fato permanece verdadeiro mesmo gquando K ndo & perfei-




- 46 -

to. Para a demonstraqao desse resultado mais tarde, veja por exem

plo Cohen [3] e Roquette [1l1].

DEMONSTRACAO: Pela observagao feita inicialmente, basta provar
gue A contém um conjunto de representahtes gque & um corpo. Para
isso,dividiremos a demonstragao em dois casos: primeiro considera
remos K e K com caracteristicas iguais a Zero e, em seguida, K

e X com caracteristicas iguais a p # 0.

(i) car K = car K = 0. ©Neste caso, a existéncia de um corpo de re
presentantes & verdadeira para anéis locais que sao muito mais ge
rais do que anéis de valorizacao discretos. O desejado resultado

segque da Proposicao 1.

(ii) car X.= car K = p > 0. ©Nesse caso 0 resultado segue da Propo

sicao 3.

PROPOSICAO 1: Seja A um anel local que é Hausdorff e completo

com relagao a topologia definida pela sequéncia decrescente
N L] . r C . )

I; oI, >... de ideats tails que I, - T © Thime Suponha que

K = n/1; ¢ um corpo de caracteristica zero. Entaoc A contem um

conjunto de representantes de K que & um corpo.

A primeira hipdtese sobre A & satisfeita se A & um anel lo
cal noetheriano com ideal maximal ¥ e completoc na topologia M-

adica.
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DEMONSTRAGAO DA PROPOSICAO 1: Como car K = car K = 0, O COrpo
primo de K & isomorfo ao corpo § dos racionais é a .aplicagao
Tl > B > K & injetora. Se x € @ e x # 0 entaoc X =
=x .1 + Il- # 0. Logo x.1 ¢ Il e porltanto e inversivel em A .

pal @ C A. Pelo Lema de Zorn existe um subcorpo S € A maximal

em relacdo a inclusao. .Seja S a imagem de 8§ ém_ K. Vamos pro

var que S = K. Observe que K & extensdo algébrica de S. De fa
to, seja a € K\ 5. Considere o anel Sla] CA. Se Slal NI, = (0)

entao Slal] CU conjunto das unidades de A , logo o corpo

Al’
S(a) CA. Como § & subcorpo maximal de A, tem-se S{a) =S, e
dal a € S, uma contradigdo. Assim sla] M Il £ (0). Seja

snan+...-l*sO # 0 com S, # 0 um elemento nio-nulo de Slal N I,-

. - =T bl -_— - - - N -
Entao sna +...+s_ = 0, logo a e algebrico sobre S. Provamos

O
a seguir que K = S. Sejam o €K e ¥ o0.polindmio minimo de o

sobre S e levante f para f € 8[x]. Como car K = 0, a &
raiz simples de f._ Pela Proposigdo 2 que segue, existe X €A
tal que X =a e f£f(x) =0, Como f & irredutivel sobre §, f

& irredutivel sobre S e Slx] CA & isomorfo a Slal gue & um
corpo. Entao § C s{x) CA. Pela maximalidade de 3, tem—se

S(x) = 5 o que implica X €8S e a = x € §. Assin Kgg e

consequentemente K = S.

Falta-nos provar a sequinte proposicao que & um caso especial

do Lema de Hensel:

PROPOSIGAC 2: Seja A como na Proposigac 1. ©Se £(X) € AlX] e
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tal que f£(X) € KI[X] tem uma raiz cimples X € K, entdo £ tem

uma unica raiz o € A tal que o = A.

DEMONSTRACAO: Primeiro mostramos a unicidade. Se o €& uma tal

raiz, temos f£({X) = (X~a)g(X) Eom E(i} # 0. Se af tambéem e
uma raiz com essa propriedade, substituindo X por a' obtemos
0 = (e~a')gfa')., Como g{a') = g(r), gla') & inversivel em A.
Dai o' = a provando a unicidade. Para provar existéncia usamos

o método de aproximagac de Newton. Seja o & A tal que El = X;

temos f(al) = ¢ mod Il. Suponha que existe o €A tal gue
En = X e f(un) = 0 mod In.' Vamos mostrar gue podemos encontrar
LY € A tal que % 41 = o mod In e f(an+l) = 0 mod In+l‘ Com
pletaremos a demonstragao tomando o = lim e - Para encontrar
= € - 5 '
Ly escreva o, un+h com h In e aplique a formula de
Taylor:
f{uo y = £f{a_) +h f'{a )-thy com y € A.
n+l” n n o
- 2, € C
Tem~se h”y In .In I2n - In+l e basta encontrar um h € In

1l

, _ - . X
tal.que f(un)-kh £'¢ ) = 0mod I_ ;. Como X & raiz simples de
£, temos f'(an) = £'(A) # 0, logo f'(an) & inversivel em A.
Como f(an) = I,, & congruéncia acima tem solucao; basta tomar-

mos h = —-f(an)/f' (an).

Consideremos agora

(ii) car K = car K = p # 0. Nesse caso o resultado decorre da se

guinte proposicao:
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PROPOSICAO 3: Sejam K um corpo completo com relagao a uma valo-

rizagao discreta, A o anel de valorizagcao e K o seu ecorpo de re

siduos. Suponhamos que K & perfeito com car K = p#O0. Entao
existem um sistema de representantes S de K e uma aplicagao in-

Jetora £ =K —> 8§ tais que
(1) £@P) = £(0)? vaeR;

(ii) o sistema de representantes 5 e q aplicagdo £ :K ~» g

sao unicamente determinados por (1) ;
(iii) ss C g
(iv) 0,1 € s.

Finalmente, S e um corpo isomorfo a K se e somente se car K = P.

-1 -2
DEMONSTRAGAO: Seja o € K. Como K & perfeito, of ,oP ...,
«P € K. Para cada n > 0 fixamos um representante an€ A  tal
_ - -n n N
que a = of . Entdo aﬁ = o para todo n > 0. A seguéncia
n : ' -= ~(n+l) p —n
P 2 P o (4P P =3
{an }nEEEi e de Cauchy. De fato, a1 (o ) o a -
P " I 4P . = =
Logo a . = a mod ¥. Dai ar a tm para algum m € M. As
sim, '
n
n+l n n n n n e no.o, n_.
PP = (aP P _ P _ P _P - P i
“n+1 "9 (an+l) “n (an+m) %n iil( i)ln n

n n
5¢ 1 # pn entdo (%—) e yP - Mn, pois p € ¥. Se i:=;P entao

n N n+1
wf e ¥ c Logo aP 1

n
n+ —aﬁ e M. Portanto, dado N > 0, se




n > m > N+l entao

n m n n-1 n-1 n-2 m-1

n
P _ P - P P P -aP p _aP 1 N+1
a a, a, =a,.4 +an—l a7 +...F a1 "8, S CM .

n
Logo a seqguéncia {ag }n @ de Cauchy. Como.K & completo,

S

n
. c . D _ .
existe um elemento a K tal que lim {an }n €W a . Como

n .
ag € A para todo n € N e A & fechado em K, temos que a €A.

Para cada o € K escolhemes un a da maneira indicada acima. Va

mos mostrar gque a depende apenas de o e nao da escolha dos re-—

presentantes a_ € A, n > 0. Se bn €A @& tal que b = oP

n
para todo n > 0, entao bn = a, mod M, Como car K =p, o mes

n

S n n :
mo argumento acima mostra que bE = aE mod ¥P C uotL

pois
n

p” > n+tl para todo n > 0, pal lim {bF

ntnew = @ Pols

n _
a-bP = a-aP +aP -bE e, dado N > 0, pela convergéncia de
existe m € W tal gque ' para todo n >m temos

neEm’

n I I n n
a-aP € ¥t gn particular a - pF = a-af +aF -pP € TR .
n n n n n

Portanto, para cada o € K existe um Ginico a € A obtido da ma~

neira indicada. Seja S o conjunto desses a's e f:K —> S de-

‘finida por f£{2) = a. Se a,b €S entdoc existem o e B € K tais

que a e h representam o e B, respectivamenté, isto e, a =
I _ -n ' n

‘—-‘lim{ai }nGIN com. an=otp e b=lim{bg }nEIN com

b, = 8F . & claro que ab = (a8)P e
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n n n
= 1 P i P = i |
ab = lim {an }nEJN . lim {b] I~ lim {&anbn)} . .
. n< NN

Se a,B €K e f{e) =a, £(B8) =Db entio

ol o ol
f{o).f{B) = 1lim {an }nGIN lim {bn }nejmzhm{(anbn) }n EN:f_(“B)-
Logo f(aP) = £(a)P. Isto prova (iii). Para (iv), comc 0 e 1
estdo em K, basta tomarmos a, = 0 e bn = 1 para todo n € N

ph ph
- = 1i 1- = 1j

e tem-se 0 lim {an Yhew © 1 lim {bn }nGJN em S, Prova
mos a seguir (i): 8P = S. A inclusio sP C 8 & evidente. Supo-

nha agora que' a=f{a) €S com o € K. Como R & perfeito, exis

te B8 €K tal que 8 = a. Seja £(B) = b. Assim £8P = £(gP =

= bP. Por outro laldo £(8P) = f(a}) = a e portanto pP = a, don
de 8§ C sP e temos sP = s.
(ii}: Suponhamos que §' & um outro sistema de répresentantes e
g:K —> §' uma fungao tal que g(up) = g(oa)p ¥ o € K. Sejam
_ S )
gla) = b0 e gfa ) = bn € 8'. Entao
-n _n -n _n n
gla) = gle? HP) =g@P 1P =P €5,
p" P’
Como g e funcao bo = bn . Observe que a sequencia {bn }nEIN
pn bpn
. N - 14 = € gt
define o limite a lim {bn }nGIIN ; a € 8. Como N bO 5,
n .
—_ = 1i ne = 11 = - LI S =
tem-se a 1J.rrt{0;1 }nEI\I lm{bo}nem bD e seque-se S' C g, Ora ,
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s Cs', pois cada a € 8 & da forma a = f(a) para algm «€ K.

n . _
= : — - 11 P, - -
Além disso, gf{e) = b,. Mas f(u).— lim {an }n.GIN = a e gla) =
n n n n
= 14 P = p = P = = i p =
lim {bn }nE]N bo' Camo ay bn = o, a lim {an }nEJN
n
— 1 p . = E 1 t = =
= lim {b }nEIIN by, a8’ Portanto S S e g f.

Finalmente, se car K =p # 0 entdc S & um corpo iscmorfo

a K. De fato, se a e b €8 entao a= f(e) e b= £(B) e di
: P ' ph _
gamos a = lim {an }nE]N e b= lllm {bn }nE]N . Entao

ondec=a+b.ComoE=ap e b =8P , aFh_ = @B)F .
n n n n n n n

Lo.o atb = £{a+B8) € 5. Assim a fungao f & isomorfismo de cor-

)

pos e § & um corpo de representantes. Reciprocamente, se car K=0
entio S ndo pode ser fechado sob adigdo; se assim o fosse, como

1 €g, teriamos 1 +...+ 1 €8. Logo p & 5. Observe que 0 € 8.

p vezes

Mas p=0 €K e como & & um sistema de representantes de X ,

p=0 em S, em contradigao a car X = 0.




CcAPTTULO IV

O FECHO ALGEBRICO DO CORPO DE

SERIES FORMAIS k ((T))

Este capltuloc trata de um dos principais reéultados desta te
se, a saber a descrigdo do fecho . algébrico do corpo de séries for
mais k{((T)) sobre um corpo k fechado aigebricamente de caracte
ristica 0. _Como apontaﬁos mais adiénte existem pelo menos trés
demonstracdes tratando desta descrigao e neste capitulo desenvol~
vemos duas delas. Estas provas usam a teoria de ramificagao de
valorizagoes. A descrigao ora em quéstao inclui o seguinte resul
tado: Se k & um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0,
entao qﬁalquer extensao algébrica finita do corpo de series for-

mais x((T)}) & também um corpo de séries formais.

Cons. deraremos neste caplitulo as seguintes notagdes e hipdte
ses: K denotara um corpo comﬁletc com relacgdo a uma valorizacgdo
discreta Vi © anel de valorizacao correqundente serd denotado
por AK; seu ideal maximal My, seu corpo de residuos_ﬁ = Ay My
e U, = AK\MK o grupo de unidades de AK’ h

Se I & uma extensao finita separavel de K, denotaremos por
AL o fecho integral de AK em L. Pelos resultados citados no
Capitulo 1, A; & um anel de valorizagdo discreto completo e &

o finico anel de valorizacio de L gque estende A A restrigao a

K de qualquer valorizagdao w de L correspondente a AL & egui-
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valente apenas a v E possivel mostrar -ent3o gue podemos esco-
lher w = vy, de modo gue vL/K = Vyx @ nesse caso, O grupo de
valores r de v, contém o grupo de .valores 4 de Ver e de-

pois de uma identificacaoc natural o corpo de residuos L de vy, con-
tém o corpo de residuos K de v, - Feito isso, definimos VL. ;
ML e UL como acima e vamos supor gue a extensdao’ residual L/K
seja separavel.

A fim de caracterizarmos o fecho algébrico do corpc de sé-
ries formais K = k({T)) onde k & um corpc algebricamente fecha
do de caracteristica zero, desenvolveremos a seguir um breve estu
do sobre grupos de ramificagao e algumas de suas propriedades. De
vemos observar porém que esta nac & a unica maneira de fazé-lo .
Existem outras demonstragles como por exemplo a gue & dada pox
R.J. Walker em seu livro Algebraic Curves qﬁe usa o poligono de
Newton e argumentos mais elementares do gue aqueleé gue .usaremos

aqui. Daremos no final deste capittlo ainda uma terceira demons-

tragac mais elementar.

Seja L/K uma extensao galoisiana satisfazendo as hipdteses
acima e seja G = G(L/X} o seu grupc de Galois. Note que se
s € G, entac vy e vy os Sac valerizagOes de L estendendo vy
e pela unicidade da extensac segue gue vy = Vv os. Dai,
s(AL) = AI. e s(Mi) = Mi ¥i > 0. Assim s opera sobre AL/Mi
com .Akﬁgi linear e a aplicagao de G:aAL am AL que a cada par (s,y) as
socia ¢ elemento s(y) define uma agac dc grupo (3,sbb£e o anel

A Além disso, pelo teorema 4 do Caplitulo 1, existe um elemento

Lt
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-~ . 2 n-—
X em A tal gque as potencias 1,X,X ,;...,X% 1 formam uma base

L

de AL scbhre AK.

LEMA 1: Sejam s € G e i um inteiro > -1. Entao sao equivalen

tes as seguintes condigles:

a) s opera trivialmente no anel quociente AL/Mi+lF

i+l para todo a € A_;

b} VL(s(a)—a) 1,

{v

c) VL(S(X)—X) i+l

| v

DEMONSTRACAC: A aplicacdo que a cada par . (s,a) de G:{AL/M£+1
associa o elemento s(a} de AL/M£+1 define uma acgdo do grupo

G sobre o anel quociente. Dizemos que um elemnto s de G cpera

trivialmente sobre AL/Mifl se s(a) = a ou seja s(a)-aEEME+l.

Assim (a) < (b) & imediato. Mostremos agora que (a) < (c). Co

no l,:e«:,...,xn_-l congtitui uma base de AL sobre AK’ i,E,...,
-n-1 , ) . ) : i+l

X constitui um conjuntc de geriodores de AL/ML sohre AK .

T . s i+

Dail s opera trivialmente sobre AL/Mi l. se e somente se
S(XJJ_-X:| € M£+l para tedo j = 0,1,2,...,n-1. Mas para todo
j » 2, s((x)-x divide s(xj}-xj. Loge s opera trivialmente so-
bre AL/M£+1 se e somente se s(x)-x € M£+l ou seja vL(sbd—x}g_

> i+l, Portantoc ({(a) < (¢).

Para cada i > 1, seja Gi o conjunto dos s € G gue sa-

tisfazem as condigoes do Lema 1.

PROPOSICAC l: Os G; formam uma sequéncia decrescente de subgru
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pos normais de G: G_, = G, Gc-) e o subgrupo de inércia de G e

Gi = {1} para 1 suficientemente grande.

DEMONSTRAGAO: Sendo L/K uma extensdo finita, G & um grupo fi-
nito. G, e subconjunto nado vazio de G pois a iderntidade I es-

td em G;. Sejam s e t € G,. Entdo para qualquer a em A

Lf
o i+l - B
sfa)-a e t{a)-a estac em .ML . Ora,{sot){a)-a = s(t{a)-a)t+s(a)-a
i+l i+l i+l i41 i+l _ R B -
= = C = - &«
€ s{M )+ My Mo COMT, donde st(a)-a € M ". Dai

G, & fechado em relacao d operacao de G e & portanto um subgru-

po de G. BSe s & um elemento gqualquer de Gi+l entac  s{a)-a

‘e st em Ml+2 para.todo a em A,, isto &, VL(s(a)“a} > 142 > i+l .

L

Logo s € Gi' Assim, os Gi formam uma sequéncia decrescente de

cubgrupos de G. Além disso, cada Gi & normal em €. De fato,

gsejam s € G, t € Gi e a € AL elementos quaisguer. Entao
st_g—l[a): st(s—l {al}). Como t opera tri_ifialmente no anel quociente
AL/M£+1, -st(s_l(a)} - s(s_l(a)) = 5(5-1 (a)) = a; ou seja ,
sts“l(a) = a donde sts_l(a)-a S Mi-!'l, logo stsul S Gi‘

| Sejam s € G e a € AL. Entao vL(a) >0 e, como sa) €A,
vy (s(a)) > 0. Assim VL{s(a)—a) > min {VL(S(a}); VL(a}} > 0, o
que coloca s{a)-a em A,. Logo s € G, € temos GL G ,. Co
mo G_, € G segue-se a igraldade G = G.

-1
Provemos agora que G e o subgrupo de inércia de G. Seja
D= {s € G; S{ML) ='ML}. Entdo, como vimos anteriormente, D = G.

Logo o grupo de inercia de G & o nlcleo do homomorfismo




_...5'?_

e : G— G(L/K) onde e(s) s L —+ L

s+ g{8) X S(x)
O nicleo de € &€ ker ¢ = {s € G; g(s8) = Iﬂ}‘ Mas E(S)=:I£ se,
e scomente se, para todo a € AL tivermos s(s)(a) = a. Como -
e(s)(a) = s(a), isso equivale a s(a)-a € M, . Portanto kere=G_.

Finalmente, seja X > sup {VL(s(x)—x); s #1}. Se s € G, .
pela condigdo (2) do Lema 1, vy (s{x)-x) > x+l, logo s(x)-x = 0,

dal s(x) = x, 1isto &, s =1 e segue-se G, = {1}.
il

0O grupo Gi‘ & chamado i-ésimo grupo de ramificagdo de G (ou

de L/K).

PROPOSICAQ 2: Seja i wm inteiro nao negativo. Para que um ele-

mento 8 deo grupo de imércia de G, pertenga a G; 2 neecessario

s{m) .

. * i - -
e suficiente que = 1 mod ML ende 7w e um elemento primo de

AL.

DEMONSTRACAO: Como desejamos informagao sobre elementos de GO ’

pode-se substituir G por GO e K por Kr’ o corpo f£ixo de
G,r O qual corresponde a maior extensao nao-ramificada de XK. Co-
mo ‘por hipdtese IL/K & geparavel, entdo L/Kr e uma extensao to

talmente ramificada. Pela Proposicdo 4 Capitulo I, A = AK[?]. Portanto

S(;T) = 1 (mod Mi) se, e somente se 'VL(S(T:T) -1) > i @l_+vL(s—(ji—1)
> i+l ¢»vi(n)-fvi(s(“)-—1) = y(s{r)-m) > i+l, se e somente  se,
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pelo item (3) do Lema 1, s € Gi'
Definimos agora U(O) =U. e U(i) = 14 ut para i > 1. Is
L L L L - 7 =
so nos da uma sequéncia decrescente de subgrupos fechados de UL;

esses subgrupos formam uma base de vizinhangas de 1 com relagao a

topologia induzida sobre U pela topologia de valorizacgdo de
L*. Como Up e fechado, consequentemente completc, temos
T 1 (1)
UL = lim UL/UL .

+

Por simplicidade escreveremnos Ui em vez de Uﬁlj, peis nAo
ha cemo confundir com poténcias de elementos de U_.

L

PROPOSICAO 3: (a) UE/U% é canonicamente isomorfo ao grupo multi-

plicative L* do corpo de residuos L.

' , i i+1
{b} Para 1 > 1, UL/Ui

' - . . i, A+l
e canontcecamente L8cemorfo a ML/ML que,

por sua vez, é isomorfo nao canonicamente ao grupo.aditivo do cor

po de residuos L.

DEMONSTRAGAQ: (a) Seja ¢ a aplicagac que a cada u de U, asso-

cia o elemento u+ML em L*. E evidente que ¢ & homomorfismo

sobrejetor de grupos. Alé&m disso se u estd no nliclec ker ¢ de

P _ + - —_— o=
v entao v {u) 1 ML Como v {u) u+ML, 1+ML u+ML e} que

implica u € 1+ML, dai ker ¢ C l+ML. Por outro lado, para todo

b emnm Mp 1+b esta em UL; assim ¢ (1+b) = l+b-%ML = 1+ML R

logo l+ML C ker ¢. Das duas inclusoOes segue-se que ker ¢ = 1+ML

e, pelo teorema de isomorfismo, UE/U% Z L*,




- 59 -~

i+1

(b) Para i > 1, seja y:My — /Ui definida por y( = Iex.
Entdo ¢ (x+ty) = 1¥xty enquanto que P(x)yly) = L+xiy+xy. Como
lxty+xy = (1+xty) (l-+1:£%§) e l-+i£%%§ € Ui+l {pGis

xy € VZl C Ml+l, l+xty € UL e Mi+l sendo um ideal de A
I£§%§ € M£+l). Assim Ll+xt+ty+xy = (l+x+y) mod Ul l Portanto ¢

-

& um homomorfismo. ¢ & evidentemente sobrejetor e seu nicleo

ker ¢y = {x € M;/’l+x = 1}. Mas T¥x = 1 se, e  somente se,
i+1 - i+l

l+x € UL , isto e, =x € ML . Passande ac quociente temos
+1 - + -

M /Ml 1 - U /Ul l. Para mostrarmos gue M / l+l e isomorfo ao
grupo aditivo de L, basta verificar que My /Ml+l & um. espacgo
. . 9 : _ = i, i+l
vetorial unidimensional scbre L. De fato, se a6 = m +7 AL.=

i, d + .
= wl+M£+l, qualquer elementc x de M /Ml 1 pode ser escrito co
mo co onde ¢ &um elementn de L. Dal a aplicagido gue a cada
X e M /Ml+l associa ¢ € L tal gue X = ca & isomorfismo.

0

Vamos agora, utilizando a Pronosiqéo 4 a seguvir, estabelecer

i+l

a relagao entre Gi/Gi+l = L/U reescrevendo a Proposicao

gm i = .
2 como s € Gi se, e somente se, —érl = UL' Alem disso, essa
proposigao e seus corolarios nos deixarao mais perto da caracteri

zagao que buscamos.

s(n)

PROPOSiQﬁO 4: A aplicagdo que a cada s € Gi associa e in-
duz por passagem ao quociente um itsomorfismo 64 do grupo quo-—
ciente Gi/Gi+1 num subgrupo do grupo U /Ul+l. Fsege Z1somorfis-

mo nao depende da escolha do elemento primo w.
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Explicitamente, se s € G_, entdao sm = umr com u € U, e

() =u€L* Se s € Gy i >1 entdo sm = n(l+a) com

i +
ae Mi, e ei(s) & igual & classe a em M /Ml l

DEMONSTRACAO: Seja ¢ 2G> U /Ul+l definido por st—> (Eéjl),
¢ @ um homomorfismo de grupos. Com efeito, ¢ (st} = (*EE%ELd e
e (s)e(e) = COL) (B gope BE(M _ sa) E(n) s (u) onde
i1 In n i m 2
u = tln) S Ui Se s € @ entac v, (s{u)-u) > i+1 Logo
B L i L - * ’ :
s(u~u =m € ¥:'' o que implica stw _y - .%—e Mi+l e tem-se
s _ g 4p.Le pitl, Dai stlm) . slm) £(n) o9 vi™. portanto
u u L il T i L
s{m) +
¢ (st) = ¢(s)e(t). ker vy = {5 € Gi; {EéglJ—l}-{sE(;: & l
= Gifl' Pelo Teorema de Isomorfismo Gi/Gi+l e isomorfo a um
subgrupe U /U1+l
Se 7' & outro elemento primo de AL entac 7' = xu com
u & uy .Loo s(nl) =S(ﬂu) :S(ﬂj é'(u} Comc Eﬂ:lITDdUi+l
L* g ! Tl T - ou ° u L T
Siﬁ ) = ng) mod Ui+l. Portantoc ei independe da escolha do

elemento primo 7. -

COROLARIO 1l: 0 grupo Go/Gl é cilelico e & levado isomorficamen-
te por 65 UM subgrupo do grupo das raizes da unidade contidas

em L. Sua ordem & prima com a caracteristica do corpo L.

DEMONSTRACAO: Como Ui/Ui = L* (identificando os elementcs de
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1 - , . : . . - ~
UE/UL atraves do isomorfismo na Proposigao 3) e L/K & extensao

finita, BO(GO/Gl) & subgrupo finito de L*¥*. Se n & a ordem de

~ . - T . -
BO(GO/Gl) entao qualguer gue seja s € Go’ 60(5} =1, 1isto e,

80(5) & raiz do polindmio X"-1, portanto wna raiz n-ésima da
unidade. Assim GO(GO/Gl) & um subgrupo de grupo das raizes n-
ésimas da unidade contidas em L e, portanto, & ciclico. Seja p
a caracteristica de L. 8Se p divide n, entdo n = pm. Logo

¥-1 = (x-1)F =0 implica XM= =0 para qualquer x em

8 (G /G,), o gue & absurdo pois m < n.
o' o1 .

COROLARIO 2: 5Se a caracter{stica de L ¢ zero, entdao Gy = {1}
e o grupo G & ciclico.

i+l

I & isomorfo ao grupo aditivo

DEMONSTRAGAO: Se i > 1, U /U
de L gue ndo tem subgrupos finitos nao-triviais. Logo (%_=(%ﬁl
e, como G, = {1} para i guficientemente grande, temos que

Gl = {1} e G0 = Go/Gl e ciclico pelo Corolario 1. O

"Agora, usando o Corolario 2, caracterizaremos © fecho algée-

brico do corpo de séries formais k(({1}).

TEOREMA 5: Seja k um corpo algebricamente fechado de caracter’i_s_
tica zero e seja K = k{{T)). Entﬁq 0 feecho algébrico K, do cor

€1
pe X & a unidae dos corpos F_=k{{T")) para n > 1.

DEMONSTRAGAO: Seja I uma extensac galoisiana finita de K de

CmnL IO S
I eCel
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grau n e G O seu grupo de Galois. Como K = k, algebricamente
fechado, G = GO. Pelo Corolario 2, GO s ciclico. Seja L'
uma outra extensdao galoisiana finita de K cujo grau é n. Como
a extensio composta IL'L @ galoisiana finita, L'L/K & extensao
ciclica. Assim Gal (L'L/K) que é ciclico, possui apenas um sub
grupo de iIndice n. Logo Gal (L'/K) = Gal (L/K). e L = L', 1Is-

to mostra gue para cada niimero natural n existe ﬁma tnica exten-

sio de X de grau n.

o R

T & raiz do polindmio xP-. Como kI[[T]] & anel fato-

. fom n - : . .
rial, o polindmio X -T & irredutivel por Eisenstein. Para cada

. 1
n temos portanto uma extensdo K(TH) de K de grau n.
1 -1 _ :
sejam L = R(TN) e K = kK((TT)). vVamos provar que L =
= Kn; isto e, Ln & também um corpo de séries formais. Como
L. & completo, L_ =k e por hipdtese car k = 0, Logo

n n

K=kC L. & um corpo de representantes de En' Como f=[L:K] =1

pois L =K = k, temos n = [Ln : Kl = ef = e. 8Seja T, em ele—

mento primo de K. Entao VL(WK) = e VK(wK) =e.l =n. Tomemos

T = nK. Assim

1

n, .1
VL(T ) = n

1
e T' & um elemento primo de L - Aplicando o Teorema 1 do Capi

1

tulo 2 concluimos L_ = k((TH)). Portanto, K_ = UL = UK .
n a n n

Desse modo, cada extensao finita de K de grau n tem © gru-—
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po ciclico %/nfz como grupo de Galois. Como G(Ka/K) = lim G{1./K},
-

onde I percorre o conjunto de extensées galoisianas finitas de

K, G{Ka/K) = lim %/n% = % .

COROLARIO: O grupo de Galois G(K_/K) & & .

Dissemos no inicio deste Capitulec gue a maneira de caracteri
zar 0 fecho algebrico de K = k((T}) wvia grupos de ramificacgao

nac & a Unica e citamos a demonstracao de Walker usando  poligo-

nos de Newton e valorizagOes. A proposicao gue mostraremos a se-

gulr nos da um terceiro caminho para se obter o fecho algebrico

1l

K. de K =Kk{{T)) diferente daqueles ja mencionados, com uma

a
vantagem: a de podermos analisar situagCes mais gerais, a saber,
gquando k nao & de caracteristica zero ou nao & algebricamente fe

chado.

PROPOSICAQ 6: Suponha que L/E & totalmente ramificada, [L:K] = e
¢ car K =0 ou car K wndo divide e. Entdo L = K(%ﬁ } onde n

¢ um elemento primo de K.

DEMONSTRACAQ: Observemos inicialmente que se v!' = vy /R entao
v' = av, para algum real o > 0. Se = € K é tal que vg(m) =1
entdio vi(m) = a € v'(K*). Logo e = (v (L*) :V'(K¥)) = (Z:0%) =
o, em K; assim temos VL = evk.

Seja wy, um elemento primo de A . 'Pela observagao  acima

ng = Mgk onde u & uma unidade de AL. Como L = K, existe u,
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unidade de A,, tal que u-u € m A . Escrevamos agora wi

= nKu-kwK(p-uJ. Tomemos £{X) = Xe—nKu € L[X]. Sejam o,l0,...,
e~lu as raizes de f onde ¢ & raiz primitiva e-&sima da unida-
de no fecho algébrico. Se w € a extensdao da valorizagdo v, @

um fecho algébrico de L, ent3o, para todo i & {0,e}, w(;lwwﬂ =

= w{u(cl~lj] = w(a)%—w(cl~l). Por hipdotese, car K nic divide

e, logo Xe—l tem raizes distintas co,cl,...;gehl tanto no fe-

cho algébrico de K guanto no fecho algébrico de K. Portanto

w(clel) = 0 e segue-se w(claua} = wia).

Como 7S = pou+oT (p=u) tem-se fn.) = e eru = g {p-u)

L~ 'K K L L 'K K )

: e~-1 -y e-1 3

Como f£(X) = N (X~z a), f(wL) = T (ﬂL—C o). Aplicando w a

ambos ©s mebros dessa igualdade, e considerando a iguéldade ante-

rior, obtemos

e=-1 i
WIEG)T = 2 wlnpmeTa) = win (i) =
l::

il

w(nK}*-w(u—u) > w(ﬂK)

: e-1 o
pois w(pu-u) > 0. Assim, by w{wL—cla) > w(ﬂKu) = w{ae) = ew(u),
i=0

donde existe j, 0 < j < e tal que
W(ni-iaa} > wl(oa) = max {w(clu—a); 0 < i< Efl}.

Sendo L henseliano, pelo Lema de Krasner, Capitulo l,Icha)CIdjL)=L.
Mas ;ja € L{cja), logo rle € L. Como f & um polindmio de Ei-

senstein, £ & irredutivel e [K(zJa) : K] = e. ~ Note que
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K C K(z7a) € L e, como [L:K] = e = 8f, ' temos X(zla) = L. Se

ja pois, = = mou. Assim L = SVEDE
B

Analisaremos agora, a luz da Proposigao 6, o fecho algébrico
do corpo de séries formais K = k({T)) onde k & um corpo aige—'
bricamente fechado e se caracteristica zero. K &  henseliano ,
logo para cada extensao finita L de K existe um Unico anel de
Qalorizagéo de L qgue estende o de I(. Como L = i =k, f = ﬁhi]-z
= 1 e temos varificadas as hipdOteses da Proposigao 6. Portanto
L =K&/7) onde © & um elemento primo de K. Sendo k algebri-
camente fechado, k contdm as raizes e-ésimas primitivas da unida

de e, conseguentemente, K também as contém. Sendo c¢ar K = 0 se

L3
< - ~ . -
gur que K(a)/K onde o =+ 1 & extensao ciclica. Se ¢ & um

K-automorfismo de K(a) entio oo @ tambem uma raiz de Xow=n .

i g i U - . - . . ) v -~
Loge oa = g { )a onde ¢ (o) @ uma raiz e—esima’ da unidade, naoc

necessarimente primitiva. A aplicagac o = ;1(0) & obviamente
um homomorfismo injetor de G = G(K{a)/K) num subgrupo do grupo

ciclico das ralizes e-esimas da unidade. Como #G = [K(a):Kl! = e,

a aplicacac acima & sobre, portanto um iscmorfismo. Dal G = Z/eZ.

Suponha agora K(/T) & também uma extensio de K de  grau

~ e e T
e. Como a extensao composta K{G/T)} K&/ 7)/¥ & finita, portan-
to ciclica, pelc gue mostramcs anteriormente, para cada diviscr
n da ordem do grupo de Galois dessa extensao, existe um Gnico
subgrupo de ordem n . Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Ga-

lois existe um Unico subcorpe intermediario cujo grau sobre K @
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e. Dail K(%fP) = K(% 1) . Provamos gue para cada inteiro positi-
vO e existe uma Unica extensao de K de grau e. Assim, se Ka
1
& o fecho algébrico de K entdo X = U K{T) =U k((T€)), onde
e e

a filtima igualdade foi obtida na demonstracdo da Proposicdo 5.

Como apontamos na Introdugao deste Capitulo, segue da prova
do Teorema 5 0 seguinte resultado interessante: Se ¥k & um corpo
algebricamente fechado de caracteristica 0, entdao uma extensiao £i
nita do corpo de séries formais x((T)) & tambdm um corpo de sé-.

ries formais.




CAPITULO V

MODULOS FINITAMENTE GERADOS SOBRE O ANEL DE

POLINOMIOS k [X] SENDO k UM CORPO

Neste capituleo desenvolvemos a estrutura de um mddulo finita-
mente gerado sobre o anel de polindmios Xk [X], onde k & um cor-
po. Pode parecer um pouco estranho inclui-lo numa tese de mestra

do, ja que ele faz parte de um curso comum de algbera; alias de

muitos livros inclusive [5]" e [12], fornecem um resultado ain

da mais geral do gue o nosso, dando assim a estrutura de modulos

finitamente gerados sobre dominios principais.

" Nossa abordagem via anel de polindmios k[X] tem a finalida-
de de orientar a prova dc teorema principal desta tese gue consta
do proximo capitulo. Este teorema trata da estrutura de madﬁlos
finitamente gerados sobre o anel de séries formais Zﬁp[[X}} on

de Z&) 2 o anel de inteiros p-adicos, sendo p um nimero. primo.

A prova & via matrizes de relagoes e um componente principal
da prova & o Teoremade Preparacao de Weierstrass proporcionando o
analogo para o anel zzp[[x]} da divisdo euclideana  no caso
do anel k[X]. Assim achamos interessante‘desenvolver uma
prova da estrutura de médulos finitamente gerados sobre o anel de

polindmios k [X] via uma abordagem matricial.

Cabe mencionar que de modo geral esta abordagem nao & de pra-

xe nos livros comuns de algebra. Nossa prova & tirada do livroe de
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Mai'cev‘[B]. E evidente gue nossa abordagem & mais interessante
do ponto de vista da algebra linear nos estudos de formas candni-
cas de uma transformagao linear T sobre um espago vetorial de di
mensao finita sobre o corpo k. Assim o presenté.capitulo torna-

se mais didatico e interessante.

Seja M um modulo finitamente gerado sobre o anel de polind-
miocs k[X], onde k €& um corpo. Suponha gue M & gerado por n

elementos Uprese . Entao existe um homomorfismo sobrejetor 6

n

do k[X]-mddulo livre X [X}] em M, tal gue e(yi) = u, para tg‘

do i =1,...,n, onde ylé (3,0,...,0), y, = (0,1,0,...,0),...
e y_ = (0,...,0,1). Se K = ker 6 entao, pelo Teorema Fundamen

tai do Isomerfismo, M = k[X}n/K.

PROPOSICAO 1: O submodule K pode ser gerado por m elementos com

m < n.

DEMONSTRACAC: Seja R = k[X]. Procedemos por indugaoc sobre n.

como K & um submddulo de R”, temos gue

I, ={a € R/ Ay € X tal que y-ay; € Ry +...+Ry_}

& um ideal de R. Sendo R um dominio - de ideais principais,
= i . - L .
Il(K) Ral e existe X < K tal que Xy alyl = Ry2 Ryn
Seja Kl = KN (Rv2+...+Ryn). Afirmo gue K = Rx; +K; . Com efei_
= 3 € i =
to, se z blyl+...+bnyn & K entao bl Il(K}, 'dal b dal
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com 4 &€ R. Segue-se que z-dx, = z—d(xl—alyl)—blyl € K

1 17 lego
z € Rx;+K; e temos K C Rxy+K; . A inclusao no outro sentido &
imediata. Por hipdtese de indugdo K, tem m-1 geradores e
m-1 < n-~l. Portanto, K tem n geradores e m < n. 0
Sejam S EERRNE N os geradores de K. Entac X = mll"'”lln)'
X, = (lml""'lmn)‘ M & conhecido a partlr.de K e K a partir
de Xyree. X . Portanto M & conhecido pela matriz m xn

onde interpretamos as linhas do F como geradores de K. Ora cada

linha dessa matriz & um elemento do niicleo do homomorfismo 6 . As

A, ) =20 ’

sim temos que para todo i =1,...,m, B(Ril,kiz,.. in

lilul-kki2u2+

M= [uypen.,n] & determinado pela matriz T = [

isto &, inln

L] e rela
ii'mxn
coes

(*)

u, =0 com i =1,2,...,m,

If 133
>

isto &, M & gerado por Upreeopu e reélacgGes (*). Chamamos F
de matriz de relagﬁes. Asgim, um mddulo finitamente gerado sobre
R = k[X] & determinado por uma matriz de relagOes. Procurc en-

tao um conjunto de geradores e um conjunto de relagdes as mais

«v.+x, u_ = 0. Podemos entao dizer que




simples possiveis.

DEFINICAO: pizemos que duas natrizes F sao equi

e F'r 1
mxn m Xn

valentes se M ¢ gerado por Uyreew,u, @ relagoes dqdas por F e,

ao mesmo tempo, M & gerado por u. cerug

17° e relacoces dadas por

FI
Esta € evidentemente uma relacao de egquivaléncia.

EXEMPLO 1: Seja M = (0) o k[x]-nddulo nulo. Entdo 6 : k[x]" +nm
& a aplicacio nula. Assim, ker o = k[X]"., portanto M & dado
pela matriz F = In ou por qualguer outra matriz F' = I com

m
m>1. Logo F ~ F'.

EXEMPLO 2: Seja M = [ul,uz] dado pela matriz
r_x X2 Xul-+X2u2 =0 {1)
F = e relacgoes
1 I +X ul-+(l-+X)u2 = 0 {(2}.

besse sistema obtemos, multiplicando a equagao (2) por X,

2.
Xul-+X u, = 0 _ (1)

2 -
Xul-+(X + % )u2 =0 X(2)

X{(2)-(1}) nos da Xu, = 0 e, substituindo em (1), xu, = 0. Te




mos entac novas relagoes Xuy =0 e Xu, =0 gue correspondem a
triz pr o= |X O ] ; |
matriz F' = 0 x| - Logo M e dado tambem por F' e temos

F ~ F'. Isto significa que

M = k[XI/(X) x k[X}

/(X) = k xk.

Nesse caso a matriz F' & mais dompreensivel do que a ma-
triz F. Perguntamos entao: como partindo de uma matriz ¥, pode-
mos chegar a uma outra matriz de relagoes F'? Veremos através
da proposicaoc a sequir, gue isso pode ser feito de maneira muito
interessante usando-operagées relacionadas com matrizes, as guais

chamaremos de operacCes elementares.

Seja F uma matriz de relacces. Pela Pronosicaoc 1 podemos
considerar apenas matrizes quadradas. Sao as seguintes as opera-

¢Oes elementares:

(i} Multiplicar uma linha qualquer de F por um escalar nao nu-

1o )» € k ;

(ii) Somar a uma linha qualquer de F uma outra linha multiplicg

da por £{¥X) € k[X] ;

(iii) Multiplicar uma coluna qualquer de  F por um escalar nao nu

o X € k;

(iv)  Somar a uma coluna qualquer de ¥ uma cutra coluna multipli

cada por £(X) € k[X].
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PROPOSICAO 2: Seja M um modulo finitamente gerado sobre k[X]

g F uma matriz de relagdes de M. Se¢ F! - e uma matriz
nxn nxn

obtida de F por uma gualouer das cperagoze elementares, entqo ¥ ~ F'.

3o A0: i ] = [u.,... i . = . .
DEMONSTRACAC (1) Sejam M Lul, Puiooe F [aij]n.xn Su
v . ) N . ‘ _
ponha F' = [bij]nxn € obtida de F pela operacgao (i), isto &,
b . = . : L= a,. ' . Ent3
t3 latj com * #0 e bl:j alj se i #£t Entao
T b..,u, = a..u. =0 se i £t e, se i = t,
. 17 ) O N
3 ]
r b 83 = ¥ ia u = x» ¥ a,.u. = 0,
3 ti 3 3 t] 3 i t3 3

Logo F' & também uma matriz de relagdes de M. Além disso, como
A #£ O, 'partindo de relagées dadas por E', podemocs cobter as re-
lagdes dadas por F multiplicando a t-&sima relacgao por A . As

sim, conhecendeo-se F conhecemos F' e, reciprocamente. Logc M

& também determinado pela matriz TF' e, portanto F ~ F'.

» u ¥ ‘ _— — -

(ii) COQSLderemos agora que FPF' = [bij}n “n & obtida de
F = [aij]nacn atraves da operacac (ii), isto e, btj = atj+fasj”
s #t e bij = aij se i # t. Entao,

:b,.u. = L a, .u =140 se 1 £t e, se i = t,

1] . 13 ]

J J

I b,.u. =% (a,.+fa _.)lu = I a u. +f ¥ a u = 0.

5 ti 3 5 ( t3 SJ) 3 t] 3 5 s3 J




Loge F'

mando & t-ésima relacgaoc dada por  F'

13

& também uma matriz de relacoes de M. .Além disso,

SO-

a s—ésima relacao dada por

F' multiplicada por (-~f), obtemos de F' as relagces dadas pe
la matriz F. Portanto F ~ F'.
.- _ - a oA '= .
(iii) Para a operagao {iii) suponha que F Ibij]nxn onde
¥i com 1< i< n, bit = aait com A‘% 0 e bij = aij se
3 # t., Como A #0, M= [ul,...,knlut,...,un]. De fato, se
u€ M entao
u = E b,u, com b, € k[X]
s 11 i
= b u,+...+(b ).)(A_l J4...+b_u_ € [u P u_]
= ll - x w t 'th - . ow nn lr---f tf.ta; n L}
Logo M C Ju lmlu u.l e, evidentemente, [u y ta
g = 1 £t n r r 1rcr !
...,un} C M. Segue-se que para todo i =1,2,...,n,
= ' -1 -
§ aijuj = 0 <= ailul+...+(aitl)(h ut)+...+ainun = 0,
Portante, M & gerado por Uyrenepu, @ relagoes dadas por F e,
ao mesmo tempo, M & gerado porxr ul,...,:\—lut,...,un e relagoes
dadas por F' e temos F ~ F',
> - 1 —_ - I}
{iv) Finalmente, suponhamos gue F' = {bij]nicn & obtida de
= [aij]nxn via operagao (iv), isto &, ¥ i com .l £ i<n
= -+ ©« - . . :
b,y = a4 fa,  com f£ kixXl e bii ajy se 3 £ t. Afirmo

que M = [ul,...,us—fut,us+l,...,un]. Com efeito, se u € M entao
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u = byu,+...+b u +...+b, 1, +...+b_1u
5 S t

171 t nn
= +--. - F— = .- ew
blul +bs(uS fut}+ +(bt bsf)ut+ +bnun

que esta em [ul.....us—fut,...,ut.....un]. Logo

M C [ul,...,us—fut....,ut....,un]. A inclusido no outro gentido &

imediata. Segue-se que para todo i = 1,2,...,n

. . = . o.0+' - +tlu+ + . M . =
.g aijuj 0 ¢#-a11u1+ als(us fut) (alt+fals)ut+ +aln.un 0

Portante M & gerado por ui,...,un e relagbes dadas por F e ao
mesmo tempo M & gerado por ul,...,us—fut,ut+l,...,un e rela-

gOes dadas por F' e temos F ~ F'. [

Com esta proposigdo reduzimos o estudo dos mddulos finitamen
te gerados sobre k[X] ao estudo das matrizes com entradas em
k[X]. Passamos entao a trabalhar com essas matrizes, criazado con
dicOes para darmos a estrutura de k[x]-mddulos de tipo finito.

De acordo com a Proposicao 1 podemos considerar apenas matrizes

quadradas.
Considere as matrizes quadradas [i,.] onde cada A,
ij'nxn - i
& um polinGmio em X com coeficientes no corpo k. Dizemos que

uma matriz F €& eguivalente a uma matriz G se F puder ser obti-

da de G por uma série finita de operacgoes elementares.

0 resultado sequinte nos da mais uma operacdo muito 1til gque

& oktida a partir daquelas definidas anteriormente.
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PROPOSfQﬁO 3: Quaisquer duas linhas de uma matriz podem ser per-—
mutadas usando as operagoes (1) e (ii); quaisquer duas colunas po

dem ser permutadas usando-se (iii) e (iv).

DEMONSTRACAO: Suponha que gueremos permutar a i-é&sima linha Li'
e a j—ésima linha Lj' de uma matriz F. Isso & possivel através

da aplicacgao da seguinte série de operagles elementares.

(a) some a linha Lj a linha L, obtendo assim uma nova i-ésima

linha L! = L,+L.:
i iy

(b) some a linha L{ multiplicada por {-1) & linha Lj obtendo

uma nova j-é&sima linha Lé;
{(c) multipligue a linha Lj por (-1}, obtendo L;;
(@) some a linha L; ‘multiplicada por (-1) & linha Li .

Para mermutar qguaisquer duas colunas da matriz F executamos

na mesma sequéncia operacoes analogas com as colunas.

Segue desse resultade que se F difere de G apenas na ordem

‘das linhas ou colunas entao F & equivalente a G.
A relagido "F & equivalente a G" definida acima, & uma rela-

¢ao de equivaléncia. Com efeito,

1. A RELACAO E TRANSITIVA: Se F & equivalente a G e G é equi-

valente a H entdc F & equivalente a H. Por hipdtese, G
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pode ser obtida de H e F de G por uma série finita de ope-
ragoes elementares. Consequentemente F pode ser obtida de H

por uma série finita dessas operagdes,

A RELAGAO E SIMETRICA: Se F pode ser obtida de G por  uma

série finita de operacOes elementares entdo G pode ser obti--

da de F por uma série finita de operacoes eleémentares. Mos-
tremos primeiro que se F pode ser-obtida de G por uma sb
operagao eleméntar, entao G também pode ser obtida de F por
uma sO operacao elementar, Para isto consideremos cada um dos
quatro tipos de operagoes elementares, Seja F obtida de G
pela operagéd (i) por multiplicagao da i-&sima linha de G por

u escalar nao-nulo A. Entao multiplicando a i-&sima  linha

de F por l—l obteremos G. Agora seja F obtida de G . via

operagao (ii), por exemplo somando-se 3 i-8sima linha de G
a j-&sima linha multiplicada por f£. HNesse caso, somando-se a
i-Bsina linha de I a j-&sima linha multiplicada por (~f) ob-
temos G. Analogas afirma.gaes sao verdadeiras para operagoes
dos tipos {(iii) e (iv). Consequentemente, para cada Opefagéo
elementar existe uma operagao elementar inversa. Portanto,
se F & obtida de G por uma série finita de operacdes elemen
tares, aplicando as operagoes inversas na ordem bposta obtere

mos G de F.

A RELAGAO £ REFLEXIVA: Aplicando a F duas operagées que Sao

inversas uma da outra, obteremos novamente F,
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Desta forma as matrizes de polindmios podem ser divididas em
classes de equivaléncia. Aqui surge a questao se existe ou nao
um certo tipo de matriz de polindmios tal cue cada classe de equi

valéncia contém uma e uma unica matriz dessa forma. Uma forma com

essa propriedade @ chamada canonica., Mostraremos gue para matri-— -

zes de polindmios, a foxrma diagonal com certas condicoes de divisi

bilidade & uma forma candnica no gentido acima.

E através dessa matriz aque caracterizaremos os mbédulos fini-

tamente gerados sobre kix].

DEFINICEO: Uma matriz de polinomios da forma

L | n_|

& chamada matriz diagonal candnica se cada elemento diagonal fi e

um divisor do seguinte £, .., e se todos os elementos diagonais

nao nulos tem coeficiente lider L.

E claro que se a diagonal contém polindémios nulos, eles de-
vem ocorrer nos tltimos lugares, desde gque 0 nao & divisor de ne
nhum polinémio ndo-nulc. Por outro lado, se a diagonal contém es

calares diferentes de zero. entao eles devem ser iguais a 1 e ocu
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par os primeiros lugares, pois o UGnico polindmio com coeficiente
lider 1 gque divide 1 & o polindmio 1. Consequentemente a matriz

diagonal candnica genérica tem a forma

onde cada £, € um polindmio ndo constante com coeficiente lider

1 gue divide o seguinte fi+l
TEOREMA ;E Cada matriz de polindmios pode ser reduzida a forma

canonica diagonal por um numero finito de operagoes elementares.

DEMONSTRACAO: Seja G uma dada matriz de polindmios. Se G = 0,
nao ha o gue provar desde gque 0 ja estd na forma desejada. Supo
nha portanto, gue G # 0. Dentre todas as matrizes de polinomios
equivalentés a G, escolha uma na gqual ¢ elemento do canto supe-

rior esquerdo & nao-nulo e de grau minimo. Seja




fll e fln
Fo= | - :
fnl LI N fnn

essa matriz. Mostraremos gque todos os elementos da primeira 1i-
nha e primeira coluna de F gao divisiveis por fll' Pelo Algo-
ritmo Euclidiano, para cada i = 2,...,n

(1} £, = fllqiﬂri onde r, = 0 ou Bri < 3f

li 11

Execute em F a seguinte operacdao elementar: some 3 i-ésima colu
na a Drimeira coluna multinlicada por -d; - A igualdade (1) mos-
tra gue o elemento da priméira linha e i-&sima coluna da nova ma-

triz e ro. Se r, # 0, permutando a primeira e a i—é;ima colu-
na obtemos uma métriz equivalente a F cujo elemenfo do canto su
perior ésquerdo e r; que tem grau menor do que o grau de £, .,
0 gque contraria a escolha de F . Portanto r, = 0. Um argumento

analogo mostra gque £, divide todos os elémentos da primeira co

luna.

Com = como acima, execute as seguintes operagdes elementa
res em F: Some 4 segunda coluna a primeira multiplicada por =vL
depolg some a terceira coluna a primeira multiplicada por -d4, ©
assim sucessivamente. Execute operacoes analogas nas linhas. Co-

mo resultado, F serd transformada na matriz eguivalente




(2) : H =

i 0 hnZ .- hnnﬂ_
onde hij sdo polinOmios obviamente.
Afi todos os . a ivigivei . .
rmo que to hij sao divisliveis por fll Se hij

nao fosse divisivel por £11+ somando-se a i-&sima linha de H &

primeira, obteriamos uma matriz H com as seguintes propriedades:

(a) H & ecuivalente a G;

(b) o elemento no canto superior esquerdo de H & ndo-nulo e de

grau minimo possivel:

(¢) na primeira linha de H ha um elemento h.. que nao & divi-

sivel pelo primeiro elemento dessa linha.

Assim, pelo argumento precedente a propriedade (c) contradiz as
duas primeiras, e a éfirmagéo esté provada. Demonstraremos entao
gue para cada matriz G existe uma matriz equivalente H da forma
11- ZFxecutamos agora

{2), onde todos hij sac divisiveis por f

-operagoes elementares na matriz

LI T

12 m06G




22 ver Bop
Hl = . . .
B ..o h |

Cada operac¢ao elementar de H, pode ser considerada uma operacgao
elementar de H. E facil ver que a primeira linha e a  primeira
coluna de H sao deixadas inalteradas. Além disso, como todos os

elementos de Hl sac divisiveis por fll’ todos os elementos da.

nova matriz, obtida de Hy como resultado de operagoes elementa-

res, serdo também divisiveis por £, .

Aplicando o resultado provado acima a matriz Hl’ vemos gue

por operagoes elementares podemos obter de Hl uma matriz da for

ma

szz 0 ... O
0 p33 .. p3n
Ky = : : :
0
L. Pn3 Pnn_|

e, consequentemente de H uma matriz da forma




-
F‘fll 0 0 v O
0 k2'2 0 .o 0
T, = 0 0

20 € Xy,

por fll' Continuando esse processo, depois de um nimerc finito

onde todos os pij sao divisiveis por Xk

de passos obtemos a forma canbGnica diagonal desejada. O

Nao & dificil extrair da noséa demonstragao um método priti-
co para reduzir matriz de polindmios & forma candnica diagonal. A
idéia.x & usar operacaes elementares, Dr'ime_iro para ohter um elemen
ﬁo no canto superior esquerdo de grau minimo, depois para obter
ZEeros hos lugares restantes na primeira linha e na primeira colu-

na. Feito isso, aplicar o mesmo método & matriz H @ assim por

lr

diante.

O Teorema 1 afirma gue cada classe de equivaléncia de matri-
zes contdm pelo menos uma matriz candnica diagonal. A seguir, ve-

remcs um exemploc.

EXEMPLO 1: Vamos reduzir a matriz

& divisivel
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1-X X X
X X . =X
1ex? i %2 |

1-X X X 1 X“+X 0
¥
X X -X L, + Ly+L, X X -X n
l+x2 X2 —X2 B 1+X x* —X2
1 0 0
b
v o2 | 3 2
C, » Cy-(X"4X)Cy X ~X7-XT4X ~-X L, > L,-XL,
: 2 4 3 2 2
1+X -X =X"-X X" ] Ly Ly={1+x")L;
1 0 0 1 0 0
) Ny
v |0 -x3—x_2+x -X C, <> Cy 0 -X ~x3_x%4x
o -x*x3x —Xz‘ 0 -x?  -x*-x3x
. 1 o 0 N 1 0 0
L, » -L 0 x  xax%x | c.-c -(x2+x—1)c 0 X 0
2 2 3773 2
2 4 3 2

0 =X -X X=X ' 0 -X X (X+1)
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] v

L3 + L +XL2 0 X 0 L., » (—l}L3 0 X 0

3
L 0

f)

-X (¥+1) ' 0 0 X(X+1)

O Teorema 1 de fato fornece a estrutura de um mddulo M fini
‘tamente gerado sobre o anel de polinémiog k[X] sobre um corpo k.
Como afirmamos no'inicio deste capitulo, se M & dado por uma ma-
triz F, entao as linhas de F proporcionam relagoes entre gerado
res de I, Se, F & eguivalente a G € G estda na forma candnica

diagonal, digamoé

-
[ gy 0
92
0 9,
com gi{gi+l ¥i=1,2,...,n-1. Entaoc M tambhém & gerado por

U, sy, ... 0 onde giu, = ¢ ¥vi=1,2,...,n e gilgi+l'

Seja entao eys€y,.-09e & base candnica de kI[xI1"; isto &,

e, = (0;4..,0,1,0,...,0) onde 1 ocupa o i~é&simo lugar. Pode-se

definir um homomorfismo de modulos 6: k[X]n — M por G(eiJ =u, ;

entao o nicleo K & dado pela matriz G; isto &, K ='[ﬁﬁjh2"””hn)

onde 9y divide hi , 1 =1.2,...,n}.
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Assim M & isomorfo como k[X!-mddulo aoc produto direto

k[X] X k[X] e X k[X]
(9,) (g, (g,)

onde mais ainda se tem: gi!gi+l’ i=1,2,...,n-1. Note ainda

k[x] ~

mais que se g =0 entéo - k[X] e se g, =1, entdo
(g_) :
n

kx 2z (o
(gl}

Assim temos demonstrado o seguinte teorema, que &€ de suma im

portancia:

TEOREMA 2 (TEOREMA FUNDAMENTATL, PARA MODULOS FINITAMENTE GERADOS

SOBRE kI[X]): Seja M um modulo finitamente gerado sobre k[X] .
Entao
. _ r *
M = [} & k[X1/ ©...0 k[X]/
(£, (X)) (fn_r(X})
onde n,r €N, r<n e f£.0f ., 1< i< p-r-1, tem dia-

so o0s ideatis (fi(X))r 1 < i < n~r sao unicamente determinados

por M. De fato, os fi{X) sdo unicos, se 840 MOnicos.

DEMONSTRACAQO: Resta provar apenas a ultima parte do'enunciado.Ng

te que se M = ELE%'X. X k [x] onde os f sao mdnicos e
(f L (fn) Fi i]’
£,1f;4,, Ppara 1 =1,2,...,n"1, entio M & dado por uma matriz

de relacoes




na forma candnica diagonal. Logo basta mostrar gue a forma cand
nica diagonal de uma matriz & unica., Este segue do seguinte re-

sultade como corolario.

Seja F uma matriz de polindSmios de ordem n. Considere to-
dos os menores possiveis de ordem r de F sendo r < n. Esses
menores Sao polindmios em X, Chamaremos de maximo divisor co-~

mum desses mencres e o denotaremos por Dr(X) ao divisor comum
de maior grau com coefidiente 1¥ider 1. Se todos os menores de or
dem r sao nulos, entdo definimos Dr(X)-='0. Em particular, Dl(X)
e o maximo divisor comum dos elementos da matriz F; Dn(x) & o
determina..te de F.dividido pelo seu coeficiente lider, a menos

gue Dn(X) = {0,

TEOREMA 3: Se ¥ e F, sqo matrizes equivalentes de polinomios

e Drl(X) e DrZ(X) denotam os maximos divisores comuns dos me-

nores de ordem v de F e F respectivamente, entao D

1 2 (X) =

rl

= Drz(X}.

DEMONSTRACAO: Como F, e F, sdo equivalentes, F, pode ser

obtida de Fl por uma série de operacOes elementares. Suponha
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inicialmente gue esta série consiste de uma Operagéo elementar .
Por exemplo, seja F2 cbhtida de _Fl pela multiplicagao da i-ési
ma linha de Fl por um escalar x # 0. Os menores corresponden-
tes de Fy e T, sao idénticos ou diferem por um fator 2. Como
um fator constante nao influencia o calculo do maximo divisor co-.
mum, temos D _; = D .- A situacao € a mesma guando LN & obtida
de Fl pela multiplicacdao de uma coluna de Fl per i . Suponha
agora que F, & cbtida de fl por uma operacao do tipo (ii) ou
(iv): seja F, o resultado da adigao da j-8sima linha multiplica
da por £(X) & i-&sima linha de F,. Vamos mostrar gue D, di-
vide Dr2'
Os mencreg de Fl e F2 podem ser divididos em trés clas-
se:. Na primeira colocamos agueles gue nao cont2m elementos da i-
ésima linha. Nesse casgo, 0Ss menores correspondentes de Fl e F2
sdac evidentemente iguais. Na segunda classe colocamos aqueles me
nores que contém elementos de ambas as linhas i-ésima e j-&sima.
Como um determinante nao se aitera se somarmos a uma linha um mﬁ£
tiplo de outra linha, os menores correspondentes de F, e F, Sa0
iguais também nessa classe. Finalmente, na terceira classe cclo-
camos agueles menores que contém elementog da i-&sima linha maé

nac contém elementos da j-é€sima. Nessa classe 0s menores corres-

pondentes sac da forma
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M, = (£, ...f ’ M, = f.v-+f(X).f. "'fi +f(X).fj

onde as linhas que nao foram escritas sdao idénticas. Pela  pro-

priedade de adicao de determinantes,

M, = I£f, ..t + £(X) |f. ...fT = M, +E£(X)N, .
2 vy . vy jv - 1
or-le Nl & algum menor da matriz Fl' Todocs s menores de oxr -
dem r de Fl sao divisiveis por Drl'. Logo Drl divide tanto

Ml como Nl. Secue-se da igualdade acima que todos os menores

de ordem r de F, sdao divisiveis por D.;- TIsto significa que
Drl divide o maximo divisor comum dos menores de ordem r de
F,, isto e, Y divide D_,- Aaplicando a operacao inversa gue

o obtemos Fl. Logo, Drz lelde'Drlf

e portanto Drl = Dr2' Um argumento analogo vale no caso de uma

operacao do tipo (iv). Desse modo o teorema fica demonstrado no

também & do tipo (ii) a F

caso em que F, € obtida de F; por uma operagao elementar. Ora,
se Dr(X] naoc &€ alterado por cada operagéo elementar separadamen
te numa série, & evidente que nao sera alterado pela série de ope

racoes elementares, Isto prova o Teorema 2.
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Consideremos os polindmios Dl(X)""'Dn(X)- numa matriz cu-

ja forma, candnica &

Para obter um menor de ordem r, devemos suprimir n-r linhas e
n-r colunas. Se a i-&sima linha & eliminada, entaoc a i-&sima co
luna da nova matriz assim cbtida contém:apenas zeros. Sendo as-
sim, para obter um menor nao nulo, devemos suprimir linhas e colg
nas correspondentes., Logo os menores de ordem r deven ser da

forma

5 ) .
2 = dvl(x)dvz(X)...dvr(X), (3)

e Dr(X) & o maximo divisor comum desses menores. Das desigualda

des 1 < vy <...< v < n sejue-se que 1 <

2 €Y., ..., <y .,
T . — .Z ! ¥ —_ T

lr
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Assim f.:I\J {X} & divisivel por di(x), e iste significa ¢ ogue
i

a (¥)...d (X} & divisivel por d, (X)...d_(X}. Conseguentemen-

W WV
1 r

te, cada menor de ordem r da matriz ‘D & divisivel pelo menor de

ordem r
dl(X)
- = dl(X}...dr(X) (4)
d_ (%)
r
Se esse menor € nulo, entao todos os menores de ordem r de . D
sao nulos e por definigao Dr(X} = 0. Se o menor (4) & nao-nulo,

entdo os polindmios dl(X)’1"'d£(X) s&o nao-nulos e tém coefici
entes lideres 1. Como todo mcnor (3) & divisivel por {4), D_(X}

coincide com (4). Conseguentemente temos
Dr(XJ = dl(X)...dr(X) (5)

COROLARIO: 4 forma canonica diagonal de uma matriz F & unica.

DEMONSTRACAO: Sejam
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'3, (X) B _el(x)

dz(x) e

dl’l (X)J J en (X)_J

duas matrizes diagonais equivalentes a F onde o0s di(X) e ei(X}

e e ¥i=1,2,...,n-1. Se indi-

a Oni. e d.id.
sdo moOnicos 1% 41

i|%i+1
camos por Dr(X) e Er{X) ‘05 maximos divisores commsde menores de

ordem r de D e E respectivamente, entao Dr = Er pelo Teorema

2. FPor outro lade, pela observagao feita acima, D, = dle"‘dr
e Er T eje ... . Assim dl = ey, dldz = @185 .y dle'“dr =
=ee,...e_, etc. Seque-se que 4, = e, ¥i=12,...,n desde gue

todos eles sao nao-nulos. Assim, nesse caso, vale a unicidade da

forma canonica.

Suponhamos agora gque existe s, 0 <8 < n-1 tal gue
dl,dz,...,ds # O_ e ds+l = 0. (Por definicgao do = 1.) Entao o
argumento acima mostra gue dl = ey d2 = e2""’ds = e, e
ds+l = e . T 0. Ora, ds+2 == dn %.0 e e_,, =-..= e = 0

donde segue-se gue di = e ¥i=1,2,...,n. TFica assim demnons-

trada a unicidade da forma candnica diagonal de uma matriz F .
' 1




CAPITULO VI

MODULOS FINITAMENTE GERADOS SORBRRE . zp [ [X]]

A estrutura de mddulos sobre o anel Zp[[X]} se tornou im-
portante no estudo de corpos ciclotdmicos, isto &, extensOes fini
tas e infinitas do corpo ¢ dos nimeros racionais obtidas por ad-
jungao de raizes da unidade. A adjun¢ao de todas as raizes da
unidade parece dificil de estudar. Iwasawa em 1858 iniciou o es-

tudo de %p—extensﬁes de corpos Kk de nimercs algébricos. L/k &

uma %pwextenséo se Gal{L/k) = %p, grupo ‘aditive dos inteiros p-

adicos. Se @ &€ uma raiz pn—ésima primitiva da unidade, entdo
indique: k_ = k{(a ) e k = U k . 0 grupo de Galois
n n - T n
n>0
x—5__ N
p{p-1) ~ |
Gal(L/k) = %p. De fato, L & o subcorpo fixo de k_ fixado pelo

Gal (k_/k) = Z Logo existe uma extensao L/K tal gue

grupo (p%l) Neste caso, L/K & uma %P-extenséo. ora -,
.z '
z = 1lim —F— . Z_ D (p) D (p?) D...D (p') D...D (0) e portanto
P L iy P
P
temos uma cadeia ascendente de subcorpos k =]%)C LlC L2CL..C}%1C.”
Z
L = VUL, Gal (L_/k) = —E- | Agsim cada L & um I'_-mdbdulo e
n n iz n n
P o
portanto L tamb&m o &. De fato, L & um Zp[Fn]-médulo, onde

/1 [Fn] & um anel de grupo r, sobre o anel %p . A observagao im

portante & que temos homomorfismos naturais Ep[r ] —> XPIFD]

n+l

compativeis, de modo que Zp[F] = lim % [Pn] como anel. Como
-~
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%p[r} = Zp[[X]] o anel de séries formais, via o fato Zp[Fn] =

% [ X]
- ——Eﬁ—a—, L se torna um %p[[X]]-mﬁdulo. Nzo é por esse fato

(x¥ -1)

gque a estrutura de modulos finitamente - gerados sobre zp[[x]] se
torna interessante. 0 interesse real est3 na estrutura de uma

parte {a parte p-primaria) do grupo das classes de corpos Ln

Seja F um corpc de nimeros algébricos e H/F o© corpo de

classes de Hilbert; isto &, H/F & a extensdc abeliana n&o-rami.

ficada maximal. A Teoria de. Corpos de Classes assegura que

Gal(H/F) & isomorfo ao grupc de classes de ideais de F !

Agora considere apenas o p—SYlow subgrupo Cn do grupo das

classes de L, onde L/k & uma %D-extensao e k = L, C L, C...

C Ln ... uma cadeia come indicada acima. Temos um homomorfismo

C > Cn natural e portanto C = lim Cn tem sentido, Um resul
-

tado de Iwasawa afirma que C & um Zp[[x]]—médulo finitamente ge

n+l

rado. A prova apresenta C como um grupo de Galois de uma prex
tensao abeliana nao ramificada e usa o citado resultado da Teoria
]

de Corpos de Classes. Dal obtém-se a cardinalidade de C,

Assim vemos come € importante a estrutura de médulos finita-

mente gerados sobre o anel [[XI]. A prova original de Iwasawa

Z

P
& complicada. Serre observou (Classes de Corps Cyclotomiques, 4
aprés Iwasawa, Seminaire Bourbaki, 1958) que %p[[x]] & um anel

de dimensdo 2 e deduziu o resultade de Iwasawa do Teorema de es-

trutura de mdodulos finitamente gerados sobre dominios de Krull ;
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este ultimo resultado usa a teoria de divisores. Lang [ 6] e
Washington [ 15] apresentam uma prova matriéial e a nossa tentati-
va de compreender esta prova nos levou a incluir o Capitulo v. ©O
objetivo & partir de uma matriz mxn - cujas entradas sao séries
formais e executar operac¢oes admissiveis de maneira a conseguir
uma matriz mais simples que também descreva ¢ mddulo em guestao.
Entram operagdes elementares como no Capitule V e entram também
operagoes "pseudo-elementares" gue nos permitem omitir. pedagos fi
nitos. A justificativa para omitir esses pedagos finitos vem tam
bém da Teoria de Galois, pois o mdbdulo em questao ao sex visto
como grupo de Galois, & um-grupo profinito e portanto pode sexr

descrito mddulo grupos finitos. Topologicamente'os dois sao iso

mor fes.

No capitulo anterior usamos fortemente o algoritmo euclidia-
no de divisdo. Na presente situagido, o andlogo &€ o Teorema de
Preparacdo de Weierstrass que fornece um algoritmo de divisao
Apresentamos este Teorema numa situagéo mais geral, trabalhando
com o anel de séries formais RI[X]] onde R & um anél local

Hausdorff completo.

1. TEOREMA DE PREPARAGCAQ DE WEIERSTRASS

Seja F um anel ndo-nulo. Seja £ = I f.lxl €S R[[x]] '

iiO
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fi € R. Definimos grau de f em X relativo a R e denotamos por
grf como sendo grf em X se 0 # £f € R[X]; = se £f=20 e o

se f & rRX.

Suponha que R & um anel local cujo ideal maximal & .. De-
finimos grau de Weierstrass de £ # 0 felativo a R e denctamos
II'JOIT grwf como séndo o’ minimo i tal que fi ¢ 4 se £ 21[X])];
e » se fe& M[[X]].

Pizemos due f & RI[X]-distinguido se, & = gr f < e, f;=1
e fi = 0 para todo i > d. Note gue neste caso f & um polind-

mio. Chamaremos £ de peolindmio distinguido em ¥ (de grau d) com

coeficientes em K.

PROPOSICEO 1: Seja R um anel local. Se £,g9 e h € RI[X]] tem-

se (das definigoes acimal que
(i) grwfg = grwf + gr g, desde que f£,qg, fg # 0;
(1)  h € ¥[X1] = gr h==; (h#0);
(iii} h & uma unidade em R[[X]] == grwh = Q;

{iv) Se £#£0 e g#0 s8go RI[[X]]~associadeos entao

grwf = 9r 9;

-

(v) f & distinguido < grf = gr.f <= e £ & monico;

(vi) Se £ & distinguido, g & um polinomio monico em X

eom coeficientes em R e g divide £ em RIX],
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entao g ¢ distinguido.

DEMONSTRACAO: (i) Basta considerar o caso onde grwf < e
gr,g < *. Sejam f = Efin e g = Zgixl. Bntac fg = Xhixl onde

h, = fogi + f

{ + ... +_figo . Suponha grwf =3 e grg-= k. 

19i-1

Entao h = f g +’... + figk + ...+ fj+kgo . Como fj e

4k o7 j+k
Iy & M., fjgk g M e fkgu € M se (i,n) # (i,k). Dai hj+k Z M.

também, e para qualquer s <'j + k, hS & M. Portanto

grwfg = 3 + k = grwf + gr, g.
{ii) E a definigao de grwff
(iii) h = Zhixl & uma unidade de R{[X]] = ho & uma uni

dauwe de R < hO & p e grwh = 0.

(iv) Se f e g sao R[{[X]]-associados entde £ = &g on-
de 8 & uma unidade em RI[[X]]. Por (i) grwf::grw5g==grwo+1ﬁ%g.
Por (ii) grw6 =0 e temos gr f = gr 9.

(v)  E a definigdo de um elemento distinguido.

(vi) Se d = grwf < w, fd =1 e fi = 0 para todo 1 >d.

Se glf em R[X] entdo f =rg com r € R[X]. De f=rg tenm-
se, grf = grr + grg, pois g & mdnico, e grwf = gr r+ gr.g. Se

grg > grg entdo
grf > grr + gr..9J
> gr, r+gr.yg

= grwf ’
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uma contradicac ao fato gque f & distingﬁido. Logo grg = gr, 9 e

sendo g monico, g & distinguido.

TEOREMA 1: (Teorema de Preparacgao de Weigrstrass Seja (R, M)

um anel local Hausdorff completo e sejam f e g.€ R[IX]]

(i) Se grwf < © entgo existem hLnicos elementos qER[[X]]

¢ r € R[X] tais gue g =qgf + r e arr grwf;

(ii) Se £ e g sac distinguidos entao £ e g sao R{IX]]-as

sociados se, e somente se f = g;

(iii) B8e £ & distinguido e g € R[X] énﬁ&o g € R[X]. Se,
além disso, g é também distinguido e r = 0 entao
q ¢ distinguido;

(iv) F & M[[X]] se, e somente se T & um R[[)(]j—associado
de um elemento distinguido £*, tsto &, £ = &f* onde
§ € wuma unidade em RI{[X]1]; e nessez caso f£f* e &

sao unicamente determinados por f£;

(v) Se £ & distinguido e £ = fl fs com fl,...,f

em R[[X]] entdo fi ¢ um RI{[X1] -associado de um

o

polinomio distinguido £f, i=1,...,5 ¢ f=f§ .o £2

DEMONSTRAGAO: (i) Seja £ = % f£,X°, £, € R e d = gr f. Se-
i>0 1 1 W
a-1 i . i '
jam f£' = § £.X0 e £* = ¢ £.x %, Entio £* & uma unidade de
i=0 isd@ *
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RI[X]] e F EM[[X].]. Dai F=—%€ [[X]] e f = (Xd-F)f*. Se-

Jam Q = f*§ e G = g. Assim nossa afirmagao se torna eguivalen i
te 3 seguinte: dados G € RI[X]] e F € m[[x]], existe 4nico é
Q0 € rRI[IX]] tal que [G—(Xd—F)Q] & um polindmio de grau < d. De

fato, suponha que g = gf+r e grr < grwf. Pondo-se O = f*g te i

mos gr{G-(Xd-F)Q] = gr(g-gf} = gr r < d. Reciprocamente, se
existe Gnico Q € RI[[X]] com gr[G~(Xd—r)Q] < o, entiao tomando
r = G—(Xd~F}Q e q = %% ’ gf = (thF)Q e temos G = g = gf+r

UNICIDADE DE Q: E suficiente mostrar que se Q0= Qi xt ,

: i>0
Q, € R, gr(anF)Q‘c d entdo Q = 0. Com efeito, se Q' € R[[X{]]

e tal que gr[G—(Xd—F)Q'] < @ entao
gr[G—{Xd—F)Qv(G—(Xd~S)Q'H = gr[(Xd—F){Q'—Q)] < 4

Loge Q'-Q = 0 e dal Q' = Q. Ora, suponha que Q € MU [IXI]  com
u>0. Seja e > 0 um inteiro qualguer. Entao o coeficiente de
d+e d - ,

X em (X "~F)Q & zero, pois d+e > d. Por outro lado, o coe-
ficiente de X em {Xd—F)Q consiste de uma exXpressaoc O_e +
soma de termos da forma FiQﬂ' Como cgda Qj = Mu a cada FiEE%,

1 . +1 - ez
- Dai Q@ € ¥, Como e & arbitrario segue

temos F.Q. € ut
i3

que O € Mu+l[[X]]. Repetindo-se o argumento com u+l em lugar

de u, segue gque ¢ € M[X]] para tode u > 0. Isto quer di-

zer gue para todo i » 0, os coeficientes Qi de Q pertencem

a N M7, Pelo Teorema de Krull Nyt = (0). Logo Q = 0.
u>0 ' n>0
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-EXISTENCIA: Usando o fato de que £ € M[I[X]], sucessivamente ten

() (0) . 4(1)

taremos encontrar Q e M [Ix]]  tal que Q =Q +Q +... e

isto &, Q serd uma soma infinita de séries formais de maneira que

Q tenha sentido. Isto ¢ feito para garantir que,gr(Gw(Xd—F)Q)‘:d.

Escreva G = L Gin, Po= I ijl ' onde G. € Rep, €M
i>0 i>0 ~ * 1

¥ i > 0. A ideia & proceder da seguinte maneira: Escrevamos

Q= Q(O)+Q{l}+...+Q(u)+... onde 0s Q(u) sao séries formais a

serem definidas, Escreva (G—(Xd—F)Q) =0G~X% (Q(D) (1)+Q(2}+ R

(o}, (1)+Q(2)+...). Note que se escolhemos Q(u) €y [[x],

+ F(O
entio 0% € ¥ []). portanto 0'©' & escolhido tal que
gr(G—Q(O)Xd) < d, Q{l) escolhido tal gue 'gr(ﬂQ(l)x +FQ(O)) < d
Q(z} escolhide tal que mgr(—O(z)Xd+FQ(l)) < d ... etc. e em ge
ral uma vez escolhido Q(u), definimos Q(u+l) via
gr(—Q{u+l)Xd+FQ(u)) < d. Assim se Q(u) = I Qéu) Xe ’ temos:
e>0
(u) _ . '
Qe = Gd+e' para todo e > 0;
- dte
(u+l) _ (u) .
Qe = jio Fj Qd+e Y para todos u > 0 e e > 0;
Isto define sucessivamente oS Q(U} para u >-0. Assim
gr [G- (0) d] < d e gr[*Q(u+l)Xd+Q§u)F] < d

para todo u > 0., Com efeito,

Loy a a-1 4, (0) _d+e _
G-Q "X = (G _tGX*...+Gy X +G4X ) £ Q X =
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—1 ' s d+1 B . d-1
=G +G1X+.. +G Xd +G —Gdh MGB+1X ——. = G0+G1X+"‘+Gd~lx ,
cujo grau € menor gue d . Da mesma maneira considere
o xSy o 2 glirdlydve oy ol [y w xS
es0 e>0 } e>0 e
. d+e - -
O coeficiente de X deste polindmio & Qéu+l) + z qu) F, =0
j+k =d+e J
da detinic¢ac de Qéu+l) » sempre gue e > 0, Portanto ﬂghﬁﬂjxd +
+ Q{U)F & um polindmic de grau menor gque d. Feito isso observe

(1)

que 0 eultxll e se oM € w[xl] entio oW ¢ d+l[kH

pois F € M[[X]] e isto vale para todo u > 0. Isto guer dizer

gue Qéu) € ¥ para todo .u > 0 e todo e > 0. Assim para todo
u
Q( )

e > 0 a soma z o

existe em R, pois R & completo  Haus-
u>0

K . - " - . (
dorff a respeitec da topologia M-adica, ja que a sequéncia (QeO)+

+Qél}+Qé2)+...+Qéu}J & uma seguéncia de Cauchy. Definamos
O = T Q(U) e Q= I Q Xe. Ora Q atende a nosso objetivo,
€ u>0 ¢ e>0 :

pois (G—(Xd—F)Q) & um polinomio de glau menor gue d:

u .
6-(x%rig = 1im (e-x%-m(x 0'7y) = 1in (Cy)
-+ j =0 11>
digamos, onde
u+l .
Tl = e-(x%-m (1 o)y = 6- d 0O ypa (O x|

3=0

+ FQ(u}_XdQ(u+1)+FQ(u+l)

= um polindmio £f,41 9e grau menor que & + FQ

(u+1)
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Ora, a sequéncia (Tu) tem um limite em R[[X]] donde a sequén-
cia de pelindmios (fu) & uma sequéncia de Cauchy. Ela ou e
eventualmente constante ou tem um polindmio £ de grau menor que

d como limite. De qualguer modo (G—(Xd—F)Q) & um polinomio de

grau menor gue d . Isto mostra (i).

(ii) Suponha que f e g R[{X]]—associados; Entao g = &f onde
§ & uma unidade em R[[X1].. Pela Proposicido 1 gr g = gr._ ¢ =
=gr f=grf. Como f e g sao monicos (pois sao distinguidos),
temos gr(f-g) < grwf. Além disso podemos escrever f-g = 0.f +
+(f-g) = (1~8)f+0 (duas decomposicdes de f-g como em (i)). Pe
la unicidade em (i) segue-se que f-g = 0, isto &, f = g.

qd- L e fi =0

para todo 1 > d. Tome g € R[X]. Por (i) existem unicos

(iii) Se f & distinguido entfo gr f = d<0, f

ger € R[[X]] tais que g = qf%r. Por outro lado, f & tambhem

um elemento de R[X] de grau d com fd = 1. Pelo algoritmo Eu-
clidiano existem unicos ¢g' e r' em R[X] (inicos) tais que
g = q'f+r'. Da unicidade da representacido em R[[X]] segue-se

que g = gq' € R[X]. Para a segunda parte, se g e tambem distin-
guido e r = 0 entdo g divide g em R[X], isto &, g = gf e
come g €& monicc {(pois g e f o s&o) temos da Proposicgao l(vi) que

g & também distinguido.

{iv) <= f£* distinguido <=> gr £* = d<=. Como f e f£* sao

R[[X]]-associados, pela Proposicdo 1(iv) gr‘&f = gr f*r =d<e e |
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portanto f & mM{[X]].

=> Suponhanos agora gue £ & yM{IX]]. d = grwf<:m. Seja-
g = Xd em (i}. Entao Xd = qf%r com gr r < grwf = d. Afirma-
mos: r € M[[X]}. Casc contrario, gr x < d. Como Xd—r = gf,

o 4
grwqf = grwq+grwf = grw(x -r} = grwr<id,

logo gr g < 0, um absurdo. gr v nao pode ser > d pois rizo EM

para qualguer i > d. Seja f* = Xdur. Entao f£* & um polino-

mio distinguido de grau d e f* = Xd—r = gf. Logo grwf* =d =

= grwq+grwf o Que-implica 9r g = 0 e g €& unidade.

f* e g sao unicamente determinados por £ . Com efeito, se

£' & outro polindmic distinguido associado a £ e g uma outra

unidade tais que §£* = f = gf', entao f* = 6_lgf' = 6'€£', Por
(i1) £* = £', Dai § = g.

{(vi £ distinguido <=> gr f = grwf < » e f monicoc. Note gue
nenhum fi € M{[X}]. pela Proposicao i), grwf = grwfl+...+
grwfS < ®© o que implica grwfi < e para todo i =1,2,...,8. Pe

la Proposicao 1 (ii), £; “ M[{X}}. Logo por (iv) £, & associa

do a um polindmio distinguido fi . Ora

* %) = * ' - * * x . f*
gr(fl...fj) = grfl+l...+grf5 grwfl+...+grwfS grwtfl.. fs).

i

Portanto f{...f; é distinguido associado a £ fpo..fg. ‘Por

(ii) seque-se que f = f ...f; .

%
1
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Do Teorema 1 seguem imediatamente os resultados analogos pa-—
ra o anel IEP dos inteiros p--adicos, sendo p um numero primo >

2. S3ao desses gue precisaremos no paragrafo seguinte.

TEOREMA 2. 1) (ALGORITMO DA DIVISAO EM ZUX11: se f,9 €E [[X]]
<

e PTf entio existem 4 € Zp[[X3] e I € %P[X] Coum polindmio

tais que 9 = qf+r com gr r < grwf- Agui, se n = grwf, entqo
n-1 n .

f= ao+alX+...+an_1X +anX +... onde pTan e plai, i=20,1,2,;
U o T A

2) TEOREMA p-ADICC DE PREPARAGAO DE WEIERSTRASS): Jeja £{X} =
= ; a Xi onde p|a a a e pTa {n > Q) tal ue

jag * 0’717 T Tn-1 n - q

gr f = n. Entdo E£{X) pode ser escrito de maneira unica como
f(X) = e(X)P(X) onde €(X) & uma unidade de Z (X1 e P(X)
& um polinomio distinguido de %P[X]. P(X) = Xn+bn_lxn"l+...+

b1X+bO onde plbi, i=0,1,...,n=-1.

3) Mais geralmente, se fI(X) € ZP[X] com f_# 0, entas £ pode
ser escrito de maneira unica como FAX) = ptE(X)P(X) cnde t > 0
e (X} é uma unidade de %p[[XII ¢ PI(X) ¢é um polindmio dis~-
tinguido de EP[X].

1) Mais ainda se £ & um polindmio em 3) entdo e€l(X) também & um

polinomio,
5) %p{[X]] e um anel fatorial cujos elementos irredutivets sao

ATLLTONTL
In IR
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associados de p ou de polinomios distinguidos irvredutiveis,

2. ESTRUTURA DE MCODULOS FINITAMENTE GERADOS SOBRE %p[[X]]

vVamos tratar agora da estrutura de modulos finitamente gera-

dos sobre zp[[x]]. Seja A = %p[[x]} e M um A-module £inita-

mente gerado sobre A . Nossa meta € descrever a estrutura de M

em termos de ideais de' A come no caso do Teorema'2 do CaplituloV.
Felizmente isto & possivel modulo pédacos finitos. O pseudo-
isomorfismo € o mecanismo que alcanca esta descrigao. 0 Teorema 3
descreve esta estrutura.

LEMA l1: Suponha que £,9 € A sdo relativamente primos. Entdo o

ideal (f,q) & de indice finito em A .

DEMONSTRACEO: Considere o ideal (£, e seja h um elemento
nao nulo deste ideal de menor grau. Pelo Teorema 2, existem um
cinteiro 1+ > 0. e um polinﬁmio distinguido H e uma unidade
U{x}) € A tais gque h = puU(X)H(X). Multiplicando-se pelo inver-
so de U(X}, pode-se supor que h = pU(X)H(X}. (Repare gue © no-
vo h &€ (f,9) e o grau do novo h nao muda.) Afirmamos gque H=1:
Se néo,aplique o algoritmo de divisao a £ e H. Assim, f = Hq+r}
onde gr r < grH e psf = pqu%pSr = hq+psr donde psr € {f,qg)
com gr psr <grh. ILogo r =0 ouseja H divide £ . Da mesma
maneira H divide g. Mas f e ¢ séo primos entre si - uma con-

tradicao. Logoe H = 1. Assim temos h = ps € (f,g). Se s =0,
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entdao (f,g} = A e a conclusao do Lema segue. Se s > 0 pode—
se supor que p nao divide ambos f e g ; digamos p ndo divide |

f. Portanto f = Ul(X)fl(X} onde f1 & um polinomioc distingui-

do. Multiplicando~se ainda pelo inverso de Ul(X), pode—-se su-

por que f e distinguido. Assim (ps,f} C (£,9). Ora (ps,f) é

um ideal de Indice finito:

A % [ [X]/(£}

22 11X/ () = - .

(p )

(0%, )

Ora pelo algoritmo de divisdo todo elemento de A €& congruente md

dulo f a um polindmio de grau menor que o de f . Se passamos ago

ra médulo () , entaoc um conjunto de represcatantes  de

Eptidl] s i o2 el | ;

L B} consiste de {a_+a i+§2§ 4., .43 1% } onde |
(f) o 1 m— i

Assim o indice de —wJLE— e :
(p™) (£,p7) i
p°m, que & finito. Como (£,p°) € {f,9) segue que (f,g} & de

m=gr f e 51 € Z_(p~}) =

indice finito.

LEMA 2: Supcnha que f,g € A sao elementos primos entre 51, Ertao

(i) A aplicag¢do natural A/ (fg} —> A/(£f) & A/{g) definida
por > (c,8) onde c € n e barra indica classe modulo ¢ una

injegdo, cujo Cokermel e finito. |

(ii) Eziste uma injegdo AJ(E) @ A/(g) —> Af{fg) ocujo Co-

kernel & finito.
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DEMONSTRACAO: (i) A aplicac¢do natural 6:¢ —> (C,8) & uma inje

¢do pois 6(C) = 0 se e somente se f e g dividem ¢ . Como f
e g sao primos entre si e A & um dominio fatorial, seque que
fglc e logo ¢ = 0. Portanto 8 & uma inje¢do. Para a segunda
afirmativa de (i), primeiroc mostremos gue se 1 = (f,g} o ideal

gerado por £ e g em A, e (a,b) € AxA. Entdo {3a,b) € Im 8
se e somente se a-b € I, BSeja a-b € I, Escreva a-b = Af+RBg

com A,B € A. Entao a-Af = b+Bg = ¢, digamos e evidentemente

A A

6{c} = O6(a-Af) = 8(b+Bg) = (a-Af,b+Bg} S “("'f“)—XTg-)—* = (a,b}.
Reciprocamente, se (a,B) = 8{c), entic c-a = fA e c-b = gB

para algum A,B € A. Dal ¢ = a+fA = b+gB e a-b € I. Ora pelo

ﬂ - . . 13 X I
Lema‘ 1, 1.5 g finito. Sejam rl"?.’Z’ ceea X & A um sistema com
pleto de representantes de classes module (f£,g} de A, Entao

{{U’Ei)}l<i<n é um sistema completo de representantes de Coker-

- . - A A . _ )
nel de 8. Com efeito, se (a,b) < T X a7 ¢ SedR Ty € A tal
gque a-b = ~r. {mod (f,g}). Entao pela nossa afirmacao anterior,
(E,E:E;) € Im 8 ou seja (a,b) = {ﬁ,fi) (modulo Im 6) em

A A ' = = - - ' . . .
e X7 Por cutro lado, (O,ri) F4 (ﬁ,rj} {(mé6d. Im 6} se i # 9,
pois (G,Ei) = (ﬁ,fj} {mo6d Cokernel 8) se e somente se
(ﬁ,ri-rj) € Im 6., Isto é possivel se e scmente se T,y € 1 o

que ndo & possivel se 1 # j, Assim 0 € uma aplicacao cujo Co-

kernel & finito.

(ii) Pela primeira parte se M = e(T%%T a N = (ﬁ) ® (g) , en—
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tao MCN e M z T%%T; também N/M & finito., Seja P um poli

nomio distinguido (ndo-constante) relativamente primo em relacio

a fg. Mostramos que existe um inteiro positivo k tal que a mui'
k

tiplicacao por Pk define uma injecao N > M cujo Cokernel

e finito.

Seja (X,y) € N. Como N/M é& finito e {Pl(ﬁj)}izg c N,
existem inteiros © < i < j -tais que ph(%x,7) = P(X,T) (mdd. M)
. j=1, -i,= - j-1 - .
ou seja (1-P ) PT(x,y) € M. Mas 1-P e uma unidade de A,

pois j # i e portanto P2 " & um polinémio d@istinguido nao-cons
tante. Assim P (X,¥) € M.. Ora, N & um A-mddulo finitamente ge

rado por (I,0) e (0,I). Portanto existe um inteiro X > 0 tal

que Pk{I,ﬁ) EM e Pk{ﬁ,I) & M donde PkN C M. Assim
Pk
¢ 1 N > M € uma aplicacdo de N em M. ¢ & inijetiva, pois
se Pk{§,§) =0 em M entac f divide Ky e g divide Pky ;
como P e fg sdo primos entre si, £ divide x e g divide v
ou seja (x,y) = (0,0). Dai v & injetiva. O composto de ¢ con
o isomorfisme M = T%%T define a desejada inijecaoc Y:
A A A = T k k
—_— ¥ e ——D . D 1 = P, ortant e J = (P
().X(g} TEgT ra Y(1,1) Portanto s_. ; L Eg)
o ideal gerado por pF e fg em A, entdo JC Imy C (fg} .
‘Ora, Coker ¥ = ﬁ%%é%l é wa imagem homomGrfica de —££§§2~ = % e %
) B
& finito pelo Lema 1 pois fg e X s3o primos entre si. Portan

to Coker ¢ também & finito.

DEFINIGAO: Dizemos que dois A-mddulos de M e M' sdo  pseudo-
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tsomorfos e Jenoiteros por M -~ M', ge existe um homomorfismo

M > M' com nicleo e co~nicleo finitos.

A composigao de dois pseudo-isomorfismos & um pseudo-isomor-

fismo.
Em termos desta definicio, o Lema 2 afirma que - x- A
' (£) 7 {qg) {£fg)
A A A ~ . _
f\d -~
e 9 T3 x(g) se f,g sao primos entre si. Cabe observar
que em geral -~ nao & uma relacao de equivaléncia; se M ~ M' nio

decorre que M' o M !

Nossa meta & descrever a estrutura de mddulos finitamente ge
rados sobre o anel 'ﬁp[[X]]. Este teorema fol primeiramente de-
monstrado por Iwasawa. Existe uma prova de Serre gue usa o fato
de gue nosso anel ZP [[¥]! & um dominic noetheriano de Krull de
dimensdo 2 e usa a teoria de divisores (Ver Bourbaki, N., Algébre Com

mutative, Chap. 7, Diviseurs: Hermann, Paris, 1965).

Noséa prova & baseada no livro de Lang [6], onde ele da uma
prova matricial. Esta abordagem & béseada no esvirito do Capitu-
lo V, que serve de modelo. Além de operagOes que ali comparecem,
entram mais 3 operagOes agul, uma vez que o Teorema da estrutura
~em questao trata de pseudo-isomorfismo e nac de isomorfismo. Isto
quer dizer que o mddulo em questio & descrito via um homomorfismo
8 :M —> M' onde M' tem uma estrutura simples como no Capitulo
V, e onde ker 8 e coker 8 sdo finitos. Portanto a informagao

& mddulo dois pedagos finitos.

Mais uma vez a custo de repeticgdo desenvolvemos a filosofia




- 109 -

que estd atras da abordagem matricial.

Seja M um mddulo finitamente gerado sobre A com geradores
Upgeonpl . Entao existe um homomorfismo sobrejetor 0 do A-nmddu

io A" em M tal gue B(yi) =y para tocdo 1 =1,...,n onde

y, = (l,O,...,O),...,yn = {0,...,0,1). Seja K = ker 6. pelo Teo

rema Fundamental do Isomorfismo, M A~ An/K. Como X & sgubmddulo

do A-mddulo A" e & & Noetheriano, X & finifamente gerado (Lang

[5]). Sejam A = (All""’lln)""'}\m = (Aml,...,xmn} os gera-
dores de K. Entao M pode ser representado pela matriz mxn
Ay e Mg [
P o= . . .
_wlml ‘e Amn‘_

Como cada linha dessa matriz & um elemento do nicleo do homomor-

fismo 6, temos gue para todo i = 1,...,n
B(Ail,...,kin) = 0
isto &,
(%) Ayq W et A ou =00 .
Assim M = Iul,...,un]_ & determinado pela matriz F = Dij}nlxn

e relagdoes (*}. Agui a matriz F & também chamada de matriz = de
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relagoes do mddulo M. Desse modo, um mdduloc finitamente gerado

sobre A & determinado por uma matriz de relacdes.

Procuraremos, como nc capitulo anterior, um conjunto de gera

dores e um conjunto de relag¢oes as mais simples possiveis.

Vejamos a sequir as operagdes basicas permitidas com linhas
e colunas. Primeiro aquelas que correspondem a mudar geradores
de F e M que foram usadas para k[XI.

OPERACAO A: Podemos pevrmutar linhas ou permutar coiunas.

OPERACAO B: PBodemos somar a uma linha (ou coluna) um miltiplo de

1l

outra linha (ou colunal). Em particular, se X' gr+r entao

A ee T ... > A ae. AT L. .
..I_
. . cr ¢y .

OPERACAO C: Podemos multiplicar uma linha ou coluna por um ele-

mente unddade de A .

Agora as operagoes adicionais onde entram os pseudo-isomor-

fismos:

OPERAGCAC I: Se F contém uma linha (kllrpklz,...,pkln) com
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pTA;y, entdo podemos trocar ¥ pela matriz F' cujfa primeira 11
nha é (kll,klz,...,lln) ¢ as demats linhas s8ao as de F com os

primeiros elementos multiplicades por p.

‘i1 Pryp o e-e PRy Y11 M2 o0 Mg
fo1 *a2 L.t Pray *a2 tt Aon
_— = F' .
_Knﬂ ‘2 7 mn B ' _pkml An2 ot hmn__
Em particular, se Apg = eee =2, =0 entao podemos multiplicar
Aojreserd i por uma potencia arbitraria de p.

Fornecemos uma Jjustificativa da OPERACAC 1.

DEMONSTRACAQ: Precisamos mostrar que existe um pseudo-isomorfis-
mo 8 :M —> M' onde M e M' sao definidos por matrizes F e
F' respectivamente (tendo n geradores em cada caso}. Assim M

& gerado por ul,uz,..},un satisfazendo as relagoes

.
Apply F ProUy F PAjSUg Held Py u, =0
:\21111 + 122112 + e R >l21'1 Lln =
(*) <
Amlul + Amzuz PR + Amn un. = {
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M' & gerado por n geradores VitVgreea, vV onde

AaVy P ApVy teeet Apuy =0

| ! pkzlvl + AZZVZ + .t 12n n = 0

(% %) e -
\: -
’I 4 ¥ % & & ¥ & & ¥ % ®m % ¥ & 4 3 # B & ¥ ¥ F & p w om B - =
£
|
! . =
L%Amlvl Am2v2 Foond Amnvn 0

Em primeiro lugar tomamos M' = M+Av = hvl+...+hvn+ﬂv onde

os v, satisfacam as mesmas relagoes (*) dos geradores de M e

(***}

Definimos 8 :M —> M' por e(ui) = V., ¥ i =1,2,...,n. 8 &

bem definida, pois ambos os u, e vy satisfazem as mesmas rela

goes.
Afirmo gue 6 & uma injecdo. Se m €M e 6{(m) = 0, entao
= e = = ot e
m ulpl +unpn para algum My A e 6 {m) Ulvl + unvn
em M'. 6(m) = 0 em M' => g(m) & uma combinag¢do linear de 1i

nhas de relagoes definidas por (*) e (*¥**}., A matriz de relagoes
de M' usando os geradores Vl’VZ""’vn a v & uma matriz
{n+2} x (n+1). Se indicamos por ri1¥gre.ey X as linhas de F en

tdo existem escalares a,,a,,...,a ., aeb €A tais que
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- -, . . -
¢(m) = [%l(rl,ﬂ}-%az(r2,0)+...+am{rm,0) + -
1|
+ a(—l,O,...,O,p)-+b(0,l12,...¢kln,kll{] iz .
v
n
|_V-_
Isto & simplesmente uma maneira de dizer que ©{m) pertence ao

moédulo de relagdes XK' definindo M' e dado por (*} e (***}. Os

geradores de X' sao as linhas da matriz

- - — — -—
(rl,O) All phlz ... pkln -0
. Y I
(}*m,O) . et e
(=1,0,...,0,p) ‘mi Pmz oo Ao O
-1 6 ... O P
i (0 Xy e enrhyyrhyg)) |
i 0 Mg o eee Ay )\ll_

Logo o vetor ©{m} & uma combinacdo linear das linhas dessa ulti
ma matriz. Ora se m = ulu1+...+gnun, entao 8(m) = HyVyde o otl Voo

Logo

' > -+ o -
(pl,uz,...,un,O) al(rl,O)ﬁ—az(rz,O) +...+‘am(rm,0} +

£ al=1,0,...,0,p) +b(0, A .2y vhy ) -
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Conparando~se os ultimos componentes 0 =vap+bkllf Como . pTAll,
. a b . . '
plb e Allla' Dai - XII-" o - ? € A. Substituindo-se —a::cJ\.ll

e b = cp temos

o
(ul,uz,...,un) = (alrl-+a2r2+...+amrm +
MR ERALARIALRR A LI JE PR ZEC YRR ZE PN
n entradas
= @Iy +ayrote..+a r +Cr, (repare gue os
ry sac vetores com n entradas)
> > -+
= (al+c)rl-+a2r2+...+amrm .
Isto mostra que (ul,uz,...,un) & uma combinacac linear de li-

nhas da matriz F que & a matriz de relacbes de M. Logo

= . 1 = 1+ ~ i
m ulul+u2u2+...+Pnun pertence a }(, o moduleo de relagoes de M,
Locge m =0 em M. Dali 6 :M —> M' é uma injecédo. Portanto
ker 6 = (0) & finito.

Vamos mostrar gque coker 6 ¢ finito.

Primeiro observe que ~V, 4PV = 0 e 112v2-h..+ Ahsﬁfdllv::o

e 6({M) = [vl,...,vn] {geradoc por vi). Logo pM' C 8 (M} pois

(pvf C (M} e (pv)CB(M). Da mesma maneira kllM'_g 6(M). Portan
M! - . ~

tanto Ty © anulado pelo ideal (p,hll). Ora p e All sao

primos entre si e portanto T——%——T & finito pelo Lema 1. M' e

Priqy
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um moédulo finitamente gerado sobre A por VirVoree o,V € Vo,
e portanto Mg finitamente geradoc sobre - A por v .
6 (M) . (p,kll}
Como b s finito, entao Mo A v & finit L
4 {p,l ) r S(M} = (prk ) nlicto. oqo
11 11
coker ¢ € finito, Assim 0 €& um pseudo-iscomorfismo.
Vamos mostrar agora que a matriz de relagoes M' pode ser-
dada pela matriz mxn F',
LI . L . ~ &
Qra M' = [vl,vz,...,vn,v] com relacoss (*) e
{(n+l) geradores)
_ (lvl-+pv = 0
(**%) ’
Al2v2 toa ot llnvn +Al1V = 0
Loge M' = [v2,v3,...,vn,v] = [v,vz,v3,...,vn]
(n geradores}
A primeira linha de {(*) da
hllvl + pklzv2 ot pklnvn = 0 .
Mas vy F PV da
p(lllv + ll2v2 Tt llnvn) = 0 .
Esta relacdo ja esta incluida na 28 relacao de (***). Portantoc po
demos tomar a primeira linha da matriz de relagOes de M' como
— 1 X =
(All,llz,...,lln). Como vy = PV, as outras linhas de (*) sao

as mesmas linhas correspondentes de F com 0s elementos da primeira
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coluna multiplicados por p . Por exemplo,

sg torna

i
o -

plzlv + k22v2 a0t l2nvn '

dando

{plzl,k22,...,h2n} .

Logo F' pode ser tomada como matriz de relacgCes de M'. 0

OPERACAOII:  Se todos os elementos da primeira coluna de F sdo |

. k .. . -k k
divisiveis por P e se a primeira linka P kll""’p Aln com

i . P o 1 : .
pTAll' entao podemos mudar para a maitriz ( k] onde F' & ob

0 p -
. T . . . . . k k
tida de ¥ por substituigdo da primeira linha (P Aqyqrese P 2y y)
por {lll,...,kln}. Isto &,
 k k k, | B ]
PrAyy P Ay oes PAg, M1 P IEEREE T
k k
o = P k21 Aooy e X2n . p h2l A22 “an k2n 0
k k
__p Aml lmz T J\rl:m_J P lml Amz T *mn 0
o 0 ... 0 p~
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DEMONSTRACEO da justificativa da Operacao II: Seja M gerado por

ul,uz,...,un e seja F a matriz de relacoes de M . Séja M' ge

-

radoc por VyrVyreeasV, €7 onde G', a matriz de M' &

- o o
, _
G' = P 0,... _ —pk' .
K ST ST 2 |

Isto e, VyreresVy satisfazem as mesmas relacoes que Up ity ree e Uy
"

na matriz F e, alem disso,

(pkvl-pkv = 0

Kl2v2 + AlBVB +...+.Alhvn + Allv = 0 .

(***)

Como no caso da Operagac I, definimos um homomorfismo 6 : M —> M!

por B(ui) = vi’ i = l,2,...{n. 8 é bem definido pois F faz

parte de G'.

Afirmamos que € & novamente uma injecao. De fato, seja

= . - 3 ; - —4 '
m = ulul+...+unun € M tal que 6 (m) ulvl+...+unvn 0 em M',

. y . ~ . - -3
Leogo (ul,uz,...,un,o) ¢ uma combinacao linear de (rl,O),{rz,OL

"'l‘(;mfo)! (Pkror---ror"Pk) = (0,2 | onde

122137 At

r; & a i-ésima linha de F; istoc porque (ul,...,un,o) pertence

ao modulo de relagoes K' de M' gerado pelas linhas de G' .
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Leogo existem escalares al,az,...,am, aebec i tais gue

-+ - -+
(ul,uz,...,un,o} = al(rl,O) + a2(r2,0) ..t am(rm,O) +

+ a(pk}O,...,O,—ka + bi(0,A A )

1277 Mprtyg

. k k
Dai, 0 = -ap +bkll. Cra pTAll => p |b e All[a. Logo

Xﬂu = j% = ¢ € A, donde
11 p
( }’_ - - -
ul,uz,...,un = alrl.+ BoTo +a..t BT ¥
k -k :
+ Chll(p (O0reee ,0) + p C(O,Alz,...,hln)
- )+ -+ - ->
= {ay+clry + a,r, +...4 a T
Portanto (ul,uz,...,un} & uma combinacao linear das linhas da
matriz de relagces F . Iste implica em m = ulul+...+unun = 0 am

M. ILogo 6 & injetora e ker 6 = (0).

Mostremos que coker © & finito. Ora O(M) = hﬁ}v2,“.,vn]E£M'.
Logo E%ﬁ" é gerado por V. Repare gque (pkv}:(pkvf C 9 (M) e
@kvg C 8 (M), Logo pkM' C 6(M). Da mesma maneira hllM' C e (M),
; : .
Portanto M é anulado por (pk,A ) donde ele e um __ A
6 (M} R k
o (P, 2qq)
nodule gerado por v. Ora, peloc Lema 1, __EJL___ & finito e
' (P, 2 )
M A - . 11 ,
portanto 5y < v tambem e finito. Logo, coker & e

T
(P Ay 4)
finito e 8 & um pseudo-isomorfismoc.

Para conseguir a matriz F' como relagbes, consideramos M"
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o submodulo de M' gerado por ViVysreeo, v M0 submodulo
de M' gerado por VTV, Evidentemente M' = MJ+M"'.

Afirmamos gue M" N M'"™ = (0). De fato, se AV Vb, .4V =
= _ e = ) e .

_b(vl v) com a,b,ai A, entaoc {aib)? bvl+a2v2+...+anvn
em M'. Dai 8 = (—b,az,...,an,a+b) pertence ao modulo de rela-.
¢oes de M', Ora, a primeira coluna de F e de G' sac divisiveis
por pk. Como pertence ac subespag¢o gerado pelas linhas de G,
tem a sua primeira entrada divisivel por pk. Dai pk|(—b), di-
gamos -b = pkc. Entio b(vl—v) = —cpk(vl—v} = 0 em M'. Logo
— _ — T mo

av+a2v2+...+anvn = b(vl v} 0 e M" MM = (0). Portanto
Ml = Iqll @ Mll'l .

Seja M' p M" a projecac kery = MM = n{vl-v). Como
pk’vl—v} = 0, M" & anulado por pk e loge M™ & um —l%——médg

. (p)

lc. Mas o anulador de M" @& (pk} pois se fivy-v) =0 entao
(£,0,...,0,-£) pertence ao modulo de relagdes K' de M' e dai

: - . k ;
a primelira entrada e divislvel por p . Isto mostra que M" N
' (p)

A matriz de relacdes de M' pode ser obtida de matrizes de rela-
cdes G e G de M" e M'™, respectivamente. G & obtida

v e de G"' de relagoes de v,~-V . -

de relacoes de ViV rVares sV 1

Portanto
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11 12 In
k
A .o
ch _ P 21 A22 A2n
k
__p >Lml }\m2 - '\mn_
. : kK,
A = ; A =
tais que llv+llzv2+...+klnvn 0, P A21v+\22v2+...+.2nvn 0,
k . k
etc. (reparg que p Alzvl = P llzv) e G" = [pk1, uma matriz
1x%x 1. Portanto a matriz de relacdbes de M' &
‘1 Mz ot Mg
k
“Gr 0 P A1 Azz e top
= O - F‘
0 G“‘ - * & & & & 53 B & 3 & & & &
k
b Aml Amz ] Amn
: 0 p*
como desejamos.
- . . . k k
OPERACAQ III: Se F econtem a primeira linha (p All""’p lln) e
para algum A com plA, (Klll,...,klln) ¢ uma relagdo (nao ne-

cessariamente contida em Fde maneira explicital, entao podemos mu

dar de F. para F' onde F' & obtida de F por  substituigdo

k k ,
de (p All,...,p Aln} por :All""’kln)‘
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DEMONSTRACAO da justificativa da Operacdc III: Seja M gerado por

Uy Uy, -.n,u €2 matriz de relagdes

R k . x -
PTAyy PAqp -es PRy
X . cee A
P o= 21 22 on _
| kml lm2 .. Amn N

Seja M' um modulo gerado por ViiVyre..sv € seja G a matriz

de relagdbes de M' definida por

r
G =
All T lln
uma matrid (m+l)>§ﬁ. Existe um homomecrfismo 6 : M —> M} defini
do por B(ui} = V.. 8 € bem definido pois os v, satisfazem as
mesmas relagbes que oS u, . E evidente que 0 & sobrejetor, logo

coker 0 = (0).

Afirmamos que coker 8 e anulado pelo ideal {k,pk} de £

Com efeito, se x = aqUyt...4a u estd no ker 9 entdo +

V1

v..t av =0 e (a,,a ..,a2_ ) € X', o submodulo de relacdes
nn 1 n

27"

gerado pelas linhas de G . Logo
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) -t -3 £ - +
an = r.+t.r +...+tnrn+t(k A AL )

171 272 117712777 "1n

onde ©s r, s30 as linhas de F . DPortanto em M

X = alu1+...+anun = t(kllul+llzu2+...+klnun)

Dai dx =0, pois (kkll,kklz,...,Akln) & também uma relagao de M
Da mesma maneira pkx = 0 pois (pkl pkA pkA ) & uma
i1’ 12771 In
relacdo de M. Dal (pk,k) anula ker 6§ e ker 8 & um Q -
(P ! -.‘i'~ ]

médulo.

Ora, ker 8 CM e M & finitamente gerado. Como A é noe-

therianco, ker 6 & finitamente gerado, digamos por Yy i¥pre-i¥go
Portanto ker 6 e gerado por Yyre--s¥Y, COMO g‘ - —moduleo tam
: _ (P, 2)
bém. Entdac ker 0 & uma imagem homomorfica como £ -md
' s {(p,A)
A - — -
dulc de (~—§L—~) . Fese ultimo modulo e finito voils
(p ,A) o ’

~—£L—* & finito pelo Lema 1. Portanto ker & & finito, sendo
(p J)\) s

uma imagem homomorfica de (,_ﬁl__] . Isto mostra que = e um

(p~,A)

pseudo-isomorfismo,

A matriz de relagoes de M' pode ser tomada como

. .\ —
All klz ot In
Aal Paa e Pag

L_lml lm2 .. Amn_J
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substituindo—se'a primeira linha de F pela Gltima linha de G.

Dadas essas operac¢oes, a estrutura de um %p{[x]]—médulo M

finitamente gerado pode ser expressa da seguinte maneira:

TEOREMA 3: Seja M wum A-moédulo finitamente gevado. Entao existe

um pseudo—isomorfismo : M —> M' onde

-

t > O, . (ce s >0} ¢ m, >0 (se

IIE)UJ

t > 0) e os fj(X} sGo polindmios distinguidos e irredutiveis.

DEMONSTRACAQ: Procedemes da mesma manelra gue na d monstracao do
Teorema 2 do Capitulo V seguindo o espirito da prova do Tecorema 1
daquele capitulo. O modulo M e dado por geradores Uiy rene

e uma matriz de relag¢des F ., Pode-se mudar de F para uma matriz

F' usando um numero finito de operacgOes do tipo A, B, C, I, II e

IIT. P' define um novo modulo M' tal gque M ~ M' (composigao
de deis pseudo isomorfismos € um pseudo-isomorfismo). A meta €
efetuar as operacoes indicadas de tal maneira que a matriz B!

tenha uma forma simples.

Dizemos gque F ~ F' se F' & obtida de F via um numeroc fi

nito de operag¢les. Observe gue se ¥ € uma matriz mxn, entao




F' = P

cnde G € uma matriz mxn e ki €. %Z, O tamanho de F' & maior
somente gquando entram um numero de operacgoes do tipe II; caso con

trario, F' tem o mesmo tamanho de F .

Se F =0 entac M & livre, M~ AT Portanteo, suponhamos

T £ 0. Consideramoé as matrizes F' com F v B! (F fixa defini

da por M). Afirmamos que p nao divide as entradas de todas as

matrizes F'. <Caso contrario, existe k_id. tal que pk divide todas
k+1 '

as entradas e p ndo divide todas elas. Via operacgces do ti-

po A, pode-se supor que F ~ F' onde

- . _
P Ay Pryg ces PAgy
X
Froo= P Aoy Agg  eee hgp
k
__p Aml Am2 Amn B

com kall. Ora, via Operagao II
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‘4 Xip <re Ay, O
k
P gy
F' v“ G =
k
15 kml
k
L O P

e pelo suposto p divide todas as entradas de F' enquanto pT%U‘ -

uma contradigao.

Assim existe uma matriz G tal que F + G e p nao divide
tocdas as entradas de G e portanto podemos falar no grau deWelers-
trass finito de entradas nao nulas de G . Entac pegamos uma ma-
triz G tal gque F » G e G possui uma entrada ndo-nula cujo grau
de Weierstrass € o menor possivel entre os graus de Weierstrassde
entradas nido-nulas de matrizes TF' com F ~ F'. .Via operagoes

do tipo A sobre G, podemos supor

Apg=ho A, A 0
R R R P PP RRREES
Aml kmz T Amn 0
k
0 0 o pl_

onde a Gltima linha e a Gltima coluna podem deixar de existir. Elas so aparecem
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se a Operacac 1T tiver sidousada na transi¢do de F para G . Ora, kll

admite uma fatoracgao kll = ell(x)ull(x) onde. (X) € uma uni -

| 11
dade de A e

By um polinomio distinguido. Via Operagdo C, mul
tiplicando~se a primeira linha da ultima matriz por EIl ; temos

. &

'— —]

”11 . 112 e Aln ¢

‘21 *22 ... *an 0

F FU - L] . & * % & B & B & & F & B B F EH &

X .o

ml Am2 lmn 0

Xy

* 0 0 .o 0 P

onde Hyy & um pelinomio distinguido. Aplicando-se o algoritmo

da divisao de XA,. por i temos A cnde

ij
€% (X e . & AL
pI 1 q1]

11 ° 15 = 914091771

r

'3

Via operagoes de tipo B (somando-se q1j vezes a primeira

coluna a j-ésima coluna da ultima matriz tem-se

(#) 1Indica que aquela linha e aquela coluna podem ou nac aparecer.
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(v rip Ty oeee T, O
Yo1 a2 Az ver Ry 0
Foa | et .
Aml A2 Am3 : Amn 0
* | 0 0 o ... 0o . p~
Afirmamos gue o©s rlj = 0. Primeiro observamos gue grwrrjz ,
ou seja, p divide os coeficientes de rlj' ¥ j. Istec vale pois
caso contrario
ITGF1g £ 9 Tpg C 9T Hyp 7 9T ALy T 9T
contrariando a escolha de * . Portanto p divide os coeficientes
de rlj' Existe um inteiro t 2 1 tal que pt divide ©0s rlj’
mas pt+lTrlj para todo 3j , digamos pt+lTr1%,‘ 2 < s < n. As
sim
— t t t t 0
Hiy P ¥y P Xy3 eee P Xyg ore P ¥y
F o~ .

onde pTull. Usando operagées do tipo T sucéssivamente, temos
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-+
pll x12 .. Xls . Xln 0
t X X X 0
P X371 22 ) 2s 77 2n
T
P Xm Xm2  ° Xms X an 0
k
S 0 ... 0 .0 plt

. < < gr u. . = s
onde pTxlS Ora gr x gr Tig gr bll grwA, contrariando

. w ls -
a escolha de A . Portanto rij =0, ¥ 3 =2,...,n.
Assim
&
%
u,, 0 .. 0 0 uyy O . 0 0
A2l k22 cee Aop 0 k21 :
- et e e e et _ . B
Aml Am2 o Amn 0 lml 0
k k
x| o 0 o pt| *| o o p '
cnde B é uma matriz {(m-1l) x {(n-1}. Se B = 0, pelo algoritmo

da divisao por Wiy » Pode-se supor que kil & um polindmic com

qr Ail < gr All' Pela escolha de kll' grwkil =, ¥ i = 2,3,
.l.'nt
Afirmamos que A =0, ¥i=2,3,...,n. Caso contrario,

il
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N
existe t > 1 tal que p Ihil e pt+lTASl digamos com 2<s<n.

: t - t - ~ .
Se Asl =P Yy entao (p ysl,O,...,O) e uma relagao e evidente

mente  (Ay1Y . 1¢0,.0.,0) @ uma relagao multiplicando-se a primei-

ra linha por Pelas OperacdesA ¢ III e observando o fato de

Ys1
kall concluimos que (ySl,O,...,O) e uma relag¢ao. Ora pTySl

e gro¥yos < gr Yg1 = 9% Asl < gr All = gr, Allf contrariando a
escolha de kll' Logo se B = 0 entao Ajl = 0, ¥ 3 = 2,...,n
e
*
All 0 .. 0 0
0 0 ... 0 0
Y R LR
0 0 .. 0 0
+ | 0o 0 ... 0 pt|

. on- A
donde M ﬂn 1 @ (Ah @ .
11}

k
(p 1)

0O caso de B £ 0 wval depender dos seguintes lemas:

LEMA 3: Se

lll AA12 M\ln

O L R R O R T T I

e X e A sqo primos entre gi, entao F ~ P' onde

11
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A R T S
. AAZl A22 cos A2n
_ﬁhkml M2 .. Amn__
DEMONSTRACAO: Seja M um A-modulc definido por F ., Sejam M =
= T o= = o 3 = o r
= ﬁul+...+ﬂun e M' = ﬂv1+.7.+ﬂvn+hv onde ©s vy satisfazem as
mesmas relagdes que oOs u, {*} e
[-Vl + )\u = 0
(***)
A12V2 +o..F Aln n t AllV' = 0 .
A matriz de M' pode ser
I 0
G = -1 0 . 0 A .
HO Al2 .o Aln kll
befinimos 6 :M —> M' com ©(u;) = v,. 3 & bem definida pois

-

F faz parte de G. Afirmo gue 0 é& injecao. De fato, indigue-
. - -+ > .
mos as linhas de F por LyiXgpess - Seja HIL1ﬁP1+"'+Uﬁ%1€ M
- . — 1 1
com O(m) = HyViteea+l v = 0 € M', Logo (ul,uz,...,un,o) € K',

o moduleo de relacgoes de M'. Logo existem escalares

al,az,.. 1By a,b A tais qgue
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> ’ >
(E) (ul,uz,...,un,O) = al(rl,0}+...+an{rn,0) n
+ a(-1,0,...,0,x) + b(O,Alz,...,kln,lllJ.
Comparando-se a ultima entrada, 0 = a&+blll
0 = aix + bkll
donde aX = —bAll. Como (A,All) = 1, klb e Ayppla ou seja
- Téq = % = ¢ € A, Substituindo em (E} para a e b, temos
11
>
(ul,u2,. ,un) = a)ry +...+ar +'c{kll,0,. ..0) -+
+ c(O,kAlz,.. ,Ahln)
_ )-)- - -
= (al+c rl ¥ a,T, 4.+ AT
ngo (Ul""'un) € K, o modulo de relacgdes de F, portanto
m = ulul+...+unun = 0. Assim ker € = (0).
Mostremos que coker ¢ € finito. Ora, ©{M) = [vw,...,vn].
_E;_ - v * k& 1 bl - 5 r
Logo_ AT [vl. De ( ) AM' € 9(M) e “llM C S (). Logo
Mt ' . ; ) . M -
5 (7 ¢ anulado pelo ideal (A,%ll} de A . Assim 5 () e um
A _méddulo. Como M & finito pelo Lema 1, pois A e
{1;111} (A’All] :
]
A sao primos entre si, decorre gue M que & gerado sobre
11 g (M)
Tﬁu%__T por v & finito. Assim coker 8 é finito. Olhamos ago
11
ra para a matriz de relacbes de M' . Ora M' = [Vl,...,vn,v] =

= [v2,...,vn,v] = [V’VZ""'Vn]' pois Av = vy - Se usamos
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v, = AV, a primeira linha de G passa para

1

kkllv + AA12V2 oot Aklnvn = 0

o que decorre da 2% relacao de (***),

AoV o+ A v2 et Alnvn = 0.

Portantc M' & dado por

All Alz . Aln
Akzl k22 A2n
__Akml km2 Amn_ﬂ
LEMA 4: Se 4
_ o . _
All 0] 0
A21
F o= : B X
Aml 0
k
* {0 0 pl_

Se B0 e B~ B' entao
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-*
All 0 .. 0 0
[}
A2l
F n : B'
]
>\ml
kl
* Lo . 0 p |

desde que nao se use operacao do tipo ITT.

DEMONSTRACACQ: .E suficiente considerar o caso onde B' € obtida
de B via uma opefagéo do tipo A, B, Cou I ou 1II, pois no
caso geral o argumento se repete. Se B' & obtido de B via uma
operagao A ela ndo envolve a primeira linha e a primeira coluna
de F e portanto F ~ F' via mesmo tipo de operacao efetuada so-
bre F e a primeira linha de F' permanece igual 3 de F. Se
R' usa uua operac¢do do tipo B, entdc a mesma cperagic efetuada
sobre F leva a F', sem afetér a primeira linha (os elementos
nulos da primeira linha ajudam esta permanéncia). A mesma obser-
vacao vale no casc do tipo C. Se B' usa uma operacgao do tipo I,

digamos




‘a2 Phayy Pryy .. PA, O
Ago R33 Azq L A3n 0
S e
Am2 AmB Amll - lmn 0
K
0 0 0 ... 0 p !
onde pTA22.
Se B v B' onde
LIPS S D VRS 0
AP3y My rag Y3, O
e ceeeee |
pkm2 m3 }‘mfi Amn 0
K
0 0 6o ... o0 plt_

Entac T ~ F' via a seguinte sequéenica de opcracgoes:




hll 0 0
A21
. B
.lml .
¢

- 0 0
]
Proy
. B
PA ml
0 o 0 .
Ay, PA'y Pryy
0 - 0
)
A3p Pr'3p Asg
Am2 Aml Am3
0 0 0

0 -
k
1
P _
0 -
k
1
% _
pk24 ‘e
0 .
T
Am4 ..
0 ..

u

via caso particular da Opera
gac I, pois a primeira linha
tem um Gnico elemento nao-

nulo com pTAll.

i)
(via duas operagoes do tipo

A troca 2a. e la. linhas e

depois 2a. e la. colunas).

pl2n 0
0 O
. A3n 0 v
via operacao
L I I L I A dD tipo I.
. lmn 0
k
.o pt]

-i-'lbl_}'( e

T




Se

[}
Y 23+ Pap 0
p.0 All 0 SN 0 0
A At
Pr3s  Pray 33 +-+ O 0
pkm2 ................. e n e e oas
K
0 0 0 0 p *
J\ll -0 0 0 0
A 0
21 22 23 *an
Pa3y  Phryy  raz - s 0
' 0
pl&l plmz Rm3 e lmn
K
0 0 o ... o pt
B'l
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& obtida de B via uma operacac do tipo II,

4"
vié_duas operagoes do
tipo A: trogue as pri
meiras duas linhas e
depois

as primeiras

colunas.

digamos
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— k k k
P Aoy PAyy see P A, 0 ]
k
P As;
B = : "
X
P AmZ
ok
1
[ 0 p T
com pTh
22"
Ass Apg aee Ay 0
k
Prsyy 233 3n 0
e S + s e e e e
< A 0
P Ao m3 =t N
k
o 0o . 0 p |

entio F ~ F' via a sequinte sequéncia de transicles.
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"
B via caso especial da Operacgao 1
.
0 0 |
n
B via troca das duas las. linhas
depois troca das uwuas las. €O-
lunas e depois QOperacao IT
kl
P _]
‘a1 a3 ‘o O
All 0 .o 0 0
pkkél parte de B
a
he 4t ree 4 a e s e s via troca de 1i
- nhas e colunas
k, . .
p Aml k
‘1
p ]




All 0 0 . 0 0
k2l A22 A23 e A2n 0

k., k
PAy PAzp  Agy .. Ag, 000

Y - P!

. E parte de B | E

k., k

P kml P km2
k
' 1
0 0 . P |

O Lema 4 € rotineiro e deixou de tratar de operagdes do tipo
III. 0 seguinte lema toma conta disto e & original e a chave de

nossa simplificacao da prova do Teorema 3 de Iwasava.

LEMA 5: Seja

All 0 0
21
F = . B
onde A e distingudido e seja B Vv B' vda uma operacdo do fipo

11
I1I. Entao
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DEMONSTRACQO: Sem perda de géneralidade’pode-se sSuUpor gque
hpk}‘zz Ay e BT
' B = k32 A33 crr A3n
f AmZ Am3 Tt lmn N
onde existe A tal gue pT)\ e [A}\22,AA23,.. .,Mtzn) e tambeémn

uma relac¢ao oriunda de B e que

A22 A23 * AZn
B| = L I I I O T T I TR v
__lm2 Am3 =t lmn_J

uma vez gue a transicdo de B para B' & via uma operacgac do ti-

po .III. Ainda com o emprego do caso especial da Operagao I, pode-
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se supor que pk divide Ail para 1 = 2,3,...,m. Assim k2l =
k

Seja M um modulc tendo F como matriz de relagdes - digamos,
- : : . M
= - v
M = Aul+...+ﬂun. Seja M Aul
é-a matriz de relagdées de M'. Seja x = kélul+

, entdo M' = Au.+...+AU e B
2 n

=
Agglnte oAy u S M.

~ Ko = — - -
Entao px =0 e Ax =0 em M'. Se ¢ €& o homomorfismo candni

co: O :M—> M', entaec 6(Ax) = 0. Dal Ax € ker 8 = A, . Ora
= i i = =

Ay 0 em M implica Aklix AXg vy {0). Portanto

(AX Ao AA A, )} €& uma relacao definida por F. Co

I
llAZl' 1172277777711 2n =

| . k., _k K
mo pThAll e como a segunda linha de F & @)Azld?lzz"“'p kmg .

pode-se aplicdr a Operacao III a F para concluir F ~ F',

Dado o Lema 5, podemos terminar a prova do Teorema 3 por um

ef‘ciente emprego de inducao.

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 3 (Prosseguindo): Pode-se supor que

kll o . 0
A21
F =
_Aml B_#
& de tamanho mxn onde lll & distinguido e satisfaz a escolha

jad indicada. Note que se F ~ F' o tamanho de F' nao muda efe
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tivamente, pois

matriz 0
mxn
F' =
0 T
onde T & uma matriz da forma
- & —
Pl 0
k2
P
k
_ 0 p ° |

gue surge com o emprego de operagoes do tipoll. Como T 3ja esta
na forma diagonal desejada, trabalhamcs somente com a matriz mxn
gue faz parte de [F'. Empregamos .nducao sobre m. Se m=1l nao
ha nada a fazer.

‘Consideramos .a afirmativa: G de tamanho mxn e ~ a G

com
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G' = H

onde 0S U, sao polindmios distinguidos e admitimos como hipote
se de inducdo que esta afirmativa vale para matrizes (m-1) xn'

Entido B & uma matriz (m-1) (n-1) .e B~ B', .onde B' tem a
forma diagonal desejada. Aplicando Lema 4 e Lema 5 um numerc fi-

nito de vezes, concluimos gue

. -
EESER 0
i
Ao1 o rag
)
A3y )
F oA \
rr
: 0
0
1
_Aml OH




Falta-nos apenas encher a primeira coluna com elementos nu-—

los para A 1t =2,3,...,m. Ora, pode-se aplicar o algoritmo

1
i1’

da divisao por lll a il ; 1= 2,3,...,m e, via operacdes do

tipo B, pode-se ainda supor que lil s&do polindmiocs de grau me

nor que o de Ay . Aplicagao da Operacdo I garante ainda que
1 2 —

Pxil' i=2,3,...,n.

Afirmamos gue Ail =0, ¥1i=2,3,...,r. Caso contrario,di

31

Ora pTAjj e pE divide Aji =0, ¥1#1e]j. BAssim, via ope

gamos Aél £0, 2<3j< r, existe % tal que pR Ao oe pq£w}$l.

racdes dos tipos I e A aplicados £ vezes, conclulmos que

All
F~n~F' =
”jl
donde piu = Al e pTu. . Ora
J1 jl 1
= 1 < .
9T Mgy S 9% Hyp T 9EAGy T AT Ay
contrariando a escolha de A, . Logo 'Ail =0 ¥i=2,3,...,r

Assim
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‘a1 o |
0 k22
v H = 0 Py
rr
lr+l,l 0
. 0
]
Se Al!, = 0 para tddo i = r+l,...,m entac acabamos. Cas0® con-

il
- . t
T i ) ] = Al 0. ! = u. > .
trario, seja J r+l e i1 # Escreva Ajl DUy t > 1
Entdoc a j-ésima linha de F & (ptujl,pt.o,pto,...,ptO}. Também

(Allujl’kllo""'kllo) & uma relacgac definida por BH , pois

X = 0 pela primeira linha (¥ define M = ﬂul+

11M52% 7 a1t
...4Aun}. Ora pTA]] e Operacac III permite que

11

rr

) I
Ar+2,l .

o

m,L
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Aplicando este Ultimo processo no maximo m-r vezes, conclui

mos que

11 ' ’ 0

22

rr

Acrescentamos agora a I' a matriz T acima mencionada. Assim

—
All

22

rr
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Agora, considerando a decomposigao de cada Aj{ em fatores irre-

dutiveis e usando Lema 2 concluimos a demonstragao do Teorema 3.
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