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INTRODUCAO -

A 'i‘eoria -da- Infofﬁagao & um ramo da teoria matemati—
cé de prbbabilidadé e_eétatistica-'Como ‘tal, suas formulagdes
abétratas sao aplicaveis a qualquer sistema de observagao,pn}
_'bablllstlco Ou.estatlstlco. Consequentemente, encontramos a

teorla da Informagao, apls.cada em - uma grande varledade de.
'Fareas, ‘como. o sao a probabllldade e estatlstla&ﬁ
| Pratlcamente, teve sua orlgem na Termodlnamlca Esta;.
tlstz_ca, onde o conce:.to de entro;ola foi desenvolv:.do, desta—
;cando-se-na teorla_moderna da'Comun;cagao, a qual formula um
' sistema de'ccmunicagao; como um processo.estocastico..

A[naﬁureza‘matemética-e éstaﬁiética,_dg Teoria da.In
f@rmaééo;htem side eﬁf%tizaaa,IEQSencialﬁegte, por trés ndmes
.-grandemente responsaveis peld seu desenvolvimento e simulagsq,
Fisher (1955), Shannon (1956} e Wiener (1956)-.

‘A medida de R. A. Fisher; da quantidade-de informa-
cao, obtida a partir dos dados sobre um pardmetro desconheci-
do,-é bem conhecida dos estatisticos. Esta medida & o primei-—
ro uso dé *informacao", em estatistica matematica, e foi, es-
peciaimente introduzida para a teoria da estimagao estatisti-
ca. Hartley (1923} definiu uma medida de informacdo, o loga-

ritmo doé nfimero de sequéncias de simbolos possiveis, para uso

na Engenharia de Comunicagao.
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Ainda interesses e aplicagdes da Tecria da Informa-
gao, por engenheiros de comunicagdo, psicélogos, bidlogos, £I
sicos e outros, foram estimulados pelos trabalhos de Shannon

(1948) e Wiener (1943).

Dentro deste contexto, devotamos nosso trabalho, paxr
ticularmente, a uma medida de informagao, denominada Divergén
.Cia Dirigida, onde procuramos encontrar esta medida entre duas

dlstrlbulgoes de probabllldade conhe01das, tanto no caso dis-

"creto como no contlnuo. Uma outra medlda, a JﬂDlverqenc1a,f01

taﬁbém encontrada, uma vez que & obtida a partir das Divergén
:cias Dirigidas. |

Nosso trabalho foi d1v1dldo de forma que, no pr1me1~
ro capitulo, nos prendemos as deflnlgoes das medldas conside-
radas e a um comentario sobre os resultados ex1stentes sobre
a Divergéncia Dirigida.

O capitulo segundo contém algumas aplicagoes destas
medidas, em diferentes areas de estudo. Dedicamos um terceiro
capitulo aos resultados, por nds utilizados, que por envolve-
rem fungdes especiais, ndo sac bastante .:conhecidos. Ficando
nos capitulos quarto e quinto os desenvolvimentos feitos, para
0s casos discreto e continuo, respectivamente, e os resulta-
dos aparecendo em forma de tabelas que serao explicadas, con-
venientemente. Acrescentamos ainda tabelas contendo as densi-

dades por nds consideradas.
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Dada a grande aplicagao, da medida de informag3o, de
nominada divergéncia dirigida, aplicacoes estas que terao des -
tague no capitulo II, temos, como objetivo. deste £ra5alhb;.arw
crescentar novos resultados envolvendo esta;medidafaqﬁelas js,'
publicados por diversos.autofes;. _ i | |

Para tanto, consideraﬁoﬁzas éistfibuigaeé discreﬂﬁu:
e continuas mais éohhecidas;.e ém cadé caso, foi calculada_ § 

_ divergéncia diriéidafent;e duasidistribuigaes com ?arémetros.
.'diiefentes. |

‘Preténdemos; com’isto; fornecer uma tabela de resul—
tados para'aé.principaié distribuicoes conhecidas, resultﬁdbs-
estas, que possam ser utilizados, prontamegte, nas aplicaé6es;
de diversasféfeas de estudo. | |

‘Saiiéntamos qﬁe, éaré certas distribuigaés, o reéul-
tade foi obtidO'com a utilizag§o de certas fungoes especiais.
Grande pérte dos resultados envolve a fungcao ¢ , e destaca -
mos a distribuicdo F-generalizada onde os cilculos da diver—
géncia dirigida foram efetuados com o aﬁxilio das fungoes G
de Meijer e H, tendo o resultado sido expresso eﬁ_termos des—-
tas funéBes além da fungao V. |

As fungoes G e H podem ser computadas; utilizando —
se o método dos residuocs, para se obter expressoés em forma

de séries.

' Todas as funcoes especiais mencionadas sdo definidas



iv

no capitulo IIT.

Com o calculo dasﬂdivergéncias dirigidas, pudemos fa
_cilmente encontrar a”J-divergéncia, uma véz gue. esta & obtida
gipartir dés divergénciés.dirigidaé,'e aiém disso . obtivemos-
é ehtrgpia:défcertas'distribuigaes discretas} acrescentando:

-_és£eé'resﬁltadoéfé;relaééo-egistenteﬁ

;Embora par# Alguns.reéﬁlﬁados, principalmente nd cér—'
so dasidistxibuigﬁés.&iséretaé;'nao tenhamos obtido uma forma..
"méis'simplesuparé"afexpresséo final;-ds.mesﬁos podem ser per—
feifamente utiiizadbs ern c&lcﬁlos computacionais& guando.’ ne=—
'cessario. e |

Comaidisseﬁds,_anteﬁiqrmente;:tédps oS resulﬁados ob-

tidos se encontram em fabeiéé;'bem édmo_as dehsidades'utiiizg
dés. Selecionamos algumas pro§as; 'por.envolverem as funcoes.
especiais,_as quais foram aqui mais detalhadas, enquanfo as

mais simples omitidas.-

Esperamos, que a forma de apresentagao dos resulta—
dos, seja satisfatBria dqueles que necessitem dos mesmos den—

tro de suas respectivas areas de interesse.



CAPITULO T ..

DEFINICOES E PESULTADOS EXISTENTES

Nesta secgﬁo'veremos.as definicoes de algﬁmas medi— P
das de infbrmagﬁowque se tornaram o priﬁcipal ijetiVO‘ deétéfw'

trabalho..

1.1 - DEFINICBES:-

' I.1.1 - DIVERGENCIA DIRIGIDA

: ;).Caso_discrétbw

Sejam P = (pyseeesP )y Py >0, I p;=l e-Q = (4y+--+rq,)
- oot i=1 ' , S
_ n . | _ B ] _ l
q; > 0, Z‘-qi = 1, duas distribuicOes de probabilidade dis-—
i=l1 ' _ ;

cretas. A divergéncia dirigida entre P e Q & definida [ ver

Rullback (1959) ou Rényi (1961)], poxr:

n

I{P:Q) = I(Plr---rPnF ql!---rqn) = ‘zl pi log (-Pi/qi)
: o i=

Com a seguinte convencao: se q; = 0 o co;respondente Py = G
0 log 0 =0, log(pi/qi) = log p,-log q;

b) Caso continuo .

Analogamente, sejam F, e F, duas medidas de proba—

bilidade com fungao densidade positiva fl(x) e fZ(x), res—



'pectivamente, A divergencia dirigida entre fl e f2 & defi-

nida [Ver Kullback (1959}], pors

L

‘,I(fl;fz)-é J_;.fi(x; 1ogl(fi(x)/f2{x)]dx

1.1.2 - J- DIVERGENCIA:.

'a) Sejam P e Q duas @istribuigdes de probabilidade discre— -
~ tas, como na defini¢do (1.1.1 (a)). A J-Divergéncia 'eptrEa
' duas divergéncias dirigidas & definida [Ver Kullback (1959)],

por:
n | n

. 'J(P:Q)3="E .pi'logtéi/qi) + I

o N gy 1log (q;/py).

1.7

I(P;Q) + I(Q;P)
Com a convengao: se Py = 0, correspondente g; = 0 e vice-

versa.-

b} Analogamente ao caso discreto, a J-divergéncia entre duas
divergéncias dirigidas para distribui¢Oes continuas & defini—

da [ Ver Kullback (1959)], por:

S(g35,) = [ £,60 log'le, () /£, (x)]dx +

+

j_m £,(x) log E2(X)/fl(x)]dx'=

= I(fl;fz) + I(fz;fl)



1.1.3 - ENTROPIA

Definiremos aQui,-também a entropia de uma_distribué'
cao, uma vez qué esta medida foi determinada-péra certas dis—
tribuicoes discretas.

(a) Caso discreto -

_ o _ o ..n . o

seja P =.(p;,-.-sP;)s Py 2 0y _E'- p; =0 uma diSff

. - N ~ . ’ I - : 1_1- " , a st .
tribuigdo de probabilidade discreta. A Entropia desta distri—
lbﬁigﬁo,taﬁbém chamada formula de Shanndn, é-definida._f: [ver -
Shannon {1948)], por, .
== L py log pg-
Py . i=l-'i _’,Ii

. n
’ H (pl- -e fpn) '=.. 2

i

L p; log

com a convengdo: 0 log D = 0. -
(b) Caso continuo

Analogamente, seja ¥ uma medida de probabilidade
com funcao densidade positiva, £(x). A Entropia para esta dis

tribuicdo & definida [ver Rullback (1959) 1, por:

w

H= J f(x) log f£(x)dx

onde assumimos que:



Todos os logaritmos sao tomados na base e, a Divergen—

cia Dmglda, J-Dlvergenc:r_a e Entropla sa0 Tredz_das em "nats" no de—

- correr de todo esse trabalhc-

1.2 - RESULTADOS ExiSTENTﬁs_ y

Daremoé, a segu::.r,r alguns resultados ja conhecidos e-
c1taa05-por certos. autores para a D1vergenc1a Dlrlglda entr&"
' duas. dlstrlbu1goes de probabllldades conhec1das, nos casos_
'.'dlscreto e contlnwze | |

'Kullback (1959), fornece resultades para a divergén—
‘cia dirigida'entre duas distribuigées nos seguihtés caéos:
’ é)-Uni.formtl?.,. .-(_O’B-j;_)‘ Ty i."=_ _1,_2' '_[-‘ﬁrer_t_g.bela 2 (13

b) Exponéhéial,thm £, (x) =-e_(x_9),_8 < x'géée'zegof :

i=1,2 para 8, >0, [tabela 2 , (3.2)] ;

c) Poisson, (A.), i =1,2 , [ver tabela 1 ().

Theil (1967), d& o resultado para a divergéncia dirigida en-
tre as distribuicdes Uniforme e Pareto e entre as distribui-
¢oes log-normal e uniforme, em problemas especificos de Econo—

mia._

Além destes, s3o sncontrados também, resultados para
a Divergencia Dirigida no caso de Distribuigoes Bidimensionais,

05 quais nio mencionamos agui por tratarmos somente com o ca=



so Unidimensional.

Os resultados existentes, na biblicgrafia por nascqy
sultada, referentes a J-Divergéncia, sao apenas aqueles rela-
tivos 3 Distribuigbes Bidimensionais, os quais pelas razoes ex

postas anteriormente, nao serdao aqui relacionadas. -

Sobre a Entropia.paranbisﬁribuiéées Contiﬁﬁas,'og-:gg
sultados"podem.sef éncontradoé-ﬁo trabalho_de.{Lézofe Rathié'

. (19791 . E '.finall.meni_:e; no. daéq discreto, '_os ‘resultados-
;'péra as distribuiéées. Retangular,_Géoﬁétrica.(caso partiéﬁ}-'“
lar de Binomial Negativa) e Séfié'Logaritmica, sao éncontrados

no iivrd de [Johnson e Kotz, (1969)}.




CAPTTULO TII . .

APLICAGOES E FUNDAMENTOS MATEMATICOS

'Faremos,'neste capitulo, um bréve écmenfério'sbbfé a;L-
aplicagaes:e-fundamentdsImateméticos.da Diveggéncia 'Diriéid&;
= JfDivergéncia,.em diferentes.é;eas oﬁde-épa utilizagdo ékmgn;
. tante explorada.. ':'l_ : S L
Isalientamoé pordm, que nos propusemos agui, .a éa£ ;ﬁ
- apenas uma.idéié gerél das utilizagaesldaS;médidas _mencionaT:
_das, sem'nos_préﬁdef a detalhes, ﬁma,ﬁez que as mgsmas_séo'é-z

plicadas em diferentes areas de especializagao.

2.1 - APLICACOES-

Inicialmente, vamos fazer algumas consideragaes am

torno das medidas que foram definidas no capituleo I.

A guantidade (—log.pi) é interpretadé, em Teoria -da
Comunicagao, comaq o contelido de informagao no ewento E,, cuja
-probabil;dade & pi, ou ainda,'podemos dizer que, se Py & a
probabilidade de ocorréncia do evento E., entac a "informagao

contida" na mensagem, “Ei ocorreu", € definida por h(pi) =

= log -£~, 0 <« p, < 1, onde a base do logaritmo &€ 2 (¢ nesse

P; 1

caso a unidade de informagdo € um bit) ou e (e nesse caso a



unidade & um nit).

De acordo coﬁ esta definicgao, podemosiconsiderar Que,'
se q € a probabilidade de E; antes da mensagem, é pi'é_é'pfgf
babilidade depois da mensagem, a "informagdo" recebida com;;&\"
mensagemhé hig,) - h(pi)_énlog (pi/qi),._o <Py qilf-l‘f

| Em particular; se a;meﬁsaéemﬂtem a.natureza de“.:umaL

- previgao e se qi é é:probabilidéde de‘Ei'agteé_dé_ prévis&qlé;
, enduanto p; é.sué prébabilidadngado.qqe foi p#eviéto qgo;rer?
‘fa‘quéntidade acima dgfinidafé.o-"ganho de informagéb“ désﬁa'”_.
preVisEé{ Este ganho, podé ser?pdsitivo, zéro.ou.neéati&g;- Ei
positivo quaﬁdoaaxchanee'de-Ei_é aumentada éela.prévisao,'né—'

gativo gquando, Ei ocorre menos- frequentemente quando & pre“vi_:g—j

to, do gque quando naoc o €. A

Congideremés agora § quantidade.iil Py log(l/pi)r a
Entropia_de-uma distribuigéo diséreta, [ ver definigao 1.1.3
cap. Il. Esta, &€ o valor esperado dos "conteldos da informa —
gao", h(pi), definidos acima e, pode ser vista como uma medi-
da de desordem e também como uma medida de incerteza. A medi-—
da que, p; se aproxima de %, ou seja, em uma situaééo proxima
2 de igualmente provaveis, € n cresce, aumentando © nimero

de possibilidades, tanto maior serda a desordem do sistema. Da

mesma forma, mais incerteza teremos sobre gual dos n eventos

“ira ocorrer.

n—————-~"r—w——~~Enﬁmefasmaplica9665 na Economia, da Entropia e do



"ganho de informagao” mencionados acima, podem ser vistas em
[Theil (1967)], sendo esta Gltima, enm problemaé de- previsdo
de tempo. Ainda, o livro de Yaglon & Yaglon (1969),‘£raz'apii
cagOoes da Entropia em linguagem-européias e tambem nesse camh'
PO, podemos encontrar o trabalho de Kamakrlshna B. S-, e.  ou-
tros (1964), sobre llnguagens lndlanasﬁ L _ .
Finalmente a quantidader I(P:Q)‘="Z = log( }_) a.

: diﬁergénciavdirigida} & o ganho3hédio-dé lnfcrmagao a qual;

-tem dlversas 1nterpretagoes em dlferentes areas de apllcagao-'
Por exemplo; caniderandoc qi,;;.;qn; as'probabi;i@g:
- des . "a pribri“ de n eventos, as guais sao transformadas,l por’
uma mensagem (indireta), em pfobabilidadéé;“a posteriori”
pl}...,p.' a dlvergenCLa dlrlglda e, nesse caso, a 1nformagao"
esnerada desta mensagem 1ndlreta- Esta 1nformagao esPerada r
tem duas interpretagoes enm termos de previsoes. Primeiro, se
ql,...,qn 530 probabilidades dos eventos El,-..,En, antes de
uma previsiao ser feita, de forma gue, a previsdo transforma es—
tas probabilidades em Pyr---rPp respectivamente; entao,I{P;Q}
& a"informagao" contida na previsao. A outra forma, & conside
rar gyreseeq como previsoes de proporgoes de El,...}En' e,
Pys---2D s @S proporgoes realizadas correspondentes; entao
I(P;Q) & a imprecisac da "informacao" destas previsoces. No
-primeiro caso, a previsao & considerada tanto mais valiosa

quanto mals dlferlrem ‘as probabilidades 'a posteriori®, P; e

as "a priori”, q;. entre si. No segundo, a previsao & conside



rada tanto melhor, guanto mais proximas estiverem estas mes-

mas probabilidades.

Estas interpretagoes, podem ser encontradas no livro-

de Theil (1967), onde'aparecem.em.problemas de previsdes de .-

' teﬁpo, previsoes de aumento nos pregos ae determihadoé m&te—
riais e, de ﬁﬁ.modo geral_eﬁ p:evis6gs eéénémiéaé?' B

Qutra aplicagao intéreésante; enéontrada nésse-méémo:
llvro, foi a utlllzagao da dlvergenc1a d*rlglda em um estuda{
Cda d351gualdade entre salarlos de determlnados grunos, clas-—~_
91f1cados segundo a cor ou tlpO de trabalho, etc..Como estes,;
encontramos:dlversos ou;ros exemplos desta-medlda bem como.la-
- J*Divergénéié.aplica@as_é_Economia,

Na Psicelogia, a diverééncia difiFida tambég é-eﬁcog-
trada,_cqﬁo-uma_medida.dé gxceéSO de informacdo aparente,lcd—l

mo conseguéncia de estimagaes:incorretas_de probabilidades.

Kerridge (1961), interpreta & P; log(pi/qi},como uma
i )
medida de erro, cometido pelo observador, ac estimar uma dis—

tribuigéo de probabilidade comc Q = (ql,...,qn), quando de

fatc ela & P = (Pl""’Pn)' em problemas de Inferencia.

Na estatistica, também a Divergéncia Dirigida e J-Di
vergéncia, s@c utilizadas com diferentes interpretagoes.

Por exemplo, Kullback (1959), traz inumeras aplica —

'¢des destas medidas, em testes de hipGteses e suficiéncia.

_ . A interpretacdc de I(P;Q)_e J(P;Q) em Teste de Hipd—
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teses, & a seguinte. Considere duas hipSteses alternativas ,

.Hi ?'P- e Héfé Q,'as quaiS'éspécificam a diétribuigap de al;'
_guma‘vériévei aleétériaf Entﬁo,'ITP;Q).é a‘informaééo eépera—

da} em uma obsérﬁagéoléimples;‘para_discriﬁiﬁaggo em favor da.;
hipdtese Hy . -

magao esperada para discriminagac em favor de H, contra Hl' A -

contra Hé.'Corréspondentemente; I(Q;P) & a infdr— .

B J-Divergéncia, J(P;Q), & assim a informagdo esperada panidig

criminacdo entre Hy e H,.

Rényi (1970), traz um coméntério i respeito do traba
lho de Yu. V. Linnik, onde este, prova o teorema do . limite
" central usando a entropia de Shannon; Linnik prova a conver-
géncia de uma distribuicio com funcio densidade P, (X), para a -

distribuicdc normal, mostrando que

PD(X) dx = 0

n-oo - J_m ¢ (x)

onde ¢({x) & a fung¢ao densidade

1
¢(x) = — e
yZm

s
3

da distribuicao normal.

A afirmagdo do teorema do limite central pode ser ex
pressa como se segue: a entropia da soma padronizada, de varid

vels aleatdrias independentes, tende, guando © numero de va-
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. riéveis tende ao infiniﬁo, i entropia makima, de todas aé va-
-‘.riéveis aleaﬁ&fias cdm variéhciééfiéuaisfa i;[ Vér Rényiﬂﬁ?Oﬂg
. Podemos alnda c1tar algunas trabalhos, como o de,P
_Haaland e outrcs {1973), onde a Dlvergenc1a Dlrlglda. e J—Di—f
vergenc;a 830 utlilzadas na anallse de quest;ona:;o- ‘
Rathie e "; outros (1976), utiliz&ram“é_ni;eréégff
cia Dirigida,.aentre,duﬁras medidas de-infof@ééao, na Seleéaoa .
. das varifveis independentes relevantes, para a-éonstruggo-.de{ﬁ-
um modelo, para ?revisgo éezsafras; de trigo, milhb'e'soja,emj
certa regtdo do Rio Grande do Sul. Neéte daéo, o’donjuhtoz.dei '
medidas; serviu para indicar que variéveis”deveriam ser bdﬁsi

[

deradas,_uma'veZ'que o nimero de'variéveis'iniciais era bas-—
tante elevado. . L !
E finalmente, outras medidas de informacao mais com—
plexas, envolvendo a Divergéncia Dirigida, foram aplicadas
por Rohrer (1370 p. 50) , na andlise de miisica e pro=-
cessos de aprendizagem.
Acreditamos que, os exemplos citados, sejam suficien

tes para ilustrar as aplicacdes das medidas de informagao con

gideradas neste trabalho.

2.2 - FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Varios autores, desenvolveram teoremas de caracteri-

zacio, para as medidas de informagao, Divergéncia  Dirigida,
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J-Divergéncia e Entropia.

Estes fundamentos axiomaticos, consistem de um conjun
to de propriedades, a parti: das. gquais, uma medida € unicaments

detérminada.

No caso espec1f1co da DlvergenCLa Dirigida, podemos;
encontrar os teoremas de caracterlzagao nos trabalhos de Rathie

e Kannappan.ﬂlQ?B), (1971) e (1971 aD.

Ba51camente, estas caracterlzacoes se estabelecem a
-partir'de que, uma fun?ao satisfazendo determlnadas proprieda—
des; & unicamente determinada pela Divergencia Dirigida. Nos

-referidos casos, estas propriedades sao, respectivamente .

- a) Rééﬁ;s?viﬁa@e, Siﬁetrig Derivativa, ﬁulida&e-e Nor—
malizaéééé" | B o |

b) Recursividade, Simetria, Continuidade, Expansibili-
dade, Nulidade e Normalizacao.

¢) Recursividade, Simetria, Aditividade, Expansibilida

de, Nulidade e Normalizacao.

[ Ver Rathie e Kannappan (1973), (1971)e(1971a)l

A caracterizacgao da J-Divergéncia, pode ser vista em
dois trabélhos, um dos guais escrito por Haaland e outros
(1973) e outro, por Rathie e Kannappan {1979), a ser

publicado.
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Nestes dois casos, as propriedades que determinam uni

camente a medida J-Divergéncia sdo, respectivamente:

a) Recurs;vidade, Expans;bllidade, Simetria, Aditivida
_de, Regularidade e Normallzagac [ ver Haaland e ou—

tros (1978)]. -

b) Recursividade,'Simetria,:Dérivatiya, Nulidade e Nor

- malizac3o. [Ver Rathie e Kannapﬁén_ '(lg?gﬂ;_'

Todos os teoremas de caracterizagao, diferem entre si,
pelo acrescimo de substituigao de certas propriedades, por ou—-

) tras que, comblnadas.conduzem a resultados semelhantes.

LI

Finalmente, a Entropia de Shannon, 3 caracterizada por
aiferentes ‘conjuntos de pqstulédos estabelecidos por diversos

autores. Por exemplo, [Ver Shannon (1948)7..
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CAPITULO IIT . -

‘.ffREsﬁLTADos'UTIL:ZADbsL-_
: Na-de£erminag§o-das'divergéﬁcias dirigidas, ijéfiﬁ@jf
deste{trabalhq, fo;aﬁ utilizados certos resﬁltadoé de- gr;nﬁeF
impdrtépéia} deStacgn&o%se principalmente-aéifQAQSes_ éspég?*.
ais e as transformadas de Mellin e de Laplabeﬁé o ’
.Por esta razéo; iiétamos'os princiéais réSﬁitad6s;lrf 
que'muito‘pos-auxiliaram-nos éalcﬁlos‘que_nbs pfdPuseﬁps--.l I

‘3.1 - DEFINICOES | S

(a) Fungdo [Erdélyi(1953)1)

. o

Y(z) = é% log T'{z) = - y+(z-1) kEO (z+k}(k+l) 4

<
il

0.577215 ...

(b) FPungdo G de Meijer [Erdélyi (1953}}

A fungao G & definida da seguinte forma:



m'n

G

P:4d

m,n

i)

P.g

. a B, V¥
By
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m | n
I T{b,-s) NNl-a,+s)
| ’---'a 'a Fres g —_ . — J L 3
. 2 n' n+ ®p = (2ri] j;l _J—JP _ ‘zs_ds'
_b:L'.-.-. ;bm'bnﬂ_lro.-- Ibp L II- I"(l_b..*.s) II- I'(a...sJ o
L s D I

1 =l -
onde_Llé-um contornoc, prdpriamente:eécolhido7 e vérifica%se'o~
seguintes .

(i) Todo produto vazio:é considerado unidade.:

(ii) m,n,p,g sao inteiros nao negativos e 0 < m < q, Oﬁpfp-i

(iii) - Os parﬁmetros-ah e b, podem ser complexos e sao tais
gue nenhum polo de P(bj-s) ,'j'='l;2,-.,,m coincide com.
algum polo dg-P(lfak+s},‘k =:l,2,...,nf Entao (ak_-ﬁbjl"

‘n3o & um inteiro positivoa -
(iv) z # O-

(c) Puncao H: [Bramksma (1964) ou Mathai e Saxena (1873)]

' ) m n
I T{b.-B.s) I I'(l-a.+u.s}
{ ’ ):---r(a Q) _{ o 1 37 L J 3]
e ! p"%p =(2ni) "t 3L =1 2° ds
o 1B enns (B sB) ! P
171"’ "“g'rq I T{l-b.+B.5) T T{a.—a.s)

=+l .3 ] J=rr+l .|

Valendo as condigoes (i), (ii) e (iv) da definig¢ao anterior,e

3 3 =-1;...,J 830 -positivos, e-para demais restri¢oes -

ver [ Braaksma (1964) .
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Quando @, = o:p = Bl = .. = Bp = 1 temos.
‘ m,n
H Z
P:g '

3.2 - OUTROS RESULTADOS:.-

(a;,1),.-.,(a_,1) | -"_m,n
_l < =g (z
(bl:l)r---r(bq:l) P:q

l‘ ’ o J - [ver Luke (1969),p.210(61l)e 225(62)]1 -

S 1,2
{a) log {l+y) = G Ly
T 2 L
{b) Transformada de Mellin [Erdélyi (1954),- vol. I]

g (s) :J 1 £x) ax, R(s) >0
o S - ' -

L
Quando X & uma variavel a_leatéria_ com funcdo densidade f£(x) ,

entdo g(s) = E(Xs-l) , ou seja, o (s-1)-é&simo mamento da v.a. X.

(c) Transformada de Laplace [Erdélyi (1954) ]

g(s) = J e ®* f£(x)dx, R(s) > 0

o

i e — e E g Y= (-211’_1)’-1- J e g(s) dgsv———
] _ I, .
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“Quandeo X & uma variavel aleatSfia:éom fuﬁgﬁo'densidade- £(x),
“entao g(-s) ='Mx(tl} ou séja, a fung&d gerétriz de .mdmentos?' '

v.a. X .

"

33 - TABELAS DAS DISTRIBUICOES UTILIZADAS.

Negta.équéb, se encontramiés‘distribﬁi;ﬁeé‘disére;_ .

tés (tabelﬁ'l) e_contin?és (tabela 2), mais conheéi@a;, o |

-%é-tabéiaé contém as distribuigaéé com- suas densiﬁé—;f

des.é'pa%ﬁmetr&s reséectivosf - | |

" As dis‘t‘ribﬁigées d;i.s_creta-ls.-foram deflmdasde acordo ccm

‘Johnson e f;otz ,'{1969) ] e as oantfnuas de acordo cum diversos autores.

_ Para o.célculo.das Siverééﬁqias_nirigidas eﬁtre duas

_distribuigSes;utilizamos as densidades conforme sao definidaé

nestas tabelas.



TABELA 2 ":‘ Distribuiéﬁesbiscretaa

Ne Nome parfimetros PX = %] : 1
1. .Bernoulii‘ : (P) pk(l - p}l -k i k=0,1
2. Bincmia; - (N,p“)‘ o '(:l pk_(l—p}N_k; k=0,1, ...,y N inteiro positivo, 0 <p<1l
3. " Blnomial Negativa (N, P) (N§'E11) (p/oy* (1-p/)N; x = 0,1;:.0, Q~P L1
i, Geométrica {1,pP) '(P/Q)k (1/0) '
: - ' M, N-M, N . 5
5, Hipergeométrica (M,N,n) () o) /() max. (0,n-N4) Skemin(n,M) ,N,M,n intedros
) - : positivos
|
6, Poisson o) e Mkt k=0,1..., > 0.
7. Retangular My (M + 1)-1 . para k = a+jh, o= 1,000, M.
. . I
i Y ) L k P |
8, _Série Logaritmica (8 @6 /k o k=1,2,..., 0< 8<l,e=[log(2-8)]

aT



masELA 3 A . bistribﬂi{:ﬁes contInuas -

Ng Nomé parémetros | Fungdo Densidade

1 -~ Beta {e,B) AT (B L) T (B 2% L (1-%) B-1, ¢ < x < 1,a,8>0.
2, Cauchy Cay ATy (1 2ex?) "1 ; mm<x < ®,A > 0,

3. Gama Genheralizada - I' {a_,IBI,IY} . {'YS“/Y/I'(a/y)}xa—l o B ng X, 008,y > 0.

3.1. Erlang {n,1/a,1) : : a>0, n inteiro positivo
3.2, Exponencial (1,1/a,1) 850, .
3.3, Gama-1 (a;.‘ll,ll.

3.4, Gama~1t t;,B'fli .

3,5, Ma_xwalih-Boitzl.nénh v {4,B,2) .. o

3.6, Nomal'Polded'generaltzadd (a;8,2) |

3.7. Qui L o) ‘n inteiro positivo e 0> 0.
i1.8. ) Qui.—Quac;lradO' (n/2, 1/2,1) _ h inteiro positive

3.9, Rayleigh’ - "1'2:,-]{(21:}2};2-) b>o0

3,10,  Weibull - ta,1/a%,y) a> 0.

6T



T h pa/h - y1;)—-1
4. F-Generalizada {p,m,a,h) - T ¢ a,m,p,h,x > ¢,m > p/h,
o - B(p/h,m-p/h} (l+ay™)
4.1, Beta do 29 tipo (p/m,1,1)
4.2. """ cauchy "folded" (1,1,1,2)
4.3, Distribuigdc 'F B, B+Y,1,1) g, vy>0.
4.4, I de Snedecorx ‘_ ,{?,M'm,g,l) M e N inteiro positivos
" " ' N+1 1
4.5, twstudent folded {1, (3 2) N inteilro positivo
4.8 t—Student "folded" : (p,}r_l,a. 2}
generali:.ada -

5. Laplace (4) a2zt eTIXOI/8 e ik < w50,
6. Ldgistica ' e—x“-_ + e-x)—z, - < X < ®
7. Log—Gama - (v,f)_' v'oxY 1‘(--l::agx)r_]'/l'l[r): 0 <x <1, wv,r > 1.

I : . ' -1 _-{logx-m} Y209
8. Log~Normal (m,0) Loxv{Zr) ] Y x> 0.

C . -1 -x%7(20%)

9. Normal (o) o/ (2%)] T e ; —m < X < w0 > 0,

B - a, a+l
10. Pareto {a, k) cakT/x ; x>k >0, a>0

6¢



2l

- § » X > wt! Hdlmw.\.ﬂ
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CAPITULO IV

DIVERGENCIA DIRIGIDA & J—DIVERGENCIAIENTRE'DUAS

DISTRIBUICOES DISCRETAS

Apresentaremos neste capiltulo, Qs‘resultados obtidos
para a Divergénqia Dirigida entre duas distribuigaeé discre’Q
tas. - |

0 célculé desta medida, nestes casos, nao envolve a
utilizagao de nenhuma fungao especial. Por esta fazﬁo, dare-
mos o desenvolvimento para o caso da Distribuicao Binomial, a
penas com a finalidade de ilustfar o caso Aiscreto.

Paia certas distribuig¢ces discretas, foi também cal-
culada a Entropia, acréscentando assim, alguns resultados re-
ferentes a estas distribuigoes. Sao estas, as Distribuigoes ,

Binomial, Binomial Negativa e Poisson.

4.1 - DIVERGENCIA DIRIGIDA E J-DIVERGENCIA ENTRE DUAS DISTRI-

BUICOES BINOMIAIS

Consideremos duas Distribuig¢oes Binomiais, P e Q@ de

parametros (N,pl) e (N,p2), respectivamente, ou seja,

N N-k .
P(X) = P[x =k]= () By (L=pp" , k'=0,1,...,N

e ] 0 <q; ¢1
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Q) = Plx=kl = () P, s @p)"* g cp <1

Entioc teremos:

1

- DIVERGENCIA DIRICIDA E ENTROPIA;
Pela'definigéo_(l;lsl.(a)), podemos escrevers-

g
1@ = T 60 Bk ampp™™ log [(k) Py (1-Pl,N kl

N | k. o e
() pf (1-p)NF 109 1) By (1-p,) V]

Podemos esgcrever

I(P;Q) A - B.

onde
g = 1 (g (1-p )V 1og 1K) 5 (1-p,) K
oo - F1 VTR ILETE TR
e A = B, quando p, = Py

Assim, desenvolvendo o logaritmo do produto, e fazendo algu.—™

mas simplificag¢oes, obtemos:

N P
B=kz=0(']1:)91; (l"Pl)N_ 1Qg(k)+Npl[log ( )] + N log (l_Pz) .
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Esta expressao,ainda pode ser escrita como:

k N-k

: N _ :
=log v - & (k) pf (-p)"F log [(N-k)! k!4

Py
+ N {pl log (l ) + log (l—pz)}
Fazendo p, = Py, . obtemos

Ny C N-k-
)y .k _ N-k
fk Pl'(l.Pl)'

I 2

k

1c$g.'[ (N—K)..' k:]' +
0 : -

A = log(!) -
: P
+ N {pl log S ) + log (l—pl)}

~ De acordo com a def. (1.1.3(a)) a Entropia desta Distribui

c3o Discreta & dada por:

(N . \N=k (Ny k. N-k, _

Il ™27

0
Portanto, a partir de A, temos:

N=k

Entropia = (E) p? (l-pl) log [ (N=k)! k!] -

k

012

0

P
- ~ {p, log (l'll’l) + log (1-p;)} - log (N!).
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 Agora, para a Divergénecia Dirigida, a partir de A e B, obte =

:ilel- 3= | -

. T . P ) ’ p B -
I(P Q) = N {py log ( ) - p, log ( ) + log (l—p )

i Py 1 l
~ log (l—p?)}_
B ou-aindaffi‘
1 (=pp) - - - {I-py)

I(P Q) = N {Pl log [——”“““T'] + log. [TT"E—T—J

que € o resultado final..

J~-DIVERGENCIA

Pela definigdo (1.1.2.(b}}, temos:

J(P;Q) = I(P;Q) + I{(0Q:P)

Agsim, pelo resultado anterior, temos que,

- P
1(Q7P) = N {p, log “1‘%’ - py log (g=p- Pl) +

+ log (l-pl) - log (l“pz)}

Donde, teremos £finalmente,
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(l pl)

pl(l-pz)]}

J(P;Q) = N(p2 pl) {log |
.~ que € o resultado final.

1]

CASO PARTICULAR

_Quandb N's-L;‘temos"a;nistribuigéo de Bernoulli e nes
‘se ©aso, podemos ohter-a Entropla, a DlvergenCLa Dlrlglda e a._

J—Dlvergencla, a partlr da resultado anterlor;

4.2 - TABELA DE RESULTADOS

Todos os resultados obtidos para a Entropla,.Dlver-—
genc1q Dlrlglda e J—DlvergenCLa, se encontram na tabela a se—~
gﬁi:- ‘

Esta tabela foi elaborada, de forma que, para . cada
distribuigﬁo, temos os resultadﬁs para as trés medidas cita —
das acima. |

Assim sendo, a tabela contém o ncme de cada distri—
buicdo e parametros respectivos, e a seguir, os resultadoé na
sequinte ordem: Entropia, Divergéncia Dirigida e J—Divergénﬁia.
Estas distribuigdes, se encontram definidas na tabela 1 do ca

pitule III.
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?ABELR‘3-t ﬂivétj&ﬁcialnirigiéi; ﬁﬁtropih e J—Divérgénqia para Distribuigdes Discretas

3

Distributgoes Parimetros
ST , . 'n o
Entropia - H(p seoovp) = i:l Py log(l/p,)
o e n. N
Divergéncia Dirigida I{p1Q) = & py log (p,/q,)
. 1=1
a-Divergéncia 3(piQ) = I(PiQ) + I{(Q;:P)
1. Bernoulll gy, 1 =1,2
Jog (L) + 1og (1-py)
Py log 3 oy Pyl
1 1 Py 1
ey o
(l-pl) log (-—I:P'—z—] -i-.}_:'nlﬂ log .(IP-;l_/Pz)
(1-p.)p
. _ P11P, Iy
{Pz Pl) {109 [“ji—E-TEI- .
2.  PBinomial

N,p,) 4 L= 1,2

.N_'
L
=.0'

k
k

_ _ o
(k) Py (1- ~py) ¥ 169 [ (N-K) k! ] - N py log (ymp—

) + log (l—plll - {log N!}

Lz



‘1"“ L - I

Py i . o
I-p, J‘t Py }og (pl/p2)}r |

N {[l-pll log {-

o {l=p.} p - , i
(Pz"PlJ {109 [{1—]?1-]*—1)*;— 11 . o ' : I

LN d= 1,2

Binomial Nega-tiva

: . { . --t;;;l.1 @  N,+k-1 Pl % P, N, [(Nl+k 1}]
log (N,-1)'+N.{log Q.-P, log ==]- £ ¢ . 1= {1~ ==} log [——1—
, 1 i ) 171 Py k=0 Ny -1 7 Rg) Q; kT
fb . (N,-1)! ' MRl Py P N mr&rn-i
log X l S loy {N =Ty N, 1CJ‘§|r QN 1og Ql+k£0 ( 1_1 H (1— 61—') log [m]

: P 19 - ] o f (v, +k- 1)'] : Ny +k- 1 Py Py 1]}
log (— N, B -N,P, ]+ 5 (los I 3%y (L )t——-) (1= —=bo) |
| ‘3 l 1 1 252 k= 'iN +k~-1)1 N‘ 1 Ql i

N+kl P N

2 2k _ 2 2
( -l)(Q} {1 —'—Qz} .

. Geom&trica o {,Pyy , i o=1,2 ' !

Ql logl ql - Pl log Pi

-4



PR Q,"

o L 3 Q5"
'Pl lég {P2Q1] .+ log {_"“Ql ]

(p,B,) io (ffzah !

172! 9 5.0, _

. i

5. Polsson ' “.:i.} y L=-1,2 _ |
. ' . - ; e'ki AE. _ i
A logle/d;) + I ——r—(log k) |

S k=0 K _ |

(g = A4) + 2y log (y/2,). 1

{12_--;\%). iag (11/12) |

6. 8érie Logarftmica (84) v 1 =1,2 i
] . - - PR = k_j_ - ._

-log oy o, {log 6;) {BIZ’(l -'-81)}‘ +8, I By log k i

k=0

log ({11_/(!2} +W log (61/9,2)

. rn: o,0, -
; , 11 _ %%
log (8,78,) 1925, = 175, -

-
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CAPITUILC V

DIVERGENCIA DIRIGIDA E J-DIVERGENCIA ENTRE

DUAS DISTRIBUICOES CONTINUAS

Neste capitulo resumimos os desenvolvimentos feitos pa-
ra obtengao da Divergéncia Dirigida e J-divergé@ncia para cer-

tas distribuigdes continuas.

5.1 - Divergéncia Di;igida-e J-Divergéncia entre 2 distribui-
¢coes Gama Generaliéédas; com paramEtfos-diférentesL
Consideremos duas fuﬁgaes densidéde £, e £, | da
séguinte_fo?mai | |
.. - - : a -k _Bxil
f.(x)_:{YiBi(ai/Yi)// Koy /vy x e M

~

1

- Divergéncia Dirigida

Da definigao (l.l.i), (b)), temos

o0

I(fl;fz) = JO fl(x} log fl(x)dx - JO fl(x)log fz(x)dx
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A, = ¢ [czll + I, - 3313]

v,8, % y,8,% e
] =———— ¢, = log- )
F(al/yl) I P(az/Yz)i
1 s Y o N /
o  g.=1 =-B.x T. B MVATINE
o 1 1 1 17, l
B ' o al—l le 1 oas~l
I2 = J X e Tog x dx
0
Catya-l —Box b — (Y 5) /
. _ Qo +Y - -B.x & ui+Y Y- ' o
I, =,r;-.x V2 e a=p 2 ll"{(a o)/}
o g . Co l
Al = Az quando fz(x) = fl(x).
— 'Y )
Fazendo a transformagao X = y em 12, temos:
a,-1 @ (aq/Yq)- . -BY
I, = __EE__ j y Sl (log yle 1 dy
1 o

Usando o resultade (11) de [Erdélyi (19254)] - , obtemos



“GI/Y

o
e
) 8

lj7[w(a1/Yl)-ﬁ'log_81]}"

" +a'. , _ _
~2y/ T tay /11

5 AR
- ey8y 2t Ir

- Quando -al = (12 ’ Bl = le Yl = Yz ¢ temos

Aiﬁlog{¥1éi“1/7g/r(alkyl)} +E(al-ly/ﬂiﬂfw(al/Yl)-log By1-

1- tYZ/Yl) oq+Y
- R Ir (___l__:[:....

1 Y ) I‘(al/Yl)]

Assim,

/Y

o N
T(£) 1,0 =log {y8; * 1 Tloy/vy) /vl I oy /1y )

_('Yz/Y ) ‘

32
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 Onde o'ﬁltimo termo,”do lado direito da_igualdéde acima , -
foi obtido utilizando a seguinté notacao: (é)b=f(a+bI/T(a).

s

- J-Divergéncias -

Da défini?ao (1;132)(b)); temos que

j fol;le-é Iff;;fzi + I(fz;fl). .'
_ Mas,
CI(f,5E)) = J_fz(xildg'fz(xadx - f f,(x)log'fi(x)dx.,
: K o} o 4o T S o

logo, utgiizando'o resultado anterior,

o, /y /Yy
22 ! F(az/vzll

I(£f,;£,)=loglv,8, F(al/Yl)/4%151‘

+ [aymay) /v, 10 0, /v, )= log 8,1 -~ ay/v,

+

8,712 8 (a,y/vy)

Yl/Y2 *
Portanto,

3 (£, 55,0 = (o -a,) (1A, [¥(a, /1)) -log 8,1~ (LA [¥(ay/vy)-log Bl

Y4/

“ley/ry Hayrl* 8 © T Byleg/y)
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Os casos especiais da diétribuigéo gama generalizada,
como, -por exemplo, a distribuicao Exponencial, Qui-Quadrado ‘.
Weibull e outras, foram determinados, a partir desse resﬁltado

e podem ser vistos na tabela (4) no final_deste‘cépitulo.

5.2 - Divergéncia Dirigida e J4diVergéncié'entre duas distri-

buigdes F-generalizadas.

1€ty

parametros diferentes, ou seja,

Tomamos £ duas densidades F-generalizadas com

. ) _i'

. _ x - B =-
(l+a,x =)7L . ]
. l . -

onde;
h.alpi/hi
A, = ii
i

P .
i _ o
S
i i
Pela definicao (1.1.1.(b)), podemos escrever para a Divergén-¥

cia Dirigida,
T(£E,) = | £ (x) log [£ (x)/£,(x)]dx

" Pazendo

.____._. ._. R _ _I (fl :f_z__)_ e Ai(Il_ + Iz+ I3)__ [
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6nde,
o ' pl-l ;
_ b4 \
Il = log(Al/Az)j0 hl - ;
: (l+alx_ ) L
w o Pp7ho PPy
I. = |- - log [ ' lax
7 (lroyx 7)1 (1+o.x 7)1
I, = mz-[' x_l‘,(l+a13 l)ﬂi 1og(l+a2X'2)d$ .

Jo

Como £1(x) & uma densidade, & imediato que

I, = —ee

1T TR 109 (By/Ry)

' Podemos escrever I, da seguinte forma:

. - p,-1 PP, .
Tmy % 1. : % 152 _
I, = ey i o Jogl i ] ax =
70 -1 1.m -1 l Ii'll
(al +x 7)1 (al +x )
= 'xpl-l m
- J p—— log aq~ &x}
0 (a_l+x l)ml
1
h

Usando a transformagéo X 1 - y na primeira integral,

podemos dividir 12 em trés integrais, ou seja,

my
I, =(al ) {Bl + B2 - B3], onde
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, P P17P
R T
By =lﬁf1_J_ "l__ml log( _{“ ) 1 dy
S Py
.P]_'P | 1% "EJ: RE . o
2 -1 1 -1 N P S L
BZ = b__EI_'-_mthl'JO'y -'(al +Y): ;Og (ﬂl +y)d¥ o o
© pl-l m. -
B. =- X log o 1 dx
S S T e 1.
(al +x )‘ : '

: Fazendb a ti:'an_sformagao —:Ei———— = t em Bl' € uti-
‘lizando [Erdélyi, p.314,8)]1, obtemos:

(m~py /) :
-1 pl—Pz al 1 1"771 Py pl

B;= hy

Pelo resultado {Erddlyi p. 316, (23] ., temos

Py
R i BN S | -mlsc /oy, T =Dy /o) )=pim - L)-log a1
27 Ta T Blpy/ny, My —py /0y )Lyim) ) =vlmy R 1

e finalmente, como fl(x) € uma densidade, o resultado para

B, € imediato, ou seja,

y

By = (l/Al) log ay
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P B al'p'l/hl F;.i’lhpz
Al vl mi)[lp(ml) - ¥imy - —g—) = log a;l- my log a;l.

1 . | “hy 1 1
Passemos agora a 1ntegral I3

© Utilizando o resultado (a), secgao 3.2 escrevemos _

" h 1,2 h, | -
(1_[_ 1) m g [azx 2 1 1:' x
-1 0

Pela definigdo da fungBo G, (a) secgdo 3, e trocando as inte-

-grais, temos

UM oraegrere s [0 PSR Bom
Ry L. e - %2 )y X7 regxD) Tdx g

- Usando [Erdéryi , p. 311. (30)] ,

_ h?_s+P]_

m, [ P(l—s)P(s)P(s)

s 1 !
3 271 i1, * h, @ 1

T (1#s) ! - Tm,)

ou ainda,

- -»,/h,  _ _ h,—p
Iy={my/ (o Tluphey  ° (2ri) 1JL”1 SHOLIOR Vi she Wik e

I (14s) by hy
h -h./h
2 271, s
g s) (azal, )" ds

1

Finalmente, pela defini¢ao (a) secgao 3, temos

»
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e ;"2 | 1 a-pl/hl 23| -hy/hy | (LD, (LD, (1 -p /by, hz/hl). |
1 3,3 (7271 v .
) by BRI Pl/h 2 By, O)
Assim,
hlB(p /112,m (pz/hz)) S 1/111/1/112

I(fl’f2)= log [ h, BI pl/hl,ml (pl/h ))‘ Py log ‘0‘

PP,

il -‘JJ(ml —-—-—)] +ml[l.b(ml - -—--) - tb(ml)] +
+ . mz . Hz'3 - -hz/h (lrl) ’ (lrl) .r "-L_Pl/hl! hz/hl)
TR Py 33 %M T T o

gque € o resultado final.

A partir deste resultado,cobtemes a divergéncia dirigidarpa
ra os casos particulares da F-generalizada , tais como, a Distribui-~
cao F-de Snedecor, a t-student “"folded", etc, os quais se en-
contram na tabela 4 , ho final da secgao, juntamente com OS

resultados para a J-Divergeéncia destas distribuicoes.

. 8.3 - Divergéncia Dirigida e J-Divergéncia entre duas distri-

buigoes de Pareto.

Sejam fl e f2 duas fungoes densidade da forma:
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| kiai |
fi_(x) = 31:31—;1_ , i =1,2 ’ X > ki >_0, ai > 0

-~ Divergéncia Dirigida -

Encontramos a'divergénéia'dirigidé entre fltx) ) fz(x)-quan-

- do. E 5

12 %

I(fl;fz) - L{fl(X)log #1'(x)._dx - J : f]_()'c)‘log fz_(x)dx- .

| 1 Ry
:Supomos | #(fl}fz).#_Ai f A;
_qnde'
- | Aé = log -_ahzkz.l’...- -Il
, ay Im —($1+1)
Il = alkl- (az+l)-J’kl X | log x dx

Ay = A, guando fz(x) = fl(x).

Fazendo a transformagao u = log x em I, temos

I (a,+1) log k, +(ay+1) /a;

1

Portanto,

L]
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: Quahdo al #_az e kl-= k2f;_q§tém05'

Assim,

- o -1 N
‘ I(flkfz)-“llog.(alza2’+a2(al +1°g(k1/¥2J) ;Ll

A J-Divergéncia pode ser vista na tabela 4 no final da secgdo. .
5.4 - Divergéncia Dirigida e J-Divergéncia entre duas distri-.
. - buigoes triangulares.

‘Para duas densidades do tipo: .

_ 2 ' 0 <x<a;”
_ _ i . _
Z{l-x) a, < x <1

a Divergéncia Dirigida & obtida considerando a; < A

Nesse caso,

1l : 1l
I(fl;f2) = JO fl(x) log fl(x)dx - JO fl(x) log fz(x)dx_

Suponhal I(fl;fz) = Al - AZ

onde,.
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a

1 S 2
Bl =J (Zx/al)l?g(Zx/az)dx:f !

2l (1-x)/(1-apllog (2%/a,) ax + -
. ST

1 : L _ .- .
+ J 2{(l—x)/(l-ai)]l,o'g (2(1,-:;1/(1-a1)'}dx_ .

Resolvendo, obteﬁos

o
]

log 2 .I+-(Lal' - 2a2';1)/;f (1-a;)

log 2 - 1/2 .

S
Il

Donde,

I(fi';fz) e_(al/l—a_l){lpg(al/az) + a,/a; - 1I.

-J-Divergéncia.

A partir da I(f ;fz) encontrada acima, podemos obter

1

J(fl:fz).= '1og_(_ai/az)[al/ (1-a;) -a,/(1-a,))+
[2-a;-ay)/2] -{(1-a,) 2/12 (1~a) ) P - {(1-a,) /12 (1~a,) 1}

B.5 - Divergéncia Dirigida e J-Divergéncia entre duas distri-
buigaes.uniforme._ e

Considerando duas densidades fl(x) e fz(x),tais que



42

A-divergéncia dirigida, entre estas duas distribui —

coes suniformescom parametros diferentes, foi determinada no

_ éaéoféspecificdiém que d2‘< @, e B, < Bl'.

=Temosf.A
‘ I(fl=f2)'?_!a fl(x)log fl(x)dx f.Ja fl(x)log £, (x)dx
e : . l. ) ; 1 .

:Resolvepdoftémos{
'_'Iffi;fz) fi}pg'[Fsz_j_gg)/(élfjfal)lg
No caso particular em quelai_= 0, temos que :
I(fl:fz) = ;09(82/81)
cujd-resultado & encontrade no livro de [Kulback (1959),».30]

J-Divé:géncia.

No caso de distribuicOes uniformes, ¢ resultado para

J - divergéncia & imediato.

J(fl;f2) = (.
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5.6?-Dhmgg§mia Dirigida e J—Divergéncia.para as demais Distri-

buicdes.

Pafa:as'distribuigﬁes.Beta} e Distribuigdes Log-Gama, '
as Divergéncias Dirigidas.foram,determinadasL utilizando-seos .
seguintes resultados:

) [Erdélyi (1956), p. 314, (8) p. 316, (22)] para Distribui-
- ¢oes Beta. ‘ ' ' -

- O resultado & o de n® 1 da tabela (4).

_B)_[Erdélyﬁ (1956), p. 137, (1) e p. l48,(llﬂ'paré Distribui- .
coes Ldg—Gama.; ' | .
O resultado & o de n? 4 da tabela (4).

E, finalmente, gquando consideramos duas dist:ibuié
¢oes, Log-Normal ou duas Normais, os resultados sdao imediatos
e nao envolvem fungOes especiais. As Divergéncias Dirigidas
nesses casos sao as de n? 6 e 7 respectivamente, na tabela

(4), bem como a J- Divergéncia.

Completamos,com isso, a relagao das Divergéncias Di
rigidas e J-Divergéncia entre duas distribuigoes continuas
com parametros diferentes.

' ~ 2 3
5.7 - Novo Resultado para a fungao Gy 3

A determinacao da Divergéncia Dirigida entre duas
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Distribuigﬁes Beta do 29 tipo, caso particular da Distribui —
cao F-generalizada, nos levou a um nove resultado referente 3
2,3 o
fungaq G3'3f, | .
Isto foi possivel, mediante a aplicagdo de dois méto- '

dos na determinagao da,Divergéﬁcia Dirigida,ouaseja;diretameg
te:e.considerando a distribuigao‘Bété_d0'29'tipé como Caéd
éarticular da F-génerélizadﬁ,”j | | _
| | o ansidgféndb flie £, cémb_Bétaé_dé 29'?i§o;temos[§éf'
_ tébela.z,(4.11] o - | - C

p.—1

-f' ) = l‘. . % 1 , l 212 _
i = — : - o i -
+ Blpg /MRyl (14 ™s T

py/mMg, x>0 my >py
_Pela-definigaq(l.l;l,(ﬁ)) temoé
poo ) . : o)
I(fl;f2)=10 fl(x) log fltx)dX'— J fl(x)log fz(x)dx

0
Pazemos I(fl;fz) = Al - AZ' onde
A, = c]_{I_.L + 12]

2

: 1
c, = —
i Blp;.my—p,)

e e ™ Pyt Wy e
I, = I X (1+x) log €, dx
0
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_pz_;

g B _‘p =1 . ~m o .
I, = J x 1 (1+x) _1 log [—Z— —] ax
ol T T : (1+x)™2
e._ A .= A, ‘quanldo_ _.fl (_x,). = £, (x).
Temos . I, ='_c;1 log c“).?-. ' pois | £ (x) & uma ?unc;ao .densida‘_-—_ -'
de. . ‘
. Fazendo agora, . lfx =Y é:m Izl, podemos'e'sci:ev_e;"': .
| 1 p-1  m-p-1 ° - ;1 py-1  m-p-1l.
I, =(p2—1r f y.l (1-y)} 171 log y dy fJ y 1 (1-y) R
- | : p,em -1

log (1l-y}. 2 dy .
' Usando para a primeira integral o resultado [Edérl?i
(lQEH,P. 314, (8)] e na segunda integral a'transformagaoﬁlﬁﬁt

‘e a seguir [Eradlyi (1953)p. 314 (8)], obtemos

I, = cIl {(p2~l)[w(pl)-w(ml)]]-(pz-mz-l)[w(ml-Pl)*w(ml)]}

A, = log cy+ (p,~1)[¥(pg)=v(m - (osmy=1) [ (my=py) - wimy ) 1.
Fazendo. P, =pye my, =m, obtemos -

A = log oyt {pl-l)w(pl)-(pl—ml-l)w(ml-pl)-mlw(ml)-



46

B, portanto, .

B(pz,rm_2 p2) ' '
B{pl'm _Pl)] +(pl Pz)w(91)+(Pz Pl+ml m Y

CI(£,:f,) = log [
¥ (my=p )+ (my=m, ) gilm, ).

Utilizando agora-o resultado (tabela 4, (2 ), cbtido para a FLGeneiéliqé.
@, ou seja; Beta-do 29 fipo'é um caSo_particular de FLEEnéraiizada,"com ;
- parametros (p,m;l,l) [ ver tabela 2}(4.1)], temos que," '

B(pz,m2 pz)

I(fl;fz) ioq { } +(pl p2>{w pl) w(m pl)} +

:mz '

- (1,1), 1,1), a-p; /1)
F(pl)f(ml"pll '

. e : o 2,3
+mylwmg=py)-vim )]+ 3,3 |1 L
’ L 1,1, (ml'Pl: i},(0,1)

mas, por ( © ) seccao 3.2 obtemos :

B(pz,mz—pz)

T I(£,3£,) = log { b+ (pymR) {vipy) - ylmy—py )} +

mz 2,3 |-_1 I 1, 1, 1"’Pl ]

+ my[whmp ) -pm)] + FE T o5y 03,3 f_ 1, m~pys 0

Portanto, a comparagao dos 2 resultados, nos da

2’3 ’
G3’3 1

l ! l ’ 1_Pl

}’= T{py)T (my=py) (¥ (my)=y(m-p;)}
0 .

Lr m TPy
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Quando P, = 1, o resultade acima podé ser verificado, de acor

1

do com Meijer (1956).

Os demais casos particulares da Distribuigao F-gene-

'ralizada SEIEQCOntram'na-tabela'(4)'no final do capitulo.

'_-5.8-7 Tabela _da Resultados -

. Os resgltados'obtidds.para as medidas Divergéncia Di
rigida e_ﬁ—bive;gEnCialno caso. de distribuicdes continuas, fo
ram éolocados em uma tabela, a qual_contém 6 nome das Distri=-

: buicoes utilizadas, seus'paréﬁetros-e a seguir a Divergéncia
Dirigida e‘alJ;Divergéncid,:respectivgmente; calculadas entre
_-estas_éistribﬁigaes.”,'  | .

Devido.aés fesﬁltados longos, 6btidos paré - éertas
distribuigaes, esta forma de aprésentagéo foi por nds conside
rada a mais simples, no sentido de termos para cada distribui
cao, facilmente, os dois resultados referentes ds medidas de

infbrmagao. fver tabela 4 a seguir].



TABELA 4 . :Divergéncia Dirigida e J-Divergéncia para DistribuigBes Contlnuas

Distribuigdes:

Divergéncia Dirigida:

Parametros

T(E)5Ey) = J_mflix) log[£) (x)/£,(x)] ax.

J-Divergéncla: thlrfé)%isfl;f25+1(f2;f1}-
Beta .('qiﬁ'i), 1= LI, 2 ..
| 1ong§ééfé2i/Bkal,BiH +_(al-az)[wtﬁl)e¢4a1+al)i+(31~ethw(Bli-wtul+al)l.
(gl—;21[wk&llf¥5a2>1+<31-B§Jpw§si)-w(e;>i+tal-aé+sl¥sz)[w£u2+32)-wtu1+3111.
F—éeneralizaqé

I'(pi}mi,ui,hil 1 =1,2,

tog (52, mr P2y 5L, m-Phne b t0gla ™ s oP2] 4
og y Wo— =Y , My + p., logle a +
e T U 1 2
TR [:‘“h_l"‘“’“l‘ Lol Y M e

gf



(1,1),(1,1), {1—P1/h1;h2/h1)
“{1,1), (ml-pl/hl,hz/hl) , (0,1}

+ 2 I Hg’g a
T(py/h}T(m~p,/hy)  ~f

21

A Yy . p Py P P.
(pz-_pl) %‘1 [:log al+1p (ml-h—:ll)-lb (ﬁ{i-% [log a2+ ,&(mz—.ﬁ—g%w (i»)} +

oy _ s | TP/ D D), (opy/hy by /hy)
+ = - =~ -H3'3 ) oy :
. T{p,/h,)T{m,-p,/h,) ! (1,1), (my-p,/h,,h, /h,), (0,1)
_ n, - . o3| TR/ DL, (AR /by hy/hy)
+ = T !

2.1. Beta do 29 tipd ' (pi!mi.- 'i,i) 4= 1,2,

. 1og- _B(pzv_,mz_-92)/B(pl',_m.l-pli)]ﬂpl-p_z!!D(Pl).+(pz_-pl-rml-mz)w{\ml-pl}ﬂmz-ml)w(ml) .

(p_l-pz) EP (?i.) =y {p'2):|+(pz-lpll+ml-m2) [w_'(gn'l'-pl)—w (mz-pz)]ﬂmz'—ml) E,b {m;} =y (mz):l .

6¥
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et

JIALY D

L

TVYINT V)I3L0CIA!E

2.2. Cauchy "Folded" C (1,t,1,2), i = 1,2

o - ) 0

"0

2.3. Distribuigio -F (B,,8, *+v;. 1,1) 4 =1,2

- Tog [B08,015)/B (B ) [+ (817800 (81D Cry =) ¥y )+ (8 47,mBy -1, D0 (B 4 )
(88,5 [ (800 (8 [+ ry=1p) v vy -virp |+ (8yrvymeyvy) [Bytvy)-w Byt )]
' oMy oM, LN
2.4, ¥ de Snedecor e, 1/2 1), 1 =1, 2
} 1_09[13(mz/z.,_Nz/_L‘l/B,(Ml/?.Nl/.Z)]HMz/Z}log{M 5/ M2)+( [wml/zi—w(nl/z_i +
Cowy 2.3 MN, 1, 1,. 1-M/2
+ - - G 33| ®w
O [1ogtm szu l:lﬂ JEu (=) - w—}} ( {:wm 2/2)- Why2) |+
| .‘

05



T

M,N, - '
T /TN /2) B3e3 072 Ny /2,0
+ W 2.3 MN, 1, L, 1= M,/2
- T— = M_N : '
Ty /20T (8, /2) 31 1, Ny/2, 0

. t-Student "folded".

S S
. (1: ;%Tflnizzf'z} I3 i-= 1,2.

log [B(1/2_,.1\1;,_/2;;/5':1/'2,ul/z)J + % io'g_m'z/uln[m‘l+1}/2][wml/2)—¢[(Nl+1}/2]:|+

. 'ﬁé+l . I_.. .2'3 : ) L l! i, 1/2
b S G N, /N, . _
ant/ Pty 3R ol w2 0
mz‘: = w(%Zi);u)f%;lltul;l‘wtNT)-w(Nl;lH 7 d2th % NN, b2
' ' _# T o 2n rae/2) 3,30 1 4imy2.0
G 2,3 1 |11 i/é-
. -+. — G ' NZ/Nl £
.r'(l§12/2) L33 1,.8,/2,0.

TS



2.6. t-Student “"folded" {pym 0,2}, 4 =1,2

Generalizada
log [B(pé,‘mz,--pz)/Bf_Pl.ml-Pl)J+ pylogla, /o) +(p ~p,) [:Mpl')-w (ml-Pl)] +
o

- . _ . 2
+ m, [pim -p ) -¢im, ) |+
P l.[ .l . l . 1 ] ’ F{Plj T (ml_p'l.’

W b,

G

3 [:u.zfal | L 1 1'91J
1, B~ Py 1]

0y

+ my [‘J' (my =p, } - (m, )] +

;tppRy! [i°g-'{“i7“2 )+ (p)) =¥ (py) +¥ (my~py) = (my =p) )

a4 ) . . . . m_.'
: 2 G 2’3 ll' 1' 1-p
oMy 'P(l'llz"}?z}'ql(mz) + rt _ 33 02/&1 1 |+
' ' . - ' P - -
o ) : —“M___ ljr{m;'pl}_ ! i, ml"Pl.r )]
. m S . ' .." .
T 1 2,3 1,1. 10 F -
+ . -y
T T 3.3[0/%[ T2 |
Py/ Tim, pz-) : 1,m-p.,0
o - Pl

Zs



3. Gama Generalizada: ° (ai.ﬁi;]’i'): i=1,2

LA Ay .
‘ loq[Yl _E_nl_ | II‘(az/Yz)/[‘vz By __I_‘(q]_/Yl)}:‘+|:(al-a2)/Yl_J Ep(ul/'vl)- log B]] -

R o
= oy/vy * By 1 s Pt .
- . Y1 ¥/

{ay=ay) ?J_, [-ﬂi.(ul/Yl}?lOg Bl]fﬂ |:lb,(a2/}'2)-l°9 82:| - (;l—- + :?;—) +

] -

S, .

. J;TQ/Yl . Ay BT “ g (82
+ By =) + () .
) 1l 2 Y /Y 2 . 1 Y. /Y
A A T Y2. 172
3.1. Erlang R '(nil,l_/ei"i,l'_),'li--='1',2_,- ‘ . - _ o

: .,]_.ogl:r-'(_rliz)./i"(ni_)_" RN TEREEN _[Iogtaz/aln{al/az;-l] :

ES
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v

-+ (o) 4 Zo-To) +T3_,: (n) ,m Bot

AR n_ﬂ,.aﬁ~ﬁ.gay

| @ora-(Toya| (Fo-Toy

:I BURD "g°¢

- (Tos%) + (Fe/Tod

T =T T e/t

Tefousuodxy *z°¢

. T-ZM\NEH_ Cu +_”TANM\~£H__A= +—HANM\FE£-ANE.,__LH.H;”_ (CuTu)

u




3.4, Gama II

(@,.8;,1), i =1,2

o G- - : . L .
1og[813frguzqﬂszz ['(al)]]Hal-uz) Fp{al)l-log(ﬁlﬂ+ (alsz/el)-al .

(oymip) [plag)-blay) + togiey/sy) |+ [eerap-1] + (18 /80-1]

3.5. Maxwell-Boltzmann

I (31311.2) ’ i = 1,2 .

3/2[1qg(51/82_)¥(é2(sl)- 1 ] :

3 EBQ'.’BJ_) + (_3]:/32) - 2_‘ .

3.6. Normal “"folded"

Generalizada .

(a/8,221, £=1,2

. 01/2 .a2/2 _ '. .
. logi8]" Tlap/2VIp,* May/2l| + (ayta,)/2 vlay/2)+ey/2|By/8, - 1| .

8s



-

{d;4g2}/2I:w(a1/2)+w(a2/2}-109 {sl-/ézi}(al/z) [{82/61)-I]+(u2/2) [{31/321-1] .

3.7. Qui

I(ni‘;ni/2ai_,2), i =],2

 s0adfnio,Zinged "2 L1y /0 g 720 [y lin o) /B m 234 (n 02000 = m g2
og “1"2/?‘2"1- . n.2 my tn,-n, _nl [nzcl/(Zcrz n

[ (nlf’nzi;(2_] Ej;'(n'l/zl -y (nz_/?}—log [_nlag/ (nch),l:'+ (n2/2)[(u]2_/a§)-l:|+ &11/2,{(0 g/cril —l] .

3.8, Qui-Quadrado

(n;/2,1/2,1), i =.1,2

' 109{r(n2/2)/r(nl'/.2)} +En1—_n2)/2__1 yny/2),

Enl-%)/z] g '|jq;(ril/2] -y (n2/2}J .

9g
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3.9. Rayleigh : o . -(2,1/2 bi;Z;);‘i 1;2 ] .T

2 log (by/b))+(b, /by

. 2 2
_(.bl_/‘?z’-« + (bz/bl?_ -

: Ly
3.10. Weibull o (“1"1/311"’1)' i=1,2

G T ody : '
log [Ylazzr‘(azhz)]_/[Yzallrtul/YI)] *Eﬁl"u_z}/ﬁ‘]l[lﬁ(Gl/Yl)*’Yllog §1:|-(u1/71) +

Yo Yp oo oy
+ a. e
1 /a? _(71. }Yzﬁl

(o ~ay) [ (0 /ya ) - e Wan/y o) $10g (ay /a) |- (ke + u2 ( +*’22
17% 1707 v, 22._._12 T, ) aYz_%fz/yl

(" 2) Vx”fz

4. Log-Gama : 'I‘(Vi’ri)‘ i=1,2

. P r .
sog (v YAr e v, B¢ty /o) (v, =vy)+(rzmey) [ty )-0g v, |

LS



5. Logistica

6. Log-normal =~

_. (micrj:}_, i = 1,2

10g(0y/01)+(1/2) (0/03 = L)+ (my-my) ™.

| =

012_' a%_: : - 2 '
(""2“'" + —-'i'—) + 2(m1—m2) =1,
U:_I- - : U__l * [l

7. Normal .

() ,',i.= 1‘_,2

-logl(uz[ali +(1/2)[[01/62)'?-I - l:|. .

(1‘/2)E0]_'/U'2j 2+{Ué/°1) 2. _2':| .

8s



8. Pareto _(-ai{ki} 1 _= ;.,‘2.; kl > k2 - l
e (wy/agr fi/ey ¢ dosty/ip] - |
_ (az—cjz_l}' log(kl/kz) + az/al +.al/a2 - _2. !
9,. ‘Triangulgr (.ai).' L= 1',? a, < az" !
_1og|:('11—a2)'/c_1-al):|+ a,{log{a,/a )+ log[{i——ali/(l-az):l .
VAN L 1 o 2 | 2 |
log(al/az)[. l"al - 1_a2] t 3 [2 —. él—azrl-_tl-azi /(l_-alﬂ-lgl-ali /(l—az}]].- |
10. Uniforme

{o /B5), 1 = ‘1,2:'02< Oy v BZSBl

og [(8, ~a;)/18y -a;)]

0.

6S
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