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Resumo

Este trabalho consiste de uma exposicao detalhada do resultado provado no artigo Uniqueness
of Weak Solutions of the Navier-Stokes Equations of Multidimensional, Compressible Flow de D.
Hoff (SIAM J. Math. Anal - 2006) sobre a unicidade de solu¢do fraca e a dependéncia continua da

solucdo fraca nos dados iniciais para as equagdes de Navier-Stokes para fluidos compressiveis

o +div (ou) =0
(pu'), + div (pu'u) + P(p)i = pAw + Adiv u,; + pf’

parax e R", n=2,3et > 0, com dado inicial

(o, Wli=0 = (po, Uo),

onde p e u = (u', ..., u") sdo funcdes de x e ¢, representando a densidade e a velocidade do fluxo,
respectivamente, P = P(p) € a pressdo, f € uma forca externa dada e u > 0 e 4 > 0 s@o constantes

de viscosidade.
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Abstract

This dissertation is concerned with a detailed exposition of the result proved in the article
Uniqueness of Weak Solutions of the Navier-Stokes Equations of Multidimensional, Compressible
Flow of D. Hoff (SIAM J. Math. Anal - 2006) about uniqueness and continuous dependence on

initial data of weak solutions of the Navier-Stokes equations of compressible flow

p: +div (pu) =0
(ou’), + div (ou/u) + P(p),i = uAuw’ + Adiv u,; + pf’

for x e R", n = 2,3 et > 0, with initial data

(o, Wli=0 = (po, Uo),

where p and u = (u',...,u") are functions of x and ¢ representing flow density and velocity,
respectively; P = P(p) is the pressure, f is a given external force, u > 0 and A > 0 are constant

viscosities.
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Introducao

As equagdes de Navier-Stokes sdo muito importantes, pois descrevem a fisica de muitos
fendmenos de interesse académico e pratico. Elas descrevem o movimento de fluidos, como
liquidos e gazes e podem ser utilizadas para modelar fendmenos meteoroldgicos, movimentos
de correntes oceanicas e fluxo da 4gua (ou outro fluido) em uma tubulacdo. Estas equacdes sdo
utilizadas na criacdo de avides e automoveis, no estudo do fluxo sanguineo, na anélise dos efeitos

da poluigdo, entre outras aplicagdes.

Estas equagdes sao também de grande interesse em seu sentido puramente matematico. Estas
equagdes formam um sistema de equacdes diferenciais acopladas e poderia, em teoria, ser
resolvido para um dado problema de fluxo, utilizando métodos de cdlculo. Mas, na prética, estas
equagdes sdo muito dificeis de se resolver analiticamente. Surpreende-nos o fato de que sobre estas
equagdes com tantas aplicacdes praticas e cotidianas nao se conhecem propriedades basicas, como
por exemplo a existéncia de solu¢c@o suave global para as equagdes para fluidos incompressiveis

para o caso tridimensional, o que hoje ainda é um problema em aberto.

Embora estas equacdes vem sendo estudadas desde o século XIX, a sua compreensao ainda é
pequena. No entanto, muitos matemdticos vem trabalhando na tentativa de obter solucdes suaves

para tais equagdes e a estudar a unicidade e a regularidade para elas.

Neste trabalho vamos estudar os resultados provados por David Hoft no artigo [7] os quais
garantem a unicidade de solucdo fraca e a dependéncia continua nos dados iniciais para as equagoes

de Navier-Stokes para fluidos compressiveis

pr+div (pu) =0
(ow’), + div (ou'u) + P(p),; = puAuw’ + Adiv u,; + pf?



Introducao 2

parax €e R", n =2,3 et > 0, com dado inicial

(o, Wli=0 = (po, Uo),

onde p e u = (u', ..., u") sdo funcgdes de x e ¢, representando a densidade e a velocidade do fluxo,
respectivamente, P = P(p) € a pressao, f € uma forca externa dadae u > 0 e 4 > 0 sdo constantes
de viscosidade.

Para tanto dividimos esta Dissertacdao em trés capitulos.

No Capitulo 1 apresentaremos conceitos e resultados que sdo fundamentais para este trabalho.
Este capitulo abordard a defini¢do e resultados sobre regularizacio de uma funcdo, teoria de
distribui¢do, espacos de Sobolev e suas propriedades, aproximacao de fungdes de Sobolev por
funcOes suaves, alguns resultados sobre as Desigualdades de Sobolev e mais alguns resultados

gerais que serdo necessarios nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 introduziremos alguns conceitos fisicos e faremos a deducdo das equacdes
de Navier-Stokes para fluidos compressiveis com a quais estamos trabalhando, para maior

entendimento das mesmas e também de sua interpretacao fisica.

No Capitulo 3 veremos propriedades das trajetdria das particulas X(y, t, s) e resultados sobre
as solugdes fracas para as equacdes de Navier-Stokes descritas acima. Estudaremos um resultado
que nos mostra a dependéncia continua nos dados iniciais, outro sobre a conserva¢do de massa
do fluido e por fim, veremos o resultado principal, onde compararemos duas solucdes fracas para

mostrar a unicidade de solu¢do fraca para as equacdes de Navies-Stokes citadas acima.



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados sobre funcdes que sdo pré-requisitos
para este trabalho. Veremos aqui fatos sobre regularizacdo de uma funcdo, teoria de distribui¢ao,
aproximacao por fungdes suaves, espacos de Sobolev e Desigualdades de Sobolev. Toda esta teoria
serd usada como ferramenta para o capitulo 3. A referéncia principal para este capitulo € o livro de

William P. Ziemer [20]. Usamos também outras referéncias, como exemplo, [15] e [11].

1.1 Regularizacao

Seja ¢ uma fung¢do de valores reais, ndo-negativos em C;’(R") tal que

f o(x)dx =1, supt ¢ C B(0,1).
Rll

Um exemplo de uma funcdo com estas propriedades €

-1
exp(1 — |x2|) ,selx| < 1

0,x] > 1

o(x) =

)

onde C ¢ escolhido de forma que fR” =1

Definicao 1.1 Dado ¢ > 0 definimos ¢.(x)
mollifier). Temos que ¢, pertence a C;° e supt ¢, C B(0, ).

e (g) . € chamada de regularizador (ou

3



4 Secao 1.1 ¢ Regularizaciao

A convolucdo

us(x) = @ * u(x) = f @e(x — yu(y)dy,

R}'l
definida para fungcoes u tais que a integral do lado direito tenha sentido, é chamada de

regularizacdo de u.

Antes de enunciarmos um resultado importante sobre regularizacido, daremos uma defini¢do

que serd necessdria para o teorema que se segue.

Definicdo 1.2 Seja f € L! (R"). Dizemos que x € R" é um ponto de Lebesgue de f se

loc

JC If) = f(x)ldy — 0, quando r — 0.
B(x,r)

Observacao 1.1 Se f ¢é continua em x, entdo x é um ponto de Lebesgue de f. De fato, dado n > 0,

temos que existe 6 > 0 tal que |u(y) — u(x)| < n sempre que |y — x| < 6. Tomemos r < 6. Temos

JC lu(y) — u(x)ldy < n f dy =1.
B(x,r) B(x,r)

entdo,

Teorema 1.1

(i) Seu € L! (R"), entdo para todo & > 0, u, € C*(R") e D*(¢, * u) = (D%p,) * u para cada

loc

multi-indice «.

(ii) Se x for um ponto de Lebesgue de u entdo u.(x) — u(x). Se u for continua entdo u, converge

uniformemente a u em subconjuntos compactos do R".
(iii) Seu € LP(R"), 1 < p < oo, entdo u, € LP(R"), |lugll, < |lull,, e ii_r)réllu‘9 —ull, =0.
Demonstracao:
(i) Seja @ um multi-indice, temos que, @ = (@1, @2,...,Q,), @ € Z,, la| = a1 + ... + @, e,

ol
Du(x) = D' D®..D%y = —=

ANl .o
Consideremos entdo || = 1. Se |@| > 1 podemos proceder por indugdo. Se {ej, e, ...,e,} é a base

candnica do R" notemos que
(X + he;) —us(x) = f [e(x + hei = y) = e(x = Y)] u(y)dy
Rn

h
d
= f f d—[SDS(X + tei — y)]dt l/l(y)dy
: Oh !
= f f Voo (x —y +te;) - eu(y) dt dy
nJo

h
_ f f Diga(x — y + tepuly) dt dy,
nJ0o



CAP. 1 ¢ Conceitos Preliminares 5

onde D; = D*.

Pelo Teorema de Fubini, podemos trocar a ordem de integracio, obtendo

h
Uug(x + he;) — ug(x) = f f Dip:(x =y + teju(y) dy dt,
0 n

donde
us(x + he;) —u(x) 1

h
— f f D (x —y + tepu(y) dy dt.
h h)o Jen

Como o integrando ¢ uma fun¢do continua em relacio a ¢, aplicando o limite quando 7 — 0

em ambos os lados da igualdade, obtemos o resultado desejado, pelo Teorema Fundamental do

Calculo.

(1) Temos que, |u.(x) — u(x)|

‘ f ) @e(x = Y)u(y)dy — u(x)
‘ ﬁ ) e(x = y)u(y)dy — u(x) fR
ﬁ @s(x = Yu(y) — u(x)|dy

sup p & f lu(y) — u(x)ldy
B(x,e)

B(x,1)

Pe(x — y)dy‘

IA

IA

Como x € ponto de Lebesgue de u, Jc lu(y) — u(x)ldy — 0, quando € — 0. Portanto,
ug(x) — u(x). o

Agora, se u € continua e x pertence a um compacto K, dado n > 0, existe 6 > 0, possivelmente
dependente de K mas independente de x, tal que |u(y) — u(x)| < n sempre que |y — x| < d. Logo,

tomando € < ¢, pelas estimativas acima, obtemos

lue(x) — u(y)l < sup ¢ Cn,
B(x,1)

para todo x € K, onde C é uma constante. Portanto u, converge uniformemente para u em K.

1 1
(iii) Tomando g o expoente conjugado de p (isto é&,— + — = 1) e aplicando a desigualdade de
P 4

Holder, temos:

lu(x)| = f ) sos(x—y)u(y)dy|
- f ol = Fuad.
R 1 1
< f sog(x—y)dy) ( f wg(x—y)lu(y)l”dy) .
R” R"
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Como f w:(x —y)dy = 1, segue-se que
er

ul? < f oot = P dy.
Rﬂ

f wlPdx < f f 6o (x = PO dy dx
Rn n n

e pelo Teorema de Fubini,

Assim,

f lug|/Pdx < f wa(x lu)IPdx dy
Rl‘l
= ﬁ Iu(y)l” sog(x—y)dxdy
= ﬁ Iu(y)l”dy
Logo,
u, € LP(R") e |lugll, < llull,. (L.1)

Além disso, dado n > 0, como u € LP(R") e Cop(R") é denso em LP(R"), 1 < p < oo, existe

v € Co(R") tal que
llee = vll, < 7. (1.2)
Como v tem suporte compacto, por (ii) temos
v —=vell, <,
para & suficientemente pequeno. E, por (1.1) e (1.2), temos
e = vellp < lluw = vIl, <.

Assim,

e — welly < lluw—vll, +1Iv—=vell, + llve — ugll, <37,

ou seja,

||z — ull, — 0, quando € — 0.
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1.2 Distribuicoes

Apresentaremos nesta secdo uma breve revisdo de conceitos elementares da teoria de

distribuicdes que serdo utilizados mais adiante.

Definicao 1.3 Seja QQ c R" um conjunto aberto. O espagco D(Q) é o conjunto de todas as funcoes
¢ € Cy () munido com a topologia cuja convergéncia é, uma sequéncia {g;} converge a ¢ € D(Q)

se, e somente se,

(i) existe um compacto K C Q tal que supt ¢; C K para todo i, e
(ii) lim D%p; = D¢ uniformemente em K para cada multi-indice a.
—00

D(Q) denomina-se o espago das fungoes teste em Q. Denomina-se distribui¢do em € a toda
forma linear continua em D(Q). Ou seja, uma distribuicdo em Q é um funcional T : D(Q) — R"
linear e continuo em Q. O espaco das distribuicoes em Q é denotado por D'(Y). Em outras

palavras, D' (Q) é o dual topoldgico de D(Q) munido da topologia definida acima.

Notemos que dizer que T € continua em Q significa dizer que se {g;};cy converge a zero em
D(Q), entdao T (p;) converge a zero quando i — oo.
9 (Q2) esta naturalmente munido com a topologia fraca-estrela, logo dizemos que T; € 9 (Q2)

converge a T € D’'(Q) se, e somente se, T;(¢) — T(p) para toda ¢ € D(Q).
Definicao 1.4 Uma distribuicdo T em Q aberto é dita positiva se T () > 0, para toda ¢ € D(Q).

Um resultado da teoria das distribui¢cdes afirma que qualquer distribuicdo positiva € uma
medida de Radon (veja e.g. Teorema da Representacio de Riez em [10]). Mas, nem toda
distribui¢dao € uma medida de Radon.

Por exemplo, consideremos a distribui¢do 7'(¢) = ¢’(0), ¢ € D(R). Suponhamos que 7T fosse

uma medida de Radon u em R, isto é,

T(p) = f edu, ¢ €D.

Entdo tomando, por exemplo, a sequéncia ¢;(x) = ¢(ix)x em que ¢ € uma dada fungcdo em

Cy((=2,2))tal que |p| < 1 ey =1em (-1, 1), teriamos a contradi¢ao

2
1= = [ gdu <3 u-2.2) -0
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Outro fato importante sobre as distribui¢des € o comportamento local. Se duas distribui¢des T
e S em Q sdo tais que para todo x € Q existe uma vizinhanca U de x tal que T(¢) = S(¢), ¥V ¢ €

D(Q) com suporte em U, entao T = .

Seja T uma distribuicdo num aberto 0 ¢ R". A derivada parcial D,T de T, i = 1,--- ,n é
definida por
DiT(p) = -T(Dig), Y ¢ € D(Q).

Temos que D;T € uma distribui¢do pois D,y — D;p em D(Q) se ¢ — ¢ em D(Q). Veja a
motivagao para esta defini¢do na Secao 1.3 abaixo.

Como as fungdes teste ¢ sdo suaves, as derivadas parciais sdo independentes da ordem de
derivagao:
Dle(,D = D/D,QO

E esta mesma relacao é satisfeita para as distribuicoes:
Dl'DjT = DJD,T

De fato, (D;D;T)(¢) = —=(D;T)(Dip) = =(=T(D;Dip)) = T(D:D j¢p)
Mais geralmente, define-se
D'T(g) = (=D'T(D"),
para qualquer multi-indice a.
Se f € C™, para cada ¢ € D(Q) tem-se fi € D(Q) e se lim ¢, = 0 em D(Q) isto implica
r}g?o feo, = 0em D(Q). Quando T € uma distribui¢do sobre Srfo&eﬁne-se o produto f¢ como a

forma linear definida em D(Q) por

(Do =T(fe), ¢ € DQ).

Segue-se que f¢ € uma distribui¢ao sobre Q.

1.3 Espacos de Sobolev

Nesta secdo definiremos Espacgos de Sobolev e veremos algumas propriedades destes espacos.

Iniciaremos introduzindo o conceito de derivada fraca, mas antes vamos a sua motivacgao.

Considere uma dada fungdo u € C'(Q). Se ¢ € C(Q), temos pela férmula de integragdo por
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partes que,

fmpx[ dx = —fuxlxp dx, i=1,...n (1.3)
Q o)

O termo de fronteira se anula pois ¢ tem suporte compacto em €2 e entdo ¢ se anula perto de 9Q2.

Para o caso geral, se k é um inteiro positivo e u € C¥(Q) e « = (a/, ..., a,) um multi-indice de

ordem |a| = k entdo, aplicando a férmula (1.3) k vezes obtemos

f uD dx = (=1 f D%u ¢ dx. (1.4)
Q

Q

Analisemos a equagdo (1.4), vélida para u € C*(Q). Serd que esta equagio continua verdadeira
se u nao for k vezes continuamente diferencidvel? Olhando para a equagdao vemos que o lado
esquerdo faz sentido se u for apenas localmente integravel; o problema estd no lado direito, que
nio faz sentido se u nio for C*. Entdo fazemos a seguinte pergunta: existe uma funciio v localmente
integravel, para a qual a equacdo (1.4) seja valida, com v no lugar de D“u? Esta questdo nos motiva

para a seguinte defini¢do:

Definicao 1.5 Seja u € L}OC(Q). Para um dado multi-indice a, uma fung¢do v € L}OC(Q) é chamada

de a-ésima derivada fraca de u se

fgovdx:(—l)c"qu“godx,
Q Q

Y ¢ € Cy. vitambém é chamada de derivada generalizada de u e denotamos v = Du.

Compare esta definicdo com a defini¢do de derivada de distribuicdo na Secdo anterior. Na

verdade, L}OC(Q) C D’(Q2) com a identificacdo u = T, onde T, (¢) := f up, p € D(Q).
Q

Dizemos que a a-ésima derivada fraca de u é uma medida se existe uma medida de Borel

regular com sinal, u € Q tal que
fgody = (=)™ f uD%pdx, V¥ ¢ € C5(Q).
Q Q
Defini¢do 1.6 Sejam k € N e p € [1, 00]. Definimos o espaco de Sobolev W*P = WEP(Q) por

WEP = LP(Q) N {u : D% € LP(Q), |a| < k).
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Se u € WEP(Q), definimos sua norma por

ey = el e = [ f D up
Q

lal<k

1

P

,s¢el < p<oo

e
o]0 = Z sup ess|Dul.
lo|<k Q
Teorema 1.2 Para cada k = 1,2, ..., e 1 < p < o, 0 espaco de Sobolev W*P(Q) é um espago de
Banach.

Demonstrac¢ao: Vamos, primeiro, verificar que [|u|| .o € uma norma. Temos que, pela definicao

de [| - [lk.p:05

Aulli p:0 = | Aol p:c2
lullep:0 = O, se, e 86 se, u =0 q.t.p.

Agora, considere u, v € WkP(Q). Se 1 < p < o, pela desigualdade de Minkowski, temos:

1
V4
e+ Vllepo = Z||D"u+D“v||§;Q]
la|<k
a Q p
< [ (I0°ullyq + 1DVl J
lal<k
1 1
P P
@ ||P @ 11P
= Z 1> u”p;ﬂ] * Z 1> V”p;Q]
lal<k lal<k

llulle.p: + [VIlk prca-

Vamos mostrar agora, que W*?(Q) é completo. Seja {un}>_, uma sequéncia de Cauchy em WP (Q).
Entdo, para cada |o| < k, {D%,}; _, € uma sequéncia de Cauchy em L7(Q)). Como L(Q) €

completo, existem fungdes u, € LP(€2) tais que
D%u,, — u, em LP(Q),

para cada |a| < k. Em particular,

.....
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Resta entdo mostrarmos que u € W*?(Q) e D%u = u, (|| < k). Seja ¢ € Cy(Q). Entao,

f uD¢ dx lim | wu,D% dx
Q m—0o0 le)

lim (=1) f Du,, ¢ dx
Q

nm—o0

(- f Uy dx.
Q

Logo, u € WkP(Q) e D*u = u, (la| < k). Além disso, como D%u,, — D%u em LP(Q), Y |a| < k,

temos que u,, — u em W*P(Q). =

Defini¢ao 1.7 O fecho de C;(Q2) em WEP(Q) é 0 espaco Wg’p Q).

Ou seja, u € Wg’p (€2) se, e somente se, existe uma sequéncia de fungdes u,, € C;(2) tal que

U, — uem WhP(Q).

Definicao 1.8 Denotaremos por BV(Q) o espaco das fungées integrdveis cujas derivadas parciais

sdo medidas (com sinal) de variagdo finita, ou seja,
BV(Q) = LY(Q) N {u; D% é uma medida, |D*u(Q)| < oo, |a| = 1}.
A norma em BV(Q) é definida por

lullsv) = llulli:o + Z |D*ul(€Y).

lal=1

Observe que se u € WP(Q)UBV(Q) entdo u é determinada a menos de um conjunto de medida
nula. Desta forma, dizemos que u é continua, limitada, etc, se existir uma fun¢do u tal que iz = u

em quase todo ponto (q.t.p.) e i é continua, limitada, etc, respectivamente.

Teorema 1.3 Suponha u € WkP(Q), 1 < p < 0. Entdo o regularizador de u, u,, satisfaz
lim || — u”k,p;Q’ =0
-0
para qualquer ' cC Q. No caso em que Q = R", lir%llug —ullep, =0 (onde || - |, = || - llkprn)-
E—

Demonstracao: Como Q' cc Q, temos que existe gy > 0 tal que gy < dist (', 0Q). Assim, para
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£ < &,

Du.(x) = D¢ (L e(x — y)u(y) d)’)
- f D2l (x — y)u(y)ldy
= f D%( )u(y)dy

S W e

= & fg o (<) prucay

= f @ = Y)Du(y)dy
Q
= (D"w),, VY xe Q.

Logo,

otz = ull e f D" (e = wyx) dx]
(0)4

|| <k

- f DD us(x) = D u(x)l’ dx)
' o<k

= f DD W) = D ux)l dx)
o)<k

Como u € WkP(Q) temos que D%u € LP(Q). Logo, pelo Teorema (1.1) (iii), pdg. 4, temos que
l(D%u), — D?ull, — 0, quando & — 0. Portanto, ||u, — ull¢ y.or — 0, quando &£ — 0.

Notemos que para Q = R”, podemos tomar acima Q' = R” e qualquer & > 0.

Observacao 1.2 Na demonstragdo acima provamos que, dado €' cc Q, Du, = (D°u), em Y,

para € suficientemente pequeno, e no caso em que Q = R", D*u, = (D"u), para qualquer & > 0.

Como a definicdo de funcdo de Sobolev requer que sua derivada distribucional pertenca
ao espaco LP(Q)) é natural esperar que a funcdo tenha alguma propriedade classica de

diferenciabilidade. O préximo resultado nos garante que suas derivadas parciais cldssicas existem
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quase sempre. Isto €, existe uma funcao # tal que i# = u em quase todo ponto e as derivadas parciais

de u = u existem quase sempre.

Teorema 1.4 Seja u € LP(Q), 1 < p < oo. Entdo u € W'"P(Q), se, e somente se, u possui um
representante i que é absolutamente continuo em quase todo segmento de reta em € paralelo aos
eixos coordenados e tal que as derivadas parciais pertencem a LP(Q)).

A demonstragao deste resultado serd omitida, mas pode ser encontrada em [20], pag. 44.

E facil ver que se u € LP(R") entdo |lu(x+h)—u(x)||, — 0 quando 4 — 0. Um resultado similar

nos d4 uma caracterizagio para W'P(R").

Teorema 1.5 Seja 1 < p < co. Entdo u € W'P(R") se, e somente se, u € LP(R") e

i

mantém-se limitado para todo h € R".

u(x + h) — u(x)

Ry
i dX) = A Nlu(x + h) — u(x)ll,

Demonstracao: Suponhamos inicialmente u € C;°(R"). Entao

~ i
u(x +h) —u(x) _ ﬁf Du(x+t£) I dr.
0

Al
Vi h\ h
Du(x+t—|-— dt
fo ( Ihl) Al

Como a fungio f(x) = x” é convexa e Du € L'(R"), pela desigualdade de Jensen, temos

Logo,
p

u(x + h) — u(x)
|l

P
G

u(x +h)y—ux” 1 f'h' ( h)”
—| < — Dul|x+1t— dr.
|l Al Jo |Al
Assim, denotando u(x + h) = u,(x), temos:
lup, — ully, = lu(x + h) — u(x)I” dx
Rl‘l
1 g n\l
< Ihlp—f f Du(x+t—) dt dx
Al Jr Jo |l
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Pelo teorema de Tonelli,

p

dx dt

IA

_ p
lleen — ull}

el h
|h|P — f f Du (x + t—)
hl Jo  Jre Al

et (" s
Al Jo

(IRlllDull,)".

Assim,

llun = ull, < [RlllDull,.

Para u € W!'P(R"), tomamos uma sequéncia (i;) em CyR") tal que uxy — u em WP (RY).
E facil ver que (), — uy. De fato, ||(u)n — upllprr = llux — ullp:re. Logo, como pelo passo
anterior temos que [|(ux), — uill, < |hll|Dugll,, passando ao limite quando k — oo, obtemos que
lltp, — ull, < |All[Dullp.
u(x + e;/k) — u(x)

1/k
em L7(R"). Entao, existe uma subsequéncia desta sequéncia e existe u; € LP(R") tais que

(<) Seja {e;} a base candnica do R". Por hipétese, a sequéncia { } ¢ limitada

u(x + e;/k) — u(x) .
1/k ui,

fracamente em L”(R") quando k — co. Assim, para ¢ € D,
u(x + e;/k) — u(x)

fRn uyp dx I}l_glo fRn Tk ]go(x) dx

u(x + e;/k) u(x)p(x)
fRH TR dx_fw 1/k dx}

Fazendo a mudanga de varidvel y = x + 7, na primeira integral, obtemos

_ ueQy —ei/k) f u(x)@(x) ]
fRn uip dx [fR T dx Tk dx

= lim

k— o0

—e;/k) —
= ]}gg . u(x)[(p(x el//k) go(x)] dx
= - f u(x)D;p(x) dx.
Logo, D;u = u; no sentido das distribui¢des. Portanto, u € WHP(R™). [

Consideremos agora, a questio se a composi¢io de fungdes, fou, f : R — R comu € WHP(Q)
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resulta numa funcdo também em W'”(Q). Uma questio andloga para funcdes reais de uma varidvel
real € se a composta de fungdes absolutamente continuas € uma fungdo absolutamente continua.
A resposta a esta questdo € em geral negativa, ja que a composta de func¢des de variacao limitada
pode ndo ser uma fun¢do de variacdo limitada. Para o caso de fun¢des de varidveis reais temos que
f og é absolutamente continua se, e somente se, f'og-g’ € integravel (Teorema de Vallée Poisson).
Um resultado analogo é valido para fungdes em espagos de Sobolev, mas o resultado seguinte é de

demonstracao mais simples e cobre a maioria das aplicagdes.

Teorema 1.6 Sejam f : R — R uma fungdo Lipschitziana e u € W' (Q), p > 1. Se fou € LP(Q)
entdo fou € W'P(Q) e
D(f o u)(x) = f'[u(x)]Du(x),

para quase todo x € Q.

A demonstragdo serd omitida, mas pode ser consultada em [20], pag. 48.

O Teorema acima envolve a questdo delicada da existéncia da derivada de f. Podemos ver
em textos basicos de Andlise na Reta que toda funcdo Lipschitziana tem derivada em quase todo
ponto. A férmula dada no Teorema € evidentemente a Regra da Cadeia cldssica no caso em que
f € uma funcdo suave e nos pontos x tais que f tem derivada em u(x). Mais geralmente, toda
funcdo f : R" — R”" Lipschitziana tem derivada em quase todo ponto e podemos fazer “mudanca

de variavel Lipschitziana” no R". Mais precisamente, temos a Secdo seguinte.

1.4 Mudanca de Variaveis para Funcoes de Sobolev

Veremos nesta secao, um resultado sobre mudanga de varidveis para fungdes em espacos de
Sobolev. Para este propdsito, antes de enunciarmos o teorema sobre mudanca de varidveis, vamos
definir funcdes bi-Lipschitziana e enunciar um resultado importante, que afirma que uma funcao

Lipschitziana T : R" — R™ é diferencidvel em quase todo ponto de R”".

Definicao 1.9 Seja T : Q — Q'. Dizemos que T é uma fungdo bi-Lipschitziana, se existir uma

constante M tal que

IA

IT(x) = TO)|
IT' ) -T'O) < MY -y, ¥x,y, e Q. (1.5)

Mix—y|, Yx,y,€ Q,
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Teorema 1.7 (Teorema de Rademacher) Se 7 : R" — R” ¢é Lipschitziana, entdo T ¢é
diferencidvel em quase todo ponto de R", isto é, para quase todo x € R" existe uma aplicacdo

linear dT (x) tal que
o [TG+) = T = dT() -yl _

0.
y=0 Iyl

De maneira equivalente,

Teorema 1.8 Se f : R" — R ¢ Lipschitziana, entdo para quase todo x € R", existe um vetor D f(x)

do R" tal que
o fE ) = f0) = DIy _

0.
y=0 Iyl

A demonstracao deste teorema pode ser consultada em [20], pag. 50.

Observamos que a féormula de mudanga de varidveis

ffOT]de:f fdx,
E T(E)

onde f € uma funcdo mensurdvel e E C R” é um conjunto mensurdvel, vale para fungdes
T : R" — R" que sao injetivas e Lipschitzianas, onde JT = |detT(x)| € o jacobiano de T.
Podemos consultar a demonstracio deste fato em [12]. Além disso, o espaco de Sobolev W (R")
€ invariante por transformacdes bi-Lipschitzianas e vale a Regra da Cadeia. Mais precisamente

temos o seguinte Teorema:

Teorema 1.9 Seja T : R" — R”" uma fungdo bi-Lipschitziana. Se u € W'"(Q), p > 1, entdo
v=uoT e W»(V), V=T1Q),e

Du[T(x)] - dT (x,&) = Dv(x) - &

para quase todo x € Q e para todo & € R", onde dT (x,&) = dT (x) - &.

A demonstragdo deste resultado encontra-se em [20], pag. 52.

1.5 Aproximando Func¢oes de Sobolev por Func¢oes Suaves

No Teorema 1.3, pag. 11, vimos que para cada u € W'(Q) existe uma sequéncia de fungdes

em C*(Q), {u,}, tal que u, — uem Wr(Q’), para Q' cc Q. O préximo resultado mostra que uma
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aproximacao similar existe para todo o € e ndo apenas em subconjuntos compactos de Q. Mas
antes veremos uma resultado candnico que garante a existéncia de uma parti¢cao da unidade C*

para uma cobertura aberta.

Lema 1.1 Sejam E C R" e G uma colecdo de conjuntos abertos U tais que E C {UU : U € G}.

Entdo existe uma familia F de fung¢oes ndo-negativas f € Cy'(R") tal que 0 < f < 1 e

(i) para cada f € F existe U € G tal que supt f C U;

(ii) se K C E é compacto, entdo supt f N K # 0 apenas para um niimero finito de f € F;

(iii) Zf(x) =1, para cada x € E.
feF

Teorema 1.10 Seja 1 < p < c0. O espago C*(2) N {u : ||ullyp.0 < 00} € denso em Whr(Q).

Demonstracao: Sejam €Q; subconjuntos de Q tais que ; CC Q;, e U Q;, = Q. Pelo Lema 1.1,
i=1

existe uma parti¢io da unidade, ¥, de Q subordinada  cobertura {Q;,; — Q;_;}, i € N, onde Qg e

Q_; sdo vazios.

Se denotarmos por f; a soma do nimero finito de f € ¥ com supt f C Q;;; — Q| entdo
feCe Qi -Q)e ) fi=lemQ.
i=1
Assim, dado & > 0, pelo Teorema 1.3, para u € W*P(Q), existe &; > 0 tal que

Sbtpl ((ﬁu)a,) - Qi+1 - Qi—l (16)
I(fi)e, = fittllepsa < 827

Denotando v; = (fiu),, temos, de (1.6), que apenas um numero finito de v; ndo se anula em €',

onde Q' cc Q, e além disso, v = Z v; pertence a C*(Q). Para x € Q;, temos

i=1

ki
u(x) = > foux),
j=1

ki
V() = > (i), (%)

=1
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onde k; depende de i. Entdo,

ki ki
b= Vllepe, = 1) fie= > (fitdelpe,
j=1 =1

IA

ki kl-
£
D e, = il < " 2 <
j=1

=

1/2
Temos que, [|u — V| p.0, = Z ( f |D(u —v)|” - )(Qidx) . Assim, pelo Teorema da Convergéncia
o<k \WQ
Monoétona, concluimos que |[u — V|| .0 < &.

1.6 Desigualdades de Sobolev

Apresentaremos agora resultados que mostram a relaco entre os espagos de Sobolev W*5?(R")
e certos espagos cldssicos de fungdes em R”. Estas relagdes sdo caracteristicas de imersdes dos

espacos de Sobolev e s@o principalmente estas que os fazem tdo uteis no estudo de EDP’s.

Teorema 1.11 Seja Q Cc R, n > 1 um dominio . Existe uma constante C = C(n, p) tal que

esen>p,p=>leuc Wol’p(Q), entéo
lll 22 0 < CllDutl .
e se p > ne Q¢ limitado, entdo u € C(Q) e
11
sup |u| < C|Q|""7||Dul| p.q.
0
Motivacao: Antes de demonstrarmos o Teorema, vamos mostrar que se
lullg0 < CllDull, (1.7)

paral < p <n,C > 0constante , 1 < g < coeu € WH(Q), entdo ¢ nio € arbitrario, ou seja tem
uma forma especifica.

Sejam u € WHP(Q), u # 0 q.t.p., e A > 0 escalar e definamos

u(x) := u(dx), xe€ Q.
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Aplicando (1.7) para u,, temos
lallge < CllDull 0. (1.8)

Como

1 1
k= [ utdx = [ s =5 [ oway = i
Q Q A" Ja A

AP Pl
IDually = A7 f I1Du(Ax)|Pdx = > f |Du(y)l"dy = FIIDMII”,
Q Q
temos de (1.8), que |
A
—lully < C—||Dull,,
Aa A

5
0 que nos da,
llull, < A'~74||Dull . (1.9)

Agora, se 1 — % - g # 0, obtemos uma contradi¢do. De fato, se 1 — % - g > (0 e fizermos 1 — 0
obtemos u = 0 g.t.p.. Por outro lado, de 1 — % - g < 0 e fizermos A — oo obtemos u = 0 q.t.p.

2=0,eentdo g = "P .
q n_p

Logo, 1 - i

n
Definicao 1.10 Se 1 < p < n, o conjugado de Sobolev de p é p* = —p.
n—p
Demonstracao do Teorema 1.11:
Consideremos primeiro, p = 1 e u € C7. Como u tem suporte compacto, paracadai = 1,--- ,n

e x € Q, temos
X
l/l(.X) = f ux,-(-xl"" ’xi—l9yi9-xi+l"" »xn)dyh

o0

dai,
X
|I/t(x)| S f |ux,-(x1’ e 9xi—17yl" Xitl, """ a-x}’l)ldyi
oo
< f |Duxy, - -« 5 Xic1, Yis Xists 5 XY
—00
Consequentemente,

1
n 00 n—1
|l’l(x)|m < 1—[ (f |DM(X1, s X1 Yis Xitls Tt a-xl’l)ldyl .

i=1 e
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(oo
Escrevendo abreviadamente as integrais acima como f |Duldy;, integrando em relagdo a xj,
—00

n 00 %1 00 %1 o 2 ) %1
ST woar) ™ ase=( [ rowtass) ™ [ []( [ o) an.
i=1 -0 —00 -0 —00

1

obtemos

Assim, dai e da desigualdade acima, aplicando a Desigualdade de Holder generalizada com

p1L=Pp2=-=pu1 =n—1, temos

) 00 nlil oo 1 00 ﬁ
f WOy, < ( f |Du|dy1) f ( f |Du|dy,-) dx,
—00 - -0 o —00

00 %1 n 00 00 %1
( | |Du|dy1) ﬂ( N |Du|dy,~dx1)
—o0 5 —00 J -0

i=

8

IA

Assim, pelo Teorema de Tonelli,

L p 0 0o L
| weora ( | |Du|dy1) ]_[( N |Du|dx1dy,-)
—00 —00 i=2 —00 —00
Agora, integrando em relacdo a x,, obtemos
00 00 00 00 — n 00 00 %1
f f (0l dxrdxs f {( f |Du|dy1) ﬂ( f f |Du|dx1dyl~)
—00 J —00 —00 —00 i=2 —00 J —00
{00 (o9 L n
n—1 0 1
= |Du|dx1dy2) f ]i"jdXZ,
(f:oo —00 —ool:[

i#2
onde I} = f |Duldy, e I; = f f |Duldx,dy;, i=3,---,n.

Aplicando a Desigualdade de Holder e o Teorema de Tonelli,

00 00 .\ 00 00 ﬁ n 00 e ﬁ
f f (0l dx doxs f f |Duldx, dyz) ]_[( f ! dXZ)
—00 —00 —00 —00 i=1 —00

i#2

00 00 ﬁ 00 00 ﬁ
= f f |Duldx; dyz) (f f |Duldy, dxz)
j f f f \Duldx, dx, dy;
i=3 —00 —00 —00

IA

d)C2

IA

IA
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Procedendo desta maneira, integrando em relagcao a cada varidvel, obtemos:

n 00 00 ﬁ
lulTdx < (f f |Du|dx~~-dyl--~dx,,) (1.10)
L [1()f [ e

<
i=1
= |IDull;™
Temos entao,
llell = < [|Dully, (1.11)

e o resultado estad provado para p = 1.

Considere 1 < p < mnesejav = |ul”, y > 1 a ser determinado. Substituindo v em (1.11) e

f ID(Jul)ldx =y f |ul” | Duldx
y( f ||~ ”wdx) ( f |Du|”dx) . (1.12)

usando a Desigualdade de Holder, temos

n—=1

(o]
Q

IA

IA

Escolhemos entdo y de tal modo que

-1
ou seja, y = pn=1) > 1, e portanto ynl =(y- 1)L =P p*.
n-— n—

Assim, podemos estimar (1.12) da seguinte forma:

n=1_p-l

. nor n-—1
(f |u|” dX) (f [ua]” dX) < p—I|Dull .,
Q n—p

llullp-2 < C(n, pliDull .

o que nos da

Agora assuma u € W'P(Q) e seja () uma sequéncia de fungdes em C'(Q) tal que u; — u em

Wé’p (Q). Aplicando o resultado a u; — u;, obtemos

ok — will 0 < 1Dy — upllps0 < Cllug — M1||W3~p(9),
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o que prova que () é uma sequéncia de Cauchy em L” (Q) e portanto u; — u em L” (Q). Dai,
seque que, a desigualdade € valida para toda u € Wé’p Q).
Agora, consideremos o caso em que p > n e Q € limitado. Para simplificar os calculos

assumamos primeiramente o caso em que a medida de Lebesgue |Q2] = 1 e definamos

o
”Du”p;Q’

de modo que

sup [v| = ———— sup |u|.
Q I1Dull.0 o

Devemos entao mostrar que

sup |v| < C,
Q

para alguma constante C > 0, C = C(n, p). Mostraremos que lim [[v||;.o < C. Temos que, para
q—)DO

qualquer y > 1,

-1
IV ll.2:0 < IDOG)0 YV Dvll;

-1
< YVl 1DVl
— Y-,
= Yl
Como, |[V||~ = || , temos
n—1 %
1 v 1 1 1 ﬂ 1 E
n < ¥ - L4 = % Y < y 4 .
VIl < y¥|lv ”;%1 WIIVII(Y_I% < WIIVIIY%
o
Agora, tomemos ¢ = ”;1 > 1 e substituimos y por ¢/ para j = 1,2,---. Assim,
p-1

1

g 1=+ g 1-L
s, < 671l 5 = 657 v, 7,
- n—

Iterando, comecando com j = 1, segue que
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Ik (1_4)
ST

ol < Wl < ]
=
ko e, (1-4
< 621‘:1(;/”1)‘/”111( 5./)
k 1
Ko ot (-4
< 6B (|Q| z ||Dv||p) -(3)

S
Agora, calculando o limite quando k — oo, temos
. . Sk L
]}1m [[V]lse < ]}1m 0=~/ = C(n, p).

Portanto, ||V||e.0 = lim |[v||;.0 < C(n, p) (ver Observacdo 1.3 abaixo).
q—

Para eliminar a restricdo |Q2| = 1 consideremos a mudanca de variavel T : Q" — Q.

1
x B |Qnx

Como,
1 1

||Du||p:( f |Du|”dy)p =( f ID(u) o T”| det T|dx) ,
Q (04
1

r » 1_1
IDullp.0 = (f |D(u o T)IP|1Q™ Q| dx) = Q" |ID(u o T)ll -

temos

Logo, pelo caso anterior de |Q2| = 1, concluimos que

11
sup [u| = sup |u o T| < C||D(u o T)l|pir = CIQ|""7||Dull 2.
Q o

Agora, mostremos que u € C (5). Seja (u,,) c C (ﬁ) sequéncia de Cauchy em Wé’p (Q) tal que
U, — U € Wé’p(Q). Assim, dado & > 0, existe ny > 0 tal que ||, — uillwrr@) < €, para todo

m,k > ng. Ou seja, ||u,, — ugll, + [|1Du,, — Dul|, < &, para todo m, k > ny. Mas, como
sup |um - ukl < Cn,p”um - uk”p’
o)

onde C, , € uma constante que depende de 7 e p, e pelo resultado que acabamos de provar vale

1_1
sup |u, — ur] < C(n, p)|Q|"~7||Du,, — Duyl|,
Q
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para todo m, k > 0, concluimos que

sup lu, — ] < Cpp&, Y m,k > ny.
Q

Logo, (u,,) é sequéncia de Cauchy em C(Q). E, portanto, a funcio limite u também estd em C(Q).

Observacao 1.3 Na demonstracdo do Teorema anterior usamos o fato que se Q) tem medida finita,

entdo
IVlloo;o = lim [[v]|4:.q-
q—)OO
Mais precisamente, se existe uma sequéncia q; < qy < -+ — o0 tal que (|Vll;;.0)jen € limitada

entdov € L¥(Q) e

[Vlloos2 = lim [[V]]g..
q—)OO

Com efeito, no caso em que |2] = 1, pela Desigualdade de Holder € facil ver que a fungdo
g+ |Vllga. g € [1,00), € ndo decrescente. Logo, tendo uma sequéncia (|[vll,;.0) jen limitada, essa
funcdo também € limitada, e assim, tem um limite / = lim [|v||,.o. Para ver que v € L*(Q) ¢

g—oo

[Vlleo:a < I, dado & > O arbitrdrio, usamos a Desigualdade de Chebyshev para obtermos
l q
>l+ell<U+e) Yy, <|—

[l > 1+ &]| < (L + &IVl ( " 8)
donde, fazendo ¢ — oo, obtemos |[|u| > [+ .9]| = 0. Entdo |[|u| > l]| = 0, isto &, |u| > [ q.t.p.
Por outro lado, € 6bvio que [[ull;.o0 < ||lullo.o para todo g € [1,00). Portanto, ||u|le.o = . O caso
1 <|Q| < oo reduz-se ao caso |Q| = 1 com a mudanca de varidvel T(x) = |Q|'/"x.
Observacao 1.4 A primeira desigualdade do Teorema anterior é chamada de Desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev. Uma versdo da segunda é provada na demonstracdo do Teorema

1.13 (Desigualdade de Morey) dado adiante; cf. (1.15).

Observacao 1.5 Notemos que, da expressdo (1.10),

n
el ey < | | 1D g,
i=1

para toda u € C3(R").
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Usando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, obtemos o nosso primeiro resultado

de imersao continua:

Teorema 1.12 (Teorema de Imersao de Sobolev) Seja Q C R" um aberto. Se 1 < p < n, entdo
Wy P(Q) < LF(Q).

Observacao 1.6 Denotamos por Wé’p Q) — L (Q) o fato que Wé’p (Q) estd continuamente

imerso em LV (Q).

Corolario 1.1 Seja Q c R" um aberto. Se 1 < p < n, entdo
WyP(Q) < LUQ),

para todo p < q < p*.

Demonstracao: Por definicdo, vale a imersao Wé’p (Q) — LP(Q), e pelo Teorema 1.12 vale a
imersao Wé P(Q) — LP"(Q). Agora, como uma consequéncia imediata da Desigualdade de Holder,

temos a propriedade de interpolacdo dos espacos L

LP(Q) N L (Q) — LIQ)

e
[
( . A 1-2
para todo p < g < p*, onde A € definido por — = — + ——. Portanto,
q Pp p

A+1-1
llully < Cllullyy, ™ = Cllullip.
P

Teorema 1.13 (Desigualdade de Morrey) Seja n < p < co. Entdo existe uma constante C =
C(n, p) tal que

llzellcorgny < Cllullwrpgny,

para toda u € C'(R"), onde y = 1 — n
p
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Demonstracao: Primeiro, escolhemos uma bola B(x,r) em R". E mostremos que, existe uma

constante C que depende apenas de n tal que

JE lu(y) — u(x)ldy < Cf Ma’y (1.13)
B(x,r) B

(x,r) |y - xln—l '

Para provar esta desigualdade, fixemos um ponto w € dB(0, 1). Entdo, para 0 < s < r, temos

j(; ditu(x + tw)dt‘

f‘ Du(x + tw) - wdt
0

l(x + sw) — u(x)|

IA

f |Du(x + tw)|dt.
0

Assim,

IA

f |u(x + sw) — u(x)|dS
aB(0,1)

f f |Du(x + tw)|dS dt
0 JaBo.1)

s tn—l
f f |[Du(x + tw)| — dsdt.
o Joso.1 "

Sejay = x + tw, de forma que 7 = |x — y|. Assim, passando para coordenadas polares, obtemos

Du
f | (y)_ll dy
B(x,s) |X - y|”
D
) f DU,
B(x,r) |.X - )’|”_

Multiplicando por s"~! e integrando de 0 a r em relacdo a s, temos

r" Du
[ we-ueoay <= [ PEOLg,
B(x,r) n Jper X =l

e a desigualdade esta provada.

IA

f lu(x + sw) — u(x)|dS
8B(0,1)

Agora fixemos x € R” e apliquemos a desigualdade (1.13) como segue,
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IA

() f () — u()ldy + f u(y)ldy
B(x,1) B(x,1)

|Du(y)|
< Cf —yn_]dy+ C“u”p;B(x,l)
Bl X =Vl o (1.14)

1 rP=
» d P
c( \Dul? dy) f —(ny_l) + Cllutll g
R" B X =l =1

C”l/l”Wl,p(Rn).

IA

IA

. N d .
Nesta ultima estimativa, temos que f 4 < oo pois, como p > n decorre que

B X — }’|(”_1)E

(n—1)

Py
p—1
Como x € arbitrario, a desigualdade (1.14) implica que

sup |u| < Cllullwr.rgn. (1.15)

Rn

Agora, escolhendo dois pontos x,y € R” e escrevendo r := |x —y|e W := B(x,r) N B(y, r),

temos
lu(x) — u(y)| < JC lu(x) — u(z)|dz + JE lu(y) — u(z)|dz. (1.16)
W w

Mas, usando a desigualdade (1.13), temos

f u(x) —u()ldz < C JC lu(x) — u(z)ldz
w B(x.r) 1 N
’ dz v
el o] [ )
( B(x,r) L Bxr) |x — ZI(”—I)ﬁ (1.17)
< () 7 IDul e

Cr'=7 ||\ Dull g

Analogamente,

JE u(y) — u(@)ldz < Cr'=7||Dull e
w

Assim, substituindo esta estimativa e (1.17) em (1.16), obtemos

u(x) — u(y)| < Cr'~ 7 ||\Dullpgr = Clx = y|'~7 || Dutl| g



28 Secao 1.6 e Desigualdades de Sobolev

Portanto,

|u(x) — u(y)l
[M]CO.I—H/]}(RH) = sup{—_(y < C”Du”p;R”-

xty U [x—y| 7
Desta desigualdade e de (1.13) temos a desigualdade desejada.
]
Como consequéncia direta deste Teorema e da completude do espago C%7(Q), temos o seguinte

resultado:

Corolario 1.2 Seu € WS’”(Q), p > nentiou € CO’V(ﬁ), ondey=1- E.
p

Teorema 1.14 Dado Q um aberto qualquer do R" existe uma constante C = C(n, , p) tal que

. sekp<n,p2leueWg’p(Q)entdo

lullp:o < Cllullp:o

np
n—kp

onde p; =

e sekp>neuc Wg’p(Q) entdo u € C(Q) e

k—1 -1
1 1 1 n
< C|K|” diam K)—||D%ul|,.x + (diam K)* k——=| |IDull,.x.
sgplul_ K| ém( iam K) a!ll ullp.x + (diam )(k_l)!( p) I1D"ull p.x

onde K = supt u.
A demonstragdo deste Teorema serd omitida, mas pode ser consultada em [20], pag. 59.
Coroldrio 1.3 Se 1 < p < oo, kp <nep <q < ;2 entdo
WEP(R") > LIR").

Demonstracio: O resultado é uma consequéncia dos seguintes fatos: W*P(R") = Wg’p (R™),

Teorema 1.14 e interpolacao (veja a demonstragdo do Corolério 1.1).

]

O Teorema 1.14 nos mostra que o Espaco de Sobolev Wg’p (€2) estd continuamente imerso

em L (Q), onde p* = npk se kp < n. E, no caso em que kp > n, o espaco L” () estd
n—Kkp

continuamente imerso em C°(Q2). Veremos agora, que a imersdo possui uma propriedade de

compacidade. Antes disso, vamos a uma defini¢do:
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Definicao 1.11 Dizemos que um espaco vetorial normado E estd compactamente imerso em um
espaco vetorial normado F quando toda sequéncia limitada em (E, ||-||g) possui uma subsequéncia

convergente em (F,|| - ||r).

Denotaremos a imers@ao compacta de um espago vetorial normado E em um espago vetorial

normado F por
E <—» F.

Teorema 1.15 (Teorema de Rellich-Kondrakhov) Seja QO c R" um aberto limitado. Temos que,

np
n—kp’

e sekp<nep>1,entio Wg’p(Q) <—» LI(Q), onde q <

e se kp > n+ mp, entdo Wg’P(Q) <» C"(Q).

A demonstracdo deste Teorema serd omitida, e pode ser consultada em [20], pag. 62.
Vamos agora mostrar que W*P(R") estd imerso continuamente em L¢(R"), para todo g € [p, ),

no caso em que p = n.

Teorema 1.16 Seja g € [n, ). Entdo existe uma constante C(n,q) > 0 tal que

el ory < C(n, @llullyrngn,

para toda u € C7(R").

Demonstragao: Pela Observagdo 1.5, pag. 24, temos que
n
1
[zl v gy < 1—[ ”DiMHL/lr(an),
i=1

para toda u € Cy(R").

Sejap > 1ey = uf~'u comu € CY(R"). Assim, a desigualdade acima para y resulta
n
0 -1 1/
el ey < | |1 1P ™ D},
i=1

1 1
Logo, se — + — = 1, entdo:
2

—1 -1
fR ™ Dl = [l 1Dl
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Combinando as duas ultimas desigualdades, obtemos:

n
1 1
Ml oy < pllalt? | | el

Fazendo p = n, e entdo g = n/(n— 1), nesta ultima desigualdade e notando que a média geométrica

€ menor ou igual a média aritmética, obtemos:

el 0y < Bl Z 1Dyl (1.18)
af pre=b
Assim, aplicando a desigualdade ab < — + temos
p plp=1)
-1 1 v
||M||pn/(n—1) < ||M||(p—1)n/(n—1); Z] 1D, (1.19)

O que implica na seguinte desigualdade:

(k + 1)(2n + k)

n—1
lelnsimn- < ol + =, 2= ZHD ull, Y =0,1,2,-

Esta desigualdade € provada por inducao em k. Com efeito, fazendo p = n em (1.18) resulta (1.19)
com k = 0. Suponha (1.19) verdadeira para k > 1 e considere k + 1. Fazendop = n+k+ 1 em

(1.18) e usando a hipotese de indugdo, temos

n+k |n- (k+1)(2n+k)
— || I + ZHD ul,

1 n
+ - Diu n
. Z |1Djul

(k+2)2n+k+1) &
n D; ns
+k+1” et k+ ) 2, 1D

IA

||M||(n+k+1)n/(n—1)

(1.20)

que € a desigualdade (1.19) com k + 1.

Seja g € [n,), entdo existe k = 0,1,--- tal que n < g < (”;4 Pela Desigualdade de
Interpolagao, temos

llully < Bllull, + (1 = Olletlliynson-1y» (1.21)

onde é = % + W e0<0<1.De(1.19)e (1.21) obtemos a desigualdade do lema. [
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Observacéo 1.7 Como C(R") é denso em W*P(R"), o resultado vale para u € W*P(R").

1.7 Mais Alguns Resultados Uteis

Nesta se¢do apresentaremos mais alguns resultados necessarios para a discussdo do assunto
principal deste trabalho no Capitulo 3.

O préximo resultado € uma ferramenta para obter estimativas em equacdes diferenciais.

Lema 1.2 (Lema de Gronwall) Sejam T > 0 e A, B > 0, constantes. Sejam ¢, A € L'((0,T)),
¢ >0, A2>0tais que

) <A+ Bf A(s)p(s)ds,
0

para quase todo t € (0, T). Entdo
@(1) < Aerot/l(S)ds,

para todo t € (0,T).

!
Demonstracao: Seja () = A+ B f A(s)e(s)ds. Temos que ¢ é diferencidvel em quase todo
0
ponto. Assim,

Y1) = ADe(t) < AW (1),

para quase todo ¢ € (0, T). Logo,
Y'(t) — AP (n) < 0.

E entdo,

[/ (1) = AW ()] e Bh 0% <,

O que nos da,
d B [} As)ds
E (l//(f)e 0 ) <0.

Logo f(t) = y(t)e b asds g yma funcdo decrescente. Temos entdo, f(r) < f(0), para todo
t € (0,7). O que implica,
w(t)e—BfOt/l(S)ds <A.

Logo,
w(t) < Ae®  a(sds
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Corolario 1.4 Sejam ¢ e ¥ duas fungoes integrdveis ndo-negativas em [0, T tais que para a > 0

satisfazem
T
o) <a+ f U(s)p(s)ds, te€l0,T]q.t.p.

Entdo

T
@(1) < aeh Vs q.t.p.

T
Demonstracao: Substituindor =7 — sem ¢(f) < @ + f Y(s)p(s)ds, temos
t

T—t
o) <a+ W(T —1)o(T — 1) dr.
0

O que € equivalente a:
T
oT-t)<a+ f Y(o)e(o)do.
T—1

Agora, substituindo s = T — o, obtemos

oT-t)<a+ f U(T — s)p(T — s)ds.
0

Pelo Lema de Gronwall 3.2, temos o resultado desejado. [}

Teorema 1.17 Se u € W'P(Q), com 1 < p < oo, entdo para todo Q' CC Q e todo h € R" tal que
|h| < dist (€)', 0Q),

Nl = ull, < [IVull,lhl. (1.22)
Demonstracao: Suponhamos primeiramente u € C;'(R") € p < co. Sejam x, h € R" e considere
v(t) = u(x + th) t € R".

Temos que,
V(1) = h - Vu(x + th).

Logo,

1 1
u(x+h)—ulx) =v(l) —v(0) = f V(1) dt = f h-Vu(x +th)d:.
0 0
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O que implica,

1
lup(x) —u(x)? < |hf f |Vu(x + th))|? dt.
0

Assim,

1
|h|”fdxf |Vu(x + th)|” dt.
|h|”f dtf |[Vu(x + th)|dx
e f at [ wutyyay

Q' +th

Fixando h < dist(€)',0Q), existe um aberto QQ” cc Q tal que Q" + th c Q" para todo t € [0, 1].

f lun(x) — u(x)l” dx
o

IA

Logo,

lln = ully < 1AI7 | [Vu()I” dy.
Q/’

Suponhamos agora, u € W'(Q), p < c0. Como Cy(Q) € denso em WhP(Q), existe uma
sequéncia (u;) em C;(L2) tal que uy — u e Vuy — Vu em LP(Q).
Aplicando (1.22) a u,
et — il < WVarellplhl. (1.23)

calculando o limite quando k — oo obtemos
llup, = ull, < IVull,lhl, (1.24)

para 1 < p < oco. Para p = oo, basta usar o resultado para p < oo e usar a Observagao 1.3. [

Observacio 1.8 Se u € W'°(Q) entdo, dada uma fungdo arbitrdria ¢ € Cy(Q), ou € Wé’p Q)
para qualquer p € (n,), logo segue-se do Teorema 1.2, pdg. 10 (ou Coroldrio 1.2, pdg. 28)
que u tem um representante continuo. O Teorema 1.17 nos diz que este representante é localmente

Lipschitz continuo. No caso de Q ser convexo, o resultado é global:

Coroldrio 1.5 Se u € WH=(Q), onde Q é um aberto convexo, entio

lu(x) — u@)l < [Vulleolx = yI, ¥x,y € Q.
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Demonstracao: Dados x,y € Q, como Q ¢é convexo, temos que O segmento
[x,y]={x+1(y—x); 0<t <1} CQ. Sejad < dist([x,y],002),6 >0,et;=0<t;, <---<ty=1
uma particdo de [0, 1] tal que ¢; —t;-; < 6. Pondoy; = x+1t;(y —x), j = 0,1,--- , N, temos
v, € Bs(yj-1) cc Q, j=1,2,---,N. Logo, pelo Teorema 1.17, obtemos

lu(u) = u(y;-Dl < [Vullolyj = yjmil = IVulleolt; = 21 [ly = 1,

donde

N N
ju(y) = u () = 1 D u(y)) = w0l < Y IVallelt; = £jally = = [IVallely — .

J=0 Jj=0

'%‘eor?ma 1.18 (Desigualdade de Young para Convolucoes) Sejam p, g, r € [1,0] tais que
—+— =1+ —. Entdo
P 9 r

IS = gll- < 111, llglly-

Para a demonstracao, veja por exemplo, [10].

Observacio 1.9 Se f,g € H'(R") entdo f S8 = f fo&xy

Demonstracao: Consideremos primeiro f,g € C7(R"). Pela formula de integragdo por partes

fijgxkdxz—fijxkgdxzfkangdx. (1.25)

Agora, tome f,g € H'(R"). Temos que f = lim f; e g = lim g;, onde {f;}, {g;} sdo0 sequéncias

temos

de fungdes em C°(R").
Temos que (1.25) € verificada para cada f;, g; € Cy’(R"), i € N. Logo, temos

[ rugaar=tim [ 5 ,ax=1im [ 5 gav= [ fgax



CAPITULO 2

Deducao das Equacoes de Navier-Stokes

Neste capitulo faremos uma breve exposi¢cao sobre a deducdo das equacdes de Navier-Stokes

para fluidos compressiveis

o+ div(pu) = 0, @.1)
(ou!), + div(pu/u) + P(p),y = puAu’ + A(div u),; + pf’. '
onde p e u = (u', ..., u") sdo funcdes de x e ¢, representando a densidade e a velocidade do fluxo,

respectivamente, P = P(p) € a pressdo, f € uma forca externa dada e u > 0 e 4 > 0 s@o constantes
de viscosidade.

Estas equacdes sdo obtidas a partir das leis classicas da Fisica de conservacao de massa e de
momento (a segunda lei de Newton). A primeira das equagdes acima, também conhecida como
equacdo de continuidade, modela a conservagdo de massa e a segunda, a conservacao de momento.

A nossas referéncias principais para este capitulo sao [18] e [1].

2.1 Introduzindo Conceitos Fisicos e 0 Teorema do Transporte

Nesta secdo introduziremos alguns conceitos com sua interpretagdo fisica para melhor
entendimento das Equagdes de Navier-Stokes.

Seja [0,T) c R o intervalo de tempo no qual acompanhamos o movimento de uma por¢ao de
fluido e seja €, C R" a posi¢cdo desta por¢do no instante f. Temos duas maneiras de descrever

o movimento do fluido. A primeira, chamada de descrigdo Lagrangeana, descreve o movimento

35
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de cada particula do fluido individualmente. A trajetéria das particulas pode ser descrita por uma
equacgao

x = ¢la,1),

onde a € a posi¢cdo da particula no instante t = 0, i.e., a = ¢(a,0) e ¢ : (0,7) — R" € a chamada
fungdo fluxo; x = ¢(a,t) é a posi¢ao da particula que no instante + = 0 estava na posi¢ao a. As
coordenadas dos pontos de €y sdo chamadas de coordenadas materiais . A outra descri¢ao do
movimento do fluido € a chamada descri¢do Euleriana e € baseada na determinagdo da velocidade
u(x,t) da particula do fluido que passa pelo ponto x no tempo ¢. As componentes do vetor x sao

chamadas de coordenadas espaciais.

A relacgdo entre as duas descri¢des € a seguinte

0
ux, 1) = =-¢(a. 1),

onde x = ¢(a, t).

Supondo que o campo u é diferencidvel, em relacdo as varidveis x e ¢, aplicando a Regra da
Cadeia, temos que a aceleracdo da particula passando pelo ponto x = (x',---, x") no tempo ¢ é
dada por

n
a(x,1) = Au(x 1) + ) u;(x, Dy u(x, 1).
j=1

Omitindo as variaveis (x, ) e introduzindo a notacao
D
— =uV+0, 2.2
Dr u t (2.2)

onde u - V é o operador u'd,, + --- + u"d, , a aceleragio pode entdo ser reescrita na forma

Du
a=0u+ w-Vu=—.
Dt
D : . : .
O operador Dr ¢ chamado de derivada material e muitas vezes € denotado usando-se um ponto
sobre a funcdo, ou seja, it = Du/Dt.
Vamos supor nesta se¢do que o campo é de classe C' em Qx [0, T), onde Q denota um dominio
onde o fluido se movimenta, i.e. Q € tal que €, C Q para todo ¢ € [0, T'). Suporemos também que
Q é um aberto do R” com uma fronteira suave, ou pelo menos tao regular que possamos aplicar o

Teorema da Divergéncia.

A seguir enunciaremos um teorema, conhecido como Teorema do Transporte, que € usado de
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maneira fundamental para obter as equacdes (2.1), e daremos uma idéia da sua demonstragao. Os
campos no préximo Capitulo serdo menos regulares do que C', mas a idéia da demonstracdo que
daremos a seguir apresenta alguns elementos usados no Capitulo 3 de uma forma mais sofisticada,
como por exemplo trajetdrias de particulas e mudanca de varidvel pelo fluxo do campo.

Seja f : Q x [0,00) — R uma fungdo que representa alguma quantidade fisica transportada

pelas particulas do fluido.

Teorema 2.1 (Teorema do Transporte) Supondo que u e f sdo fungées em C'(Q x [0,T)), vale

a seguinte regra de derivacdo:

dit N f(x, fdx = fg | [D% f(x, 1) + (divu)f| dx, (2.3)

paratodo t € [0, 7).
Demonstracao: Fazendo a mudanca de variavel x = ¢(a, ) na integral do lado esquerdo de (2.3),

temos
f flx,ndx = fg f(#(a, 1), D|Jd(a, Dlda, (2.4)

onde J¢(a, t) € o determinante Jacobiano de ¢(-, #) no ponto a € €.

J¢(a, t) nunca se anula (justificaremos este fato no final da demonstragao) e, como o Jacobiano
€ continuo e J¢(a,0) = 1 para todo a € Q, temos que o determinante J € sempre positivo, logo,
podemos retirar o mdédulo no integrando do lado direito de (2.4).

A integral que resultou da mudancga de varidveis tem dominio de integracdao independente do

tempo, e podemos portanto trocar a ordem de derivagao e integracao. Temos:

d 0
7 o f(x,t)dx Ey o f(@(a, 1), t)J¢(a, )da

bs) b5
9 fota. 0,070, 0da + f F@(a 0,05 Igta,0da (25)
Qo

Qo

Trataremos logo da primeira integral do lado direito da igualdade acima. A derivada na integral
€ a derivada de f calculada ao longo de uma trajetéria. Aparece entdo a derivada material que
definimos anteriormente.

Assim,
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0
L Ef((ﬁ(a’ t)’ t)J¢(a’ t)da tf(¢(a’ t)’ t)‘]¢(a’ t)da

f(x, tdx. (2.6)

f D
Q() L
f,

Vamos agora tratar a ultima integral de (2.5). Usando que o determinante é uma funcio

multilinear e que

000 _ 990 _ 9 Lisar.nl

dtda ~ dd o dai
o Ou' 0¢(a, 1)
e oxk  dal
onde ¢’ e a’,i=1,---,n denotam as coordenadas de ¢ € a, respectivamente, obtemos que
9 09’ 9 09’ A )
a1 g da' oa"
8_] ) ot (.?a | ot (.9a - .
ot : : : : :
o .. W Qo 004
da' da" ot da' Ot dy"
ou' ok ou' dg* agt  0¢'
| 0xtaal T Oxk dar .| od da-
= : : : oot : :
T sy dg" “H o o¢* " dgk
da' da" ox* da' Oxk dy"
6—J = 6_u‘ J+-t+ o J
ot ox! Axn
= Jdivu.

Assim,
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aJ
fgf(¢(a,t),t)5¢(a,t)da = fgf(¢(a,t),t)f¢(a,t)diVu(¢(a,t),t)da

= f(x,H)div u(x, t)dx,
Q

o que demonstra (2.3).
oJ
Vamos agora justificar que J¢(a, t) nunca se anula. Como ¢(a,0) =ae E = Jdivu, temos que
J € solugao do PVI

0 )
E](b(a, H=Jdivu
Jo(a,0) = 1.

Logo, resolvendo este PVI,
Jo(x,1) = eh W ueDd - = gia,p),

donde J¢(a, t) # 0 para todo (a,t) € Qy X [0,T).

2.2 Leis de Conservacao e as Equacoes de Navier-Stokes

A seguir, introduziremos a formulacao matemaética das seguintes Leis da Fisica: A lei de
conservacao de massa, também conhecida como equag¢do de continuidade e a lei de conservacao
do momento. E, por fim, chegaremos as Equacgdes de Navier-Stokes com as quais estamos
trabalhando.

A densidade de massa de um fluido €, por defini¢cao, uma fungao
p: Qx[0,T) - [0,0)

tal que p determina a massa m(€),) da por¢ao de fluido que ocupa uma regido €, no instante ¢ da

seguinte forma:

m(€;) = f p(x, t)dx.
Q

A conservacdo de massa é dada pela equagao

f p(x,0)dx = f p(x, t)dx,
Qp Q
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vdlida para todo ¢ € [0, T'), onde Q € arbitrario. (Lembramos que €, é a imagem de € por ¢(-, 1))

Assumindo que p tem derivadas continuas, e aplicando o Teorema do Transporte 2.3, temos:

d Dp .
_4d _ [ (2 . 2.
0=2 fQ ol fg [(Dt + pdiv u) (x, 1)dx @.7)

Sendo €, um dominio arbitrario, segue-se o integrando da ultima integral em (2.7) €

identicamente nulo, ou seja,

D
F[; 4+ pdivu =0 (2.8)

A equagdo (2.8) € a forma diferencial da lei de conservagdo de massa e é conhecida como a
equagdo da conservagdo da massa ou equagdo da continuidade, pois ela expressa o fato de que o

fluxo € um meio continuo.

Usando a definicao de derivada material (2.2) e a identidade

div (fu) = Vfiu + div u,

a equagao (2.8) pode ser reescrita como

dp

o + div (pu) = 0.

Agora, estudaremos a lei de conservagio do momento. Para isso, consideremos p € C}(Q x
[0,T)) eu € CH(Qx[0,T)). O momento linear de uma porcdo de fluido que ocupa, no instante t, a
regido €, ¢ dada pela integral

f o(x, Hu(x, t)dx.
Q

Pela segunda lei de Newton, a derivada em relagdo ao tempo desta quantidade € igual a forca total
atuando em €,. Esta € igual a soma das forcas externas que atuam no fluido (e.g. gravidade) e
das forgas internas, exercidas sobre €, pelo restante do fluido. Denotando por f,,, a densidade de

forcas externas e por f;,, a densidade de forcas internas,temos:

d
— p(x, t)u(x, t)dx = f fext + fimdx-
dt Q, Q

Pelo teorema do transporte,
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d D .
ar fg t p(x, Hu(x, )dx = fg; | E(pu)(x, 1) + (div u)(ou)(x, t)dx

Assim,

D o x, 1) + (div wyou)r, ndx = f o+ fond,
Dt Q

Q

ou seja,

D . ) ) .
fg E(pu’)(x, 1) + (div u)(ou’)(x, H)dx = fg et fldx, j=1,2,..,n,

onde o indice superior j indica as coordenadas dos vetores.
Logo,
D di Ne fio
E(pu )+ (divu)ou’) = fo, + [ T=1,2,..,n

Substituindo a férmula da derivada material, temos:

w.V(ou’) + (ou'), + pu!(div u) = £, + f1 .
Como
div(pu'u) = u.V(ou') + pu'div u,

obtemos:

(ou'), + div(ou'n) = fl, + f . (2.9)

Vamos escrever f,,; = pf e vamos supor que o fluxo seja viscoso, com duas constantes de
viscosidade, A e u e que a forca interna seja da forma f/ = puAuw’ + A(div u)y; — P(p),,, onde P(p)
¢ uma funcdo da densidade que mede a pressdo do fluido. Assim, obtemos o seguinte sistema de
equagdes - as equacoes de Navier-Stokes - que descrevem a evolugdo das varidveis densidade e

velocidade do fluido:

(pu!), + div(pu’v) + P(p),, = pAu’ + A(div u),, + pf/,
p; + div(pu) = 0.

A férmula para as forgas internas que tomamos como hipétese acima € uma forte restricao sobre
o tipo de fluido que estamos considerando e pode ser deduzida por consideragdes fisicas que

omitimos aqui.



CAPITULO 3

Unicidade de solucao fraca para as Equacoes de

Navier-Stokes

Neste capitulo apresentaremos os resultados que sdo objetivos para este trabalho, utilizando as

ferramentas que foram apresentadas nos capitulos anteriores.

3.1 Solucao Fraca e Enunciado do Resultado Principal

Neste trabalho estamos interessados na classe de solucdes fracas construidas por D. Hoff numa
série de artigos ([6], [4], [5], [3]). Para uma descricao de vérias propriedades destas solugdes, v. a
ultima parte da secdo 1 de [7], mais precisamente, pag. 1747 a 1750, e o Teorema 2.1 e Corolério
2.2 de [8].

Dado T > 0, qualquer, uma solucdo fraca em R" x [0, T] do sistema (2.1) € obtida da maneira
usual, multiplicando as equagdes por fungdes testes e integrando formalmente por partes, ou seja,

€ um par de funcdes (p, u) com propriedades de integrabilidade adequadas tais que as equacdes

¢ 12
fpgodx2:f (0@, + pu - Vo) dxdt e 3.1)
R” 1 I3l R?

T
- [ oo w0 = [ [ ou @ik Tow + (Plo) - Priiv
R” 0 R?
—uVu/ -V — A(div w)(div ¥) + pf - ] dxdt (3.2)

43
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sdo satisfeitas para funcdes testes suaves ¢, ¥ com suporte compacto em R"” x [0,7), sendo
0 <t; <t, < T arbitrérios e p(-, 0) = py.
Sejam j uma constante positiva e P = P(5), um ponto referencial da pressdo. As solugdes

fracas de D. Hoff satisfazem pelos menos as seguintes propriedades':

p — p é uma fungdo limitada de [0, T] em L, (R") N H'(R"), (3.3)
p(,1) 20 q.t.p. paracadat e [0,T] (onde p(-,0) = py > 0) e; (3.4)
potty € L*R™); pu, P(p)—P, Vu, pf € L*(R" % (0,T)); (3.5)
p|u|2 e L'R" x (0,7)). 3.6)

Com (p, u) satisfazendo (3.3)-(3.6), as funcdes testes ¢, ¥ podem ser tomadas na classe das fungdes
que sdo Lipschitzianas em R" x [0, T') com suporte compacto e tal que ¢, ¥,, Vi € L>(R" x (0, T))
e Viy € L(R" % (0,T)). A seguir descreveremos as propriedades adicionais que serdo usadas para
obter a unicidade de solucao.

Para o enunciado do resultado principal, o Teorema 3.1 abaixo, precisaremos destacar duas
quantidades que t€ém um papel relevante nas solugcdes que serdo consideradas. Estas aparecem
quando reescrevemos a equagcao do momento, a segunda equagao de (2.1), formalmente (ou para

solucdes suaves) na forma

pid = [(u+Ddivu— P(p)+ P, +ulud, i)y, +pf?
= I, +uwf;’f+pf-’, (3.7)
onde
W = ul — u’;j
e

F := (u+ Ddivu — P(p) + P(p).

Em alguns textos F' é denominada “effective viscous flux” e w é a matrix de vorticidade. Sempre

usaremos a notagao de indices repetidos para significar uma soma, como por exemplo,
n
Jk _ Jjk
=Y wlt
k=1

'Para a existéncia de solugdes fracas nestas condicdes veja e.g. a tltima parte da se¢dio 1 de [7], mais precisamente,
pag. 1747 a 1750, e o Teorema 2.1 e Coroldrio 2.2 de [8].
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Mostraremos a unicidade de solugdo fraca para as Equacdes de Navier-Stokes para fluidos
compressiveis (2.1), na classe que passamos a descrever. Sejam (g, uo), (Do, ilo), f € f dados, e

(o, u) e (p, in) solugdes fracas de (2.1) satisfazendo, além de (3.3)-(3.6), as seguintes condi¢des:

u, i€ CR"x (0,7 N L0, T), W>R") N L ((0, TT; L°(R™)); (3.8)

loc

p=p, p—p,u i, f, feL*R" x(0,T)); (3.9
uma das solugdes, (p, u), € tal que

o, p e L°(R"x(0,T)) e (3.10)

T
fflul’dxdt<oo (3.11)
0 Jrn

para algum r > n, e a outra solugao, (p, it), satisfaz

T
f i, DIE, + HIVat, DIE, + IV + AIVEIR) 1dr < oo, (3.12)
0
T
f [, DIIZ, + dIVac, DI2, + dIVall; + @Vall) 1dt < o, (3.13)
0
onde F e @ sdo definidas em (3.7), os gradientes sdo em relacdo a x, e a = % paran =2ea = ‘g‘
para n = 3. Supomos ainda, que
fe L', T); L*(R") (3.14)
para algum ¢ € [1, oo]. Finalmente, assumimos que
Po — po € L*(R"), (3.15)
e
po—Po € (P NIDRY, Ay =22 e L@ (3.16)
Po

onde p é o conjugado de g.
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Visto as hipdteses para as solucdes das Equagdes de Navier-Stokes, enunciaremos o resultado
principal deste trabalho, no qual as solugdes (p, u) € (p, i) sdo comparadas e a unicidade de solugdo
fraca € obtida. Porém, antes € necessario destacar um dos pontos cruciais na analise de D. Hoft [7]
que é a comparacgdo das solucdes sendo uma delas composta com a sua coordenada Lagrangeana.

Mais precisamente, seja S a aplicacdo dada por
S(x,1) = X(X(x,0,0),1,0), (3.17)

onde X e X sido, respectivamente, os fluxos de u e & (veja Sec¢do 3.2). Em vez do procedimento
padrao de subtrair as equagdes satisfeitas por (o, u) e (p, i) € estimar u — it, tomamos as equacoes
satisfeitas por u e w(x,t) := u(S(x,1),t) e estimamos u — w. Isto torna possivel as estimativas
dos varios termos de “erros”, chegando a (3.18) abaixo. Da forma padrdo seria necessdrio mais
regularidade nas solucdes, como observa D. Hoff [7], p. 1742.

No decorrer da demonstragdo do Teorema abaixo fez-se necessario algumas modificacdes em
relacdo ao artigo original, sendo as duas mais importantes as seguintes: a regularizacdo u’ do
campo u na solucdo da equagio adjunta (3.39) foi modificada para n° * (ou)°/p°, a fim de termos

a equacdo de conservacio de massa verificada para u’; as contas finais - do tipo “Gronwall” - para
estimarmos f lu — i o S[*dx dt em todo o intervalo [0, T] a partir de subintervalos estdo mais
0. Jrr

detalhadas aqui na dissertacdo e feitas de uma maneira mais clara. Para estes dois pontos contamos

com a colaboracao de D. Hoff, que nos sugeriu por email essas modificagcdes.

Teorema 3.1 Dados k, M, T, constantes positivas, P(p) = kp, r > n, onde n = 2,3, existe uma
constante C = C(k, M, T, r) tal que se (p, u) e (p, it) sdo solucoes fracas de (2.1) satisfazendo (3.4)
- (3.9), com (p, u) satisfazendo (3.10) e (3.11) e (p, i) satisfazendo (3.12) e (3.14), e além disso,

(3.16) ¢ satisfeita, e se todas as normas referidas sdo limitadas por M, entdo

1
T 2
( [ |u—u|2dxdr) + sup 1169 = H)C Dl
0 R~ 0<t<T

T 3
< C|lleo = Pollzawz + llooto = Pofiol* + (f f If =FoSP dXdl) }, (3.18)
0 Jre

onde S (x,t) é definida em (3.17).
T
Se f HIVFC, Dll-dt < M, entdo foS pode ser substituido por f em (3.18) e vale a unicidade.

0
Além disso, este resultado ainda vale sem restringirmos a fungdo pressdo P se
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sup 00, (3.19)

0<t<T

V(P(P(', 1) — Pp(, f)))
p(" t) - ﬁ(’ t)

L

onde a > 2 quando n = 2 e @ = 3 quando n = 3. Neste caso a constante C depende também de «

e do valor do sup acima.

Observe que temos a unicidade de solucdo fraca na segunda parte do Teorema, onde
T
acrescentamos a condi¢do f HIVFC, Dll~dt < M e podemos substituir f o § por f em (3.18).
0

Observe também que esta nova estimativa (com f no lugar de f o §) nos dd mais do que a
unicidade de solugdo, nos dé a estabilidade de solucdes no sentido de que solucdes com dados

iniciais proximos permanecem proximas para todo tempo ¢ € [0, T'].

3.2 Estrutura Lagrangeana

Discutiremos, nesta secdo, resultados e propriedades sobre as trajetérias das particulas
X(y,t,5), com um campo de velocidade u satisfazendo (3.8), que serdo necessarias na

demonstracdo do Teorema 3.1.

Lema 3.1 Seja u satisfazendo (3.8). Entdo existe uma iinica funcdio X € CR" x [0,T]?)

satisfazendo

0X
E(y’ t,s) = u(X(y,t,5),1)
X(y, S’ S) = y’

(3.20)

X(-,t, 5) € uniformemente Lipschitziana em R" para (t, s) € [0, TV, isto é, existe uma constante C

tal que

<C,

15).4
—(, t,
H )

para todo (t, s) € [0, T1%.

Além disso, dado T > 0 existe uma constante C = C(7) tal que

"Z—f(y, L)l < oo
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para todo (y, s) € R" X [0,T] e quase todo t € (1,T), e

0X

'g@, L) < c@

para todo (y,t) € R" X [0, T] e quase todo s € (1, T).

Demonstracao: Seja, primeiramente, s > 0. Como u € C(R" x (0,T]), temos pelo Teorema

de Peano, que o PVI (3.20) possui uma solucdo, definida em algum intervalo / contendo s.

Como u € L'((0,T),L~(R")), podemos provar que qualquer solu¢do de (3.20) é uma funcio

uniformemente continua, logo, podemos tomar / = [0, T'].

Agora, se s = 0, tomemos uma sequéncia (s,) de termos positivos tal que s, — 0. Denotemos

por ¢, uma solucgao de (3.20) com s = s, e com ponto inicial y. Usando o Corolario 1.5, pag. 33,

notemos que,

|£n(2) = ()]

IA

IA

f u(p(7), ) d7 — f u(pn(7), 7) d7T

+

f IVuC:, Dlleolen(r) = @m(0)l dT

f " i), T

f lluC:, Dlleodt

+

f IVu(:, Dlloolen(r) = @m(T)l dT

Logo, pelo Lema de Gronwall 3.2, temos

|()Dn(t) - ‘pm(t)l

Sm t

: f (-, D)l ! 17
Sn
Sim r

< f ||u(-,T)||oodT elfo [IVu(-, )l d7l
Sn
Sm

= f (-, Dlleodr| Tt 00,
Sn

Portanto, (¢,) € uma sequéncia de Cauchy em C([0, 7T]) com a norma do supremo. Seja ¢ o limite

desta sequéncia em C([0, T']). Tomando o limite quando n — oo na equacao

podemos provar que

oa(H) =y + f u(e, (1), 7) d,

o) =y + fo u(p(7), 7) dr.
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logo, ¢ € solugdo de (3.20) com s = 0.
Mostraremos agora a unicidade de solu¢do. Para isto, suponhamos que o PVI (3.20) possua

duas solucdes, X' e X2. Considere W = X2 — X!. Temos entdo, que W & solugio do seguinte PVI:

ow
Ta, Wl = X2 9t9 9t - Xl s by at
2 0,1,9) = 40P 1, 5),0) = (X' 0,1,.), o
W(y,s,s)=0.
Assim,
oW
W(y’t,s):f—(y,T,S)dT.
s ot
E entao,
"|OW
W, 9l = f E(Y,T,S) dr

= f |u(X2(y, 7,5),7) —u(X'(y, 7, ), T)| dT‘

IA

t
f IVuC, DX, 7, 8) = X' (v, 7, 8)|ldT

_ f VUG DIl W G, 7. )lldr

Na penultima desigualdade usamos novamente o Corolario 1.5, pag.33. Agora, pelo Teorema de
Gronwall, temos
[[W(y,t,s]| <0, Ve (0,T).

Logo, X! = X2, e 0 PVI (3.20) tem tnica solugio.

A seguir vejamos que X é uniformemente Lipschitziana em R” para (¢, s) € [0, T]*. Temos que,

t
X(yi, t, ) =y + f u(X(y;, 1, 8),n)dr, i=1,2.

Logo,

A

|X(yZa t’ S) _X(yl’l’ S)l = |YZ _}’1| + f [M(X(yZaTa S),T)_M(X(ylaTa S),T)] dT

IA

§ t
IYz—y1|+f IVulleo| X (y2, 7, 8) = X(y1, 7, 5)| dT.

Na ultima desigualdade usamos o Corolario 1.5. Agora, pelo Lema de Gronwall,

|X(}’2, t, S) - X(Yl, t, S)l < C|}’2 - )’1|, v (t’ S) € (0’ T)Z’
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IVu(-Dlleodt

com C = efoT Notemos que C < oo devido a condi¢do (3.8). Portanto, X(-,¢,s) é

Lipschitziana em R", uniformemente em relacio a (¢, s) € ([0, T]?, e temos a primeira desigualdade

do Lema.

Fazendo uma estimativa andloga, podemos mostrar que

52 t
f (e, Dlldr f (e, Dldr
S 141

logo temos que X € C(R" x [0, T]?), tendo em vista as condi¢cdes em (3.8).

+

X, 1,8) = X(, 11, )| < € (IM — ol +

)

Passamos agora, para a demonstragcao das duas outras desigualdades.

. 0X
Em relacdo a o temos:

4.4
'E(y,t,S) = |u(X(y,t,s),0)ll
< ul, Olloorn
= sup ess|u(-, H)llerr = C(7),
T<t<T

para quase todo f € (7, T), pois u € L7 ((0,7T); L*(R")).

loc

0X
Vejamos o que temos em relacdo a a5 Da equacio
s

!
X(y,t,8) =y+ f u(X(y,,s),7)dr,

para (y,1) e R" X [0,T] e sy, 5, > 7, temos:

IA

+

fsz u(X(y,,s2),7)dt

S1

|X(ya f SZ) - X(y, z, Sl)l f [M(X(y’ T, SZ),T) - M(X(y’ T, Sl)’ T)] dr

A

< sz — 51| sup ess|luC, $)llcorn +
se[r,T]

!
f ”M(', S)||oo;R"|X(Y, T, SZ) _X(y9 T, S1)|dT .

S1
Logo, pelo Lema de Gronwall

IX(y,1, 52) = X(0, 1, 51)] < |52 — 51| sup ess|ju(-, §)||eore!” Mtz
s€[t,T]

donde X(y, 1, ) € Lipschitziana e
0X
— | < C ,
2| <o

paratodoy € R" x [0, T] e quase todo s € [7,T].
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Lema 3.2 Sejam u satisfazendo (3.8) e p satisfazendo (3.4). Assuma que pu seja localmente
integrdavel em R" X [0,T] e que a forma fraca (3.1) da equagcdo da massa é verificada. Se E,,

é um conjunto mensurdvel limitado de R" e E, = {X(y,t,1y) : y € E,,}, entdo

fp(x7 t) dx = f P(y, tO) dy’ (322)
E; E

0

p(X(a , t0)9 t)ldetVyX(9 f, tO)l = p(9 tO) (323)
para quase todo ponto de R".

Demonstracao: Para provar a equagao de conservagao de massa, (3.22), aplicaremos (3.1) para a

solucdo ¢™ do sistema

go?"s + Ve ub =0

(3.24)
&, 10) = Xl
0

onde u° e )(',75[0 sdo aproximagdes suaves ou mollifier de u e da funcdo caracteristica de E,,
respectivamente. Porém, antes disto faremos algumas estimativas que serdo usadas para este fim.
Podemos estender u a todo o R"” X R, pondo u(x,t) = 0, se t ¢ [0, T]. Temos que, u’ = u * 6;,
onde 65 € a aproximacao suave da identidade em R" X R, e podemos tomar 65 da forma de varidveis
separadas Os5(x, 1) = Ys(x)és(t), onde s e & sdo aproximagdes suaves da identidade em R” e R,
respectivamente.
Mostraremos agora que ||°|] L. .ro®my < lulleior).co@n). Para tanto, usaremos as seguintes

aplicacoes da Desigualdade de Young para Convolugdes:

I gl < 1A lllgllzrs

I gllee < (1 f1lzllgllrr-

f f u(x —y,t —1)0s(y, 1) dydt
R JR"

f(u(-, t—1")*05(,1)) (x) dr.
R

Temos que,

u’(x, 1)



52 Secao 3.2 ¢ Estrutura Lagrangeana

Entao,

|’ (x, 1)

IA

fl(u(" t=1) % O5(, 1))(x)ldr’
R

IA

lluC- t = Olle=1105C, Ol dr’,

bl

o que implica,

G, D)l < fllu(~,t—t')IILw||95(-,t')||L1dl'
R
G-, 2 = Ol = 11605, )l

Logo,

A

T
s s
f NGOl di < {1® G, el
0

IA

5
Il 1], ‘)||L°°||L1(R)||95||L1(Ran)

fllu(-,t)llm dt
R

T
f lluC-, Dl dt,
0

Consequentemente, como Vu® = Vu * 05, temos também,

e obtemos o que desejamos.

5
IVu ||L1((O,T),L°°(R")) < ||Vu||L1((O,T),L°°(R"))-
Portanto,
5
||o ||L1((0,T),wl~°°(Rn)) < ||M||L1((0,T),Wls°o(R"))

Afirmamos que X°(y,t, s) = X(y,t, s) quando § — 0, para quaisquer y € R" e ¢, s € [0, T]. De fato,
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1X°(y,t, 5) — X(y,1, 8)|

IA

f
f (X, 1, 5), 1) —u(X(y, 1, s), ) dt’

IA

!
f |u6(X6(y’ t,’ S)’ t,) - ué(X(y’ t,’ S), t’)l dt,

!
" f WX 5, 1) = u(X O 1y 5), )] i’

IA

!
f IVl (., ool X°(, ', 5) = X(3, 7, 5)| dt’

!
" f WX 5, 1) = w(X O 1y 5), )] i’

IA

!
f ||Vu("t,)||00|X6(y’ t,, S) _X(,Ya t,7 S)| dt,

!
+ f (X, 1, 8),0) = u(X(, 7', 5),0)| df
Pelo Lema de Gronwall , pag. 53,

T / ’
X°01,8) = X1, 9)] < elo IV’

!
f WXy, 1, 5),t) —uX@y,t,s),t) df

Como u € C(R" x (0,T]), temos que u’(x,f) — u(x,?), quando § — 0, V¢ > 0. Além disso,
WX, 1, 9),0) = u(X(, 1, 5),0) < 2luC, )l e u € L'((0,T); W(R"). Logo, aplicando o

teorema da convergéncia dominada, obtemos o resultado desejado.

Temos também que a fungdo ¢’ — @™ (X°(y,,1),t'), ¢ > 0, é constante pois sua derivada é
@1+ uPV? = 0. Assim, g™ (y, 1) = E] (X°(y, 1o, 1)).

Vamos mostrar agora, que [V¢™| < C(n), onde C(17) é uma constante que depende de 1 e nio

depende de 6. Temos que,
V' = VE§ (X°(y, 10, 1) - VX°(y, 10, 1).
Note que E,, € limitado, logo Efo tem suporte compacto e

IVE!(X°(y, 10, )| < [IVE! [lo-

0
E também, como gX‘S(y, 1) = u’(X°(y,t,y),t), temos que
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0
%VX(s(y, 1) = V' (X°(y, 7, 9), 1) - V, X°(y, 1, 1).

Assim,

t 0 t
f (9—VX5(y, s,0)ds = f Vil (X°(y, s, 1), 8) - V,X°(y, 5,1) ds,
t S

t
o que implica,

,

A
VX°(y,t, 1) = VX, 1,1) = f Vi (X°(y, 5,1), 8) - V., X°(y, s, 1)

t
Logo,

t/
|VX6(y,t',t)|S1+f Vi, ol VX, 5, 1) ds|.
t

Pelo lema de Gronwall,

, "V () o
VX0, 1, )] < elh VO]

Logo,
7 IVuC8)llods

e] [ IV 9l

V™| < IVEg Il <|IVE{llw € <C@m.

Temos também que X(X(y,t,s),s,t) = y, para quaisquer y € R" e s, € [0,T]. De fato, seja
(') = X(X(y,t,),t,1), ' €[0,T]. Temos:

o) =X (X, t,5),1,1) = u(XX(y,t,5),1,1).

Assim, ¢ € solu¢ao do PVI

{¢ﬁ0:mmmJ» (325

90|t’=t =Xy, t,5).

Como y(t') = X(y,t', s) também € solucdo do PVI (3.25), temos pela unicidade de solucao que
(') =X(y,t,s), paratodo ¢’ € [0, T]. Em particular, tomando #' = s, obtemos que

X(X(y,t,5),s,1t) = X(y,s,5) =y. (3.26)

Verifiquemos agora que ling }Sir% ¢ (y,1) = x£,(y). Temos que,
n—0 60—
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. 7.0 — . n 5
lsl_r)%go (y, 1) }SI_I)%E,O(X (y, 0, 1)
= E}(X(,10,1)).
Temos também,
}]i_I)%EZ)(X(y’tht)) = X, (X(y,10,1))

= XXCaoty N (Eg)-

E, X(-, 1o, t)‘l(E,O) = E,, por (3.26). Portanto, temos o que queriamos.
(0). Como,

i 0.
Mostremos ainda que supt ¢™°(-,t) C E,, + Bl o.1y00m)

!
Xy, to,t) = y+ f WXy, v, 1), )dr . (3.27)

fo

Temos que,

!
IX°(, 10, ) =y < 1, )| dt’

IA

fo
T
11, )leo dt’
0

5
||z¢ ||L‘((O,T);L°°(R”))

= el o.ry=@ny- (3.28)

Sejay ¢ Eto + Bﬂ+||u||L1 (O) Entao,

((0,T);L®(R™))

dist(y, Ey, + By) > ||ullro.1y:00m))-

Dai e de (3.28), temos que se y & Ey, + By, (0) entao

((0,T):L®(R™))

X°(y, to, 1) ¢ E;, + B,

Logo, ¢"(y, 1) = E; (X°(y,t0,1)) = 0, para todo y ¢ E;, + By,
E, + B,.

(0), visto que suppE; C

((0,T):L®(R™))
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Finalmente, aplicando (3.1) para ¢, obtemos

f
f ¢"°(y, Dp(y, Ndy - f "y, to)p(y, to)dy = f f P! + pu - V' dydt’
fo

e vamos tomar os limites quando 6,7 — 0, para obtermos (3.22).

Calcularemos primeiro o limite quando § — 0 e em seguida calcularemos o limite com
n — 0. Podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada pois as func¢des sdo uniformemente

limitadas e t€ém suporte num compacto independente de n e 6. Temos que,

limlim [ ¢, 0p(y, )y f lim lim ¢"(y, p(y. 1)y
n—0 6—-0 n—0 6—-0

f lim £, (X0 10, 0)p(3, 1y

f Xe(V)p(y, dy.

Analogamente,

%g%}gg @y, 10)p(y, fo)dy = f XE, P, fo)dy.

Por outro lado,

n—06—0 n—0 0—0

! t
lim lim f f po" + pu - V" dyd? = limlim f f pu—u’) -V dydt =0,
o 4]

onde na ultima igualdade usamos que [V¢™| < C(n) € u® — u.

Assim,
f Xe (P, Ddy — f X, (P, to)dy = 0.
Portanto,
f p(y, D)dy = f Py, to)dy.
E, E,
Vamos agora, provar (3.23). Usando a mudanga de varidvel Lipschitziana y “ = 7 X(y, t, ) (V.

Lema 3.1 e (3.17), pag. 46, temos que

f p(y, to)dy = f p(y, Hdy
E; E,

0
= f P(X(y’ ta tO)’ Z)ldetVyX(y’ t’ t0)|dy

Ey,
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Como isto € vélido para todo E,,, conjunto mensurdvel limitado, obtemos:

p(X(7 t’ tO)’ t)ldetVyX(, t9 tO)l = p(’ tO)a qtp

Lema 3.3 Suponhamos que (p,u) e (p, i) satisfacam os Lemas (3.1) e (3.2). Sejam X e X

satisfazendo o Lema (3.1), e definamos

{ S(x, 1) = X(X(x,0,1),t,0), (3.29)

S(x, 1) = X(X(x,0,1),1,0).

Entdo

(a) S*' é continua em R" x [0, T, Lipschitziana em R" x [1,T] para todo v > 0, e S*'(-,1) é

uniformemente Lipschitziana em R" X [0, T, isto é, existe uma constante C tal que
IVS*'(.0lle < C, 1€[0,T;
(b) (S;+VSu)(x,t) =u(S(x,1),1) gt.p. emR" x(0,7T),
(c) p(S(x,1),)po(X(x,0,1)) det VS (x,t) = p(x, )po(X(x,0,1)) g.t.p. em R" x (0, T);
(d) Seu,ii € L*(R" x (0,T)), entdo existe uma constante C tal que
!
flx - S(x, 0 dx < th flu(x, ) — (S (x, 5), )I* dxds,
0

f Ix =S~ (x, 0))* dx < Ct f f lu(S ' (x, 5), ) — a(x, s)I* dxds.
0

Demonstraciio: (a) Como X, X € C(R” x [0, T1?), temos que S*!' é continua em R” x [0, T]. Além

disso, pela Regra da Cadeia e omitindo a dependéncia nas variaveis, temos
VS =VX VX, q.tp.
logo, pelo Lema 3.1, obtemos

VS llzo@exior) < VXl @esqo,rpll VXl Lo @exio,ry < C. (3.30)
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Mais detalhadamente, temos que X(x,f,5) = (X'(x15),...,X"(x,t,5), X(x,t,5) =
X (5,1, 8),.., X (5, 1,8) € S(x,1) = XX (x,0,01,0) = (X (X(x,0,1,1,0),...., X (X(x,0,1),1,0)).
Omitindo as varidveis e abusando da notagdo, escrevemos S = ()_(1 oX,... ,Yn o X). Assim,
9 —i " 9X  9X*
— X oX)= ) —.——
axf( °X) — oxk  Ox/
Logo,
8 —i " 9X 9X* " 9X 9X*
ax X °X) = [ PR T Wan]
x = Ox X i Ox X
—i 0X —i 0X
= VX - —,...,VX -
( ox! 6x")
Dai,
0 —i 2 No—i X
X ox)| = VX - —
0x oxk
k=1
N i |0X )P
< |VX|‘—k
= Ox

Como |V)_(i| <|VX|e < C, temos que

0X
< |VX], e pelo Lema 3.1 '8_(" t,s)
X

i

2

'ﬁ(ii ox)| <C.
ox

n

Mas, [VS|? = Z

i=1
Analogamente,

0 —i 2
6_(X o X)' . Logo. existe uma constante C tal que || VS|l < C.
X

4.8 =VX-90,X +0,X

10:S |l ®oxizr) < C(7), (3.31)
onde usamos o Lema 3.1. De (3.30) e (3.31), temos que S € Lipschitziana em R" X [1, T'], para
qualquer 7 > 0. Da mesma maneira vale o mesmo resultado para S ~'.

A desigualdade (3.30) mostra que S (-, #) € Lipschitziana em R”, uniformemente em relacdo a

t € [0, T], e analogamente para S !
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(b) Temos, por definicdo, X(X(x,0,1),1,0) = S(x, 7). Assim, S (X(y,t,0),7) = X(y,1,0). Como S é
localmente Lipschitziana em R” X [0, T'], pelo Teorema 1.8, pag. 16, S € diferencidvel em quase
todo pontos de R" X [0, T']. Dai, e usando também o Teorema 1.6, pag. 15, na versdo com a fung¢ao

“interna” suave (neste caso, a fungdo X) obtemos

oX oxX
S.(X(»,t,0),t) + VS (X(y,1,0),1) - E(y’ t,0) = E(y’ t,0), q.t.p. R" x (0, 7).

s X(X(x,0,1),s,0)

Logo,
S +VS - wX,t0),1) = L‘t(f(y, £,0),1) = u(S (X(y,t,0),1)), q.t.p. R" x (0, T).

(c) Usando que a aplicagdo (y,7) € R" X (0,T) — (X(y,1,0),1) € R" X (0, T) € um homeomorfismo
bi-Lipschitziano (em particular, transforma conjuntos de medida nula em conjunto de medida nula.
A sua inversa € a aplicacao (x,7) — (X(y,t,0),1).) podemos substituir (X(y,?,0),7) na ultima
desigualdade por (x,7), q.t.p. em R” X (0,7). Derivando S (X(y,t,0),1) = f(y, t,0) em relacao

4 primeira varidvel temos
VS (X(y,1,0),1) - V,X(y,1,0) = V,X(y,£,0), q.t.p.

Entao,
det(VS (X(y,1,0),1) - det V, X(y,1,0) = det VyY(y, t,0).

Multiplicando ambos os lados desta equacao por p(X(y, t, 0), t);_)(f(y, t,0),1):

p(X(y,1,0), 1) det V,X(y, 1, 0)p(X(y, t,0), ) det VS (X(v, 1, 0), 1)
= p(X(y,,0), Dp(X(y, t,0), ) det V, X(y, £, 0)
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Dai, pelo Lema (3.2), temos

PO, 0)p(X(y, 1,0), 1) det VS (X(y, 1,0), 1) = p(y, 0)p(X(y, 1, 0), 7).

Logo,
PX(y, 1,0), )po(y) det VS (X(y,1,0),1) = p(X(y, 1,0), )po(y).

Fazendo x = X(y,1,0), temos que y = X(x,0,) e S(x,1) = S(X(y,1,0),1) = y(y, t,0). Dai,
p(S (-x’ t)’ t)pO(X(x’ O’ t)) detVS (-x’ t) = p(-x’ t)pO(X(X, O’ t)) qtp em R" X (0’ T)’

como queriamos.

(d) Substituindo x = X(y, ¢, 0) na integral f |x — S (x,7)|* dx e usando o Lema 3.1, temos

f Ix — S (x, 1) dx

f X(r.1,0) = Xy, £, OPIVX 1,0)] dy

A

)

C f |% f Hu(X(y, s,0), s) — @(X(y, 5,0), )] ds
0

2

f [M(X(y7 s, O)a S) - ﬁ(y(y7 S, O)’ S)] ds
0

dy

2
dy.

Pela Desigualdade de Jensen, obtemos

A

f x-S, Hfdx < C f % f 2luX(y, 5,0), s) — @(X(, s,0), s)I* dsdy
0
= Ct f f (X (y, 5,0), 5) — W(X(y, 5,0), 5)I* dsdy
0

= thf lu(x, s) — a(S (x, ), )P IVX(x, s, 0)| dsdx
0

IA

th C f lu(x, s) — a(S (x, s), $)I* dxds
0

Ct f f lu(x, s) — (S (x, s), s)I> dxds.
0

Trocando X por X acima, obtemos a segunda desigualdade em (d).



CAP. 3 ¢ Unicidade de solucio fraca para as Equacoes de Navier-Stokes 61

Observacio 3.1 Das definicoes de S*' e do Lema 3.3, para cada t € [0, T] fixado, as aplicagdes

S*1(-, 1) sdo bi-Lipschitzianas do R" em R", e uma é a inversa da outra.

3.3 Resultado Principal

Demonstracao do Teorema 3.1:

Sejam (p, u) e (p, it) duas solucdes de (2.1) nas condicdes do enunciado do Teorema e defina as
funcgdes X, X e S como em (3.20) e (3.29).

Comecaremos derivando a forma fraca da equacdo satisfeita por u — &z o S, onde fazemos um
abuso de notac¢do e escrevemos u(S (x, t),t) = it o S (x, t). Para isto, tomaremos fun¢des teste J em
(3.2) da forma ¢ = ¥ o S !, onde, como indicamos acima, ¥ o S ~!(x, 1) = ¥(S ~'(x, 1), 1).

Vejamos que se ¢ satisfaz as condigdes minimas descritas acima para ser uma funcao teste
em (3.2), entdo i também satisfaz essas condicdes. De fato, ¥ é localmente Lipschitziana em
R" x (0, T) pois ¢ e S ! sdo localmente Lipschitziana em R" x (0, T).

Além disso, ¥ € L>(R" x (0, T)), pois

T T
f W (x, 0> dxdt = f f W (S (x, 1), D) dxdt.
0 R 0 n

Assim, substituindo y = S (x, t), temos dy = |JS|dx, onde JS = detVS, e como § -1 ¢ ainversa de
S, dx = |JS!|dy, e entdo

T T
f f W (x, D) dxdt = f f (v, HI*1JS " Pdydt.
0 R~ 0 R~

Como a aplicacao det(-) € multilinear, temos que existe c¢ tal que |det(L,,---,L,)| < ¢ l—[ |L;l,
i=1

onde (Ly,---,L,) denota uma matriz formada pelas linhas L, ---,L,, a norma |L;] é a norma
T n+l

T
da soma, i = 1,---,n. Logo, f lW(x,H)dxdt < c f Iw(y,t)lzl_[ILi(y,t)Izdydt.
O Rﬂ O R’l l‘_]

Como, ¥ € L*(R" x (0,T)) e |[L] < |[VS7!| < C entio ¢ € L*R"* x (0,T)). Temos

também, que ¢, € L*(R" x (0,T)), pois ¥, = V(S ' (x, 1), 1) - S (x, 1) + (S ' (x, 1), 1), ¢, € L2,
!
Vy € L™ e, vejamos que S ;1 € [?: Da equacao f(y, t,s) = y+ f E(Y(y, 7, 8), T)dt, obtemos

N

— - 0X
X =—-u@y,s) + f Viu(X(@y, T, S),T)a—d‘l' g.t.p.. Logo, usando a Desigualdade de Gronwall, vem
s
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que [X,(y, )| < Cla(y, s)l, C = exp (fOT ||Vﬁ(-,t)||oodt). Dai e de (3.7), concluimos que X, € L2
Agora, pela definicio de S, S7' = VX - X, + u o X onde u o X(x, 1) = u(X(x, t),1), logo, S7' € L2,
visto que VX € L*(R" x (0, T)), pelo Lema 3.1, e u o X € L?, por (3.7) e também pelo Lema 3.1.

Vamos mostrar agora que VJ € L>(R" x (0, T)). Temos que VJ = Vi - VS, Assim,

!
f |V dxdt
0 R"

!
f IV (x, )*VS ~(x, 1)|*dxdt
0 R~

IA

s
f IVS 'l | IVy(x, P dxdt
0 R~

A
C2 f f IVy(x, £)Pdxdt < .
O n

Mostremos ainda que Viy € L*(R” x (0, T)).

IA

Temos que
VUG, Dllse = IV, DNl IS 7 Dlleo.
Como
IV, Dlleo < IVYlleo, Vi € L¥(R" X (0,T))
e

VS~ Dl < C,

pelo Lema 3.3 (item (a)), concluimos que Vy e L°(R" x (0, T)).

Finalmente, se ¢ tem suporte compacto em R” x (0, 7] entdo ¢ também tem, pois se ¢ se anula
fora do compacto K X [a, b] C R" X (0, T] entdo ¥ se anula fora de K x [a, b] para algum compacto
K c R". Com efeito, de forma andloga ao que fizemos na demonstraciio do Lema 3.2 (v. (3.28)),
tomando K suficientemente grande, podemos mostrar que dist(S~'(x,#),K) > 0 para x ¢ K e
t €la,b].

De (3.2), temos

T
- f Bo(Vio(x) - Bx, 0)dx = fo f - @, + Vo) + (P() - P)iivg  (3.32)
R R

—uVi - Vi — Adivadivg + pf - ldxdt.

Fazendo x = S(y, t) e usando o Lema 3.3, pag. 57, obtemos:

W, +Vgit) oS =y, + Vi - ST + VY VS (S, + VSu) = v, + Vyu
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(onde usamos que S (S (x,7),7) = x,donde VS 'VS =Te S +VS~IVS =0)e
poS py detVS = ppy, q.t.p.,
o que implica
(0 S)|det VS| = Agp, (3.33)
onde
Ao(x, 1) = po(X(x,0,1)/po(X(x,0,1)). (3.34)

Lembre que p, € estritamente positivo por (3.4).

Temos entao,

T
- f [Po(®)ig(x) - Y(x,0)dx = f f [((Agp) (@ 0 S) - (Y, + Vipu)
R” 0 Rn
H(P(B) — P)diviy — uVii - Vi’ (3.35)

—Adivadiviy + (App)(f o S) - Yldxdt.

Agora, subtraindo (3.35) da equacdo fraca satisfeita por (p, u), temos

T
(Dolto — pouo) - Y(-,0)dx = f f {[=(Aop)(@ 0 S) + pu] - (Y + Vyu)
Rn 0 n
+(P(p) — PYdiviy — (P(B) — P)divy — u(Vu/ V! — Vil Vi)
~A(divudivy — diviidivip) + pLf - — Ao(f © §) - ¥} dxdt

Fazendoz=u —uo S, obtemos

(it = pu) . 0dx = [ ' [+ o+ (1 - Apro s @, + Vv
+(()P(p) — P)divy — (P() — P)divgy (3.36)
—u(Vu V! — Valvg') — Adivudivy — divadivip)
+o(f = foS8)-yl+ (1 —App(foS)-y)ldxdt

Rn
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Reescrevendo os trés termos do lado direito que envolvem p e it em fungdo de
- o B B ik -k
Fy, = [(u+ divi — P(p) + P(P)]., e w} = (&, - i)
(veja (3.7)) temos
T 5 _ ) . _
f f (P - P(p))divy + uVie! - V' + Adivadivy|dxdt
0 Jrr
T .
- fo Rn[((,l + A)divii — (P(p) + P)divyy + p(it], — a’;j)Jik]dxdr
T .
= - f (VF - + po™ g )dxdt
0 R)l
T T .
—- [ [ F vtz [ [ 1VFG -0+ i@ - u)
0 R» 0 R~
T
- f (VF -y + pwlS ) + E
O Rn

T
f f [(P — P(p))divyy + uVir/ - Vi’ + Adividivy] + E|,

0 R

k

T
onde E, = f f VF-(—p oS~ +puw™ (' =y’ oS ~")dxdt, e para a primeira igualdade usamos
O n

que

f divadivg dx = f > (vl - vy dx - f >l i), dx,
Jj=1 jk=1
= f Z aﬁ;% dx.
ik
ou seja, f Z L‘tij@ik dx = f Z L‘t’;jﬂk(veja a Observacido 1.9), pag. 34. Para a tltima igualdade,

Jik=1 jik=1
tome ¢ no lugar de .

Definindo E, por

EZ:ff[p(f—fom-w(l—Ao>p<f‘oS)-w],

temos de (3.36) que
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| ' [ to2twi 4w + 1 = Ao s, + Vo

+ [(33 — P(p))divyy + uVi/ Vi’ + Adivii divi]

+ [(P(p) — P)divy — uVu/Vy’ — Adivu divy]}

+ E{+E,

= fT oz + Vi) + (1= Ag)p it o S (W + Vyur)

+ (13<p> - P(@))divgy — p(Vu! = Vi) - V!

—  A(divu — divinydivy)dxdt + E, + E,. (3.37)

f (Poito — potto) - Y(-,0)dx
R)‘l

Somando e subtraindo os termos uV(ii 0 S )/ Vi’ e Adiv(ii o S )divy a integral f f loz(¥; + Vyu) —
u(Vu! — Vi) - V' — A(divu — divir)divy], e em seguida aplicando o teorema da divergéncia e o
método de integracio por partes, assumindo que ¢ € H? (isto serd suficiente para o que se segue)

obtemos:

f f [pz(W; + V) — u(Vu! — Vir') - V! — A(divu — divir)diviy]

= f f [pz(W; + Vyu) — u(Vu! = V(i o S ) )V

+ uVi Vil — A(divi — div(i o S))divy + Adiviidivg

— uV(ii 0 S)Vyd — Adiv(ii o S)divyy

= ffpz(w, + Vyu) + u(u — it o S)AY — unAy

+ Au — it 0 S)VAivy — AaVdiviy + u(ii o S) - Ay + Aii o S)Vdivy
= f f pz(W, + Vyu) + uzAy — punAy

+ AZVdivy — AaVdivy + (i o S) - Ay + A(ii o S )Vdivyy
= f f z2lp(y; + V) + uAy + AVdivy|

— WAy — AaVdivyg + (i o S) - Ay + A(ii o S )Vdivy

= f f 2o, + V) + uAy + AVdivy]

+u@ioS — i) Ay + A(ii o S — i)Vdivy.
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Assim,

ff[pz(w, + Vyu) — (V! = Vi)) - V! — A(divu — divir)diviy]
= f f 2o, + V) + uAy + AVdivy] + Ez,

onde E5 = ff(ﬁ oS — u)(uAY + AVdivy).
Temos, entdo, de (3.37) que,
T
f (0olty — poup) - Y(-,0)dx = f f - oW, + V) + uAy + AVdivyldx dt
R 0 Jrn

T
, f f [(1 = Ao)(i o S )ty + V) + (P(p) — P(@))divyldxdr
0 R7
+E,+ E> + Ej;.

(3.38)

Agora, estendendo p e u a R" X R de forma que para ¢ ¢ [0, T'] estas fungdes sejam constantes,
sejam p° = n° x p e u’ = (n° * (pu))/p°, regularizacdes suaves em x e ¢ de p e u, e consideremos

Y° i R"x [0,T] — R" a solu¢do do sistema

o ) 0,,0 ) : o _
{ P (00 + Vylul) + pAy? + AVdivy’ = G (3.39)

Yo, T) =0,

para G € H*(R" x [0, T]), o qual passamos a resolver.

Vamos usar o método classico da energia e aproximagoes de Galerkin; ver e.g. o Capitulo 7 de
[15].

1° passo - Estimativas a priori. Seja s = ¢° uma solugio suave de (3.39) tal que (-, 1) € H*(R"),

para todo 7 € [0, T'], com s suficientemente grande. Entao obtemos

T
sup f e, OF + [VyCx, 0] + f [y + Yy’ P + D2y ldx dt
n 0 R

0<t<T

. (3.40)
<C f |G[>dx dt,
0 Rn

para alguma constante C, independente de ¢ e G.

Com efeito, em primeiro lugar, multiplicando a equacao em (3.39) por i, obtemos

1 1
péi(h{/lz)t + §p5V(|1//|2) U+ - A+ Ay - Vdivg =y - G (3.41)
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Mas,

O Wl*), + div(lyPp’u’) — (0l + div(p’u®))
E°lW1?), + div(y*0°u®),

P (W), + P’ V() - u®

pois p; + div(pu) = 0 no sentido fraco e, pela definicdo de u’, temos que p°u’ = (pu)’, onde

(ow)’ =1’ * (pu).

Entdo integrando (3.41) em R” x (¢, T), com ¢ > 0, usando que p° > ¢ > 0, e integrando por partes

em relacdo ao R”, obtemos

T
% [lw(x, HPdx + f f |1V + A(divi)?| dxdz

T
< —f f{ﬁ-dedT (3.42)
c o 1 T
<z f f W (x, )P dxdr + — f f |G dxd:.
2 t 2¢ 0

Dai, pelo Lema de Gronwall,

f w(x, HPdr < CIIGIL, (3.43)

para alguma constante (independente de ¢ € G), onde [|Gll, = [|Gll2®ex0.1)). Usando (3.43) em

(3.42), obtemos também que
IV 2o,y < ClIG2,

mas a estimativa (3.40) afirma mais fortemente que ||[V/|| ~0.7).2®n) < ClIG|l,. Para obtermos
esta estimativa e a0 mesmo tempo que a quantidade y, + Vyu® é limitada, em L2(R" x (0, T')), por
C||Gll», vamos multiplicar a equacdo em (3.39) pela mesma, a qual passaremos a denotar por i,
arrumar os termos adequadamente e usar a Desigualdade de Gronwall. Multiplicando a equacao

em (3.39) por ¢ = ¥, + Viyu, obtemos

WP + i - Ay + A - Vdivg = - G. (3.44)
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Vamos integrar em R” X (¢, T], como fizemos anteriormente, mas antes notemos que:

T T o T . )
[ oo [ ot = [ [vim
T
_ f f %a,(w{;k)2= % f IV (x, )ldx

(onde usamos que Y/(-, T) = 0 = Vy (-, T) = 0);

T T
f f v, Vdivg = - f f (div)(div)
' L 3, (divgy?
_[ f2 i 1V0,0)

% f (divy)*(x, Hdt;

o

] f YUY, = ‘— f (], ', + Wl )
| f (u’%axl (w!;k)zwi,uikwg) = ‘ f (%ui, (wik)z—wi,uikwi;k)

fqul s

IA

‘ f Vyu - Vdivy f W u(divy),,

- | [ o o)

- f ((divyp)ud'(divy) + wul, v, )

1 . ;
= f u! 5 0x[(lel,[/)2 + l//fquijlﬁik

1 : -
= f =5t (i) + gl v,

< fqul V.
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Entdo, integrando (3.44), vem que

T . 1
e [ [ [ (vucor - adivorc.n)

<< (ups 2 (6rsc [ wamor
<o [ ek [ fiee [ fwamo

logo,

c (7 2 M 2 1 2 ! 2
[ [t [wucors ek | (nwc,r)nw [ vt )dr (3.45)
0 c t

e, em particular,
T
fIVlﬂ(-, Nl < CIIGII; + Cf IVu(-, Dlloorer fIVM(-, T)dr.
t
Dai, usando Gronwall, concluimos que
f VU, 0P < ClGIeC 17l = G, (3.46)
De (3.45) e (3.46), obtemos também que

T
j; flllfl2 < ClIGll. (3.47)

Finalmente, desta estimativa e da equagdo em (3.39), temos que
T
f Ay + AVdivg|3,dt < CIIGll, (3.48)
0
mas o operador uA + AVdiv € eliptico, logo vale
ID*Ylloer < ClluAy + AVAiv]ly e
para alguma constante C dependente somente de n [14]. Portanto,

T
f f ID*yI* < ClIGll
0

e assim concluimos (3.40).



70 Secao 3.3 ¢ Resultado Principal

2° passo - Solucdo aproximada.

Sejaw; = wi(x), j = 1,2,---, uma base ortonormal do L*(R™) com fungdes em CyR"). Seja
G, = ZT:1(G|W1)L2W]' (a projecdo do L? de G(-,t) no subespaco gerado por wi, wn, -+ , W),

m=1,2,---. Busquemos uma solu¢do ¥, (x, t) = 71:1 cﬁl(t)w i(x) da equagado aproximada
0 (W5 + VYo u°) + pAgs, + AVdivys, = G, (3.49)

satisfazendo a condi¢ao ¥,,(-,T7) = 0, onde cf,, = c,’,;(t), j = 1,2,---,m, sdo fungdes suaves a

serem determinadas. Vamos escrever p = p° e u = u°. Substituindo ,,(x,1) = cﬁl(t)wj(x)
Z’j’-’zl ci;z(t)w i(x) em (3.49), dividindo por p, e tomando o produto interno no L? com wy, para

k=1,---,m, obtemos que c* € solugio da edo

(Y + ch(Ywulw) 2 + e~ Awjlwe) 2 + Ao~ Vdivw w2

= (Gwr(e~'wjlwo) .

Logo, escrevendo ¢, = (C,L, <., 0m), temos que ¢, = ¢y (t) deve ser solugdo do sistema linear de
edo’s

' + ApCm = by, (3.50)
onde A,, é a matriz com elementos (Vwju + up™'Aw; + 2o~ 'Vdivw lw) 2, k=1, ,m,e b, é0

vetor com k-ésima coordenada (G - w;)(p™'w;) - wy. Como p e u sdo fungdes suaves e p > ¢ > 0,
o sistema (3.50) tem uma tunica solu¢do em C*([0, 7]) anulando-se em ¢t = T. Denotando esta
solugdo por ¢, = (cl,--+ ,c™), temos que Y,,(x, 1) := Cﬁ;(t)wj(x) € uma solucdo de (3.49) na classe
C*(R"x[0,T]), e ¥,(-, T) =0, ou seja, ¥,, € uma solucao do problema (3.39) com G = G,,.

3° passo - Passagem ao limite.

Pelas estimativas a priori (0 1° passo acima), temos em particular que a sequéncia {i/,,},-_, €
limitada em L?((0, T), H'(R")), logo, pelo Teorema de Banach-Alaoglu, existe uma subsequéncia,
a qual também denotaremos por {¥,,}, que converge para uma func¢io ¥ € L*((0,T), H'(R")).
Multiplicando (3.49) por uma funcdo teste ¢ qualquer em C*(R" X [0, T']), integrando por partes e

tomando o limite quando m — oo, ndo € dificil ver que ¢ é uma solucgao fraca de (3.39).

4° passo - Regularidade.



CAP. 3 ¢ Unicidade de solucio fraca para as Equacoes de Navier-Stokes 71

Quanto a regularidade, ou seja, que ¥ é uma solucao suave, notamos primeiramente que das
estimativas a priori, temos que ,, é uniformemente limitada em L*((0, T), H*(R")) e, de (3.49)
temos que ,,, é uniformemente limitada em L*((0, T), L*(R")), logo podemos concluir que v,
pertence a este espago e ¥ € L*((0,T), H*(R"). A seguir, notamos que ¥,,t, Yimzjp J = 1,---,m,

satisfazem equagdes do mesmo tipo de (3.49). Mais precisamente,
O Wt + Vit) + uA e + AVAiVY,,, = Gy,
onde G, := Gy, — P — Vim(pu), €
e, (wmxj, + Vzpmxju) + DAYy, + AVAIVY iy, = Gy,

onde Gj+1) = Gmx_/ = Px¥m — Viu(ou),,. Notemos que pelas estimativas a priori temos que
IGmjllz < ClG||g raxo,ry- Logo, repetindo o raciocinio anterior com ¥, € ¥, no lugar de ,
podemos concluir que ¢, € L*((0,T), L*(R") e ¢, ¢y, € L*((0,T), H*(R"). Continuando este
processo e usando as imersdes de Sobolev, obtemos que ¥ € H*(R" x (0,7T)), logo, também
Y e COR" < [0, T).

5° passo - Unicidade.
Como a equacdo (3.39) € linear, a unicidade segue-se imediatamente das estimativas a priori,
e.g. de (3.40), se Y| e ¥, sdo duas solucdes de (3.39) e Y = ¥ — ¥,, entdo flw(x, HPdx < C||G||§

com G =0, logoy =0, 1.e. Y| = ¢.

Lema 3.4 Existe uma constante C como descrita no Teorema 3.1 e independente de 6 e G tal que
a solucdo y° de (3.39) satisfaz

sup [ [0, 0F + 197, ] + f f (107 + VePu'P + D2 Pldxdr
Rl’l

0<t<T
<C f f |G|*dx dt.

Demonstracao: As estimativas a priori que fizemos acima valem para qualquer solucdo de (3.39)

(3.51)

em H*(R" x (0, 7)) e vimos também que a solucdo de (3.39), além de ser tnica, estd neste espaco.

Logo, temos (3.51). ]
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Observaciio 3.2 E possivel mostrar a seguinte estimativa adicional [7]: Existe uma constante

C = C(G) que depende das derivadas de ordem maior de G mas ndo depende de 6, tal que

T
sup [V (-, D)lloo + f WI"dxdt < C(G), (3.52)
O R)l

0<t<T

onde r satisfaz (3.11).

Agora, escrevendo a equagdo (3.38) para y° e somando e subtraindo %y + Vi (ou)’ + uAy° +
AVdivy® = G, obtemos:

T
f (Poito — potto)°(-,0) dx = f f zGdx dt
R~ 0 R”

+ f ' f 2{pw? + Vytu) + Ay’ + AVdivy’

- [,26(1/,;5 + Vyu®) + uAy’ + AVdivy®]) dx dt

+ f ' f |(1 = Agp(@ o S)W + Vy'u) + (P(p) — P(@))divy’ | dx dt
+E1O + Liﬂ + E5

T T
= f f zGdxdt + f f z| (o= P2 + Vi (pu — p’u’) | dx
0 n 0 R”

T
+ f f [(1 — Ag)p(it o S)(W° + un)] dxdt
OT R
+ f f (P(p) — P(p))divy°dxdt + E| + E» + E;.
0 R

Logo,

T
f (Botto — Pouo)y° (-, 0) dx = f f :Gdxdt + E\ + Ey + Es + Es + Es + Es,  (3.53)
R” 0 R~

onde,
E, = fOT jl; 2[(o = p"W + Yy (ou — p°u®)| dx i,
Es = OT L [(1 — Ag)p(t o S)(W° + Vl/ﬁu)] dxdt e
E¢ = fo ' L n(P(p) — P(p))divy/°dx dt.
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T
Vamos reescrever (3.53), isolando de um lado do sinal de igualdade o termo f f z-Gdxdt:
0 Jrr

T
f f zGdx dt = f (Dot —p()u())l//(s(', 0)dx—-—FE|—E,—E;—E,— Es— Eg (3.54)
0 Rl‘l R)‘l

Agora, aplicando o Lema 3.4, pag. 71, vamos estimar E,--- , E¢ e o lado esquerdo de (3.53), e
entdo vamos calcular o lim sup quando 6 — 0.

Aplicando a Desigualdade de Holder e em seguida o Lema 3.4, no termo do lado esquerdo de
(3.53), temos

1 1

(f |/30510—P0M0|2dx) (f |l//6(-,0)|2dx)
R7 R~
Cllpoito — pottoll2 (ff|G|2) .

Agora, somando e subtraindo o termo (p — p°)Vy/°u° no lado direito de E4, obtemos:

IA

f (Poilo — Poto) - ¥ (-, 0)dx
RV!

IA

T
o= [ [ e [o-rwi e T - o= 90 + T - ) dxa
.-

T
f f 2+ [0 = )2 + Vyul) + pVy(u — )| dx .
0 Jrn

T
Reescrevendo E4 de forma que E; = I, + I, onde I, = f f z2- (o= P)W + Vu')dxdt e
0 Jr

T
L= ff 7 pVY°(u — u’)dx dt, vamos estimar I; e I.
0 n

Sejae > 0etomemos 0 <7 < T, 7 =1(g). Reescrevemos I, da seguinte forma

T T
I, = ffz (o = PO)WO + Vylul)dx dt + ffz (o — PO)W° + Vylul)dx dt
0 T

L +1.

Por (3.10), p € L*(R" x (0,T)), logo, p — p° € L*(R" x (0,T)). Denotando y° = y° + Vy°u’,

aplicando a Desigualdade de Holder e o Lema 3.4 em /., obtemos
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18

IA

lo- £l ( | l/fz |z|2)1/2 ||¢5|]|j2
e[ L) ([

< g se T<<lI.

IA

Neste ultimo passo usamos o seguinte resultado da Teoria da Medida: Seja f € L!. Dado & > 0,

existe 7 > 0 tal que fE |f] < & sempre que |E| < 1.

Agora, com 7(¢) fixo, vamos estimar /.. Como, por (3.8), u, u € L} ((0,T),L*(R")), entdo

loc

loc

z € L2 ((0,T),L*(R"). Além disso, usaremos o fato de que, como p — p € L*(R") entdo
p —p° € L*(R"). De fato, como p —p° = (p —p) — (0° — p) e p° = p, pois p é uma constante,

temos

IA

llo = Alla + lIGo = p)°ll2
2|lp = pll2 < oo.

llo = p°ll2

IA

Usamos nesta ultima passagem o Teorema 1.1, pag. 4.

Desta forma, temos que

Ll

T

IA

S11 1106
Izl 20,0,z @mp llo = P12 l¥° ]2

T 1/2
5 2
C Izl = o.0..2@mlle = p°ll2 (ff|G| ) .
0

Como [jp — p°|l, = 0 quando § — 0, temos que I — 0 quando § — 0. Logo, I; — 0, quando
60— 0.

IA

Estimando I, temos:

|1

IA

T
oIl f f o (= PV ds
0

o o
llolleoll VY lleollzll2llu — !l

IA
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5
Temos que |lu — 4’|, — 0 quando § — 0. De fato, como u® = (pb;) , temos:
P
2
e — 12 =‘fmfu—“}
- p
0o 2
_ pou— (pu)’
= | —
< CfJ |p5u - (pu)‘5|2
= Cllo’u — (pu)’|l>
< Cll° - pully + 11w’ = pull,.

Pelo Teorema 1.1, ||(ou)’ — pull, — 0 quando § — 0. Mostremos que ||(0° — p)ull, — 0 quando
0 — 0. Note que, }Si_r)r(} I(0° — p)u| = 0. Queremos entdio passar o limite pelo sinal de integracio.
Como |p° — p| < C, pois p° —p € L*(R" x (0, T), temos |p° — p|* [u]* < Clu|* € L'(R" x (0, T)), pois
por (3.9), u € L*(R" x (0, T)), o que implica que |ul*> € L'(R" x (0, T)). Assim, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, concluimos que ||(0° — p)ull, — 0 quando 6 — 0. E, assim, temos que

I, — 0 quando 6 — 0. Portanto, £, — 0, quando 6 — O.

Antes de continuarmos com as estimativas, notemos que da defini¢cao de Ay em (3.34), temos

T
‘f 11 = Ao|*’dx dt
0 JR?

fT lpo(X(x, 0, 1)) = po(X(x, 0, )|
0 JR |,00(X(x, 0’ t))|217

T
C f lPo(X(x,0, 1)) = po(X(x, 0, )P dx dt
0 JR"

I = Agll5?

dx dt

IA

Substituindo y = X(x, 0, 7), e sabendo, pelo Lema 3.1, que ||[VX||» < C, temos que

I = Aoll5?

IA

T
Cff loo(y) — po()[*Pdx dt
0 Jrr
’ 2
Cf ||,00—/_70||2$df
0

C Tlloo - poll3),

IA
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o que implica que

sup [[1 = AoC, Dll2p < Cllpo = poll2p- (3.55)

0<t<T

Vamos agora estimar E,. Para isto, usaremos a Desigualdade de Holder, o Lema 3.4 e (3.55),

T
e reescrevemos E, de forma que, E, = I} + I, onde I, = ff p(f = foS) yYdxdte
0 n

T
L= ff (1 =App (foS)-y’dxdt. Temos que,
0 Jrn

T
ff pllf = f o Sly’ldxdt
0 JR?

L] <
< C(fonR f-Fo SP)W (fOTfR W)m
AL (o)

|1

IA

fo TfR 11~ Aollpll o Sl lduxdr
c fo ' [( f (|1—Ao||foS|)2)l/2( f W)mldr
cul o] [ fr-se (5] o

12 AT
= Csup (fllﬂ‘slz) f 11 = Aoll2p IS 0 S (-, Dllog dt
t 0

1/2 T _ 1/2q
C( f f |G|2) oo = follay f ( f If(S(x,t),t)Izqu) dr.
0

Substituindo y = S (x, 7) e usando o item (a) do Lema 3.3, pag. 57, temos:

1/2 T
L] < C(ffIGIZ) IIPO—ﬁollzpf £ G, D)llag, dt
1/2 "
< Cllpo = poll2p (ffIGIZ) :

pois, por (3.14) f € L'((0, T), L*(R™)). Portanto, concluimos que

IA

IA

IA
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[fef” o

r 12
|E5| < C [(ff lf—fo S|2) + lloo = Poll2p
0 R)l

Vamos, agora, estimar E;. Temos que,

E = ffvmu W0 o 87 + -y o ST dxdr.

Reescrevemos E; da seguinte forma: E; = I} + I, onde [} = ff Vf(l//‘S - W oS Ydxdte

I, = f f (w‘” o8 ‘1) dx dt. Vamos primeiro, estimar /;. Temos que,

L] < f IVE(x, )| W (x, £) — (S~ (x, 1), 1)| dx dt.

Vamos dividir o intervalo de tempo em pequenos intervalos. Para isto, consideremos J um inteiro

positivo suficientemente grande e definimos para cada ¢t € [0,T], ¢t; = jt/J, para j = 0,1,---,J.
Assim, como y°(x, 1) — y°(S 7! (x, 1), 1) = — Z VST (), D) = YOS T (x, 1)), 1), temos:

111

IA

3 f VECe, 0 1075 ™ (6 )0 1) — W3S ™ (1), )
J

1
Zf |Vf(x,t)|[f VYOS (x, ti1) + (1= 0)S 7' (x, 1)), 1)
J 0
(S7'(x, tj01) = ST(x, tj))de] dxdt

Aplicando a Desigualdade de Holder e em seguida a Desigualdade de Jensen, temos:
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T 1
Ll < Zf ST Gt = ST 1l Vf(-,t)f VYOS T (o) + (1= O)S 7', 17), 1)d6)|| dt
- 0 0 2
' T . 1/2
< Zfo IS ™Gt = ST 1l {(fR IVF(x,t)I“dx)
: 4 1/2 1/2
( f ( f |V¢5(95—1(x,t,+1)+(1—e)S-l(x,rj),t)ue) dx) dt
R" 0
T J—
< Zfo IS Cotj4) = ST DI IVEC, Dlly
' 1 1/4
( fR s |V¢6(HS_1(x,tj+1)+(l—Q)S_l(x,tj),t)|4d9dx) dt (3.57)

Agora, consideremos a aplicagdo x — S~'(x, ;). Esta aplicacdo é bi-Lipschitziana em R”. Assim,

temos

1
f f V205~ (x.ty2) + (1= 0)S ™ (1), Dl dO dx
R*JO
1
= f f V208 ™ (. 171) + (1 = )8 (1)), D)l dx 6
0 n

scff

f IV (x + 0T (x), H)|*dx d6
Rn

1
<C f f IV (x, )| dx d
RH

=C f IVyo(x, )|* dx,
Rn

onde T(x) = S~(S (x, tj),tj.1) — x. Agora, de (3.8), de acordo com D. Hoff [7], temos que ||[VT|
€ arbitrariamente pequeno quando f;,; esta suficientemente proximo de ¢;, ou seja, quando J €
suficientemente grande. A aplicacdo x — x+ 67 (x) € , entdo, uma perturbacdo bi-Lipschitziana da
identidade, logo também, uma aplicacdo bi-Lipschitziana em R”". Este fato permitiu a mudanca de

variaveis y = x + 67 (x), acima.

Assim, a equacdo (3.57) fica:

T 1/4
L] < CZf IS~ Cotjer = STl IIV7(~J)|I4(f |V¢5(x,t)l4dX) dr.  (3.58)
= Jo R
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Agora, pelo Lema 3.3 (d), pag. 57, temos

1/2 1/2
IST' ) =S TGl < (f o= S7(x, t]+1)|2dx) +(f x-S~ (xt)|2dx)
/2
< Crl] ( f f u(S 7' (x, 5), s) — a(x, s)Izdxds)

1/2
+ Ct”z ( f lu(S ' (x, ), 5) — a(x, s)|2dxds)
0 R2

T 172
C (t;ﬁ + t}/z) (I) fRn |u(S_](x, s), s) — u(x, )2 dx ds)

T 12
C (t;fl + tl/z) (fo i lu(x, s) — u(S (x, s), s)lzdxds)

IA

IA

Logo, de (3.58) temos:

J T 1/2 1/2 T
+1)
| < CZfO (J 7 )t”z(fofRndexdt)
j=0
T 1/2
< C( f |z|2dxdt)
O Ril

Vamos separar nos casos em que n = 2 e n = 3. Primeiro vamos ao caso n = 3. Note que, pela
equacdo (3.51), do Lema 3.4, pag. 71, ¥° € H*(R?). Logo, V¢ € H'(R?). Pelo Coroldrio 1.3, pag.
28, H'(R3) — L4(R?), 2 < g < 6. Tomando g = 6, temos pelo Teorema 1.11, pag. 18, que

1/2

1/4
IVF(, 0)la (f IVl (x, )] dx) dt.
R"l

T 1/4
f tPIVEC Dl ( Vg (x, )l dx) d (3:59)
0 R”

||V¢’6||L6(R3) < C||D)2cl//6||L2(R3)- (3.60)

Assim, (3.59) fica:
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12
||

A
@)

T
f f 21> dx dt
f l2Pdx dt
R3
= C ff 21> dx dt
0 JR3
T
f |zI%dx dt
0 R3
T
C f |z|>dx dt
0 R3

Pelo Lema 3.4, temos

T 1/8 3/8
L < C( f f Izlzdxdt) ( f |G|2dx) f 1/2||VF(-,r)||4( |D§¢5|2dx) dt(3.61)
0 JR3 R3

_ 3/8
Resta agora estimar fOT H2VEC, D)|la ( fR3 |D§lp5|2dx) " dr. Para isto, vamos aplicar a Desigualdade

T 1/4
ftl/2||VF(',f)||4f|Vlﬂ5| |V¢6|3dx) dt
0 R3
1/4

T 1/2 1/2
f t2IVEC, Dl ( f |V |2dx) f IVy |6dx) l d
0 R3

1/4

T _ 18 7 3/6
f ANEC ol [ [ veidx f vy |6dx) ] dr
0 L

R3

T
f t‘/znvf(-,mu( f V' Pdx
0 R3
T —
f t‘/2||VF(-,t>||4( f V' Pdx
0 R3

1/2

IN
a

12

1/4

r 3/2
f |D§¢5|2dx) ] dt
[\JR3
3/8
f |D§¢5|2dx) dt.
R3

1/2 1/8

IA
a

1/2 1/8

IA

de Holder, e em seguida aplicar o Lema 3.4:

T _ 3/8
f 2|\ VF(, z)||4( |D§¢5|2dx) dt
0 R3

T _ 5/8 AT
s( f t4/5||VF(.,t)||§/5dt) ( f f \D*y°Pdxdt
! T . 3/8
sc( f t4/5||VF(-,z)||§/5dz) ( f f |G|2dxdt)
0

Voltando a (3.61), temos:

T 172 T 1/2 T . 5/8
c( f f Izlzdxdt) ( f f |G|2dxdt) ( f t4/5||VF(~,t)||§/5dt)
0 R3 0

/8

([ )" ([ L] ([

onde (1) = Ct*P||VF(, )|}, a qual pertence a L' (0, T) por (3.12).

3/8

|

IA

IA

Vamos ao caso n = 2. Temos, pela equacdo (3.51) que ¥° € H*(R?) e entdo Vy° € H'(R?).
Pela desigualdade (1.18), da demonstracao do Teorema 1.16, pag. 30 e a Observacao 1.7, pag. 31,
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temos
IV a2y < IV N2 1D Nl 2oz

Assim de (3.59), temos

1/2 1/4 1/4
in < C f |2l dx dt f "IVF, t>||4( f Vy/ |2dx) ( |D§w6|2dx) di
RZ

1/4

1/2 1/4
f |zI*dx dt f |G|>dx dt f z1/2||vf(-,z)||4( 2|D§¢/6|2dx) dt
0 R

12

IA
A

1/4 T . 3/4 T 1/4
< C f 2P dx dt f G dx dt ( f t2/3||VF(-,t)||j/3dt) ( f f |D§¢5|2dxdt)
0 0 R2
1/2 1/2 3/4
< C f |z/dx dt f |G*dx dt ( f 2RIVE(., z)||4“dz)
1/2 1/2
< ( f IZIdedt) ( f f |G|2dxdt) ( f ,B(t)dt) ,

onde B(t) = C*P|IVF(:, 1)lI;”, a qual pertence a L'(0, T) por (3.12).

T A
Vamos agora estimar I,. Lembremos que I, = f f /lka (1//‘” ¥’ o S Hdx dt. Temos que,
0

L] < |ul f f @’k W — w0 S dx dt.

Como IEi’f | <|Vw|, paracada j = 1,2, - ,n, a desigualdade acima implica que:

T
Ll <C f IVao| [v° — ¢° o S Vdxdt.
0 Rn

Para a estimativa de /, o raciocinio € o mesmo feito para /;.

Portanto, temos que

1/2 1/2 T S
|E1|§( f Izlzdxdt) ( f |G|2dxdt) ( f ,B(t)dt),
0

onde B depende de n, e s = 3/4 quandon = 2 e s = 5/8 quando n = 3. De uma forma mais geral,
podemos definir E/(#, t,) substituindo a integral fOT na defini¢do de E; por f[ ]tz para [t,1,] C [0, T]

e da analise feita acima, temos

f 1/2 1/2 f s
|E\(t1, )| < ( f f Izlzdxdt) ( f f |G|2dxdt) ( f ,B(I)dt) = e(t), 1) (3.62)
0 n
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onde 3 e s ndo dependem de G, 1y, t,.

Vamos, agora, estimar Eq. Primeiro definamos

P(p(x,1) — P(p(x, 1))
p(x9 t) _l_)(x, t) .

1
a(x,t) = f P'(p(x,1) + 0(p(x, 1) — p(x,1)))dO =
0

Para ¢ € CJ(R") e fixando o tempo, temos

[ -
Rﬂ

f [P(p) - P(P)lgdx
RYI

< ito = PG Dl llagla
< lIGo = p)C, Dl (lagllz + lleVallz + [laVell2)
< Clite = p)C Dl (lellsr + lleVall). (3.63)

Se P é da forma P(p) = kp, entdo a é constante e Va = 0. Para P mais geral, dividiremos em dois

casos: n=2en = 3.

Para n = 3, temos de (3.19), que Va € L*. Usando este fato e também a imersio H'(R?) —

1/2
( f |¢|2|Va|2dx)
R3
1/6 1/3
(L) ([ ver)
R3 ]R3

< Cllellg

LO(R?), temos que

llpVall,

IA

Para n = 2, temos de (3.19), que Va € L%, para @ > 2. Assim,

1/2
lleVall, = (f |90|2|Va|2dx)
R2
1/q 1/a

(o] (L)

R? R2

1/q
C ( f |<p|") ,
RZ

onde g = 2a/(a — 2). Dai, pelo Teorema 1.16, pag. 29,

IA

IA

leVall, < Cllellg.
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Assim, (3.63) fica:
‘ fR [P0) = P@)gda < Cllo = ) Dl gl

Logo,
I(P(p) = P(B))C, Dllg-1 < Cllo = p)C, Dl -1
E, entao,
T
|Es| < f 1P(0) = P@)lg-1 Idiv |l dt
0
T
< f Clito = p)C, Dl Ildiv ¢l dt
0
T 1/2 1/2
< C f 160 = P Oll [( f |W|2dx) +( f |Diw|2dx) ]dt
’ E 1/2R 1/2
< Csup o =)Dl [ ( |vw5|2dx) +( | |Diw6|2dx) ]dt
0<t<T 0 [\Jrn R?
[ T 1/2 T 1/2
= CT"? sup |l(o = p)C:, O)l|g-1 ( f f |w5|2dxdt) +( f |D§¢5|2dxdt) }
0<r<T [\Jo Jr~ 0 Jrr
T 1/2
< CT"? sup |l(o = p)C, Dllg- f f |G|2dxdt) , (3.64)
0<t<T 0 JR»

onde na dltima desigualdade usamos o Lema 3.4, pag. 71.

Agora precisamos estimar ||(o — p)(-, H)||y-1, para estimar Eg. Consideremos ¢ € CP(R") e

fixemos o tempo. Temos que

[ ©-pwar

'f[ﬁsﬂ—(ﬁOS)(sooS)ldetVS|]dx

'fp(<p—Ao(<poS))dx

IA

fplw—sooSldX+fplsﬂoSlIl—Aoldx, (3.65)

onde usamos (3.33), pag. 63, na segunda igualdade. Escrevendo

I = fp(x, Dlp(x, 1) = (S (x, 1), Dldx e I, = fp(x, Dle(S (x, 1), D] |1 = Ag(x, D)l dx,

vamos estimar estas duas integrais separadamente. Para estimar /;, vamos usar um raciocinio
andlogo ao utilizado para estimar E1, ou seja, vamos subdividir o intervalo de tempo em intervalos

menores, tomando J um inteiro positivo suficientemente grande e definindo para cada t € [0,7],
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ti=jt/J,j=1,---,J. Temos entdo,

|11| < f P(X’ t)|‘P(x, t) - QD(S(X’ t)’t)ldx
R}l

IA

ZfR px, Dle(S (x,1j41), 1) = @(S (x, 1), Dldx
— Jrr

1
ZfRnp(x,t) UO Vgo(HS(x,tj+1)+(1—Q)S(x,tj),t)(S(x,tj+1)—S(x,tj))dQ] dx
J

IA

1
f V(@S (x,tj1) + (1 =60)S(x,t)),)do
0

Z llolleollS 5 2501) = S ¢, 2)ll2
j

D lolleliS G 270) = S ¢ 1)l ( f
F R

"J0O

2
1

IA

1/2
V(0 S (x,tj41) + (1 — O)S (x, 1)), 1)|*d6 dx)
Consideremos a aplicagdo x — S (x, ;). Esta aplicagao € bi-Lipschitziana em R". Assim,

1
f IVo(0S (x,t,:1) + (1 = 0)S (x, 1)), 1)|*dx db
0 JR2

1
<C f IVo(x + 6T (x), H)*dx do
o Jrn (3.66)

<C f \Vo(x, t)*dx dé
Rll
=C f IVe(x, niPdx,
Rn
onde T(x) = S(S'(x, tj),tjis1) — x. De (3.8), temos que ||VT || € arbitrariamente pequeno se f;,
estd suficientemente proéximo de ¢;, ou seja, se J € suficientemente grande. Assim, a aplicacdo

x — x + 0T (x) € um-a-um e bi-Lipschitziana em R", e podemos fazer a mudanca de varidveis

y = x + 0T (x) acima. Assim, temos:
1/2
1< C YIS Cot5e) = SCo 1))l ( f |V<p|2dx) : (3.67)
. Rn
j

Como, pelo Lema 3.3, item (d), pag. 57,
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IS C2) =Stk

IA

1/2 1/2
( f Ix — S (x, tj)|2dx) + ( f lx =S (x, tj+1)|2dx)
R7 R"

t 172 £l 172
ct;'? (f u—iio Slzdxdt) +Ctjuy'? (f f lu—iio Slzdxdt)

0 JRr 0 R2

12 4 iy )12 T 1/2

C(] (J ) )t1/2 (f f |z|2dxdt)

J1/2 ,

0 JR”

-1/2 +(i+1 1/2 T 1/2
CcT'? (] ({/2 ) )(f |z|2dxdt)
J 0 JRr»

IA

IA

IA

temos:

|1

IA

T 1/2 12 J .1/2 + ( it 1)1/2
cT'”? ( f f Izlzdxdt) ( f |V¢p|2dx) (] J )
O R)L Rn ; J1/2
T 1/2 1/2
CT'? ( f Izlzdxdt) ( f |V¢|2dx) (3.68)
0 R? R”

Vamos agora, estimar I,. Temos que

IA

|1

IA

loCx, Dl (S (x, 1), DI 1 = Ag(x, )ldx

Rn

Cllolle fR (S G, 1), Dl lpo(X(x, 0, 1)) = po(X(x, 0, ))ldx

IA

1/2

IA

1/2
C ( N (S (x, 1), t)lde) ( N loo(X(x,0,1)) — po(X(x,0,0)dx

1/2

IA

1/2
c ( Iso(x,t)lde) ( f |,00(X)—/50(X)|2dx)
er Rn
Cllo(, Dll2 1o = po)llz-

IA

Assim, obtemos

sup [l(o = p)(, Dllg1 < C

0<t<T

T 1/2
IIpo—ﬁo||z+T1/2(ff|z|2dxdz) ] (3.69)
0 R~

Assim, substituindo (3.69) em (3.64), obtemos

T 1/2 T
lloo — Poll> + (f f |Z|2dxdt) }(f f |G|2dth)
0 R® 0 R®

1/2
|E¢| < CT'?
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Vamos estimar o Es5. Somando e subtraindo Vi/°u’, temos:

B f f (1= Ao)p(@ 0 )y + Vo'u’ + Vi (u = ')l xdr.

Escrevendo Es da forma Es = I, + L, com I, = f (1 — Ag)p(@t o )W + Vyu’)dxdt e

L = f (1 = A)p(it o S)VY°(u — u)dxdt, vamos estimar estas duas integrais separadamente.

Temos que,

(oo — Po)(X(x, 0,7))|

L] < f
loo(X(x, 0, 1))

lol I o S| Iy + Vyu’ldxdr

1/2
< ¢ Mo = pollz llolles f ( N, Ol W7 +V¢/‘5u‘5|2dx) dt
T 1/2 1/2
< C_lcllpo—ﬁollz( f ||u<-,r)||i,dxdr) ( f A +ku6|2dxdt)
0
<

12
¢ CMlIpo = poll2 (f |G|2dXdl) )

onde usamos que py > ¢, po € L(R"), a hip6tese || o S||, < M e o Lema 3.4, pag. 71.

E, para I,, temos:

|12 lol & o S| VY| lu — u’|dxdt

f (oo — po)(X(x, 0,1))|
loo(X(x, 0, 1)

T
¢l _p()”ooHp”oof VGO G, Dl NG, Olleo llut-, 1) = w’ G, 1)l dt
0

IA

IA

T 1/2
¢'ClIGll» (f llaa(-, t)llfodl) llu — ulla,
0

onde usamos os mesmos argumentos usados na estimativa de /;. Note que I, tende a zero, quando
0—0.

Vamos estimar o E3. Usaremos o mesmo raciocinio de E;. Vamos dividir o intervalo de
tempo em pequenos intervalos. Para isto, consideremos J um inteiro positivo suficientemente
grande e definimos para cada r € [0,T], t; = jt/J, para j = 0,1,---,J. Assim, como
u(S(x,0),t) —u(x,1) = — Z u(S(x,t;),1) —u(S(x,.1),1), temos:

J
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|E5|

IA

J
Z f f (S (x,2;), 1) — 4(S (x, ;1) D] [uAY® + AVdivy’|dx dt
j=0

J
= Z f f LAY® + AVdivy®|
Jj=0

( f Va(0S (x, 1)) + (1 = 6)S (x, 1;41), D)[S (x, 1;) = S (, tj+1)]a’9) dxdt

0

J T
>, f IS¢, 1) = S Cotpan)lh
=0 0

ZIIS( 1) =S, t]+1)llzf IVaC, Dl leAY° (-, 1) + AVAVE (-, D2 . (3.70)

Jj=0

IA

dt

1
(UAY° + AVdivy®©) f Vi8S (-, 1)) + (1 = 0)S (-, 141),1))d6
0 2

IA

Estimando IS (-, ;) — S (-, #j+1)ll2, utilizando o Lema 3.3 (d), pag. 57, temos:

( lx — S (x, rj)|2dx) ( f lx =S (x, £j1)| dx)
Rll

o 172
Ct; 1/2(ff lu—iioS| dxdt) +Ct]+11/2(f f |u—ﬁoS|2dxdt)

0 R~

12 4 (74 1)1/2 T 1/2
C(J ({/2 ) )t”2 (f Izlzdxdt) .
J 0 Jrn

/2

IS¢, 2) = SCtie)ll

IA

IA

IA

Assim,
T 1/2 T J .1/2 . 1 1/2
gl < o [ [ wlaral) [ luawcn+ avdivgcol Y (DT 0, e
0 JR 0 = J12
r 12, A1 2 12
< c( [ Izlzdxdt) ( | ||qu5(-,r)+wdivw5<-,r)||§dr) ( | t||vu<-,r>||i,dr)
0 R® 0 0

Por (3.12) temos que fOT HIVii(-, )|, dt < oo e, usando 3.48 (v. Lema 3.4, pag. 71), temos

T T
f A (-, 1) + AVAiv° (-, D|3dt < C f |G|*dx dt.
0 0 JR?

Logo,
12

T 12, ~1
|E3|§C( f f Izlzdxdt) ( f f |G|2dxdt) Bodn'?
0 n 0 R?
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onde B(r) = 1|V, 1)||%.

Analogamente ao que fizemos para E;, podemos definir E3(#,#,) e obter uma estimativa para
|E5(t,1)| do tipo (3.62). Substituindo em (3.54) todas as estimativas que fizemos e tomando o

lim sup, obtemos:
-0

1/2

T T
f f z-Gdxdt MO( f f |G|2a’xdt) +e(0,T)
0 R» 0 Rn

onde e(t1,5,),0<t; <tp, < T, écomoem (3.62),

<C , (3.71)

T 12
My = llpo = poll2nrze + llPouo — poitoll> + (f f lf—fo S|2dde)
O R)l

e C estd, agora, fixado.

Mais precisamente, vimos que
T
ffz-dedt = A, (3.72)
0 j

T
onde cada A; € da forma A; = f f L j(z//‘s)dx dt, com L j(‘/’6) sendo algum operador (linear) em
0 Rl‘l

Y°, e satisfaz

T 1/2
lim sup |4,| < C My ( f f |G|2dxdt) (3.73)
- 0

fzf LJ(lﬁé)d.X dt
t JR?

Observamos que o T aqui e em (3.71) pode ser substituido por qualquer t € (0,7]. (Na

ou

%ing sup <Ce(t;,1,), YO<H <L <T.

definicao de M, deixamos o T fixado, ou seja, € o T dado no enunciado do Teorema 3.1)

i1 s 1

Seja0 =1ty <t <--- <ty <t, =T uma parti¢do de [0, T'] tal que (f ,B(t)dt) < 2 para
Tk

k=0,1,--- ,m.

Aplicando (3.71) no intervalo de 0 a ¢, e fazendo G — z, obtemos:

11 1 1/2 5l 1/2 1 1/2 1
f f lz|%dx dt C M, ( f f |z|2dxdt) +c( f f Izlzdxdt) ( f f |z|2dxdt) —
0 0 0 0 2C
8l 1/2 1 11
C M, ( f f Izlzdxdt) + = f f lzPdx dt.
0 2 0

IA
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7] 1/2
( f f Izlzdxdt) < 2CM,. (3.74)
0

Calculando agora a integral fo ” f 7 - Gdx dt, temos:

5}
ffZ-dedt§A+B (3.75)
0
f 1/2
onde A satisfaz }sir% suplA| < CM, (f flGIzdxdt) e
- 0

B= Z( fo | f L;(y°)dxdt + j; 2 f (Lj¢5)dxdt), satisfaz
Jj 1

£ 1/2 t 1/2 1 s
C( f f |z|2dxdt) ( f f |G|2dxdt) ( f ,B(t)dt)
0 0 0
fr 1/2 tr 1/2 > K
+ c( f f |z|2dxdt) ( f f |G|2dxdt) ( f ,B(t)dt)
0 0 14
f 1/2 1
2C*M, ( fo f |G|2dxdt) 3C
1 1> 1/2 t> 1/2
" —( f f Izlzdxdt) ( f |G|2dxdt)
2 0 0
f 1/2
C M, ( f f |G|2dxdt)
0
1 ) 1/2 1 1/2
+ —( f f Izlzdxdt) ( f f |G|2dxdt)
2 0 0

Logo,

15irr8 sup|B| < Ce(0, ;) + Ce(ty, t;)

IA

IA

onde usamos (3.73) e (3.74).
Assim, de (3.75) temos:

153 153 1/2
f f z-Gdxdt] < 2C M, ( f f |G|2dxdt) +
0 0

Fazendo G — z, obtemos

5 %) 1/2 1 15
f flzlzdxdt <2C M, (f flzlzdx dt) + > (f flledxdt) ,
0 0 0

| =

1y 1/2 fy 1/2
( f f Izlzdxdt) ( f f |G|2dxdt) )
0 0

o que implica
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%) 1/2
( f f Izlzdxdt) <4C M,.
0

Desta forma, generalizando para o intervalo de 0 a #;, temos:

Tk te 1/2 k
f f 7-Gdxdl] < CMO( f f |G|2dxdt) +cZe(t,_1,t,)
0 0 r=1
11 1/2 1 n
< kCM, ( f f |G|2dxdt) +3 f f |G dxdt
0 0

Fazendo G — z, obtemos

1 I I 1/2
—fflzlzdxdtSkCMo (fflzlzdxdt) ,
2 Jo 0
11 1/2
( f f Izlzdxdt) < 2kCM,.
0

T 1/2
( f f |z|2dxdt) < 2mCM,.
0

o que nos da

Quando k = m, obtemos

(3.76)

(3.77)

Portanto, dai e de (3.69), chegamos a estimativa (3.18) com u — it o § no lugar de u — . Como,

pelo Lema 3.3 (d), pag. 57 e por (3.12),

T T
f li—oSPdxdt < f||Va(-,z)||§of|x—S(x,t)|2dxdz
0 JR» 0 R”
T T
< C f HIVac., o)l dt f |z|*dx dt
0 0 JR”
T
< C f |zI*dx dt,
0 JR?

IA

llu— oSl +lz—ioSlh

T 1/2 T 1/2
( f f lz*dx dt) +C ( f f |zI*dx dt) ,
0 JR” 0 JR»

concluimos (3.18), obtendo assim o resultado desejado.

llu — all

IA



Lista de Simbolos

XE funcdo caracteristica de E

R” espaco euclidiano, n-dimencional

X x=(x',---,x"), um ponto em R"

Xy produto interno

| x| norma de x

Q um aberto do R"

Q fecho de Q2

0Q) fronteira de Q2

supt u suporte de u

diam E diametro de E

dist(E,F) distanciade E a F

B(x,r) bola de centro em x e raio r

a @ =(a', - ,a"), multi-indice

|| ol =a'+---+a"

X X=Xy

a! al=all o

D; =3  i-ésima derivada parcial

De D¥ = .. Do = ol
R

Du =Vu gradiente de u, Vu = (aa—;‘l, T e

Dku Dfu = (DU} 0=k

C(Q) espaco das fungdes continuas em
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CH(Q) CHQ) ={u: D¢ C(Q)} a1k
Ci(Q) Cy(Q) = CHQ) N {u : sptu C Q é compacto}

c'Q) Q) = {u € C(Q); sup () — uG)l < 00}, com0<a<l
e =y

|E| medida de Lebesgue de E

fofde  f, fdx=7 [ fdx

LP(Q) espaco das fungdes u tais que fg lu(x)|Pdx < oo

Li) Q) u € LP(K), para cada compacto K C Q)

[zl .00 norma L” em Q

)24 expoente conjugado de p, p’ = p%l sep>1,p =c0sep=1

)2 conjugado de Sobolev de p, p* = n"_—p

D) espaco das fungdes teste em Q

P regularizador ou mollifier

U, U, = @, * u, convolucao de u com ¢,

WkP(Q)  espago de Sobolev em Q

WiP(Q)  fecho de C(Q) em WrP(Q)

llzellk, p:00 norma de Sobolev em Q

BV(Q) funcdes de variagdo limitada em Q

Q' ccQ QcQeécompacto

0
divu divergente do campo de vetor u, divu = a—u]
X
=1

Au Laplaciano de u, Au = > ——=

= dxi?
JT JT =|det T|, Jacobiano de T
up(x) up(x) = u(x + h)

E — F  E continuamente imerso em F

E < F E compactamente imerso em F
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